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1. Introduccion

La fisica de los sistemas complejos es una rama de la fisica que intenta abordar problemas
entendiendo el sistema como la contribucion de las interacciones de todas sus partes. Los
tipos de problemas a los que busca dar respuesta son muy variados, desde aproximaciones a
microescala para estudiar el cerebro humano hasta aproximaciones desde un punto de vista
mds amplio para estudiar el cambio climéatico, pasando por el campo de la epidemiologia.

La modelizaciéon de epidemias surge a principios del siglo XX, siendo el articulo de Kermack-
McKendrick una de las primeras contribuciones [I], donde se definen por primera vez las
ecuaciones del conocido modelo SIR. Esto da origen a su vez a los modelos compartimen-
tales, donde cada individuo de la poblacién se puede encontrar en uno de los n estados del
modelo. Los modelos compartimentales siguen siendo uno de los pilares fundamentales de la
modelizacién de epidemias, siendo alguno de los méas conocidos el mencionado modelo SIR,
pero también el modelo SEIR o el modelo SIS. Cada uno de estos modelos agrega nuevos
compartimentos que pretenden modelizar los distintos estados de una enfermedad.

Estos modelos incluyen parametros epidemiolégicos correspondientes al patégeno, trabajando
tipicamente con periodos de latencia, periodos de infeccion, la infectividad del patégeno y
parametros relacionados con las interacciones de la sociedad. Estos pardmetros explican el
desarrollo del patégeno a nivel de individuo, pero la obtencién de sus valores resulta muy
dificil o practicamente imposible. Es por ello que existen otras métricas para entender el
desarrollo de la epidemia, como el generation time, definido como el tiempo que pasa entre
que un individuo infectado comienza su periodo de infeccién e infecta a alguien [2]. En muchas
ocasiones, el generation time resulta imposible de medir y se usa el serial interval, su diferencia
radica en el hecho de que en el serial interval, el intervalo temporal toma como referencia el
momento en el que el infectado muestra sintomas. Esta diferencia se debe a los periodos
de latencia, donde el individuo ya se encuentra infectado pero atn no es un caso clinico,
por lo que no se refleja en las estadisticas de infectados. Remarcar el hecho de que el serial
interval puede tomar valores negativos en enfermedades cuyos periodos infecciosos puedan ser
pre-sintomaticos.

Un aspecto que pese a su importancia muchas veces es despreciado respecto al generation time
es que, conforme avanza la epidemia, se genera una situaciéon de competitividad de contactos
que afecta al generation time medido. Ademads, este también puede ser modificado por otros
aspectos como las intervenciones, por ejemplo, si se aisla a un individuo en casa, su generation
time serd menor. Algunos de estos aspectos han sido abordados en ([3] , [4], [5]).

El problema principal es que el generation time es una métrica importada de la demografia,
donde el concepto y las circunstancias son muy diferentes. Su concepto proviene de la diferencia
temporal entre el nacimiento de una madre y de un hijo, es decir, la diferencia de generaciones.
Es asf como surge la ecuacién de renovacion [6], donde se relaciona el tiempo de generacién
demografico con un crecimiento exponencial para hallar el nimero de nacimientos nuevos en
un ano. En los anos 80, esta métrica se importa al campo de la epidemiologia como una forma
de resumir la peligrosidad de una epidemia en la poblacién [7], tomando el nombre de R
(ntimero reproductivo bésico).



El nimero reproductivo basico, Ry, se define como el ntimero de infecciones secundarias
causadas por un infectado principal en una poblacién infinita y totalmente susceptible. Como
se ha comentado, este parametro es ampliamente usado para caracterizar la intensidad de una
epidemia. Es un pardmetro de vital importancia dado que su valor aporta informacién sobre
la potencial difusién de la epidemia y la dificultad de su contencién. Si Ry > 1, la epidemia
afecta a una parte significativa de la poblacién, en cambio, si Ry < 1, cada individuo de media
contagia a menos de un individuo, por lo que la epidemia no percola en la poblacién.

Por otra parte, para monitorizar la evolucion de la epidemia a tiempo real, se utiliza R;, que
se define como el nimero de infecciones secundarias causadas por un infectado principal en
tiempo t. Su valor se obtiene dividiendo los nuevos casos obtenidos a tiempo t entre el ntimero
de individuos infectados todavia infecciosos en un tiempo anterior a t. Pese a que aporta gran
informacién, dado que permite analizar si las medidas de contencién estan funcionando, estd
sujeto a las caracteristicas del sistema donde se realiza el andlisis, es decir, R; tiene validez a
nivel local. Ademads, depende de la actualizaciéon de los datos clinicos, por ejemplo, durante
la epidemia del Covid-19 en Espana, no se actualizaban los casos durante el fin de semana,
implicando alteraciones en la serie temporal de Ry.

Normalmente, Ry se considera caracteristico del patégeno, es por ello que se utiliza para
calibrar los modelos usados para simulacién de epidemias. El objetivo de estas simulaciones
suele ser analizar el proceso de difusién de la epidemia, pudiendo evaluar el efecto de diversas
medidas de contencién o bien de cardcter no farmacéutico (cierres locales, uso de mascarillas,
distanciamiento social, etc) o de caracter farmacéutico (implementacién de vacunas). Sin
embargo, por lo discutido hasta ahora vemos que medir directamente Ry puede tener varios
problemas, como que la poblacién no es finita, que es muy dificil detectar al primer infectado,
o que al fin y al cabo es un proceso estocastico. Ademads, como se verd en este trabajo, los
problemas son incluso de un caracter méas fundamental y no solo consecuencia de limitaciones
practicas.

Por ello, como veremos, en la practica para medir Ry se utilizan técnicas que normalmente
estdn basadas en el generation time. En este trabajo, en primer lugar, se analiza en pro-
fundidad las diferentes formas que puede tomar el generation time (forward, backward e
intrinsic). Después, utilizando simulaciones basadas en agentes, se pretende comprender las
limitaciones inherentes de estas métricas, tanto en modelos de interacciones homogéneas como
heterogéneas, y analizar las consecuencias que tienen sobre la estimacién de Ry. Es especial-
mente interesante el caso heterogéneo dado que se asemeja mas a la realidad, pero, como se
verd, los efectos de la competitividad de contactos son mucho més notorios.



2. Marco teorico

En esta seccién se presenta cémo se define Ry en poblaciones homogéneas y heterogéneas,
ademads de remarcar su importancia a la hora de afrontar el desarrollo de la epidemia. Después,
se verd como las ecuaciones de Lotka-Euler permiten llegar a unas expresiones para estimar
Ry en una epidemia, para lo cual serd necesario entender el generation time. Finalmente se
mencionaran los métodos de estimacion mas utilizados para su computo.

2.1. Modelo de epidemia

Para simular la epidemia, se hard uso de un modelo compartimental, especificamente del mo-
delo SIR. En los modelos compartimentales, cada individuo puede encontrarse en un instante
de tiempo en un solo compartimento. En el caso del modelo SIR, existen tres posibles estados
para cada individuo:

= Susceptible, S, el individuo es susceptible de contagiarse.

» Infectado, I, el individuo se encuentra en posesion del patégeno y puede contagiar a
individuos susceptibles.

= Recuperado, R, el individuo ha padecido la enfermedad y no puede ni infectarse ni
infectar.

De esta manera, el proceso de epidemia termina cuando no existen infectados en el sistema.
Las ecuaciones que rigen el modelo SIR son las siguientes:

ds
= _BST
dt pS
dl
— = I —~1 1
o = PSI = (1)
dR
— =~l.
at
Donde § es la tasa de contagio y = la tasa de recuperacién. En una poblacién homogénea,
normalmente se describe f como S = (k)A; donde A es la infectividad (caracteristica del

patdégeno) y k es el promedio de contactos de un individuo (caracteristico de la sociedad en
cuestién), por lo tanto 5 depende del tipo de patégeno y de la estructura de contactos de la
sociedad. La tasa de recuperacion «, la tasa de infeccién § y el nimero medio de contactos k,
se asumen constantes durante el periodo de simulacién.

Como se ve en la dinamica reflejada en las ecuaciones , hay dos posibles reacciones:

S+15 141
(2)
ILR
Para que un individuo susceptible se infecte, necesita establecer un contacto con un individuo
infectado, mientras que para que un individuo infectado se recupere, no hace falta ningin

tipo de contacto. Como veremos a continuacion, este aspecto es de vital importancia para
entender la raiz del problema de Ry.



2.2. Numero reproductivo basico R,

El ntmero reproductivo basico, Ry, se define como el nimero de infecciones secundarias
causadas por un infectado principal en una poblacién infinita totalmente susceptible. Este es
un parametro muy importante de la epidemia debido a que su valor presenta un punto critico
en el sistema:

Si Rp > 1 — La epidemia afecta a una fraccién significativa de poblacion

(3)

Si Ry <1 — La epidemia no afecta a una fraccién significativa de poblacién

En el caso del modelo SIR en poblacién homogénea , Ry viene dado por Ry = (/. Donde
[ es la transmisividad del patégeno y v la tasa de recuperacion.

En cambio, en las poblaciones heterogéneas el computo de Ry es méds complejo debido a que
no todos los individuos tienen el mismo nimero de contactos, [§]. En este caso, para obtener
su valor se utiliza una herramienta denominada Nexzt generation matriz ([9]).

Si nos encontramos en un modelo SIR, la herramienta next generation matrixz nos permite
obtener Ry como el radio espectral, es decir, el maximo autovalor de la matriz de contactos
de la red, A, multiplicada por las tasas de transmisién de la epidemia.

Ro=p (Az) — o). (1)

Al ser la infectividad y la tasa de recuperacion constantes, pueden salir fuera de la operacién
de maximo autovalor. Se puede ver como en el caso de poblaciones heterogéneas, donde cada
individuo tiene diferente nimero de contactos, Ry depende de la topologia de la red ademds
de las caracteristicas del patégeno. Notemos que en la definicién original no se menciona nada
sobre la estructura de contactos.

2.3. Por qué R,

Una vez definido Ry la pregunta es, jpor qué es tan importante el nimero reproductivo basico?
Como hemos visto, su valor separa una epidemia que percola en la poblaciéon de una que no.
Ademsds, en modelos sencillos como el SIR en caso homogéneo, su valor caracteriza toda la
evolucién del sistema, siguiendo la expresion:

Soo = 1 — rog = sge~ Fo(ree=70) (5)
Si se consigue saber su valor, este puede jugar un papel muy importante a la hora de considerar
que medidas son necesarias para combatir el brote epidemiolégico. Si se tiene un Ry = 1,25, no
tiene sentido establecer una cuarentena a toda la poblacién, ya que aunque nos encontremos
en zona epidémica, la propagacién serd lenta, un ejemplo tipico de este valor es la gripe.
En cambio, si Ry = 4,5, es posible que haya que establecer establecer medidas mas estrictas
de control ya que la propagacion serd muy rapida. Debido a esto, sobre el papel, Ry es un
parametro epidemioldgico de vital importancia.



Ciertamente, la epidemia de Covid-19 supuso un test para comprobar la fiabilidad de este
parametro. Si uno mira las publicaciones de pardmetros epidemioldgicos del ministerio de
sanidad [I0], puede encontrar esto: Los primeros estudios mediante modelado matemdtico
estimaron su valor en Wuhan entre 2-8 en los primeros meses de la epidemia en la ciudad
china ([11],[12]). Dos revisiones que recogen un total de 32 estudios de diversas metodologias
estimaron valores de RO de entre 1,5 y 6,5 durante la epidemia en Wuhan (figura 3). En Italia
la RO de la primera onda se estimd en el mismo rango de valores ([13],[14)]) .

Sin embargo, si uno mira la literatura, empieza a observar cierta discrepancia. En [I1], men-
cionan que Ry esta comprendido en un intervalo de valores tal que Ry € [1,4,3,9], usando
un modelo de transmisién ajustado a infecciones zoondticas que tuvieron lugar en fechas de
inicio del covid. En [12], hablan de intervalos desde Ry = 0,47 hasta Ry = 2,47, usando para la
estimacién cadenas de Markov de MonteCarlo. En [13], se estima que Ry en Italia se situaba
en un valor de Ry = 3,4 simulando con un modelo SIR y Ry = 4,9 simulando con un modelo
SEIR, utilizando las cadenas de Markov con MonteCarlo. Por tltimo, en [14] hablan de un
Ry comprendido entre Ry = 2,5y Ry = 3,5.

Viendo la amplia gama de valores estimados de Ry se puede entrever el problema, el intervalo es
demasiado amplio para poder tomar decisiones sobre las medidas de la epidemia. Si Ry = 1,5,
la epidemia no se difunde de manera réapida y se pueden aplicar medidas menos estrictas. Sin
embargo, si Ry = 6,5, la epidemia tendrd mucho més impacto en la poblacion, por lo que
habra que valorar si es necesario aplicar medidas de control estrictas para paliar su efecto.

Durante el transcurso de la epidemia es comiin haber visto noticias en las que hacen referencia
a un numero reproductivo R, a veces mal llamado Ry. Estas noticias explican por qué es
importante conseguir que R tome un valor menor que uno, haciendo referencia a lo que se
conoce como R;. Como se ha mencionado en la introduccién, R; se define como el nimero
de infecciones secundarias provocadas por infectado principal en tiempo ¢ de la epidemia, La
estimacién maés sencilla de su valor viene dada por la expresién @

Nuevos infectados tiempo t

"™ Infectados activos a tiempo t (6)
Entonces, ;por qué no usar R; para calibrar los modelos si proporciona predicciones a tiempo
real? La respuesta es que R; también tiene problemas asociados, por ejemplo, no se obtienen
predicciones exactamente a tiempo real debido al retraso de la deteccién de los casos clinicos,
ademads, es una medida de caracter local, dando lugar a otros problemas como los mencionados
en [15]. En la practica, para evaluar el potencial de las medidas de control, o simplemente
para analizar como avanza la epidemia, los modelos aplicados en el campo de modelizacién de
epidemias se calibran usando como valor Ry. Esto se debe a que tedricamente agrupa todos
los parametros de difusién del patégeno en ausencia de intervenciones, lo que permite medir
el efecto de estas. Es decir, si yo quiero estudiar algiun aspecto de la epidemia del Covid-19,
implemento un modelo calibrado con el Ry del Covid-19 y evaluaria la cuestién a analizar.
Pero, claro, con un rango de estimaciones de Ry tan amplio, Ry € [1,5,6,0], los resultados
seran muy diferentes dependiendo del valor elegido.

En la figura [I| se muestran cuatro noticias de diferentes medios de comunicacién refiriéndose
al ntimero reproductivo basico. Cabe resaltar la noticia de la figura procedente del New



York Times, donde se refieren a Ry como la métrica que puede dar forma a nuestras vidas.
Estas cuatro noticias son solo algunos ejemplos, una gran cantidad de medios hicieron eco de
noticias similares haciendo ver que Ry es un pardmetro de gran importancia en el proceso de
difusién de la epidemia.

- "I"I;) I nG — — | El ritmo de reproduccion (R0O) de la
Q_ue es e » €l numero que siguen los COVID-19 es el doble de lo que se
cientificos para ver la intensidad #

. tim inco v m r |
del coronavirus _ :es . abay cinco veces mayor que el de
| *\.. ‘ " agripe

(a) (b)
Coronavirus: What is the R number and RO, the Messy Metric That May Soon
how is it calculated? Shape Our Lives, Explained

(c) (d)

Figura 1: Noticias de los medios [Lla| The Conversation [16], [Lb| Xataka [17], |1/ BBC [18] y
New York Times [19] sobre el niimero reproductivo bésico y su importancia en el desa-
rrollo de la epidemia.

2.4. Ecuacién Lotka-Euler

La ecuacién de Lotka-Euler se planteé para describir la dindmica de nacimientos de una
poblacién [20]. Para poder obtener el nimero total de nacimientos a un tiempo ¢, hay que
realizar la suma de todos los nacimientos producidos por todas las madres con edad a en
tiempo t para todas las edades posibles a. El nimero de madres con edad a es igual al
numero de nacimientos en el tiempo t — a. Por tanto, el nimero de nacimientos en tiempo
t es el producto de los nacimientos en tiempo t — a por la tasa de nacimientos producidos
por madres de edad a. Siguiendo la expresién se obtiene la ecuacion Lotka-Euler, también
conocida como la ecuacién de renovacion.

[e.e]
b(t) = / b(t — a)n(a)da, (7)
a=0

donde el b(t — a) es la tasa de nacimiento de la poblacién en tiempo ¢t — a y n(a) es la
tasa de hijos de una madre con tiempo de vida a. Notar que este dltimo pardmetro tiene en
cuenta tanto la fertilidad como los fallecimientos de forma implicita. Se puede entender que
los nacimientos en el pasado multiplicados por el nimero de descendientes en cada tiempo
pasado, se debe sumar a los nacimientos actuales.

Si la distribucién de edad es lo suficientemente estable, el crecimiento de la poblacién es de
caracter exponencial. Esto significa que el nimero de nacimientos a tiempo t es el producto
del nimero de nacimientos en un tiempo anterior multiplicado por una exponencial, con tasa
de crecimiento r. Esto da lugar a la expresion .

b(t) = bt — a)e™. (8)



Donde r es el crecimiento exponencial de la poblacién. Combinando las expresiones y ,
se obtiene la expresién @ Esta expresién es de gran importancia debido a que posteriormente
se utilizard para relacionar el generation time con Rj.

oo

b(t) —/ b(t)e "n(a)da. 9)
a=0

Ademsds de los nacimientos a tiempo ¢, también se puede definir el nimero de nacimientos

promedio por individuo, R, siguiendo la expresién .

R:/o n(a)da. (10)

A través de esta métrica, se puede definir la distribuciéon de nacimientos de cada individuo
con edad a como g(a), descrita por la expresién ((11]) .

g(a) = = (11)

Sustituyendo esta distribucién en la ecuacion @D, se puede obtener el niimero de nacimien-
tos promedio por individuo R en funcién de la distribucién temporal de nacimientos g(a),
obteniendo la expresion ((12]).

% = /000 e "g(a)da. (12)

En este caso g(a) es la distribucién de nacimientos, lo cual es independiente del resto de la
poblaciéon dado que se asume que siempre se puede encontrar un individuo fértil. En cambio,
como se verd a continuacion, la analogia en el caso de la epidemiologia puede parecer licita
pero tiene un problema fundamental, el ratio de “tener hijos” (nuevos infectados) depende de
que haya susceptibles en la poblacién, y de encontrarlos.

2.5. Generation time

El generation time de la demografia se traduce a la epidemiologia como el tiempo transcurrido
entre una infeccién principal y una secundaria. Si un individuo se infecta en tiempo t e infecta
a otro individuo en tiempo t 4+ 7, el generation time de esta infeccién es 7. Entender su
distribucién y caracteristicas es importante debido a que, como se acaba de comentar, se
empleara en el calculo de Ry.

El generation time indica la velocidad de difusion de la epidemia, si la media del generation
time es baja, significa que los infectados tardan poco tiempo en infectar, por lo que la epidemia
se difunde rapidamente. Si realizamos estadistica al nivel de poblacién, se obtiene informacién
sobre cémo de probable es que un individuo infectado en tiempo ¢ con edad de infeccién 7
produzca una infeccion secundaria.

Siguiendo la formulacién usada en [21], se define K (7) como la tasa de infecciones secundarias
causadas por un individuo infectado hace 7 unidades de tiempo. Esta tasa de infecciones
secundarias se puede separar a su vez en dos términos, la probabilidad de el infectado siga



estando infectado después de 7 unidades temporales, F(7), y la infectividad del individuo
pasadas 7 unidades temporales, A(7) (considerado independiente de 7 en los modelos simples).
De esta manera, la tasa de infecciones secundarias K (7) se puede reescribir como K(7) =
F(1)A(T). Notar que K (7) es equivalente a n(a) en demografia.

El nimero de infecciones nuevas en tiempo ¢t producidas por individuos infectados en un
tiempo s anterior corresponde a la expresién :

is(t) = K(t = s)i(s)S(t), (13)

donde 7 =t —s, i(s) es la incidencia en tiempo s, es decir, el nimero de infectados nuevos en
tiempo sy S(t) es la fraccién de susceptibles de la poblacién. Notar que la principal diferencia
con la demografia es la presencia de S(t). Para calcular el nimero de nuevos infectados totales
en tiempo t, no solo los producidos por individuos infectados en tiempo s, hay que anadir todos
los individuos infectados anteriormente con sus respectivas tasas de infecciones secundarias
K (t — s), siguiendo las expresién (|14)).

t t
i(t) = / is(t)ds = S(t)/ K(t — s)i(s)ds. (14)

0 0
Sumando las tasas de infecciones secundarias producidas por un infectado con tiempo de

infeccién 7 para todos los posibles tiempos de infeccién, se obtiene por definicién el niimero
reproductivo bésico, definido en la expresién (15) (equivalente a ((10)).

Ry = /000 K(r)dr. (15)

Anélogamente a ([L1)), se define ahora la distribucién del intrinsic generation time (g(7)) usando

la expresién .

o(r) = == (16)

La distribucién del intrinsic generation time es la esperada a nivel de individuo [22], asu-
miéndose constante en el transcurso de la epidemia. Sin embargo, esta distribucion difiere de
la medible, debido a que no tiene en cuenta si el contacto infeccioso conlleva a infeccién, es
decir, no tiene en cuenta si el contacto infeccioso se produce entre una persona infectada y
otra que no se puede infectar. En cambio, por definicién, experimentalmente solo es posible
medir un contacto que ha producido una infeccién. Asi, en el proceso de medir esta cantidad
hay que tener en cuenta dos puntos de vista:

= Forward generation time, se mide la distribucion de los intervalos temporales entre los
individuos infectados a tiempo t y sus infecciones secundarias a tiempo t + 7. Este,
légicamente, no permite el calculo a tiempo real y ademas tiene el truncamiento por la
derecha.

s Backward generation time, se mide la distribucién de los intervalos temporales entre los
individuos infectados en un tiempo ¢ — 7 y sus infecciones secundarias a tiempo t. En
este caso, la dificultad es determinar, dado un infectado nuevo, quién le ha infectado.



2.5.1. Forward generation time

Para calcular el forward generation time, se calcula la incidencia producida por los individuos
infectados en un tiempo ¢, por lo que reajustando la expresién (14]) se obtiene la nueva
expresion ((17)).

iw(t+7)=K(1)i(t)S(t + 1) = Rog(7)i(t)S(t + 7). (17)

Para obtener el niimero de infecciones secundarias por individuo infectado a tiempo ¢, hay que
tener en cuenta todas las posibles edades de infeccién 7 y dividir por el nimero de individuos
infectados en tiempo ¢, obteniendo la expresién :

#infecciones secundarias por infectado = / g(T)RoS(t + 7)dr. (18)
0

Al ser Ry constante durante todo el transcurso de la epidemia, la distribucién del forward
generation time se define mediante la expresién ((19):

g(r)S(t+7)

fulr) = IS g(@)S(t + )da

(19)

Se puede ver una clara dependencia con el nimero de susceptibles del sistema. Una deplecién
del nimero de susceptibles afectard a la distribucion del forward generation time. Esta de-
pendencia tiene sentido, dado que si hay menos susceptibles en el sistema a los que infectar,
el forward generation time variard su distribucion.

Esta distribucion tiene un aspecto de vital importancia para el cdlculo de Ry, y es que al
comienzo de la epidemia se suele asumir que es igual que la distribucién intrinseca g(7).
Esto se debe a que el nimero de susceptibles al principio de la epidemia se puede considerar
constante (S(¢ + ) ~ 1 para t ~ 0). Esto se ve reflejado en la expresién (20)).

oSt e
Jo(r) = IS 9(x)S(t + )dax - Io° g(a)da = 9(7): (20)

2.5.2. Backward generation time

Andlogamente al forward generation time, para calcular la distribucion desde la perspectiva
de las infecciones secundarias a tiempo t, se requiere la incidencia producida por individuos
infectados en tiempo t — 7 en el instante t. Se obtiene asi la expresién (21).

it—r(t) = Rog(r)S(D)i(t — 7). (21)

El nimero de susceptibles a tener en cuenta en este escenario no depende de 7. Si se calcula
la fuerza de infeccién que provoca la incidencia a tiempo ¢, se obtiene la expresion (22)).

Fuerza de infeccion = / Rog(T)i(t — T)dr. (22)
0



De forma andloga al caso anterior, se puede usar esta expresién para definir el backward
b
generation time. Se halla asi la expresién ([23)).

g( )'(t—T)
IS 9(2)i(t — a)da

bi(T) = (23)

En la expresion (23)), se puede ver como la dependencia de la distribucién desde el punto de
vista de la infeccidn secundaria es con la incidencia de tiempos anteriores.

Infector Infectado

—
Forward

<
Backward
1
)
t

Figura 2: Definicién de los dos puntos de vista posibles del generation time.

P By

t T

2.5.3. Coémo se obtienen los generation times

Los tiempos de generacion forward y backward se miden mediante el rastreo de contactos.
En casos reales, este método es muy dificil de implementar y tiene bastantes sesgos. En
primer lugar, no puedes saber con exactitud quién ha infectado a quién, por lo que los datos
reflejan al infector méas probable. Ademas, el rastreo de contactos no suele ponerse en practica
hasta que que la difusién de la epidemia se encuentra en un periodo avanzado, perdiendo una
informacién muy valiosa sobre los estadios iniciales de la propagaciéon. Los sesgos més comunes
en la practica incluyen conocer quién ha iniciado el contacto, casos de clustering (donde se
detecta un caso y se realiza el test a toda su familia), la utilizacién de diferentes tipos de
pruebas de deteccion, la presencia de enfermedades con fase infecciosa pre-sintomatica o la
falta de realizacion de pruebas en dias no laborables.

2.5.4. Valores medios del tiempo de generacién

Bajo la condicion de poblacién bien mezclada, se puede obtener el valor analitico de los pro-
medios de las distribuciones del generation time para cada instante de la epidemia. Siguiendo
el desarrollo expuesto en [4] , se obtiene el valor medio de la distribucién forward generation
time aplicando la ecuacién ([24]).

fo TB(T)D(7)S(¢ +T)d7'
(o

fo t+U B(U) ) (24)

(f(1)) =
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Donde §(7) es la transmisividad, que se asume constante, y I'(7) es la tasa de recuperacién
con forma I'(7) = exp (— [, 7(0)do), siendo v(o) constante durante toda la edad de infeccion.

2.6. Uniendo el tiempo de generacion con el niimero reproductivo basico

En los primeros compases de la epidemia, en principio, podemos asumir que la fraccién de
susceptibles permanece aproximadamente constante. Ademads, la incidencia crece a un ritmo
exponencial, por lo que i(t) = ig exp (—rt).

Basdndose en la ecuacién de Lotka-Euler (7)), la distribucién intrinseca de tiempo de genera-
cion, ¢g(7), nos permite relacionar el crecimiento exponencial r de la epidemia con el niimero
reproductivo bésico. De este modo, la relacién entre Ry y r viene dada por la expresion (125)):

1 oo
— = / exp (—r7)g(7)dr. (25)
Ry 0
Como se demuestra en la ecuacién , al inicio de la epidemia, la distribucién del forward
generation time es aproximadamente la distribucién intrinseca bajo la asuncién de S(t) ~
S(0). De esta manera, se puede relacionar Ry y r mediante el forward generation time siguiendo

la expresion :

1 [e.9]

— = / exp (—r7) fo(r)dr. (26)
Ry Jo

En el modelo SIR con poblacién homogénea, el intrinsic generation time se obtiene como
g(T) = e~ 7. A partir de esto, se puede obtener el nimero reproductivo basico como:

Ro = ( /0 h »ye—we—”df) Tt % — 1+ r{g()) (27)

2.7. Meétodo para obtener R, experimentalmente

Pero, en general, no se conoce la forma del intrinsic generation time. Para solucionarlo, se
utiliza el procedimiento propuesto por Wallinga et al. en [20]. Si se conoce la distribucién del
forward generation time, se construye un histograma de la distribucién fo(7), que al comienzo
de la epidemia se puede aproximar a g(7). Si se definen los bordes del histograma como
ap, ai,as, ....,an y la frecuencia de cada una de estas columnas como 1, y2, ..., Yn, €l niimero
reproductivo béasico se puede obtener de siguiendo la expresion .

r

B = S e (Crary) — exp (—rad)/ (@ —aiy)’ (28)

Donde r es el crecimiento caracteristico exponencial de la epidemia. Desde su publicaciéon en
2007, es un método ampliamente usado para la obtencién del Ry. De hecho, esta incluido
como método principal en una de las librerias de R para la estimaciéon de Ry ma&s recientes
(publicada en 2023) [23].
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2.8. Otros métodos para obtener R,

Con el objetivo de estimar Ry, ademas del método para modelo SIR con poblacién homogénea
(27) y el método basado en ajustar el forward generation time del comienzo de la epidemia a
un histograma , se usa una libreria de R llamada R0: Estimation of RO and Real-Time
Reproduction Number from Epidemics [23]. Esta librerfa dispone de tres métodos principales
para su estimacion:

» Attack rate (AR): Obtiene Ry a través de la curva de infectados de la epidemia, utiliza
la ecuacién analitica del modelo SIR para poblacién homogénea [f] Si despejamos Ry de
dicha expresién, obtenemos que

Ro — _In(so) — ln(soo)‘ (29)

Too

Donde 7o, se refiere a la fraccién de poblacion recuperada al final de la epidemia y
S0 Y Seo @ la fraccién de susceptibles al principio y al final de la epidemia respectiva-
mente. Destacar que este método pierde validez fuera de la aproximacion de poblacién
homogénea, como se vera en los resultados con estructuras de contactos.

» Exponential growth (EG): utiliza la expresion , se denomina asi dado que usa el
crecimiento exponencial de la epidemia para el computo de Ry.

» Maximum likelihood (ML): estima Ry a partir del nimero de infectados en funcién del
tiempo y el generation time [24].

Destacar que en los métodos exponential growth y maximum likelihood se ajusta la distri-
bucién de generation times obtenidos en las simulaciones a una funcién gamma, una funcion
Weibull o una funcién log-normal. Una vez se han realizado los tres ajustes se elige el de mejor
fiabilidad para el cémputo de Ry. Esto significa que dependiendo de la validez de este ajuste,
se obtendrd un resultado de Ry més cercano al valor real si el ajuste es bueno o méas lejano
si no siguen ninguna de estas distribuciones, independientemente de la validez de los datos.
Esto es un problema, dado que se asume que el generation time debe de seguir una de estas
tres distribuciones, afiadiendo un sesgo en el computo de Ry en caso contrario.
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3. Simulaciones numéricas

3.1. Algoritmo de Gillespie

Para evitar las limitaciones de los datos reales, se van a realizar simulaciones basadas en el
agente, lo que permitird trabajar en una situacién ideal de informacién completa. Debido
a la estocasticidad de estos procesos, usaremos simulaciones de MonteCarlo basadas en el
algoritmo de Gillespie. Como se verd, incluso en el caso ideal de informacién completa, la
estimacién de Ry presenta problemas importantes.

La mayoria de simulaciones estocasticas de modelos compartimentales se realizan a tiempo
discreto. En cada paso temporal, se recurre a un ensayo de Bernoulli sobre los individuos sus-
ceptibles con probabilidad de cambio A y otro sobre los individuos infectados con probabilidad
de cambio 7. Sin embargo, en los procesos reales el tiempo es continuo.

Con el objetivo de trabajar con un tiempo continuo, se ha utilizado el algoritmo de Gillespie.
Este algoritmo fue inicialmente desarrollado para estudiar los procesos de reacciéon quimica,
pero se trata de un método general para estudiar sistemas de ecuaciones estocasticas. A
diferencia de los algoritmos discretos en los que el tiempo avanza en intervalos constantes,
este algoritmo varia la magnitud del intervalo de tiempo segin los eventos posibles en el
instante anterior. Para ello, en el caso del modelo SIR, se siguen los siguientes pasos:

1. Obtener una lista con los nodos en riesgo (con enlaces a nodos infectados). Definimos
esta lista como N, es decir, nodos que se pueden infectar en el siguiente instante.

2. Obtener una lista con los nodos infectados. Definimos esta lista como Npg, es decir, los
nodos que se pueden recuperar en el siguiente instante.

3. Calcular la tasa de que se produzca un suceso de infeccion:
- ¥ (xa). 0
UeNrisk u€l,
donde I, es el conjunto de vecinos infectados de v y A es la infectividad del patégeno.

4. Calcular la tasa de que el siguiente proceso sea una recuperacion:

TR = Z v, (31)

vENR
donde 7 es la tasa de recuperacién del patégeno.

5. Calcular la tasa total de que ocurra cualquier evento. Esto es lo que va a determinar el
intervalo de tiempo hasta el siguiente evento:

T =T + TR (32)

6. Decidir con nimero pseudoaleatorio el tipo de evento y realizar el cambio. Aqui se tienen
dos posibilidades:
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a) Evento de infeccién: se elige un nodo de la lista de nodos en riesgo con probabilidad
proporcional al niimero de vecinos infectados del nodo.

b) Evento de recuperacién: se elige un nodo de la lista de nodos infectados al azar,
uniformemente.

7. Obtencion del incremento de tiempo siguiendo la distribucion:

1
At(tr) = —exp T, (33)
T
Una vez obtenido, actualizar el tiempo de simulacion. Para elegir el ntimero de la dis-
tribucidn, se sigue el procedimiento indicado en el apéndice [4].

8. Repetir los pasos anteriores hasta el final de la epidemia, que en el modelo SIR se
produce cuando no quedan individuos infecciosos, es decir, Ng = 0.

Con el objetivo de ver un ejemplo, en la figura[3]se puede ver una red de contactos representan-
do los contactos entre individuos que pueden llevar a cabo una infeccién. El color de los nodos
representa su estado, el color rojo son nodos infectados y el color verde nodos susceptibles.

Figura 3: Red de contactos y estados de los nodos. Los nodos 4 y 6 estan infectados, mien-
tras que el resto son susceptibles a la infeccién. Los nodos 1, 5, 7 y 10 no estan en contacto
directo con un nodo infectado, por lo que no podran infectarse en la siguiente iteracion.

Siguiendo el ejemplo de la figura|3] la lista de nodos en riesgo es:
Nk = {9,3,2,8}, (34)
del mismo modo, la lista de posibles recuperaciones es:
Np ={6,4}. (35)

En el caso de que el evento elegido sea una infeccién, los nodos 2 y 8 tienen el doble de
probabilidad de ser los candidatos, debido a que tienen dos contactos infecciosos, mientras
que los nodos 3 y 9 solo tienen uno.

14



A diferencia de los algoritmos con tiempo discreto, en cada iteracién estamos seguros de que
se producird un evento. En ese sentido, no se desperdicia ninguna iteracién, lo que hace el
algoritmo maés eficiente. Sin embargo, es computacionalmente complejo, dado que después de
cada evento hay que actualizar la lista de nodos en riesgo, teniendo un alto coste computacional
debido a que hay que recorrer todos los vecinos de los nodos infectados.

Como se ha mencionado, el proceso computacionalmente mas complejo es actualizar la lista
de nodos en riesgo y el nimero de vecinos infectados antes de cada evento. Al elegir un evento
de infeccién, lo que se estéa eligiendo es un contacto infeccioso capaz de infectar, es decir, entre
un individuo susceptible y un individuo infectado. Con el objetivo de optimizar el cédigo, se
va a implementar una modificacién propuesta por Cota et al [25], donde se sustituye esta lista
de nodos en riesgo usada para calcular la probabilidad de infecciéon por el nimero de enlaces
totales de los nodos infectados sin tener en cuenta el estado del nodo destino del enlace, de
manera que ahora la probabilidad de infeccién es:

=Y (zk: )\), (36)

vENR =0

donde k es el grado del nodo infectado v. Si sucede el evento de infeccion, se escoge a un
nodo infectado proporcionalmente a su niimero de vecinos y posteriormente se escoge uno de
sus vecinos. Solo se produce la infeccién si el vecino elegido es susceptible, de lo contrario, no
sucede nada.

En otras palabras, no se elige el evento de infeccion, si no el evento de que haya un posible
contacto de infeccién, teniendo esta solo lugar si el contacto se produce con un susceptible.
Desde el punto de vista de la dinamica del sistema, se estd simulando por un lado el evento
de contacto de los individuos infectados y por otro el evento de recuperacion de los mismos.
De esta manera, se consigue evitar el costo computacional de actualizar una lista de nodos
en riesgo. Pese a que esto altera la idea del algoritmo de siempre realizar una transicién (de
susceptible a infectado o de infectado a recuperado), en [25] se demuestra que los resultados
son equivalentes.

Para comprobarlo, en la figura [4] se muestra la comparacién del algoritmo de gillespie no
optimizado realizado mediante la libreria de Python EoN ([26]) con el algoritmo de Gillespie
optimizado que hemos implementado en C. Se puede comprobar que la evolucién temporal de
la fraccién de infectados de la poblacién es equivalente.

3.2. Modelo de interaccion

En primer lugar se estudia un modelo de interaccién homogénea, es decir, uno en el que todo
individuo esta en contacto con todos los demaés. Esto es equivalente a la situacién descrita por
el sistema (1)

Después, se exploraran dos modelos de grafos, imponiendo una estructura de contactos en

el sistema mediante la matriz de adyacencia A, y, por tanto, unos contactos fijos para cada
individuo durante todo el transcurso de la epidemia. Estas estructuras de contactos vienen
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Figura 4: Evolucion temporal de la fraccién de infectados en la poblacién utilizando el algo-
ritmo de Gillespie en su version optimizada y sin optimizar.

dadas por una red Erdés-Rényi (ER) y una red con distribucién de grado que sigue una dis-
tribucién de probabilidad binomial negativa (BN), distribucién observada experimentalmente
en procesos de contacto entre personas dentro del contexto de la epidemiologia [27]. Con el
objetivo de analizar la influencia del niimero de contactos para cada uno de estos dos tipos
de red (ER y BN), se generan tres redes con diferente valor promedio de contactos para cada
tipo.

En ambas situaciones, se simula el proceso de la epidemia para diferentes valores de Ry,
realizando 10 simulaciones para cada valor.

3.3. Calibracién del modelo

Ambos modelos se calibran estableciendo un valor inicial de Ry y . En el caso de poblacién
homogénea, se tiene que Ry = A/7, por lo que se puede obtener la transmisividad A como
A =vRy al inicio de cada simulacién.

En el caso de poblacién heterogénea, una vez se han creado las redes sobre las que se realiza
la simulacién, se procede de manera andloga al caso de poblacion homogénea pero para la
expresion . De esta manera, se puede obtener la transmisividad como A = yRy/p(A) para
cada simulacion.

Como se puede ver, en ambos escenarios se usa el nimero reproductivo basico como calibracién
del modelo, fijando todos los pardmetros a excepcién de la transmisividad A antes de empezar
la, simulacion.

3.4. Observables

Para tratar de determinar Ry suponiendo que nos encontramos en una situacién real (aunque
de informacién completa), se van a guardar los siguientes observables:
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Tiempo en el que se infecta
Individuo Infectado por (37)

Tiempo en el que se recupera

Tras la obtencién de estos datos, se posee un rastreo de contactos completo sobre todas las
infecciones de la epidemia, permitiendo asi hacer un andlisis posterior para obtener los tiempos
de generacién correspondientes. Notar que esta es la situacién més ideal que se puede tener
en un caso real, ya que la matriz de contactos no es realisticamente obtenible. Ademas, esta
cambia en funcién del tiempo, y, por tanto, no podriamos usar la expresion que depende de
su maximo autovalor. Es decir, se va a tratar de ver si somos capaces de estimar el Ry tedrico
que se ha impuesto en el sistema simulando que estamos en una situacion real en la que se ha
producido un brote epidémico y se ha sido capaz de medir toda la informaciéon del mismo.

Destacar también que, pese a que este método nos permite almacenar toda la informacion
necesaria, tiene un claro problema de espacio, dado que se esta trabajando con sistemas de
N = 10° nodos, hay muchas transiciones, etc. Esto, junto con la gran cantidad de simulaciones
que hay que realizar para reducir los efectos estocasticos, nos ha obligado al uso de servidores
de célculo y a paralelizar las operaciones.
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4. Resultados

4.1. Sistema homogéneo

Para comprobar la validez de la simulacion, se comparan los resultados tedricos obtenidos de
la expresion con los valores obtenidos a partir de los datos de la simulacién. La figura
refleja los valores tedricos que se deberian obtener para el caso de una poblacién bien
mezclada.

Theoretical mean forward generation time

Ro=1.25 Ro=1.75 Ro=2.50

0 a0 a0 a

E

Fos 35 35

c

2

E 3. 3. . ‘M_“...‘..m..--m-..m...m.mmm 30 fromy, ’J‘wu«m«nnﬂmmn«m

] s &

€ 25 25 2.5

)

[

E 2.0 2.0 2.0

[

2s 15 15

o

2

£ 10 10 10

©

()

Zos os o5

3 B P % % 100 *°70 B o £ % 100 *%0 % P £ % 100

Ro=3.00 Ro=4.00 Ro=5.00

0 40 a0 s

E

ks 35 35

c

2

- P [ — [ R — 7Y r——— —

[ - - #

5 F,

€ 25 25 25

()

[

T 2.0 2.0 2.0

2

o

g1 Y 15

o "

'S

€ 1o 10 10

©

()

Zos os 05

3 B Py % % 00 *° 0 B Py % % 00 **0 B Py © % 100
Time Time Time

Figura 5: Valores promedio tedricos de forward generation time para diferentes valores del
numero reproductivo bésico.

Se puede observar como a medida que Ry toma valores mas grandes, se produce una fuerte
disminucion en la media del forward generation time. Esta caida estd relacionada con la
deplecién de susceptibles y coincide con el pico de infectados como se muestra en el apéndice
Como se puede ver, incluso con los resultados tedricos, el valor inicial de la distribucién
forward generation time no es constante para valores superiores a Ry = 1,75. A partir de
Ry = 3,00, el primer punto de f(7) ya se encuentra en la caida pese a que se suele asumir que
fo(7) es constante e independiente de S(t + 7) en los instantes iniciales de la propagacién.
Cuando el numero de infectados es pequeno, la competiciéon por encontrar susceptibles es
mucho menor y los infectados son capaces de infectar durante todo su proceso infeccioso. Sin
embargo, este periodo es extremadamente corto para valores altos de Ry. Como la duracién
del proceso infeccioso es en promedio 1/ = 3, se obtiene que en los instantes iniciales sin el
efecto de la deplecién de susceptibles el forward generation time toma un valor de (f(7)) = 3.

En la figura [6] se muestra la evolucién temporal de los valores obtenidos del promedio del
forward generation time medido de las simulaciones en comparacion con los valores tedricos
mostrados en la figura [5| . Se puede comprobar como el comportamiento es perfectamente
reproducido por los valores de la simulacién salvo los estados muy iniciales de la simulacion
debido a las fluctuaciones estocasticas.
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Al trabajar con un algoritmo de tiempo continuo, se requiere establecer unos intervalos tempo-
rales para promediar sobre los eventos sucedidos en ese intervalo. En este caso se ha elegido un
intervalo de t = 1. Esto afecta a situaciones en las que Ry toma valores bajos (Ry = 1,25), ya
que la difusién de la epidemia se alarga mas en el tiempo, por lo que son necesarios intervalos
mas grandes para poder conseguir una buena estadistica.

Theory vs Simulation
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Figura 6: Comparacién de los valores analiticos con los valores obtenidos de la simulacién

de (f(7)).

Cabe recordar que el promedio desde estas distribuciones se realiza desde el punto de vista
de un infector, es decir, se promedia sobre los generation time de los individuos que han sido
infectados en el mismo intervalo. En el apéndice [C]se muestra el comportamiento del backward
generation time, mostrando el punto de vista del infectado.

Una vez obtenido el (f(7)), ya tenemos el primer ingrediente para intentar estimar Ry me-
diante el método EG usando las aproximaciones comunmente utilizadas (seccién , es decir,
asumiendo que g(7) &~ f(7) para t ~ 0, pese a que como se acaba de comprobar es una apro-
ximacién problemética incluso en una situacién de informacion completa. El siguiente paso
para calcular Ry es obtener el crecimiento caracteristico r.

4.2. Obtencion de la tasa de crecimiento exponencial ‘r’

El crecimiento inicial de infectados de una epidemia en el modelo SIR se comporta de manera
exponencial, por lo que el pardmetro asociado a este crecimiento r se calcula realizando un
ajuste lineal al logaritmo del ntmero de infectados. En la figura [7] se puede ver un ejemplo
de este ajuste para varias simulaciones estocésticas con los mismos parametros. Realizando
un ajuste a la parte lineal de la figura, se obtiene el crecimiento caracteristico de la epidemia
r como la pendiente de la recta.

Al realizarse estadistica con varias simulaciones, es conveniente establecer un rango para
ajustar siempre el mismo tramo de la curva de infectados. Es por ello que se elige como
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Figura 7: Obtencién del crecimiento caracteristico r a partir de la curva de infectados en
escala logaritmica.

referencia el valor del pico de infectados y se realiza el ajuste al mismo tramo de epidemia
anterior en todas las simulaciones. No obstante, esto es una eleccién claramente arbitraria, y
por ello una posible fuente de incertidumbre.

Al ser un proceso estocéstico, las curvas epidémicas difieren en el tramo del ajuste, por lo que
dependiendo de la rapidez del crecimiento esto puede originar un problema, dado que r puede
llegar a tomar valores muy variados. Si se calcula la distribucién de los valores obtenidos de
r, se obtiene una distribucién Gaussiana. Esto puede usarse para estimar la region correcta
para el ajuste. Aunque légicamente esto se puede hacer al tener muchas simulaciones, en una
epidemia real donde solo hay una curva de infectados no se puede realizar.

4.3. Calculo de R,

Obtenidos el crecimiento exponencial r y la evoluciéon temporal del forward generation time
(f(7)) para cada simulacién, se puede estimar Ry. Si se asume que la tasa de recuperacion sigue
una distribucién exponencial se puede usar la ecuacién . De esta forma, las estimaciones
obtenidas de Ry bajo esta asuncion se reflejan en la tabla

Ry | Estimacion
1.25 1.21
1.75 1.65
2.50 2.29
3.00 2.71
4.00 3.57

Cuadro 1: Estimacion de Ry mediante la expresién .

Como se puede observar, cuanto menor es el valor de Ry inicial, mejor es la aproximacion.
Remarcar que haciendo uso de la expresién (27)), solo se trabaja con el crecimiento exponen-
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cial r de las simulaciones, dado que en lugar de (g(7)) se utiliza la tasa de recuperacién ~
(tedricamente equivalente). Esto complica en gran medida la estimacién en una epidemia real,
dado que es dificil obtener el valor de . Sin embargo, atin asumiendo que se conoce su valor,
las estimaciones para valores altos de Ry distan de ser perfectas.

Otra forma de estimar Ry, es mediante la expresién , usando la distribucién del generation
time en los compases iniciales de la epidemia. El problema es que la expresion nos dice
que se puede usar la distribucién forward generation time al comienzo de la epidemia, pero
no nos dice exactamente cudndo. Si uno se fija en la figura [6] se da cuenta de que cuanto
mas grande es el valor de Ry, menos puntos hay donde escoger antes de llegar a la deplecion
debido a la falta de susceptibles.

Supongamos que acertamos y se elige el intervalo perfecto de fy(7) que corresponde andloga-
mente a la distribucién intrinseca g(7). Surge otro problema, la expresién no indica el
numero de columnas con las que ajustar el histograma. En la figura [§] se muestra el cociente
del Ry obtenido mediante la expresién y el Ry impuesto al principio de la simulacién.
Cuanto maés cercano a uno, mas se acerca al valor obtenido al valor impuesto al comienzo de
la simulacion.
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Figura 8: Similitud del valor obtenido de Ry mediante el forward generation time inicial al
valor de Ry impuesto al principio de la epidemia en sistema homogéneo.

Como se muestra en la figura [§] si no se tuviera el valor de Ry original, hay muchos casos
en los que el valor obtenido de Ry es totalmente erréneo y muy alejado del valor real. Esto
supone un gran problema, pues el valor de Ry tiene implicacién directa en la toma de medidas
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sobre la epidemia como establecer cuarentenas, medidas profildcticas o incluso campanas de
vacunacion.

Con el objetivo de extender el andlisis, se han obtenido resultados para tres métodos diferentes
a través de la libreria RO de R. Remarcar que el método Attack rate aplica la solucién analitica
del modelo SIR en poblaciones homogéneas (este escenario) usando la curva de infectados, es
por ello que sus resultados han de ser muy exactos. Los resultados obtenidos para los diferentes
métodos se muestran en la tabla 2 :

Método
Ry || Attack rate | Exponential growth | Maximum Likelihood
1.25 1.24 1.20 1.22
1.75 1.73 2.38 2.10
2.50 2.48 2.03 1.57
3.00 2.98 1.21 1.05
4.00 3.97 0.91 1.00

Cuadro 2: Valor de Ry obtenido a través de diferentes métodos incluidos en la libreria R0

Como se puede observar, el valor estimado se acerca bastante al real en el caso de Ry = 1,25
, difiere algo més en los valores Ry = 1,75 v Ry = 2,50 y carece de sentido para Ry = 3,00
y Ro = 4,00. Esto se relaciona con la imposibilidad de elegir fy(7) para valores altos de Ry,
como se habia mencionado anteriormente.

El tinico método que realmente funciona es el método del attack rate porque se basa en la curva
de infectados de la simulacién, sin usar el generation time. Sin embargo, su implementacién
en las epidemias reales es imposible en gran parte por dos motivos; la aproximacién de un
modelo SIR homogéneo no caracteriza una sociedad real, y aunque ese fuera el caso, para
estimar Ry se necesita saber el nimero de susceptibles y recuperados al final de la simulacién,
por lo que no puede aplicarse a tiempo real.

4.4. Resultados en redes

Es evidente que un modelo de poblacién bien mezclada no representa de manera realista
la estructura de contactos de una poblacién. En la seccién anterior se ha demostrado que
el método de obtencién de Ry experimentalmente en un sistema homogéneo no es bueno,
especialmente en los escenarios con Ry > 3 , dado que es cada vez mas dificil seleccionar
un fo(7) valido. Ahora queremos ver si en las redes, es decir, simulando sobre estructuras
de contactos, aparecen los mismos problemas u otros. También, ver si, aunque dé mal, dé
igual de mal y por tanto hay algo inherente en el sistema que podria estudiarse. Si simulando
sobre una estructura de contactos se obtienen los mismos resultados de Ry, pese a que no
reproduzcan el valor inicial, al menos el proceso de difusién en cuanto al generation time y al
crecimiento exponencial r se refiere sera el mismo.

En la figura[J]se muestra la comparativa del forward generation time en un sistema homogéneo
con un sistema de estructura de contactos basado en dos tipos de redes. Se puede comprobar
que no tienen la misma forma.
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Figura 9: Comparacién de la evolucion temporal de la media de la distribucion forward ge-
neration time en un sistema homogéneo de contactos respecto a sistemas con una estructura
de contactos basada en una red a) Erdds-Rényi b) Distribucién de grado binomial negativa.

La cuestion es que al implementar una estructura de contactos se anade otro problema, al
tener un numero de contactos definido y fijo por individuo, se incrementa el problema de
competitividad de contactos. Es decir, se puede dar el caso de que cuando un individuo se
infecte, no tenga a quien infectar dado que sus vecinos estan ya infectados o recuperados.
También puede suceder que un individuo infectado no pueda contagiar a tanta gente como
el nimero reproductivo basico dicta al principio de la epidemia simplemente porque no tiene
el suficiente nimero de contactos. Un individuo infectado un tiempo infinito puede infectar
como méaximo a todos sus vecinos, esto no ocurre en un sistema de contactos homogéneo dado
que un individuo puede seguir infectando hasta que no queden individuos susceptibles en el
sistema.

Debido a esta competitividad y limitacion de contactos, las redes con menor conectividad
sufren también una caida en el promedio del forward generation time pero con la diferencia
de que el valor inicial antes del comienzo de la bajada es menor y posteriormente a esta caida
no llega a alcanzar los valores obtenidos en los sistemas homogéneos. Cuanto mayor es la
conectividad, mayores son estos valores al principio y al final de la epidemia, pero se siguen
sin alcanzar los valores del sistema homogéneo. En la seccién [4.1], se menciona que a partir
de Ry > 3 no se pueden escoger valores adecuados de fo(7) para la obtencién de Ry. Sin
embargo, al imponer una estructura de contactos sencilla sobre la poblacién se anade otro
problema, debido a que los valores de fo(7) para valores de Ry < 3 (situaciones aceptables
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para el computo de Ry en sistemas homogéneos) son menores que los obtenidos para el sistema
homogéneos. Si los valores de fy(7) son diferentes en poblaciones con estructuras de contactos
respecto a sistemas homogéneo, los valores que se obtendran de Ry también seran diferentes.

Ademas, este problema de competitividad amplifica la variaciéon en los valores del forward
generation time, dado que un individuo infectado puede no infectar tanto como deberia, lo
que afecta a la media de la distribucién. Si un individuo infectado no infecta a ningtn otro,
esto no afecta a la distribucién del forward generation time.

Aunque en la figura[9]se muestran valores pequetios de Ry ya que son los que mejor funcionaban
en el escenario con poblacién homogénea, en el apéndice |D| se muestra la misma comparacion
para valores de Ry > 3, viéndose acentuada la caida del promedio del forward generation
time.

4.5. Calculo de R en redes

Con el objetivo de analizar la estimacién de Ry en sistemas con una estructura de contactos
fija, se aplican los mismos métodos que los utilizados en el sistema homogéneo. En esta seccién
nos centraremos en la red con una distribucién de grado binomial negativa al ser la mas similar
a las estructuras de contactos reales [27]. Si se vuelve a asumir que la tasa de recuperacién
sigue una distribucién exponencial, se puede aplicar la expresién , cuyos resultados se
pueden encontrar en la tabla |3l Notar que el crecimiento exponencial r se calcula de la misma
manera, por lo que su cédlculo se ha omitido.

Ry | Estimacion
1.25 1.04
1.75 1.42
2.50 1.95
3.00 2.27
4.00 2.95

Cuadro 3: Estimacion de Ry mediante la expresién para una red con distribucién de
grado Binomial Negativa y p(A4) = 27.

Como se puede comprobar, al no estar en un sistema homogéneo, el uso de la expresién
(27) produce estimaciones peores que en este. En este caso, ni siquiera se obtienen buenas
estimaciones para valores bajos de Ry.

De la misma manera, se puede aplicar la expresién ajustando las distribuciones del
generation time a un histograma. Debido a ello, aparecen los mismos problemas que los
mencionados en la seccién 4.3 es decir, no se puede conocer exactamente el intervalo en
el que elegir fo(7) ni el nimero de columnas del histograma.

En la figura se puede ver como el area en la que el valor de Ry obtenido es similar al
impuesto al principio de la simulacién es menor que en la figura 8l Esto implica que es ain
maés complicado acertar con el intervalo de fo(7) y el niimero de columnas adecuadas que en
el caso homogéneo.
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Figura 10: Diferencia del valor de Ry obtenido mediante el forward generation time y el va-
lor de Ry impuesto al principio de la epidemia para diferentes consideraciones de fo(7) y
diferente nimero de columnas del histograma en una red con distribucién de grado binomial
negativa y un maximo autovalor de matriz de adyacencia de p(k) = 27.

A la hora de intentar obtener el valor de Ry a través de los datos de una epidemia real, no se
conoce con antelacion el verdadero valor de Ry, por lo que no se puede comprobar la validez
de este. Es un gran problema, dado en la gran mayoria de los casos, ni en los sistemas mas
simples se puede obtener con precision el valor de Ry impuesto al comienzo de la simulacion.

Andlogamente al sistema homogéneo, se han aplicado los métodos de la libreria RO de R,
obteniendo la tabla 4| La principal diferencia es que para el valor Ry = 1,25, (valor que
funcionaba en sistema homogéneo) se obtiene una peor estimacién. Remarcar que el método
attack rate ahora no reproduce el valor correcto de Ry, esto se debe a que la estimacién de
este método esta pensada para el sistema SIR homogéneo. Se puede comprobar también, que
los valores obtenidos para Ry = 3,00 y 4,00 carecen de sentido, llegando a ser inferiores a uno,
lo que implicaria que la epidemia no deberia de suceder.

Método
Ry || Attack rate | Exponential growth | Maximum Likelihood
1.25 1.05 1.12 1.10
1.75 1.23 1.65 1.60
2.50 1.45 1.59 1.30
3.00 1.56 1.27 1.08
4.00 1.77 0.97 1.01

Cuadro 4: Valor de Ry obtenido a través de diferentes métodos incluidos en la libreria R0
de R para un sistema con estructura de contactos.
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5. Conclusiéon

En este trabajo, se ha estudiado cémo se puede estimar Ry en base a los datos recolectados
por la vigilancia epidemiolégica utilizando diversos métodos. En primer lugar, se ha utilizado
la expresion , donde se asume una distribucién exponencial de la tasa de recuperacion.
Este método, en el caso del sistema homogéneo, otorga unas estimaciones bastante cercanas al
valor original para valores bajos de Ry, difiriendo méas cuanto mayor es el valor. En el caso de
un sistema con redes de contactos, la estimacion de este método es peor incluso para valores
bajos de Ry, difiriendo més atin en valores altos.

En lugar de tomar el valor promedio teérico del generation time para la estimacion, otro
método utilizado se basa en ajustar un histograma a la distribucién inicial observada del
generation time, siguiendo la expresién . Este método tiene dos problemas principales, no
se especifica el nimero de intervalos del histograma ni el intervalo especifico del generation
time que ajustar. Ademads, por mucho que se conozca este intervalo, para valores altos de Ry
la distribucién ya se encuentra en la caida provocada por la deplecién de susceptibles. Es por
ello que para ambos casos (poblacién homogénea y heterogénea) se puede ver como la franja
de resultados en los que el valor estimado es similar al valor de Ry original es muy pequena.
Destacar que en el caso heterogéneo la zona de estimaciones similares es muy pequena para
valores altos de Ry.

Ademas de estos dos métodos, se ha utilizado la libreria RO para comprobar las estimaciones
de Ry segun el state of the art actual. Esta libreria se ha aplicado para el sistema homogéneo y
heterogéneo, obteniendo buenos resultados para valores bajos de Ry en el sistema homogéneo
y no tan buenos en el heterogéneo.Notar también que la libreria deberia poder usarse con
datos de una epidemia real, y una epidemia real se asemeja mas a una situacién de contactos
heterogéneos que a una de contactos homogéneos.

Como se ha comentado al inicio de este trabajo, Ry es una métrica fundamental en epide-
miologia y, como pudimos ver durante la reciente pandemia del Covid-19, es un parametro que
guia el curso de accion ante la esta. Es por ello necesario conocer los problemas que surgen
intentando estimar su valor.

Lo que se puede concluir tras haber usado tres métodos diferentes para ambos escenarios, es
que incluso en condiciones ideales (caso homogéneo, simulaciones con informacién completa,
etc.) la estimacién de Ry es muy problematica en todos los métodos y todos los sistemas,
especialmente para valores altos de Ry en el caso homogéneo y, en general, para todos los
valores en el caso heterogéneo. Recordemos que enfermedades como la gripe tienen un Ry
estimado del orden de 1.3, pero otras como el Covid-19 puede llegar hasta 6, aunque por lo
que hemos visto estas estimaciones son, cuanto menos, cuestionables.

Por lo tanto, abogamos por una visién més holistica del proceso, en la linea de la fisica de
los sistemas complejos, en la que resulta fundamental tener en consideracion las interacciones
entre los elementos del sistema. Es decir, no podemos simplificar toda la complejidad del
proceso a un unico numero totalmente independiente de las interacciones humanas.
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A. Obtenciéon de un numero a partir de una distribucion de
probabilidad

Para obtener un nimero de la distribucién , podemos emplear el método de la funcién
de distribucién. Para ello, simplemente debemos obtener la probabilidad acumulada de la
distribucién, siguiendo la expesién (38)).

1 T

p(z) = /0 Xeft)‘dt = —eft)“o =1—e*\ (38)

Dado que la probabilidad acumulada estara entre 0 y 1, podemos generar un nimero pseudo-
aleatorio w con una distribucién plana, e invertir la ecuacién para obtener el nimero aleatorio

x, siguiendo la expresion .

p(z0) =w
]. - e_xo)\ =w (39)
In(1 —
-

De esta manera, se puede obtener pseudoaleatoriamente el ntimero x( correspondiente a la
distribucién a partir de un ntimero pseudoaleatorio de una distribucién plana w.
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B. Relacion entre el pico de infectados y el generation time

La ecuacién muestra una dependencia del promedio del forward generation time con el
numero de susceptibles. Es esta dependencia la que provoca la deplecién mostrada claramente
en la figura [5| Como se ha explicado, el crecimiento del nimero de casos en una epidemia
es exponencial, esto quiere decir que la deplecién de susceptibles se produce de manera muy
rapida durante este crecimiento. En la figura se observa como el pico de infectados y su
ascenso de caracter exponencial coinciden con la deplecion en la media del forward generation
time.
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Figura 11: Evolucién temporal de la fraccion de infectados de la poblacién y del promedio
del forward generation time.
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C. Backward generation time

En la figura[12] se puede observar la media de la distribucién del backward generation time. Se
puede comprobar que cuanto mayor es el valor de Ry, mayor es la pendiente que se ve reflejada
en el comportamiento del valor medio de la distribucion backward generation time. Al estar
analizando los tiempos de generacién desde el punto de vista de la infeccion secundaria,
esto refleja que en promedio, los nuevos infectados de cada intervalo han sido infectados por
individuos con un tiempo de infecciéon 7 cada vez mayor.
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Figura 12: Valores de (b(7)) durante el transcurso de la epidemia (f (7))

Se puede observar que tiene un comportamiento totalmente distindo al forward generation
time. Dado que este punto de vista no tiene influencia en el cémputo de Ry, no se realiza un
estudio sobre el.
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D. Comparacién redes con sistema homogéneo para R; mas
alto

Se ha estudiado también la comparacion de la evolucién temporal de la media de la distribucién
del forward generation time para valores de Ry > 3.
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Figura 13: Comparacion de la evolucién temporal de la media de la distribucién forward ge-
neration time en un sistema homogéneo de contactos respecto a sistemas con una estructura
de contactos basada en una red a) Distribucién de grado binomial negativa b) Erdos-Reny1.

En la figura[T3]se puede apreciar una disparidad entre los sistemas con estructuras de contactos
basados en una red y los basados en un sistema homogéneo de contactos. Ademads, cuanto
menor es la conectividad de la red, menos notable es la bajada debido a la deplecién de
susceptibles.
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