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Cddigos del TFG

En el transcurso de este trabajo se han desarrollado cédigos en lenguaje de progra-
macién Python para la simulacion del modelo propuesto. Los programas principales pueden
ser consultados en el siguiente repositorio de GitHub: https://github.com/MarcSanzPhys/
Voids-of-Dark-Matter-TFG



https://github.com/MarcSanzPhys/Voids-of-Dark-Matter-TFG
https://github.com/MarcSanzPhys/Voids-of-Dark-Matter-TFG

Introduccién

La inestabilidad gravitatoria en el universo en expansién produce la formacién de estruc-
turas que, en el caso de la materia oscura, crea filamentos que forman halos donde se encuentran,
lugar en el que se forman las galaxias. Esto deja vacios en el espacio entre filamentos. En el caso
de la materia oscura axionica, practicamente la totalidad de esta puede estar en forma de mi-
nicimulos [1], dejando una pequena cantidad de materia oscura entre ellos [2]. La probabilidad
de que la tierra cruce un minicimulo de axiones es muy pequena, asi que el conocimiento de los
vacios es imprescindible para poder entender los experimentos de busqueda directa de materia
oscura [1].

En la gran mayoria de los modelos en cosmologia, las galaxias y el resto de grandes
estructuras en el universo se desarrollan a partir de la inestabilidad gravitacional producida
por fluctuaciones de densidad de pequena amplitud. La evolucién de cimulos de materia es
ampliamente conocida, es por ello que, partiendo de un modelo de simetria esférica conocido
para estos [3], nuestro objetivo es aplicarlo a una situacién de vacio (regién de menor densidad
respecto de la densidad de fondo) y describir su evolucién y los fenémenos a los que da lugar

para entender su comportamiento.

Inicialmente, en la seccién 1 realizamos una descripcion de las inhomogeneidades de mate-
ria, asi como su evolucion, en un universo en expansion en aproximacion post-newtoniana basado

en [4], tras lo que comentamos su descripcién en Relatividad General [4],[5].

A continuacién, en la seccién 2 describimos un modelo esférico para distribuciones de
materia oscura estudiado por Edward W. Kolb e Igor I. Tkachev en [3], donde se aplica a
cumulos de materia oscura. Este modelo es relevante en el estudio de miniciimulos de axiones,

cuerdas cosmicas y lentes gravitacionales entre otros fenémenos.

Finalmente, en las secciones 3, 4 y 5, procedemos a aplicar este modelo al estudio de
vacios de materia oscura para diferentes condiciones y tratamos de predecir y caracterizar su
comportamiento, asi como la fenomenologia a la que dan lugar a partir de sus perfiles de den-
sidad iniciales. Un fenémeno al que dan lugar es el shell-crossing (cruce de céscaras), que es el
momento en el cual las trayectorias de materia oscura inicialmente distante se intersecan por
primera vez. Este fenémeno sera de especial interés y el tema central de este trabajo, ya que nos
permitira comprender cémo se comportan los vacios y sus fronteras, y ayudar en el desarrollo

de experimentos de deteccion directa presentes y futuros.

1. Inestabilidad gravitacional en el régimen lineal

La inestabilidad gravitacional es una propiedad natural de la gravedad y da lugar a la
formacién de estructuras en el universo. Para esto se requiere una fuerza de largo alcance y la
gravedad es la tdnica candidata (la fuerza electromagnética es también de largo alcance pero
debido a la neutralidad de la carga no afecta a grandes escalas). Si imaginamos una distribucién
de materia con pequenas irregularidades, las regiones de mayor densidad ejercen mayor fuerza
gravitacional sobre las regiones vecinas tendiendo a reunir mayor cantidad de materia y creciendo

su densidad y atraccién, esto implica que las distribuciones irregulares de materia son inestables



bajo la influencia de la gravedad incrementandose estas irregularidades con el tiempo.

Al estudiar la inestabilidad gravitacional y la formacién de estructuras en el universo
trabajamos en aproximacion post-newtoniana para describir la evolucion de las distribuciones de
materia a escalas inferiores al horizonte de Hubble para materia no relativista, como se propone
en [4] y [6]. El estudio de la inestabilidad gravitacional en Relatividad General es necesario para
escalas superiores al horizonte de Hubble y supone correcciones de un orden de magnitud a las

soluciones de la teoria post-newtoniana.

A grandes escalas la materia se puede describir aproximadamente como un fluido perfecto,
por lo que podemos caracterizarla para un tiempo dado por la distribucién de densidad de masa
p(Z,t), la entropia por unidad de masa S(Z,t) y el campo vectorial de velocidades V(:E’, t). Estas
cantidades satisfacen las ecuaciones de hidrodinamica:

La ecuacion de continuidad, debida a la conservacion de la masa

op -
V- (oV)=0. 1.1

La ecuacion de Euler, debida a la conservacién del momento

. o VP
V) - = 1.
or (VoY) VYo =0, (1.2)

donde P es la presién del fluido y ¢ el potencial gravitatorio.

La conservacién de la entropia, ya que la entropia de un elemento de materia se conserva

dS(z,t) 95 B
= H(VV)s=0. (1.3)

La ecuacion de Poisson que determina el potencial gravitatorio local

V3¢ = 4rGp . (1.4)

Estas ecuaciones, junto a la ecuacién de estado P = P(p,S), forman un sistema de sie-
te ecuaciones que nos permiten deducir las siete funciones desconocidas p, 17, S, ¢, P. Las
ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) contienen primeras derivadas temporales, lo que supone cinco
constantes de integracion en funcién de las coordenadas espaciales. Las ecuaciones de hidro-
dindmica son ecuaciones no lineales, pero para el estudio de perturbaciones pequenas sobre un

fondo homogéneo e isétropo, resulta apropiado linealizarlas.

1.1. Teoria de Jeans

Veamos primero la evoluciéon de una perturbacion en un universo estatico sin expansion
asumiendo homogeneidad e isotropia con una densidad de masa constante p(Z,t) = cte. Esto
resulta inconsistente con las ecuaciones de hidrodindmica debido a que la densidad de masa

permanece invariable solo si la masa se encuentra en reposo y la fuerza gravitacional desaparece,



implicando que la ecuacién de Poisson no se cumple. Esto se debe a que el espacio-tiempo es

dindmico y lo corregiremos anadiendo la expansién del universo en el siguiente apartado.

Perturbamos la distribuciéon de materia de manera que

p(Et) = po+ 0p(T,1),  V(T,t) = Vo + 07 = 03(7,1) , 5)
t .

1), S(Z,t) =S +05(Z,t),

donde las perturbaciones son pequenas, tal que dp < pg, 67 <K ‘7, 0p K ¢dgy 65 <K Sy. Asi, la
presién es

P(p,S) = P(po +6p,So + 6S) = Py + 6 P(&, 1) (1.6)

y en aproximacién lineal su perturbacion § P se puede expresar en términos de las perturbaciones
de densidad y entropia tal que

oP oP
SP=(—1] ¢ 58 =25 5 1.
<5,0>S ,0+<8S> S =ciép+06S (1.7)

donde ¢ = (0P/9p)4 es el cuadrado de la velocidad del sonido y o = (9P/dS) o

Sustituyendo las ecuaciones (1.5) y (1.7) en (1.1)-(1.4) y tomando solo los términos lineales

en las perturbaciones, obtenemos

Hop
= 1.
5 + poV(60) =0, (1.8)
o0 2
ot o = Vdp 2 v(ss+v5¢_o (1.9)
968
V264 = 4nGép . (1.11)

De la ecuacién (1.10) obtenemos que la entropia es una funcién de las coordenadas es-
paciales independiente del tiempo, §S(Z,t) = §S(Z). Ahora, tomando la divergencia de (1.9) e
introduciendo la ecuacién de continuidad (1.8) y la ecuacién de Poisson (1.11) para dejar todo
en funcién de dp obtenemos

0%6p
ot?

que es una ecuacién lineal para dp donde la entropia actia como fuente.

— 2V26p — AnGpodp = oV265(T) | (1.12)

Considerando un plasma no-relativista con dS = 0. La ecuacion resultante es una ecuacion
de ondas con masa imaginaria con soluciones o e!@!=k%) v () = V2k? — 4rGpy. Si la presion
(velocidad del sonido) es grande, w es real y la solucién oscilatoria (ondas actsticas), pero si
c2k? < 4nGpp la inestabilidad gravitatoria crea una parte imaginaria, que produce crecimiento-

decrecimiento exponencial de las ondas. Para unos valores fijos de cs y p esto siempre sucede



para modos de longitud de onda superior a la longitud de onda de Jeans: \j ~ c¢s4/Gp. Es decir,

las perturbaciones grandes colapsardn, mientras que las pequenas oscilaran [7].

1.2. Universo en expansion

En un universo en expansion, homogéneo e isétropo, la densidad de masa del fondo es una
funcién del tiempo, p = po(t), y las velocidades de fondo V obedecen la ley de Hubble

V=W=H(t) %, (1.13)
y sustituyendo esto en (1.1) obtenemos la ecuacién
po+3Hpy =0, (1.14)

que nos dice que la masa total de materia no relativista se conserva. Tomando la divergencia de
la ecuaciones de Euler (1.2) junto a la ecuacién de Poisson (1.4) obtenemos la segunda ecuacién

de Friedmann

: 4G
0+ H? = —”Tpo. (1.15)

Si ahora retomamos las perturbaciones (1.5), ignorando la de entropia, ya que la entropia
de un fluido no relativista es despreciable frente a la densidad de masa, y las introducimos
en las ecuaciones de continuidad, Euler y Poisson respectivamente, obtenemos un sistema de

ecuaciones linealizadas para pequenas perturbaciones

9op . AN
e LR (9070) =0, (1.16)
55 /o L 2
%05 (VO-V) 55+ (67 - V)Vo + 2Vép+ Vg =0, (1.17)
ot P0o

V25¢ = 4nGép . (1.18)

La velocidad de Hubble Vb depende explicitamente de las coordenadas espaciales Z, con lo
que la transformada de Fourier respecto de las coordenadas euclideas & no reduce estas ecuaciones
a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas [4]. Por esto, es conveniente usar
las coordenadas lagrangianas ¢ (coordenadas coméviles con el flujo de Hubble), relacionadas con
las coordenadas euclideas mediante ¥ = a(t)q, donde a(t) es el factor de escala. Al introducir
este cambio de coordenadas las derivadas parciales de las funciones van a cambiar, para una

funcién genérica f(Z,t) = f(a(t)q,t), las derivadas temporales pasan a ser

of(@=aq;t)\  (Of i (Of 9\ (0\ (o o
<&>§_ <8t>f+aq <8xi)t <3t>5_<8t)(f (VO Vx), (1.19)




mientras que las derivadas espaciales se relacionan tal que

1
Vi=-Vz. (1.20)

a

Sustituyendo esto en las ecuaciones (1.16)-(1.18) obtenemos

0P 1,
— 2 1
(m) FHOT+ Ve 1+ SVee =0, (1.22)
ot a a
V25¢ = 4nGa®po® . (1.23)

Notar que hemos reescrito ® = dp/py (no confundir con el potencial gravitatorio ¢),
yV=Vzy V2 contienen derivadas respecto de las coordenadas lagrangianas. Finalmente,
tomando la divergencia de la expresién (1.22) y expresandolo todo en funcién del contraste ®
mediante las ecuaciones de continuidad y Poisson, se deduce

2
b+ 2H$ — V2P — 4nGpy® = 0 (1.24)
a

Esta ecuacion describe la evolucién de las fluctuaciones de densidad en un universo en
expansion. Observamos que si nos deshacemos de la gravedad tenemos una ecuacion de ondas,
cuya fuente es el término de presién que aparece con el laplaciano. Si la sustancia tiene presion,
habrd ondas de presién (cominmente ondas de sonido). La gravedad, en cambio, actiia como un
agente desestabilizador, como una masa imaginaria para el oscilador, que hace que la amplitud
de las oscilaciones crezca con el tiempo. Por tltimo, es la expansién del universo la que produce

el amortiguamiento de estas oscilaciones conforme se propagan.

Consideremos la evolucién de una perturbacién de materia oscura (cs = 0) cuando esta
domina la expansién del universo y cuando la radiacién determina H = a/a. En el primer caso,
por la primera ecuacién de Friedmann, tenemos que 47Gp = 3H?/2. Introduciendo el ansatz
® o t¥ y a(t) o t¥/3 obtenemos una solucién creciente ® ~ a que nos permite concluir que las
fluctuaciones de materia oscura crecen tanto como el factor de escala en un universo dominado
por esta (y no exponencialmente como en el universo estatico mencionado antes). En el caso en
que la expansién estd dominada por radiacién, esta se considera practicamente homogénea, ya
que dentro del horizonte las fluctuaciones de radiacién oscilan y su efecto se promedia siendo
nulo, asi que no contribuye al potencial gravitatorio y la evolucién de la materia oscura sigue
la expresion (1.24) con ¢, = 0 igualmente, pero con a(t) o t1/2. Entonces la solucién creciente
(inestabilidad gravitatoria) estd suprimida a ® ~ logt. Las fluctuaciones de materia oscura casi
no pueden crecer durante la dominacién de radiacion [8], [9].



1.3. Colapso en Relatividad General

El anélisis de la inestabilidad gravitacional en la teoria newtoniana tiene sus limitaciones
y falla para perturbaciones en escalas superiores al radio de Hubble [4],[5]. Es necesaria la im-
plementacién de la Relatividad General para obtener una descripcién completa para cualquier
distribucién de materia a cualquier escala. La ausencia de un sistema de coordenadas fijo privi-
legiado en relatividad general nos lleva a la aparicién de un grado de libertad gauge que provoca
la aparicién de modos de perturbacién ficticios que no son una descripcién de inhomogeneidades
reales, sino una consecuencia de las propiedades del sistema de coordenadas utilizado.

Para estudiar modos de perturbacion reales y ficticios en el marco de la Relatividad General
se requiere de un conjunto completo de variables. Concretamente, necesitamos las perturbaciones
de campo de materia y las perturbaciones de la métrica.

La métrica de un universo Friedmann con pequenas perturbaciones se puede escribir como

ds®> = [(0)ga5 + 5ga[3(:c7)]d:cadx5 , (1.25)

donde [0gqp| < ‘(0) gag‘. En coordenadas de tiempo conforme la métrica del fondo se convierte

en

(O)QQdeadxﬁ = a*(n)(dn?® — 6;;dx'da?) . (1.26)

Las perturbaciones de la métrica, dg.g, se pueden clasificar en tres tipos: perturbaciones
escalares, vectoriales y tensoriales. Esta clasificacion se basa en las propiedades de simetria
del fondo homogéneo e isétropo, que para un tiempo dado es invariante respecto al grupo de

traslaciones y rotaciones espaciales.

La componente dggg se comporta como un escalar bajo estas rotaciones, por lo que

500 = 2a%6 , (1.27)

donde ¢ es un 3-escalar.

Las componentes espacio-temporales dgg; se pueden descomponer en la suma del gradiente
espacial de un escalar B y un vector S; con divergencia nula

5g0i = a*(B; + S;) . (1.28)

La coma denota derivacion respecto a la correspondiente coordenada espacial. El vector
S; cumple SZZ = 0, por lo que posee dos componentes independientes.

Las componentes dg;j, que se comportan como un tensor bajo 3-rotaciones, se pueden

escribir como la suma

5g,~j = a2(2¢(5¢j + 2E7ij + Fi,j + Fj,i + hij) , (1.29)

donde ¢ y E son funciones escalares, el vector F; tiene divergencia nula (E Zl =0) yel

3-tensor h;; cumple hﬁ =0y h;l =0.



Contando el nimero de funciones independientes en dg,g, tenemos cuatro funciones para
las perturbaciones escalares, otras cuatro para las vectoriales (dos 3-vectores con una ligadura
cada uno) y dos funciones para las tensoriales (un 3-tensor simétrico tiene seis componentes
independientes y hay cuatro ligaduras). Por lo que tenemos diez funciones en total, que coincide
con el nimero de componentes independientes de dg,z3-

Para obtener las ecuaciones de las perturbaciones tenemos que linealizar las ecuaciones de

Einstein para pequenias inhomogeneidades sobre un universo Friedmann,

o — (6% 1 (0% [0}

Ahora, para una métrica con una pequenia perturbacion el tensor de Einstein se puede
escribir como G§ = (O)Gg + (5Gg + .-+, donde 5Gg‘ es el término lineal en las perturbaciones.
Anidlogamente podemos linealizar el tensor energia-momento, con lo que obtenemos las ecuacio-
nes de Einstein para perturbaciones en el régimen lineal

5GY = 8rGIT . (1.31)

Notar que ni 5Gg ni cSTél son invariantes gauge pero, en conjunto con las perturbaciones

a la métrica, podemos construir cantidades invariantes gauge.

Asi, vemos como en Relatividad General hay diferentes tipos de perturbaciones y no
existe una descripcién universal debido a las transformaciones gauge. Hay diversas cantidades
invariantes gauge que se pueden construir a partir de las variables de la métrica y la materia,
en concreto es util definir

pA=6p+p'(v+ B), (1.32)

donde A se llama contraste de densidad comévil ya que se reduce al contraste de densidad en
gauges comoviles, donde v = B = 0 (perturbacién de velocidad). A partir de esta definicién
se puede derivar la versién relativista de la ecuacién (1.24) para describir las fluctuaciones de
densidad a cualquier escala. Hemos realizado el calculo para un Universo formado por materia
no-relativista!

.. . 2
A+2HA - %v% — 47GpA = 0 (1.33)

La principal diferencia es el cambio del contraste ® al contraste comévil A que es invariante
gauge e incluye las perturbaciones de velocidad de la métrica. Por lo demads, la ecuacién es
equivalente por haber sido derivada para materia no-relativista.

'Los detalles de la determinacién de la expresién (1.33) se encuentran en la seccién A.1 del anexo.



2. Caso no lineal en simetria esférica

El tratamiento post-newtoniano realizado en el apartado 1 es de aplicacién para fluidos
no relativistas, entre los que se encuentran los bariones tras su desacoplo y la materia oscura
fria, siendo esta ultima nuestro fluido de interés.

Hasta el momento hemos tratado la evolucién de las fluctuaciones de densidad en el régi-
men lineal, donde |®| <« 1. Pero, para entender la formacién de estructuras donde |®| > 1
hay que adentrarse en el régimen no lineal. Esto trae consigo complicaciones en el analisis y
lleva al uso de simulaciones numéricas. En nuestro caso, vamos a limitar el analisis a un mo-
delo simplificado con un alto grado de simetria que nos permite estudiar la evolucion no lineal
analiticamente, basado en el usado en [3].

La consideracién de simetria esférica presenta una serie de ventajas que simplifican consi-
derablemente el andlisis. En primer lugar, el problema se reduce a simplemente dos coordenadas;
radio y tiempo. En segundo lugar, la evolucién del fondo no se verd afectada por la existencia
de una perturbacion y la propia perturbacién evolucionara de forma independiente a este. Esto
es consecuencia del teorema de Birkhoff [10] que nos dice que la gravedad a una distancia r
unicamente depende de la masa encerrada en una esfera de radio r y no de como se encuentra
distribuida ni del fondo. Y en tercer lugar, nos permite tratar a las perturbaciones como una

serie de diferentes cascaras esféricas de masa concéntricas.

De ahora en adelante pasamos a hablar de la densidad de materia oscura, ppas, y para-

metrizamos sus fluctuaciones mediante

dppm _ ppm — {pDM)

® (ppm) (pDM)

(2.1)

donde (ppas) es la densidad promedio de materia oscura. Cuando este pardmetro toma valores
® > 0 tenemos una sobredensidad de materia oscura, mientras que cuando ® < 0 tenemos una
situacién de vacio (vacio perfecto ideal cuando ® = —1). Realmente lo que nos encontramos son
regiones donde ® < 0 a las que llamamos vacios, pero que no son mas que regiones con una
densidad por debajo del promedio del fondo. Notar la asimetria de la densidad promedio debido
a que pueden existir situaciones en que ® > 1, pero no con ¢ < —1.

2.1. Modelo esférico

Procedemos a aplicar el modelo propuesto en [3], concebido para estudiar la formacién y

evolucién de cumulos, a los vacios de materia oscura.

Consideremos una regién del espacio de radio r que contiene un vacio de materia sin
presiéon en un universo en expansiéon. La masa total contenida en esta region de radio r, M,
es la integral del movimiento tanto como se expande la regién. Como estamos considerando
escalas inferiores al radio de Hubble, podemos considerar la radiaciéon homogénea y su evoluciéon
temporal vendra determinada por la expansién general del universo y no por las condiciones

locales.

La ecuacién del movimiento del radio de la regién es



2.2
S on - Tyt (22)

donde los subindices R (y mas adelante M) en la densidad hacen referencia a radiacién y
materia respectivamente. El primer término proviene de la segunda ecuaciéon de Friedmann que
involucra la segunda derivada del factor de escala y nos habla de la aceleraciéon debida a la
radiacion, mientras que el segundo término es la ley de gravitacién universal de Newton, siendo
la aceleracién debida a la materia. Es conveniente cambiar a coordenadas de tiempo conforme,
dn = dt/a(t), y reescribir esta ecuacién en el sistema de referencia comévil, r = a(n)Re¢(n)é,
donde § es un indice comévil para una cascara esférica y R¢(n) mide la desviacion del movimiento
de la céascara respecto del "flujo de Hubble”, es decir la expansién homogénea e isétropa de un
universo Friedmann. Si tenemos en cuenta que cada céscara esférica presenta una evolucién

independiente, omitimos por comodidad el indice &.

Asumimos que el factor de escala a(t) satisface las ecuaciones de Einstein para un universo

con g = 1 compuesto por radiaciéon y materia sin presion

a/2 87TG 4 "_ 47TG

= T(PM +pr)a” , a T(PM + pr)a® (2.3)

donde una prima significa d/dn. Parametrizamos las densidades de radiacién y materia como
PR = Peq(teq/a) Y prr = peq(aeq/a)?® respecto al momento de igualdad materia-radiacién tal que
teq = /U = 2,9 - 1074 [6], momento en el que la densidad de energfa de radiacién (fotones
y neutrinos) se igualé con la densidad de energia de la materia (protones, neutrones, electrones
y materia oscura) dando lugar a la formacién de estructuras a gran escala. Con esto la solucién

a las ecuaciones del fondo (2.3) es

a(n) = aeq [2 <7;7> + <:>2] , (2.4)

donde n;2 = QWGpeqagq /3 es un tiempo conforme caracteristico de la transicién entre dominacién

de radiacién y materia en el universo.

La ecuacién del movimiento (2.2) se reescribe como una ecuacién de la evolucién de Re(x)
(la desviacién de cada cdscara respecto del flujo de Hubble) donde hemos cambiado el tiempo
conforme por el factor de escala normalizado respecto al momento de igualdad materia-radiacion,
T = a/aeq?, obteniendo
a:(l—i—m)dQ—R—i— [1+3$:| d—R—l-1 [M
2" de 2| R?

o - R} =0, (2.5)

donde parametrizamos también la masa encerrada en una cdscara en términos del exceso sobre

el fondo homogéneo, ®(§) = dpar/par- Asi, la masa total en una regién es

M,

11 8(6), 2.6
%peqagqu (5) ( )

47 _
M; = ?Peqagq[l +0(9))* = M=

2Notar que esta va a ser nuestra variable tiempo de ahora en adelante y es adimensional.



y podemos entender el factor 1 + ® como una medida de la masa, en este caso respecto de la
masa promedio encerrada en el volumen inicial %”peqag’qf?’ que nombramos fraccién de masa

relativa, M;(¢, ), y notamos que puede variar con el tiempo.

Para entender el comportamiento de la ecuacién (2.5) mostramos su solucién para distintos
valores de ® (asumido constante) en la figura 2.1. Usamos condiciones iniciales R = 1 para
1 = 0 como corresponde a una inhomogeneidad en la materia oscura de un universo inicialmente
dominado por radiacién (homogénea). El resultado muestra que R decrece si ® > 0y crece si ® <
0, es decir, las regiones sobredensas se expanden més lentamente que el factor de escala y acaban
colapsando (R = 0) a un tiempo finito, mientras que los vacios ® < 0 se expanden més rapido
que el universo promedio haciéndose cada vez més vacios. El colapso de las regiones sobredensas
es anterior cuanto mayor es ®, lo que tiene su explicacion en que una region de densidad un
numero de veces el promedio entra en dominacién de materia ese mismo ntmero de veces antes
(en factor de escala) que el promedio, y ya sabemos que las perturbaciones de la densidad solo
crecen significativamente en el periodo de dominacién de materia (no durante radiacién, ver
seccién 1.2). Esta intuicién se pone de manifiesto resolviendo la ecuacién perturbativamente
para valores bajos de x en serie de potencias, de lo que se obtiene la expresién (2.7).

P @22 @3_@2 3
R:l—;— 8”“" _@ — Y ¥ (2.7)

Observamos como los dos primeros términos solo dependen de ®z, y no de ® o x inde-

pendientemente. A primer o segundo orden, el valor de x para el que se produce el colapso es
®x ~ 1 y escala perfectamente con ®. A mayores 6rdenes, la solucién involucra términos como
®223 que no son invariantes de escala y que producen pequeiias diferencias de comportamiento.
No obstante, el colapso a x ~ 1/® se mantiene. Al mismo tiempo, los vacios son como mucho
de ® = —1 asi que no pueden comenzar a evolucionar hasta x ~ 1.

Como la solucién perturbativa es valida independientemente de ®, también encontramos
que el tiempo caracteristico para que un vacio reduzca su densidad en un factor de O(1) con
respecto al promedio del universo serd también x ~ 1/®. Si el vacio estd muy poco vacio (¢ < 0),
le costard mucho evolucionar, pero si ® ~ —1 (es decir, vacio casi perfecto), se vacia un factor
O(1) en cuanto el universo transicione a dominacién de materia.

La expresion (2.7) contiene una aproximacién heuristica satisfactoria que nos sera de ayuda
en el futuro y que denota que los vacios crecen como /1 — ®x para tiempos grandes y por lo

tanto su densidad decrece como 1/z%/2

con respecto a la densidad promedio (que decrece como
1/23). Los vacios méas vacios del universo con ® ~ —1 han decrecido un factor 1/ a%Q ~1,98-10°

su densidad desde el momento de igualdad materia-radiacién (zeq, =~ 3400) [6].
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Figura 2.1: Solucién a la ecuacién 2.5 para diferentes valores de ®. En linea discontinua se presenta la aproximacion
R(z) = +/1 — @z para cada valor de ®.

Nétese la diferencia entre la aproximacién lineal (1.24) y la solucién no lineal. Mientras
la perturbacién es pequena, hemos visto que crece lentamente en dominacién de radiacion y
como ® ~ x en dominacién de materia oscura. Esto es exactamente lo que obtenemos con el
célculo no lineal. Cuando el radio evoluciona como a(1— ®x/2) el contraste lo hace como 1/(1—
®x/2)3 ~ 143Dz /2, es decir, linealmente a partir de igualdad materia-radiacién. Naturalmente,
la aproximacién lineal no puede darnos informacién més alld del término lineal. Nuestra solucién

esférica nos indica que a largo plazo la evolucién se suaviza a /1 — ®x.

10°
100
107!

6x107!
1072

1073 4x107!
T -4

% 10 3% 10-1
1075

10-6 2x107!
1077
1078

. . . . . . 191 .
1074 1073 1072 10! 10° 10! 2x1071 3x1074x10"! 6x107! 10° 2x10°
|| |®z|

Figura 2.2: A la izquierda una representacién de la solucién a la ecuacién 2.5 reescrita para visualizar la ley de
potencias que rige la aproximaciéon y el ajuste de la solucién para diferentes ®; a la derecha una ampliacién para
tiempos grandes. Notar que la diferencia en las condiciones iniciales es debida a que numéricamente se ha utilizado
R =1 a un tiempo inicial finito para evitar divergencias.

En la figura 2.2 (derecha) podemos observar cémo la aproximacién (2.7) es mucho mejor
para regiones de vacio que para regiones sobredensas. Para ® > 0 las capas colapsan en un
punto y si tenemos una regién con el mismo valor de ® (distribucién top-hat) toda la regién
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colapsa al mismo tiempo. Naturalmente, la materia oscura comenzaria a oscilar alrededor del
centro de la sobredensidad, lo que no se encuentra recogido en la evolucién de la figura anterior.
Fisicamente, cuando la materia oscura comienza a orbitar en su propio campo gravitatorio, se
produce la virializacién (o termalizacién) dando lugar a lo que se conoce como un halo de materia
oscura. La resoluciéon numérica presenta complicaciones a R = (0, y como estamos interesados

en los vacios, y estos se expanden alejandose del origen, no hemos presentado este periodo.

3. Aplicacion del modelo esférico a vacios

Cuando tenemos una sobredensidad de materia, ® es una funcién decreciente del radio,
lo que significa que las capas mads interiores colapsan mdés rapido que las exteriores. Asi que
las capas del halo van virializando de dentro a fuera y la evoluciéon de las capas exteriores no
se ve afectada por el nicleo colapsado hasta que alcanza el propio nicleo. Hasta que una capa
no entra dentro de la 6rbita de la anterior, el valor de ® es constante, lo que nos permite
caracterizar el colapso asumiendo ® constante. En cambio, para un vacio de materia, ® crece
con el radio, asi que las capas interiores se expanden maés rapido que las exteriores, pudiendo
producirse un fenémeno que denominamos shell-crossing no relacionado con la virializacion y
que produce la no conservacién de la masa de las capas tras el mismo. La expresién (1.24) es
una solucién exacta siempre y cuando ® se mantiene constante, pero no podemos garantizar
que esto ocurra cuando capas mas interiores se expanden mas rapido que sus capas exteriores.
Considerando esto, nuestra intencién es ver como se comportan las variables del sistema en los
casos que puede ocurrir shell-crossing y tratar de predecir la apariciéon del mismo para un perfil

de densidad determinado.

3.1. Calculo de la masa y desplazamiento en coordenadas comoéviles

Nuestro objetivo ahora es solucionar la ecuacién (2.5) y estudiar la evolucién de los vacios
para diferentes condiciones iniciales (perfiles de densidad). Para ello se ha disenado un programa
en el cual se definen una serie de cdscaras esféricas concéntricas, £ € [0, 15], distribuidas de forma
proporcional a £, para que cada cdscara tenga una masa similar. La masa de la cascara unidad
viene dada por

£1+1 dM §1+1
M, = /5 i / 1n€p(€)de (3.1)
Retomando la definicién de la fraccién de masa relativa, M;, realizada en la expresién (2.6)
tal que
§ M 1) 4 p(r)d
My = —— O (3.2)
7rPeqa‘eq €3 47rpeq(leq 53

entendemos M; como una sobredensidad o infradensidad que se mantiene constante siempre y

cuando no se produzca shell-crossing.

Ahora introducimos el desplazamiento de las coordenadas coméviles con respecto a cada
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cascara, Re(x). Al inicio de la simulacién la condicién inicial para este desplazamiento es tal
que R¢(x = 0) = 1. Si no hubiera shell-crossing Re¢(x) evolucionaria siempre de acuerdo a la
ecuacién (2.5) y en este caso la masa seria constante al no haber cruce de cdscaras. Como no
podemos asegurar que no vaya a ocurrir este cruce (de hecho lo esperamos) recalculamos la masa

a cada paso en cada cascara.

Calculamos la masa total encerrada por cada cascara extendiendo la integral que aparece
en (3.1) desde el origen de coordenadas hasta la cdscara correspondiente. El procedimiento para
calcular la fracciéon de masa relativa a cada paso consiste en anadir la masa de cada cdscara

realizando una interpolacion tal que:

= Silas dos fronteras de una cascara (entendidas como las posiciones de la cdscara anterior
y ella misma) se encuentran dentro de la coordenada fisica, anadimos toda su masa.

= Si ambas fronteras se encuentran fuera de la coordenada fisica, no anadimos masa.

= Si una de las fronteras se encuentra dentro y la otra se encuentra fuera de la coordenada

fisica, construimos la funcién de densidad e integramos.

Esta masa es la que introducimos en la ecuacién (2.5) para simular la evolucién de Rg¢(x)
y la calculamos discretizando la ecuacién (3.2) de acuerdo al procedimiento descrito tal que

3

jyam 1 Y Fi —r
t= Ampeqad, -3 Z & 73— 37 (3.3)
3 5 J/ri<ri +

donde 74 es el minimo entre el valor de la coordenada fisica y la frontera exterior de la cascara

y r4 y r_ son las fronteras de cada céscara?.

3.2. Evolucién del sistema

A continuacién, simulamos la evolucion temporal del sistema con un método iterativo en el
que reescribimos (2.5) discretizada en el tiempo y definiendo P = R/, de manera que la evolucién
viene dada tal que

o w(z+1) - (1+32/2)Ax/2 Az 1 My(&, ) B
P = 2 < R) " (3.4)

“x(x+ 1)+ (1432/2)Az/2  z(x+1)+ (14 32/2)Az/2 R2
R+ = R_ + PAI

Con esto, y estableciendo un paso temporal Az variable, de manera que a cada paso Ax; =
x;/60 y x;41 = x; + Ax;, para asegurarnos de que es suficientemente pequenio, evolucionamos el

sistema.

3Notar que en la expresién (3.3) se ha omitido el subindice &; para cada frontera 7, pero estas cambian para
cada cdscara.
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Figura 3.1: Ejemplo de evolucién de la densidad (izquierda) y posicién de las cdscaras (derecha) para un perfil
p(€&) <1 — (1 —po)/(14 (& — &,)?) sin shell-crossing.

En el ejemplo de la figura 3.1 vemos como la densidad va disminuyendo conforme avanza el
tiempo, es decir, vemos como se estd expandiendo la region de vacio. En este caso, la expansion
del vacio no provoca una acumulacién de cascaras entre el borde de este y el fondo, por lo que

no presenta shell-crossing.

3.3. Criterios de aparicion de shell-crossing

Tras evolucionar el sistema, para algunos perfiles de densidad observamos cémo las cascaras
interiores parecen adelantar a las exteriores, produciéndose el fenémeno que llamamos shell-
crossing. La figura 3.2 muestra la evolucién de la posiciéon de las cdscaras en una distribucién
p(r) e, Observamos c¢6mo estas comienzan a despegarse del fluyjo de Hubble (R = 1)
alrededor de = ~ 1 como era de esperar, y como las cascaras de la regién se concentran y se
cruzan a valores x ~ 20. Al ocurrir esto, esperamos que en la regién donde un grupo de céscaras

se cruza, la densidad aumente mucho, de manera que estudiaremos como evoluciona esta.

16

144

124

104

1073 1072 1071 10° 10! 10! 2x10! 3x10' 4x10!

T=0/0eq T=a/acq

Figura 3.2: A la izquierda la evolucién en el tiempo de 10 céscaras distribuidas linealmente para un perfil p o e_Tz,

a la derecha una ampliacién en la regién de aparicién de shell-crossing. £R(§) es la coordenada fisica.

Cabe preguntarse si el shell-crossing es un fenémeno de la discretizacién en el espacio de
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nuestro vacio o del tiempo de su evolucion. Para comprobar que esto no es asi hemos examinado
la convergencia de la distribucién decreciendo el paso temporal e incrementando el nimero
de céscaras. La figura 3.3 muestra la densidad reconstruida en dos tiempos para diferentes
discretizaciones. Vemos que al incrementar el niimero de céscaras, el pico de densidad que se
produce debido a la acumulacién de cascaras y posterior shell-crossing se hace més evidente,
preciso, y converge en su posicién, sintoma de que estamos presenciando un fenémeno fisico.

—— 100 cascaras 12
15.01 200
—— 500
12.54 —— 1000
—— 2000
10.04 —— 5000

z=30.66
104

7.54 x =20.62

5.0

2.5

p (unidades de densidad promedio)
—

p (unidades de densidad promedio)
o

//

0 aara)|

0.0

3.80 3.85 3.90 3.95 4.00 4.05 4.10 4.15 4.2C 43 44 45 46 47 48 49 5.0
ER(E) ER(§)

T

Figura 3.3: Densidad del perfil p < e~ ’ para los momentos x = 20,62 y x = 30,66 tomando diferentes discreti-

zaciones para el niimero de cédscaras.

Consideremos que estamos estudiando la evolucién de los limites entre cdscaras, de manera
que la masa en realidad se encuentra distribuida entre dos de los puntos cuya evolucién hemos
calculado. Naturalmente, cuando dos curvas se cruzan (es decir, coinciden), la masa entre ellas
siendo originalmente finita, produce un pico de densidad infinita. Estos picos son los que vemos
en la figura 3.3 donde la densidad ha sido reconstruida a partir de la fraccién de masa relativa,
My, tal que

pGR) _ 1 dM, A [§(ER) p(ER)d(ER) 55)
(ppar)  Am(&iR)? d(ER) Ar (& R)*d(ER) '

Ademsds, notar que la figura 3.3 es una ampliacién en la regién de interés, pero la coorde-

nada fisica se ha simulado en ¢R(§) = [0, 15]. A continuacién, tratamos de predecir la aparicién

de shell-crossing.

3.3.1. Primer criterio

A la vista de 3.2, vemos que hay regiones en que las cdscaras se separan y regiones en que
se comprimen, produciendo en tultima instancia el shell-crossing. Hasta que este se produzca,
la aproximacién (2.7) R ~ /1 — ®z es una solucién analitica de la evolucién de cada cdscara
que nos puede ayudar a determinar si dos cdscaras contiguas se acercan o no. Consideremos
la pendiente de las curvas d(§R)/dx. Podemos estudiar cémo depende de &, para saber si las
pendientes se acercan, se alejan, o se mantienen paralelas. Asi, la funcién que utilizamos para
describir la evolucién de estos cruces se define a partir de la derivada de la coordenada comovil
en aproximacién lineal segin la expresién (2.7), tal que
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N od&R) o Am [5 €p(€)dg
F(€z> =2 dr - _EZ(I)(&) - 52 [1 - 47[3[)21%] ) (3'6)

donde el signo de la derivada de esta funcién nos describe el comportamiento que exhibe el

sistema

¢ 0 — Caso estacionario
fQP(f)df} = < 0 — Colapso (3.7)
> (0 — Expansion

/ _ dF(fz) 1 _ 3 i
E (5) B dfz =1 peqagq déz |:

1

& Jo

Cuando la funcién F(&;) es creciente el sistema se expande, mientras que en caso de de-
crecer, las céscaras colapsan y cuando es constante tenemos el caso limite entre ambos compor-
tamientos donde el sistema es estacionario, las cascaras se mantienen paralelas, sin aproximarse
ni alejarse entre si. Notar que en este apartado ®(&) es el calculado tinicamente en el estado

inicial.

3.3.2. Segundo criterio

El criterio anterior describe la evolucién del sistema y su tendencia, pero no nos da un
momento exacto para la aparicion del shell-crossing. Es por esto que buscamos un segundo
criterio del que podamos extraer mas informacién. Para ello necesitamos escoger un parametro
cuyo valor sea extremal en el momento de aparicién del shell-crossing, de manera que podamos

obtener una prediccién del momento en el tiempo en que va a ocurrir.

Como hemos visto, en el momento de shell-crossing, la densidad desarrolla un pico infinito.
Podemos predecir su formacién a partir de la expresion de la densidad utilizando la aproximacion

(2.7) para R de la siguiente manera

_ 1 dM(ge)_ 1 dM 1 _dM .
P8 = Dr(eRp deR)  An(ER &€ AERE | dE gn(enyp (R — e

(3.8)

donde denotamos (9¢®) = (99/0¢),, y hemos utilizado que d((R)/dE = [R? — £x(0:®)/2]/R.
Con todo esto, el shell-crossing ocurre a un valor del tiempo, ., dado por
O (&%@ 1

y a partir de esta condicién definimos G(&;) = £2®(&) v G'(&) = dG(&)/d&i, de manera que
cuando

R I N

obtenemos x4, siendo el momento de apariciéon de shell-crossing. Es decir, para cada cascara &

max

hay un valor de tiempo x en el que va a haber shell-crossing solo si G’ /2§ > 0. Si esta funcién
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es creciente siempre va a haber una solucion x4, y en caso de ser decreciente no se produce la
acumulacién de céscaras y no hay cruces.

4. Simulacion y resultados

Tras implementar todo el desarrollo realizado en el apartado 3, pasamos a exponer e
interpretar los resultados obtenidos para diferentes perfiles propuestos.
4.1. Perfil de densidad exponencial

Para este primer caso definimos un perfil de densidad de la forma

dM
dg;

donde el parametro py es la densidad central y &, el radio del vacio, que por el momento

p€) =1 = (1= po)e €80 — T2 —dre? [1— (1 - po)e 8] | (4.1)

consideraremos pp = 107! y &, = 0.

Tras hacer evolucionar el sistema encontramos una acumulacién, como se puede observar
en la figura 4.1 donde cada linea representa la evolucién de una céscara, y podemos ver cémo las
céscaras interiores (correspondientes a las lineas inferiores en {R() en la figura) se aproximan
a las siguientes a partir de cierta céscara llegando a producirse shell-crossing.

A continuacién, vemos cOmo

han evolucionado la masa total en-
cerrada y la densidad y nos encon-
tramos con que para tiempos poste-
riores al cruce de cascaras los resul-
tados comienzan a presentar grandes
saltos y ruido que no esté relacionado
completamente con el comportamien-
to del sistema, sino que se debe al
programa utilizado presentando dis-

continuidades en los puntos debido a : , , , : : : :
) . i _ 0 20 40 60 80 100 120 140

la discretizacion, junto a la existencia z=a/aq

de numerosos cruces de ida y vuelta i » ’ e

3 ) Figura 4.1: Evolucién de las céscaras para el perfil p(§) oc e .

entre cascaras tras el shell-crossing.

Para tratar de solucionar esto, imple-

mentamos un filtro de Savitzky-Golay [11] que consiste en realizar una regresién polinomial local

(en nuestro caso escogemos los cinco vecinos a cada lado de cada punto) para suavizar las curvas.

Representamos las curvas tras aplicar el filtro en la figura 4.2.
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Figura 4.2: A la izquierda, la evolucién de la masa total encerrada a lo largo de la coordenada fisica ER(E).
Se observa que para x = 27,77 el filtro no ha conseguido suavizar la curva. A la derecha, la evolucién de las

densidades.

En estas observamos cémo en el momento en que las curvas de masa tienden a hacia una

pendiente infinita la densidad presenta un maximo que nos indica la aparicién de shell-crossing.

p (unidades de p promedio)
w

[}

&2}

~

N

—_

o

=0.00
=1.05
=284
r="7.65
z=18.67
r=27.77

-

Utilizamos los criterios estudiados en el apartado 3.3 para predecir este fenémeno.

4.1.1. Criterios de formacion en el perfil exponencial

En la figura 4.3 representamos la funcién F'(§;), definida en la expresion (3.6), a tiempo
x = 0 para el perfil escogido. A la vista de F'(§;) a tiempo x = 0, la regién anterior al corte con el

eje de abscisas se va a expandir, mientras que la exterior se comprime de manera que esperamos

una acumulacién de céscaras y quizd shell-crossing en las céscaras alrededor de ¢éR ~ 2.

Para determinar z,. utilizamos la
funciéon G(&;), junto con su derivada. La
funciéon G'(&;)/2¢; para el tiempo inicial
presenta un maximo en [G'(&) /28| maz =
4,67-1072, con lo que de acuerdo con la ex-
presion (3.10), obtenemos que el momento

en que se produce el shell-crossing es
Tee = 21,44 (4.2)

el cual se corresponde bastante bien con lo
que se puede observar en 4.2. Mdés adelan-
te, calcularemos exactamente el momento
de shell-crossing de la evoluciéon numérica
y comparando con la predicciéon de nues-
tro segundo criterio y veremos que es muy
acertada.

F(E)/1F(E) maa

Figura 4.3: Funcién F(&;) junto a su derivada. Ambas

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

— FO/IF(&)mas
—— F(O/IF' (&)l maz
2 4 6 8 10
ER(E)

normalizadas respecto a su valor méximo.
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4.1.2. Otro perfil exponencial
Simulamos andlogamente un perfil similar al anterior de la forma

AM oy g oy (E—€)
i, =€ 1= (1= po)e E (4.3)

1

donde pg = 107! y &, = 0 de nuevo.

Tras evolucionar el sistema de nuevo, vemos la aparicién de una acumulacion conforme se
aproximan entre si algunas cascaras, en este caso se forma méds adelante en la coordenada fisica
y mas tarde en el tiempo. Observando la evolucién de la masa total encerrada y la densidad
vemos como para este perfil el shell-crossing tarda mas en aparecer respecto al caso anterior,
no teniendo pendiente infinita la curva de masa hasta x € [91,135], donde en la densidad se
produce un salto con un pico de mas de nueve veces la densidad promedio en el caso x = 135,73
como se puede ver en la figura 4.4.

1.2
E 101 —— x=10.00
3 x=1.05
1 (]
1.0 g 8 — =284
5 — =765
0.84 e — =20.62
= S 6 — 7=5560
w
3 =91.29
%20.61 g ’
£ 3 — 2=135.73
= o 4
]
0.4 §
g 7 .
0.2 5‘ J
= 0
QU

0'%.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0

Figura 4.4: A la izquierda, la evolucién de la masa total encerrada a lo largo de la coordenada fisica £R(£). A la
derecha, la evolucién de las densidades.

En este caso, segin los criterios estudiados anteriormente obtenemos que inicialmente la
funcién G'(&;)/2¢; presenta su méximo en [G'(&;)/2& ] maz = 9,83-1073, de manera que mediante
la expresién (3.10) el cruce de céscaras se produce en

Zse = 101,65 (4.4)

valor que concuerda con lo que observamos en la figura 4.4.

4.2. Perfil de densidad “Top-hat” invertido

En este caso definimos un perfil de densidad con forma de sombrero de copa invertido,
que debido a la simetria radial del sistema, podemos definir simplemente como una funcién
escalén. Decidimos usar una aproximacion analitica de la funcién escalén de Heaviside [12] con
dos pardmetros libres, k, que da cuenta de la pendiente que presenta el escalén (mayores valores
de este pardmetro implican mayores pendientes) y &,, que sera el valor de £ en el que centramos
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el mismo.

1 1 1
Tomamos asi un perfil de la forma
- L —po dM 1 —po
PO=1- T dee — g N g (4.6)

donde elegimos los pardmetros como py = 1071, k =3 y &, = 3.

Representamos la masa de cada cascara junto a la fraccion de masa relativa en la figura
4.5. En la masa de cada cédscara vemos que esta es nula (situacién de vacio) hasta el valor en el
que hemos centrado el escalon. La fraccion de masa relativa en este caso se puede comparar con

la aproximacién ® ~ —(&,/&.)3.

40 1.0
2 &
= Zos
S30 o
s 8
; %0.6
< 20 >
: :
E 0 0.4 I
2 - |
@10 \“—:1 ,.'
= = 0.2 !
1
1
0 ! . 1,(&/&)3
0.0 :
000 25 50 7.5 100 125 15.0 0.0 25 50 75 10.0 125 15.0
56 50

Figura 4.5: A la izquierda, la masa de cada cdscara para 10® céscaras distribuidas linealmente hasta ¢ = 15. A la
derecha, la fraccién de masa relativa inicial (masa total encerrada) en cada cdscara.

Tras evolucionar el sistema ve-

mos claramente en la figura 4.6 que
ocurre shell-crossing, y ademas pare-
ce ocurrir mucho mas temprano fren-
te al resto de casos estudiados. Esto
es esperado ya que en el caso de un es-
calén el gradiente de masa en el bor-
de es muy grande y aumenta cuanta
mayor pendiente presente el escalén.
Observando la evolucién de la masa

vemos que la fraccion de masa rela-
tiva tiende a tener pendiente infinita o =a/ag
conforme avanza el tiempo hasta un Figura 4.6: Evolucién de las cdscaras para el perfil p(§) o< H(§).
momento en el intervalo x € [2,7] en

el se produce el salto en masa. En el caso de la densidad, es en ese mismo intervalo en el que
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vemos el salto en densidad respecto a la curva anterior. Para valores posteriores a = =~ 7 las
curvas presentan el ruido también presente en casos anteriores debido a las discontinuidades

producidas en los multiples cruces, asi como la discretizacién utilizada.

1.2 8
—— 2=0.00
71 _
1.0 I s x=0.39
2 | — 2=105
o 61
08 g | — z=284
e 85 — =166
szc Q — x=06.93
0.6 < 4 ©=12.56
= 1%
- 3 31
0.4 k)
%,
0.2 Zl, m& -
9y ) /)]

00 25 50 7.5 10.0 12,5 15.0 0.0 25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0
ER(¢) ER(E)

Figura 4.7: A la izquierda, la evolucién de la masa total encerrada a lo largo de la coordenada fisica £R(). A la
derecha, la evolucion de las densidades.

4.2.1. Criterios de formacién en el perfil escalon

Segtin el criterio de la funcién F(&;), en la figura 4.8 observamos cémo la curva de F’(§;)
tiene una regién de expansién en lo que en el estado inicial corresponde al vacio, desde el origen
hasta £€R ~ 3 y conforme se hace menos vacio hasta £¢R ~ 5, tras lo que hay una regién de

colapso, es decir, una acumulacion de céscaras.

Si comparamos la figura 4.8 con 4.3

vemos que el minimo en la derivada es ma-

yor en valor absoluto en el perfil escalén,

- . . 1.001 —— FO)/IF©)lnas

lo que indica una velocidad de expansién e FUO/IF )l
y colapso superior al resto de casos, es de- o
cir, el vacio se va a vaciar mucho mas répi- 050
do, tras lo cual, una vez mas el comporta- 5 025
miento va atenuandose exponencialmente % 0.00
al estado estacionario. E:_OQS
Atendiendo al segundo criterio, ini- —050
cialmente la funcién G’(;)/2¢; presenta su o

méximo en [G'(&;)/2]max = 1,45 - 1071 2 4 6 (E)B 0 12 14

eR(E

de manera que segun la expresién (3.10)

el shell-crossing se produce en Figura 4.8: Funcién F(&;) junto a su derivada. Ambas

normalizadas respecto a su valor méaximo.

oo = 6,88 (4.7)

resultado que es compatible con la prediccion obtenida a partir de la evolucién de la masa y la
densidad previamente.
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5. Dependencia del shell-crossing con los parametros del perfil

Hasta el momento hemos estudiado el momento de apariciéon de shell-crossing para cada
perfil mediante un criterio analitico para una serie de condiciones iniciales. Queremos saber
con cudnta exactitud los valores obtenidos (que recordamos son una prediccién a partir de las
condiciones iniciales) se ajustan al momento real de shell-crossing en nuestras simulaciones.
Ademds queremos estudiar la dependencia de x4, con pardmetros como la densidad central del
perfil pg, el radio &, del vacio y la pendiente del escalén k en el caso del ultimo perfil propuesto.

Para conocer el momento de cruce

de céscaras de manera experimental en

nuestra simulacion tomamos la derivada

—————— o= 18.67
espacial de la fraccién de masa relativa, 106] — z.=9129
dMrp/d(€R), y buscamos su valor maxi- | s =627
mo para cada momento del tiempo. Con §10 .

esto, tan solo tenemos que encontrar el

up
s . . =

momento de maxima pendiente correspon- =
=

=,

diente al salto en masa cuando se produce

el shell-crossing. Debido a que una vez se . J
. . . 10
produce el shell-crossing este viene segui- »\J
blecer un criterio que seleccione adecua- T=a/acq
damente el momento asociado al primer Figura 5.1: Determinacién de P con po = 1074, &, =0
— 2 —
cruce y no a cualquiera de los posteriores. y k = 3 para los perfiles p(¢) o< €= (azul), p(€) o e™*

Para ello, tomamos la diferencia entre dos (verde) y p(&) o H() (rojo).

valores sucesivos de [dMr/d(€R)]max Tes-
pecto del tiempo debidamente normalizada y buscamos el primer momento en que se maximiza
este valor. Determinados los valores tedricos de 5. mediante el criterio expuesto en (3.10) y los

experimentales segtin lo anterior, estudiamos cémo varian segin diferentes valores de pg, &, v k.

102 10°

102

e}
g 10° , 8
— 2@ p@)xe L
— g p(O xe € 10
10-11 z§E p(€) o H(E)
~E- 2l p() e
a5 p(@ et .
P e O] 10
0 2 4 6 8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
& densidad central py/{(ppas)

Figura 5.2: Comparativa de los valores tedricos y experimentales de zs. en funcién de los pardmetros &, (izquierda
con po = 107') y po (derecha con &, = 0) para cada perfil.
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En la figura 5.2 observamos cémo

aumentar el radio del vacio &,, produce

que el shell-crossing ocurra antes, mien-
tras que conforme aumentamos la densi-

. , 10!
dad central pg, es decir, hacemos el vacio

menos vacio, el shell-crossing se retrasa

Zsc

hasta el punto en que para pg = 1 ya no
existe vacio y no se produce cruce alguno

(xse — 00). En el caso de la pendiente del

escalén, conforme esta aumenta, el shell-

crossing se adelanta al ser el cambio en 100 15 50 25 30 35
masa entre cdscaras mas abrupto y la ve- Pendiente k
locidad de expansién mayor como conse- Figura 5.3: Comparativa de los valores tedricos y experi-
cuencia. En el limite k — oo (escalén per- mentales de x5 en funcién de k para el perfil escalén.
fecto) observamos que . ~ 2, 5, valor que

depende de las condiciones iniciales para el resto de parametros. Los errores representados en
las figuras 5.2 y 5.3 son el error sistemético tomado como la diferencia de criterios utilizados en

la determinacién de xg..

De acuerdo con los valores de los pardametros propuestos en la seccién 4 obtenemos los
resultados expuestos en la tabla 5.1.

Perfil de densidad xteo  xicP Dif. relativa (%)
p(&) x e7¢ 21,44 18,67 12,9
p(€) xx e~ 101,65 91,29 10,2
p(§) < H(9) 6,89 6,27 8,9

Tabla 5.1: Prediccién tedrica y resultado experimental para zs. en el caso po = 0,1 y &, = 0 para cada perfil.

Podemos observar como la diferencia relativa entre prediccion y simulacién en ningiin caso
es superior al 12,9 % lo que nos da una medida del error cometido en el criterio escogido para la
determinacion experimental de .. La compatibilidad de los resultados obtenidos confirma que
el fenémeno de shell-crossing en nuestras simulaciones es un fenémeno fisico cuya naturaleza

estd descrita en la dindmica de la ecuacién (2.5).
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6. Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos realizado un estudio del marco tedrico en el que se
enmarca la formacién de estructuras en el universo, orientado a caracterizar la evolucién de

diferentes vacios de materia oscura a partir de simulaciones.

En la seccién 1 hemos caracterizado las fluctuaciones de densidad de materia en el universo
en aproximacioén post-newtoniana, partiendo de una descripcién de fluido perfecto que satisface
las ecuaciones de hidrodinamica, a la que hemos incorporado la expansion del universo, obtenien-
do (1.24). Tras lo cual hemos introducido el analisis en Relatividad General como generalizacién

a cualquier escala para dar una descripcién completa de la inestabilidad gravitacional.

A continuacién, en la secciéon 2 hemos estudiado la inestabilidad més alld del régimen
lineal, introduciendo el modelo propuesto en [3] para el estudio de sobredensidades de materia
vy hemos planteado y comparado el comportamiento de este entre cimulos y vacios de materia.

Acto seguido, en la seccién 3 aplicamos este modelo a vacios y desarrollamos el programa
que utilizamos para simular la evoluciéon de los mismos, caracterizando el fendmeno de shell-
crossing y planteando criterios para su estudio, con especial interés en el criterio planteado
en (3.10) que nos da una determinacién tedrica del momento de aparicién de shell-crossing en
funcién de las condiciones iniciales. Después, en la seccion 4, exponemos los resultados obtenidos
en las simulaciones para diferentes perfiles de densidad inicial de vacios.

Finalmente, en la seccion 5 hemos entrado en mayor profundidad en la dependencia del
shell-crossing con la forma del perfil de densidad inicial, ademas de determinar experimental-
mente en las simulaciones el momento de aparicién del mismo, pudiendo asi compararlo con
la determinacién tedrica realizada previamente. Esta comparacién ha mostrado la compatibili-
dad entre prediccién tedrica y experimento y nos ha dado una estimacion satisfactoria del error

sistematico entre determinaciones.

Con todo esto, podemos concluir que nuestro programa ofrece una herramienta para co-
nocer si un perfil de densidad de vacio, bajo condiciones de simetria esférica, presentara shell-
crossing al evolucionar. Ademds, en caso de hacerlo, ofrece una determinacién satisfactoria del
momento de aparicién de shell-crossing, respaldada por la compatibilidad entre prediccion y
simulacién.

La finalidad y utilidad de lo estudiado es mejorar el entendimiento de la fenomenologia y
fisica que se encuentra detras de experimentos de deteccion directa de materia oscura, presentes y
futuros. Y, como en este trabajo nos limitamos a una serie de casos predefinidos y una simulacién
programada especificamente para este, la evolucién natural de este estudio seria apoyar los
resultados con simulaciones de N-cuerpos.
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A. Anexo

A.1. Deduccién de la ecuacion de evolucién de las fluctuaciones de densi-
dad en Relatividad General (1.33) a partir de la ecuacién en tiempo

conforme

En la seccién 1.3 se ha deducido la expresién (1.33) en tiempo normal a partir de la
ecuacién en tiempo conforme para la evolucién de ® planteada en [6] (pdgina 231, expresién
(6.114)). Partiendo de

" + 3HY + (2H + H?)® = 4nGa’SP , (A1)

donde §P = c26p y H = a’/a. Notar que denotamos con una prima las derivadas respecto
del tiempo conforme (d/dn). Utilizando la definicién invariante gauge del contraste de densi-
dad comévil, (pA), realizada en (1.32), tomamos el laplaciano de esta expresién y sustituimos
utilizando la ecuacién de Poisson véalida a cualquier escala, V2® = 47Ga?pA, obteniendo

(a?pA)" + 3K (a®BA)" + (2H + H?) a*(5A) — >2V25p =0,

. A2
(aQﬁA)” + 3aH (a2ﬁA)/ + (2H + H2) 201 (pA) — a*c2V?5p =0, (4.2)
donde hemos utilizado que
lda da dH o vpo  dH
adn @t Y T “< +dt> (A-3)

A continuacién, planteamos las transformaciones de tiempo conforme a tiempo normal

(dt = adn) que necesitamos introducir en la expresién (A.2)
(a2pA) = a’p [A - HA} . (a2pA)" = a* [A ~ HA - HA] . (A.4)
Introduciendo las expresiones de (A.4) en (A.2) obtenemos el siguiente desarrollo

.

a'p [A ~HA - HA] 30 HpA | 3

+ 2a*pA [2H2 + H} = a’c2V3p ,
(A.5)

. . ) 2 5
A+2mA+ (- H?) A = 597 (p> :
a p
donde recordamos que §p/p = A y utilizamos la combinacién de las ecuaciones de Friedmann?,
H — H? = —47Gp (con P=0), obteniendo la versién relativista en tiempo normal de la ecuacién
(1.24)

.. . 2
A +2HA - SV2A — 47GpA = 0 (A.6)
a

H? = %5Cpy H = =F%(p+3P).
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A.2. Evolucién de las cascaras

Otra forma de visualizar la aparicion del shell-crossing es ver la evolucién de la masa ence-
rrada en diferentes cdscaras conforme avanza el tiempo. Observamos cémo las determinaciones
tedricas de x4 realizadas para cada perfil en la seccién 4 coinciden con el primer salto de masa
en las figuras A.1-A.3 (izquierda). A la derecha, observamos la evolucién de R(x) y como se
ajusta a la aproximacion (2.7).

102

6x10°
10! 4x100
w 3x100
3 =
= 10° e=151 | &
= Sy 2x100
—— =271
101 —— ¢=301
—— £=331
— =376 100 x \/1—=@(&,0)x
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
z:a/u’eq z:a/aeq

Figura A.1: Evolucién de la masa y el desplazamiento comévil para diferentes cdscaras en el caso p exp{—ﬁQ}.

—— £=3.01 4x100
101 —— ¢=331
—— £=376
—— =451 3x 100
R —— £=5.26
8 —— £=6.76 =
Y B 0
t’_:/ z2x10
= 100  commmenee
% V1= (&, 0)s
100
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
T=a/a T=a/a

Figura A.2: Evolucién de la masa y el desplazamiento comévil para diferentes cdscaras en el caso p < exp{—¢&}.
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4 %100

— 10t
8 —3x100°
< G
S S5
\E 0

100 2x10

Lo-t 100 x V/1- (&, 0)z

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
z:a/u'eql z:a/aeq

Figura A.3: Evolucién de la masa y el desplazamiento comdévil para diferentes cdscaras en el caso p o< H(&).
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A.3. Evolucion del desplazamiento comévil

La resolucién numérica de la ecuacion diferencial 2.5 nos muestra la evolucién del despla-

zamiento comévil R(z, €) para cada uno de los perfiles estudiados.

16 : .
O=[-01-p)e* c
“ 219 e 150] PO=0-1-m)e]
12 125
10
. _10.0
< 7
= ° = 75
wr ~r
6 x=0.00
4 r=T.65 5.0
2=20.62
2 z=155.60 2.5
r=91.29
0 2=135.73 0.0
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0
& &
(a) (b)
17.5
15.0
12.5
@10‘0
&
W 7.5 2=0.00
— z=284
5.0 — z=T7.65
25 — 2=20.62
’ pO)=[1- —— £=33.86
0.0 [ e } — 2=50.35
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0
&
(c)

Figura A.4: Evolucién del desplazamiento comévil para los diferentes perfiles estudiados.
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