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Resumen

Los problemas de optimizacién de modelos de distribucion y localizacion afectan a decisiones sobre
la localizacién de instalaciones y sobre la distribucién de productos desde ciertos centros a puntos de
demanda. Son problemas que se encuentran en la realidad y siempre han existido estrategias para encon-
trar la solucién mds beneficiosa para el objetivo del problema. Normalmente, este objetivo suele estar
relacionado con obtener el coste minimo satisfaciendo las necesidades del problema o con sacar algin
beneficio con las decisiones tomadas.

Ademas, estos modelos combinan dos tipos de problemas importantes en el campo de la Investigacién
Operativa. Por un lado, el disefio de redes de distribucion se encuentra entre los problemas mds utilizados
en varios campos de investigacién, como en ingenieria, matemadtica aplicada, informética o gestién de
cadenas de suministros. Asimismo, las decisiones de localizacién son imprescindibles para el largo plazo
de un proyecto, pues una buena ubicacion de las instalaciones puede generar un beneficio notable.

Este trabajo trata de profundizar en este tipo de modelos a través de la aplicacién de estos en un
problema determinado. Para ello, el capitulo 1 da una base tedrica para el entendimiento de las formu-
laciones posteriores. En €l, se estudian los modelos generales de programacion lineal y entera, donde
se especifican dos métodos para la resolucién de problemas de optimizacién lineal entera. Ademds, se
explica la formulacién estdndar para el modelo de localizacion y los modelos de distribucién bdsicos,
entre los que estdn el problema de transporte, el problema de transporte con coste fijo en los arcos y el
problema de flujo a coste minimo.

Estas nociones tedricas ayudan a la comprensién de los modelos explicados en el capitulo 2. En este
capitulo se estudian varios modelos que integran los procesos de localizacién y distribucién en varias
etapas. Se describe un sistema basado en un problema concreto, y se busca un modelo para su resolu-
cién. Primero, se considera una versioén simplificada del modelo, para la que se dan dos formulaciones
equivalentes, que difieren en la definicion de sus variables. Después, se extiende el modelo a uno general
de produccidn / localizacion / distribucién, aiadiendo caracteristicas al sistema.

Para acabar, el capitulo 3 estudia la implementacion de estos modelos para un sistema realista. En
él, también se diferencia entre la version simplificada del problema y el modelo general, obteniendo en
ambos casos la solucién 6ptima. Ademas, se realiza una interpretacion de los resultados, obtenidos de
manera computacional, y se comparan entre ellos.
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Summary

Location distribution optimization problems affect facility location decisions and supply distribution
decisions from facilities to demand points. These are real problems and strategies have always existed to
find the most beneficial solution for the problem’s objective. Usually, this objective is related to obtaining
the minimum cost while satisfying the constrains of the problem or to gaining some benefit from the
decisions made.

Furthermore, they combine two types of problems with considerable importance in the field of Ope-
rations Research. On the one hand, distribution network design is among the most commonly used pro-
blems in several fields of research, such as engineering, applied mathematics, computer science or supply
chain management. Similarly, location decisions are essential for the long-term success of a project, since
a good location of the facilities can generate significant benefits.

This project aims to delve into these types of models through their application in a specific problem.
To this end, chapter 1 provides a theoretical foundation for understanding the subsequent formulations.

The chapter begins with the formulation of the general linear optimization problem, along with defi-
nitions and properties of interest for the simplex method, which can be used to solve this type of problem.
It continues with the formulation of the integer linear optimization problem, two methods for solving in-
teger problems are presented.

The branch and bound approach involves dividing the problem into subproblems until the optimal
integer solution is reached. The cutting plane approach involves adding constraints (cuts) to the problem
to gradually approach the optimal integer solution. This project explains two types of cuts: Gomory
fractional cut, for pure integer problems; and Gomory mixed cut, for mixed problems.

Subsequently, some distribution models are formulated. Among them are the transportation problem,
the fixed-charge transportation problem and the minimum cost flow problem. To conclude the chapter,
two location models are formulated, uncapacitated and capacitated facility location problems.

These theoretical notions help to understand the models explained in chapter 2. This chapter studies
various models that integrate the processes of location and distribution in several stages. A system based
on a specific problem is described, the goal is to find the best way to distribute a product across a set of
nodes associated with customers, having another set of intermediate nodes that can receive products from
production plants. It is allowed to split the assembly of products, and therefore, it might be necessary to
install assembly plants.

First, a simplified version of the model is considered, with only one production plant, and without
capacity constraints or costs associated with shipping from the assembly plants to the customers. Two
equivalent formulations are provided, differing in the definition of their variables. Then, the model is
extended to a general production / location / distribution model, adding production plants, capacity cons-
trains, costs, ...

Finally, chapter 3 discusses the implementation of these models for a realistic system. It also dis-
tinguishes between the simplified version of the problem and the general model, obtaining the optimal
solution in both cases. Moreover, an interpretation of the results, obtained computationally with the soft-
ware Gurobi, is performed and both solutions are compared.
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Capitulo 1

Modelos de localizacion y distribucion

1.1. Introduccion

Es este primer capitulo se van a presentar las ideas tedricas principales que subyacen en la formula-
cidén y resolucién de los modelos de optimizacion que se van a aplicar en la memoria. Fundamentalmen-
te, se han estudiado aquellos apartados relacionados de los libros de Bazaraa et al. [1], Chen et al. [3] y
Nemhauser y Wolsey [4] para la realizacién de este capitulo tedrico.

1.2. Optimizacion lineal

Un problema de optimizacién lineal es un tipo de problema de programacién matemédtica cuyo ob-
jetivo es encontrar un conjunto de valores para las variables continuas (xi,...,x,), llamadas variables
decisién, que maximicen o minimicen una funcién lineal, que se denomina funcién objetivo. Ademds, se
deben verificar una serie de restricciones, que son un conjunto de ecuaciones o inecuaciones lineales.

Para que se pueda considerar valido un modelo de optimizacién lineal, las variables decisién deben
cumplir ciertas propiedades. Cada variable debe contribuir a la funcién objetivo y a las restricciones de
manera directamente proporcional a su valor. Ademas, esta contribucion debe ser independiente entre va-
riables, de modo que no interaccionen entre ellas. Las variables deben poder tomar valores fraccionarios
y los pardmetros utilizados en el modelo deben ser totalmente conocidos y exactos.

Matematicamente, se puede formular un problema de optimizacién lineal de mdximo como

n
max chxj
j=1
sujeto a

i (1.1)
Zaijxjgbi i:1,...,m

j=1

x; >0 j=1,...,n

El problema de optimizacién lineal puede formularse como un problema de maximo o de minimo y
puede incluir cualquier tipo de restricciones, ya sean de igualdad o de desigualdad. Ademas, puede tener
variables restringidas a ser no negativas, no positivas o que no estén restringidas en signo. Pero, mediante
transformaciones que pueden incluir la definicién de nuevas variables y el cambio de restricciones, se
puede siempre obtener un problema de la forma mostrada en (1.1), denominada forma simétrica del
problema de méximo. Cuando las restricciones son de igualdad, se dice que el problema estd escrito en
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forma estdndar. Para transformar (1.1) a la forma estdndar, basta introducir una variable de holgura no
negativa sumando en cada restriccion.

A continuacién, se van a dar algunas definiciones y propiedades ttiles para la resolucién de estos
problemas. Para ello, se considera la notacién matricial del problema de optimizacién lineal en forma

estandar, que es
T

max ¢'x
sujetoa Ax=Db (1.2)
x>0,

en la que 0, es un vector de ceros de dimensién n y x > 0, indica que cada componente de x es no
negativa.

Definicion 1.2.1. Se denomina region factible o region de factibilidad al poliedro § C R” definido por
las restricciones del problema, es decir, S = {x € R" : Ax =b,x > 0, }. Ademds, si S # 0 se dice que el
problema es factible y los puntos x € S se denominan soluciones factibles del problema.

Definicion 1.2.2. Un punto x € S que no puede ser expresado como combinacién convexa de dos puntos
distintos de la regién factible se denomina punto extremo de S.

Definicion 1.2.3. Un punto x € S se dice que es solucion factible bésica (stb) del problema si existen

indices By, ...,B,, tales que los vectores columna Ap,,...,Ap, de la matriz A son linealmente indepen-
dientes y sii € {B1,...,By}, entonces x; = 0. Las columnas de la matriz B := [Ap, |- - -|Ap, ] forman una
base de R", y las variables xp,,...,xp, se denominan variables basicas.

Proposiciéon 1.2.4. Un punto x € S es una sfb si y s6lo si es un punto extremo del poliedro S.

Demostracion. Sea x* una sfb, entonces se puede escribir x* = | 2| con xJ variables bésicas y X}, =
* B N
X

N
0,,_,, variables no basicas. Como x* es basica, es solucién tnica de Bxg = b, ya que las columnas de

B son linealmente independientes. Si se supone que x* se puede escribir como combinacién convexa de
otros dos puntos X; y X, en la regién factible, es decir, x* = Ax; + (1 —A)x; con 0 < A < 1. Estos dos
puntos también verifican el sistema anterior, luego se tiene necesariamente X; = X, = X*. Asi x* no tiene
combinacidn convexa no trivial, y por tanto debe ser un punto extremo.

Reciprocamente, si x* es un punto extremo de S, se verifica el sistema Ax = b con m ecuaciones
lineales y n incognitas. La matriz A es no singular, ya que en caso contrario X* no seria solucién unica
y podria expresarse como combinacién convexa de otras soluciones factibles, lo que contradice que sea
punto extremo. Luego, existen m columnas en A, Ap, tal que Ap tiene rango completo m. El sistema
Apxp = b tendra entonces solucion tnica, que es x*. Por lo tanto, x* es sfb. ]

Una de las propiedades fundamentales del problema de optimizacién lineal es que, si tiene solucion
Optima, existe un punto extremo que lo es. El problema de optimizacion lineal se puede resolver mediante
distintos métodos. Entre los méds conocidos, el método simplex desarrollado en el afio 1947 por George
Dantzig, es un procedimiento iterativo para la resolucidon de problemas de optimizacion lineal en forma
estandar. Si el problema es factible, el algoritmo encuentra en cada iteracion una stb mejor (o al menos
no peor) que la anterior, y termina cuando consigue la solucién éptima con respecto a la funcién objetivo
o cuando detecta que el problema es no acotado. Por otro lado, uno de los primeros algoritmos que
fue competitivo en términos de tiempo necesario de cdlculo con el método simplex fue el algoritmo
de Karmarkar, desarrollado en 1984 por Narendra Karmarkar. Este algoritmo tiene una complejidad
polinémica, es decir, es eficiente para problemas grandes. Su tiempo de ejecucién es proporcional a una
funcién polinémica del tamaio del problema, cuando el método simplex, en el peor de los casos, podria
tener un comportamiento exponencial. A diferencia del método simplex, que busca el 6ptimo por la
frontera a través de puntos extremos, este algoritmo busca el 6ptimo por el interior de la region factible.
Descripciones mds detalladas de estos algoritmos pueden verse en [1].
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1.3. Optimizacion lineal entera

Si en un problema de optimizacidn lineal algunas de las variables estdn restringidas a tomar valo-
res enteros, se tendrd un problema de optimizacion lineal entera. Este tipo de problema es mucho més
comun en el mundo real, pero su resoluciéon es mas complicada. Dependiendo de la naturaleza de las
variables decision se puede diferenciar entre un problema de optimizacién entera mixto, si existen tanto
variables continuas como enteras; puro, si inicamente hay variables decisién enteras; o binario, si todas
las variables estan restringidas a tomar los valores 0 o 1.

Asi, un problema de optimizacién lineal entera mixto se puede expresar como

n p
max Z CjXj + Z dkyk
Jj=1 k=1

sujeto a
y v . (13)
Zaijijngikykag i=1,....m
J=1 k=1
xj 20 j=1,....n
vk > 0y enteras k=1,....p

Si en este tipo de problemas se omite la restriccién de integridad sobre las variables, se obtiene la
relajacion lineal del problema entero. El valor 6ptimo de la funcién objetivo de este nuevo problema
nunca serd peor que el obtenido en el problema entero, por lo que, la relajacién lineal proporciona una
cota superior o inferior de la funcién objetivo de un problema de médximo o minimo, respectivamente.

A diferencia del problema de optimizacién lineal, en el que se conoce como pasar de una sfb a otra
mejor (o al menos no peor), lo que es utilizado por el método simplex, en el caso de la optimizacién
entera no se conoce cdmo pasar de una solucién factible entera a otra mejor, o no peor, por lo que la
resolucion de estos problemas es mucho mas complicada. A continuacion, se van a estudiar dos métodos
clésicos para la resolucién de problemas de optimizacidn entera.

1.3.1. Método de ramificacion y acotacion

Los procedimientos de ramificacién y acotacién se pueden aplicar a cualquier tipo de problema de
optimizacion entera, y trabajan sobre las relajaciones lineales de estos. En lo que sigue, se asume que el
problema es entero puro, ya que el algoritmo es similar en caso de que no lo sea, y que se trata de un
problema de méaximo.

Se considera entonces la relajacion lineal del problema y se obtiene la solucién dptima de esta. Si
esta solucién es entera, entonces serd la solucion Optima del problema original. En caso contrario, se
deben aplicar las dos operaciones basicas del algoritmo, ramificar y acotar.

1. Ramificar: Se divide la region de factibilidad en dos subconjuntos, eliminando en el proceso una
parte de esta que no incluya soluciones factibles enteras. Para hacer esta division, se selecciona
una variable bésica (xp, que toma el valor b,) que deba ser entera y que en este momento no
lo sea. Entonces, se crean y solucionan dos subproblemas, P1 y P2, que incorporan la siguiente
restriccion,

Pl: xg < |b,] P2: xp > |b|+1

donde |a] es la funcién suelo, que define el entero més grande que es menor o igual que a. Los
valores que se han eliminado corresponden a Lbrj <xp, < Lbrj + 1, ninguno de los cuales es
entero, luego no serd solucién ptima del problema original.
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2. Acotar: Los valores 6ptimos de las funciones objetivo de estos problemas ramificados son una
cota para el valor 6ptimo de la funcién objetivo del problema original. Luego, un subproblema
dejard de ramificarse si su solucién éptima es entera, si el resultado es peor que alguna solucién
entera ya obtenida o si es no factible.

La solucién al problema original se obtiene iterando este proceso hasta que ya no sea posible realizar
mads ramificaciones, y escogiendo la mejor de las soluciones obtenidas como la solucién 6ptima. Para
decidir con qué variable realizar la ramificacion existen varios criterios. Algunos de ellos se exponen a
continuacion.

Escoger la variable que satisface

max{min{xp, — [xg, |, |xp,| + 1 —xp,}} (Variable con parte decimal mas cercana a 0,5).

La regla FIFO (first in first out) o la regla LIFO (last in first out).

Escoger la variable con mayor impacto en la funcién objetivo.

Escoger la variable con menor indice.

s Etc.

En el apéndice (A), apartado A.1, se puede encontrar un ejemplo de un problema de optimizacién
entera resuelto con el método de ramificacién y acotacioén.

1.3.2. Método de los planos de corte

La idea principal de este método es ir agregando iterativamente al problema relajado restricciones
(planos de corte), que no eliminen soluciones factibles enteras. Aproximando asi cada vez mas el con-
junto de soluciones enteras, para finalmente obtener la éptima del problema de optimizacién entera re-
solviendo solo problemas de optimizacion lineal. En torno a los afios 50 y 60, se desarrollaron varios
métodos de planos de corte. Entre ellos, a continuacién se presentan los mds destacados, es decir, los
métodos duales fraccionario y mixto, desarrollados por Gomory. Ambos comparten un procedimiento
comun con los siguientes pasos.

1. Resolver la relajacion lineal del problema mediante el método simplex. Si no es factible, tampoco
lo serd el original. Si su solucién éptima es entera, entonces serd la solucién 6ptima del problema
original. En otro caso, ir al paso 2.

2. Seleccionar una fila de la tabla simplex 6ptima que serd la fila generadora.
3. Construir la nueva restriccion (el corte) a partir de la fila generadora y afiadirla a la tabla simplex.

4. Aplicar el método simplex dual. Si se obtiene una solucién 6ptima entera, se ha obtenido la solu-
cién Optima del problema de optimizacién entera. En otro caso, ir al paso 2.

Los distintos métodos duales de planos de corte se diferencian en la forma en la que se elige cémo
crear una nueva restriccion para el corte. El requisito principal de este corte es que debe ser vélido, esto
es, que la solucion 6ptima actual de la relajacion lineal del problema no debe cumplir la restriccion, pero
todas las soluciones factibles enteras si deben verificarla. A continuacién, se estudian dos maneras de
hacer este corte.



Modelos de localizacion y distribucién. Una aplicacion. - Marta Bergua Barrabés 5

Método fraccionario de planos de corte

Este método permite la resolucién de problemas enteros puros y requiere que todos los coeficientes
del problema sean enteros. Si alguno fuese racional bastaria multiplicar la expresion (funcién objetivo o
restriccién) en la que estuviera el coeficiente por el nimero apropiado para convertirlo en entero.

Sea la solucién 6ptima de la relajacién lineal del problema yp, = b; (variables bsicas) y y; =0, k € K
(variables no basicas), con alguno de los b; no entero. Se selecciona arbitrariamente alguna de las filas
asociadas a estos b; no enteros, que se denomina fila generadora. Supongamos que es la fila r—ésima.
Entonces, con la informacién de la tabla 6ptima del problema relajado, se puede escribir

8, + Y 8k = by (1.4)
kek
Como las variables son no negativas,
e, + Y (Bl vk <vB, + Y. Gk = by (1.5)
kek kek

Ademas, para toda solucién entera, el término de la izquierda es entero y, por tanto, puede escribirse

v+ Y [l yx < [br] . (1.6)
keK

Restando a la ecuacion (1.4) la inecuacién (1.6), se obtiene

Y @ — 8 ))yi = by — |br] .- (1.7)

keK

oQ

M

=
S

Denotando frx = g, — |8 ¥ fr0 = by — LE,J , se obtiene el corte fraccionario de Gomory, en el que
se ha introducido la variable de holgura de Gomory s > 0,

Y —favit+s=—fo.

k

Se puede ver un ejemplo de la aplicacién del corte fraccionario de Gomory en un problema concreto
en el apéndice (A), apartado A.2.

Método mixto de planos de corte

Este método permite resolver problemas enteros mixtos. Se considera la notacién introducida en el
apartado anterior, y se distingue entre las variables no bdsicas que deben ser enteras yi, k € K, y las
variables no bésicas que no tienen por qué serlo x;, j € J. Seleccionando la fila r—ésima para hacer el
corte, se tiene

)’B,+Zﬁrjxj+ ZgrkYk =by. (1.8)
jes kek

Se separa entre los a,; positivos y negativos, y la ecuacion (1.8) se escribe

e, + Y, Gxit Y, @it ) Gk = br. (1.9)

jiﬁrj>0 j:ﬁrj<0 kek
Ahora, se consideran f,9y fx como en el apartado anterior, y se define ¢ tal que

t=yp+ Y Balwt Y (8l (1.10)
k:fi<fro k:fre>fro
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donde [a] es la funcién techo, que devuelve el entero mas pequefio que es mayor o igual que a.

Restandole a la ecuacidon (1.9) la ecuacién (1.10), se obtiene que

£ 1-£,
,7_/"% ,_,; - - B
Y Gu—E)w+ Y Gu—Tgiw+ Y, dxj+ Y a@jxj=b,—1. (1.11)
k:fi<fro k:fue>fro J:ari>0 Jjar<0

Como ¢ es entero, se puede diferenciar entre los dos casos expuestos a continuacion.

» Casol: |b|>1.

Se tiene que

Z (frk—l)YkSO y Z arjxjg().

k:fri> fro Jjiar;<0

Entonces, por (1.11), se obtiene

Z frkyk+ Z arjx/ b _l'>b _LbJ:frO

kfrk<fr0 ]ar/>0

Como — f > 0, se puede escribir

—1 _
Z frkYk‘F* Z ar]x]+1_ Z (frk_ )yk+1_ Z arjxj > 1.
ffo Kfoufio 0 o0 10 ki g0 0 jidr<o
O, equivalentemente,
1 1 — fik _
— Z Jrivie+ Z Vi —i—— Z arjxj+ —ayjx; > 1.
fro k:frkgfro k:frk>fr0 1 o fr frO ] ar >0 ./ arj<0 fro B
= Caso 2: |Zr1 <t.
Por (1.11) se tiene que
>0
Z (frk = Dy — Z arjXj = Z Jreye+ Z arjxj‘H‘_Eer‘_ErZ ’Zr—‘ —b, =
k:fre>fro Jjar<0 k:fu<fro jiari>0
= LErJ +1 _Er =1 _fr0~
Como se sabe que
1
N Z Sy 20 y Z arjxj >0,
frO k:frkgfr() frO /ar/>0
se puede escribir que
1 1— frk _
— frive+ arjxj— —ajx; > 1.
fro kifrkzﬁfro k:fﬂgf}o L= 0 0 j: ;30 J: c§<o I=fw

Por lo tanto, denotando con s > 0 la variable de holgura de Gomory. El corte mixto de Gomory es

— ) anxi— Y, l%'xj— Y faw— Y, frol( —Jw) Yk +5=—fro.

Jiarj>0 Jiarj<0 fro—1 k:fr<fro k:fr> fro —fro

En el apéndice (A), apartado A.3, se incluye un ejemplo resuelto de un problema de optimizacién
entera mixta en el que se ha utilizado el corte mixto de Gomory.
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1.4. Modelos de distribucion

Sea ¥ = [, /] una red en la que 4 = AU A4 es el conjunto de nodos, siendo 4] el
conjunto de nodos con oferta, .45 el conjunto de nodos con demanda y .45 el conjunto de nodos sin
oferta ni demanda. Ademas, <7 = {(i,j) : i,j € .4} es el conjunto de arcos dirigidos. Cada arco en .o/
tiene asociado un coste de envio por unidad de producto c;;. El objetivo de los modelos de distribucion
es determinar como debe realizarse la distribucion del producto a través de la red para minimizar el
coste. Estos problemas se encuentran entre los problemas de optimizacion lineal que pueden resolverse
mas eficientemente. Dependiendo de las caracteristicas de la red y de las restricciones, existen distintos
modelos, algunos de los cuales se formulan a continuacion.

1.4.1. Problema de transporte y problema de transporte con coste fijo en los arcos

En estos problemas, la red <7 es bipartita. Por tanto, se considera un problema de transporte todo
aquel que consiste en la optimizacién del transporte de unidades de un producto desde m nodos fuente
con oferta a un conjunto de n nodos destino con demanda (como se ve en la figura 1.1). Al poder plantear
este problema de manera especial, se considera como un caso particular de un problema de optimizacién
lineal con un método de resolucién especifico.

Figura 1.1: Modelo de transporte.

Sea el conjunto de nodos origen del producto (Oy,...,0,,) y sea g; la oferta de O;, i = 1,...,m.
Sean (Dy,...,D,) los lugares donde se demanda el producto, con b;, j =1,...,n, la demanda de D);.
El objetivo del problema serd encontrar el minimo coste para el plan de transporte que verifique que
la demanda en cada destino queda satisfecha. Se supone que el problema estd balanceado, es decir, la
oferta total y la demanda total coinciden (a; + - - - +a,, = b1 +--- + b,), ya que al estar en un problema
de minimo se asume que no se van a fabricar ni transportar mds productos de los necesarios, aunque si
se debe satisfacer la demanda total.

Definiendo x;; como las unidades de producto enviadas desde O; hasta D;. El modelo de transporte
se puede formular como

m n

min Y Y cix; (1.12a)
i=1j=1

sujeto a

n
Y xij=ai i=1,....m (1.12b)
j=1
m
Y xij=b j=1,...n (1.12¢)

Xi; >0 i=1,...om, j=1,....n (1.12d)
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En el modelo se puede observar que la funcién objetivo (1.12a) minimiza el coste total del envio.
Las restricciones (1.12b) son las asociadas a la oferta y garantizan que se utilizan todas las unidades
ofertadas. Las restricciones (1.12c) son restricciones de demanda, y aseguran que esta queda satisfecha.
Por tltimo, las restricciones (1.12d) garantizan la no negatividad de las variables. Este problema puede
resolverse con una implementacion particular del método simplex mds eficaz que la usual. Ademds, en
caso de que las ofertas y demandas sean enteras, el problema tiene una solucién ptima entera ya que la
matriz de coeficientes es unimodular.

Si, ademads, hubiera un coste fijo por utilizar el arco independientemente del nimero de unidades de
producto que lo recorren, f;;, definiendo y;; una variable binaria que regule el uso del arco (i, j) € <7, se
puede plantear el problema de transporte con coste fijo en los arcos como

m n

min Y (cijxij + fiyij) (1.13a)
i=1j=1

sujeto a

n
Y xij=a i=1,....m (1.13b)
j=1
m
Y xij=b j=1,...,n (1.13¢)
i=1
xijSMyij izl,...,m, jzl,...,l’l (113d)
xij >0 i=1,....m, j=1,....n (1.13e)
vij=001 i=1,....om, j=1,...,n (1.13f)

Ahora, la funcién objetivo (1.13a) contiene los costes por unidad enviada por un arco y los costes fijos
por el uso de este. Las restricciones (1.13b) y (1.13c) representan las restricciones de oferta y demanda,
respectivamente. Las restricciones (1.13d) garantizan que la variable binaria, y;;, sea no nula si se envian
unidades por el arco (i, j). La constante M, que asegura que se pueden enviar tantas unidades como se
quiera por ese arco, se puede acotar por la demanda total. Por dltimo, las restricciones (1.13e) y (1.13f)
garantizan que las variables estdn bien definidas. Este problema es un caso particular del problema de
optimizacion entera con carga fija y su resolucién precisa de las técnicas explicadas para resolver este
tipo de problemas.

1.4.2. Problema de flujo a coste minimo

Se considera la red ¢4 = |4, </| definida anteriormente, con c¢;; como el coste por unidad enviada
utilizando el arco (i, ;). Cada i € 4] ofrece a; unidades de un producto determinado y cada i € 43
demanda b; unidades de este producto. Se puede suponer que el problema estd balanceado, es decir, la
oferta total y la demanda total son iguales. Ademads, cada arco tiene asociada una cota inferior, /;;, y una
cota superior, u;;, sobre el flujo que puede circular por el arco, 0 < /;; < u;;.

Sea x;; la cantidad de producto enviada utilizando el arco (i, j) € 7, es decir, el flujo por el arco.
El objetivo del problema de flujo a coste minimo es determinar el mejor plan para la distribucién del
producto de manera que se minimice el coste total. Con estas notaciones, el problema puede formularse
como

min Z Z cl-jx,-j (114a)
ieN jeN
sujeto a
Z -xij_ Z in:al' VlEe/% (114b)

jenN jewN
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Z xij_ Z in:—bi \V/l€</1/2 (1140)
jeN jeN
Y xij— )Y xi=0 Vies (1.14d)
jeN jeN
lij < xij < ujj Vi,jeN (1.14e)

La funcién objetivo (1.14a) minimiza el coste del envio de unidades. Las primeras restricciones del
problema aseguran que la diferencia entre el flujo que sale de un nodo determinado y el que entra en
él, debe ser la oferta del nodo, si i € 4] (restricciones (1.14b)); la demanda del nodo (en negativo ya
que entra al nodo), si i € 45 (restricciones (1.14c)); o cero, si el nodo no tiene ni oferta ni demanda y
por tanto i € 43 (restricciones (1.14d)). Por tltimo, las restricciones (1.14e) garantizan que el flujo que
circula por cada arco es mayor o igual que la cantidad minima y menor o igual que la cantidad maxima
que puede circular por el arco. Para este problema también es valido que tiene una solucién ptima entera
siempre que las ofertas y las demandas sean enteras ya que la matriz de coeficientes es unimodular.

Por otro lado, si no hay restricciones de cotas sobre los arcos, el problema se denomina problema de
transbordo. En este problema, dependiendo de las conexiones entre nodos, se puede clasificar los nodos
de la siguiente manera. Se tiene un origen puro, si se trata de un nodo con oferta del cual sélo salen
arcos; un destino puro, si es un nodo con demanda al que s6lo llegan arcos; o un nodo de transbordo, en
otro caso. De este tltimo, se pude distinguir entre nodos de transbordo con oferta propia, sin oferta ni
demanda o con demanda propia. Esta nueva clasificacion de los nodos permite hacer las reformulaciones
pertinentes para convertir el problema de transbordo en un problema de transporte. De este modo, puede
resolverse de manera sencilla, con el método simplex aplicado en el problema de transporte.

1.5. Modelos de localizacion

Los modelos de localizacién permiten determinar donde construir un conjunto de centros de distribu-
cién para proveer un producto a n clientes finales, cuando cada uno de ellos ha demandado una cantidad
de producto d;, j =1,...,n. Existen m localizaciones candidatas para los centros de distribucién que, en
caso de que se construyan, tendran un coste fijo de apertura asociado f;, i =1,...,m. Se denota mediante
c;j al coste por unidad transportada del centro de distribucién i al cliente j.

El objetivo final de estos problemas serd decidir cudles de estos centros de distribucién abrir de
modo que los costes totales, teniendo en cuenta los costes fijos de apertura y los costes de transporte de
unidades, se minimicen, mientras la demanda de cada cliente queda siempre satisfecha.

Se definen la variable x;;, que indica el nimero de productos transportados de i a j, e y;, la variable
binaria que toma el valor 1 o 0 segtin se abre o no el centro de distribucién i. La formulacién del pro-
blema debera garantizar que si esta variable vale 0, el nimero de productos enviados desde el centro de
distribucidn i es también cero. El problema de localizacién puede formularse como

m n m
min Z Zc,-.,-xij—i—Zf,-y[ (1.15a)
i=1j=1 i=1
sujeto a
m
Y xij=d; j=1,....n (1.15b)
i=1
n
Y xij < My; i=1,....m (1.15¢)
j=1
x;j > 0y enteras i=1,....m, j=1,...,n (1.15d)

yi=001 i=1,....m (1.15¢)
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La funcién objetivo (1.15a) del problema de localizacién recoge la suma de los costes de envio por
unidad y los costes fijos por el uso de los centros de distribucién. Las restricciones (1.15b) garantizan
que la demanda de cada cliente queda satisfecha. Las restricciones (1.15c) aseguran que habra centro
de distribucion en todo nodo en el que deba haberlo porque desde alli se van a enviar productos a los
clientes. Ademads, la constante M es un nimero suficiente grande para garantizar que se pueden distribuir
tantas unidades como se quiera, y se puede acotar por la demanda total. Por dltimo, las restricciones
(1.15d) y (1.15e) garantizan que las variables estén bien definidas.

El problema anterior puede formularse de manera equivalente definiendo la variable x/ ;= Xij /d;, que
se puede interpretar como la fraccion (entre O y 1) de demanda del cliente j satisfecha por el centro de
distribucion i. Se debe cambiar también c;; por ch ;= Cij /d;. Por tltimo, debido a que ahora la demanda
de cada cliente es 1, se puede intercambiar M por n, que es el ndmero total de clientes. Esto puede ser
de utilidad ya que se simplifica la interpretacién de las variables, se reduce el tamafio del problema (al
intercambiar M por n) y la comparacion con los costes de transporte es mas directa. Esto hace que el
problema sea mds manejable y eficiente.

Cuando cada centro de distribucién tiene una capacidad de produccién u;, este problema se transfor-
ma en un problema de localizacién de instalaciones con capacidad, que se puede formular del siguiente
modo,

m n m

min Z Z c,-jxij—l—Zf,-yi (1.16a)
i=1j=1 i=1

sujeto a

m
Y xij=d; j=1,....n (1.16b)
i=1
n
Y xij <wiyi i=1,....m (1.16¢)
j=1
x;j > 0y enteras i=1,....m, j=1,...,n (1.16d)
yvi=001 i=1,....m (1.16e)

Ahora, las restricciones (1.16c) tienen asociadas una capacidad de distribucién u;, que indica el ni-
mero mdximo de unidades que pueden producirse en, y por tanto enviarse desde, el centro de distribucién
localizado en el nodo i.

1.6. Problemas de planificacion de cadenas de suministro

Son problemas que hacen referencia a las decisiones involucradas en la gestion eficiente de las ac-
tividades relacionadas con la produccion y distribucién de un producto determinado. Abarcan desde la
fabricacidn de este a partir de materias primas hasta la entrega final al cliente. Por lo que, si se formula un
modelo matemético para describirlo, este debe ser capaz de decidir en qué lugares localizar instalaciones
para la fabricacion, transformacion, almacenamiento o venta de estos productos, y determinar cudl es el
flujo 6ptimo para el transporte entre estos.

Si se supone fija la demanda del producto, el modelo debe minimizar el coste total del transporte y la
localizacion de instalaciones. Esto puede derivar en un problema de transporte simple o mds complejo.
En los siguientes capitulos se estudia una aplicacién de este tipo de problemas, elaborando un modelo
matematico mas complejo que los descritos anteriormente puesto que integra varios procesos logisticos.



Capitulo 2

Modelos integrados de localizacion y
distribucion

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudian varios modelos que integran los procesos de distribucidn en varias etapas
y de localizacién. Los dos primeros modelos presentados en los apartados 2.4.1 y 2.4.2 estdn inspirados
en los modelos propuestos en el trabajo de Berenguer et al. [2]. En este trabajo, se considera el problema
de distribuir hornos solares por diferentes paises africanos. Estos hornos se fabrican inicialmente en
una unica planta de produccioén situada en México, completos o solo sus componentes sin ensamblar. A
continuacion, viajan en contenedores via maritima hasta ciertos paises africanos con puerto y acceso a la
costa. Finalmente, los hornos viajan via terrestre hasta sus destinos finales mientras que las componentes
deben ensamblarse en una planta de montaje antes de ser entregados en su destino final. El objetivo de
la organizacion sin dnimo de lucro encargada de la distribucién es minimizar el coste total. El tercer
modelo de optimizacién presentado en la seccidén 2.5, generaliza los modelos anteriores, considerando
otras opciones para la produccion y el ensamblado, asi como la existencia de restricciones de capacidad
de produccién y de ensamblaje.

2.2. Descripcion del sistema

Se considera la distribucién de un producto desde las plantas en las que se produce a los clientes
que demandan ese producto. Los modelos propuestos consideran la posibilidad de que la fabricacion del
producto se realice bien de manera completa en alguna planta de produccién o bien que la planta fabrique
solamente las componentes del producto, que serdn ensambladas en plantas de montaje desde las que se
har4 la entrega a los destinatarios finales.

La distribucién se realiza en dos etapas. La figura 2.1 muestra una versién simplificada de este pro-
ceso de distribucidn, en azul se representa la primera etapa del envio y en rojo y verde la segunda. En la
primera etapa, el producto, o sus componentes sin montar, son enviados desde las plantas de produccién
(nodos a, by c de la figura) a alguno de los nodos intermedios (nodos 1 y 2 de la figura) por ser estos los
nodos accesibles teniendo en cuenta la forma en la que se transportan los productos o sus componentes.
Hay que destacar que las caracteristicas de los contenedores utilizados para realizar los envios en esta
primera etapa impiden que se transporten productos completos o conjuntos de componentes simultinea-
mente.

Los nodos 1 y 2 actdan como nodos de recepcidn de los envios y pueden ser también clientes (nodos
6y 7 de la figura) o puntos en los que se instale una planta de montaje (nodos 3, 4 y 5 de la figura). Los
clientes no tienen porque ser nodos intermedios, y pueden pertenecer también al conjunto de las posibles

11
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plantas de montaje. En la segunda etapa, si el producto estd completo (flechas verdes), puede enviarse
directamente a los clientes. En el caso de que no esté terminado (flechas rojas), las componentes deben
ensamblarse en alguna planta de montaje antes de que el producto sea entregado a los clientes. Ademas,
debe decidirse donde se instalan las plantas de montaje en las que se ensamblan las componentes y como
se envian a cada cliente las unidades de producto que demanda.

Etapa 1 Etapa 2

Figura 2.1: Proceso de distribucién en dos etapas.

El objetivo general del problema es, por tanto, determinar cudntos productos y cudntos conjuntos de
componentes se fabrican en las plantas de produccién, donde se localizan las plantas de montaje, donde
se ensamblan los conjuntos de componentes, y como se realiza la distribucién en dos etapas desde las
plantas de produccién a los clientes finales para satisfacer su demanda y minimizar el coste total. A
continuacion, se describen los costes asociados a este problema.

= Costes asociados a la fabricacién / montaje del producto:

* Coste por la fabricacién de un producto completo.

* Coste por la fabricacién de un conjunto de componentes.

* Coste por el ensamblaje de un conjunto de componentes.

* Coste fijo por la instalacién de una planta de montaje de componentes.

* Coste fijo por el uso de una planta de produccion.
= Costes asociados a la distribucion:

* Coste fijo por contenedor enviado desde las plantas de produccién a los nodos intermedios.
* Coste por el envio de un producto desde las plantas de produccién a los nodos intermedios.

* Coste por el envio de un conjunto de componentes desde las plantas de produccién a los
nodos intermedios.

* Coste por el envio de un producto desde los nodos intermedios a los clientes.

* Coste por el envio de un conjunto de componentes desde los nodos intermedios a las plantas
de montaje.

* Coste por el envio de un conjunto de componentes desde las plantas de montaje a los clientes.

2.3. Notacion

En esta seccion, para facilitar la comprensioén de los modelos mateméticos que se formulardn poste-
riormente, se agrupa la definicién de todos los pardmetros y se introduce la notacion necesaria.
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Sea I el conjunto de nodos intermedios. Sea J el conjunto de nodos asociados a los clientes. Sea R
el conjunto de nodos asociados a las plantas de produccion. Sea L el conjunto de nodos asociados a las
posibles localizaciones de plantas de montaje.

Paracadaie€l, jeJ,r € Ryl € L, se tienen los siguientes pardmetros.

Costes

cr Coste de fabricacién por producto completo en la planta de produccion r.

Cr Coste de fabricacién por conjunto de componentes en la planta de produccién r.

ar Coste fijo por utilizar la planta de produccion r.

D1 Coste por ensamblar un conjunto de componentes en el nodo /.

fi Coste fijo por instalar y usar una planta de montaje en el nodo /.

kyi Coste fijo por enviar un contenedor desde la planta de produccién r al nodo inter-
medio .

dyi Coste del envio de un producto completo desde la planta de produccién r al nodo
intermedio .

8ij Coste del envio de un producto completo desde el nodo intermedio i al cliente j.

cz,- Coste del envio de un conjunto de componentes desde la planta de produccién r
al nodo intermedio i.

gil Coste del envio de un conjunto de componentes desde el nodo intermedio i a la
planta de montaje /.

8lj Coste del envio de un producto completo desde la planta de montaje [ al cliente ;.

Capacidades

capy Nimero maximo de unidades de producto completo que pueden fabricarse en la
planta de produccién situada en el nodo r.

cap, Nimero maximo de conjuntos de componentes que pueden fabricarse en la planta
de produccién situada en el nodo r.

camy Nimero maximo de unidades de producto que pueden ensamblarse en la planta
de montaje situada en el nodo / (Capacidad de la planta de montaje).

capc Nimero de productos completos que caben en un contenedor.

capc Nimero de conjuntos de componentes que caben en un contenedor.

Demanda

h; Demanda total de productos completos del cliente j.

Constantes

M M, M, Constante positiva suficientemente grande.

2.4. Caso particular: Una tnica planta de produccion, sin restricciones
de capacidad y sin costes asociados a la distribucion de las plantas de
montaje a los clientes

En esta seccidn se van a presentar dos formulaciones distintas de una versién simplificada del pro-
blema descrito anteriormente. Se asume que hay una tnica planta de produccién y que todos los nodos
intermedios son también clientes finales, es decir, / C J. Ademads, las plantas de montaje solo pueden
instalarse en alguno de los nodos intermedios o de los asociados a los clientes, es decir, L =J. En con-
secuencia, en esta seccidon no se asociard indice a aquellos parametros relacionados con la planta de
produccién y tampoco se usard el indice [ € L.
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Ademads, se supone que no hay coste de envio desde la planta de montaje hasta el cliente si la planta
de montaje se encuentra en el mismo nodo.

2.4.1. Modelo basado en la definiciéon de variables por el lugar en el que se completa el
producto

El primer modelo formulado asocia las variables al lugar en el que se finaliza el montaje de cada pro-
ducto, es decir, se va a diferenciar entre aquellos productos que se completan en la planta de produccion,
aquellos que se ensamblan en los nodos intermedios y aquellos que se ensamblan en los nodos asociados
a los clientes. Por tanto, se definen las siguientes variables,

Sea 0; una variable binaria que permite determinar si se instala una planta de montaje en el nodo j,
5 = 1 si se instala una planta de montaje en el nodo j,

771 0 enotro caso.
Sean

t; = Ndmero de contenedores con productos completos que viajan desde la planta de produccién al
nodo intermedio i.

t; = Ndmero de contenedores con conjuntos de componentes que viajan de la planta de produccién
al nodo intermedio i.

Sean

yij = Numero de productos completos enviados desde la planta de produccién al nodo intermedio i
y desde alli directamente al cliente j.

yij = Nimero de conjuntos de componentes enviados desde la planta de produccién al nodo interme-
dio i, donde se ensambla el producto y, una vez completo, se envia al cliente j.

yij = Nimero de conjuntos de componentes que se envian desde la planta de produccién al nodo
intermedio i desde donde se envian al cliente j, para ser ensamblados antes de su entrega al cliente.

Con las anteriores definiciones, el modelo se formula como

min Y fi8+ Y kiti+ Y kti+ Y. Y (c+di+gij)yij

jeJ iel iel i€l jeJ

+Y Y E+pi+di+gi)yii+ Y Y. @+ pj+di+8i)yi (2.1a)
icl jeJ icl jeJ

sujeto a

Y ij+ i +3i) > hy vjeJ (2.1b)
i€l
Y vi; <M, Viel 2.1¢)
jeJ
Y vij <M§; vjed (2.1d)
iel
Y vij <caper; Viel 2.1e)
jeJ
Y i +vij) < capet; Viel (2.1f)
jeJ
5;€{0,1} VjeJ @.1g)

YijsijsVijsti ti > 0y enteras Viel,jelJ (2.1h)
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La funcién objetivo (2.1a) representa el coste total. Los primeros sumandos corresponden a los costes
fijos por la utilizaciéon de las plantas de montaje y de los contenedores. Los tres bloques siguientes
corresponden a los costes asociados a cada uno de los tipos de variables. Para los productos completos y;,
hay tres sumandos correspondientes a los costes de produccién y a los costes de envio de las dos etapas
(planta de produccién a nodo intermedio y de ahf a cliente). Para los conjuntos de componentes enviados
de la planta de produccién a los nodos intermedios donde son ensamblados para ser enviados completos
en la segunda etapa, y;;, se tienen cuatro sumandos correspondientes a los costes de produccion y montaje
y a los costes de envio en ambas etapas (ahora en la primera, serd como conjunto de componentes y en
la segunda, como producto completo). Por dltimo, para los conjuntos de componentes ensamblados en
el nodo asociado al cliente, antes de su entrega, y;;, se consideran los costes de produccién y montaje,
ahora en el nodo asociado al cliente, y los costes de envio, en este caso siempre el asociado al conjunto
de componentes.

Las restricciones (2.1b) aseguran que la demanda de los clientes queda satisfecha. Las restricciones
(2.1c) y (2.1d) garantizan que solo se podrdn ensamblar productos donde haya una planta de montaje.
Notar que no se instalard una planta de montaje que no vaya a usarse ya que la funcién objetivo minimiza
y los coeficientes son todos no negativos. La constante M permite garantizar que en cada planta se pueden
ensamblar tantos productos como sea necesario. Se recuerda que en este modelo no hay restricciones de
capacidad. Para la resolucion del modelo se puede hacer M igual a la demanda total de productos, ya
que, puesto que se estdn minimizando costes, se puede suponer que no se fabricardn mas productos de
los requeridos. Las restricciones (2.1e) y (2.1f) aseguran que los productos o conjuntos de componentes
transportados en cada contenedor quepan en ellos. Por dltimo, las restricciones (2.1g) y (2.1h) garantizan
que las variables estén bien definidas.

2.4.2. Modelo basado en la definicion de las variables por lo que se transporta en cada
etapa

Ademas de las variables 0;, t; y 1; introducidas en el apartado 2.4.1, para formular este modelo se van
a introducir variables que indiquen qué se envia en cada etapa. Sean

x; = Numero de productos completos enviados de la planta de produccién al nodo intermedio i.

X; = Nimero de conjuntos de componentes enviados desde la planta de produccién al nodo interme-
dio i.

w;; = Nimero de productos completos enviados desde el nodo intermedio i al cliente ;.

w;j = Nimero de conjuntos de componentes enviados desde el nodo intermedio i al cliente ;.

g; = Nuimero de productos ensamblados en el nodo intermedio i.

Con las anteriores definiciones, el modelo se formula como

min ijéj—f—Zkiti—f-ZkiE—f-Z(C—i-d,')xi—I-Z(E'f‘é;))?i

JjeJ iel iel iel iel

+Zpi%‘+Zzgijwij+22(pj+§ij)v/&ij (2.2a)
il icl jel icl jel

sujeto a
Y (wij+wij) > hy Vjeld (2.2b)
iel
Xitqi= Y wij Viel (2.2¢)
jeJ

Xi—qi= Y Wi Viel (2.2d)

jer



16 Capitulo 2. Modelos integrados de localizacion y distribucion

ZﬁijSMl@ Vjed (2.2e)
iel

qi < Mp§; Viel (2.2)
x; < capct; Viel (2.2g)
x; < capct; Viel (2.2h)
5; €{0,1} VjielJ (2.2i)
titiy Xi. X3, Wij, Wij, qi > 0y enteras Viel,jel (2.2))

La funcidén objetivo (2.2a) recoge la suma de todos los costes. Ahora, después de los términos que
corresponden a los costes fijos por la utilizacion de las plantas de montaje y de los contenedores, se tienen
los costes de fabricacion y transporte en la primera etapa de los dos tipos de unidades, x; y x;. Ademds,
para los productos completos que viajan en la segunda etapa, w;;, se suman los costes de montaje (si
han sido ensamblados en el nodo intermedio, usando la variable g;) y los del envio a los clientes. Por
tltimo, para los conjuntos de componentes enviados en la segunda etapa, wj;, se tienen dos sumandos
que representan el transporte desde el nodo intermedio a la planta de montaje, que estard en el nodo
asociado al cliente, y el coste por ensamblar el producto en esta.

Las restricciones que garantizan que se verifica la demanda son (2.2b). Las restricciones (2.2c) ase-
guran que la suma de productos completos en la planta de produccién y los ensamblados en el nodo
intermedio son el total de productos completos transportados posteriormente a su destino. Las restriccio-
nes (2.2d) garantizan que los conjuntos de componentes que no se ensamblan en los nodos intermedios
sean los que se envian sin ensamblar a los clientes. Ademas, (2.2e) y (2.2f) aseguran que habra plantas
de montaje en aquellos nodos donde se ensamblen los productos, diferenciando entre los ensamblados en
nodos intermedios o en nodos asociados a clientes. Las constantes M| y M, deben ser nimeros suficiente
grandes para no limitar las capacidades de las plantas de montaje, para ello se pueden acotar por la de-
manda en el nodo, en el caso de My, y por la demanda total, para M;. Por dltimo, las restricciones (2.2g)
a (2.2j) son equivalentes a las restricciones (2.1e) a (2.1h) del primer modelo presentado en la seccién
24.1.

Observacion 2.4.1. Ambos modelos son equivalentes sin mds que tomar
xi=Y vij =Y Oij+¥ij), ai=Y.%j Viel,
jes = jes

W,‘j:yij—f—_)/}\l‘j, Wij :_)fivl'j ViEI,j e J.

2.5. Modelo general de produccion / localizacion / distribucién

En este apartado se va a considerar un modelo general de produccidn / localizaciéon / distribucidn con
las siguientes caracteristicas.

= Existen varias plantas de produccién, cada una con su propia capacidad de fabricacién de productos
completos y de conjuntos de componentes.

= Los conjuntos de nodos intermedios, de instalacién de plantas de montaje y los asociados a los
clientes no tienen porqué estar relacionados.

= Hay costes asociados a la produccidn, a la instalacion y a la distribucién en todas sus etapas.

= (Cada planta de montaje tiene su capacidad.
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La complejidad del modelo en este caso nos lleva a formularlo a partir de las variables utilizadas
en la segunda formulacidn del caso particular presentada en el apartado 2.4.2. Ahora, al existir varias
plantas de produccidn, se necesita identificar el indice » € R de la planta particular considerada, por lo
que las variables serdn, x,;, X, ty; y 1,;. Ademds, se define la variable binaria ¥- que permite determinar si
la planta de produccién r se usa o no.

_ | 1 sise utiliza la planta de produccién r,
"= 0 enotro caso.

Por otro lado, una vez que los productos completos llegan al nodo intermedio i, la variable w;;
indica el nimero de ellos que se envian al cliente j. Los conjuntos de componentes, sin embargo, deben
enviarse a alguna planta de montaje para ser ensamblados y desde alli ser enviados al cliente. Para ello
se introducen las variables

vy = Numero de conjuntos de componentes enviados desde el nodo intermedio i a la planta de
montaje /.

v;; = Niimero de productos ya completos enviados desde la planta de montaje / al cliente ;.

Por lo que, se puede formular el modelo general de la siguiente manera

min Z arYr+ Zfl(sl + Z Zkritri + Z Zkri;;i

reR leL reRriel rericl

+ Z Z(Cr + dri)xri + Z Z(Er + dri)jc\ri
reRiel reriel

+Y Y qwii + Y Y (pi+8a)va+ Y. Y &ivi) (2.3a)
iel jeJ icl leL leL jeJ

sujeto a

Y xi=) wij viel (2.3b)
reR jel
Z Xy = Z Vil Viel (2.3¢)
reR leL
Y vi=Y v Viel (2.3d)
iel jeJ
Y wii+ Y vij > hy vjel (2.3¢)
i€l leL
ZVil < cam; 0y VieL (2.31)
icl
Zxr,- < cap;Y VreR (2.3g)
icl
Y x.i <cap, % VreR (2.3h)
i€l
Xri < capcty Viel,réR (2.31)
Xy < capety; Viel,reR (2.3))
o, v € {0,1} VjeJ,reR (2.3k)
triyriy Xty Xriy Wij, Vit, V1 > 0y enteras Viel,jeJ,reR]I€L (2.31)

La funcién objetivo (2.3a) comienza con cuatro términos representando los costes fijos por el uso
de las plantas de produccién, de las plantas de montaje y de los contenedores. Los siguientes bloques
corresponden a los costes asociados a cada variable. Para los productos completos enviados en la primera
etapa x,;, se suman los costes de fabricacion y los de transporte desde la planta de produccién hasta los
nodos intermedios. Lo mismo sucede con los conjuntos de componentes enviados en la primera etapa,
Xyi. Después, para los productos completos que viajan de los nodos intermedios a los clientes, w;;, se
suman los costes de transporte. Para los conjuntos de componentes, el envio se divide entre el viaje de
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los nodos intermedios a la planta de montaje, v;;, donde se suman los costes de montaje y de transporte,
y de esta planta de montaje a los clientes, ;;, donde se suma el coste del envio.

Las restricciones (2.3b) garantizan que el nimero de productos completos enviados en la primera
etapa a un nodo intermedio i es el mismo que los enviados completos desde el nodo i al cliente j en
la segunda etapa. Las restricciones (2.3c) aseguran que la cantidad de conjuntos de componentes que
llegan a un nodo intermedio es la misma que la transportada desde ese nodo hasta una planta de montaje.
Las (2.3d) garantizan que el nimero de conjuntos de componentes que llegan a una planta de montaje
es el mismo que el nimero de productos completos que se envian de esta planta a los clientes. Las
restricciones (2.3e) garantizan que la demanda queda satisfecha. Ademads, las restricciones (2.3f), (2.3g)
y (2.3h) aseguran que no se sobrepasa la capacidad de montaje o de produccién de las plantas. Las
restricciones (2.31) y (2.3j) garantizan que se cumple con las capacidades de los contenedores. Por dltimo,
las restricciones (2.3k) y (2.31) aseguran que las variables estdn bien definidas.



Capitulo 3

Una aplicacion de los modelos de
localizacion y distribucion

En este capitulo, se presenta una aplicacién de los modelos presentados en el capitulo 2. Para su
resolucidn se ha utilizado el software de optimizacion Gurobi, a través de la libreria de Python gurobipy-
11.0.2. El c6digo ha sido implementado en un cuaderno de Jupyter y ejecutado en la plataforma Google
Colab, de manera que los algoritmos hacen uso de los recursos que proporciona dicha plataforma (Ubuntu
22.04.3 LTS, Intel Xeon CPU con 2.20GHz y 2 hilos de procesamiento). Los cédigos escritos para la
resolucién de los modelos se muestran en el apéndice (B).

3.1. Descripcion del sistema realista

Se considera que hay plantas de produccién en cinco paises. En estos paises se ha identificado un
puerto de referencia desde el que se enviardn los contenedores de mercancia si la planta es finalmente
seleccionada para fabricar el producto. Los paises seleccionados y el puerto de referencia son México
(puerto de Veracruz), Argentina (puerto de Buenos Aires), Espafia (puerto de Barcelona), India (puerto
de Mumbai, Bombay) e Indonesia (puerto de Tanjung Priok, Yakarta). Para la resolucién de los modelos
presentados en el apartado 2.4 se supondrd que la Unica planta de produccién se encuentra en Argentina.

Por otro lado, existe un conjunto de nueve ciudades que demandan cierta cantidad del producto, co-
rrespondientes a los clientes. Estas ciudades son Ciudad del Cabo (Sudéfrica), Casablanca (Marruecos),
Lagos (Nigeria), Dar es Salaam (Tanzania), Dakar (Senegal), El Cairo (Egipto), Kampala (Uganda), Tri-
poli (Libia) y Gaborone (Botsuana). Las cinco primeras ciudades tienen acceso via maritima, por lo que
formardn parte del grupo de los nodos intermedios. Ademds de estas ciudades, para la resolucién del
modelo general de la seccion 2.5 se contard con Kinsasa (Republica Democrética del Congo) como po-
sible lugar para la instalacién de una planta de montaje, pero sin pertenecer al conjunto de los nodos
intermedios o de los clientes.

Los costes de transporte, fijos y por unidad, se han considerado proporcionales a las distancias entre
paises. Concretamente, para los costes fijos por el transporte de un contenedor, el factor de proporciona-
lidad utilizado es 1; para los costes por el envll’o de un producto completo, es %; y para los costes por
el envio de un conjunto de componentes €s 5555 -

La tabla 3.1 muestra las distancias de las trayectorias maritimas, en kilémetros, desde los puertos de
los paises donde se encuentran las plantas de produccidn del producto a los paises intermedios.

19
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México Argentina Espafia India Indonesia
Sudafrica 14000 7000 9000 9500 10000
Marruecos 8000 9000 1300 10000 11500
Nigeria 10000 8000 4000 8000 11000
Tanzania 15500 10000 10000 4500 7000
Senegal 8000 7000 3500 10000 13000

Tabla 3.1: Trayectorias maritimas en km.

La tabla 3.2 presenta las distancias de las trayectorias terrestres, en kilémetros, entre distintos paises
de interés. De esta tabla se obtiene la distancia entre los nodos intermedios y los clientes; entre los nodos
intermedios y las posibles plantas de montaje y entre estas posibles plantas de montaje y los clientes.

Sudafrica Marruecos Nigeria Tanzania Senegal Uganda Libia Congo
Sudafrica 0 10000 4500 5000 10000 6000 9000 4000
Marruecos 10000 0 4000 7000 4000 7000 3000 6500
Nigeria 4500 4000 0 5000 3000 4000 3500 2000
Tanzania 5000 7000 5000 0 6000 1300 6000 2600
Senegal 10000 4000 3000 6000 0 5000 5000 5500
Egipto 9000 3200 4000 5000 6000 4000 1200 5000
Uganda 6000 7000 4000 1300 5000 0 5000 1700
Libia 9000 3000 3500 6000 5000 5000 0 6500
Botsuana 1600 7000 3500 2800 9000 3500 8000 3500
Congo 4000 6500 2000 2600 5500 1700 6500 0

Tabla 3.2: Trayectorias terrestres en km.

La figura 3.1 muestra como estan distribuidos los nodos en este caso de estudio. Los circulos azules
indican plantas de produccion; los nodos intermedios se representan con circulos morados; los clientes
se indican con circulos verdes; y las posibles plantas de montaje se representan por estrellas rojas.

.

¥

. Planta de produccion
® Nodo intermedio

@ Cliente

# Posible planta de montaje

Figura 3.1: Representacion de los nodos del problema.
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A continuacion, la tabla 3.3 muestra los costes de fabricacion del producto completo y del conjunto
de componentes, en u.m.; el coste fijo por el uso de una planta de produccién, en u.m.; y las capacidades
de produccién, tanto de productos completos como de conjuntos de componentes, de cada planta de
produccion.

México Argentina Espafia India Indonesia
cr 35 40 45 35 30
Cr 22.5 25 24 20 22.5
ar 2000 2000 2000 1000 1000
cap, | 10000 15000 3000 10000 25000
cap, | 25000 30000 20000 45000 10000

Tabla 3.3: Pardmetros asociados a las plantas de produccidn.

La tabla 3.4 muestra los pardmetros relacionados con los nodos asociados a las posibles localizacio-
nes de plantas de montaje y a los clientes. Se presentan los costes por el ensamblaje de un conjunto de
componentes en un nodo, en u.m.; los costes por la instalacién de una planta de montaje, en u.m.; y la
capacidad de esta planta. Ademads, se muestra la demanda asociada a cada cliente.

Sud. Ma. Ni. Tan. Se. Eg. Ug. Li. Bot. Con.

Di 15 15 10 5 10 15 5 10 10 10
fi 80000 80000 80000 65000 70000 80000 65000 70000 70000 60000
cam - - 15000 10000 9000 - 15000 5000 - 10000

h;j 16000 11000 9000 4000 7000 15000 13000 9000 8000 -

Tabla 3.4: Pardmetros relacionados con los nodos asociados a las posibles localizaciones de plantas de
montaje y a los clientes.

Por dltimo, se considera capc = 2000 el nimero de productos completos que puede llevar un conte-
nedor y capc = 6000 el nimero de conjuntos de componentes que caben en un contenedor. Ademds, se
puede tomar M =} ;c; h; = 92000.

3.2. Resolucion para el caso particular

En primer lugar, se va a considerar la versién simplificada del problema, formulada en la seccién
2.4. Se tiene una Unica planta de produccién (en Argentina), no hay restricciones de capacidad ni costes
asociados a la distribucién desde las plantas de montaje a los clientes. En este problema se asume que
todos los nodos intermedios son también nodos asociados a clientes.

Se han formulado dos modelos que describen este problema. Como son equivalentes, la solucién
Optima de ambos serd la misma, explicada a continuacion.

= El coste total 6ptimo es 3856300 u.m.
= Hay una tnica planta de montaje, que debe localizarse en Tanzania.

= En la primera etapa, se envian desde Argentina quince contenedores llenos de conjuntos de compo-
nentes, un total de 90000, que llegan a Tanzania donde se ensamblan para su posterior distribucion.
Ademas, se envia un contenedor con 2000 conjuntos de componentes a Sudéafrica.

= En la segunda etapa, los 2000 conjuntos que estaban en Sudifrica son enviados a la planta de
montaje de Tanzania. Mientras, desde Tanzania se distribuyen los productos, ya completos, a los
clientes. Concretamente, se distribuyen 16000 a Sudéfrica, 11000 a Marruecos, 9000 a Nigeria,
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7000 a Senegal, 15000 a Egipto, 13000 a Uganda, 9000 a Libia y 8000 a Botsuana. Esto deja
en Tanzania un total de 2000 productos, que junto con los 2000 que llegan de Sudéfrica para ser
ensamblados en la planta de montaje, satisfacen la demanda del pais.

La figura 3.2 muestra c6mo se realiza esta distribucién. Las flechas rosas indican los conjuntos de
componentes que viajan desde la planta de produccién a los nodos intermedios en la primera etapa, la
flecha roja indica el envio de conjuntos de componentes durante la segunda etapa y las flechas moradas
representan el viaje de productos completos ensamblados en la planta de montaje situada en Tanzania, y
representada por la estrella roja, a los clientes.

— X
— Wi
— Wi

% Planta de montaje

Figura 3.2: Solucién de la aplicacién del caso particular.

Esta solucion se ha obtenido implementando cualquiera de los cddigos detallados en el apéndice (B),
apartados B.1 y B.2. Como se ha explicado en la seccion 2.4, la diferencia entre estos reside en la defini-
cién de las variables. Ambos concluyen con la misma solucién dptima en un tiempo muy reducido. Para
ser exactos, el primer cédigo (correspondiente al modelo del apartado 2.4.1) obtiene la solucidn éptima
en 0,06 segundos, mientras que el segundo (correspondiente al modelo del apartado 2.4.2) la obtiene en
0,11 segundos. Por lo que, utilizar uno u otro no serd importante para la resolucién del problema.

3.3. Resolucion para el modelo general

En este apartado se va a resolver el modelo general de produccién / localizacion / distribucién pre-
sentado en la seccidén 2.5. Se consideran las plantas de produccién, el conjunto de nodos intermedios
y el conjunto de clientes presentados en la descripcion del sistema. En este modelo, los conjuntos de
nodos intermedios, de instalacién de plantas de montaje y los asociados a los clientes no tienen porqué
estar relacionados. Ahora, los paises en los que se va a poder instalar una planta de montaje son Nigeria,
Tanzania, Senegal, Uganda, Libia y Congo, como se habia visto en la figura 3.1. Ademas, cada planta
de montaje tiene su capacidad y hay costes asociados a la distribucidn desde las plantas de montaje a los
clientes.

Teniendo en consideracion estas nuevas caracteristicas del problema, utilizando el modelo general
explicado antes, se obtiene la siguiente solucién éptima.

= E] coste total 6ptimo es 3924000 u.m.
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= Las plantas de produccién utilizadas son aquellas situadas en México, Espana, India e Indonesia.
Las plantas de montaje deben localizarse en Tanzania, Senegal, Uganda y Congo.

= A Sudéfrica llegan 16000 unidades de producto completo desde Indonesia, que sirven para satis-
facer su propia demanda.

= A Marruecos llegan 10000 productos completos desde México y 3000 desde Espafa. De estos,
11000 satisfacen la demanda del pais y 2000 son enviados a Libia. Ademas, llegan desde Espafia
2000 conjuntos de componentes, que son enviados a la planta de montaje de Senegal.

= A Tanzania llegan 10000 productos completos desde India y 9000 desde Indonesia. El pais se
queda 4000 para satisfacer su demanda, y envia 7000 a Egipto y 8000 a Botsuana. Ademads, desde
India llegan 42000 conjuntos de componentes que son enviados a plantas de montaje. Concre-
tamente, 10000 a la de Tanzania, 7000 a la de Senegal, 15000 a la de Uganda y 10000 a la de
Congo.

= A Nigeria llegan 9000 productos desde la planta de montaje situada en Congo.
= A Senegal se envian 7000 productos desde la planta situada en el pais.

= Para satisfacer la demanda de Egipto, se envian productos desde las plantas de montaje de Tanzania
(5000), de Uganda (2000) y de Congo (1000). Estas unidades, junto a las 7000 que han llegado
en primer lugar desde Tanzania, cubren las necesidades del pais.

= A Uganda llegan 13000 unidades desde la planta de montaje del propio pais.

= En Libia se satisface la demanda con las 2000 unidades recibidas de Marruecos y las 7000 envia-
das de las plantas de montaje, 5000 desde Tanzania y 2000 desde Senegal.

= Por dltimo, la demanda de Botsuana se satisface con las unidades enviadas desde Tanzania.

En la version simplificada presentada en la seccion 3.2, la solucion practicamente consistia en enviar
conjuntos de componentes a Tanzania, para ser ensamblados en la planta de montaje situada en el pais
y, posteriormente, ser distribuidos a los clientes. En el modelo general se han afiadido capacidades aso-
ciadas a las plantas de produccién y de montaje, lo que hace inviable ensamblar todos los productos en
una misma planta de montaje y fomenta el envio de productos completos directamente desde la planta
de produccién.

Por otro lado, pese a que este modelo cuenta con varias restricciones adicionales al caso particular,
cabe destacar que la diferencia entre los valores 6ptimos de las funciones objetivo no es muy elevada,
teniendo en cuenta, ademds, que las magnitudes con las que se trabaja en el problema son bastante
grandes.

En la figura 3.3 se muestra graficamente como se realiza la distribucién utilizando este modelo.
Las distintas flechas de la figura estdn relacionadas con las variables del modelo. Las flechas verdes se
identifican con el envio de productos completos desde la planta de produccién a los nodos intermedios.
Desde ahti, estos productos pueden ser enviados a otro nodo asociado a un cliente, lo que se representa con
las flechas azules, y/o pueden ser utilizados para satisfacer la demanda del pais en el que se encuentran,
si este pertenece al conjunto de clientes.

Por otro lado, las flechas rosas indican el envio de conjuntos de componentes desde las plantas de
produccion a los nodos intermedios. Una vez en estos, se deben enviar a una planta de montaje para su
ensamblaje, lo que se identifica con las flechas rojas. Si la planta de montaje estd situada en el mismo
nodo al que han llegado los conjuntos, se ha supuesto que el viaje es inmediato. Para terminar, las flechas
moradas representan el viaje de los productos, ya completos, desde las plantas de montaje a los clientes.
De nuevo, si la planta de montaje estaba situada ya en un nodo asociado a un cliente, las unidades que le
correspondan a este se asumen conseguidas, es decir, no se han representado con ninguna flecha.
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Por dltimo, destacar que en esta figura las estrellas rojas representan las plantas de montaje cuya
instalacion ha sido necesaria para la distribucién de los productos.

-

Figura 3.3: Solucién de la aplicacién del modelo general.

Los detalles de la implementacién del c6digo que soluciona este problema quedan explicados en el
apéndice (B), apartado B.3. El tiempo de ejecucidén del algoritmo ha sido de 0,25 segundos.

3.4. Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo del trabajo era profundizar en los modelos de localizacién y distribucion a través de
su aplicacién en un problema determinado. El capitulo 1 permite conocer la teoria necesaria para la
comprension de los modelos, presentados en el capitulo 2 e implementados en el capitulo 3. Asi, el
estudio de esta aplicacién concreta ha permitido entender el proceso de realizacién de un modelo de
produccién / localizacién / distribucién. Se ha podido comprender este proceso desde el planteamiento
de un problema del mundo real hasta la explicacién de la solucidn éptima, pasando por la formulacién
matemadtica del problema y la interpretacion de los resultados obtenidos de manera computacional.

Cabe recalcar que el problema estudiado en este trabajo no es excesivamente grande o complicado.
Sin embargo, es un modelo lo suficiente completo para comprender como se deben estudiar estos pro-
blemas, y ha servido como referencia para futuros problemas con mas complejidad. Pueden considerarse
posibles extensiones de estos modelos incluyendo el uso de funciones multiobjetivo, como se explica
en el articulo de Park y Berenguer [5], que es un problema de escasez de suministros, donde se sugiere
como objetivos maximizar la eficiencia y minimizar la inequidad.

Para concluir, se puede afirmar que la teoria matematica que explica modelos de optimizacién sen-
cillos, muchas veces alejados de la realidad debido a su sencillez, es una herramienta que al combinarla,
como se ha hecho en este trabajo, permite solucionar problemas reales de mayor magnitud y dificultad.
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Apéndice A

Ejemplos de aplicacion de los métodos de
resolucion en optimizacion entera

En esta seccion se van a ilustrar una serie de ejemplos de las aplicaciones de los métodos de resolu-
cién para problemas de optimizacion entera presentados en la seccién 1.3.

A.1. Ejemplo del método de ramificacion y acotacion

Se considera el siguiente problema

max S5y1—2y

suyjetoa  —y;+2y, <5
3y1+2y2 < 19 (A1)
yi+3y22>9
y1,y2 > 0y enteras

Aplicando el algoritmo de ramificacién y acotacién, se construye el arbol mostrado en la figura A.1.
Se ha utilizado la variable con parte decimal mds cercana a 0,5 para ramificar.

z=179/7
y,=38/7
y,=8/7
y1 =6 <5
Problema z=67/3
no yi=a
factible y.=4/3
2=21 Problema
¥;=9 no
y2=2 factible

Figura A.1: Arbol asociado a la aplicacién del método de ramificacién y acotacién al ejemplo A.1.
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En este ejemplo, solo hay una solucién candidata (Problema 4), por lo que (y;,y2) = (5,2) es la
solucidén entera Optima con valor de la funcién objetivo 21. En caso de que se hubiese conseguido mas
de una candidata a solucién 6ptima, bastaria tomar aquella solucién con el mejor valor de la funcién
objetivo.

A.2. Ejemplo del método fraccionario de planos de corte

Se considera de nuevo el problema del ejemplo A.1, al que se le han afadido las variables de holgura
Y3,Y4€Ys.
max  Sy; —2y»
sujetoa —y;+2y+y3=>5
3y14+2y2+ys =19 (A2)
—y1—3y2+ys=-9
¥1,¥2,¥3,¥4,¥5 > 0y enteras

Tras resolver la relajacidn lineal del problema, se obtiene la siguiente tabla ptima.

Variables y1 y2 y3  ys s by
o o0 0 177 16/7 179/7
Vi 1 0 0 377 2/7 39/7
V2 0 1 o -1/7 -3/7 8/7
3 0O 0 1 5/7 8/7 58/7

Tabla A.1: Tabla 6ptima del problema relajado asociado al problema (A.2).

Tomando, por ejemplo, la fila asociada a y; como fila generadora se obtiene el siguiente corte, en el
que s1 > 0 es la variable de holgura,

3 2

4
Y455 8= 7

Esta restriccion se afiade a la tabla y se aplica el método simplex dual hasta conseguir que todas
las variables bdsicas sean no negativas. A partir de la siguiente tabla éptima, seleccionando como fila
generadora la asociada a ys, se obtiene el corte

2 2 n 1
—ZYys— S+ =—%.
3y5 3 1 2 3

Reiterando el proceso, se selecciona como fila generadora en la siguiente tabla éptima la asociada a
¥2, y se obtiene el corte

Lo 1
——s+8s=—=.
272 TR T

Anadiendo este corte a la tabla y aplicandole el método simplex dual se obtiene la solucién 6ptima
entera (y1,y2) = (5,2), con valor de la funcién objetivo 21, como ya se habia obtenido en el ejemplo A.1.
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A.3. Ejemplo del método mixto de planos de corte

Se considera el siguiente problema

max 6x1 +4y1 +2y2
sujetoa  —4x;+4y; <5
6x; —y1 <5
x1—=y1+y»<5
x1 >0
y1,y2 > 0y enteras

Se llama v{,v; y v3 a las variables de holgura que convierten el problema a forma estdndar. Al resolver
el problema relajado, se tiene una solucién 6ptima donde la fila asociada a la variable y{, con la notacién

de (1.8), es
L3, 1
Mg T Ty

Asti, se puede calcular fg = % fr1 =0y fi2 =0. Luego, sea s; > 0 la variable de holgura de Gomory,

el corte mixto queda
1

——Vi— W +s=—%.

o' 5T T
Esta restriccién se afiade a la tabla y se aplica el método simplex dual hasta conseguir que todas las
variables bdsicas sean no negativas. En la siguiente tabla 6ptima, seleccionando como fila generadora la

asociada a y,, se tiene la fila
35

! +v3+ >
——vtvi+-s5=—.
Y2 6 2TV3T 51 6
Se tiene que fro = %, fr1 =0y fi2 =0. Pero ahora una de las variables tiene un coeficiente negativo,

asi siendo s, > 0 la variable de holgura de Gomory, el corte mixto quedara

—év —és +s ——é
62 61 2= 6

Anadiendo este corte a la tabla y aplicandole el método simplex dual se obtiene la solucién 6ptima
entera (x1,y1,y2) = (1,2,6), con valor de la funcion objetivo 26.






Apéndice B
Codigos

A continuacion, se van a presentar los cédigos utilizados en la resolucion de los modelos presentados
en el capitulo 3. Como ya se ha explicado en este capitulo, para la resolucién se ha utilizado el software
de optimizacién Gurobi, a través de la libreria de Python gurobipy- 11.0.2.

B.1. Coadigo del modelo prensentado en el apartado 2.4.1 (caso particular
basado en la definicion de variables por el lugar en el que se completa
el producto)

##Definicidén de las variables
#Conjuntos de indices

n=5 #Numero de nodos intermedios
m=9 #Nimero de clientes
I=range(n)

J=range (m)

#Constantes

c1=2000 #Unidades de productos completos que caben en un contenedor
c2=6000 #Unidades de conjuntos de componentes que caben en un contenedor
M=92000 #Demanda total

#Parametros asociados a J

p=[15,15,10,5,10,15,5,10,10] #Coste por ensamblar el producto en j

£=[80000,80000,80000,65000,70000,80000,65000,70000,70000] #Coste por establecer
una planta de montaje en j

h=[16000,11000,9000,4000,7000,15000,13000,9000,8000] #Demanda de cada cliente j

#Parametros asociados a la planta de produccidn
n1=40 #Coste por fabricar un producto completo en Argentina
n2=25 #Coste por fabricar un conjunto de componentes en Argentina

#Transporte via maritima

k=[7000,9000,8000,10000,7000] #Coste del transporte via maritima por contenedor
d=[7,9,8,10,7] #Coste del transporte via maritima por unidad de producto completo
hatd=[3.5,4.5,4,5,3.5] #Coste del transporte via maritima por unidad de conjunto
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de componentes

#Transporte via terrestre

gt=[[0,10,4.5,5,10]1,[10,0,4,7,4],[4.5,4,0,5,3],[5,7,5,0,6],[10,4,3,6,0],
[9,3.2,4,5,61,06,7,4,1.3,5],[9,3,3.5,6,5],[1.6,7,3.5,2.8,9]] #Coste del
trasporte via terrestre por unidad de producto completo

hatgt=[[0,5,2.25,2.5,5],[5,0,2,3.5,2],[2.25,2,0,2.5,1.5],[2.5,3.5,2.5,0,3],
(5,2,1.5,3,0],[4.5,1.6,2,2.5,3],[3,3.5,2,0.65,2.5],[4.5,1.5,1.75,3,2.5],
[0.8,3.5,1.75,1.4,4.5]] #Coste del transporte via terrestre por unidad de
conjunto de componentes

g=np.array(gt).T
hatg=np.array(hatgt) .T

##Escritura del modelo
#Se crea el modelo
modelo=Model ("primermodelo")

#Se definen los conjuntos de indices
arcos1=[(i,j) for i in I for j in J] #Conjunto (i,j)

#Se definen las variables

x=modelo.addVars(arcosl,vtype="I",name="x", 1b=0) #Nimero de productos completos
desde la primera etapa (y)

y=modelo.addVars(arcosl,vtype="I" ,name="y", 1b=0) #Nimero de conjuntos de compo-
nentes en la primera etapa, que seran productos completos en la segunda (hat y)

w=modelo.addVars(arcosl,vtype="I" ,name="w", 1b=0) #Nimero de conjuntos de compo-
nentes en ambas etapas (tilde y)

z=modelo.addVars(J,vtype="B" ,name="z") #Variable binaria que regula si se establece
una planta de montaje en j o no

t=modelo.addVars(I,vtype="I",name="t", 1b=0) #Nimero de contenedores llenos de
productos completos que llegan a i

s=modelo.addVars(I,vtype="I",name="s", 1b=0) #Namero de contenedores llenos de
conjuntos de componentes que llegan a i

#Se construye la funcién objetivo

modelo.setObjective(quicksum(f[j1*z[j] for j in J)+quicksum(k[i]l*(t[i]+s[i]) for i in I)
+quicksum((ni+d[i]l+g[i] [j1)*x[i,j] for i in I for j in J)
+quicksum((n2+p[i]+hatd[i]l+g[i] [j1)*y[i,j] for i in I for j in J)
+ quicksum((n2+p[jl+hatd[i]+hatg[i] [j1)*w[i,j] for i in I for j in J),
sense=GRB.MINIMIZE)

#Se afiaden las restricciones

rl = modelo.addConstrs(quicksum(x[i,jl+y[i,jl+w[i,j] for i in I) >= h([j] for j in J)
r2 = modelo.addConstrs(quicksum(y[i,j] for j in J) <= M*z[i] for i in I)

r3 = modelo.addConstrs(quicksum(w[i,j] for i in I) <= M*z[j] for j in J)

r4 = modelo.addConstrs(quicksum(x[i,j] for j in J) <= clxt[i] for i in I)

r5 = modelo.addConstrs(quicksum(y[i,jl+w[i,j] for j in J) <= c2*s[i] for i in I)

##Resolucidén y presentacién de soluciones
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modelo.optimize ()

#Se saca por pantalla el valor 6ptimo de la funcidén objetivo
print ("Funcién objetivo =",round(modelo.0bjVal,2))

#Se saca por pantalla el valor de las variables
for variable in modelo.getVars():
print("\t",variable.VarName,"=",variable.X)

B.2. Cddigo del modelo presentado en el apartado 2.4.2 (caso particular
basado en la definicion de las variables por lo que se transporta en
cada etapa)

##Definicidén de las variables
#Conjuntos de indices

n=5 #Numero de nodos intermedios
m=9 #Nimero de clientes
I=range(n)

J=range (m)

#Constantes

c1=2000 #Unidades de productos completos que caben en un contenedor
c2=6000 #Unidades de conjuntos de componentes que caben en un contenedor
M2=92000 #Demanda total

#Parametros asociados a J

p=[15,15,10,5,10,15,5,10,10] #Coste por ensamblar el producto en j

£=[80000,80000,80000,65000,70000,80000,65000,70000,70000] #Coste por establecer
una planta de montaje en j

h=[16000,11000,9000,4000,7000,15000,13000,9000,8000] #Demanda de cada cliente j

Mi=h #Constante que puede ser acotada por la demanda de los clientes

#Parametros asociados a la planta de produccidn
n1=40 #Coste por fabricar un producto completo en Argentina
n2=25 #Coate por fabricar un conjunto de componentes en Argentina

#Transporte via maritima

k=[7000,9000,8000,10000,7000] #Coste del transporte via maritima por contenedor

d=[7,9,8,10,7] #Coste del transporte via maritima por unidad de producto completo

hatd=[3.5,4.5,4,5,3.5] #Coste del transporte via maritima por unidad de conjunto
de componentes

#Transporte via terrestre

gt=[[0,10,4.5,5,10], [10,0,4,7,4],[4.5,4,0,5,3],[5,7,5,0,6],[10,4,3,6,0],
[9,3.2,4,5,6],[6,7,4,1.3,5],[9,3,3.5,6,5],[1.6,7,3.5,2.8,9]] #Coste del trasporte
via terrestre por unidad de producto completo

hatgt=[[0,5,2.25,2.5,5],[5,0,2,3.5,2],[2.25,2,0,2.5,1.5],[2.5,3.5,2.5,0,3],
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[5,2,1.5,3,0],[4.5,1.6,2,2.5,3],1[3,3.5,2,0.65,2.5],[4.5,1.5,1.75,3,2.5],
[0.8,3.5,1.75,1.4,4.5]] #Coste del transporte via terrestre por unidad de conjunto
de componentes

g=np.array(gt).T
hatg=np.array(hatgt) .T

##Escritura del modelo
#Se crea el modelo
modelo=Model ("segundomodelo")

#Se definen los conjuntos de indices
arcos1=[(i,j) for i in I for j in J] #Conjunto (i,j)

#Se definen las variables

x=modelo.addVars(I,vtype="I",name="x", 1b=0) #NGmero de productos completos enviados
de la planta de produccién a i

y=modelo.addVars(I,vtype="I",name="y", 1b=0) #Nimero de conjuntos de componentes
enviados de la planta de produccidén a i

w=modelo.addVars(arcosl,vtype="I" ,name="w", 1b=0) #Nimero de productos completos
enviados de i a j

v=modelo.addVars(arcosl,vtype="I" ,name="v", 1b=0) #Nimero de conjuntos de componentes
enviados de i a j

z=modelo.addVars(J,vtype="B" ,name="z") #Variable binaria que regula si se establece
una planta de montaje en j o no

g=modelo.addVars(I,vtype="I",name="q",1b=0) #Numero de conjuntos de componentes
ensamblados en i

t=modelo.addVars(I,vtype="1I",name="t", 1b=0) #Numero de contenedores llenos de
productos completos que llegan de la planta de produccién a i

s=modelo.addVars(I,vtype="I",name="s", 1b=0) #Nimero de contenedores llenos de
conjuntos de componentes que llegan de la planta de produccién a i

#Se construye la funcién objetivo

modelo.setObjective(quicksum(f [j1*z[j] for j in J) +quicksum(k[i]*(t[i]+s[i])
for i in I)+quicksum((nl+d[i])#*x[i] for i in I) +quicksum((n2+hatd[i])*y[i]
for i in I) +quicksum(p[il*q[i] for i in I)+quicksum(g[i] [jl*w[i,j] for i in I
for j in J) +quicksum((p[jl+hatg[i]l [j1)*v[i,j] for i in I for j in J),
sense=GRB.MINIMIZE)

#Se afiaden las restricciones

rl = modelo.addConstrs(quicksum(w[i,jl+v[i,j] for i in I)>=h[j] for j in J)
r2 = modelo.addConstrs(x[i]l+q[i]l==quicksum(w[i,j] for j in J) for i in I)

r3 = modelo.addConstrs(y[i]l-q[il==quicksum(v[i,j] for j in J) for i in I)

r4 = modelo.addConstrs(quicksum(v[i,j] for i in I) <= M1[jl*z[j] for j in J)
r5 = modelo.addConstrs(q[i] <= M2*z[i] for i in I)

r6 = modelo.addConstrs(x[i] <= cl*t[i] for i in I)

r7 = modelo.addConstrs(y[i] <= c2*s[i] for i in I)

##Resolucidén y presentacién de soluciones
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modelo.optimize ()

#Se saca por pantalla el valor 6ptimo de la funcidén objetivo
print ("Funcién objetivo =",round(modelo.0bjVal,2))

#Se saca por pantalla el valor de las variables
for variable in modelo.getVars():
print("\t",variable.VarName,"=",variable.X)

B.3. Coadigo del modelo general de produccion /localizacion / distribucion
presentado en la seccion 2.5

##Definicidén de las variables

#Conjuntos de indices

n=5 #Nimero de nodos intermedios

m=9 #Numero de clientes finales

r=5 #Nimero de plantas inciales

1=6 #Numero de posibles localizaciones para la planta de montaje
I=range(n)

J=range (m)

R=range(r)

L=range (1)

#Constantes

c1=2000 #Unidades de productos completos que caben en un contenedor
c2=6000 #Unidades de conjuntos de componentes que caben en un contenedor
M=92000 #Demanda total

#Parametros asociados a L

p=[15,5,10,5,10,10] #Coste por ensamblar el producto en 1

£=[80000,65000,70000,65000,70000,60000] #Coste por establecer una planta de
montaje en 1

cam=[15000,10000,9000,15000,5000,10000] #Capacidad de la planta de montaje

#Parametros asociados a J
h=[16000,11000,9000,4000,7000,15000,13000,9000,8000] #Demanda de cada cliente j

#Parametros asociados a R

n1=[35,40,45,35,30] #Coste por fabricar un producto completo en r
n2=[22.5,25,24,20,22.5] #Coste por fabricar un conjunto de componentes en r
a=[2000,2000,2000,1000,1000] #Coste por utilizar la planta de produccidén r
cap1=[10000,15000,3000,10000,25000] #Capacidad de produccidén-productos completos
cap2=[25000,30000,20000,45000,10000] #Capacidad de produccidén-conjuntos de componentes

#Transporte via maritima
kt=[[14000,7000,9000,9500,10000] , [8000,9000,1300,10000,11500], [10000,8000,4000,
8000,11000] , [15500,10000,10000,4500,7000] , [8000,7000,3500,10000,13000]] #Coste
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del transporte via maritima por contenedor
dt=[[14,7,9,9.5,10],[8,9,1.3,10,11.5], [10,8,4,8,11],[15.5,10,10,4.5,7],[8,7,3.5,
10,13]] #Coste del transporte via maritima por unidad de producto completo
hatdt=[([7,3.5,4.5,4.75,5],[4,4.5,0.65,5,5.75],[5,4,2,4,56.5],[7.75,5,5,2.25,3.5],
[4,3.5,1.75,5,6.5]] #Coste del transporte via maritima por unidad de conjunto
de componentes

k=np.array(kt).T
d=np.array(dt).T
hatd=np.array(hatdt).T

#Transporte via terrestre

gt=[[0,10,4.5,5,10],[10,0,4,7,4],[4.5,4,0,5,3],[5,7,5,0,6],[10,4,3,6,0],
[9,3.2,4,5,6],[6,7,4,1.3,51,[9,3,3.5,6,5],[1.6,7,3.5,2.8,9]] #Coste del trasporte
via terrestre por unidad de producto completo

hatgt=[[2.25,2,0,2.5,1.5],[2.5,3.5,2.5,0,3],[5,2,1.5,3,0]1,[3,3.5,2,0.8,2.5],
(4.5,1.5,1.75,3,2.5]1,[2,3.25,1,1.3,2.75]] #Coste del transporte via terrestre por
unidad de conjunto de componentes a la planta de montaje

tildeg=[[4.5,4,0,5,3,4,4,3.5,3.5],[5,7,5,0,6,5,1.3,6,2.8],[10,4,3,6,0,6,5,5,91,[6,7,4,
1.3,5,4,0,5,3.5]1,[9,3,3.5,6,5,1.2,5,0,8],[4,6.5,2,2.6,5.5,5,1.7,6.5,3.5]] #Coste
del transporte via terrestre por producto completo desde la planta de montaje

g=np.array(gt).T
hatg=np.array(hatgt) .T

##Escritura del modelo
#Se crea el modelo
modelo=Model ("modeloLocDistrib")

#Se definen los conjuntos de indices

arcos1=[(i,j) for i in I for j in J] #Conjunto (i,j)
arcos2=[(r,i) for r in R for i in I] #Conjunto (r,i)
arcos3=[(i,1) for i in I for 1 in L] #Conjunto (i,1)
arcos4=[(1,j) for 1 in L for j in J] #Conjunto (1,j)

#Se definen las variables

x=modelo.addVars(arcos2,vtype="1I",name="x", 1b=0) #Numero de productos completos
enviados de r a i

y=modelo.addVars(arcos2,vtype="I" ,name="y", 1b=0) #Nimero de conjuntos de
componentes enviados de r a i

w=modelo.addVars(arcosl,vtype="I",name="w", 1b=0) #Nimero de productos completos
enviados de i a j

v=modelo.addVars(arcos3,vtype="1I" ,name="v", 1b=0) #Nimero de conjuntos de
componentes enviados de i a1l

u=modelo.addVars(arcos4,vtype="1I" ,name="u",1b=0) #Namero de productos completos
enviados de 1 a i

e=modelo.addVars(R,vtype="B" ,name="e") #Variable binaria que regula si se utiliza
una planta de produccién r o no

z=modelo.addVars(L,vtype="B" ,name="z") #Variable binaria que regula si se establece
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una planta de montaje en j o no
t=modelo.addVars(arcos2,vtype="I" ,name="t", 1b=0) #Nimero de contenedores llenos de
productos completos que llegan de r a i
s=modelo.addVars(arcos2,vtype="I" ,name="s", 1b=0) #Numero de contenedores llenos de
conjuntos de componentes que llegan de r a i

#Se construye la funcidén objetivo

modelo.setObjective(quicksum(al[r]*e[r] for r in R) +quicksum(f[1]*z[1] for 1 in L)
+quicksum(k[r] [i]*(t[r,i]+s[r,i]) for r in R for i in I)
+quicksum((nl[r]+d[r] [i])*x[r,i] for r in R for i in I)
+quicksum((n2[r]+hatd[r] [i])*y[r,i] for r in R for i in I)+quicksum(g[i] [jl*wl[i,j]
for i in I for j in J) +quicksum((p[l]+hatg(i] [1])*v[i,1] for i in I for 1 in L)
+quicksum(tildeg[1] [j1*ull,j] for 1 in L for j in J), sense=GRB.MINIMIZE)

#Se afiaden las restricciones

rl = modelo.addConstrs(quicksum( x[r,i] for r in R) == quicksum(w[i,j] for j in J)
for i in I )
r2 = modelo.addConstrs(quicksum( y[r,i] for r in R) == quicksum(v[i,1] for 1 in L)

for i in I )

r3 = modelo.addConstrs(quicksum( v[i,1] for i in I) == quicksum(u[l,j] for j in J)
for 1 in L )

r4 = modelo.addConstrs(quicksum(w[i,j] for i in I) + quicksum(u[l,j] for 1 in L)
>= h[j] for j in J)

r5 = modelo.addConstrs(quicksum(v[i,1] for i in I) <= cam[1]*z[1] for 1 in L)

r6 = modelo.addConstrs(quicksum(x[r,i] for i in I) <= capllrl*e[r] for r in R)

r7 = modelo.addConstrs(quicksum(y[r,i] for i in I) <= cap2[r]*e[r] for r in R)

r8 = modelo.addConstrs(x[r,i] <= cl*t[r,i] for r in R for i in I)

r9 = modelo.addConstrs(y[r,i] <= c2*s[r,i] for r in R for i in I)

##Resolucidén y presentacidén de soluciones

modelo.optimize ()

#Se saca por pantalla el valor 6ptimo de la funcién objetivo
print ("Funcién objetivo =",round(modelo.0bjVal,2))

#Se saca por pantalla el valor de las variables
for variable in modelo.getVars():
print("\t",variable.VarName,"=",variable.X)
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