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Resumen

En este trabajo, se estudia el formalismo de Koopman-van Hove (KvH) para la representacién de
observables clasicos como operadores sobre un espacio de Hilbert, y se aplica a sistemas hibridos
clasico-cuanticos. Adicionalmente, se estudia la imagen de Heisenberg utilizando automorfismos
internos al algebra de observables hibridos, demostrando que no existen dindmicas hibridas unitarias
que preserven dicha dlgebra en este contexto. Finalmente, se propone una dindmica no lineal que
preserva el conjunto de observables hibridos.

Palabras clave: formalismo de Koopman-van Hove, sistemas hibridos, sistemas hamiltonianos,

imagen de Heisenberg.



Abstract

In this project, we study the Koopman-van Hove (KvH) formalism for representating the algebra of
classical observables as operators over a Hilbert space, and we apply it to hybrid classical-quantum
systems. Additionally, the Heisenberg picture is examined using internal automorphisms of the
algebra of hybrid observables, demostrating the non-existence of unitary hybrid dynamics in this
approach. Finally, a nonlinear dynamics that preserves the set of hybrid observables is proposed.

Keywords: Koopman-van Hove formalism, hybrid systems, Hamiltonian systems, Heisenberg pic-

ture
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Capitulo

Introduccion y objetivos

En fisica decimos que un sistema es clasico si se rige por los principios basicos de la mecdnica
clésica, es decir, si se rige bajo el Principio de Hamilton de minima accién (cuya consecuencia son
las Leyes de Newton), y si los estados de una particula se rigen bajo un determinismo causal. Estos
sistemas logran modelar sistemas cuyas energias no son suficientes para que los efectos cudnticos

sean relevantes.

Un sistema cudntico dista de un sistema clasico en varios aspectos con gran importancia ontoldgica.
Desarrollado durante la década de 1920, la mecédnica cudntica nace como una teoria que busca
describir el mundo microscépico y propone que las particulas presentan propiedades ondulatorias
introduciendo la entidad matematica llamada funcién de onda para describir un sistema cudantico.
Ademsés, la no conmutatividad de los observables! es la causa del principio de incertidumbre de
Heisenberg propuesto en 1927 que impone un limite tedrico en la precisién de ciertas mediciones
en los experimentos. La forma en que un sistema clasico se manifiesta como limite de un sistema
cudntico es ain un problema abierto, de hecho, las dos prescripciones que se dardn en este trabajo

también pueden ayudar a comprender mejor la relacion entre mecénica cudntica y clésica.

Los sistemas hibridos cldsico-cuanticos son aproximaciones a aquellos sistemas originalmente cuanti-
cos que contienen algunos grados de libertad que pueden aproximarse como variables clasicas. Estos
sistemas son ttiles para modelizar sistemas donde existen dos escalas de energia o masa que dis-
tan en érdenes de magnitud, cuyo tratamiento puramente cuantico resulta inabarcable debido a su
complejidad. De esta manera, se tiene un modelo aproximado maés asequible para su estudio o su

simulacion numérica.

Modelizar un sistema fisico requiere definir tres aspectos del mismo: sus estados, sus observables y
su dinamica. Existen dos enfoques duales y andlogos pero diferentes para tratar con la dindmica de

'En fisica cudntica, a diferencia de en fisica cldsica, en general el orden en el que se miden dos magnitudes fisicas
altera el resultado.



un sistema: por un lado, se considera que lo que evoluciona en el tiempo son los estados del sistema
y que los observables clasicos se quedan estdticos en el tiempo, por otro lado, lo que evolucionan
son los observables y los estados se mantienen estaticos. En fisica cuantica, la primera se denomina

imagen de Schrodinger y la segunda imagen de Heisenberg.

En [1], se prueba que un sistema hibrido admite una estructura Hamiltoniana, es decir, que se puede
tratar geométricamente como si de un sistema cldsico se tratase. Sin embargo, este enfoque pre-
senta limitaciones a la hora de definir magnitudes termodindamicas como es la entropia del sistema,

necesaria para la interpretacién fisica del sistema.

En 1931 [15], Bernard Koopman®construye una representacién de los observables cldsicos como
operadores multiplicativos sobre un espacio de Hilbert, y representa el hamiltoniano (observable ge-
nerador de la dindmica) como un operador derivativo® de orden 1. A esta construccién lo llamaremos
formalismo de Koopman-von Neumann (KvN) y se pueden encontrar mas detalles en su articulo
original. Este formalismo motivo la propuesta de describir el sistema hibrido en términos de espacios
de Hilbert, donde hay una varias nociones de entropia. Para ello, en [(] se propone generalizar el
formalismo de Koopman a cualquier sistema fisico descrito por C*-algebras, de tal manera que se
tiene una representacion de la parte hermitica de la C*-dlgebra como operadores de un espacio de
Hilbert. Finalmente, se toma el subsistema clasico del sistema hibrido y se le acopla uno cuantico
considerando el espacio de Hilbert correspondiente al producto tensorial de los mismos.

Sin embargo, en [(] se prueba que, empleando el formalimso de KvN; el generador de una dindmica
clasica, ha de ser un automorfismo externo al dlgebra de observables hibridos. Ademads, una dindmica
unitaria en este formalismo no reproduce todas las caracteristicas que buscamos de un sistema
hibrido (més concretamente, la back-reaction*). En [15] se plantea una dindmica no unitaria basada
en sistemas cuanticos abiertos, donde se considera que la evolucion es Markoviana, sin embargo, se
prueba que esta dindamica permite describir un conjunto de sistemas hibridos mayor pero ain muy
reducido (la dindmica tiene una back-reaction parcial). Hallar una dindmica hibrida no unitaria bien
definida que permita la descripcién de sistemas hibridos reales usando el formalismo de KvN es atin
objeto de investigacién.

Existe un enfoque diferente a la de KvIN para representar los observables cldsicos sobre un espacio
de Hilbert llamado formalismo de Koopman-van Hove (KvH) (véase [20]). Este consiste en usar
el formalismo de cuantizacién geométrica, cuyo primer paso denominado precuantizacién, permite
representar los observables clésicos f € C°°(M) como operadores derivativos sobre un espacio de
Hilbert H. El espacio de Hilbert H se construye considerando secciones de cuadrado integrables
L2(L) sobre un fibrado de linea L — M construido sobre el espacio de fases clésico M¢. El hecho

de que los operadores sean derivativos hace que esta representaciéon, en general, no sea conmutativa,

2M4s adelante con la colaboracién de von Neumann.
3Este hecho ser el causante de que la dindmica hibrida sea un automorfismo externo y no interno.
4Efecto dindmico entre la parte cldsica y cudntica.



pero, a diferencia del formalismo de KvN, en el formalismo de KvH el operador correspondiente al

Liouvilliano clasico pertenece al algebra de observables.

En este trabajo, como en [18], utilizamos la descripcién de los sistemas hibridos en términos de
espacios de Hilbert, sin embargo, para ello, usaremos el formalismo de KvH, en vez de KvN; el uso
de KvH para sistemas hibridos se puede encontrar en trabajos como [10], [5], [I 1]. Al sistema cldsico
se le acopla un sistema cuéntico tomando el producto tensorial de ambos espacios de Hilbert y se
estudia la dindmica hibrida generada por un Liouvilliano que representa un automorfismo interno
al dlgebra de observables. Recalcar que, con este enfoque, el automorfismo es interno al algebra, a
diferencia de lo que se tenia con el formalismo de KvN de [18]. En el siguiente paso, se plantea una
dindmica unitaria hibrida y se prueba que esta dindmica no deja invariante el dlgebra de observables
hibridos®, es decir, que no esta bien definida como dindmica hibrida. Finalmente, se construye una

dindmica no lineal que si que preserva el algebra de observables hibridos.

Para ello, el trabajo se organiza en cuatro capitulos ademés de los apéndices para fijar notacion
de las herramientas matemadticas empleadas durante el trabajo. En el capitulo 2, se repasan las
estructuras matematicas relevantes en la descripcion de sistemas clasicos y cuénticos. A continua-
cién, se introducen los formalismos de Koopman y de cuantizacion geométrica centrdndonos en la
precuantizaciéon. En el capitulo 3, se construye un sistema hibrido a partir de la precuantizacién, se
demuestra que la dindmica unitaria no estd bien definida y se propone una dindmica no unitaria.

El trabajo concluye en el capitulo 4 con las conclusiones y posibles lineas de trabajo futuras.

El uso del formalismo de KvH para estudiar la imagen de Heisenberg usando automorfismos internos
al algebra de observables hibridos es el mayor aporte original del trabajo, ademas de la demostracion
de la inexistencia de dinamicas unitarias hibridas con KvH y la propuesta de una nueva dindamica
no lineal que deje invariante el dlgebra de observables hibridos. El capitulo 2 pretende ser una
revisién bibliografica que incida sobre aquellos aspectos que permitan fundamentar y proporcionar

una mejor comprensién de los resultados finales.

Este trabajo partié de una buena comprensién del problema a tratar, consultando en la literatura
los diferentes métodos empleados para abordarlo. A esto lo siguié el estudio de la cuantizacién
geométrica que requeria del uso de herramientas de geometria diferencial y de andlisis funcional, més
concretamente, de teoria de fibrados vectoriales, algunos conceptos de teorias gauge y de operadores
no acotados sobre espacios de Hilbert. El siguiente paso fue acoplar el sistema precuantizado a un
sistema cuantico y estudiar ciertas propiedades de la libertad gauge de la precuantizacién para
asegurarnos de que todo quedaba bien definido. A continuacién, se plantea la dindmica unitaria
hibrida y se demuestra que esta no queda bien definida en un contexto hibrido, para ello, se tuvo
que recurrir a técnicas de mecanica cuantica y a las conexiones de fibrados vectoriales. Finalmente,
usando la libertad gauge del subsistema clasico del fibrado clasico, se plantea una dinamica no lineal

y se demuestra que si que preserva el algebra de observables clésicos.

5Salvo para obseravables triviales sin significado fisico de interés.



Capitulo

Mecanica geométrica

Este capitulo pretende introducir dos formalismos con los cuales un sistema estadistico clasico puede
ser descrito en términos de estados de un espacio de Hilbert. Pero antes de eso, definamos lo que

queremos decir con un sistema estadistico clésico.

2.1. Sistemas clasicos

El espacio de fases de un sistema clasico de dimensién n esta descrito por una variedad diferenciable
orientable M de dimensién 2n, n dimensiones correspondientes a las posiciones del sistema y las
otras n, correspondientes a sus momentos. En cada punto m € M, podemos construir de manera
intrinseca el espacio tangente a ese punto 7, que es el espacio vectorial de vectores tangentes al
punto p € M (véase definicién A.1.1). Denotaremos por X(M) al conjunto de campos vectoriales
(véase definicién A.1.2) sobre M.

Adicionalmente, el espacio de fases cldsico requiere de una estructura adicional: ha de formar una

variedad simpléctica (M, w), donde w es la denominada forma simpléctica.

Definicién 2.1.1 (Forma simpléctica). Una forma simpléctica w : X(M) x X(M) — C*®(M), es
una 2-forma que es bilineal, antisimétrica y no degenerada (VY € X(M), w(X,Y) = 0, entonces
X =0).

Definicién 2.1.2 (Variedad simpléctica). Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable

M dotada de una forma simpléctica w sobre M.

Teorema 2.1.1 (Darboux, 1882). Sea (M,w) una variedad simpléctica 2n-dimensional. Entonces,

existe un atlas tal que para cada carta local (U, 1) la expresion de la dos forma en las coordenadas



locales correspondientes {q',p;}7_, es
n
W Ywly=>_dg' Adpi.
=1

A este atlas lo denominaremos atlas de Darbouzx.
Demostracion. Véase [3]. O

Este resultado es clave en cuanto a su significado fisico en mecdnica hamiltoniana ya que nos permite
localmente hacer una distincién fisica entre las 2n coordenadas generadas por la carta: n de ellas
(las que van a la izquierda del producto exterior de la expresién anterior) como posiciones, y las

otras n como momentos.

Ademis, la forma simpléctica nos define un isomorfismo® de fibrados
D(TM) = T(T*M) =2 AN (M); X — —w(X,)

entre los campos vectoriales y las 1-formas. En otras palabras, dado un observable clasico f €
C>(M), la forma simpléctica nos permite asignar un campo vectorial asociado a f, Xy € I'(T'M)
definida por la ecuacion:

df +w(Xy,-) =0. (2.1.1)

Para mas detalles véase H.1.1.

Con todo esto, podemos definir uno de los tres aspectos que define un sistema fisico, sus observables;
en este caso, seran funciones reales C* integrables sobre el espacio de fases (M, w).

Definicién 2.1.3 (Observable estadistico cldsico). Dada una variedad simpléctica (M, w), diremos
que una funcién f € C°(M,R) es un observable estadistico clasico si es Q-integrable?, con Q la
medida simpléctica sobre (M, w) definida como

dQV:=wA - ANw. (2.1.2)

donde A denota el producto exterior o producto de wedge.

Hay un observable cldsico que merece especial atencién llamado el hamiltoniano h € C*°(M) que
representa la energia del sistema. Las érbitas® de un sistema vendran dadas por las curvas integrales

1 1% . . .
También conocido como el isomorfismo musical dentoado por °.
2Durante el trabajo damos por hecho que las funciones que consideremos son integrables.
3Conjunto de puntos relacionados por la funcién evolucién del tiempo, es decir, la trayectoria de una particula.



(véase A.3.1) del campo vectorial asociado al hamiltoniano X}, i.e. una particula seguira la curva
7 :[0,1] = Mt y(t) = (¢'(t), pi(t)), definida de la siguiente manera:

V() = (Xn 0 7)(t) = Xa(v(2)),

donde, explicitamente,
Oh 0 B oh 0
dq* Op;  Op; Oq*

Es decir, la particula clasica evolucionard en el tiempo siguiendo las curvas integrales del campo

h =

vectorial del hamiltoniano, Xj,.

Otro aspecto de un sistema estadistico clasico son sus estados, que seran densidades de probabilidad

definidas sobre M.

Definicién 2.1.4 (Estado estadistico cldsico). Se denomina estado estadistico clédsico, o simple-
mente estado, a una densidad de probabilidad p : M — RT, Q-integrable tal que cumple:

/ p-dQ=1, (2.1.3)
M

donde 2 es la medida simpléctica de la variedad simpléctica. Denotaremos por D(M) al conjunto

de estados de (M, w).

El estado p define una medida finita p sobre M absolutamente continua con respecto a 2, donde p
es su derivada de Radon—Nikodym respecto a

— /M dp = /Mp-dQ =1 (2.1.4)

Se define el valor esperado de un observable sobre un estado como una aplicacién

()1 C®(M,R) x DIM) = R (2.1.5)

(/) p—/fdu /fde

El dltimo aspecto de un sistema clasico es su evolucién temporal. Para poder estudiar la dinamica
de un sistema clasico debemos, primero, introducir una estructura matematica nueva en el espacio
de funciones C*°(M,R), llamado corchete de Poisson. El algebra de observables clasicos junto a

este corchete formara un algebra de Lie que llamaremos algebra de Poisson.

Definicién 2.1.5 (Paréntesis de Poisson). Sea (M, w) una variedad simpléctica. Sean f, g € C*(M)
dos funciones sobre M y Xy, X, € X(M) sus campo vectoriales hamiltonianos correspondientes.
Definimos el paréntesis de Poisson (o corchete de Poisson) de f y g como la funcién

{f,9} = w(Xy, Xy). (2.1.6)



Debido a que la correspondencia entre funciones y campos vectoriales dada por la ecuacién (2.1.1)

estd bien definida, se puede definir una operacién en el conjunto de funciones:
{}: €M) x C*(M) = CF(M)

(f,9) = A{f. 9} (2.1.7)

Mencionar que el paréntesis de Poisson también puede definirse a partir de un tensor J (2,0)-
contravariante llamado tensor de Poisson (véase definicién A.2.1): {f, g} = J(df,dg), f,g € C°(M).

Localmente?, el paréntesis de Poisson toma la siguiente forma:

_N~9f 99 _0f 99

1=

El espacio de observables clasico C°°(M) junto al paréntesis de Poisson, forman un algebra de
Poisson, lo que nos servird para definir la dindmica del sistema hibrido:

Definiciéon 2.1.6. Un &algebra de Poisson es un espacio vectorial sobre un cuerpo K dotada de
dos productos bilineales, - y {-,-}, que tiene las siguientes propiedades: El producto - forma una
K—algebra asociativa, el producto {-,-} forma un algebra de Lie, y por tanto, es antisimétrico y
obedece la identidad de Jacobi; y {-, -} actiia como una derivacién del producto punto a punto -, i.e.

{z,y- 2} ={z,y} -z +y- {2}

Corolario 2.1.2. (C*°(M,R),-,{-,-}), donde - denota el producto punto a punto y {-,-} el parénte-
sis de Poisson, forma un dlgebra de Poisson.

Demostracion. La prueba se sigue de la asociatividad del cuerpo R y de las proposiciones H.1.1 y
H.1.2. O

Hasta ahora hemos visto que los observables clasicos forman un dlgebra de Poisson junto al producto
punto a punto y el corchete de Poisson. Sin embargo, en la seccién E se prueba que también define un
algebra de Lie-Jordan-Banach (definicién D.0.11) visto como el limite conmutativo de otro espacio,
por lo que, su complexificacién (considerar funciones C*°(M,C) con valores en el cuerpo de los
numeros complejos) es una C*—élgebra (definiciéon D.0.14). Es decir, el conjunto de observables

clasicos formara la subdlgebra de elementos hermiticos® de una C*—dlgebra, Para mas detalles,

4En una carta (U,¥ = (¢*,...,q",p1,...,pn)) del atlas de Darboux.
5Un elemento = de una C*-lgebras se dice que es hermitico si * = z con la involucién * del 4lgebra.



véase la secciéon E. Esto es usado en [0], [18] para construir la dindmica usando la construccién
GNS, sin embargo, en este trabajo no haremos referencia explicita a la estructura de C*—4&lgebra
de los observables.

Volviendo a la dindmica del sistema, dado el observable hamiltoniano® h € C*°(M,R), el dlgebra
de Poisson de observables clasicos (C*°(M,R), -, {-,-}) evoluciona de la siguiente manera: dado un

observable f € C*°(M), su dindmica viene dada por la siguiente ecuacién”:
df
={f,H}. 2.1.
o= (s.H) (2.1.9)

O, en su versién dual, la evolucién de un estado® p € D(M) lo da la ecuacién de Liouville:

dp
& = —{p,H}, (2.1.10)

2.2. Sistemas cuanticos

La formulacién habitual? de la mecénica cudntica comienza considerando un espacio de Hilbert!?

complejo y separable!!. Antes de seguir, fijamos una notacién extendida en la literatura que hace
los célculos en mecanica cuantica més simples. Se trata de la notacion bra-ket o notacion de Dirac,

introducido originalmente por Paul Dirac (1904-1984). Se convenia que:

|ty € H es un vector, (2.2.1)

(¢| € H* es un vector del espacio dual, (2.2.2)

de tal manera que (¢| = |¢)", y el producto escalar entre dos vectores |1} ,|n) € H se denota como
(nl) e C (2.2

En esta notacién, se puede escribir el proyector sobre el subespacio de dimensién 1 generado por
|t)) como un ket-bra:

) (] : H — H (2.2.4)
de tal manera que evaluando un vector |n): [} (¥||n) = (Y|n) |¢) € H.

12

La mecénica cuantica se basa en 5 postulados para describir sistemas puros™ en la imagen de

Schrodinger:

5Observable cldsico correspondiente a la energia del sistema.

7Suponemos que f no tiene ninguna dependencia explicita respecto al tiempo.

8Suponemos que p no tiene ninguna dependencia explicita respecto al tiempo.

9La referencia més usual para el esquema mateméatico de la mecanica cudntica fue la presentada por el matemético
hingaro-estadounidense John von Neumann en [21].

10V ¢ase definicién C.1.1.

1Véase proposicién C.1.1.

12En este trabajo solo consideraremos estados puros.



1. El estado de un sistema cuéntico queda definido por un elemento |¢)) € H del espacio de Hil-
bert, o, equivalentemente, por el proyector'? p = |4} (1|, que denominaremos matriz densidad,
sobre el correspondiente subespacio generado por [¢) de dimensién 1).

2. Un observable cudntico es un operador autoadjunto'? no (necesariamente) acotado'® sobre el
espacio de Hilbert. Denotaremos a este conjunto como

O(H) :={A: D(A) — H| A autoadjunto}. (2.2.5)

3. Cuando un sistema estd en el estado |1)) € H, la medida del observable A dara como resultado
uno de sus valores propios a con una probabilidad dependiente del estado Pyjyy = [(alt) |,
donde |a) es el vector propio asociado al autovalor a (Ala) = ala)) que, por simplicidad,

consideramos no degenerado'®.

Vemos entonces que la medida de un operador tiene asociada una distribucién de probabilidad
que depende del estado del sistema. El correspondiente valor esperado del observable A sera
una aplicacién

():O(H)xH—C (2.2.6)
(A, [¥) = (A)yy = (W AY),
y la dispersién serd la rafz cuadrada de la varianza: Ay A = \/<A2>\¢> — <A>|2w>.

4. Para un estado [1)) sobre el cual se realiza una medida de A obteniéndose el valor a; (con las
probabilidades descritas anteriormente), el estado resultante de la medida se obtiene realizando
la proyeccion del estado sobre el subespacio propio asociado al valor propio a;. Este proceso es
el que se denomina colapso de la funcién de onda y su interpretacién es atin objeto de debate.

5. La evolucién temporal de un sistema descrito por |¢)(t)) se rige por la ecuacién de Schrédinger:

L0 -
ihay [W(t)) = H |¢(t)), (2.2.7)

donde H es el hamiltoniano que corresponde al observable de la energia del sistema. Esta
ecuacion corresponde a la imagen de Schrodinger introducida en 1926 por el mismo Schrédin-
ger. Como el sistema esta aislado, sigue una dindmica unitaria generada por el Hamiltoniano.
Equivalentemente, si se decide describir el estado mediante proyectores!” p = [¢) (], esta
evoluciona en el tiempo siguiendo la Ecuacion de von Neumann:

dp i
22— _Z1H ). 2.2.8
7 h[ i) (2.2.8)

13A la que denominaremos matriz densidad.

1y éase definicién C.2.8.

15V éase definicién C.2.5

16En caso de ser degenerado, la probabilidad vendrd dada por el médulo al cuadrado de la proyeccién sobre su
subespacio propio.

1"Supongamos que |||¢)|| = 1.



Mencionar que esta ecuacién abarca situaciones mas generales donde un estado puede venir

descrito por una combinacién convexa de estados puros'® denominado como estado mezcla.

Existe una formulacién aleternativa denominada imagen de Heisenberg propuesta en 1925
donde la dinamica recae sobre los observables dejando los estados estaticos en el tiempo.
Bajo este esquema, la evolucién de un observable!® A € ©(H) esté determinada por la accién
adjunta del hamiltoniano,
A _ iy g (2.2.9)
dt  h"T
siguiendo la Ecuacion de Heisenberg. Esta ecuacion es la andloga cuantica a la Ecuacién
(2.1.9). En este trabajo estudiaremos la imagen de Heisenberg de un sistema hibrido, por
tanto, nos centraremos en la caracterizacién de la dindmica de los observables hibridos, mas

detalles en el capitulo 3.

2.3. Cuantizacién geométrica

El formalismo de Koopman-von Neumann permite representer observables clasicos como operadores
sobre el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable £2(M, d2) sobre el espacio de fases
M con su medida simpléctica. De esta manera, los estados serfan funciones de onda ¢ € L2(M, d2),
los observables operadores sobre £2(M, df?) y la dindmica (unitaria) estarfa dada por una ecuacién
de Sherddinger (véase ecuacién (F.0.12)) generada por el operador de Koopman-von Neumann
(definicién F.0.2). Una exposicién detallada de este formalismo se puede encontrar en el capitulo
F; en este trabajo, usaremos el formalismo de Koopman-van Hove para obtener otra representacién
de los observables clasicos sobre un espacio de Hilbert, empleando herramientas de cuantizacion

geometrica,

La teoria de cuantizacién geométrica surge de la mano de Bertram Konstant (véase [1]) y Jean-Marie
Souriau (véase [19]) en la década de 1970 en el contexto de teoria de representaciones. Empleando
herramientas de geometria diferencial, como son los fibrados vectoriales y conexiones, define un
espacio de Hilbert con los estados del sistema clasico y representa los observables clasicos mediante
operadores sobre dicho espacio. El procedimiento de cuantizaciéon geométrica consiste en tres pasos:
precuantizacién, polarizacién®’ y correccién metapléctica®’. En este trabajo, ya que no se pretende
cuantizar como tal ninguna teorfa clasica sino obtener una diferente representacién del algebra de
Poisson (véase 2.1.6) de observables clasicos usando la representacién de Koopman-van Hove (véase

[10], [5]), solamente introduciremos la precuantizacién.

18Un estado puro p € O(H)* es una matriz densidad que se puede escribir como p = |¢) (¢| para algin |¢) € H
normalizado.
19Suponemos, por simplicidad, ninguna dependencia explicita respecto al tiempo.

20En el apéndice G.2 se proporciona una, exposicién de la polarizacién para el lector interesado.
#'Véase [10], [22], [2].
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2.3.1. Condiciones de cuantizacién de Dirac

La definiciéon de una cuantizacion consiste en construir una representacion del algebra de Poisson
(2.1.6) de observables cldsicos como operadores sobre un espacio de Hilbert. El origen de este pro-
blema se remonta a principios del siglo XX, con los intentos de Hermann Weyl en 1927 con la
denominada cuantizacion de Weyl. Dirac, al notar la similitud entre las relaciones de conmutacion
de los operadores cuanticos posiciéon y momento respecto al paréntesis de Poisson de las correspon-
dientes funciones clasicas, conjeturé que deberia de existir un homomorfismo entre las dos algebras
de observables. En términos modernos, lo describimos como una aplicacién P entre el conjunto de
observables clasicos al conjunto de observables cuanticos con las siguientes propiedades:

1. Linealidad: P(f + g) = P(f) + P(9),

2. conmutadores: [P(f),P(g)] = —ihP({f, g}),

3. constantes: para f constante en M, P(f) = f-1; en H,

4. la representacién P del algebra de observables clédsicos es irreducible.

Las condiciones 1 y 2 son necesarias para que el mapa P sea un morfismo de dlgebras de Lie (véase
definicién D.0.7), y la condicién 4 es equivalente a la condicién de que si {fa}ta=1,. » forma un
conjunto de observables completo, los operadores {P(f)q}a=1...n son también completos.

A estas condiciones se les denomina las condiciones de cuantizacién de Dirac (véase []); sin embar-
go, el teorema de ”"no-go”de Groenwold-von Hove (véase [13]) prueba que es imposible encontrar
una aplicacién P que cumpla todas las propiedades anteriores para todos los observables clasicos.
Ante esta situacién, lo tiinico que nos queda es limitar el conjunto de observables cldsicos que cuan-
tizar o modificar las estructuras algebraicas consideradas. Hoy en dia existen multiples métodos de
cuantizacién como cuantizacién por deformacién (véase [3]), cuantizacién de Berezin (véase [1]),

cuantizacién geométrica, etc.

2.3.2. Precuantizacion: El formalismo de Koopman-van Hove

En el formalismo de Koopman-van Hove (véase [20],[10],[5]) se utiliza el procedimieneto de pre-
cuantizacién para representar el algebra de Poisson de observables clasicos sobre un espacio de
Hilbert que cumpla las condiciones de cuantizacién de Dirac empleando herramientas de geometria

diferencial como fibrados y conexiones.

Para ello, la idea es tomar la variedad simpléctica, dotarla de una estructura de fibrado de linea
complejo hermitico (véase B.4.1) y definir el espacio de Hilbert correspondiente a las secciones de
cuadrado integrable sobre el mismo fibrado. Ademads, sobre este espacio de Hilbert se pueden definir

operadores que representen los observables clasicos y cumplan las reglas de cuantizacion de Dirac
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(salvo la tltima, que se cumplird al aplicar la cuantizacién y la correccién metapléctica).

En la precuantizacién, se define un fibrado vectorial complejo 1-dimensional, L = M, donde para
todom € M, L, := 7~ 1(m) = C de C-dimensién 1. El espacio de fases M es la base y a cada punto
lo dotamos de un grado de libertad complejo que, cuando se fije su norma, representard fisicamente
una ”fase” la cual interpretaremos a lo largo del trabajo.

Queremos que la 1—forma de curvatura del fibrado L = M sea %, por lo que, la 1—forma de

conexiéon © vendra dada por © = %(9 + dy) donde @ es un potencial simpléctico?? cualquiera y
p € C*°(M), de esta manera, se tiene una libertad en la eleccién de ¢. La eleccién de una ¢ nos
define un nuevo potencial simpléctico 6 := 6 + dy fisicamente igual de valida que 6. A esta libertad
lo que denominaremos libertad gauge, v a la eleccion de una o, eleccion de gauge o fijacion del gauge.

Una eleccién de gauge ¢ nos fija una trivializacién dada por el sistema local s € T'(L) de la siguiente
manera: )
V§:%§-§ (2.3.1)

donde 6 := 0 + dy. Esta libertad gauge se estudiara en méas profundiad en la seccién 2.3.3.

Una trivializacién nos permitirda describir cualquier seccion como una funcién suave compleja. Es
decir, a partir de la trivializacién dada por s, cualquier seccién ¢ € I'(L) puede escribirse como

%Z):@Z}'ﬁ, ¢€Cw(M)a
donde - denota el producto punto a punto.
Los estados de nuestro sistema ahora son secciones ¢ € I'(L), que localmente se pueden ver como
funciones en C*°(M). Recordemos que el objetivo de la cuantizacién es definir un espacio de Hilbert

cuyos elementos sean estados del sistema clasico y los operadores representen observables clasicos.

Por tanto, necesitamos definir un producto interno hermitico
(,): (L) x (L) — C,

sobre nuestro fibrado L = M. Para ese fin, hacemos uso del producto escalar definido sobre C,
donde dados z,y € C, (z,y) = z*y, donde z* denota el complejo conjugado de z. Ademads, usaremos
la n-forma de volumen definido sobre nuestra variedad simpléctica?® (orientable) a partir de la forma

simpléctica w: d§2 = wA---Aw. El resultado es un producto escalar en el espacio de secciones

I'(L) dado por:

1
(2mh)™

(6,0) = /M(qs(m),w(m))dmm), Vo, € (L), (23.2)

229 ser4 la 1—forma de Liouville si M es un fibrado cotangente.
2 . .2 . .
3La constante de normalizacién se toma, por conveniencia.
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La definicién de un producto interno hermitico, nos permitirda también definir una norma

[9ll2 = V(¥ ),

para ¢ € I'(L). La complecién del espacio de secciones de cuadrado integrable sera el espacio Hilbert
que describa los estados del sistema precuantizado.

L2(L) = { €T(L) : [[¥fl2 < oc}.

Definicién 2.3.1 (Precuantizacién). Una variedad simpléctica (M,w) es precuantizable si existe
un fibrado de linea hermitico L > M con conexién V y forma hermitica (-,-) cuya curvatura es %
La aplicacién de cuantizacién P toma observables clasicos f € C*°(M) y los lleva a observables
P(f) via
P:C>®(M)— 6(L*(L))

f=P(f) = —ihVx, + My (2.3.3)
que actiia sobre secciones complejas ¢ € £2(L) (funciones de onda) ¢ = ¢-s : M — L donde
€ C®(L) y Ms(g) = f - g es el operador multiplicativo.

Para simplifcar los célculos, se escoge el sistema local s de tal manera que para cada punto m € M:
(s(m),s(m)) =1, (2.3.4)

asi, el producto escalar de dos secciones serd el producto escalar complejo de las funciones que

multiplican el sistema local, i.e. para dos secciones arbitrias ¢ = ¢s,1 = s, uno tiene

(¢(m), $(m)) = d(m)* - P(m),  ¥m € M. (2.3.5)

Cabe destacar que la aplicaciéon de precuantizacién P puede ser extendida por linealidad para consi-
derar también funciones C*° (M, C) complejas, aunque solo los operadores reales tengan significado
fisico como observables y solamente estos tltimos seran simétricos.

Proposicién 2.3.1. Dada una variedad simpléctica (M,w) y una funcion f € C®°(M,R), y
la precuantizacion P anteriormente descrita, entonces, el operador (no mecesariamente acotado)
(P(f),Cc(M)) es simétrico (hermitico con dominio denso).

Demostracion. La demostracién se puede hallar en la proposicién H.2.2. O

Es decir, los observables cldsicos precuantizados forman un subconjunto de los operadores simétricos

(o hermiticos) sobre £2(L) que denotaremos como P(M¢) := {P(f)| f € C°°(M)} C Herm(L%(L))

donde con Herm(£2?(L)) denotamos el conjunto de operadores simétricos.?*

24E] hecho de denotarlo como hermiticos tiene como objetivo compartir la notacién con la literatura.
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2.3.3. Representacion KvH del algebra de observables clasicos

Siguiendo el formalismo de KvH, la precuantizacién nos proporciona una representacién del algebra
de Poisson de observables clasicos (C>°(M x R),{-,-}) como operadores (©(H), [, ]).

Teorema 2.3.2. Sean h € C*°(M) el hamiltoniano de un sistema cldsico descrito por el espa-
cio de fases (M,w), P la precuantizacion descrita anteriormente, y f € C°(M) un observable

clasico precuantizado. Entonces la precuantizacion es una representacion del dlgebra de Poisson

(C®(M),{-,-}) como operadores (©(L%(L)),[,"]), i.e.

i
P({h, 1) = —7 [B(h), P(S)] (2:3.6)
Demostracion. La demostracién puede hallarse en el teorema H.2.1. ]

Sin embargo, a diferencia del formalismo de Koopman-von Neumann donde los operadores se re-
presentaban a través de operadores multiplicativos, ahora en el formalismo de Koopman-van Hove
los observables clasicos son representados también mediante operadores derivativos en el espacio
de Hilbert. En esta representacién, los observables cldsicos no conmutan en general, sin embargo,
el hamiltoniano cldsico viene representado por un observable permitiéndonos definir una dindamica
que serda un automorfismo interno del algebra de observables. Estas son las principales diferen-
cias con respecto a la representacién de observables clasicos que se tiene empleando el formalismo
de Koopman-von Neumann (véase [13]), donde los operadores correspondientes a los observables

cldsicos conmutan pero la dindmica define un automorfismo externo®.

Estados estadisticos clasicos

Dada una densidad de probabilidad clésica p € C*°(M) y un observable A € C*°(M), el valor
esperado del observable clasicamente vendra dado por

(A), = /M ApdQ. (2.3.7)

Este mismo estado estadistico clasico, en el formalismo de KvH, vendra dado por un estado puro; es
decir, el estado vendra descrito por una funcién de onda®® ¢ € T'(L) y la matriz de densidad asociada

- _ 1¢) (4]

p € O(H)* serd el proyector normalizado sobre la misma: p = W Bajo esta prescripcion, el

valor esperado de un observable P(A) € ©(H) vendra dado por la traza de la matriz densidad
actuando sobre el mismo,

(P(A))5 = Tr(5P(A)). (23.8)

25E] operador que actia de hamiltoniano de la dindmica (el Liouvilliano) no pertenece al algebra de observables

clasicos.
26Por simplicidad de notacién, a continuacién, trataremos ¢ como si fuera la funcién ¢ € C*(M) que describe la
seccién dada la seccién del vacio s, ¢ = ¢s.
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Lema 2.3.3. Dada la representacion de KvH de un observable P(A) € P(M¢) C ©O(H) y un estado

puro p € O(H)*: p = M, donde ¢ € T'(L), el valor esperado del observable precuantizado P(A)

P= 919)

en el estado p viene dado por la siguiente expresion:

(P(A)), = /M(H(XA) + A)|[2d0 — ik /M G{A, 6. (2.3.9)

Demostracion. Basta calcular (P(A)); = Tr(pP(A)) tomando P(A) = —ihVx, + Ma:

e () - 2550

[ e = [ o)+ ajofan-in [ sa.ce. @310

O

Teorema 2.3.4. Dado un estado puro p € O(H)*: p = m donde ¢ € T'(L). Entonces, la
densidad de probabilidad cldsica viene dada por la relacion

o= 92 — dio(TOI62) + ih{, 6}. (2.3.11)

donde 0 es el potencial simpléctico del espacio de fases y J es el tensor de Poisson (véase definicion
A.2.1).

Demostracién. Consideremos cualquier observable precuantizado P(A) € O(H),y P(A) = —ihVx,+
M 4 su precuantizacién. Empleando la forma de calcular valores medios en la representacion de KvH

(Ecuacién (2.3.9)), debemos postular:
/M Apdy = (A), == (P(A)); (2.3.12)
Entonces tenemos:
/MAde = /MgZ;]P’(A)gbdQ = /M(G(XA) + A)|¢|?dQ — ih /MgE{A,gb}dQ. (2.3.13)

Buscando relacionar p con ¢, introducimos primero el tensor de Poisson J : I'(T* M) x T'(T*M) —
C*°(M) que es una aplicacién C°°(M)-bilineal. Dado un sistema de coordenadas, localmente po-
demos escribir

{F,H} = J(dF,dH) = J"dF,dH, = J"8,F d,H,

X4 =J(,dA) = T" dA, .
s
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Por un lado, se tiene que

0 = / div(J7"0,A|¢|*)dQ = / div(T"0,|9|?)AdQY + / T"0,|6|%0,AdQ, (2.3.14)
M M M

integrando por partes, considerando el hecho de que ¢p(dM) = 0, denotando por 6, la componente
v del potencial simpléctico 6 en la carta de Darboux, y usando el convenio de sumacion de Einstein.

Por otro lado, dado que el operador {-, ¢} es una derivacion, se tiene que:

/{Ad;,gb}dQ:/ A{gz_b,qb}dQ+/ o{A, p}dSQ. (2.3.15)
M M M

Obteniendo la siguiente relacién p = |¢|? — div(T0|6|?) + ih{¢, ¢}. O

Noétese que la densidad de probabilidad clédsica dada por la ecuacién (2.3.11) no estd definida positiva,
por tanto, debemos fijar la libertad gauge (definir la fase de ¢) para que esto no pueda suceder.

Corolario 2.3.5. Para que la densidad de probabilidad cldsica no dependa de la fase de la funcion
de onda y sea definida positiva, se debe cumplir la siguiente condicion:

div(JORc) = —{R¢c, Sc'} (2.3.16)

donde Rc € C®°(Mc,RT), Sc € C®(Mc,R) tales que ¢ = /Roe'Sc/h.
Demostracion. Ver la demostracion del corolario H.2.3. OJ

Libertad gauge

Como ya hemos visto, el uso de un fibrado de linea para representar los estados de nuestros sistema
clasico introduce una libertad gauge dada por el potencial simpléctico o 1—forma de conexién.
Anadir una 1—forma exacta (luego, cerrada) al potencial simpléctico nos da otra conexién V con
la misma curvatura, es decir, dado un potencial simpléctico § € A'(M¢) y una funcién ¢ €
C*(M¢, R), definimos otro potencial simpléctico como 0 = 0+dy. Son dos potenciales simplécticos

diferentes con la misma forma simpléctica asociada, i.e.
w=df =d0+de) =db+ d(dp) = df = w.
=0

La libertad gauge de la fase?” cldsica quedars fijada por la ecuacién (2.3.16) para que la densidad
de probabilidad clédsica sea positiva y no dependa de la fase de la funcién de onda que lo representa.

2TVeremos en la ecuacién B.3.4 que una libertad gauge en la forma simpléctica es equivalente a un cambio de fase
de la funcién de onda.
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A continuaciéon veremos dos formas de entender la relacién que hay entre cambios de fase de los
estados y transformaciones gauge en el potencial simpléctico: la primera viendo cémo transforman
los observables precuantizados bajo cambios de fase, y la segunda dirigiéndonos a la teoria de
fibrados vectoriales.

Proposicién 2.3.6. Dados un observable clisico f € C>®(Mc), su observable precuantizado f
asociado®® al potencial simpléctico 0, un estado ) = V-5 e ['(L) y un cambio de fases dado )’ =
e“"/hz/}, donde ¢ € C*°(M¢,R), entonces, el observable precuantizado transforma de la siguiente

P(f)(y) = M B(f) (1), (2.3.17)

donde P(f) es el operador precuantizado de f asociado al potencial simpléctico §' = 0 + dep.
Demostracion. Véase demostracion en la proposicién H.2.4. O

Vemos que un cambio de fases puede absorberse mediante un cambio gauge en el potencial simplécti-
co con el coste de una fase extra al evaluarlo en un observable. Se puede ver que la propiedad que se
muestra en la proposicion 2.3.6 es equivalente a la condicién sobre la fase que da el corolario 2.3.5.
Sin embargo, la fase extra que se tiene en el operador precuantizado debido a los cambios gauge no
supone ningun problema fisico, ya que, esta fase se verd anulada cuando tomemos valores medios
de los observables:

Corolario 2.3.7. El valor esperado de un operador precuantizado es invariante bajo transforma-
ciones de gauge. Es decir, dados el observable cldsico f, los operadores precuantizados f, f’ y los
estados 1,1’ como en la Proposicion H.2./, entonces:

Py = P(f) )y - (2.3.18)

Demostracion. Empleando la notacién Braket de Dirac:

(P(f))gr = e /M (@|eMB(f) ) = e eI (P(F) ) = (WIB(f)'Y) = (B(f) )y (2.3.19)
O

Otra forma de enfocar esta libertad gauge es recurriendo a la teoria de fibrados vectoriales que nos
dice que un cambio del sistema local produce un cambio en la 1—forma de conexién (y en la forma
de curvatura también). Consideramos un cambio de sistemas locales dado por g := ¢“/M como en
la Ecuacién (B.3.4). Por tanto, segun la Ecuacién (B.3.5) y la proporcionalidad entre el potencial
simpléctico y la forma de conexién, se tiene lo que esperabamos:

0 =g '0g —ihg™'dg = 6 + d, (2.3.20)

28En el sentido de que la 1—forma de la conexién del observable precuantizado estd dada por el potencial simpléctico
siguiente.
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Capitulo

Sistemas hibridos

En este capitulo, presentaremos un nuevo enfoque para tratar con sistemas hibridos y estudiaremos
su dindmica. Tomaremos el sistema clasico y lo precuantizaremos con las herramientas de cuanti-
zacion geométrica tal y como se hace en el formalismo de KvH, y, posteriormente, le acoplaremos
un sistema cudntico de manera natural en el sentido de que trataremos ambas partes como dos
subsistemas cudnticos acoplados. Es decir, un estado de un sistema hibrido serd un elemento del
espacio de Hilbert H = Hc ® Hg donde He = L2(L) es el espacio definido en el caso cldsico y Hq
el espacio de Hilbert de la parte cudntica. A partir de aqui supondremos que el espacio de Hilbert
de la parte cudntica tiene dimensién infinita', por tanto, podemos considerar® que Ho = L2(R™)
es el espacio de funciones cuadrado integrables sobre R™ para algin m € N. Entonces, el espacio
de Hilbert se puede ver como Hog = L2(L) @ L2(R™) = L2(Mc x R™).

A su vez, un observable serd un elemento de O¢cg = P(M¢) @ O(L2(R™)), donde O(L*(R™))
denota el conjunto de operadores sobre £?(R™).

Mencionar también que todas las herramientas de geometria diferencial que usemos en un sistema
hibrido como la derivada exterior d, la conexién V, etc. solo actiian sobre el subsistema cldsico sin
afectar a la parte cuantica, ya que estan definidos sobre M¢,. Por ejemplo, localmente, la derivada
exterior sobre un estado hibrido f € Heog = L2(Mc x R™) como

of , of ,
dF(q s Q™ D1y e P Ty e e ey T _§ i ).
f(q7 »q4 5 P1, > Pn,y L1, x ) (al q +8pz >

(3.0.1)

1Si Hg es de dimensién finita, es decir, Hg = C* para algin k € N, lo siguiente es aplicable pero habria que
adaptar cierta notacién, no lo haremos en este trabajo.
2Recordemos que todos los espacio de Hilbert separable infinito-dimensionales son isomorfos.
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3.1. Dinamica hibrida unitaria

La pregunta que nos hacemos en este punto es bajo qué condiciones la dindmica unitaria deja
invariante el espacio de observables hibridos. Veremos que salvo para observables triviales, una

dindmica unitaria no puede ser una dinamica hibrida bien definida.

Teorema 3.1.1. No existe ninguna dindmica unitaria independiente del tiempo y conectada con la
identidad que deje invariante el espacio de observables no triviales hibridos.

Demostracion. Una dindmica unitaria independiente del tiempo y conectada por la unidad tiene
la forma de (2.2.9), por lo que, para que una dindmica de este tipo preserve el subdlgebra de
observables hibridos es condicién necesaria y suficiente que el conmutador de un observable hibrido
con el hamiltoniano hibrido sea, de nuevo, un observable hibrido. Buscamos bajo qué condiciones

un observable cumple que el conmutador del mismo con el hamiltoniano es un observable:

[P(h) ® Hg,P(f) ® Fg] € Ocg = P(Mc) ® O(LER™)). (3.1.1)

El conmutador del producto tensorial de dos observables puede descomponerse en productos de con-
mutadores y anticonmutadores, de esta manera, convertimos la condicién anterior en una cuestion
en el subsistema clasico, ya que la dindmica unitaria en el subsistema cuantico preserva el algebra

de obsrvables cuanticos. Explicitamente,

[B(h) © Ho, B(f) ® Fol = [B(h), P(f)] ® [Ho, Fol +B(h).B(f)]: ® [Ho.Fo] — (3.1.2)
—
€P(Mc) €0(L2(R™)) €O(L2(R™))

donde con [-,-]; denotamos el anticonmutador?®. De esta manera, para que la transformacién infi-

nitesimal de un operador sea un operador hibrido, se requiere que el anticonmutador de dos ob-
servables clasicos precuantizados sea otro operador precuantizado, i.e. [P(h),P(f)]; = P(g) para
algin g € C*°(M). Veremos que, en general, lo anterior no es posible ya que el anticonmuta-
dor nos da términos derivativos de segundo orden que no se pueden interpretar como operadores

precuantizados.

Vemos que parte del anticonmutador puede verse como un observable precuantizado, pero no su
totalidad:

[P(h)v ]P)(f)]+ = [_ithh+h’ _ihVXf +f]+ = -1 [tha VXf}+_ih[VXh7 f]Jr_Zh[ha VXf]++[h’7 f]+ =

=—hVx,Vx, —W’Vx,Vx,— ihVx,f  —ihfVx,—ihhVx,— ihNxh  +h-f+f-h=
=—ihV x, —ibXmtf) =—ihV x , —ihX7th]

— _;:,,2(thva +Vx,;Vx,) = 2ih(fVx, +hVx,)+h-f+f-h=

VX
= —h*[Vx,,Vx, ]+ +2P(fh). (3.1.3)

3Y(A, D(A)), (B, D(B)) € ©(H), [A, Bly := AB + BA con dominio D([A, B]) = D(AB) N D(BA) = D([A, B)).
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Noétese que tenemos términos derivativos de segundo orden, el anticonmutador de las derivadas
covariantes. Estos términos no podran ser absorbidos con observables precuantizados, en general.
A pesar de ello, ain podemos manipular més la expresién para dejar un solo término derivativo de
segundo orden. Para ello, intentamos expresar el anticonmutador mediante el conmutador méas un

término adicional. Vedmoslo partiendo del dltimo resultado obtenido en la ecuacién (3.1.3)

[P(h),P(f)]+ = [-ihVx, + h, —ihV x, + fl4 = =F*[Vx,, Vx4 + 2P(fh) =
= 20V, Vx, + 1’[Vx,,Vx,] +2P(fh) = =20°Vx,Vx, + B*  [Vx,,Vx,] +P(2fh)=
e

i

h{f,h}-i-v[xf,xh]

=P({f.h})
= —2n°Vx,Vx, + ih(—ihv[ X, Xp) t {f,h}) +2P(fh) =
N—_——

X{rny
= —2h’Vx,Vx, +P(ih{f,h} +2fh). (3.1.4)

Todo operador precuantizado no constante es de orden derivativo 1, por tanto, no hay forma de
interpretar la doble derivada covariante como un operador precuantizado salvo que este se anule,
que corresponde al caso en el cual el observable es constante. Sin embargo, este caso no tiene ningin

interés fisico. O

3.2. Dinamica hibrida no lineal

Hemos visto que la dindmica unitaria solo estd bien definida en el contexto de sistemas hibridos
para observables triviales. Nos preguntamos si se puede definir una dindmica no lineal (y, por tanto,
no unitaria) que deje invariante el subalgebra de los observables hibridos. La respuesta serd que si,
sin embargo, la dinamica tendrd unas caracteristicas determinadas, como que la dindmica de un

observable dependera del estado inicial del sistema sobre el que estamos midiendo.

Para ello, vemos que parte del término de Vx,Vy, puede absorberse con un cambio gauge (un
cambio en la forma simpléctica).

Consideremos el estado T € L2(L) ® L2(R™) = L2(Me x R™) que se puede escribir de la forma
T = VRe /"5 para R, S € C®°(M¢ x R"). Entonces,

Vi, (Ts) = Vi, (VR 5/"s) = % (B(Xp) — dS(X)) + %Xh(ln(R)) Ts. (3.2.1)

|
) )

Imponiendo cierta condicion sobre el sistema local s, se demuestra en la proposicion H.4.1 que el
término (1) puede anularse. Asi, el inico término que permanece de la ecuacién (3.2.1) es el término
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(2). Calculando la segunda derivada covariante (suponiendo, de nuevo, que (1) se anula) se tiene lo

siguiente?:
Vi, Vi, Ys = Vy, <;Xh(ln(R))Ts> - %Xf(Xh(ln(R)))Tg + zihxh(zn(R))@(Xf)argr
+SXalin(R)  Xp(Log(Y))  Ys=
1 7
:in(l”(R))—ﬁXf(S)
3 (X (Xa(0n(R) + £0CE) X)) + 3 X510 (R (0n(R) — 3 X5 (1n(R) X (5) ) T =
= | S X XA (R) — T XA (RIX(B) + o= Xi(B) (0(Xy) — dS(Xp) | Ts, (322)

®3)

a priori, no se anula. Nos interesa que el término (3) de la ecuacién anterior también se anulase
junto a (1) de tal manera que la segunda derivada covariante no dependiera de la fase S. Es decir,
lo ideal serfa hallar una solucién al siguiente sistema de ecuaciones®:
{ 6(Xn)=dS(Xn) (1),

0Xp) = dS(Xy) () (3:2:3)

Como primera opcién, uno puede pensar que bastaria imponer la condicién (més restrictiva):
ds =49.

Pero esta condicién no se puede cumplir en general, ya que, 6 es una 1—forma no cerrada, pero dS

es exacta, luego cerrada.

La existencia de la solucién del sistema de ecuaciones (3.2.3), que anularfa los términos (1) y (3)
a la vez, no estd asegurada y requiere plantearlo como un problema con ligaduras que restringe
el conjunto de observables cldsicos que lo cumplan. Otra forma de verlo seria plantearlo como un
problema dindmico anadiendo una conexion al término temporal de la ecuacién dindmica, o también
estudiar si se pueden imponer ciertas condiciones al hamiltoniano h para simplificar la resolucién
del sistema. Este problema requiere de futuras investigaciones que quedan fuera de este trabajo y ha
sido discutido en otros trabajos como en [10], [5], [| 1]. Lo que si podemos asegurar por la proposicién
H.4.1 es que el término (1) de (3.2.1) se anula para alguna trivializacién, pero no podemos asegurar
que (3) de (3.2.2) también se anule, deberemos tomarlo en cuenta para la dindmica.

A continuacién se explora la dindmica no lineal en la imagen de Heisenberg que deje invariante el

algebra de observables clasicos. El estado ¢ evolucionard en el tiempo siguiendo la curva integral

“Denotamos por Log el logaritmo complejo y por In el logaritmo neperiano sobre los reales.
Con abuso de notacién diremos que (1) se cumple si la ecuacién (1) de (3.2.3) se cumple o, equivalentemente, si
le término (1) de la ecuacién (3.2.1) se anula. Anélogo con (3).
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del campo hamiltoniano, de tal manera que escogiendo la fase dada por la ecuacién (77?), la segunda

derivada covariante de T se reducird a la siguiente expresion:
1
Finalmente, el conmutador de la ecuacién (3.1.2) queda reducido a la siguiente expresién

[P(h) ® H,P(f) ® FQ|T =P({h, f}) ® [Hg, Fol+T + P(—il{h, f} + 2h - f) ® [Hg, Fo]T—
—20*Vx,Vx, @ [Ho, Fo]Y = P({h, f}) @ [Hq, Fl+ Y + P(=ili{h, f} + 2h - f) © [Hg, Fo] T -

-2 (G X X)) -

o X RXAR) + 1 (R (O1X) = dS(X;) ) @ [, Y.

4R2 2hR
(3.2.5)

Con todo esto, podemos proponer la dindmica hibrida no-lineal en la imagen de Heisenberg que
preserve el algebra de observables hibridos:

Teorema 3.2.1. Dados un estado hibrido® Y € L*(L) ® L2(R™) tal que se puede escribir como
Y = VReS/" donde R,S € C*®(Mec x R™), un observable hibrido no dependiente del tiempo
P(f) ® Fg € P(Mc) ® O(LER™)), y el hamiltoniano hibrido P(h) ® Hg € P(M¢) ® O(L2(R™)),
entonces, la dindmica hibrida no-lineal independiente del tiempo y conectada por la unidad dada por

la ecuacion siguiente:

& (B(f) @ Fo) T = T [P(h)@Ho, B(f)2Fo] T +2ihV x, Vx, &[Ho, FolT = © [B(h)@ Ha, B(f)@ Fal T+

2t (X5 (6 () = 11 X (RIX () + 31 X0 () (00Xy) — dS(X,) ) © o, FolT:
(3.2.6)

preserva el dlgebra de observables hibridos.

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir de la expresiéon del conmutador dada por la
ecuacion (3.2.5). De esta manera,

9B ©F)T = B({L1Y) © (Ho Fols T + B(—ih{h.f} + 2h - f) ® [Ho. FalT (327)
que pertenece a P(M¢) ® O(L2(R™)). O
bm e N.
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Capitulo

Conclusiones

Este trabajo nace de la bisqueda de una dindmica hibrida bien definida en términos de espacios
de Hilbert. Se basa en los trabajos [6] y [18] donde se estudia la implementacién del formalismo de
Koopman-von Neumann de representaciones de observables clasicos a sistemas hibridos. Sin embar-
go, hasta la fecha no se ha encontrado una dindmica con todas las propiedades fisicas esperables
de un sistema hibrido en este enfoque. Este trabajo propone una nueva perspectiva para hallar una
dindmica hibrida. Para ello, se sigue el formalismo de Koopman-van Hove que permite representar
el dlgebra de observables clasicos como operadores sobre un espacio de Hilbert usando el procedi-
miento llamado precuantizacién de cuantizacién geométrica. En este marco tedrico, la dindmica de
un sistema hibrido es un automorfismo interno del dlgebra de observables hibridos, a diferencia de
lo que se tiene con el formalismo de Koopman-von Neumann. Ademaés, en este trabajo se demuestra
que no hay ninguna dindmica hibrida unitaria no trivial y se propone una dindmica no lineal que

deja invariante el dlgebra de observables clasicos.

La principal aportacién original de este trabajo se puede resumir como: el uso del formalismo de
Koopman-van Hove para estudiar la imagen de Heisenberg usando automorfismos internos al dlgebra
de observables hibridos, demostracion de la no existencia de dinamicas hibridas unitarias no triviales

y propuesta de una dindmica no lineal bien definida.

Finalmente, se proponen las siguientes posibles lineas de investigacién futuras. En primer lugar,
estudiar la existencia de la solucién del sistema de ecuaciones (3.2.3), que implicaria que la dindmica
no lineal descrita por la ecuacién (3.2.6) no dependiera de la fase del estado sobre el que se mide
el observable. Para ello, se requiere de su planteamiento como un problema con ligaduras o como
un problema dindmico anadiendo una conexién no abeliana al término temporal. En segundo lugar,
estudiar la dindmica hibrida no lineal dual en la imagen de Schrédinger. De tal manera que se tenga
la dindmica sobre los estados del sistema hibrido. Por ultimo, interpretar fisicamente la dindmica
no lineal obtenida, y estudiar sus propiedades como puede ser la back-reaction o ver si la densidad
de probabilidad clasica obtenida con la traza parcial del sistema cuantico estd bien definida.
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Apéndice

Algunas propiedades de geometria diferencial

A.1. Campos vectoriales

Definicién A.1.1 (Espacio tangente). El espacio tangente 7),M de una variedad M sobre un punto
pE Mes
ToM:={[], ~v:(-€€) =M, ~(0)=np}

donde € > 0 puede depender solo de v y la relacién de equivalencia en el conjunto de curvas sobre
p estéd definida por

N~y = (Pom)(0) = (1 or2)(0)

para una (y cada) carta admisible (U, %) en p € U.

Definicién A.1.2 (Campo vectorial). Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M
es una aplicacién

pe M X(p) € T,M,

que es suave en el sentido de que Vp € M y una (y cada) carta (U, = (x1,...,2,)) en p

X‘U = v; € COO(U) (A.l.l)

Vi
— " 0x;
A

Definicién A.1.3. El conjunto de campos vectoriales sobre M lo denotamos por X(M).

El conjunto de campos vectoriales X(M) es un médulo sobre el anillo C°°(M) mediante la suma

punto a punto y la multiplicacién por escalares y vectores.

Definicién A.1.4 (Derivacién). Una aplicaciéon R—lineal 6 : C°(M) — C*°(M) decimos que es
una derivacién del anillo C*°(M) si para cualquier f,g € C*(M),

0(f-9)=0(f)-g+[-0(9)

26



Los campo vectoriales actiian como una derivacién sobre el anillo C*°(M) de la siguiente manera:
X(M) x CF(M) = CF(M) (X, f) = X(f),

donde X (f)(p) = df|p(X(p)), siendo d la diferencial exterior de la variedad M.

Ademds, un resultado muy interesante es que toda derivacién sobre C°°(M) corresponde a un

campo vectorial

Proposicién A.1.1. Toda derivacion 6 de C*°(M) es de la forma 6(f) = X(f) para algin X €
X(M)

Definicion A.1.5. El corchete de Lie, o conmutador, de dos campos vectoriales
[] s X(M) = X(M)

estd definido como
(X, Y](f) = X(Y(f) - Y(X(f))
para todo X, Y € X(M) y f € C®(M).

El corchete de Lie de dos campos vectoriales es un campo vectorial

Observacion A.1.2. Dado dos campos vectoriales X,Y € X(M) la existencia del campo vectorial
[X,Y] sigue de que el conmutador de dos derivaciones es una derivacion, i.e. [01, d2] := d1d2 — d2d1
es una derivacién (la prueba es seguir la definicién A.1.4).

A.2. Tensor de Poisson

Definicién A.2.1 (Tensor de Poisson). Dada una variedad simpléctica (M, w), el tensor de Poisson

J es un campo tensorial antisimétrico de tipo (2,0) sobre M:
J :T(T*"M) x T(T*M) — C(M,R), (A.2.1)
de tal manera que Vf, g € C°(M,R):

J(df,dg) ={f, 9} = w(Xy, Xg). (A.2.2)

Localmente, dada una carta (U,v = (¢’, pi)i~, del atlas de Darboux, el tensor de Poisson toma la

siguiente forma:

90
J = Z; % " o (A.2.3)
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A.3. Curvas integrales

Definicién A.3.1 (Curva integral). Una curva a: I C R — M es una curva integral de un campo
vectorial X € X(M) si o/(t) = X, para todo t € I.

Definicién A.3.2 (Campo completo). Un campo vectorial X € X(M) es completo si todas sus

curvas integrales estdn definidas en todo R.
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Apéndice

Fibrados vectoriales y conexiones

En este seccién se pretende introducir las herramientas matematicas empleadas en cuantizacion
geométrica. En primer lugar, se hace un repaso general de la teoria de fibrados vectoriales y se
define la nocion de conexién de las mismas. Exponer el lenguaje matematico correspondiente a estas
estructuras nos permitird entender mas facilmente los fibrados de linea, que corresponden a un caso
muy particular de fibrado vectorial. A continuacién, nos centraremos en estos fibrados de linea y lo
equiparemos de una estructura adicional, un productor hermitico compatible con la estructura de
fibrado, lo que nos proporcionaré los llamados fibrados de linea hermiticos. Este caso particular de
fibrado es la estructura matematica en el cual se sustenta la cuantizacion geométrica, en concreto,
para sistemas cldsicos, tomaremos como base el espacio de fases (una variedad diferenciable de
dimensién par) y lo dotaremos de fibras complejas unidimensionales.

Definicién B.0.1 (K-Fibrado vectorial). Un K-Fibrado vectorial, K € {R,C} de rango r sobre una

variedad M es:
1. una variedad E con una aplicacion diferenciable 7 : £ — M, tal que

2. la fibra
By o= ({p)) (B.0.1)

sobre cada punto p € M es un K-espacio vectorial de dimensién r, y

3. cada punto p € M admite un entorno U C M y un difeomorfismo ® : 7=}(U) — U x K" para

el cual el siguiente diagrama:



conmuta y tal que para cada ¢ € M el mapa
Qlg, : Eg = {q} xK" (B.0.2)

es lineal (por tanto, un isomorfismo lineal).

Mas adelante veremos que la estructura que emplearemos para la cuantizacién geométrica serd un
C-fibrado vectorial de rango 1, i.e. un una variedad cuyas fibras son el espacio complejo C. Por
tanto, a partir de ahora, salvo que se mencione lo contrario, consideraremos K = C, y diremos
fibrado vectorial refiriéndonos a un C-fibrado vectorial.

En cuanto a la notacién, dado un fibrado vectorial E = M , llamaremos
n F el espacio total, M la base y 7 la proyeccion del fibrado.
= Ademas, al difeomorfismo ® definido en 3 de B.0.1 lo llamaremos una trivializacion local.

Definicién B.0.2 (Secciones). Una aplicacién diferenciable s : M — E es una seccion del fibrado
vectorial E 7 M si

mos =1idyy,

i.e., para cada p € M
s(p) € Ep.

Es decir, una seccion es una funcién que a cada punto de la base M le hace corresponder un elemento
de la fibra E. Al conjunto de secciones lo denotamos como

I'(E) :={s: M — E|s es una seccién },
y su restriccién fibrados definidos sobre U C M

I(E)|y:={s:U — E|s es una secci6n de E|y }.

Observacién B.0.1. El conjunto de secciones T'(E) de un fibrado vectorial E = M forma un (C-)
espacio vectorial y un C*°-mdédulo bajo la suma y el producto punto a punto. Ademsds, si s € I'(E)

y s €T(E), entonces s s’ e(EDFE'),s®s e(E®QFE)ysel(F).

En el contexto de fibrados vectoriales, nace un nocién analoga a las bases de espacios vectoriales
finitos que es la de sistema local.

Definicién B.0.3 (Sistema local). Un sistema local de rango r de un fibrado vectorial E = M es

una familia
81y, Sr € F(E)|U
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de secciones locales definidos sobre un subconjunto abierto U C M que es linealmente independiente

punto a punto.

Denotaremos un sistema local como s = (s1,..., s;).

Hay una correspondencia canénica entre trivializaciones y sistemas locales:

Lema B.0.2. Dado un fibrado vectorial E = M de rango r, hay una correspondencia 1 — 1 entre:
» sistemas locales s = (s1,...,8,) con s1,...,8, € T(E)|U y
» trivializaciones locales ® : 7= H(U) — U x C”

dado por la asignacion de una trivializacion a cada sistema local s

D . 71'71(U) —UxC", Zsi(P)Ui = | D,

i

Demostracion. Sea ® : 7~ 1(U) — U x C" una trivializacién local, entonces,

Si(p):(l)_l(}%ei), i:1>"'7r

define un sistema local.

Reciprocamente, dado un sistema local sobre U C M, la funcién definida por

.U x C" = 7 Y(U), p| D] s

Uy

es biyectivo, preserva la fibra y es lineal fibra a fibra. Su inversa ® es un difeomorfismo y, por tanto,
una trivializacién lcoal, porque ® ! es diferenciable y un difeomorfismo local. O

La nocién de sistema local nos permite equipar a un fibrado vectorial de lo que se denomina como
atlas de fibrado, lo que nos permitira obtener propiedades globales del fibrado a partir de herra-
mientas locales (e.g. los sistemas locales).

31



Definicién B.0.4 (Atlas de fibrado). Un atlas de fibrado para un fibrado vectorial E > M es
una familia de trivializaciones locales {(Uy, ®o)}acr de E, (o, equivalentemente, de sistemas locales
sobre U,) tal que M = U,U,,.

Los atlas de fibrado nos permitirdn caracterizar las secciones por sistemas locales s, (en Uy,) y
funciones C*°(U,,C").

Observacién B.0.3. Dado un atlas de fibrado para un fibrado vectorial E = M , toda seccién
Y € I'(E) puede ser escrito localmente como

Dy =) shvh = Savas

)

donde s, = (s, ...,s%) es un sistema local definido sobre U, y
Va
va
va=| . | € CCU,,C")
Va

es una representacién lcoal de . Es decir, para cada p € U, se tiene

D0 (¥]p) = (pvalp))

siendo @, la trivializacién local correspondiente a sa.

Antes de seguir, necesitamos imponer ciertas condiciones a las trivializaciones locales (o, equivalente,
a los sistemas locales) para que estén bien definidos globalmente. Lo que haremos sera pedir que en
las intersecciones de los abiertos de un atlas, los sistemas locales transformen de una manera muy
concreta: han de cumplir las condiciones de cociclos.

Dado un fibrado vectorial E = M , y un atlas de fibrado {(Us, ®4)}a, para cada dos trivializaciones
®,,, ®g del atlas, el cambio de trivializacién

7T71<Ua NUg)
Pp|

¢Q|W_W \ﬂ-—)l(UaﬂUﬁ)
Pao®s|(Uanug)xer

(UaNUpg) x C" (UaNUpg) x C"

preserba la fibra y es lineal fiberwise. Por tanto, ®, o ‘1)[3|(UamUﬁ)x(CT es de la forma

(P, va) — (P, 980 (P)Va)
—_——
vg
con

9Ba - U, N Ug — GlT(C)

suaves.
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Lema B.0.4. Sea E 5 M un fibrado vectorial de rango r con un atlas de fibrado y Jap como arriba.
Entonces, v, € C*(U,,C") son representaciones locales de una seccion ¢ € T'(E) si y solo si para
todo o, 3

U3 = gBavla en Uy U Ug.

Recordemos que dos representaciones vo,vg € C*°(Uq(Uqy, C") de un vector en E, con p € U, N Ug
s

no son més que los coeficientes respecto a las bases s,(p) y s5(p), respectivamente.

Como ocurre en algebra lineal, punto a punto, los coeficientes transforman acorde a la matriz de

cambio de base, en este caso ggq(p),
vg = gﬁa(Z))va‘

Por eso, los sistemas locales s, y sg estan (punto a punto) relacionados por

§a:§ﬂgﬂa en UamUﬁ

Definicién B.0.5. Llamaremos a go3 : Uy N Ug — GI,.(C) cambio de trvializacion o cambio de

sistema local.

Los cambios de trivializacién gz, € I'(Mat(r x r,C) pueden verse como secciones en el fibrado
vectorial de las matrices complejas r X r, ya que, para cada punto de la base U, NUpg, nos proporciona
la matriz de cambio de base entre s,(p) y sg(p). Por tanto, han de cumplir lo que se denominan

como condiciones de cociclost:
Gya = Gy9pa en Uy N U N Uy

y en particular
Jaa =1d Y Gya = Gur

B.1. Conexiones

Hay diferentes maneras de definir una conexién V sobre un fibrado vectorial. Lo podemos ver como
un operador que dado un campo vectorial y una seccién, te devuelve otra seccion. También se
puede entender un operador que dado una seccién, te devuelve una 1-forma con valores sobre la
fibra. Todas las definiciones son equivalentes, aqui daremos la que creo que es mas ilustrativa y

trasluce todas las propiedades que tiene la misma.

Definicién B.1.1 (p-forma sobre un fibrado). Una p-forma de fibrado con valores sobre el fibrado

vectorial E = M es un mapa

a:X(M)x---xXM)—T(E)

~
p

I Traduccién directa de lo que se denomina como cocycle conditions en inglés.

33



(XY, Z,... )~ (a(X,Y,Z,...) : M = E)

tal que es lineal en cada entrada y es anti-simétrico bajo permutaciones en las entradas.
Al conjunto de p-formas sobre el fibrado E > M , lo denotaremos como AP(M, E).

Definicién B.1.2 (Conexién sobre un fibrado). Una conexién V sobre un fibrado vectorial £ = M
es un operador
V:X(M)xT'(E) - T'(E)

que es

= tensorial (i.e., C°°(M, C)-lineal) en la primera entrada, i.e.

Vix = fVxi,

= y satisface la regla de Leibniz en la segunda entrada, i.e.,

Vx(@f) = (Vx¥)f +¢ - X(f)

para ¢ € I'(E) y f € C*(M,C).

Por completitud, mencionar que dado una seccién s € T'(E), Vs := V(-,s) € AP(M,E) es una
1-forma con valores en la fibra F (a cada campo vectorial X € X(M), le asigna una seccién V xs).

Ademds, el espacio de conexién de un fibrado vectorial E > M es un espacio afin con el espacio
vectorial subyacente
A (M, End(E)) 2 T(T*M ® End(E)),

ie.
» si V! y V? son dos conexiones sobre F, entonces,
n:=V?-V'e A (M, End(E))
y
» reciprocamente, si V! es una conexién sobre E y -n € A (M, End(E)), entonces
Vi.=V! 49

es otra conexion.

Dado el fibrado vectorial E = M de rango 7 y el atlas de fibrado (U, 5, )acs- Se puede definir el
concepto de conexién localmente sobre un abierto U, C M.
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Definicién B.1.3 (1-forma de conexién). Una 1-forma de conexion de una conexién V sobre E

con respecto al sistema local s en U, es una 1-forma con valores en las matrices r X r
On € AUy, Mat(r x r,C))

sobre U, definido como

Vs, =5, Oa.
Escribiendo el sistema local como
So = (87, ..., 8%), (B.1.1)
donde s; € T'|y(FE), esta férmula tiene la forma
T
Vs§ =) s 0, € A'(U,E), (B.1.2)

i=1

donde OF; € AY(U,C) son los coeficientes de la forma de conexién ©,,.

Se puede interpretar la forma de conexién 6, de una conexién V respecto a un sistema local s
como la diferecia a la conexién trivial respecto a una trivializaciéon. Més concretamente, bajo una

trivializacion @, la conexién V se mapea a una conexién
d+ 6,

en el fibrado trivial U, x C".

La 1-forma de conexion serd importante en cuantizacion geométrica, ya que, sera el encargado de
que le estructura simpléctica de la variedad diferenciable correspondiente al espacio de fases se
acople correctamente con el fibrado con al que dotaremos.

B.2. Estructura Hermitica

Una estructura hermitica sobre un fibrado vectorial E = M es un producto interno hermitico (,9)
en las fibras que es suave en el sentido de E — C : v — (v,v) es una funcién diferenciable.
Se dice que es compatible con la conexién V si para par de secciones s,s’ € T'(E) y todo campo
vectorial X € X(M),

X(s,8) 2 d(s,8)(X) = (Vyxs,s) + (s5,Vxs).
Un fibrado vectorial dotado de una estructura hermitica, lo llamaremos, naturalmente, fibrado
vectorial hermitico.

B.3. Curvatura de una conexién

Definicién B.3.1 (Curvatura). Sea V la conexién de un fibrado vectorial £ > M . La curvatura
RY de V es

RY(X, Y)Y =VxVyy — VyVxt¢ — Vixy¥,
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donde ¢ € T(E) y X,Y € X(M). Equivalentemente, RV (X,Y") es el operador (C-)lineal sobre I'(E)
dado por
RY(X,Y)=[Vx,Vy] = Vixy]

La curvatura RY es un campo tensorial sobre M y por tanto, es C*°—lineal en todas sus entradas.

Corolario B.3.1. El tensor de curvatura RV es una 2-forma alternada con valores en el fibrado
de endomorfismos sobre E, i.e.

RY € AX(M, End(E)) := T(AX(T*M) ® End(E)) CT(T*M @ T*M ® E* ® E),

donde A*(T*M) C T*M ® T*M denota al fibrado de campos tensoriales (0,2) alternados.

Veamos c6mo podemos tratar la curvatura de una conexién localmente (i.e., dada una trivializacién
o sistema local). Recordemos que una conexién V sobre un fibrado E = M respecto a un sistema
local s en U C M esta dado por

Vs=5-60 (B.3.1)

donde © € AY(U,Gli(r,C)) es la forma de conexién.
Andlogamente, la curvatura viene descrita localmente por
RVs=s5-w (B.3.2)

en términos de una 2-forma w € A%(U, GI(r,C)) evaluada sobre matrices.

Definicién B.3.2 (Forma de curvatura). w € A%(U, Mat(r x 7, C)) se denomina forma de curvatura

de V respecto al sistema local s.

Lema B.3.2. La forma de curvatura respecto al sistema local s viene dado por

w=dO +O 6. (B.3.3)

Demostracion. Sean X,Y € X(M),

RY(X,Y)s = VxVys - VyVxs — Vixys
=5(0(X)0(Y) - 6(Y)0(X) — (X(O(Y)) + Y(O(X)) + O(X,Y]))) =

dO(X,Y)

= 5(dO + 6 A O)(X,Y).

O]
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Mencionar que, para el caso en el que el fibrado vectorial tenga rango 1, como sucedera a partir
de ahora, © toma valores en el espacio conmutativo End(C) = C, lo que produce que © A © = 0
haciendo que w = dO.

Lo tdltimo que veremos para fibrados vectoriales generales es la forma en que transforman las formas
de conexién y de curvatura tras cambios de trivializacién. Sea E = M un fibrado vectorial con un
atlas de fibrado {(Ua, ®4)}a con los sistemas locales s, correspondientes. Sean s, s’ dos sistemas
locales y g el cociclo correspondiente al cambio de sistema,i.e.

s=g-s (B.3.4)

Entonces, las formas de conexién y de curvaturas de ambas trivializaciones estdn relacionadas de la
siguiente manera
0 =g tOg+ g tdg, (B.3.5)

W' =g lwyg. (B.3.6)

Noétese que la forma de curvatura tiene cardcter tensorial a diferencia de la forma de conexién.

B.4. Fibrados de linea y conexiones

Un fibrado de linea es un caso particular de fibrado vectorial, en concreto, es un fibrado vectorial
complejo unidimensional. Todas las nociones estudiadas para fibrados vectoriales son facilmente
aplicables a fibrados de linea. El hecho de que la fibra sea unidimensional, hace que la forma de
conexién tome valores en C que es conmutativo; esto nos permitird simplificar ciertos cdlculos méas
adelante. A continuacion, repasaremos brevemente la nocién de seccion y de conexion para fibrados

de linea como un caso particular de lo visto anteriormente, no nos detendremos mucho en esto.

Definicién B.4.1 (Fibrado de linea complejo hermitico). Un fibrado de linea complejo hermitico
es un fibrado vectorial (complejo) L = M de rango 1 con conexién V dotado de una estructura

hermitica (i.e. un producto interno hermitico (-,-) compatible con V).

En este espacio, una trivializacién local (U, ®) estd determinada por la denominada seccidn del vacio
u=o(, ew) € I'(L), con ® € R que es un elemento no nulo. Esto simplifica mucho el tratamiento, ya
que, permite caracterizar localmente cualquier seccién del fibrado de linea con una funcién compleja
suave f € C>*(M,C).

En fibrados de linea L = M, una conexién V y una sistema local s, las expresiones de las formas
de conexién y de curvatura se simplifican con el hecho de que el fibrado tiene rango 1. La 1-forma
de curvatura © € AY(M, End(1 x 1,C)) = A'(M,C), es decir, la forma de curvatura una 1-forma
puro, en el sentido, que es una forma diferencial. Ademds, la 2-forma de curvatura w = d@ viene
dado por la diferencial exterior aplicado a la forma de conexién (el término del producto exterior
de la Ecuacién (B.3.3) se anula por la conmutatividad de C ya mencionada)
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Apéndice

Algunas cuestiones de andlisis funcional

En esta seccién se pretende introducir las nociones de anélisis funcional necesarias para trabajar en

el marco de la fisica cudntica.

C.1. Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial sobre C. Un mapa (-,-) : H x H — C es llamado producto escalar sobre
H si:

1. Es lineal en la segunda variable,

2. es hermitico-simétrico, i.e. (z,y) = (y,x)
3. es definido positivo, i.e. (¢,1) > 0, para todo ¥ € H, con (¢, 1) = 0 si, y solo si, 1p = 0.

Definicién C.1.1. El espacio vectorial H equipado con el producto escalar (-, -) lo llamamos espacio
de Hilbert si es completo.

Definicién C.1.2. Sea H un espacio de Hilbert. Una secuencia (¢p)ner C H es llamado una
secuencia ortogonal si (¢, ¢j) = d; ;.

Definicién C.1.3. Una secuencia ortogonal (¢,,)ne;r C H es una base ortonormal si para todo

Y eH,
= (6, 1)0i (C.1.1)
i=1

Definiciéon C.1.4. Un espacio vectorial topolégico V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo
K (donde K suele ser R o C) que estd dotado de una topologia tal que las siguientes operaciones
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son continuas:

1. Adicién: La funcién + : V x V — V definida por (z,y) — x + y es continua con respecto a la
topologia producto en V x V.

2. Multiplicacién escalar: La funcién - : K x V' — V definida por (A, z) — Az es continua con

respecto a la topologia producto en K x V.

Definiciéon C.1.5. Un espacio topoldgico se dice que es separable si contiene un subconjunto denso

numerable.

Proposiciéon C.1.1. Un espacio de Hilbert es separable si, y solo si, contiene una base ortonormal.

Demostracion. Dada una base ortonormal (¢, )ner C H, el conjunto

N

spanpjp{¢n|n € N} := {Z(aj +ibj)¢;|N €N, a;,b; € P}
j=1

es un subconjunto denso de H y es contable. La otra direccién se puede probar usando el método
de Gram-Schmidt. O

C.2. Operadores no acotados

Teorema C.2.1 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y T € H'. Entonces, existe un
unico Yr € H tal que:
T(¢) = (Yr, o), VYo €H. (C.2.1)

Demostracion. Véase teorema 4,1 de [17]. O

Definicién C.2.1. Sean X,Y dos espacios normados’. Un operador L : X — Y entre X e Y se

dice que es acotado si existe un C' < oo tal que:

ILz|ly < Cllz|lx, Va € X. (C.2.2)

Proposicién C.2.2. Sean X,Y dos espacios normados. Sea B(X,Y) el conjunto de operadores

lineales acotados de X a'Y. Sea:

ILlsexy) = ll#llx = 1| Laf|y. (C.2.3)
sup
1Un espacio de Hilbert es un espacio normado definiendo la norma ||-|| := 1/, -).
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Entonces, ||-||gx,y) define una norma sobre B(X,Y). Ademds, si Y es completo entonces, B(X,Y)

es también completo, por tanto, es un espacio de Banach.
Demostracion. Véase proposicién 3,63 de [17]. O

Teorema C.2.3. Sean X,Y dos espacios normados. ea L : X — Y un operador lineal. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. L es continuo en 0,
2. L es continuo,

3. L es acotado.
Demostracion. Véase teorema 3,68 de [17]. O

Es decir, si un operador lineal es continuo, entonces también es acotado.

Teorema C.2.4 (Extension de operadores lineales acotados densamente definidos). Sea Z C X un
subespacio denso de un espacio normado X y sea Y un espacio de Banach?. Sea L : Z — Y lineal

y acotado ®. Entonces, L admite una tnica extension lineal y acotada L € B(X,Y) con L|z =L y

IZllscx,y) = LBy (C.2.4)
Demostracion. Véase teorema 3,66 de [17]. O

Definicién C.2.2. Un operador no acotado® A sobre H es una aplicacién lineal de un subespacio
denso Dom(A)C H a H.

Proposicion C.2.5. Tdémese la aplicacion:
J:H—H, = J = (1, ). (C.2.5)
J es una aplicacion lineal. Ademds, J es una isometria:

[Tl = NIl (C.2.6)

2Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach porque es normado y completo.
3Luego también continuo.
“Tomando Dom(A) = H, el operador estard acotado. Es un abuso de notacién comtn en la literatura.
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Definicién C.2.3. Sea A € B(H) (operador acotado). Se define el operador adjunto A* : H — H
definido como:
A* = J LA (C.2.7)

Proposicién C.2.6. Para A € B(H), se tiene
(9, AY) = (A%, 1h), Vi, ¢ € H. (C.2.8)

Esta relacion define univocamente A*.

Demostracion. Véase proposicion 4,5 de [17]. O

Definicién C.2.4. Un operador acotado A € B(H) es autoadjunto si A* = A

Hasta aqui, hemos visto cémo se define el operador adjunto de un operador acotado. Sin embargo,
nuestros observables seran, en general, no acotados, por lo que necesitamos una nocién hermiticidad

y autoadjuntez para operadores no acotados.

Definicién C.2.5 (Operador no acotado). Un operador no acotado es un par (A4, D(A)) de un
subespacio D(A) C H junto a un operador lineal A : D(A) — H. Si D(A) = H, decimos que el
operador estd densamente definido.

Definicién C.2.6. Un operador no acotado (A4, D(A)) es simétrico si para todo 1, ¢ € D(A), se
tiene que

(, Ag)y = (AY, ). (C.2.9)

Definicién C.2.7 (Operador adjunto). Sea A un operador densamente definido sobre un espacio
de Hilbert ‘H. Entonces, el dominio D(A*) del operador adjunto A* estd definido como:

D(A") :={yY e H|In € H, t.q. (¥, Ap) = (n,¢),VY¢ € D(A)}. (C.2.10)

Como D(A) estd densamente definido, 7 estd univocamente definido y definimos, para todo ¢ €
D(A*):
A*: D(A*) - H, P A p=n. (C.2.11)

Observacion C.2.7. Por el teorema C.2.1, la definicién del dominio D(A*) anterior es equivalente a

D(A") :={y € H|p — (¢, Ap), es continuo en D(A)}. (C.2.12)

Proposicién C.2.8. El operador (A*, D(A*)) es lineal (no necesariamente densamente definido),
Y-
(6, AY) = (A*6,0) Vi € D(A"), 1 € D(A). (C.2.13)
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Demostracion. Inmediato a partir de la definicién C.2.7. O

Definicién C.2.8 (Operador autoadjunto). Sea (A, D(A)) un operador lineal densamente definido.
Si D(A*) = D(A) y A* = A se cumple en D(A), entonces, decimos que el operador (A, D(A)) es

autoadjunto.

Definicién C.2.9 (Resolvente, conjunto resolvente y espectro). Sea (T, D(T')) un operador lineal

sobre H. Definimos el conjunto resolvente de T' como:
p(T):={2z€C|(T —z): D(T') — H es una biyeccién y tiene inversa continua.}. (C.2.14)
Para z € p(T') definimos el resolvente de T' en z como:
R.T):= (T —2)"' e B(H). (C.2.15)
El espectro de T se define como el complmento del conjunto resolvente:

o(T) := C\ p(T). (C.2.16)

Observacion C.2.9. Un operador simétrico T' es autoadjunto si, y solo si, o(T) C R.

Demostracion. Véase Remark 5,11 de [17]. O
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Apéndice

Algunos aspectos algebraicos

Definicién D.0.1 (Algebra). Sea (Vik,+) un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un K-dlgebra es
una terna A = (Vk, +, ¢) donde ¢ es una operacién bilineal

p:VxV =V,

es la operacién ¢ la que determina el tipo de algebra: conmutativa, asociativa, Lie, etc.

Se dice que un algebra A es un algebra con unidad (4lgebra unital) si ella tiene unidad, es
decir, existe un elemento 1 € A(1 # 0) tal que ¢(x,1) = ¢(l,2) =z (x € A).

Definicién D.0.2 (Ideal de un &dlgebra). Sea A un &lgebra, el subjconjunto J C A es un ideal
por la izquierda (por la derecha) de Asiz e Ayye J = ¢(z,y) € J (¢p(y,z) € J). Si J es
ideal por la izquierda y por la derecha diremos que es un ideal. Se dice que un ideal J es propio
si J # A. Un ideal propio que no estd contenido en ningin otro ideal propio se denomina ideal

maximal.

Definicién D.0.3 (Centro de un algebra). Sea .4 un algebra, el conjunto
Z(A) ={ce Al ¢(c,a) = ¢(a,c), Va € A},
se denomina centro del algebra A.

Definicién D.0.4 (Derivacién de un élgebra). Sea (Vik,+, ¢) un algebra. Llamamos derivacion de

un dlgebra a cualquier aplicacién lineal
D: (VKa =+, ¢) - (V]Ka =+, ¢)7
que satisface la regla de Leibniz, i.e.

D(¢(a,b)) = ¢(D(a),b) + ¢(a, D(b)) Va,b € Vk.
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Definiciéon D.0.5. Un adlgebra de Jordan J es un espacio vectorial real dotado de una operacién
o y una operacién - asociativa que satisface que Va,b € J:

= 0 es conmutativo: aob="boa

» ao(boa?)=(aob)oa?donde a®:=a-a
Definiciéon D.0.6 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio vectorial
g equipado con una operacién binaria [-,-] : g X g — g, llamada corchete de Lie, que satisface las
siguientes propiedades:

1. Bilinealidad: Para todo z,y,z € gy o, 8 € K:

[z +ay, 2] = [z, 2] +aly, 2] v [z,7+ay] = [z,2] + afz,y]

2. Antisimetria: Para todo z,y € g:

[SE, y} = 7[?/7'7;]

3. Identidad de Jacobi: Para todo x,y, z € g:

[x7 [y’ Z]] + [ya [Zaw]] + [Z7 [x,y]] =0

Definicién D.0.7 (Morfismo de dlgebras de Lie). Sea (g, [-,]g) ¥ (b, [, ]) dos édlgebras de Lie sobre
un cuerpo K. Un morfismo de dlgebras de Lie es una aplicaciéon lineal ¢ : g — b que satisface las

siguientes propiedades:
1. Linealidad: Para todos z,y € gy «, 8 € K:

d(az + By) = ad(z) + Bo(y)

2. Preservacién del corchete de Lie: Para todos =,y € g:

o([z, ylg) = [9(x), 6(y)]y

Definicién D.0.8 (Algebra de Poisson). Un dlgebra de Poisson es un espacio vectorial (Vi, +)
sobre el cuerpo K dotada de dos productos bilineales, - y {-, -}, que tienen las siguientes propiedades:

= El producto - forma una K-dlgebra asociativa.

» El producto {-,}, el corchete de Poisson, forma un élgebra de Lie.
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= El corchete de Poisson actia como una derivaciéon del producto asociativo -. De forma que

para tres elementos x,y, z en el dlgebra, se tiene que {x,y -z} = {z,y} -z +y-{z, z}.

Definiciéon D.0.9. Un algebra de Lie-Jordan es un espacio lineal X dotado de dos aplicaciones

oy [,] tal que:
» (X,0) es un élgebra de Jordan

» (X,[,]) es un algebra de Lie

Vr € X, [z,] : X = X es una derivacién del dlgebra de Jordan, i.e.

[r,yoz] =[z,yloz+yolr,z]  VyzeX

Ademds, ambas estructuras no son asociativas, pero sus correspondientes asociadores son

proporcionales, i.e., I\ € R que satisface que Va,b,c € A,

ao(boc)—(aob)oc=Aa,[b,c]] —[[a,b],c]).

Definicién D.0.10. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo con la

métrica definida por su norma

Definicién D.0.11. Se dice que A es un dlgebra de Banach si en A estd definida una norma

para el cual A es un espacio de Banach y, ademads,

eyl < llzlllyll  Va,y € A

Definiciéon D.0.12. Un élgebra de Lie-Jordan X que es un espacio de Banach se llama algebra
de Lie-Jordan-Banach (LJB)

Los LJB algebras son cruciales ya que son los objetos que capturaran los operadores fisicamente
mas relevantes cuando describamos un sistema fisico por una C*-dlgebra. Presentemos la nocién de
C*-algebra.

Definicién D.0.13 (x-dlgebra). Un algebra A se donomina x-algebra si en A estd definida una

aplicaciéon * : A — A que satisface las siguientes condiciones (Vz,y € A, A € C):
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*

La aplicacion * se donomina involucién. Si z* = z, entonces se dice que el elemento z de la

*-dlgebra es hermitico.

Definicién D.0.14 (Cx-dlgebra). Un dlgebra de Banach que es una x-algebra se denomina C*-

algebra si para todo elemento z de la misma se cumple la igualdad ||z*z|| = [|z?.

Proposicién D.0.1. El dlgebra de Banach B(H) de todos los operadores lineales acotados que
actian en un espacio de Hilbert H con la operacion de paso al operador adjunto como involucion

es una C*-dlgebra.

A continuacién, vemos que el conjunto de observables de una C*-dlgebra (es decir, los elementos
hermiticos del dlgebra) tendrd una estructura de algebra de Lie-Jordan-Banach.

Teorema D.0.2. Sea A una C*-dlgebra con la involucidn % y la norma |-||. Consideremos el
subconjunto de elementos autoadjuntos reales

AR = {z € Ala* = a},
y definamos sobre este las siguientes operaciones:
1 .
aobzi(ab—i—ba) [a, b] :;Z(ab—ba).

Entonces, (A% o,[-,-],|I-|) es un dlgebra de Lie-Jordan-Banach.

Por otro lado, dado un algebra de LJB, podemos considerar su complexificacién y definir una C*-
algebra que tenga al dlgebra original como subalgebra hermitica.

Teorema D.0.3. Dado un dlgebra LIB AR, si consideramos su complexificacion como un espacio
lineal A, y la operacion:
a-xb=aob+ikla,b,

el conjunto (A, -, |||l) se vuelve una C*-dlgebra para todo valor de r € R.

A continuacién, se enunciard el Teorema de Gelfand-Naimark el cual emplea la construccion de
Gelfand-Naimark-Segal (GNS) para su demostracion. Antes de eso, necesitamos definir ciertos con-
ceptos.

Dada una C*-algebra A, definiremos los estados del mismo, para ello, recurriremos al dual de la

C*-algebra A*. Antes, definimos una norma en A* empleando la norma definida sobre A,

lwl = sup{|w(a)], [la] = 1}.
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Esto nos permite introducir la nocién de positividad que emplearemos en la definicién de los estados.

Dado w € A* decimos que es definido positivo si

w(a*a) >0 Vae A.

Definicién D.0.15 (Estado). Un estado de una C*-algebra se define como un funcional lineal
definido positivo sobre A con norma igual a uno.

Definicién D.0.16 (Representacién). Se denomina representaciéon de una C*-dlgebra A4 a un
par (m,A), donde 7 : A — B(H) es un morfismo y H un espacio de Hilbert.

Se dice que la representacion es ciclica si existe un vector {2 € H para el cual la variedad lineal
m(A)Q es densa en H; en ese caso, ) se denomina vector ciclico. Una representacion 7 es no
degenerada si {m(z)a|x € A; a € H} es denso en ‘H. En particular, una representacién ciclica es
no degenerada.

Teorema D.0.4 (Teorema de Gelfand-Naimark). Sea A una C*-dlgebra, entonces, A es isométri-
camente *-isomorfa a una C*-subdlgebra del dlgebra B(H) de todos los operadores lienales acotados
en cierto espacio de Hilbert H.

Proposicién D.0.5. Toda representacion m mo degenerada es suma directa de representaciones

ciclicas

Dada la C*-dlgebra A, denotando como S(A) el conjunto de estados de A, la construccién
Gelfand-Naimark-Segal (GNS) consiste en lo siguiente:

1. Dado w € S(A), definimos la forma sesquilineal (, )§ en A como
(A,B)y :=w(A*B).
Como w es un estado, esta forma es semidefinida positiva. Su espacio nulo
N, ={A € Alw(A*A) =0}

es un ideal por izquierda en A.

2. La forma (, )§ se proyecta sobre el producto interno (, ),, en el cociente A/N,,. Si V,, : A —
A/N,, es la proyeccién candnica, entonces, por definicién

(VwA,Vy,B)w := (A, B)g.
El espacio de Hilbert H,, es la clausura de A/N,, C H,, por
Tw(A)V,B :=V,AB,;

se sigue que 7, es continuo. Por tanto, m,(A) puede extenderse por continuidad a todo H,,.
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3. El vector ciclico se define como €2, = VI, por tanto,

(Do, T (A)) = w(A) VA € A.
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Apéndice

C*-algebra clasica y cuantica

En este capitulo, se hard un descripcién més rigurosa de las C*-dlgebras de los sistemas clasicos y

cuanticos y su extension a sistemas hibridos.

E.1. (C*-algebra clasica

Un sistema clédsico tiene definido un espacio de fases M que tendrd estructura de variedad di-
ferenciable, donde cada punto de la variedad corresponde a un estado del sistema; por otro lado,
los observables seran funciones complejas de clase C°°(M) definidas sobre la variedad. De esta
manera, para definir la C*-dlgebra correspondiente a un sistema clasico, por simplicidad, se toma
el conjunto de funciones complejas de soporte compacto definidos sobre Mg, Co(Me) ={f : K C
M — C|K compacto}. Para dotar al conjunto de estructura de C*-dlgebra buscamos dotarlo de
una estructura de algebra de Lie-Jordan-Banach, y, a continuacién, hacer su complexificaciéon para

obtener la C*-algebra clasica. Para ello, emplearemos:
= el dlgebra con el producto punto a punto -¢
» la conjugacién compleja como involucién f*(x) = f(x),
» la noma del supremo ||f|| = sup{|f(x)||z € Mc}.

Por un lado, es inmediato comprobar que el conjunto Ac = Co(Mc, C) tiene estructura de dlgebra
de Banach y este conjunto contendra los observables (acotados) fisicos del sistema cldsico®. Por otro
lado, la estructura de algebra de Jordan se la dotamos considerando el producto punto a punto
como el producto de Jordan y, como el dlgebra Ac es conmutativo, considerando un producto de
Lie que se anula. Este algebra se puede obtener como un limite de la estructura formal donde el
producto punto a punto hace el papel de producto de Jordan y la estructura de Lie viene dado por

'La condicién de compacidad no introduce limitaciones fisicas.
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el corchete de Poisson sobre O (M) que es un subconjunto denso de Co(Mc).

Para ver que nuestro algebra Ac con las anteriores estructuras es un algebra de Lie-Jordan-Banach,

necesitamos revisar si se cumplen las condiciones de compatibilidad (ver Definicién D.0.9):

= La estructura de Lie define una derivacion de la estructura de Jordan que se satisface por ser
un algebra de Poisson

= La proporcionalidad de las asociadores no se cumple ya que el producto de Jordan es asociativo
pero el dlgebra de Poisson no lo es?. Sin embargo, tomando el corchete de Poisson canénico
sobre el espacio de fases simpléctico M podemos definir una familia de dlgebras de Lie de la

forma
{CL, b})\ = 71')‘{0” b}7

que define un corchete de Poisson trivial en el limite A — 0.

Por tanto, la familia de dlgebras (Cc(M), ¢, {-, }) define una LIB trivial en el limite A — 0;
denotemos este LJB como A®. Empleando el Teorema D.0.3 podemos obtener la C*-dlgebra cuyo
producto vendra dado por:

a-cb=aob+ Ma,b} con A—0. (E.1.1)

E.2. (C*-algebra cuantica

Consideremos, por simplicidad, el dlgebra de operadores acotados B(H) sobre el espacio de Hilbert

H respecto a la composicién, el adjunto hermitico como involucién A* = Af y la norma del operador
A:
[All = sup{[[A¢]l, ¢ €H, [0l =1} (E-2.1)

Por la Proposicién D.0.1, Ag = B(H) es una C*-algebra. Este C*-dlgebra contiene el conjunto de
observables, que corresponden al subconjunto de operadores autoadjuntos:

L={AcAg| Al = A}.

Podemos dotar al conjunto L de una estructura de Lie-Jordan-Banach empleando el Teorema D.0.2

considerando:

= El dlgebra de Jordan definido simetrizando el producto asociativo de Ag:

1
AOQBzi(A-QB—I-B'QA),

2Debido a la identidad de Jacobi que cumple el corchete de Poisson.
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= El dlgebra de Lie definido por la parte antisimétrica multiplicado por el elemento imaginario
1 .
1

ABI= 5

(A-gB—B-qA).

Ambas operaciones son compatibles entre si en el sentido de la Definicién D.0.9 y, dotado de la
norma de la Ecuacién (E.2.1), L tiene una estructura de dlgebra de Lie-Jordan-Banach. El Teorema
D.0.3 nos permite recuperar el producto de la C*-algebra como una combinacién de los productos
de Jordan y de Lie con k = h:

A.gB=Aog B+ ih[A,B].
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Apéndice

Formalismo de Koopman-von Neumann

En esta seccién introducimos el formalismo de Koopman-von Neumann (KvN) y se expone cémo

obtiene este una representacion de los observables clasicos sobre un espacio de Hilbert.

Consideremos un sistema estadistico clasico asociado a una medida simpléctica 2 y una densidad
p. Consideremos la ecuacién de Liouville (2.1.10).

Definimos el espacio de Hilbert £2(M, dQ2) de funciones de cuadrado integrable sobre M a partir
de la medida simpléctica:

£2(M,dﬂ):{f:./\/l—>€ | / ffdQ<oo}, (F.0.1)
M
junto con su producto escalar

(flg) == /M fgdQ  Vf,ge L2(M,dQ). (F.0.2)

En particular, la funcién de onda ¢, € £2(M, dS2) que cumple que

P = Cb_pﬁbp = ‘¢p|2 s (F-O-?’)

representa el estado de nuestro sistema estadistico clasico en términos del espacio de Hilbert
L2(M,dQ); de esta manera, el cuadrado del médulo de la funcién de onda ¢, serd la densidad
de probabilidad del sistema. Este resultado se asemeja a lo que se tiene en una teoria cuantica
donde el médulo al cuadrado de la funcién de onda esta directamente relacionado con la probabili-
dad de una particula de hallarse en cierto estado. De la ecuacién (F.0.3) se extrae que la densidad
de probailidad clasica p no es negativa y que no depende de la fase de la funcién de onda; estas
dos propiedades se perderan, en general, cuando usemos el formalismo de Koopman-van Hove (ver
seccién 2.3).
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Consideremos el flujo hamiltoniano clasico dado por el hamiltoniano h € C*(M), Fy : M — M:
(' (1), pi(t)) = F(°(0),p;(0))  tER,

definido por la ecuacién dindmica

d
%Ft = (Xh o} Ft)

Veremos que el operador Uy(¢)) := 9o Fy en £2(M, dQ) es unitario y define un grupo uniparemétrico
fuertemente continuo! (véase definicion F.0.1) si X}, es completo®.

Definicién F.0.1 (Grupo uniparamétrico fuertemente continuo). Una familia U(t), ¢ € R, de
operadores unitarios U(t) € B(H), donde B() denota el conjunto de operadores lineales y acotados
sobre H, es llamado grupo uniparamétrico fuertemente continuo si:

1. U:R— B(H), t — U(t) es fuertemente continuo.
2. U(t+s) =U(t)U(s) para todo t, s, ademds, U(0) = Iy.

Proposicién F.0.1. Dado un hamiltoniano H € C*(M) y F : R = (M — M); F(t) =: F} su flujo
hamiltoniano asociado y Xg es completo (véase definicion A.3.2), entonces, el operador
U:R — B(L*(M,dQ))
t Uy Upp=1oFy, Ve LA M,dQ)

es unitario® y define un grupo uniparamétrico fuertemente continuo.

Demostracion. En primer lugar, demostraremos que el operador U; es unitario. La sobreyectiviad

es consecuencia de que Uy es biyectivo para cualquier ¢ por ser Xy completo, ya que, Vi € R,

U U=UU_ 4 =U_y=Uy=1 = U '=U.

Ademds, para cualquier ¢ € H := L2(M,dQ) y t € R,
y=Fi(x)

|U)? = /M (o F)( o F)dS = /M GE@) (4 Fi(x))dz)

Ffw=w

/ W) @()dAF_(y) T / W) W)y = ¥ (F.0.4)
M M

Concluyendo que U; es unitario Vt € R.

!Strongly continous one-parameter group (SCOPUG)

2Véase definicién A.3.2

3Nétese que Vt € R, U; es un operador lineal y continuo (luego, también acotado) sobre £%(M,dSQ), por tanto,
omitiremos el dominio del mismo que es todo el espacio de Hilbert.
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Para probar que {U;}scr es fuertemente continuo, tomemos cualquier ¢ € £2(M,dQ)) y veamos si

t > Ugtp es continuo en L2(M, dQ):

Jin [V — Ui = Jim [0 Fy = 0 Fig| = Jim (1] + [Uiged] = 2+ Re (UblTUig6))) =

= Y | Uspl| +[[Uso o[l = 2 - lim Re ((U|Ut, ) =0, (F.0.5)

S—— ~~
:”Utod’” :”Uiowll

por el Teorema de Convergencia Dominada.

Finalmente, el operador U es un homomorfismo heredado del flujo hamiltoniano, es decir, para
t,s €ER, Uppsth = o Fiyg =1p o Fso Fy = (Uy o Ug)p. Ademéds, Uy = Id donde con Id denotamos
la funcion identidad. O

El hecho de que el flujo hamiltoniano define una evolucién unitaria nos sirve para asegurar la
existencia de un operador autoadjunto que sea su generador; este hecho es consecuencia del Teorema
de Stone:

Teorema F.0.2 (Teorema de Stone). Sea U; un grupo débilmente* continuo uniparamétrico. Sea
H : D(H) — H el generador de Uy definido por:

1

DH)={ypeH %gr(l] E(Uti/) — 1) existe} (F.0.6)
y por '
Hy = lim %(Utw —¢) Wi e D(H). (F.0.7)

Entonces, (H,D(H)) es autoadjunto y Uy = e~H1t,
Demostracion. Ver capitulo 10,2 de [141]. 0

A este generador lo llamaremos operador de Koopman-von Neumann y se define de la siguiente

manera:

Definicién F.0.2 (Operador de Koopman-von Neumann). Dada una carta® del atlas de Darboux,
se define localmente el operador de Koopman como el operador diferencial de primer orden dado

ﬁ:—i(ah 0 _9on 9 ) (F.0.8)

por:

94" dp. Opi "
sobre el dominio® D(L) = H'(M).

4La continuidad débil es menos exigente que la continuidad fuerte, ya que la topologia fuerte es més fina que la
débil sobre un espacio de Banach.

S(Ua'l/} = (q17 s 7qn7p17 s 7pn))
®Donde H'(M) es el espacio de Sobolev de orden 1 que es denso en £L2(M, dS).
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Proposicién F.0.3. El operador de Koopman (ﬁ, D(ﬁ)) es un operador autoadjunto que genera el

grupo uniparamétrico fuertemente continuo Uy, i.e.
Ut — €7iit
Demostracion. Para demostrar que el operador de Koopman es autoadjunto y que genera el grupo

uniparamétrico U;, comenzaremos empleando el Teorema de Stone para obtener un generador de
U, y luego veremos que, efectivamente, se trata del operador de Koopman.

En primer lugar, caractericemos el dominio del operador H dado por la Ecuacién (F.0.6). Para ello,

notese que

; Utw_w_, 1/)0Ft—1/}_d B ,
%g%f _E}%f = %hzo(?ﬂoFt) =dipo )=
oh  Oh
=dpoXyo Fy = ——1, (Fo.
dp o Xp 0o Fy dw(ﬁpi’ 8q3>’ (F.0.9)
=Id
que existe si dip € L2(M, dRQ), es decir, 1) € HY(M). Por tanto,
D(H) = H'(M). (F.0.10)

En cuanto a cémo actiia H sobre D(H), tomamos la Ecuacién (F.0.7):

o o (o on\
Hy = lim - (U — ) = i lemo($ 0 £3) = idy <8pi’_3qj> N

_ (00 Oh 9 onY_ (b D ok D
B B dqi Op;  Op; Og'

dp; 0¢7  Oq' Op;

> ¢ =Ly, (F.0.11)

=L

Por tanto, vemos que el operador (H, D(H)) es el operador de Koopman, y, por el Teorema de
Stone” (Teorema F.0.2), este tltimo es autoadjunto y generador del grupo uniparamétrico Us. [

En este punto podemos asegurar que dado cualquier g € D(L), y 1 (t) la solucién de la ecuacién
de Schrodinger

i0ph(t) = Lap(t), (F.0.12)

con 1(0) = 1), entonces, ¥(t) = Uphy = e~iLt. Mencionar que esto se puede extender a todo valor
inicial en £2(M,dQ)) ya que D(U;) = L2(M, dQ).

Esta solucién ¢ (t) recupera la ecuacién de Liouville que nos da la dindmica clésica de p si empleamos
la Ecuacién (F.0.3). Sin embargo, es importante mencionar el hecho de que el operador de Koopman-
von Neumann, no pertenece al algebra de observables clasicos, ya que, es un operador derivativo.

"Recordemos que continuidad fuerte implica continuidad suave.
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Por tanto, la dindmica que genera (U;) es un automorfismo externo al dlgebra (al contrario de lo

que pasa en mecanica cuantica).

Lo anterior se puede extender a cualquier transformacién canoénica sobre el espacio de fases, tal y
como lo hizo Koopman en su articulo original [15].
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Apéndice

Cuantizacién geométrica

G.1. Condicion de integrabilidad de Weil

Dada una variedad simpléctica (M,w), la existencia de un fibrado tangente precuantizado m : L —
M no esta garantizada. La condicién para su existencia se llama condicion de integrabilidad de Weil.
Primero introduciremos una condicién que nos permitird adquirir més intuicién de lo que siginifica
dicha condicién pero que no se puede aplicar cuando la variedad no conexos, y a continuacion
daremos la condicién més general en términos de grupos de cohomologia de de Rham.

Una condicién (C'1) necesaria siempre pero suficiente solo para variedades conexas es que la forma

simpléctica ha de satisfacer:
/w€27rh€Z (G.1.1)
)

para toda 2—superficie cerrada ¥ C M.
La condicién mas general (C2) es que la clase de w/27h en H2(M,R) ha de estar en la imagen de
H?(M,Z), es decir, los coeficientes del espacio vectorial de 2-formas cerradas pero no exactas son

enteros. Mas detalles en [7].

Proposicién G.1.1. Eriste un fibrado de linea Hermitico L — M y una conexion V sobre L con

i
curvatura 7w si, y solo si, (C2) se cumple.
Demostracion. Véase [22] O

Para entender el origen de esta condicién, nos centraremos en la condicién (C'1) que nos permitira te-
ner una intuicién geométrica mas clara de la condicién de integrabilidad; por tanto, nos restringimos

a variedades conexas.
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Supongamos que el fibrado de linea L — M existe. El transporte paralelo de una curva ~ : [0,1] —
M, t — ~(t), con las condiciones iniciales 4(0) = m € M, ~(1) =m/ € My ¢y € T)yM, es la
tinica seccién ¢ = s € I'(L) tal que (¢ 0 v)(0) = Yoy

V&(t)w =0 (G.1.2)

G.2. Cuantizacion

En precuantizacién, el espacio de Hilbert es demasiado grande para representar el espacio de fases
fisico. Esto puede solucionarse admitiendo solamente secciones paralelas respecto a una polarizacion
sobre la variedad simpléctica. Mencionar que este modus-operandi unifica diferentes técnicas de

cuantizacién que aparentemente eran independientes.

La idea bajo esta definicion es la siguiente: dada una precuantizaciéon sobre M, L — M cuya
conexion es proporcional al potencial simpléctico, consideramos las funciones constantes f a través
de P, que satisfacen X (f) =df(X) =0, VX € P. Tomamos también aquellas secciones s € I'(L)
que sean paralelas sobre P, es decir, tales que Vxs =0, VX € P. La pregunta que nos hacemos
es si el operador precuantizado P(f) preserva la polarizacién o no, en el sentido siguiente:

Vxs=0 = Vxfs=0. (G.2.1)

Vxfs=Vx(—ihf + f)s = —ihVxVx,s+ X(f)s+ fVxs = —ihVxVx,s =
= —ihVXfVXS — [Vx, VXf}S = —ih[VX,VXf]S (G.Q.Q)

Por tanto, necesitamos que [Vx, Vx,] = 0. Pero, usando la definicién de la curvatura,

7
ﬁW(X, Xr)=[Vx,Vx,] = Vix x/ (G.2.3)

las derivadas covariantes solo conmutardn si la curvatura y Vix x )5 se anulan. Como P es un

subespacio Lagrangiano, w|p = 0 quedando tinicamente pedir que:
V[X,Xf}s =0, (G.2.4)
condiciéon que se cumple, por hipdtesis si

X, X/ € P. (G.2.5)

Definicién G.2.1 (Cuantizacién). Una cuantizacién de una variedad simpléctica (M,w) es una
precuantizacion L — M junto a la eleccion de una polarizaciéon P € T'M sobre M. El espacio de
Hilbert Hp de secciones polarizadas de cuadrado integrable de L contiene las P—funciones de onda

del sistema cuéntico.

El producto escalar del espacio Hp no se ha especificado, ya que depende del tipo de variedad de
base que estemos cuantizando; si es de Kéahler, un espacio cotangente, etc. Para mas detalles véase

[7]-
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Apéndice

Resultados auxiliares

H.1. Sistemas clasicos

Proposicién H.1.1. Para toda funcion suave f,g,h € C>°(M) sobre M, se tiene que

{f,9} =—{9./} (H.1.1)

y que
{f,gh} ={f,9th +g{f h}. (H.1.2)

Demostracion. La ecuacién (H.1.1) se cumple por la antisimetria de la forma simpléctica. La ecua-
cion (H.1.2) se cumple gracias a la regla de Leibniz del producto de la derivada exterior; tomamos
la defincién de X, dada por la ecuacién (2.1.1):

0 = d(gh) + w(Xgn,") = d(g) h+g dh) Hw(Xgp, ) =w(-h- - Xg—g Xpn+ Xgn,")
~—~ ~—~
:_w(ng') :_W(va')
(H.1.3)

como w es no degenerado, X, = Xyh + gXj. Por tanto, por la C°°(M)-bilinealidad de w, se tiene
el resultado que se buscaba. O

Proposicién H.1.2. Para toda funcion suave f,g € C*°(M) sobre M, se tiene que

{fv{gah}}+{g7{h7f}}+{h7{f7g}}:0 (H14)

Demostracion. Véase Proposicién 21,10 de [14]. O
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H.1.1. Campos vectoriales hamiltonianos

La forma simpléctica nos define un isomorfismo' entre fibrados
D(TM) = T(T*M) =2 A'(M); X — —w(X,)

entre los campos vectoriales y las 1-formas. Elementos de X(M) correspondientes a 1—formas
exactas se denominan campos vectoriales globalmente hamiltonianos y aquellos correspondientes
a 1—formas cerradas, campos vectoriales localmente hamiltonianos. Esta relaciéon puede expresarse

mediante el siguiente diagrama:

Im(d) — Ker(d) —— AY(M) d A2(M)

] [ !

00— C—— C®°M) —— AM) —— Ay(M) —— X(M)

Aqui, A(M) es el conjunto de campos vectoriales globalmente hamiltonianos y Ag(M) el conjunto
de campos vectoriales localmente hamiltonianos; Im(d) C A'(M) la imagen de la derivada exterior
d (las 1—formas exactas), y Ker(d) C A*(M) el conjunto de 1—formas cerradas. La flecha horizontal
C>®(M) — A(M) es el mapa que asigna a cada funciéon f € C*°(M) un campo vectorial X; €
A(M) C X(M) globalmente hamiltoniano de la siguiente forma:

df +w(X;,-) = 0. (H.1.5)

Observacion H.1.3. Dada la correspondencia entre funciones C*° (M) y campos globalmente hamil-
tonianos, denotaremos que Xy € A(M) es el campo hamiltoniano correspondiente al observable f
si se cumple la ecuacién (2.1.1).

H.2. Precuantizaciéon geométrica

Teorema H.2.1. Sea H € C*°(M xR) el hamiltoniano de un sistema cldsico descrito por el espacio
de fases M, y sea P la precuantizacion descrita anteriormente. Sea F € C°°(M) un observable
clasico precuantizado. Entonces la precuantizacion es una representacion del dlgebra de Poisson
(C®(M x R),{-,-}) como operadores (O(H),[,"]), i.e.

P({H,F}) = —[B(H),B(F)],  VF,G € C®(MxR).

Demostracion. En primer lugar, recordemos que la precuantizacién de un observable cldsico viene

dado por la Ecuacién (2.3.3). Calculemos ahora [P(H),P(F)]:

[P(H),P(F)] = _h2 [VXH7 VXF] —ih [VXH7 F] —ih [H7 VXF] .
(1) (2) (3)

I También conocido como la aplicacién musical y denotada por b
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Sea 1) = s € T'(L),
( ) [VXH’VXF]IJZ) VXHVXF’IJZ) VXFVXH’IJZ) R (XH,XF)T;Z)+V[XH XF]¢_

h

w( Xy, Xr) +h9([XHa Xp))y + db([(Xpg, Xp))s,
—————

—{H,F}
(2) : [VXH7F]'¢ = dF(XH)w = —{HaF}lﬂ,
(3): [H, Vx| = —dH(Xp)p = —{H, F}1).

Juntando las expresiones,

[P(H), B(F)] = i (—{H, F} = 01X, Xp)) + ihdd([Xpr, Xpl)s + {H, Fy + {H, F}p)

= i ({H, F} + 0((Xp, Xp) — ihd(X sy py)s) = i | {H, F} + 0(X(11.0)) — ihdb(X (11 )

:7ith{H,F}¢

Concluimos que

—~[P(H),P(F)] = ~iliVx,, p, + {H,F} = P({H, F}).

Proposicién H.2.2. Dada una variedad simpléctica (Mc,w) y una funcion f € C°(Mc,R), y
la precuantizacion P anteriormente descrita, entonces, el operador no acotado (P(f),Co(Mc)) es

simétrico (hermitico con dominio denso).

Demostracién. En primer lugar, Co(Mc) es denso sobre £2(L). En segundo lugar, para demostrar
que P(f) es simétrico, tomemos ¢ = Vs, ¢ = ¢s € Co(Mc):

(W, P(f)$) = /M (4, B(f)) dO = /M (4, —ihVx, 6+ f6) d =

:_m/M (¢,dgsyp(xf)§) dQ+/M (w,e,,(xf) ¢) dQ+/M (¢, f9)) dS

0p(X ) ¥,9) )
Wﬁ' —ih /MC dip|p(X)s ) Q-+
Y,0€Cc(Mc)
[ Gxpee aas [ (Foe) e~ @06,
MC MC Sl rea
O
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Corolario H.2.3. Para que la densidad de probabilidad cldsica no dependa de la fase de la funcion

de onda y sea positiva definida, se debe cumplir la siguiente condicion:
div(JORc) = ih{Rc, Sc'} (H.2.1)

donde Rc € C®(Mc,RT), Sc € C®(M¢,R) tales que ¢ = /Roe'Sc/h,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, vamos a separar el médulo y la fase de la funcién de
onda; escribiremos
iSc/h
¢ = \/ReeSe/h,

donde R € C®°(M¢,RT), So € C°(M¢,R). Introduciendo esto en la Ecuacién (2.3.11), se tiene
p = Rc — div(TORe) + ih{/Ree 5¢/" \/ReeSc/m}

Dado que
y iso/me 2R i
(VRoe™S0/h .\ [RpeiSe/m = ZTC{\/E, Sc} = +{Rc, Sct,

obtenemos

p = Rc —div(J0Rc) — {Rc, Sc'}. (H.2.2)

Estamos fijando la fase de la funcién de onda con la siguiente ecuacién

div(J70R¢) = —{R¢, Sc} (H.2.3)

Proposicién H.2.4. Dados un observable clisico f € C*°(Mc), su observable precuantizado P(f)
asociado® al potencial simpléctico 0, un estado ¢ = 1) - s € (L) y un cambio de fases dado ¢’ =
e/ donde ¢ € C*®(Mc,R), entonces, el observable precuantizado transforma de la siguiente

P(f)(¥') = e/"B(f) (4), (H.2.4)

donde P(f) es el operador precuantizado de f asociado al potencial simpléctico &' = 60 + de.

Demostracion. Dada una trivializacién local, sean ¢ = 1; +s € T'(L) con s la seccién del vacio
relacionada con dicha trivializacién, y ¢/ = et/ hp, donde ¢ € C*®(M¢,R) la seccién resultante
del cambio de fase dada por ¢. Tomando el observable cldsico f € C*°(M) del enunciado y su
operador precuantizado correspondiente P(f) = —ihV x; + [ siendo V la conexién asociada al

2En el sentido de que la 1—forma de la conexién del observable precuantizado est4 dada por el potencial simpléctico
siguiente.
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potencial simpléctico #, veamos cémo cambia el valor de P(f)(¢) bajo dicho cambio de fase. Para

ello, calculamos

P(f)(¢) = P(f)(eiwhi/;é) = —ihVx, (6i(p/h1/)) +f- ei“"/hw =
= —inX (/M) — ihe'®/" X ; (i) — ihe /" (721> O(X )+ fe'o/Mp =
= —ih <Z> M X p(p)p — ihe™®!" X () s+ eMO(X )i+ f - /My =
h ——
=dp(Xy)

= M —ihX ()5 + (0 + dp) (X ) + fo) | = e/"P(F) () (H.2.5)

=—ihV'y f¢+fw

H.3. Teorema de Gleason

El Teorema de Gleason nos permitird asociar una matriz densidad a cada estado fisico. Cuando
hacemos la representacién GNS de una C*-algebra, los estados de la misma seran medidas definidas
sobre un espacio de Hilbert; es aqui donde entra en juego el Teorema de Gleason, que nos asegura

que dada una de estas medidas, existirda una matriz densidad asociada (véase el articulo original de
Gleason [12])

Teorema H.3.1 (Gleason). Sea pu una medida en los subespacios cerrados de un espacio (real
o complejo) de Hilbert separable H de dimension al menos tres. Eziste un operador autoadjunto
semidefinido positivo T tal que todo subespacio cerrado A de H

W(A) = TH(TPy), (H.3.1)

donde P4 es la proyeccidon ortogonal de H sobre A.

H.4. Dinamica hibrida no unitaria

Proposicién H.4.1. Dada una variedad simpléctica conexa (Mc,w), una precuantizacion sobre
(Mc,w) con conexion V cuya 1—forma de conexion es i0/h, y una funcion hamiltoniana H €
C*®°(M,R). Entonces, eziste una funcion Sg : Mo — R que define una fase y cumple

Xy (Su) =dSu(Xu) = 0(Xu) = (6 — dSu)(Xu) =0, (H.4.1)

donde v es la curva integral de Xgr con condicion inicial v (0) = m.
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Demostracion. Definiremos la funciéon Sy : Mg x R — R como

Sy (m,t) = /Otc9<d7§t(7)> dr,

donde I es la curva integral de Xy con condicién inicial 41 (0) = m.

Y consideraremos la funcién Sy : Mo — R tal que
SH = (I);((SH) = SHO(I’t = SH = SHO(I)_t,

donde ®; : Mo — M es el flujo hamiltoniano asociado al campo Xpy.

Por construccién, se cumple que

Xn(Sm)l(m) = [dSu(Xi)](m) = S|~ =

S (DAY ar) | =o(MED)] = [o(xu)] o)

Esto prueba el resultado.

Para comprobar que la funcién Sy es una fase bien definida, debemos comprobar que para curvas
cerradas, esta fase contribuye con multiplos de 2mh. Recordemos la condicién de integrabilidad de
Weil (véase seccién E.2) que cumple € al ser definido por una precuantizacién que, como M¢ es
conexo, nos basta considerar la condicién (C1) dada por la ecuacién (E.2).

Tomando una curva cerrada v : R — M, v5(0) = vg(1), la condicién de Weil mencionada nos

asegura que
Sy(1) = 2xkh Sy (0), ke Z. (H.4.2)

O]
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