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Resumen

En este trabajo, se estudia el formalismo de Koopman-van Hove (KvH) para la representación de

observables clásicos como operadores sobre un espacio de Hilbert, y se aplica a sistemas h́ıbridos

clásico-cuánticos. Adicionalmente, se estudia la imagen de Heisenberg utilizando automorfismos

internos al álgebra de observables h́ıbridos, demostrando que no existen dinámicas h́ıbridas unitarias

que preserven dicha álgebra en este contexto. Finalmente, se propone una dinámica no lineal que

preserva el conjunto de observables h́ıbridos.

Palabras clave: formalismo de Koopman-van Hove, sistemas h́ıbridos, sistemas hamiltonianos,

imagen de Heisenberg.



Abstract

In this project, we study the Koopman-van Hove (KvH) formalism for representating the algebra of

classical observables as operators over a Hilbert space, and we apply it to hybrid classical-quantum

systems. Additionally, the Heisenberg picture is examined using internal automorphisms of the

algebra of hybrid observables, demostrating the non-existence of unitary hybrid dynamics in this

approach. Finally, a nonlinear dynamics that preserves the set of hybrid observables is proposed.

Keywords: Koopman-van Hove formalism, hybrid systems, Hamiltonian systems, Heisenberg pic-

ture
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Capı́tulo 1
Introducción y objetivos

En f́ısica decimos que un sistema es clásico si se rige por los principios básicos de la mecánica

clásica, es decir, si se rige bajo el Principio de Hamilton de mı́nima acción (cuya consecuencia son

las Leyes de Newton), y si los estados de una part́ıcula se rigen bajo un determinismo causal. Estos

sistemas logran modelar sistemas cuyas enerǵıas no son suficientes para que los efectos cuánticos

sean relevantes.

Un sistema cuántico dista de un sistema clásico en varios aspectos con gran importancia ontológica.

Desarrollado durante la década de 1920, la mecánica cuántica nace como una teoŕıa que busca

describir el mundo microscópico y propone que las part́ıculas presentan propiedades ondulatorias

introduciendo la entidad matemática llamada función de onda para describir un sistema cuántico.

Además, la no conmutatividad de los observables1 es la causa del principio de incertidumbre de

Heisenberg propuesto en 1927 que impone un ĺımite teórico en la precisión de ciertas mediciones

en los experimentos. La forma en que un sistema clásico se manifiesta como ĺımite de un sistema

cuántico es aún un problema abierto, de hecho, las dos prescripciones que se darán en este trabajo

también pueden ayudar a comprender mejor la relación entre mecánica cuántica y clásica.

Los sistemas h́ıbridos clásico-cuánticos son aproximaciones a aquellos sistemas originalmente cuánti-

cos que contienen algunos grados de libertad que pueden aproximarse como variables clásicas. Estos

sistemas son útiles para modelizar sistemas donde existen dos escalas de enerǵıa o masa que dis-

tan en órdenes de magnitud, cuyo tratamiento puramente cuántico resulta inabarcable debido a su

complejidad. De esta manera, se tiene un modelo aproximado más asequible para su estudio o su

simulación numérica.

Modelizar un sistema f́ısico requiere definir tres aspectos del mismo: sus estados, sus observables y

su dinámica. Existen dos enfoques duales y análogos pero diferentes para tratar con la dinámica de

1En f́ısica cuántica, a diferencia de en f́ısica clásica, en general el orden en el que se miden dos magnitudes f́ısicas

altera el resultado.
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un sistema: por un lado, se considera que lo que evoluciona en el tiempo son los estados del sistema

y que los observables clásicos se quedan estáticos en el tiempo, por otro lado, lo que evolucionan

son los observables y los estados se mantienen estáticos. En f́ısica cuántica, la primera se denomina

imagen de Schrödinger y la segunda imagen de Heisenberg.

En [1], se prueba que un sistema h́ıbrido admite una estructura Hamiltoniana, es decir, que se puede

tratar geométricamente como si de un sistema clásico se tratase. Sin embargo, este enfoque pre-

senta limitaciones a la hora de definir magnitudes termodinámicas como es la entroṕıa del sistema,

necesaria para la interpretación f́ısica del sistema.

En 1931 [15], Bernard Koopman2construye una representación de los observables clásicos como

operadores multiplicativos sobre un espacio de Hilbert, y representa el hamiltoniano (observable ge-

nerador de la dinámica) como un operador derivativo3 de orden 1. A esta construcción lo llamaremos

formalismo de Koopman-von Neumann (KvN) y se pueden encontrar más detalles en su art́ıculo

original. Este formalismo motivó la propuesta de describir el sistema h́ıbrido en términos de espacios

de Hilbert, donde hay una varias nociones de entroṕıa. Para ello, en [6] se propone generalizar el

formalismo de Koopman a cualquier sistema f́ısico descrito por C∗-álgebras, de tal manera que se

tiene una representación de la parte hermı́tica de la C∗-álgebra como operadores de un espacio de

Hilbert. Finalmente, se toma el subsistema clásico del sistema h́ıbrido y se le acopla uno cuántico

considerando el espacio de Hilbert correspondiente al producto tensorial de los mismos.

Sin embargo, en [6] se prueba que, empleando el formalimso de KvN, el generador de una dinámica

clásica, ha de ser un automorfismo externo al álgebra de observables h́ıbridos. Además, una dinámica

unitaria en este formalismo no reproduce todas las caracteŕısticas que buscamos de un sistema

h́ıbrido (más concretamente, la back-reaction4). En [18] se plantea una dinámica no unitaria basada

en sistemas cuánticos abiertos, donde se considera que la evolución es Markoviana, sin embargo, se

prueba que esta dinámica permite describir un conjunto de sistemas h́ıbridos mayor pero aún muy

reducido (la dinámica tiene una back-reaction parcial). Hallar una dinámica h́ıbrida no unitaria bien

definida que permita la descripción de sistemas h́ıbridos reales usando el formalismo de KvN es aún

objeto de investigación.

Existe un enfoque diferente a la de KvN para representar los observables clásicos sobre un espacio

de Hilbert llamado formalismo de Koopman-van Hove (KvH) (véase [20]). Este consiste en usar

el formalismo de cuantización geométrica, cuyo primer paso denominado precuantización, permite

representar los observables clásicos f ∈ C∞(M) como operadores derivativos sobre un espacio de

Hilbert H. El espacio de Hilbert H se construye considerando secciones de cuadrado integrables

L2(L) sobre un fibrado de ĺınea L→ MC construido sobre el espacio de fases clásico MC . El hecho

de que los operadores sean derivativos hace que esta representación, en general, no sea conmutativa,

2Más adelante con la colaboración de von Neumann.
3Este hecho será el causante de que la dinámica h́ıbrida sea un automorfismo externo y no interno.
4Efecto dinámico entre la parte clásica y cuántica.
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pero, a diferencia del formalismo de KvN, en el formalismo de KvH el operador correspondiente al

Liouvilliano clásico pertenece al álgebra de observables.

En este trabajo, como en [18], utilizamos la descripción de los sistemas h́ıbridos en términos de

espacios de Hilbert, sin embargo, para ello, usaremos el formalismo de KvH, en vez de KvN; el uso

de KvH para sistemas h́ıbridos se puede encontrar en trabajos como [10], [5], [11]. Al sistema clásico

se le acopla un sistema cuántico tomando el producto tensorial de ambos espacios de Hilbert y se

estudia la dinámica h́ıbrida generada por un Liouvilliano que representa un automorfismo interno

al álgebra de observables. Recalcar que, con este enfoque, el automorfismo es interno al álgebra, a

diferencia de lo que se teńıa con el formalismo de KvN de [18]. En el siguiente paso, se plantea una

dinámica unitaria h́ıbrida y se prueba que esta dinámica no deja invariante el álgebra de observables

h́ıbridos5, es decir, que no está bien definida como dinámica h́ıbrida. Finalmente, se construye una

dinámica no lineal que śı que preserva el álgebra de observables h́ıbridos.

Para ello, el trabajo se organiza en cuatro caṕıtulos además de los apéndices para fijar notación

de las herramientas matemáticas empleadas durante el trabajo. En el caṕıtulo 2, se repasan las

estructuras matemáticas relevantes en la descripción de sistemas clásicos y cuánticos. A continua-

ción, se introducen los formalismos de Koopman y de cuantización geométrica centrándonos en la

precuantización. En el caṕıtulo 3, se construye un sistema h́ıbrido a partir de la precuantización, se

demuestra que la dinámica unitaria no está bien definida y se propone una dinámica no unitaria.

El trabajo concluye en el caṕıtulo 4 con las conclusiones y posibles ĺıneas de trabajo futuras.

El uso del formalismo de KvH para estudiar la imagen de Heisenberg usando automorfismos internos

al álgebra de observables h́ıbridos es el mayor aporte original del trabajo, además de la demostración

de la inexistencia de dinámicas unitarias h́ıbridas con KvH y la propuesta de una nueva dinámica

no lineal que deje invariante el álgebra de observables h́ıbridos. El caṕıtulo 2 pretende ser una

revisión bibliográfica que incida sobre aquellos aspectos que permitan fundamentar y proporcionar

una mejor comprensión de los resultados finales.

Este trabajo partió de una buena comprensión del problema a tratar, consultando en la literatura

los diferentes métodos empleados para abordarlo. A esto lo siguió el estudio de la cuantización

geométrica que requeŕıa del uso de herramientas de geometŕıa diferencial y de análisis funcional, más

concretamente, de teoŕıa de fibrados vectoriales, algunos conceptos de teoŕıas gauge y de operadores

no acotados sobre espacios de Hilbert. El siguiente paso fue acoplar el sistema precuantizado a un

sistema cuántico y estudiar ciertas propiedades de la libertad gauge de la precuantización para

asegurarnos de que todo quedaba bien definido. A continuación, se plantea la dinámica unitaria

h́ıbrida y se demuestra que esta no queda bien definida en un contexto h́ıbrido, para ello, se tuvo

que recurrir a técnicas de mecánica cuántica y a las conexiones de fibrados vectoriales. Finalmente,

usando la libertad gauge del subsistema clásico del fibrado clásico, se plantea una dinámica no lineal

y se demuestra que śı que preserva el álgebra de observables clásicos.

5Salvo para obseravables triviales sin significado f́ısico de interés.
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Capı́tulo 2
Mecánica geométrica

Este caṕıtulo pretende introducir dos formalismos con los cuales un sistema estad́ıstico clásico puede

ser descrito en términos de estados de un espacio de Hilbert. Pero antes de eso, definamos lo que

queremos decir con un sistema estad́ıstico clásico.

2.1. Sistemas clásicos

El espacio de fases de un sistema clásico de dimensión n está descrito por una variedad diferenciable

orientable M de dimensión 2n, n dimensiones correspondientes a las posiciones del sistema y las

otras n, correspondientes a sus momentos. En cada punto m ∈ M, podemos construir de manera

intŕınseca el espacio tangente a ese punto Tm que es el espacio vectorial de vectores tangentes al

punto p ∈ M (véase definición A.1.1). Denotaremos por X(M) al conjunto de campos vectoriales

(véase definición A.1.2) sobre M.

Adicionalmente, el espacio de fases clásico requiere de una estructura adicional: ha de formar una

variedad simpléctica (M, ω), donde ω es la denominada forma simpléctica.

Definición 2.1.1 (Forma simpléctica). Una forma simpléctica ω : X(M) × X(M) → C∞(M), es

una 2-forma que es bilineal, antisimétrica y no degenerada (∀Y ∈ X(M), ω(X,Y ) = 0, entonces

X = 0).

Definición 2.1.2 (Variedad simpléctica). Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable

M dotada de una forma simpléctica ω sobre M.

Teorema 2.1.1 (Darboux, 1882). Sea (M, ω) una variedad simpléctica 2n-dimensional. Entonces,

existe un atlas tal que para cada carta local (U,ψ) la expresión de la dos forma en las coordenadas

4



locales correspondientes {qi, pi}ni=1 es

(ψ−1)∗ω|U =

n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

A este atlas lo denominaremos atlas de Darboux.

Demostración. Véase [8].

Este resultado es clave en cuanto a su significado f́ısico en mecánica hamiltoniana ya que nos permite

localmente hacer una distinción f́ısica entre las 2n coordenadas generadas por la carta: n de ellas

(las que van a la izquierda del producto exterior de la expresión anterior) como posiciones, y las

otras n como momentos.

Además, la forma simpléctica nos define un isomorfismo1 de fibrados

Γ(TM) → Γ(T ∗M) ∼= Λ1(M); X 7→ −ω(X, ·)

entre los campos vectoriales y las 1-formas. En otras palabras, dado un observable clásico f ∈
C∞(M), la forma simpléctica nos permite asignar un campo vectorial asociado a f , Xf ∈ Γ(TM)

definida por la ecuación:

df + ω(Xf , ·) = 0. (2.1.1)

Para más detalles véase H.1.1.

Con todo esto, podemos definir uno de los tres aspectos que define un sistema f́ısico, sus observables;

en este caso, serán funciones reales C∞ integrables sobre el espacio de fases (M, ω).

Definición 2.1.3 (Observable estad́ıstico clásico). Dada una variedad simpléctica (M, ω), diremos

que una función f ∈ C∞(M,R) es un observable estad́ıstico clásico si es Ω-integrable2, con Ω la

medida simpléctica sobre (M, ω) definida como

dΩ := ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n

. (2.1.2)

donde ∧ denota el producto exterior o producto de wedge.

Hay un observable clásico que merece especial atención llamado el hamiltoniano h ∈ C∞(M) que

representa la enerǵıa del sistema. Las órbitas3 de un sistema vendrán dadas por las curvas integrales

1También conocido como el isomorfismo musical dentoado por ♭.
2Durante el trabajo damos por hecho que las funciones que consideremos son integrables.
3Conjunto de puntos relacionados por la función evolución del tiempo, es decir, la trayectoria de una part́ıcula.
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(véase A.3.1) del campo vectorial asociado al hamiltoniano Xh, i.e. una part́ıcula seguirá la curva

γ : [0, 1] → M : t 7→ γ(t) = (qi(t), pi(t)), definida de la siguiente manera:

γ̇(t) = (Xh ◦ γ)(t) = Xh(γ(t)),

donde, expĺıcitamente,

Xh =
∂h

∂qi
∂

∂pi
− ∂h

∂pi

∂

∂qi
.

Es decir, la part́ıcula clásica evolucionará en el tiempo siguiendo las curvas integrales del campo

vectorial del hamiltoniano, Xh.

Otro aspecto de un sistema estad́ıstico clásico son sus estados, que serán densidades de probabilidad

definidas sobre M.

Definición 2.1.4 (Estado estad́ıstico clásico). Se denomina estado estad́ıstico clásico, o simple-

mente estado, a una densidad de probabilidad ρ : M → R+, Ω-integrable tal que cumple:∫
M
ρ · dΩ = 1, (2.1.3)

donde Ω es la medida simpléctica de la variedad simpléctica. Denotaremos por D(M) al conjunto

de estados de (M, ω).

El estado ρ define una medida finita µ sobre M absolutamente continua con respecto a Ω, donde ρ

es su derivada de Radon–Nikodym respecto a Ω:

µ(M) =

∫
M
dµ =

∫
M
ρ · dΩ = 1 (2.1.4)

Se define el valor esperado de un observable sobre un estado como una aplicación

⟨·⟩ : C∞(M,R)×D(M) → R (2.1.5)

(f, ρ) 7→ ⟨f⟩ρ =
∫
M
f dµ =

∫
M
f · ρ · dΩ.

El último aspecto de un sistema clásico es su evolución temporal. Para poder estudiar la dinámica

de un sistema clásico debemos, primero, introducir una estructura matemática nueva en el espacio

de funciones C∞(M,R), llamado corchete de Poisson. El álgebra de observables clásicos junto a

este corchete formará un álgebra de Lie que llamaremos álgebra de Poisson.

Definición 2.1.5 (Paréntesis de Poisson). Sea (M, ω) una variedad simpléctica. Sean f, g ∈ C∞(M)

dos funciones sobre M y Xf , Xg ∈ X(M) sus campo vectoriales hamiltonianos correspondientes.

Definimos el paréntesis de Poisson (o corchete de Poisson) de f y g como la función

{f, g} := ω(Xf , Xg). (2.1.6)

6



Debido a que la correspondencia entre funciones y campos vectoriales dada por la ecuación (2.1.1)

está bien definida, se puede definir una operación en el conjunto de funciones:

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M)

(f, g) → {f, g}. (2.1.7)

Mencionar que el paréntesis de Poisson también puede definirse a partir de un tensor J (2, 0)-

contravariante llamado tensor de Poisson (véase definición A.2.1): {f, g} = J (df, dg), f, g ∈ C∞(M).

Localmente4, el paréntesis de Poisson toma la siguiente forma:

{f, g} :=
n∑
i=1

∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi
∂g

∂pi
. (2.1.8)

El espacio de observables clásico C∞(M) junto al paréntesis de Poisson, forman un álgebra de

Poisson, lo que nos servirá para definir la dinámica del sistema h́ıbrido:

Definición 2.1.6. Un álgebra de Poisson es un espacio vectorial sobre un cuerpo K dotada de

dos productos bilineales, · y {·, ·}, que tiene las siguientes propiedades: El producto · forma una

K−álgebra asociativa, el producto {·, ·} forma un álgebra de Lie, y por tanto, es antisimétrico y

obedece la identidad de Jacobi; y {·, ·} actúa como una derivación del producto punto a punto ·, i.e.

{x, y · z} = {x, y} · z + y · {x, z}.

Corolario 2.1.2. (C∞(M,R), ·, {·, ·}), donde · denota el producto punto a punto y {·, ·} el parénte-

sis de Poisson, forma un álgebra de Poisson.

Demostración. La prueba se sigue de la asociatividad del cuerpo R y de las proposiciones H.1.1 y

H.1.2.

Hasta ahora hemos visto que los observables clásicos forman un álgebra de Poisson junto al producto

punto a punto y el corchete de Poisson. Sin embargo, en la sección E se prueba que también define un

álgebra de Lie-Jordan-Banach (definición D.0.11) visto como el ĺımite conmutativo de otro espacio,

por lo que, su complexificación (considerar funciones C∞(M,C) con valores en el cuerpo de los

números complejos) es una C∗−álgebra (definición D.0.14). Es decir, el conjunto de observables

clásicos formará la subálgebra de elementos hermı́ticos5 de una C∗−álgebra, Para más detalles,

4En una carta (U,ψ = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)) del atlas de Darboux.
5Un elemento x de una C∗-álgebras se dice que es hermı́tico si x∗ = x con la involución ∗ del álgebra.
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véase la sección E. Esto es usado en [6], [18] para construir la dinámica usando la construcción

GNS, sin embargo, en este trabajo no haremos referencia expĺıcita a la estructura de C∗−álgebra

de los observables.

Volviendo a la dinámica del sistema, dado el observable hamiltoniano6 h ∈ C∞(M,R), el álgebra
de Poisson de observables clásicos (C∞(M,R), ·, {·, ·}) evoluciona de la siguiente manera: dado un

observable f ∈ C∞(M), su dinámica viene dada por la siguiente ecuación7:

df

dt
= {f,H}. (2.1.9)

O, en su versión dual, la evolución de un estado8 ρ ∈ D(M) lo da la ecuación de Liouville:

dρ

dt
= −{ρ,H}. (2.1.10)

2.2. Sistemas cuánticos

La formulación habitual9 de la mecánica cuántica comienza considerando un espacio de Hilbert10

complejo y separable11. Antes de seguir, fijamos una notación extendida en la literatura que hace

los cálculos en mecánica cuántica más simples. Se trata de la notación bra-ket o notación de Dirac,

introducido originalmente por Paul Dirac (1904-1984). Se convenia que:

|ψ⟩ ∈ H es un vector, (2.2.1)

⟨ϕ| ∈ H∗ es un vector del espacio dual, (2.2.2)

de tal manera que ⟨ϕ| = |ϕ⟩∗, y el producto escalar entre dos vectores |ψ⟩ , |η⟩ ∈ H se denota como

⟨η|ψ⟩ ∈ C (2.2.3)

En esta notación, se puede escribir el proyector sobre el subespacio de dimensión 1 generado por

|ψ⟩ como un ket-bra:

|ψ⟩ ⟨ψ| : H → H (2.2.4)

de tal manera que evaluando un vector |η⟩: |ψ⟩ ⟨ψ| |η⟩ = ⟨ψ|η⟩ |ψ⟩ ∈ H.

La mecánica cuántica se basa en 5 postulados para describir sistemas puros12 en la imagen de

Schrödinger:

6Observable clásico correspondiente a la enerǵıa del sistema.
7Suponemos que f no tiene ninguna dependencia expĺıcita respecto al tiempo.
8Suponemos que ρ no tiene ninguna dependencia expĺıcita respecto al tiempo.
9La referencia más usual para el esquema matemático de la mecánica cuántica fue la presentada por el matemático

húngaro-estadounidense John von Neumann en [21].
10Véase definición C.1.1.
11Véase proposición C.1.1.
12En este trabajo solo consideraremos estados puros.
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1. El estado de un sistema cuántico queda definido por un elemento |ψ⟩ ∈ H del espacio de Hil-

bert, o, equivalentemente, por el proyector13 ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ|, que denominaremos matriz densidad,

sobre el correspondiente subespacio generado por |ψ⟩ de dimensión 1).

2. Un observable cuántico es un operador autoadjunto14 no (necesariamente) acotado15 sobre el

espacio de Hilbert. Denotaremos a este conjunto como

Θ(H) := {A : D(A) → H|A autoadjunto}. (2.2.5)

3. Cuando un sistema está en el estado |ψ⟩ ∈ H, la medida del observable A dará como resultado

uno de sus valores propios a con una probabilidad dependiente del estado PA|ψ⟩ = |⟨a|ψ⟩ |2,
donde |a⟩ es el vector propio asociado al autovalor a (A |a⟩ = a |a⟩) que, por simplicidad,

consideramos no degenerado16.

Vemos entonces que la medida de un operador tiene asociada una distribución de probabilidad

que depende del estado del sistema. El correspondiente valor esperado del observable A será

una aplicación

⟨·⟩ : Θ(H)×H → C (2.2.6)

(A, |ψ⟩) 7→ ⟨A⟩|ψ⟩ = ⟨ψ|Aψ⟩ ,

y la dispersión será la ráız cuadrada de la varianza: △|ψ⟩A =
√

⟨A2⟩|ψ⟩ − ⟨A⟩2|ψ⟩.

4. Para un estado |ψ⟩ sobre el cual se realiza una medida de A obteniéndose el valor ai (con las

probabilidades descritas anteriormente), el estado resultante de la medida se obtiene realizando

la proyección del estado sobre el subespacio propio asociado al valor propio ai. Este proceso es

el que se denomina colapso de la función de onda y su interpretación es aún objeto de debate.

5. La evolución temporal de un sistema descrito por |ψ(t)⟩ se rige por la ecuación de Schrödinger:

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H̃ |ψ(t)⟩ , (2.2.7)

donde H̃ es el hamiltoniano que corresponde al observable de la enerǵıa del sistema. Esta

ecuación corresponde a la imagen de Schrödinger introducida en 1926 por el mismo Schrödin-

ger. Como el sistema está aislado, sigue una dinámica unitaria generada por el Hamiltoniano.

Equivalentemente, si se decide describir el estado mediante proyectores17 ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|, esta
evoluciona en el tiempo siguiendo la Ecuación de von Neumann:

dρ̂

dt
= − i

ℏ
[H, ρ̂]. (2.2.8)

13A la que denominaremos matriz densidad.
14Véase definición C.2.8.
15Véase definición C.2.5
16En caso de ser degenerado, la probabilidad vendrá dada por el módulo al cuadrado de la proyección sobre su

subespacio propio.
17Supongamos que ∥|ψ⟩∥ = 1.
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Mencionar que esta ecuación abarca situaciones más generales donde un estado puede venir

descrito por una combinación convexa de estados puros18 denominado como estado mezcla.

Existe una formulación aleternativa denominada imagen de Heisenberg propuesta en 1925

donde la dinámica recae sobre los observables dejando los estados estáticos en el tiempo.

Bajo este esquema, la evolución de un observable19 A ∈ Θ(H) está determinada por la acción

adjunta del hamiltoniano,
dA

dt
=
i

ℏ
[H,A], (2.2.9)

siguiendo la Ecuación de Heisenberg. Esta ecuación es la análoga cuántica a la Ecuación

(2.1.9). En este trabajo estudiaremos la imagen de Heisenberg de un sistema h́ıbrido, por

tanto, nos centraremos en la caracterización de la dinámica de los observables h́ıbridos, más

detalles en el caṕıtulo 3.

2.3. Cuantización geométrica

El formalismo de Koopman-von Neumann permite representer observables clásicos como operadores

sobre el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable L2(M, dΩ) sobre el espacio de fases

M con su medida simpléctica. De esta manera, los estados seŕıan funciones de onda ϕ ∈ L2(M, dΩ),

los observables operadores sobre L2(M, dΩ) y la dinámica (unitaria) estaŕıa dada por una ecuación

de Shcrödinger (véase ecuación (F.0.12)) generada por el operador de Koopman-von Neumann

(definición F.0.2). Una exposición detallada de este formalismo se puede encontrar en el caṕıtulo

F; en este trabajo, usaremos el formalismo de Koopman-van Hove para obtener otra representación

de los observables clásicos sobre un espacio de Hilbert, empleando herramientas de cuantización

geométrica,

La teoŕıa de cuantización geométrica surge de la mano de Bertram Konstant (véase [4]) y Jean-Marie

Souriau (véase [19]) en la década de 1970 en el contexto de teoŕıa de representaciones. Empleando

herramientas de geometŕıa diferencial, como son los fibrados vectoriales y conexiones, define un

espacio de Hilbert con los estados del sistema clásico y representa los observables clásicos mediante

operadores sobre dicho espacio. El procedimiento de cuantización geométrica consiste en tres pasos:

precuantización, polarización20 y corrección metapléctica21. En este trabajo, ya que no se pretende

cuantizar como tal ninguna teoŕıa clásica sino obtener una diferente representación del álgebra de

Poisson (véase 2.1.6) de observables clásicos usando la representación de Koopman-van Hove (véase

[10], [5]), solamente introduciremos la precuantización.

18Un estado puro ρ ∈ Θ(H)∗ es una matriz densidad que se puede escribir como ρ = |ϕ⟩ ⟨ϕ| para algún |ϕ⟩ ∈ H
normalizado.

19Suponemos, por simplicidad, ninguna dependencia expĺıcita respecto al tiempo.
20En el apéndice G.2 se proporciona una exposición de la polarización para el lector interesado.
21Véase [16], [22], [2].
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2.3.1. Condiciones de cuantización de Dirac

La definición de una cuantización consiste en construir una representación del álgebra de Poisson

(2.1.6) de observables clásicos como operadores sobre un espacio de Hilbert. El origen de este pro-

blema se remonta a principios del siglo XX, con los intentos de Hermann Weyl en 1927 con la

denominada cuantización de Weyl. Dirac, al notar la similitud entre las relaciones de conmutación

de los operadores cuánticos posición y momento respecto al paréntesis de Poisson de las correspon-

dientes funciones clásicas, conjeturó que debeŕıa de existir un homomorfismo entre las dos álgebras

de observables. En términos modernos, lo describimos como una aplicación P entre el conjunto de

observables clásicos al conjunto de observables cuánticos con las siguientes propiedades:

1. Linealidad: P(f + g) = P(f) + P(g),

2. conmutadores: [P(f),P(g)] = −iℏP({f, g}),

3. constantes: para f constante en M , P(f) = f · Id en H,

4. la representación P del álgebra de observables clásicos es irreducible.

Las condiciones 1 y 2 son necesarias para que el mapa P sea un morfismo de álgebras de Lie (véase

definición D.0.7), y la condición 4 es equivalente a la condición de que si {fα}α=1,...,n forma un

conjunto de observables completo, los operadores {P(f)α}α=1,...,n son también completos.

A estas condiciones se les denomina las condiciones de cuantización de Dirac (véase [9]); sin embar-

go, el teorema de ”no-go”de Groenwold-von Hove (véase [13]) prueba que es imposible encontrar

una aplicación P que cumpla todas las propiedades anteriores para todos los observables clásicos.

Ante esta situación, lo único que nos queda es limitar el conjunto de observables clásicos que cuan-

tizar o modificar las estructuras algebraicas consideradas. Hoy en d́ıa existen múltiples métodos de

cuantización como cuantización por deformación (véase [3]), cuantización de Berezin (véase [4]),

cuantización geométrica, etc.

2.3.2. Precuantización: El formalismo de Koopman-van Hove

En el formalismo de Koopman-van Hove (véase [20],[10],[5]) se utiliza el procedimieneto de pre-

cuantización para representar el álgebra de Poisson de observables clásicos sobre un espacio de

Hilbert que cumpla las condiciones de cuantización de Dirac empleando herramientas de geometŕıa

diferencial como fibrados y conexiones.

Para ello, la idea es tomar la variedad simpléctica, dotarla de una estructura de fibrado de ĺınea

complejo hermı́tico (véase B.4.1) y definir el espacio de Hilbert correspondiente a las secciones de

cuadrado integrable sobre el mismo fibrado. Además, sobre este espacio de Hilbert se pueden definir

operadores que representen los observables clásicos y cumplan las reglas de cuantización de Dirac
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(salvo la última, que se cumplirá al aplicar la cuantización y la corrección metapléctica).

En la precuantización, se define un fibrado vectorial complejo 1-dimensional, L
π→M , donde para

todo m ∈M , Lm := π−1(m) = C de C-dimensión 1. El espacio de fases M es la base y a cada punto

lo dotamos de un grado de libertad complejo que, cuando se fije su norma, representará f́ısicamente

una ”fase” la cual interpretaremos a lo largo del trabajo.

Queremos que la 1−forma de curvatura del fibrado L
π→M sea

iω

ℏ
, por lo que, la 1−forma de

conexión Θ vendrá dada por Θ =
i

ℏ
(θ + dφ) donde θ es un potencial simpléctico22 cualquiera y

φ ∈ C∞(M), de esta manera, se tiene una libertad en la elección de φ. La elección de una φ nos

define un nuevo potencial simpléctico θ̃ := θ+ dφ f́ısicamente igual de válida que θ. A esta libertad

lo que denominaremos libertad gauge, y a la elección de una φ, elección de gauge o fijación del gauge.

Una elección de gauge φ nos fija una trivialización dada por el sistema local s ∈ Γ(L) de la siguiente

manera:

∇ s =
i

ℏ
s · θ̃ (2.3.1)

donde θ̃ := θ + dφ. Esta libertad gauge se estudiará en más profundiad en la sección 2.3.3.

Una trivialización nos permitirá describir cualquier sección como una función suave compleja. Es

decir, a partir de la trivialización dada por s, cualquier sección ψ ∈ Γ(L) puede escribirse como

ψ = ψ̃ · s, ψ̃ ∈ C∞(M),

donde · denota el producto punto a punto.

Los estados de nuestro sistema ahora son secciones ϕ ∈ Γ(L), que localmente se pueden ver como

funciones en C∞(M). Recordemos que el objetivo de la cuantización es definir un espacio de Hilbert

cuyos elementos sean estados del sistema clásico y los operadores representen observables clásicos.

Por tanto, necesitamos definir un producto interno hermı́tico

⟨·, ·⟩ : Γ(L)× Γ(L) → C,

sobre nuestro fibrado L
π→M . Para ese fin, hacemos uso del producto escalar definido sobre C,

donde dados z, y ∈ C, (z, y) = z∗y, donde z∗ denota el complejo conjugado de z. Además, usaremos

la n-forma de volumen definido sobre nuestra variedad simpléctica23 (orientable) a partir de la forma

simpléctica ω: dΩ =
1

(2πℏ)n
ω∧· · ·∧ω. El resultado es un producto escalar en el espacio de secciones

Γ(L) dado por:

⟨ϕ, ψ⟩ =
∫
M
(ϕ(m), ψ(m)) dΩ(m), ∀ϕ, ψ ∈ Γ(L). (2.3.2)

22θ será la 1−forma de Liouville si M es un fibrado cotangente.
23La constante de normalización se toma por conveniencia.
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La definición de un producto interno hermı́tico, nos permitirá también definir una norma

∥ψ∥2 =
√

⟨ψ,ψ⟩,

para ψ ∈ Γ(L). La compleción del espacio de secciones de cuadrado integrable será el espacio Hilbert

que describa los estados del sistema precuantizado.

L2(L) := {ψ ∈ Γ(L) : ∥ψ∥2 <∞}.

Definición 2.3.1 (Precuantización). Una variedad simpléctica (M,ω) es precuantizable si existe

un fibrado de ĺınea hermı́tico L
π→M con conexión ∇ y forma hermı́tica ⟨·, ·⟩ cuya curvatura es

iω

ℏ
.

La aplicación de cuantización P toma observables clásicos f ∈ C∞(M) y los lleva a observables

P(f) v́ıa
P : C∞(M) → Θ(L2(L))

f 7→ P(f) := −iℏ∇Xf
+Mf (2.3.3)

que actúa sobre secciones complejas ϕ ∈ L2(L) (funciones de onda) ϕ = ϕ̃ · s : M → L donde

ϕ̃ ∈ C∞(L) y Mf (g) = f · g es el operador multiplicativo.

Para simplifcar los cálculos, se escoge el sistema local s de tal manera que para cada punto m ∈ M:

(s(m), s(m)) = 1, (2.3.4)

aśı, el producto escalar de dos secciones será el producto escalar complejo de las funciones que

multiplican el sistema local, i.e. para dos secciones arbitrias ϕ = ϕ̃s, ψ = ψ̃s, uno tiene

(ϕ(m), ψ(m)) = ϕ̃(m)∗ · ψ̃(m), ∀m ∈ M. (2.3.5)

Cabe destacar que la aplicación de precuantización P puede ser extendida por linealidad para consi-

derar también funciones C∞(MC ,C) complejas, aunque solo los operadores reales tengan significado

f́ısico como observables y solamente estos últimos serán simétricos.

Proposición 2.3.1. Dada una variedad simpléctica (M, ω) y una función f ∈ C∞(M,R), y

la precuantización P anteriormente descrita, entonces, el operador (no necesariamente acotado)

(P(f), CC(M)) es simétrico (hermı́tico con dominio denso).

Demostración. La demostración se puede hallar en la proposición H.2.2.

Es decir, los observables clásicos precuantizados forman un subconjunto de los operadores simétricos

(o hermı́ticos) sobre L2(L) que denotaremos como P(MC) := {P(f) | f ∈ C∞(M)} ⊂ Herm(L2(L))

donde con Herm(L2(L)) denotamos el conjunto de operadores simétricos.24

24El hecho de denotarlo como hermı́ticos tiene como objetivo compartir la notación con la literatura.
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2.3.3. Representación KvH del álgebra de observables clásicos

Siguiendo el formalismo de KvH, la precuantización nos proporciona una representación del álgebra

de Poisson de observables clásicos (C∞(M× R), {·, ·}) como operadores (Θ(H), [·, ·]).

Teorema 2.3.2. Sean h ∈ C∞(M) el hamiltoniano de un sistema clásico descrito por el espa-

cio de fases (M, ω), P la precuantización descrita anteriormente, y f ∈ C∞(M) un observable

clásico precuantizado. Entonces la precuantización es una representación del álgebra de Poisson

(C∞(M), {·, ·}) como operadores (Θ(L2(L)), [·, ·]), i.e.

P({h, f}) = − i

ℏ
[P(h),P(f)]. (2.3.6)

Demostración. La demostración puede hallarse en el teorema H.2.1.

Sin embargo, a diferencia del formalismo de Koopman-von Neumann donde los operadores se re-

presentaban a través de operadores multiplicativos, ahora en el formalismo de Koopman-van Hove

los observables clásicos son representados también mediante operadores derivativos en el espacio

de Hilbert. En esta representación, los observables clásicos no conmutan en general, sin embargo,

el hamiltoniano clásico viene representado por un observable permitiéndonos definir una dinámica

que será un automorfismo interno del álgebra de observables. Estas son las principales diferen-

cias con respecto a la representación de observables clásicos que se tiene empleando el formalismo

de Koopman-von Neumann (véase [18]), donde los operadores correspondientes a los observables

clásicos conmutan pero la dinámica define un automorfismo externo25.

Estados estad́ısticos clásicos

Dada una densidad de probabilidad clásica ρ ∈ C∞(M) y un observable A ∈ C∞(M), el valor

esperado del observable clásicamente vendrá dado por

⟨A⟩ρ =
∫
M
AρdΩ. (2.3.7)

Este mismo estado estad́ıstico clásico, en el formalismo de KvH, vendrá dado por un estado puro; es

decir, el estado vendrá descrito por una función de onda26 ϕ ∈ Γ(L) y la matriz de densidad asociada

ρ̃ ∈ Θ(H)∗ será el proyector normalizado sobre la misma: ρ̃ =
|ϕ⟩ ⟨ϕ|
⟨ϕ|ϕ⟩

. Bajo esta prescripción, el

valor esperado de un observable P(A) ∈ Θ(H) vendrá dado por la traza de la matriz densidad

actuando sobre el mismo,

⟨P(A)⟩ρ̃ = Tr(ρ̃P(A)). (2.3.8)

25El operador que actúa de hamiltoniano de la dinámica (el Liouvilliano) no pertenece al álgebra de observables

clásicos.
26Por simplicidad de notación, a continuación, trataremos ϕ como si fuera la función ϕ̃ ∈ C∞(M) que describe la

sección dada la sección del vaćıo s, ϕ = ϕ̃s.

14



Lema 2.3.3. Dada la representación de KvH de un observable P(A) ∈ P(MC) ⊂ Θ(H) y un estado

puro ρ̃ ∈ Θ(H)∗: ρ̃ =
|ϕ⟩ ⟨ϕ|
⟨ϕ|ϕ⟩

, donde ϕ ∈ Γ(L), el valor esperado del observable precuantizado P(A)

en el estado ρ̃ viene dado por la siguiente expresión:

⟨P(A)⟩ρ̃ =
∫
M
(θ(XA) +A)|ϕ|2dΩ− iℏ

∫
M
ϕ̄{A, ϕ}dΩ. (2.3.9)

Demostración. Basta calcular ⟨P(A)⟩ρ̃ = Tr(ρ̃P(A)) tomando P(A) = −iℏ∇XA
+MA:

⟨P(A)⟩ρ̃ = tr

(
|ϕ⟩ ⟨ϕ|
⟨ϕ|ϕ⟩

P(A)
)

=
⟨ϕ|P(A) |ϕ⟩

⟨ϕ|ϕ⟩
=

=
∥ϕ∥=1

∫
M
ϕ̄P(A)ϕdΩ =

∫
M
(θ(XA) +A)|ϕ|2dΩ− iℏ

∫
M
ϕ̄{A, ϕ}dΩ. (2.3.10)

Teorema 2.3.4. Dado un estado puro ρ̃ ∈ Θ(H)∗: ρ̃ =
|ϕ⟩ ⟨ϕ|
⟨ϕ|ϕ⟩

donde ϕ ∈ Γ(L). Entonces, la

densidad de probabilidad clásica viene dada por la relación

ρ = |ϕ|2 − div(J θ|ϕ|2) + iℏ{ϕ̄, ϕ}. (2.3.11)

donde θ es el potencial simpléctico del espacio de fases y J es el tensor de Poisson (véase definición

A.2.1).

Demostración. Consideremos cualquier observable precuantizado P(A) ∈ Θ(H), y P(A) = −iℏ∇XA
+

MA su precuantización. Empleando la forma de calcular valores medios en la representación de KvH

(Ecuación (2.3.9)), debemos postular:∫
M
AρdΩ = ⟨A⟩ρ := ⟨P(A)⟩ρ̃ (2.3.12)

Entonces tenemos:∫
M
AρdΩ =

∫
M
ϕ̄P(A)ϕdΩ =

∫
M
(θ(XA) + A)|ϕ|2dΩ − iℏ

∫
M
ϕ̄{A, ϕ}dΩ. (2.3.13)

Buscando relacionar ρ con ϕ, introducimos primero el tensor de Poisson J : Γ(T ∗M)×Γ(T ∗M) →
C∞(M) que es una aplicación C∞(M)-bilineal. Dado un sistema de coordenadas, localmente po-

demos escribir

{F,H} = J (dF, dH) = J µνdFµdHν = J µν∂µF ∂νH,

y

XA = J (·, dA) = J µν dAν︸︷︷︸
∂νA

.
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Por un lado, se tiene que

0 =

∫
M

div(J µνθνA|ϕ|2)dΩ =

∫
M

div(J µνθν |ϕ|2)AdΩ +

∫
M

J µνθν |ϕ|2∂µAdΩ, (2.3.14)

integrando por partes, considerando el hecho de que ϕ(∂M) = 0, denotando por θν la componente

ν del potencial simpléctico θ en la carta de Darboux, y usando el convenio de sumación de Einstein.

Por otro lado, dado que el operador {·, ϕ} es una derivación, se tiene que:∫
M
{Aϕ̄, ϕ}dΩ =

∫
M
A{ϕ̄, ϕ}dΩ+

∫
M
ϕ̄{A, ϕ}dΩ. (2.3.15)

Obteniendo la siguiente relación ρ = |ϕ|2 − div(J θ|ϕ|2) + iℏ{ϕ̄, ϕ}.

Nótese que la densidad de probabilidad clásica dada por la ecuación (2.3.11) no está definida positiva,

por tanto, debemos fijar la libertad gauge (definir la fase de ϕ) para que esto no pueda suceder.

Corolario 2.3.5. Para que la densidad de probabilidad clásica no dependa de la fase de la función

de onda y sea definida positiva, se debe cumplir la siguiente condición:

div(J θRC) = −{RC , SC} (2.3.16)

donde RC ∈ C∞(MC ,R+), SC ∈ C∞(MC ,R) tales que ϕ =
√
RCe

iSC/ℏ.

Demostración. Ver la demostración del corolario H.2.3.

Libertad gauge

Como ya hemos visto, el uso de un fibrado de ĺınea para representar los estados de nuestros sistema

clásico introduce una libertad gauge dada por el potencial simpléctico o 1−forma de conexión.

Añadir una 1−forma exacta (luego, cerrada) al potencial simpléctico nos da otra conexión ∇ con

la misma curvatura, es decir, dado un potencial simpléctico θ ∈ Λ1(MC) y una función φ ∈
C∞(MC ,R), definimos otro potencial simpléctico como θ̃ := θ+dφ. Son dos potenciales simplécticos

diferentes con la misma forma simpléctica asociada, i.e.

ω̃ = dθ̃ = d(θ + dφ) = dθ + d(dφ)︸ ︷︷ ︸
=0

= dθ = ω.

La libertad gauge de la fase27 clásica quedará fijada por la ecuación (2.3.16) para que la densidad

de probabilidad clásica sea positiva y no dependa de la fase de la función de onda que lo representa.

27Veremos en la ecuación B.3.4 que una libertad gauge en la forma simpléctica es equivalente a un cambio de fase

de la función de onda.
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A continuación veremos dos formas de entender la relación que hay entre cambios de fase de los

estados y transformaciones gauge en el potencial simpléctico: la primera viendo cómo transforman

los observables precuantizados bajo cambios de fase, y la segunda dirigiéndonos a la teoŕıa de

fibrados vectoriales.

Proposición 2.3.6. Dados un observable clásico f ∈ C∞(MC), su observable precuantizado f̃

asociado28 al potencial simpléctico θ, un estado ψ = ψ̃ · s ∈ Γ(L) y un cambio de fases dado ψ′ =

eiφ/ℏψ, donde φ ∈ C∞(MC ,R), entonces, el observable precuantizado transforma de la siguiente

manera:

P(f)(ψ′) = eiφ/ℏ P(f)′(ψ), (2.3.17)

donde P(f)′ es el operador precuantizado de f asociado al potencial simpléctico θ′ = θ + dφ.

Demostración. Véase demostración en la proposición H.2.4.

Vemos que un cambio de fases puede absorberse mediante un cambio gauge en el potencial simplécti-

co con el coste de una fase extra al evaluarlo en un observable. Se puede ver que la propiedad que se

muestra en la proposición 2.3.6 es equivalente a la condición sobre la fase que da el corolario 2.3.5.

Sin embargo, la fase extra que se tiene en el operador precuantizado debido a los cambios gauge no

supone ningún problema f́ısico, ya que, esta fase se verá anulada cuando tomemos valores medios

de los observables:

Corolario 2.3.7. El valor esperado de un operador precuantizado es invariante bajo transforma-

ciones de gauge. Es decir, dados el observable clásico f , los operadores precuantizados f̃ , f̃ ′ y los

estados ψ,ψ′ como en la Proposición H.2.4, entonces:

⟨P(f)⟩ψ′ = ⟨P(f)′⟩ψ . (2.3.18)

Demostración. Empleando la notación Braket de Dirac:

⟨P(f)⟩ψ′ = e−iφ/ℏ ⟨ψ|eiφ/ℏP(f)′ψ⟩ = e−iφ/ℏeiφ/ℏ ⟨ψ|P(f)′ψ⟩ = ⟨ψ|P(f)′ψ⟩ = ⟨P(f)′⟩ψ. (2.3.19)

Otra forma de enfocar esta libertad gauge es recurriendo a la teoŕıa de fibrados vectoriales que nos

dice que un cambio del sistema local produce un cambio en la 1−forma de conexión (y en la forma

de curvatura también). Consideramos un cambio de sistemas locales dado por g := eiφ/ℏ como en

la Ecuación (B.3.4). Por tanto, según la Ecuación (B.3.5) y la proporcionalidad entre el potencial

simpléctico y la forma de conexión, se tiene lo que esperábamos:

θ̃ = g−1θg − iℏg−1dg = θ + dφ, (2.3.20)

28En el sentido de que la 1−forma de la conexión del observable precuantizado está dada por el potencial simpléctico

siguiente.
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Capı́tulo 3
Sistemas h́ıbridos

En este caṕıtulo, presentaremos un nuevo enfoque para tratar con sistemas h́ıbridos y estudiaremos

su dinámica. Tomaremos el sistema clásico y lo precuantizaremos con las herramientas de cuanti-

zación geométrica tal y como se hace en el formalismo de KvH, y, posteriormente, le acoplaremos

un sistema cuántico de manera natural en el sentido de que trataremos ambas partes como dos

subsistemas cuánticos acoplados. Es decir, un estado de un sistema h́ıbrido será un elemento del

espacio de Hilbert H = HC ⊗HQ donde HC = L2(L) es el espacio definido en el caso clásico y HQ

el espacio de Hilbert de la parte cuántica. A partir de aqúı supondremos que el espacio de Hilbert

de la parte cuántica tiene dimensión infinita1, por tanto, podemos considerar2 que HQ = L2(Rm)
es el espacio de funciones cuadrado integrables sobre Rm para algún m ∈ N. Entonces, el espacio
de Hilbert se puede ver como HCQ = L2(L)⊗ L2(Rm) ∼= L2(MC × Rm).

A su vez, un observable será un elemento de ΘCQ := P(MC) ⊗ Θ(L2(Rm)), donde Θ(L2(Rm))
denota el conjunto de operadores sobre L2(Rm).

Mencionar también que todas las herramientas de geometŕıa diferencial que usemos en un sistema

h́ıbrido como la derivada exterior d, la conexión ∇, etc. solo actúan sobre el subsistema clásico sin

afectar a la parte cuántica, ya que están definidos sobre MC ,. Por ejemplo, localmente, la derivada

exterior sobre un estado h́ıbrido f ∈ HCQ
∼= L2(MC × Rm) como

df(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, x1, . . . , xm) =

n∑
i=1

(
∂f

∂qi
dqi +

∂f

∂pi
dpi

)
. (3.0.1)

1Si HQ es de dimensión finita, es decir, HQ
∼= Ck para algún k ∈ N, lo siguiente es aplicable pero habŕıa que

adaptar cierta notación, no lo haremos en este trabajo.
2Recordemos que todos los espacio de Hilbert separable infinito-dimensionales son isomorfos.
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3.1. Dinámica h́ıbrida unitaria

La pregunta que nos hacemos en este punto es bajo qué condiciones la dinámica unitaria deja

invariante el espacio de observables h́ıbridos. Veremos que salvo para observables triviales, una

dinámica unitaria no puede ser una dinámica h́ıbrida bien definida.

Teorema 3.1.1. No existe ninguna dinámica unitaria independiente del tiempo y conectada con la

identidad que deje invariante el espacio de observables no triviales h́ıbridos.

Demostración. Una dinámica unitaria independiente del tiempo y conectada por la unidad tiene

la forma de (2.2.9), por lo que, para que una dinámica de este tipo preserve el subálgebra de

observables h́ıbridos es condición necesaria y suficiente que el conmutador de un observable h́ıbrido

con el hamiltoniano h́ıbrido sea, de nuevo, un observable h́ıbrido. Buscamos bajo qué condiciones

un observable cumple que el conmutador del mismo con el hamiltoniano es un observable:

[P(h)⊗HQ,P(f)⊗ FQ] ∈ ΘCQ = P(MC)⊗Θ(L2(Rm)). (3.1.1)

El conmutador del producto tensorial de dos observables puede descomponerse en productos de con-

mutadores y anticonmutadores, de esta manera, convertimos la condición anterior en una cuestión

en el subsistema clásico, ya que la dinámica unitaria en el subsistema cuántico preserva el álgebra

de obsrvables cuánticos. Expĺıcitamente,

[P(h)⊗HQ,P(f)⊗ FQ] = [P(h),P(f)]︸ ︷︷ ︸
∈P(MC)

⊗ [HQ, FQ]+︸ ︷︷ ︸
∈Θ(L2(Rm))

+[P(h),P(f)]+ ⊗ [HQ, FQ]︸ ︷︷ ︸
∈Θ(L2(Rm))

(3.1.2)

donde con [·, ·]+ denotamos el anticonmutador3. De esta manera, para que la transformación infi-

nitesimal de un operador sea un operador h́ıbrido, se requiere que el anticonmutador de dos ob-

servables clásicos precuantizados sea otro operador precuantizado, i.e. [P(h),P(f)]+ = P(g) para

algún g ∈ C∞(MC). Veremos que, en general, lo anterior no es posible ya que el anticonmuta-

dor nos da términos derivativos de segundo orden que no se pueden interpretar como operadores

precuantizados.

Vemos que parte del anticonmutador puede verse como un observable precuantizado, pero no su

totalidad:

[P(h),P(f)]+ = [−iℏ∇Xh
+h,−iℏ∇Xf

+f ]+ = −ℏ2[∇Xh
,∇Xf

]+−iℏ[∇Xh
, f ]+−iℏ[h,∇Xf

]++[h, f ]+ =

= −ℏ∇Xh
∇Xf

−ℏ2∇Xf
∇Xh

− iℏ∇Xh
f︸ ︷︷ ︸

=−iℏ∇Xh
−����iℏXh(f)

−iℏf∇Xh
−iℏh∇Xf

− iℏ∇Xf
h︸ ︷︷ ︸

=−iℏ∇Xf
−����iℏXf (h)

+h ·f+f ·h =

= −ℏ2(∇Xh
∇Xf

+∇Xf
∇Xh

)− 2iℏ (f∇Xh
+ h∇Xf

)︸ ︷︷ ︸
∇Xfh

+h · f + f · h =

= −ℏ2[∇Xh
,∇Xf

]+ + 2P(fh). (3.1.3)

3∀(A,D(A)), (B,D(B)) ∈ Θ(H), [A,B]+ := AB +BA con dominio D([A,B]+) = D(AB) ∩D(BA) = D([A,B]).
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Nótese que tenemos términos derivativos de segundo orden, el anticonmutador de las derivadas

covariantes. Estos términos no podrán ser absorbidos con observables precuantizados, en general.

A pesar de ello, aún podemos manipular más la expresión para dejar un solo término derivativo de

segundo orden. Para ello, intentamos expresar el anticonmutador mediante el conmutador más un

término adicional. Veámoslo partiendo del último resultado obtenido en la ecuación (3.1.3)

[P(h),P(f)]+ = [−iℏ∇Xh
+ h,−iℏ∇Xf

+ f ]+ = −ℏ2[∇Xh
,∇Xf

]+ + 2P(fh) =

= −2ℏ2∇Xf
∇Xh

+ ℏ2[∇Xf
,∇Xh

] + 2P(fh) = −2ℏ2∇Xf
∇Xh

+ ℏ2 [∇Xf
,∇Xh

]︸ ︷︷ ︸
=−

i

ℏ
{f,h}+∇[Xf ,Xh]

+P(2 fh) =

= −2ℏ2∇Xf
∇Xh

+ iℏ

=P({f,h})︷ ︸︸ ︷
(−iℏ∇[Xf , Xh]︸ ︷︷ ︸

X{f,h}

+ {f, h})+2P(fh) =

= −2ℏ2∇Xf
∇Xh

+ P(iℏ{f, h}+ 2 fh). (3.1.4)

Todo operador precuantizado no constante es de orden derivativo 1, por tanto, no hay forma de

interpretar la doble derivada covariante como un operador precuantizado salvo que este se anule,

que corresponde al caso en el cual el observable es constante. Sin embargo, este caso no tiene ningún

interés f́ısico.

3.2. Dinámica h́ıbrida no lineal

Hemos visto que la dinámica unitaria solo está bien definida en el contexto de sistemas h́ıbridos

para observables triviales. Nos preguntamos si se puede definir una dinámica no lineal (y, por tanto,

no unitaria) que deje invariante el subálgebra de los observables h́ıbridos. La respuesta será que śı,

sin embargo, la dinámica tendrá unas caracteŕısticas determinadas, como que la dinámica de un

observable dependerá del estado inicial del sistema sobre el que estamos midiendo.

Para ello, vemos que parte del término de ∇Xf
∇Xh

puede absorberse con un cambio gauge (un

cambio en la forma simpléctica).

Consideremos el estado Υ ∈ L2(L) ⊗ L2(Rm) ∼= L2(MC × Rn) que se puede escribir de la forma

Υ =
√
Re−iS/ℏs para R,S ∈ C∞(MC × Rn). Entonces,

∇Xh
(Υs) = ∇Xh

(√
Re−iS/ℏs

)
=

 i

ℏ
(θ(Xh)− dS(Xh))︸ ︷︷ ︸

(1)

+
1

2
Xh(ln(R))︸ ︷︷ ︸

(2)

Υs. (3.2.1)

Imponiendo cierta condición sobre el sistema local s, se demuestra en la proposición H.4.1 que el

término (1) puede anularse. Aśı, el único término que permanece de la ecuación (3.2.1) es el término
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(2). Calculando la segunda derivada covariante (suponiendo, de nuevo, que (1) se anula) se tiene lo

siguiente4:

∇Xf
∇Xh

Υs = ∇Xf

(
1

2
Xh(ln(R))Υs

)
=

1

2
Xf (Xh(ln(R)))Υs+

i

2ℏ
Xh(ln(R))θ(Xf )Υs+

+
1

2
Xh(ln(R)) Xf (Log(Υ̃))︸ ︷︷ ︸

=
1

2
Xf (ln(R))−

i

ℏ
Xf (S)

Υs =

1

2

(
Xf (Xh(ln(R))) +

i

ℏ
θ(Xf )Xh(ln(R)) +

1

2
Xh(ln(R))Xf (ln(R))−

i

ℏ
Xh(ln(R))Xf (S)

)
Υs =

=

 1

2R
Xf (Xh(R))−

1

4R2
Xf (R)Xh(R) +

i

2ℏR
Xh(R) (θ(Xf )− dS(Xf ))︸ ︷︷ ︸

(3)

Υs, (3.2.2)

a priori, no se anula. Nos interesa que el término (3) de la ecuación anterior también se anulase

junto a (1) de tal manera que la segunda derivada covariante no dependiera de la fase S. Es decir,

lo ideal seŕıa hallar una solución al siguiente sistema de ecuaciones5:{
θ(Xh) = dS(Xh) (1),

θ(Xf ) = dS(Xf ) (3),
(3.2.3)

Como primera opción, uno puede pensar que bastaŕıa imponer la condición (más restrictiva):

dS = θ.

Pero esta condición no se puede cumplir en general, ya que, θ es una 1−forma no cerrada, pero dS

es exacta, luego cerrada.

La existencia de la solución del sistema de ecuaciones (3.2.3), que anulaŕıa los términos (1) y (3)

a la vez, no está asegurada y requiere plantearlo como un problema con ligaduras que restringe

el conjunto de observables clásicos que lo cumplan. Otra forma de verlo seŕıa plantearlo como un

problema dinámico añadiendo una conexión al término temporal de la ecuación dinámica, o también

estudiar si se pueden imponer ciertas condiciones al hamiltoniano h para simplificar la resolución

del sistema. Este problema requiere de futuras investigaciones que quedan fuera de este trabajo y ha

sido discutido en otros trabajos como en [10], [5], [11]. Lo que śı podemos asegurar por la proposición

H.4.1 es que el término (1) de (3.2.1) se anula para alguna trivialización, pero no podemos asegurar

que (3) de (3.2.2) también se anule, deberemos tomarlo en cuenta para la dinámica.

A continuación se explora la dinámica no lineal en la imagen de Heisenberg que deje invariante el

álgebra de observables clásicos. El estado ϕ evolucionará en el tiempo siguiendo la curva integral

4Denotamos por Log el logaritmo complejo y por ln el logaritmo neperiano sobre los reales.
5Con abuso de notación diremos que (1) se cumple si la ecuación (1) de (3.2.3) se cumple o, equivalentemente, si

le término (1) de la ecuación (3.2.1) se anula. Análogo con (3).
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del campo hamiltoniano, de tal manera que escogiendo la fase dada por la ecuación (??), la segunda

derivada covariante de Υ se reducirá a la siguiente expresión:

∇Xf
∇Xh

Υ = ∇Xf

(
1

2R
Xh(R)Υ

)
. (3.2.4)

Finalmente, el conmutador de la ecuación (3.1.2) queda reducido a la siguiente expresión

[P(h)⊗HQ,P(f)⊗ FQ]Υ = P({h, f})⊗ [HQ, FQ]+Υ+ P(−iℏ{h, f}+ 2h · f)⊗ [HQ, FQ]Υ−
− 2ℏ2∇Xf

∇Xh
⊗ [HQ, FQ]Υ = P({h, f})⊗ [HQ, FQ]+Υ+ P(−iℏ{h, f}+ 2h · f)⊗ [HQ, FQ]Υ−

− 2ℏ2
(

1

2R
Xf (Xh(R))−

1

4R2
Xf (R)Xh(R) +

i

2ℏR
Xh(R) (θ(Xf )− dS(Xf ))

)
⊗ [HQ, FQ]Υ.

(3.2.5)

Con todo esto, podemos proponer la dinámica h́ıbrida no-lineal en la imagen de Heisenberg que

preserve el álgebra de observables h́ıbridos:

Teorema 3.2.1. Dados un estado h́ıbrido6 Υ ∈ L2(L) ⊗ L2(Rm) tal que se puede escribir como

Υ =
√
ReiS/ℏ donde R,S ∈ C∞(MC × Rm), un observable h́ıbrido no dependiente del tiempo

P(f) ⊗ FQ ∈ P(MC) ⊗ Θ(L2(Rm)), y el hamiltoniano h́ıbrido P(h) ⊗HQ ∈ P(MC) ⊗ Θ(L2(Rm)),
entonces, la dinámica h́ıbrida no-lineal independiente del tiempo y conectada por la unidad dada por

la ecuación siguiente:

d

dt
(P(f)⊗ FQ)Υ =

i

ℏ
[P(h)⊗HQ,P(f)⊗FQ]Υ+2iℏ∇Xf

∇Xh
⊗[HQ, FQ]Υ =

i

ℏ
[P(h)⊗HQ,P(f)⊗FQ]Υ+

+ 2iℏ
(

1

2R
Xf (Xh(R))−

1

4R2
Xf (R)Xh(R) +

i

2ℏR
Xh(R) (θ(Xf )− dS(Xf ))

)
⊗ [HQ, FQ]Υ.

(3.2.6)

preserva el álgebra de observables h́ıbridos.

Demostración. La demostración es inmediata a partir de la expresión del conmutador dada por la

ecuación (3.2.5). De esta manera,

d

dt
(P(f)⊗ FQ)Υ = P({h, f}) ⊗ [HQ, FQ]+Υ + P(−iℏ{h, f} + 2h · f) ⊗ [HQ, FQ]Υ (3.2.7)

que pertenece a P(MC)⊗Θ(L2(Rm)).

6m ∈ N.
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Capı́tulo 4
Conclusiones

Este trabajo nace de la búsqueda de una dinámica h́ıbrida bien definida en términos de espacios

de Hilbert. Se basa en los trabajos [6] y [18] donde se estudia la implementación del formalismo de

Koopman-von Neumann de representaciones de observables clásicos a sistemas h́ıbridos. Sin embar-

go, hasta la fecha no se ha encontrado una dinámica con todas las propiedades f́ısicas esperables

de un sistema h́ıbrido en este enfoque. Este trabajo propone una nueva perspectiva para hallar una

dinámica h́ıbrida. Para ello, se sigue el formalismo de Koopman-van Hove que permite representar

el álgebra de observables clásicos como operadores sobre un espacio de Hilbert usando el procedi-

miento llamado precuantización de cuantización geométrica. En este marco teórico, la dinámica de

un sistema h́ıbrido es un automorfismo interno del álgebra de observables h́ıbridos, a diferencia de

lo que se tiene con el formalismo de Koopman-von Neumann. Además, en este trabajo se demuestra

que no hay ninguna dinámica h́ıbrida unitaria no trivial y se propone una dinámica no lineal que

deja invariante el álgebra de observables clásicos.

La principal aportación original de este trabajo se puede resumir como: el uso del formalismo de

Koopman-van Hove para estudiar la imagen de Heisenberg usando automorfismos internos al álgebra

de observables h́ıbridos, demostración de la no existencia de dinámicas h́ıbridas unitarias no triviales

y propuesta de una dinámica no lineal bien definida.

Finalmente, se proponen las siguientes posibles ĺıneas de investigación futuras. En primer lugar,

estudiar la existencia de la solución del sistema de ecuaciones (3.2.3), que implicaŕıa que la dinámica

no lineal descrita por la ecuación (3.2.6) no dependiera de la fase del estado sobre el que se mide

el observable. Para ello, se requiere de su planteamiento como un problema con ligaduras o como

un problema dinámico añadiendo una conexión no abeliana al término temporal. En segundo lugar,

estudiar la dinámica h́ıbrida no lineal dual en la imagen de Schrödinger. De tal manera que se tenga

la dinámica sobre los estados del sistema h́ıbrido. Por último, interpretar f́ısicamente la dinámica

no lineal obtenida, y estudiar sus propiedades como puede ser la back-reaction o ver si la densidad

de probabilidad clásica obtenida con la traza parcial del sistema cuántico está bien definida.
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Apéndice A
Algunas propiedades de geometŕıa diferencial

A.1. Campos vectoriales

Definición A.1.1 (Espacio tangente). El espacio tangente TpM de una variedad M sobre un punto

p ∈ M es

TpM := {[γ], γ : (−ϵ, ϵ) → M, γ(0) = p},

donde ϵ > 0 puede depender solo de γ y la relación de equivalencia en el conjunto de curvas sobre

p está definida por

γ1 ∼ γ2 : ⇐⇒ (ψ ◦ γ1)′(0) = (ψ ◦ γ2)′(0)

para una (y cada) carta admisible (U,ψ) en p ∈ U .

Definición A.1.2 (Campo vectorial). Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M
es una aplicación

p ∈ M 7→ X(p) ∈ TpM,

que es suave en el sentido de que ∀p ∈ M y una (y cada) carta (U,ψ = (x1, . . . , xn)) en p

X|U =
∑
i

vi
∂

∂xi
vi ∈ C∞(U). (A.1.1)

Definición A.1.3. El conjunto de campos vectoriales sobre M lo denotamos por X(M).

El conjunto de campos vectoriales X(M) es un módulo sobre el anillo C∞(M) mediante la suma

punto a punto y la multiplicación por escalares y vectores.

Definición A.1.4 (Derivación). Una aplicación R−lineal δ : C∞(M) → C∞(M) decimos que es

una derivación del anillo C∞(M) si para cualquier f, g ∈ C∞(M),

δ(f · g) = δ(f) · g + f · δ(g).
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Los campo vectoriales actúan como una derivación sobre el anillo C∞(M) de la siguiente manera:

X(M)× C∞(M) → C∞(M) (X, f) 7→ X(f),

donde X(f)(p) = df |p(X(p)), siendo d la diferencial exterior de la variedad M .

Además, un resultado muy interesante es que toda derivación sobre C∞(M) corresponde a un

campo vectorial

Proposición A.1.1. Toda derivación δ de C∞(M) es de la forma δ(f) = X(f) para algún X ∈
X(M)

Definición A.1.5. El corchete de Lie, o conmutador, de dos campos vectoriales

[·, ·] : X(M) → X(M)

está definido como

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

para todo X,Y ∈ X(M) y f ∈ C∞(M).

El corchete de Lie de dos campos vectoriales es un campo vectorial

Observación A.1.2. Dado dos campos vectoriales X,Y ∈ X(M) la existencia del campo vectorial

[X,Y ] sigue de que el conmutador de dos derivaciones es una derivación, i.e. [δ1, δ2] := δ1δ2 − δ2δ1

es una derivación (la prueba es seguir la definición A.1.4).

A.2. Tensor de Poisson

Definición A.2.1 (Tensor de Poisson). Dada una variedad simpléctica (M, ω), el tensor de Poisson

J es un campo tensorial antisimétrico de tipo (2, 0) sobre M:

J : Γ(T ∗M)× Γ(T ∗M) → C∞(M,R), (A.2.1)

de tal manera que ∀f, g ∈ C∞(M,R):

J (df, dg) = {f, g} = ω(Xf , Xg). (A.2.2)

Localmente, dada una carta (U,ψ = (qi, pi)
n
i=1 del atlas de Darboux, el tensor de Poisson toma la

siguiente forma:

J =
n∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
(A.2.3)
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A.3. Curvas integrales

Definición A.3.1 (Curva integral). Una curva α : I ⊂ R → M es una curva integral de un campo

vectorial X ∈ X(M) si α′(t) = Xα(t) para todo t ∈ I.

Definición A.3.2 (Campo completo). Un campo vectorial X ∈ X(M) es completo si todas sus

curvas integrales están definidas en todo R.

28



Apéndice B
Fibrados vectoriales y conexiones

En este sección se pretende introducir las herramientas matemáticas empleadas en cuantización

geométrica. En primer lugar, se hace un repaso general de la teoŕıa de fibrados vectoriales y se

define la noción de conexión de las mismas. Exponer el lenguaje matemático correspondiente a estas

estructuras nos permitirá entender más fácilmente los fibrados de ĺınea, que corresponden a un caso

muy particular de fibrado vectorial. A continuación, nos centraremos en estos fibrados de ĺınea y lo

equiparemos de una estructura adicional, un productor hermı́tico compatible con la estructura de

fibrado, lo que nos proporcionará los llamados fibrados de ĺınea hermı́ticos. Este caso particular de

fibrado es la estructura matemática en el cual se sustenta la cuantización geométrica, en concreto,

para sistemas clásicos, tomaremos como base el espacio de fases (una variedad diferenciable de

dimensión par) y lo dotaremos de fibras complejas unidimensionales.

Definición B.0.1 (K-Fibrado vectorial). Un K-Fibrado vectorial, K ∈ {R,C} de rango r sobre una

variedad M es:

1. una variedad E con una aplicación diferenciable π : E →M , tal que

2. la fibra

Ep := π−1({p}) (B.0.1)

sobre cada punto p ∈M es un K-espacio vectorial de dimensión r, y

3. cada punto p ∈M admite un entorno U ⊂M y un difeomorfismo Φ : π−1(U) → U ×Kr para

el cual el siguiente diagrama:

π−1(U) U ×Kr

U

Φ

π pr1
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conmuta y tal que para cada q ∈M el mapa

Φ|Eq : Eq → {q} ×Kr (B.0.2)

es lineal (por tanto, un isomorfismo lineal).

Más adelante veremos que la estructura que emplearemos para la cuantización geométrica será un

C-fibrado vectorial de rango 1, i.e. un una variedad cuyas fibras son el espacio complejo C. Por
tanto, a partir de ahora, salvo que se mencione lo contrario, consideraremos K = C, y diremos

fibrado vectorial refiriéndonos a un C-fibrado vectorial.

En cuanto a la notación, dado un fibrado vectorial E
π→M , llamaremos

E el espacio total, M la base y π la proyección del fibrado.

Además, al difeomorfismo Φ definido en 3 de B.0.1 lo llamaremos una trivialización local.

Definición B.0.2 (Secciones). Una aplicación diferenciable s : M → E es una sección del fibrado

vectorial E
π→M si

π ◦ s = idM ,

i.e., para cada p ∈M

s(p) ∈ Ep.

Es decir, una sección es una función que a cada punto de la baseM le hace corresponder un elemento

de la fibra E. Al conjunto de secciones lo denotamos como

Γ(E) := { s :M → E | s es una sección },

y su restricción fibrados definidos sobre U ⊂M

Γ(E)|U := { s : U → E | s es una sección de E|U }.

Observación B.0.1. El conjunto de secciones Γ(E) de un fibrado vectorial E
π→ M forma un (C-)

espacio vectorial y un C∞-módulo bajo la suma y el producto punto a punto. Además, si s ∈ Γ(E)

y s′ ∈ Γ(E′), entonces s⊕ s′ ∈ Γ(E ⊕ E′), s⊗ s′ ∈ Γ(E ⊗ E′) y s̄ ∈ Γ(Ē).

En el contexto de fibrados vectoriales, nace un noción análoga a las bases de espacios vectoriales

finitos que es la de sistema local.

Definición B.0.3 (Sistema local). Un sistema local de rango r de un fibrado vectorial E
π→ M es

una familia

s1, . . . , sr ∈ Γ(E)|U
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de secciones locales definidos sobre un subconjunto abierto U ⊂M que es linealmente independiente

punto a punto.

Denotaremos un sistema local como s = (s1, . . . , sr).

Hay una correspondencia canónica entre trivializaciones y sistemas locales:

Lema B.0.2. Dado un fibrado vectorial E
π→M de rango r, hay una correspondencia 1− 1 entre:

sistemas locales s = (s1, . . . , sr) con s1, . . . , sr ∈ Γ(E)|U y

trivializaciones locales Φ : π−1(U) → U × Cr

dado por la asignación de una trivialización a cada sistema local s

Φ : π−1(U) → U × Cr,
∑
i

si(p)vi 7→

p,

v1

v2
...

vr




Demostración. Sea Φ : π−1(U) → U × Cr una trivialización local, entonces,

si(p) = Φ−1(p, ei), i = 1, . . . , r

define un sistema local.

Rećıprocamente, dado un sistema local sobre U ⊂M , la función definida por

Φ−1 : U × Cr → π−1(U),

p,

v1

v2
...

vr


 7→

∑
i

si(p)vi

es biyectivo, preserva la fibra y es lineal fibra a fibra. Su inversa Φ es un difeomorfismo y, por tanto,

una trivialización lcoal, porque Φ−1 es diferenciable y un difeomorfismo local.

La noción de sistema local nos permite equipar a un fibrado vectorial de lo que se denomina como

atlas de fibrado, lo que nos permitirá obtener propiedades globales del fibrado a partir de herra-

mientas locales (e.g. los sistemas locales).
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Definición B.0.4 (Atlas de fibrado). Un atlas de fibrado para un fibrado vectorial E
π→ M es

una familia de trivializaciones locales {(Uα,Φα)}α∈I de E, (o, equivalentemente, de sistemas locales

sobre Uα) tal que M = ∪αUα.

Los atlas de fibrado nos permitirán caracterizar las secciones por sistemas locales sα (en Uα) y

funciones C∞(Uα,Cr).

Observación B.0.3. Dado un atlas de fibrado para un fibrado vectorial E
π→ M , toda sección

ψ ∈ Γ(E) puede ser escrito localmente como

ψ|U =
∑
i

siαv
i
α = sαvα,

donde sα = (s1α, . . . , s
r
α) es un sistema local definido sobre Uα y

vα =


v1α
v2α
...

vrα

 ∈ C∞(Uα,Cr)

es una representación lcoal de ψ. Es decir, para cada p ∈ Uα se tiene

Φα(ψ|p) = (p, vα(p))

siendo Φα la trivialización local correspondiente a sα.

Antes de seguir, necesitamos imponer ciertas condiciones a las trivializaciones locales (o, equivalente,

a los sistemas locales) para que estén bien definidos globalmente. Lo que haremos será pedir que en

las intersecciones de los abiertos de un atlas, los sistemas locales transformen de una manera muy

concreta: han de cumplir las condiciones de cociclos.

Dado un fibrado vectorial E
π→M , y un atlas de fibrado {(Uα,Φα)}α, para cada dos trivializaciones

Φα,Φβ del atlas, el cambio de trivialización

π−1(Uα ∩ Uβ)

(Uα ∩ Uβ)× Cr (Uα ∩ Uβ)× Cr

Φα|π−1(Uα∩Uβ)
Φβ |π−1(Uα∩Uβ)

Φα◦Φβ |(Uα∩Uβ)×Cr

preserba la fibra y es lineal fiberwise. Por tanto, Φα ◦ Φβ|(Uα∩Uβ)×Cr es de la forma

(p, vα) 7→ (p, gβα(p)vα︸ ︷︷ ︸
vβ

)

con

gβα : Uα ∩ Uβ → Glr(C)

suaves.
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Lema B.0.4. Sea E
π→M un fibrado vectorial de rango r con un atlas de fibrado y gαβ como arriba.

Entonces, vα ∈ C∞(Uα,Cr) son representaciones locales de una sección ψ ∈ Γ(E) si y solo si para

todo α, β

vβ = gβαvα en Uα ∪ Uβ.

Recordemos que dos representaciones vα, vβ ∈ C∞(Uα(Uα,Cr) de un vector en Ep con p ∈ Uα ∩ Uβ
no son más que los coeficientes respecto a las bases sα(p) y sβ(p), respectivamente.

Como ocurre en álgebra lineal, punto a punto, los coeficientes transforman acorde a la matriz de

cambio de base, en este caso gβα(p),

vβ = gβα(p)vα.

Por eso, los sistemas locales sα y sβ están (punto a punto) relacionados por

sα = sβ · gβα en Uα ∩ Uβ.

Definición B.0.5. Llamaremos a gαβ : Uα ∩ Uβ → Glr(C) cambio de trvialización o cambio de

sistema local.

Los cambios de trivialización gβα ∈ Γ(Mat(r × r,C) pueden verse como secciones en el fibrado

vectorial de las matrices complejas r×r, ya que, para cada punto de la base Uα∩Uβ, nos proporciona
la matriz de cambio de base entre sα(p) y sβ(p). Por tanto, han de cumplir lo que se denominan

como condiciones de cociclos1:

gγα = gγβgβα en Uγ ∩ Uβ ∩ Uα

y en particular

gαα = id y gγα = g−1
αγ

B.1. Conexiones

Hay diferentes maneras de definir una conexión ∇ sobre un fibrado vectorial. Lo podemos ver como

un operador que dado un campo vectorial y una sección, te devuelve otra sección. También se

puede entender un operador que dado una sección, te devuelve una 1-forma con valores sobre la

fibra. Todas las definiciones son equivalentes, aqúı daremos la que creo que es más ilustrativa y

trasluce todas las propiedades que tiene la misma.

Definición B.1.1 (p-forma sobre un fibrado). Una p-forma de fibrado con valores sobre el fibrado

vectorial E
π→M es un mapa

α : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
p

→ Γ(E)

1Traducción directa de lo que se denomina como cocycle conditions en inglés.
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α(X,Y, Z, . . . ) 7→ (α(X,Y, Z, . . . ) :M → E)

tal que es lineal en cada entrada y es anti-simétrico bajo permutaciones en las entradas.

Al conjunto de p-formas sobre el fibrado E
π→M , lo denotaremos como Λp(M,E).

Definición B.1.2 (Conexión sobre un fibrado). Una conexión ∇ sobre un fibrado vectorial E
π→M

es un operador

∇ : X(M)× Γ(E) → Γ(E)

que es

tensorial (i.e., C∞(M,C)-lineal) en la primera entrada, i.e.

∇fXψ = f∇Xψ,

y satisface la regla de Leibniz en la segunda entrada, i.e.,

∇X(ψf) = (∇Xψ)f + ψ ·X(f)

para ψ ∈ Γ(E) y f ∈ C∞(M,C).

Por completitud, mencionar que dado una sección s ∈ Γ(E), ∇s := ∇(·, s) ∈ Λp(M,E) es una

1-forma con valores en la fibra E (a cada campo vectorial X ∈ X(M), le asigna una sección ∇Xs).

Además, el espacio de conexión de un fibrado vectorial E
π→ M es un espacio af́ın con el espacio

vectorial subyacente

Λ1(M,End(E)) ∼= Γ(T ∗M ⊗ End(E)),

i.e.

si ∇1 y ∇2 son dos conexiones sobre E, entonces,

η := ∇2 −∇1 ∈ Λ1(M,End(E))

y

rećıprocamente, si ∇1 es una conexión sobre E y -η ∈ Λ1(M,End(E)), entonces

∇2 := ∇1 + η

es otra conexión.

Dado el fibrado vectorial E
π→ M de rango r y el atlas de fibrado (Uα, sα)α∈I . Se puede definir el

concepto de conexión localmente sobre un abierto Uα ⊂M .
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Definición B.1.3 (1-forma de conexión). Una 1-forma de conexión de una conexión ∇ sobre E

con respecto al sistema local s en Uα es una 1-forma con valores en las matrices r × r

Θα ∈ Λ1(Uα,Mat(r × r,C))

sobre Uα definido como

∇sα = sα ·Θα.

Escribiendo el sistema local como

sα = (sα1 , . . . , s
α
r ), (B.1.1)

donde si ∈ Γ|U (E), esta fórmula tiene la forma

∇sαj =
r∑
i=1

sαi ·Θij ∈ Λ1(U,E), (B.1.2)

donde Θα
ij ∈ Λ1(U,C) son los coeficientes de la forma de conexión Θα.

Se puede interpretar la forma de conexión Θα de una conexión ∇ respecto a un sistema local s

como la diferecia a la conexión trivial respecto a una trivialización. Más concretamente, bajo una

trivialización Φα, la conexión ∇ se mapea a una conexión

d+Θα

en el fibrado trivial Uα × Cr.

La 1-forma de conexión será importante en cuantización geométrica, ya que, será el encargado de

que le estructura simpléctica de la variedad diferenciable correspondiente al espacio de fases se

acople correctamente con el fibrado con al que dotaremos.

B.2. Estructura Hermı́tica

Una estructura hermı́tica sobre un fibrado vectorial E
π→M es un producto interno hermı́tico (·, ·)

en las fibras que es suave en el sentido de E → C : v 7→ (v, v) es una función diferenciable.

Se dice que es compatible con la conexión ∇ si para par de secciones s, s′ ∈ Γ(E) y todo campo

vectorial X ∈ X(M),

X(s, s′) ≜ d(s, s′)(X) = (∇Xs, s
′) + (s,∇Xs

′).

Un fibrado vectorial dotado de una estructura hermı́tica, lo llamaremos, naturalmente, fibrado

vectorial hermı́tico.

B.3. Curvatura de una conexión

Definición B.3.1 (Curvatura). Sea ∇ la conexión de un fibrado vectorial E
π→ M . La curvatura

R∇ de ∇ es

R∇(X,Y )ψ = ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ,
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donde ψ ∈ Γ(E) y X,Y ∈ X(M). Equivalentemente, R∇(X,Y ) es el operador (C-)lineal sobre Γ(E)

dado por

R∇(X,Y ) = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ].

La curvatura R∇ es un campo tensorial sobre M y por tanto, es C∞−lineal en todas sus entradas.

Corolario B.3.1. El tensor de curvatura R∇ es una 2-forma alternada con valores en el fibrado

de endomorfismos sobre E, i.e.

R∇ ∈ Λ2(M,End(E)) := Γ(Λ2(T ∗M)⊗ End(E)) ⊂ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ E∗ ⊗ E),

donde Λ2(T ∗M) ⊂ T ∗M ⊗ T ∗M denota al fibrado de campos tensoriales (0, 2) alternados.

Veamos cómo podemos tratar la curvatura de una conexión localmente (i.e., dada una trivialización

o sistema local). Recordemos que una conexión ∇ sobre un fibrado E
π→ M respecto a un sistema

local s en U ⊂M está dado por

∇s = s ·Θ (B.3.1)

donde Θ ∈ Λ1(U,Gl(r,C)) es la forma de conexión.

Análogamente, la curvatura viene descrita localmente por

R∇s = s · ω (B.3.2)

en términos de una 2-forma ω ∈ Λ2(U,Gl(r,C)) evaluada sobre matrices.

Definición B.3.2 (Forma de curvatura). ω ∈ Λ2(U,Mat(r×r,C)) se denomina forma de curvatura

de ∇ respecto al sistema local s.

Lema B.3.2. La forma de curvatura respecto al sistema local s viene dado por

ω = dΘ +Θ ∧Θ. (B.3.3)

Demostración. Sean X,Y ∈ X(M),

R∇(X,Y )s = ∇X∇Y s−∇Y∇Xs−∇[X,Y ]s

= s(Θ(X)Θ(Y )−Θ(Y )Θ(X)− (X(Θ(Y )) + Y (Θ(X)) +Θ([X,Y ]))︸ ︷︷ ︸
dΘ(X,Y )

) =

= s(dΘ +Θ ∧Θ)(X,Y ).
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Mencionar que, para el caso en el que el fibrado vectorial tenga rango 1, como sucederá a partir

de ahora, Θ toma valores en el espacio conmutativo End(C) ∼= C, lo que produce que Θ ∧ Θ = 0

haciendo que ω = dΘ.

Lo último que veremos para fibrados vectoriales generales es la forma en que transforman las formas

de conexión y de curvatura tras cambios de trivialización. Sea E
π→M un fibrado vectorial con un

atlas de fibrado {(Uα,Φα)}α con los sistemas locales sα correspondientes. Sean s, s′ dos sistemas

locales y g el cociclo correspondiente al cambio de sistema,i.e.

s′ = g · s. (B.3.4)

Entonces, las formas de conexión y de curvaturas de ambas trivializaciones están relacionadas de la

siguiente manera

Θ′ = g−1Θg + g−1dg, (B.3.5)

ω′ = g−1ωg. (B.3.6)

Nótese que la forma de curvatura tiene carácter tensorial a diferencia de la forma de conexión.

B.4. Fibrados de ĺınea y conexiones

Un fibrado de ĺınea es un caso particular de fibrado vectorial, en concreto, es un fibrado vectorial

complejo unidimensional. Todas las nociones estudiadas para fibrados vectoriales son fácilmente

aplicables a fibrados de ĺınea. El hecho de que la fibra sea unidimensional, hace que la forma de

conexión tome valores en C que es conmutativo; esto nos permitirá simplificar ciertos cálculos más

adelante. A continuación, repasaremos brevemente la noción de sección y de conexión para fibrados

de ĺınea como un caso particular de lo visto anteriormente, no nos detendremos mucho en esto.

Definición B.4.1 (Fibrado de ĺınea complejo hermı́tico). Un fibrado de ĺınea complejo hermı́tico

es un fibrado vectorial (complejo) L
π→M de rango 1 con conexión ∇ dotado de una estructura

hermı́tica (i.e. un producto interno hermı́tico (·, ·) compatible con ∇).

En este espacio, una trivialización local (U,Φ) está determinada por la denominada sección del vaćıo

u = Φ(·, eiϕ) ∈ Γ(L), con Φ ∈ R que es un elemento no nulo. Esto simplifica mucho el tratamiento, ya

que, permite caracterizar localmente cualquier sección del fibrado de ĺınea con una función compleja

suave f ∈ C∞(M,C).

En fibrados de ĺınea L
π→M , una conexión ∇ y una sistema local s, las expresiones de las formas

de conexión y de curvatura se simplifican con el hecho de que el fibrado tiene rango 1. La 1-forma

de curvatura Θ ∈ Λ1(M,End(1 × 1,C)) ∼= Λ1(M,C), es decir, la forma de curvatura una 1-forma

puro, en el sentido, que es una forma diferencial. Además, la 2-forma de curvatura ω = dΘ viene

dado por la diferencial exterior aplicado a la forma de conexión (el término del producto exterior

de la Ecuación (B.3.3) se anula por la conmutatividad de C ya mencionada)
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Apéndice C
Algunas cuestiones de análisis funcional

En esta sección se pretende introducir las nociones de análisis funcional necesarias para trabajar en

el marco de la f́ısica cuántica.

C.1. Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial sobre C. Un mapa ⟨·, ·⟩ : H×H → C es llamado producto escalar sobre

H si:

1. Es lineal en la segunda variable,

2. es hermı́tico-simétrico, i.e. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

3. es definido positivo, i.e. ⟨ψ,ψ⟩ ≥ 0, para todo ψ ∈ H, con ⟨ψ,ψ⟩ = 0 si, y solo si, ψ = 0.

Definición C.1.1. El espacio vectorialH equipado con el producto escalar ⟨·, ·⟩ lo llamamos espacio

de Hilbert si es completo.

Definición C.1.2. Sea H un espacio de Hilbert. Una secuencia (ϕn)n∈I ⊂ H es llamado una

secuencia ortogonal si ⟨ϕi, ϕj⟩ = δi,j .

Definición C.1.3. Una secuencia ortogonal (ϕn)n∈I ⊂ H es una base ortonormal si para todo

ψ ∈ H,

ψ =

∞∑
i=1

⟨ϕi, ψ⟩ϕi (C.1.1)

Definición C.1.4. Un espacio vectorial topológico V es un espacio vectorial sobre un cuerpo

K (donde K suele ser R o C) que está dotado de una topoloǵıa tal que las siguientes operaciones

38



son continuas:

1. Adición: La función + : V × V → V definida por (x, y) 7→ x + y es continua con respecto a la

topoloǵıa producto en V × V .

2. Multiplicación escalar: La función · : K × V → V definida por (λ, x) 7→ λx es continua con

respecto a la topoloǵıa producto en K× V .

Definición C.1.5. Un espacio topológico se dice que es separable si contiene un subconjunto denso

numerable.

Proposición C.1.1. Un espacio de Hilbert es separable si, y solo si, contiene una base ortonormal.

Demostración. Dada una base ortonormal (ϕn)n∈I ⊂ H, el conjunto

spanP+iP{ϕn|n ∈ N} := {
N∑
j=1

(aj + ibj)ϕj |N ∈ N, aj , bj ∈ P}

es un subconjunto denso de H y es contable. La otra dirección se puede probar usando el método

de Gram-Schmidt.

C.2. Operadores no acotados

Teorema C.2.1 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ H′. Entonces, existe un

único ψT ∈ H tal que:

T (ϕ) = ⟨ψT , ϕ⟩H, ∀ϕ ∈ H. (C.2.1)

Demostración. Véase teorema 4,1 de [17].

Definición C.2.1. Sean X,Y dos espacios normados1. Un operador L : X → Y entre X e Y se

dice que es acotado si existe un C <∞ tal que:

∥Lx∥Y ≤ C∥x∥X , ∀x ∈ X. (C.2.2)

Proposición C.2.2. Sean X,Y dos espacios normados. Sea B(X,Y ) el conjunto de operadores

lineales acotados de X a Y . Sea:

∥L∥B(X,Y ) := ∥x∥X = 1
sup

∥Lx∥Y . (C.2.3)

1Un espacio de Hilbert es un espacio normado definiendo la norma ∥·∥ :=
√

⟨·, ·⟩.
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Entonces, ∥·∥B(X,Y ) define una norma sobre B(X,Y ). Además, si Y es completo entonces, B(X,Y )

es también completo, por tanto, es un espacio de Banach.

Demostración. Véase proposición 3,63 de [17].

Teorema C.2.3. Sean X,Y dos espacios normados. ea L : X → Y un operador lineal. Entonces,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. L es continuo en 0,

2. L es continuo,

3. L es acotado.

Demostración. Véase teorema 3,68 de [17].

Es decir, si un operador lineal es continuo, entonces también es acotado.

Teorema C.2.4 (Extensión de operadores lineales acotados densamente definidos). Sea Z ⊂ X un

subespacio denso de un espacio normado X y sea Y un espacio de Banach2. Sea L : Z → Y lineal

y acotado 3. Entonces, L admite una única extensión lineal y acotada L̃ ∈ B(X,Y ) con L̃|Z = L y

∥L̃∥B(X,Y ) = ∥L∥B(Z,Y ) (C.2.4)

Demostración. Véase teorema 3,66 de [17].

Definición C.2.2. Un operador no acotado4 A sobre H es una aplicación lineal de un subespacio

denso Dom(A)⊂ H a H.

Proposición C.2.5. Tómese la aplicación:

J : H → H′, ψ 7→ Jψ := ⟨ψ, ·⟩. (C.2.5)

J es una aplicación lineal. Además, J es una isometŕıa:

∥Jψ∥H′ = ∥ψ∥H. (C.2.6)

2Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach porque es normado y completo.
3Luego también continuo.
4Tomando Dom(A) = H, el operador estará acotado. Es un abuso de notación común en la literatura.
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Definición C.2.3. Sea A ∈ B(H) (operador acotado). Se define el operador adjunto A∗ : H → H
definido como:

A∗ = J−1AJ. (C.2.7)

Proposición C.2.6. Para A ∈ B(H), se tiene

⟨ϕ,Aψ⟩ = ⟨A∗ϕ, ψ⟩, ∀ψ, ϕ ∈ H. (C.2.8)

Esta relación define uńıvocamente A∗.

Demostración. Véase proposición 4,5 de [17].

Definición C.2.4. Un operador acotado A ∈ B(H) es autoadjunto si A∗ = A

Hasta aqúı, hemos visto cómo se define el operador adjunto de un operador acotado. Sin embargo,

nuestros observables serán, en general, no acotados, por lo que necesitamos una noción hermiticidad

y autoadjuntez para operadores no acotados.

Definición C.2.5 (Operador no acotado). Un operador no acotado es un par (A,D(A)) de un

subespacio D(A) ⊂ H junto a un operador lineal A : D(A) → H. Si D(A) = H, decimos que el

operador está densamente definido.

Definición C.2.6. Un operador no acotado (A,D(A)) es simétrico si para todo ψ, ϕ ∈ D(A), se

tiene que

⟨ψ,Aϕ⟩H = ⟨Aψ, ϕ⟩H. (C.2.9)

Definición C.2.7 (Operador adjunto). Sea A un operador densamente definido sobre un espacio

de Hilbert H. Entonces, el dominio D(A∗) del operador adjunto A∗ está definido como:

D(A∗) := {ψ ∈ H|∃η ∈ H, t.q. ⟨ψ,Aϕ⟩ = ⟨η, ϕ⟩, ∀ϕ ∈ D(A)}. (C.2.10)

Como D(A) está densamente definido, η está uńıvocamente definido y definimos, para todo ψ ∈
D(A∗):

A∗ : D(A∗) → H, ϕ 7→ A∗ϕ := η. (C.2.11)

Observación C.2.7. Por el teorema C.2.1, la definición del dominio D(A∗) anterior es equivalente a

D(A∗) := {ψ ∈ H|ϕ 7→ ⟨ψ,Aϕ⟩, es continuo en D(A)}. (C.2.12)

Proposición C.2.8. El operador (A∗, D(A∗)) es lineal (no necesariamente densamente definido),

y:

⟨ϕ,Aψ⟩ = ⟨A∗ϕ, ψ⟩ ∀ϕ ∈ D(A∗), ψ ∈ D(A). (C.2.13)
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Demostración. Inmediato a partir de la definición C.2.7.

Definición C.2.8 (Operador autoadjunto). Sea (A,D(A)) un operador lineal densamente definido.

Si D(A∗) = D(A) y A∗ = A se cumple en D(A), entonces, decimos que el operador (A,D(A)) es

autoadjunto.

Definición C.2.9 (Resolvente, conjunto resolvente y espectro). Sea (T,D(T )) un operador lineal

sobre H. Definimos el conjunto resolvente de T como:

ρ(T ) := {z ∈ C | (T − z) : D(T ) → H es una biyección y tiene inversa continua.}. (C.2.14)

Para z ∈ ρ(T ) definimos el resolvente de T en z como:

Rz(T ) := (T − z)−1 ∈ B(H). (C.2.15)

El espectro de T se define como el complmento del conjunto resolvente:

σ(T ) := C \ ρ(T ). (C.2.16)

Observación C.2.9. Un operador simétrico T es autoadjunto si, y solo si, σ(T ) ⊂ R.

Demostración. Véase Remark 5,11 de [17].
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Apéndice D
Algunos aspectos algebraicos

Definición D.0.1 (Álgebra). Sea (VK,+) un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un K-álgebra es

una terna A = (VK,+, ϕ) donde ϕ es una operación bilineal

ϕ : V × V → V,

es la operación ϕ la que determina el tipo de álgebra: conmutativa, asociativa, Lie, etc.

Se dice que un álgebra A es un álgebra con unidad (álgebra unital) si ella tiene unidad, es

decir, existe un elemento 1 ∈ A(1 ̸= 0) tal que ϕ(x, 1) = ϕ(1, x) = x (x ∈ A).

Definición D.0.2 (Ideal de un álgebra). Sea A un álgebra, el subjconjunto J ⊂ A es un ideal

por la izquierda (por la derecha) de A si x ∈ A y y ∈ J ⇒ ϕ(x, y) ∈ J (ϕ(y, x) ∈ J). Si J es

ideal por la izquierda y por la derecha diremos que es un ideal. Se dice que un ideal J es propio

si J ̸= A. Un ideal propio que no está contenido en ningún otro ideal propio se denomina ideal

maximal.

Definición D.0.3 (Centro de un álgebra). Sea A un álgebra, el conjunto

Z(A) = {c ∈ A |ϕ(c, a) = ϕ(a, c), ∀a ∈ A},

se denomina centro del álgebra A.

Definición D.0.4 (Derivación de un álgebra). Sea (VK,+, ϕ) un álgebra. Llamamos derivación de

un álgebra a cualquier aplicación lineal

D : (VK,+, ϕ) → (VK,+, ϕ),

que satisface la regla de Leibniz, i.e.

D(ϕ(a, b)) = ϕ(D(a), b) + ϕ(a,D(b)) ∀a, b ∈ VK.
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Definición D.0.5. Un álgebra de Jordan J es un espacio vectorial real dotado de una operación

◦ y una operación · asociativa que satisface que ∀a, b ∈ J :

◦ es conmutativo: a ◦ b = b ◦ a

a ◦ (b ◦ a2) = (a ◦ b) ◦ a2 donde a2 := a · a

Definición D.0.6 (Álgebra de Lie). Un álgebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio vectorial

g equipado con una operación binaria [·, ·] : g × g → g, llamada corchete de Lie, que satisface las

siguientes propiedades:

1. Bilinealidad: Para todo x, y, z ∈ g y α, β ∈ K:

[x+ αy, z] = [x, z] + α[y, z] y [z, x+ αy] = [z, x] + α[z, y]

2. Antisimetŕıa: Para todo x, y ∈ g:

[x, y] = −[y, x]

3. Identidad de Jacobi: Para todo x, y, z ∈ g:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

Definición D.0.7 (Morfismo de álgebras de Lie). Sea (g, [·, ·]g) y (h, [·, ·]h) dos álgebras de Lie sobre
un cuerpo K. Un morfismo de álgebras de Lie es una aplicación lineal ϕ : g → h que satisface las

siguientes propiedades:

1. Linealidad: Para todos x, y ∈ g y α, β ∈ K:

ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y)

2. Preservación del corchete de Lie: Para todos x, y ∈ g:

ϕ([x, y]g) = [ϕ(x), ϕ(y)]h

Definición D.0.8 (Álgebra de Poisson). Un álgebra de Poisson es un espacio vectorial (VK,+)

sobre el cuerpo K dotada de dos productos bilineales, · y {·, ·}, que tienen las siguientes propiedades:

El producto · forma una K-álgebra asociativa.

El producto {·, ·}, el corchete de Poisson, forma un álgebra de Lie.
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El corchete de Poisson actúa como una derivación del producto asociativo ·. De forma que

para tres elementos x, y, z en el álgebra, se tiene que {x, y · z} = {x, y} · z + y · {x, z}.

Definición D.0.9. Un álgebra de Lie-Jordan es un espacio lineal X dotado de dos aplicaciones

◦ y [·, ·] tal que:

(X, ◦) es un álgebra de Jordan

(X, [·, ·]) es un álgebra de Lie

∀x ∈ X, [x, ·] : X → X es una derivación del álgebra de Jordan, i.e.

[x, y ◦ z] = [x, y] ◦ z + y ◦ [x, z] ∀y, z ∈ X.

Además, ambas estructuras no son asociativas, pero sus correspondientes asociadores son

proporcionales, i.e., ∃λ ∈ R que satisface que ∀a, b, c ∈ AR,

a ◦ (b ◦ c)− (a ◦ b) ◦ c = λ([a, [b, c]]− [[a, b], c]).

Definición D.0.10. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo con la

métrica definida por su norma

Definición D.0.11. Se dice que A es un álgebra de Banach si en A está definida una norma

para el cual A es un espacio de Banach y, además,

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ A.

Definición D.0.12. Un álgebra de Lie-Jordan X que es un espacio de Banach se llama álgebra

de Lie-Jordan-Banach (LJB)

Los LJB álgebras son cruciales ya que son los objetos que capturarán los operadores f́ısicamente

más relevantes cuando describamos un sistema f́ısico por una C∗-álgebra. Presentemos la noción de

C∗-álgebra.

Definición D.0.13 (∗-álgebra). Un álgebra A se donomina ∗-álgebra si en A está definida una

aplicación ∗ : A → A que satisface las siguientes condiciones (∀x, y ∈ A, λ ∈ C):

(x∗)∗ = x,

(x+ y)∗ = x∗ + y∗,
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(xy)∗ = x∗y∗,

(x)∗ = λ̄x∗.

La aplicación ∗ se donomina involución. Si x∗ = x, entonces se dice que el elemento x de la
∗-álgebra es hermı́tico.

Definición D.0.14 (C∗-álgebra). Un álgebra de Banach que es una ∗-álgebra se denomina C∗-

álgebra si para todo elemento x de la misma se cumple la igualdad ∥x∗x∥ = ∥x∥2.

Proposición D.0.1. El álgebra de Banach B(H) de todos los operadores lineales acotados que

actúan en un espacio de Hilbert H con la operación de paso al operador adjunto como involución

es una C∗-álgebra.

A continuación, vemos que el conjunto de observables de una C∗-álgebra (es decir, los elementos

hermı́ticos del álgebra) tendrá una estructura de álgebra de Lie-Jordan-Banach.

Teorema D.0.2. Sea A una C∗-álgebra con la involución ∗ y la norma ∥·∥. Consideremos el

subconjunto de elementos autoadjuntos reales

AR = {x ∈ A|a∗ = a},

y definamos sobre este las siguientes operaciones:

a ◦ b = 1

2
(ab+ ba) [a, b] =

−i
κ
(ab− ba).

Entonces, (AR, ◦, [·, ·], ∥·∥) es un álgebra de Lie-Jordan-Banach.

Por otro lado, dado un álgebra de LJB, podemos considerar su complexificación y definir una C∗-

álgebra que tenga al álgebra original como subálgebra hermı́tica.

Teorema D.0.3. Dado un álgebra LJB AR, si consideramos su complexificación como un espacio

lineal AC , y la operación:

a ·κ b = a ◦ b+ iκ[a, b],

el conjunto (AC , ·κ, ∥·∥) se vuelve una C∗-álgebra para todo valor de κ ∈ R.

A continuación, se enunciará el Teorema de Gelfand-Naimark el cual emplea la construcción de

Gelfand-Naimark-Segal (GNS) para su demostración. Antes de eso, necesitamos definir ciertos con-

ceptos.

Dada una C∗-álgebra A, definiremos los estados del mismo, para ello, recurriremos al dual de la

C∗-álgebra A∗. Antes, definimos una norma en A∗ empleando la norma definida sobre A,

∥ω∥ = sup{|ω(a)|, ∥a∥ = 1}.
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Esto nos permite introducir la noción de positividad que emplearemos en la definición de los estados.

Dado ω ∈ A∗ decimos que es definido positivo si

ω(a∗a) ≥ 0 ∀a ∈ A.

Definición D.0.15 (Estado). Un estado de una C∗-álgebra se define como un funcional lineal

definido positivo sobre A con norma igual a uno.

Definición D.0.16 (Representación). Se denomina representación de una C∗-álgebra A a un

par (π,A), donde π : A → B(H) es un morfismo y H un espacio de Hilbert.

Se dice que la representación es ćıclica si existe un vector Ω ∈ H para el cual la variedad lineal

π(A)Ω es densa en H; en ese caso, Ω se denomina vector ćıclico. Una representación π es no

degenerada si {π(x)a |x ∈ A; a ∈ H} es denso en H. En particular, una representación ćıclica es

no degenerada.

Teorema D.0.4 (Teorema de Gelfand-Naimark). Sea A una C∗-álgebra, entonces, A es isométri-

camente *-isomorfa a una C∗-subálgebra del álgebra B(H) de todos los operadores lienales acotados

en cierto espacio de Hilbert H.

Proposición D.0.5. Toda representación π no degenerada es suma directa de representaciones

ćıclicas

Dada la C∗-álgebra A, denotando como S(A) el conjunto de estados de A, la construcción

Gelfand-Naimark-Segal (GNS) consiste en lo siguiente:

1. Dado ω ∈ S(A), definimos la forma sesquilineal ( , )ω0 en A como

(A,B)ω0 := ω(A∗B).

Como ω es un estado, esta forma es semidefinida positiva. Su espacio nulo

Nω = {A ∈ A|ω(A∗A) = 0}

es un ideal por izquierda en A.

2. La forma ( , )ω0 se proyecta sobre el producto interno ( , )ω en el cociente A/Nω. Si Vω : A →
A/Nω es la proyección canónica, entonces, por definición

(VωA, VωB)w := (A,B)ω0 .

El espacio de Hilbert Hω es la clausura de A/Nω ⊂ Hω por

πω(A)VωB := VωAB;

se sigue que πω es continuo. Por tanto, πω(A) puede extenderse por continuidad a todo Hω.
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3. El vector ćıclico se define como Ωω = VωI, por tanto,

(Ωω, πω(A)Ωω) = ω(A) ∀A ∈ A.
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Apéndice E
C∗-álgebra clásica y cuántica

En este caṕıtulo, se hará un descripción más rigurosa de las C∗-álgebras de los sistemas clásicos y

cuánticos y su extensión a sistemas h́ıbridos.

E.1. C∗-álgebra clásica

Un sistema clásico tiene definido un espacio de fases MC que tendrá estructura de variedad di-

ferenciable, donde cada punto de la variedad corresponde a un estado del sistema; por otro lado,

los observables serán funciones complejas de clase C∞(MC) definidas sobre la variedad. De esta

manera, para definir la C∗-álgebra correspondiente a un sistema clásico, por simplicidad, se toma

el conjunto de funciones complejas de soporte compacto definidos sobre MC , CC(MC) = {f : K ⊂
MC → C|K compacto}. Para dotar al conjunto de estructura de C∗-álgebra buscamos dotarlo de

una estructura de álgebra de Lie-Jordan-Banach, y, a continuación, hacer su complexificación para

obtener la C∗-álgebra clásica. Para ello, emplearemos:

el álgebra con el producto punto a punto ·C

la conjugación compleja como involución f∗(x) = f(x),

la noma del supremo ∥f∥ = sup{|f(x)||x ∈ MC}.

Por un lado, es inmediato comprobar que el conjunto AC = CC(MC ,C) tiene estructura de álgebra

de Banach y este conjunto contendrá los observables (acotados) f́ısicos del sistema clásico1. Por otro

lado, la estructura de álgebra de Jordan se la dotamos considerando el producto punto a punto

como el producto de Jordan y, como el álgebra AC es conmutativo, considerando un producto de

Lie que se anula. Este álgebra se puede obtener como un ĺımite de la estructura formal donde el

producto punto a punto hace el papel de producto de Jordan y la estructura de Lie viene dado por

1La condición de compacidad no introduce limitaciones f́ısicas.
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el corchete de Poisson sobre C∞
C (MC) que es un subconjunto denso de CC(MC).

Para ver que nuestro álgebra AC con las anteriores estructuras es un álgebra de Lie-Jordan-Banach,

necesitamos revisar si se cumplen las condiciones de compatibilidad (ver Definición D.0.9):

La estructura de Lie define una derivación de la estructura de Jordan que se satisface por ser

un álgebra de Poisson

La proporcionalidad de las asociadores no se cumple ya que el producto de Jordan es asociativo

pero el álgebra de Poisson no lo es2. Sin embargo, tomando el corchete de Poisson canónico

sobre el espacio de fases simpléctico MC podemos definir una familia de álgebras de Lie de la

forma

{a, b}λ := −iλ{a, b},

que define un corchete de Poisson trivial en el ĺımite λ→ 0.

Por tanto, la familia de álgebras (CC(M), ·C , {·, ·}λ) define una LJB trivial en el ĺımite λ → 0;

denotemos este LJB como AR. Empleando el Teorema D.0.3 podemos obtener la C∗-álgebra cuyo

producto vendrá dado por:

a ·C b = a ◦ b+ λ{a, b} con λ→ 0. (E.1.1)

E.2. C∗-álgebra cuántica

Consideremos, por simplicidad, el álgebra de operadores acotados B(H) sobre el espacio de Hilbert

H respecto a la composición, el adjunto hermı́tico como involución A∗ = A† y la norma del operador

A:

∥A∥ = sup{∥Aϕ∥ , ϕ ∈ H, ∥ϕ∥ = 1}. (E.2.1)

Por la Proposición D.0.1, AQ = B(H) es una C∗-álgebra. Este C∗-álgebra contiene el conjunto de

observables, que corresponden al subconjunto de operadores autoadjuntos:

L = {A ∈ AQ |A† = A}.

Podemos dotar al conjunto L de una estructura de Lie-Jordan-Banach empleando el Teorema D.0.2

considerando:

El álgebra de Jordan definido simetrizando el producto asociativo de AQ:

A ◦Q B =
1

2
(A ·Q B +B ·Q A),

2Debido a la identidad de Jacobi que cumple el corchete de Poisson.
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El álgebra de Lie definido por la parte antisimétrica multiplicado por el elemento imaginario

i:

[A,B] = − i

2ℏ
(A ·Q B −B ·Q A).

Ambas operaciones son compatibles entre śı en el sentido de la Definición D.0.9 y, dotado de la

norma de la Ecuación (E.2.1), L tiene una estructura de álgebra de Lie-Jordan-Banach. El Teorema

D.0.3 nos permite recuperar el producto de la C∗-álgebra como una combinación de los productos

de Jordan y de Lie con κ = ℏ:
A ·Q B = A ◦Q B + iℏ[A,B].
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Apéndice F
Formalismo de Koopman-von Neumann

En esta sección introducimos el formalismo de Koopman-von Neumann (KvN) y se expone cómo

obtiene este una representación de los observables clásicos sobre un espacio de Hilbert.

Consideremos un sistema estad́ıstico clásico asociado a una medida simpléctica Ω y una densidad

ρ. Consideremos la ecuación de Liouville (2.1.10).

Definimos el espacio de Hilbert L2(M, dΩ) de funciones de cuadrado integrable sobre M a partir

de la medida simpléctica:

L2(M, dΩ) =

{
f : M → C |

∫
M
f̄fdΩ <∞

}
, (F.0.1)

junto con su producto escalar

⟨f |g⟩ :=
∫
M
f̄gdΩ ∀f, g ∈ L2(M, dΩ). (F.0.2)

En particular, la función de onda ϕρ ∈ L2(M, dΩ) que cumple que

ρ = ϕ̄ρϕρ = |ϕρ|2 , (F.0.3)

representa el estado de nuestro sistema estad́ıstico clásico en términos del espacio de Hilbert

L2(M, dΩ); de esta manera, el cuadrado del módulo de la función de onda ϕρ será la densidad

de probabilidad del sistema. Este resultado se asemeja a lo que se tiene en una teoŕıa cuántica

donde el módulo al cuadrado de la función de onda está directamente relacionado con la probabili-

dad de una part́ıcula de hallarse en cierto estado. De la ecuación (F.0.3) se extrae que la densidad

de probailidad clásica ρ no es negativa y que no depende de la fase de la función de onda; estas

dos propiedades se perderán, en general, cuando usemos el formalismo de Koopman-van Hove (ver

sección 2.3).
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Consideremos el flujo hamiltoniano clásico dado por el hamiltoniano h ∈ C∞(M), Ft : M → M:

(xi(t), pi(t)) = Ft(x
i(0), pi(0)) t ∈ R,

definido por la ecuación dinámica
d

dt
Ft = (Xh ◦ Ft).

Veremos que el operador Ut(ψ) := ψ◦Ft en L2(M, dΩ) es unitario y define un grupo uniparemétrico

fuertemente continuo1 (véase definición F.0.1) si Xh es completo2.

Definición F.0.1 (Grupo uniparamétrico fuertemente continuo). Una familia U(t), t ∈ R, de

operadores unitarios U(t) ∈ B(H), donde B(H) denota el conjunto de operadores lineales y acotados

sobre H, es llamado grupo uniparamétrico fuertemente continuo si:

1. U : R → B(H), t 7→ U(t) es fuertemente continuo.

2. U(t+ s) = U(t)U(s) para todo t, s, además, U(0) = IH.

Proposición F.0.1. Dado un hamiltoniano H ∈ C∞(M) y F : R → (M → M);F (t) =: Ft su flujo

hamiltoniano asociado y XH es completo (véase definición A.3.2), entonces, el operador

U : R → B(L2(M, dΩ))

t 7→ Ut; Utψ = ψ ◦ Ft, ∀ψ ∈ L2(M, dΩ)

es unitario3 y define un grupo uniparamétrico fuertemente continuo.

Demostración. En primer lugar, demostraremos que el operador Ut es unitario. La sobreyectiviad

es consecuencia de que Ut es biyectivo para cualquier t por ser XH completo, ya que, ∀t ∈ R,

U−tUt = UtU−t = Ut−t = U0 = I ⇒ U−1
t = U−t.

Además, para cualquier ψ ∈ H := L2(M, dΩ) y t ∈ R,

∥Utψ∥2 =
∫
M

(ψ ◦ Ft)(ψ ◦ Ft)dΩ =

∫
M

(ψ(Ft(x))(ψFt(x))dΩ(x)
y:=Ft(x)

=∫
M

(ψ(y)(ψ(y))dΩ(F−t(y))
F ∗
t ω=ω=

∫
M

(ψ(y)(ψ(y))dΩ(y) = ∥ψ∥2. (F.0.4)

Concluyendo que Ut es unitario ∀t ∈ R.
1Strongly continous one-parameter group (SCOPUG)
2Véase definición A.3.2
3Nótese que ∀t ∈ R, Ut es un operador lineal y continuo (luego, también acotado) sobre L2(M, dΩ), por tanto,

omitiremos el dominio del mismo que es todo el espacio de Hilbert.
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Para probar que {Ut}t∈R es fuertemente continuo, tomemos cualquier ψ ∈ L2(M, dΩ) y veamos si

t 7→ Utψ es continuo en L2(M, dΩ):

ĺım
t→t0

∥Utψ − Ut0ψ∥ = ĺım
t→t0

∥ψ ◦ Ft − ψ ◦ Ft0∥ = ĺım
t→t0

(∥Utψ∥+ ∥Ut0ψ∥ − 2 ·Re (⟨Utψ|Ut0ψ⟩)) =

= ĺım
t→t0

∥Utψ∥︸ ︷︷ ︸
=∥Ut0ψ∥

+∥Ut0ψ∥ − 2 · ĺım
t→t0

Re (⟨Utψ|Ut0ψ⟩)︸ ︷︷ ︸
=∥Ut0ψ∥

= 0, (F.0.5)

por el Teorema de Convergencia Dominada.

Finalmente, el operador U es un homomorfismo heredado del flujo hamiltoniano, es decir, para

t, s ∈ R, Ut+sψ = ψ ◦ Ft+s = ψ ◦ Fs ◦ Ft = (Ut ◦ Us)ψ. Además, U0 = Id donde con Id denotamos

la función identidad.

El hecho de que el flujo hamiltoniano define una evolución unitaria nos sirve para asegurar la

existencia de un operador autoadjunto que sea su generador; este hecho es consecuencia del Teorema

de Stone:

Teorema F.0.2 (Teorema de Stone). Sea Ut un grupo débilmente4 continuo uniparamétrico. Sea

H : D(H) → H el generador de Ut definido por:

D(H) = {ψ ∈ H| ĺım
t→0

1

t
(Utψ − ψ) existe} (F.0.6)

y por

Hψ = ĺım
t→0

i

ℏ
(Utψ − ψ) ∀ψ ∈ D(H). (F.0.7)

Entonces, (H,D(H)) es autoadjunto y Ut = e−iHt.

Demostración. Ver caṕıtulo 10,2 de [14].

A este generador lo llamaremos operador de Koopman-von Neumann y se define de la siguiente

manera:

Definición F.0.2 (Operador de Koopman-von Neumann). Dada una carta5 del atlas de Darboux,

se define localmente el operador de Koopman como el operador diferencial de primer orden dado

por:

L̂ = −i
(
∂h

∂qk
∂

∂pk
− ∂h

∂pk

∂

∂qk

)
. (F.0.8)

sobre el dominio6 D(L̂) = H1(M).

4La continuidad débil es menos exigente que la continuidad fuerte, ya que la topoloǵıa fuerte es más fina que la

débil sobre un espacio de Banach.
5(U,ψ = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)).
6Donde H1(M) es el espacio de Sobolev de orden 1 que es denso en L2(M, dΩ).

54



Proposición F.0.3. El operador de Koopman (L̂,D(L̂)) es un operador autoadjunto que genera el

grupo uniparamétrico fuertemente continuo Ut, i.e.

Ut = e−iL̂t.

Demostración. Para demostrar que el operador de Koopman es autoadjunto y que genera el grupo

uniparamétrico Ut, comenzaremos empleando el Teorema de Stone para obtener un generador de

Ut y luego veremos que, efectivamente, se trata del operador de Koopman.

En primer lugar, caractericemos el dominio del operador H dado por la Ecuación (F.0.6). Para ello,

nótese que

ĺım
t→0

Utψ − ψ

t
= ĺım

t→0

ψ ◦ Ft − ψ

t
=

d

dt
|t=0(ψ ◦ Ft) = dψ ◦ F ′

0 =

= dψ ◦Xh ◦ F0︸︷︷︸
=Id

= dψ

(
∂h

∂pi
,− ∂h

∂qj

)
, (F.0.9)

que existe si dψ ∈ L2(M, dΩ), es decir, ψ ∈ H1(M). Por tanto,

D(H) = H1(M). (F.0.10)

En cuanto a cómo actúa H sobre D(H), tomamos la Ecuación (F.0.7):

Hψ = ĺım
t→0

i

ℏ
(Utψ − ψ) = i

d

dt
|t=0(ψ ◦ Ft) = i dψ

(
∂h

∂pi
,− ∂h

∂qj

)
=

= −i
(
∂ψ

∂pj

∂h

∂qj
− ∂ψ

∂qi
∂h

∂pi

)
= −i

(
∂h

∂qj
∂

∂pj
− ∂h

∂pi

∂

∂qi

)
︸ ︷︷ ︸

=L̂

ψ = L̂ψ. (F.0.11)

Por tanto, vemos que el operador (H,D(H)) es el operador de Koopman, y, por el Teorema de

Stone7 (Teorema F.0.2), este último es autoadjunto y generador del grupo uniparamétrico Ut.

En este punto podemos asegurar que dado cualquier ψ0 ∈ D(L̂), y ψ(t) la solución de la ecuación

de Schrödinger

i∂tψ(t) = L̂ψ(t), (F.0.12)

con ψ(0) = ψ0, entonces, ψ(t) = Utψ0 = e−iL̂t. Mencionar que esto se puede extender a todo valor

inicial en L2(M, dΩ) ya que D(Ut) = L2(M, dΩ).

Esta solución ψ(t) recupera la ecuación de Liouville que nos da la dinámica clásica de ρ si empleamos

la Ecuación (F.0.3). Sin embargo, es importante mencionar el hecho de que el operador de Koopman-

von Neumann, no pertenece al álgebra de observables clásicos, ya que, es un operador derivativo.

7Recordemos que continuidad fuerte implica continuidad suave.
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Por tanto, la dinámica que genera (Ut) es un automorfismo externo al álgebra (al contrario de lo

que pasa en mecánica cuántica).

Lo anterior se puede extender a cualquier transformación canónica sobre el espacio de fases, tal y

como lo hizo Koopman en su art́ıculo original [15].
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Apéndice G
Cuantización geométrica

G.1. Condición de integrabilidad de Weil

Dada una variedad simpléctica (M, ω), la existencia de un fibrado tangente precuantizado π : L→
M no está garantizada. La condición para su existencia se llama condición de integrabilidad de Weil.

Primero introduciremos una condición que nos permitirá adquirir más intuición de lo que siginifica

dicha condición pero que no se puede aplicar cuando la variedad no conexos, y a continuación

daremos la condición más general en términos de grupos de cohomoloǵıa de de Rham.

Una condición (C1) necesaria siempre pero suficiente solo para variedades conexas es que la forma

simpléctica ha de satisfacer: ∫
Σ
ω ∈ 2πℏ ∈ Z (G.1.1)

para toda 2−superficie cerrada Σ ⊂ M.

La condición más general (C2) es que la clase de ω/2πℏ en H2(M,R) ha de estar en la imagen de

H2(M,Z), es decir, los coeficientes del espacio vectorial de 2-formas cerradas pero no exactas son

enteros. Más detalles en [7].

Proposición G.1.1. Existe un fibrado de ĺınea Hermı́tico L → M y una conexión ∇ sobre L con

curvatura
i

ℏ
ω si, y solo si, (C2) se cumple.

Demostración. Véase [22]

Para entender el origen de esta condición, nos centraremos en la condición (C1) que nos permitirá te-

ner una intuición geométrica más clara de la condición de integrabilidad; por tanto, nos restringimos

a variedades conexas.
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Supongamos que el fibrado de ĺınea L→ M existe. El transporte paralelo de una curva γ : [0, 1] →
M, t 7→ γ(t), con las condiciones iniciales γ(0) = m ∈ M, γ(1) = m′ ∈ M y ψ̃0 ∈ TmM, es la

única sección ψ = ψ̃s ∈ Γ(L) tal que (ψ ◦ γ)(0) = ψ̃0 y

∇γ̇(t)ψ = 0 (G.1.2)

G.2. Cuantización

En precuantización, el espacio de Hilbert es demasiado grande para representar el espacio de fases

f́ısico. Esto puede solucionarse admitiendo solamente secciones paralelas respecto a una polarización

sobre la variedad simpléctica. Mencionar que este modus-operandi unifica diferentes técnicas de

cuantización que aparentemente eran independientes.

La idea bajo esta definición es la siguiente: dada una precuantización sobre M, L → M cuya

conexión es proporcional al potencial simpléctico, consideramos las funciones constantes f a través

de P , que satisfacen X(f) = df(X) = 0, ∀X ∈ P . Tomamos también aquellas secciones s ∈ Γ(L)

que sean paralelas sobre P , es decir, tales que ∇Xs = 0, ∀X ∈ P . La pregunta que nos hacemos

es si el operador precuantizado P(f) preserva la polarización o no, en el sentido siguiente:

∇Xs = 0 ⇒ ∇X f̃ s = 0. (G.2.1)

∇X f̃ s = ∇X(−iℏf̃ + f)s = −iℏ∇X∇Xf
s+X(f)s+ f∇Xs = −iℏ∇X∇Xf

s =

= −iℏ∇Xf
∇Xs− [∇X ,∇Xf

]s = −iℏ[∇X ,∇Xf
]s (G.2.2)

Por tanto, necesitamos que [∇X ,∇Xf
] = 0. Pero, usando la definición de la curvatura,

i

ℏ
ω(X,Xf ) = [∇X ,∇Xf

]−∇[X,Xf ] (G.2.3)

las derivadas covariantes solo conmutarán si la curvatura y ∇[X,Xf ]s se anulan. Como P es un

subespacio Lagrangiano, ω|P = 0 quedando únicamente pedir que:

∇[X,Xf ]s = 0, (G.2.4)

condición que se cumple, por hipótesis si

[X,Xf ] ∈ P. (G.2.5)

Definición G.2.1 (Cuantización). Una cuantización de una variedad simpléctica (M, ω) es una

precuantización L → M junto a la elección de una polarización P ∈ TM sobre M. El espacio de

Hilbert HP de secciones polarizadas de cuadrado integrable de L contiene las P−funciones de onda

del sistema cuántico.

El producto escalar del espacio HP no se ha especificado, ya que depende del tipo de variedad de

base que estemos cuantizando; si es de Kähler, un espacio cotangente, etc. Para más detalles véase

[7].
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Apéndice H
Resultados auxiliares

H.1. Sistemas clásicos

Proposición H.1.1. Para toda función suave f, g, h ∈ C∞(M) sobre M, se tiene que

{f, g} = −{g, f} (H.1.1)

y que

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}. (H.1.2)

Demostración. La ecuación (H.1.1) se cumple por la antisimetŕıa de la forma simpléctica. La ecua-

ción (H.1.2) se cumple gracias a la regla de Leibniz del producto de la derivada exterior; tomamos

la definción de Xgh dada por la ecuación (2.1.1):

0 = d(gh) + ω(Xgh, ·) = d(g)︸︷︷︸
=−ω(Xg ,·)

h + g d(h)︸︷︷︸
=−ω(Xf ,·)

+ω(Xgh, ·) = ω(−h · Xg − g · Xh + Xgh, ·)

(H.1.3)

como ω es no degenerado, Xgh = Xgh+ gXh. Por tanto, por la C
∞(M)-bilinealidad de ω, se tiene

el resultado que se buscaba.

Proposición H.1.2. Para toda función suave f, g ∈ C∞(M) sobre M, se tiene que

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (H.1.4)

Demostración. Véase Proposición 21,10 de [14].
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H.1.1. Campos vectoriales hamiltonianos

La forma simpléctica nos define un isomorfismo1 entre fibrados

Γ(TM) → Γ(T ∗M) ∼= Λ1(M); X 7→ −ω(X, ·)

entre los campos vectoriales y las 1-formas. Elementos de X(M) correspondientes a 1−formas

exactas se denominan campos vectoriales globalmente hamiltonianos y aquellos correspondientes

a 1−formas cerradas, campos vectoriales localmente hamiltonianos. Esta relación puede expresarse

mediante el siguiente diagrama:

Im(d) Ker(d) Λ1(M) d Λ2(M)

0 C C∞(M) A(M) A0(M) X(M)

Aqúı, A(M) es el conjunto de campos vectoriales globalmente hamiltonianos y A0(M) el conjunto

de campos vectoriales localmente hamiltonianos; Im(d) ⊂ Λ1(M) la imagen de la derivada exterior

d (las 1−formas exactas), yKer(d) ⊂ Λ1(M) el conjunto de 1−formas cerradas. La flecha horizontal

C∞(M) → A(M) es el mapa que asigna a cada función f ∈ C∞(M) un campo vectorial Xf ∈
A(M) ⊂ X(M) globalmente hamiltoniano de la siguiente forma:

df + ω(Xf , ·) = 0. (H.1.5)

Observación H.1.3. Dada la correspondencia entre funciones C∞(M) y campos globalmente hamil-

tonianos, denotaremos que Xf ∈ A(M) es el campo hamiltoniano correspondiente al observable f

si se cumple la ecuación (2.1.1).

H.2. Precuantización geométrica

Teorema H.2.1. Sea H ∈ C∞(M×R) el hamiltoniano de un sistema clásico descrito por el espacio

de fases M, y sea P la precuantización descrita anteriormente. Sea F ∈ C∞(M) un observable

clásico precuantizado. Entonces la precuantización es una representación del álgebra de Poisson

(C∞(M× R), {·, ·}) como operadores (Θ(H), [·, ·]), i.e.

P({H,F}) = − i

ℏ
[P(H),P(F )], ∀F,G ∈ C∞(M× R).

Demostración. En primer lugar, recordemos que la precuantización de un observable clásico viene

dado por la Ecuación (2.3.3). Calculemos ahora [P(H),P(F )]:

[P(H),P(F )] = −ℏ2 [∇XH
,∇XF

]︸ ︷︷ ︸
(1)

−iℏ [∇XH
, F ]︸ ︷︷ ︸

(2)

−iℏ [H,∇XF
]︸ ︷︷ ︸

(3)

.

1También conocido como la aplicación musical y denotada por ♭.
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Sea ψ = ψ̃s ∈ Γ(L),

(1) : [∇XH
,∇XF

]ψ = ∇XH
∇XF

ψ −∇XF
∇XH

ψ = R∇(XH , XF )ψ +∇[XH ,XF ]ψ =

i

ℏ
ω(XH , XF )︸ ︷︷ ︸

={H,F}

+
i

ℏ
θ([XH , XF ])ψ + dψ̃([XH , XF ])s,

(2) : [∇XH
, F ]ψ = dF (XH)ψ = −{H,F}ψ,

(3) : [H,∇XF
]ψ = −dH(XF )ψ = −{H,F}ψ.

Juntando las expresiones,

[P(H),P(F )]ψ = iℏ
(
−{H,F}ψ − θ([XH , XF ])ψ + iℏdψ̃([XH , XF ])s+ {H,F}ψ + {H,F}ψ

)

= iℏ
(
{H,F}ψ + θ([XH , XF ])ψ − iℏ dψ̃(X{H,F})s

)
= iℏ

{H,F}ψ + θ(X{H,F})ψ − iℏ dψ̃(X{H,F})s︸ ︷︷ ︸
=−iℏ∇X{H,F}ψ

 .

Concluimos que

− i

ℏ
[P(H),P(F )] = −iℏ∇X{H,F} + {H,F} = P({H,F}).

Proposición H.2.2. Dada una variedad simpléctica (MC , ω) y una función f ∈ C∞(MC ,R), y
la precuantización P anteriormente descrita, entonces, el operador no acotado (P(f), CC(MC)) es

simétrico (hermı́tico con dominio denso).

Demostración. En primer lugar, CC(MC) es denso sobre L2(L). En segundo lugar, para demostrar

que P(f) es simétrico, tomemos ψ = ψ̃s, ϕ = ϕ̃s ∈ CC(MC):

⟨ψ,P(f)ϕ⟩ =
∫
MC

(ψ,P(f)ϕ) dΩ =

∫
MC

(
ψ,−iℏ∇Xf

ϕ+ fϕ
)
dΩ =

= −iℏ
∫
MC

(
ψ, dϕ̃|p(Xf )s

)
dΩ+

∫
MC

(ψ, θp(Xf )ϕ)︸ ︷︷ ︸
(θp(Xf )ψ,ϕ)

dΩ+

∫
MC

(ψ, fϕ))︸ ︷︷ ︸
(fψ,ϕ))

dΩ

= −iℏ
����������:0∫
MC

dXf
(ψ, ϕ) dΩ︸ ︷︷ ︸

ψ,ϕ∈CC(MC)

−iℏ
∫
MC

(
dψ̃|p(Xf )s, ϕ

)
dΩ+

+

∫
MC

(θp(Xf )ψ, ϕ) dΩ+

∫
MC

(
fψ, ϕ)

)
dΩ =

si f real
⟨P(f)ψ, ϕ⟩ .
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Corolario H.2.3. Para que la densidad de probabilidad clásica no dependa de la fase de la función

de onda y sea positiva definida, se debe cumplir la siguiente condición:

div(J θRC) = iℏ{RC , SC} (H.2.1)

donde RC ∈ C∞(MC ,R+), SC ∈ C∞(MC ,R) tales que ϕ =
√
RCe

iSC/ℏ.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, vamos a separar el módulo y la fase de la función de

onda; escribiremos

ϕ =
√
RCe

iSC/ℏ,

donde R ∈ C∞(MC ,R+), SC ∈ C∞(MC ,R). Introduciendo esto en la Ecuación (2.3.11), se tiene

ρ = RC − div(J θRC) + iℏ{
√
RCe

−iSC/ℏ,
√
RCe

iSC/ℏ}.

Dado que

{
√
RCe

−iSC/ℏ,
√
RCe

iSC/ℏ} = i
2RC
ℏ

{
√
RC , SC} =

i

ℏ
{RC , SC},

obtenemos

ρ = RC − div(J θRC)− {RC , SC}. (H.2.2)

Estamos fijando la fase de la función de onda con la siguiente ecuación

div(J θRC) = −{RC , SC} (H.2.3)

Proposición H.2.4. Dados un observable clásico f ∈ C∞(MC), su observable precuantizado P(f)
asociado2 al potencial simpléctico θ, un estado ψ = ψ̃ · s ∈ Γ(L) y un cambio de fases dado ψ′ =

eiφ/ℏψ, donde φ ∈ C∞(MC ,R), entonces, el observable precuantizado transforma de la siguiente

manera:

P(f)(ψ′) = eiφ/ℏP(f)′(ψ), (H.2.4)

donde P(f)′ es el operador precuantizado de f asociado al potencial simpléctico θ′ = θ + dφ.

Demostración. Dada una trivialización local, sean ψ = ψ̃ · s ∈ Γ(L) con s la sección del vaćıo

relacionada con dicha trivialización, y ψ′ = eiφ/ℏψ, donde φ ∈ C∞(MC ,R) la sección resultante

del cambio de fase dada por φ. Tomando el observable clásico f ∈ C∞(MC) del enunciado y su

operador precuantizado correspondiente P(f) = −iℏ∇Xf
+ f siendo ∇ la conexión asociada al

2En el sentido de que la 1−forma de la conexión del observable precuantizado está dada por el potencial simpléctico

siguiente.
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potencial simpléctico θ, veamos cómo cambia el valor de P(f)(ψ) bajo dicho cambio de fase. Para

ello, calculamos

P(f)(ψ′) = P(f)(eiφ/ℏψ̃s) = −iℏ∇Xf
(eiφ/ℏψ) + f · eiφ/ℏψ =

= −iℏXf (e
iφ/ℏ)ψ − iℏeiϕ/ℏXf (ψ̃)s− iℏeiφ/ℏ

(
i

ℏ

)
θ(Xf )ψ + feiφ/ℏψ =

= −iℏ
(
i

ℏ

)
eiφ/ℏXf (φ)ψ − iℏeiφ/ℏ Xf (ψ̃)︸ ︷︷ ︸

=dφ(Xf )

s+ eiφ/ℏθ(Xf )ψ + f · eiφ/ℏψ =

= eiϕ/ℏ

−iℏXf (ψ̃)s+

=θ′︷ ︸︸ ︷
(θ + dφ)(Xf )ψ + fψ)


︸ ︷︷ ︸

=−iℏ∇′
Xf

ψ+fψ

= eiφ/ℏP(f)′(ψ) (H.2.5)

H.3. Teorema de Gleason

El Teorema de Gleason nos permitirá asociar una matriz densidad a cada estado f́ısico. Cuando

hacemos la representación GNS de una C∗-álgebra, los estados de la misma serán medidas definidas

sobre un espacio de Hilbert; es aqúı donde entra en juego el Teorema de Gleason, que nos asegura

que dada una de estas medidas, existirá una matriz densidad asociada (véase el art́ıculo original de

Gleason [12])

Teorema H.3.1 (Gleason). Sea µ una medida en los subespacios cerrados de un espacio (real

o complejo) de Hilbert separable H de dimensión al menos tres. Existe un operador autoadjunto

semidefinido positivo T tal que todo subespacio cerrado A de H

µ(A) = Tr(TPA), (H.3.1)

donde PA es la proyección ortogonal de H sobre A.

H.4. Dinámica h́ıbrida no unitaria

Proposición H.4.1. Dada una variedad simpléctica conexa (MC , ω), una precuantización sobre

(MC , ω) con conexión ∇ cuya 1−forma de conexión es iθ/ℏ, y una función hamiltoniana H ∈
C∞(M,R). Entonces, existe una función SH : MC → R que define una fase y cumple

XH(SH) = dSH(XH) = θ(XH) ⇒ (θ − dSH)(XH) = 0, (H.4.1)

donde γHm es la curva integral de XH con condición inicial γHm(0) = m.
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Demostración. Definiremos la función S̃H : MC × R → R como

S̃H(m, t) =

∫ t

0
θ
(dγHm(τ)

dt

)
dτ,

donde γHm es la curva integral de XH con condición inicial γHm(0) = m.

Y consideraremos la función SH : MC → R tal que

S̃H = Φ∗
t (SH) = SH ◦ Φt ⇒ SH = S̃H ◦ Φ−t,

donde Φt : MC → MC es el flujo hamiltoniano asociado al campo XH .

Por construcción, se cumple que

[XH(SH)](m) = [dSH(XH)](m) =
dS̃H
dt

∣∣∣
t=0

=

d

dt

(∫ t

0
θ
(dγHm(τ)

dτ

)
dτ

) ∣∣∣
t=0

= θ
(dγHm(t)

dt

)∣∣∣
t=0

=
[
θ
(
XH

)]
(m).

Esto prueba el resultado.

Para comprobar que la función S̃H es una fase bien definida, debemos comprobar que para curvas

cerradas, esta fase contribuye con múltiplos de 2πℏ. Recordemos la condición de integrabilidad de

Weil (véase sección E.2) que cumple θ al ser definido por una precuantización que, como MC es

conexo, nos basta considerar la condición (C1) dada por la ecuación (E.2).

Tomando una curva cerrada γHm : R → M, γH(0) = γH(1), la condición de Weil mencionada nos

asegura que

S̃H(1) = 2πkℏ S̃H(0), k ∈ Z. (H.4.2)

64


	Introducción y objetivos
	Mecánica geométrica
	Sistemas clásicos
	Sistemas cuánticos
	Cuantización geométrica
	Condiciones de cuantización de Dirac
	Precuantización: El formalismo de Koopman-van Hove
	Representación KvH del álgebra de observables clásicos


	Sistemas híbridos
	Dinámica híbrida unitaria
	Dinámica híbrida no lineal

	Conclusiones
	Algunas propiedades de geometría diferencial
	Campos vectoriales
	Tensor de Poisson
	Curvas integrales

	Fibrados vectoriales y conexiones
	Conexiones
	Estructura Hermítica
	Curvatura de una conexión
	Fibrados de línea y conexiones

	 Algunas cuestiones de análisis funcional
	Espacios de Hilbert
	Operadores no acotados

	Algunos aspectos algebraicos
	C*-álgebra clásica y cuántica
	C*-álgebra clásica
	C*-álgebra cuántica

	Formalismo de Koopman-von Neumann
	Cuantización geométrica
	Condición de integrabilidad de Weil
	Cuantización

	Resultados auxiliares
	Sistemas clásicos
	Campos vectoriales hamiltonianos

	Precuantización geométrica
	Teorema de Gleason
	Dinámica híbrida no unitaria


