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Resumen

Alrededor de 1870, Marius Sophus Lie (1842-1899) empez6 a estudiar ecuaciones diferenciales des-
de el punto de vista de la teorfa de grupos, basandose en el trabajo de Evariste Galois y Carl Gustav
Jacobi. De aqui surgen los conceptos de grupos de Lie, las dlgebras de Lie y la importante relacién entre
estos dos a través de la aplicacion exponencial. Desde entonces, la teoria de Lie de simetrias continuas
se ha estudiado extensivamente y se ha aplicado a todo tipo de dmbitos. Dentro de las matematicas se ha
aplicado, por ejemplo, en los sistemas de ecuaciones diferenciales y la geometria; mientras que también
ha resultado ser muy ttil fuera de las matemaéticas, en campos como la robética, la fisica de particulas y
la mecénica cudntica.

Las algebras de Lie se pueden estudiar como consecuencia de su relacién con los grupos de Lie y sus
generadores infinitesimales, que es la forma en la que las definié Lie. Sin embargo, también pueden ser
estudiadas a parte, sin tocar el lenguaje de estos grupos y las transformaciones continuas. Este trabajo
tiene como objetivo dar esta teoria y asi mostrar los importantes teoremas de Engel y Lie, que son
herramientas fundamentales en el estudio de dlgebras de Lie.

En el primer capitulo, definimos las dlgebras de Lie y estudiamos sus propiedades, centrandonos
en los conceptos de resolubilidad y nilpotencia. Con esta teorfa, podemos proponer y demostrar en el
segundo capitulo los teoremas de Engel y Lie. El teorema de Engel generaliza el hecho de que un en-
domorfismo nilpotente en un espacio vectorial de dimension finita tiene siempre una matriz coordenada
triangular, mientras que el teorema de Lie extiende el resultado de que los endomorfismos que conmutan
en un cuerpo algebraicamente cerrado comparten un vector propio comun.

Veremos finalmente en el tercer capitulo la descomposicién de Jordan-Chevalley de endomorfismos
y la semisimplicidad de dlgebras de Lie, conceptos con los que podemos mostrar los criterios de Cartan
para resolubilidad y semisimplicidad. Estos criterios son unas de las primeras consecuencias de los teo-
remas de Engel y Lie y nos permiten distinguir si un algebra es resoluble o si es semisimple realizando
solo célculos sencillos con la forma de Killing.
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Summary

Around 1870, Marius Sophus Lie (1842-1899) began to study differential equations from the point
of view of group theory, based on Evariste Galois’ and Carl Gustav Jacobi’s work. It is from this study
that the concepts of Lie groups, Lie algebras and their important relation through the exponential map
arise from. Since then, Lie’s theory of continuous symmetries has been extensively studied and applied
to all kinds of fields. In mathematics, it has been applied, for example, in differential equation systems
and geometry; while it has also been very useful outside mathematics, in fields like robotics, particle
physics and quantum mechanics.

Lie algebras can be studied as a consequence of their relation with Lie groups and their infinitesimal
generators, which is the way Lie defined them. However, they can also be studied on their own, without
the language of these groups and that of continuous transformations. This thesis aims to give this theory
and to use it to show Engel’s and Lie’s theorems, which are fundamental tools in the study of Lie algebras.

In the first chapter, we define Lie algebras and study their properties, focusing on the concepts of
solvability and nilpotency. With this theory, we can pose and prove Engel’s and Lie’s theorems in the
second chapter. Engel’s theorem generalizes the fact that a nilpotent endomorphism in a finite dimensio-
nal vector space always has a triangular matrix with respect to some base, while Lie’s theorem extends
the result which says that commuting endomorphisms over an algebraically closed field share a common
eigenvector.

Finally, we will see the Jordan-Chevalley endomorphism decomposition and the semisimplicty of
Lie algebras, concepts with which we can show Cartan’s criteria of solvability and semisimplicty. These
criteria are some of the first consequences of Engel’s and Lie’s theorems and allow us to distinguish
whether an algebra is solvable or whether it is semisimple with just a few calculations with Killing’s
form.
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Capitulo 1

Algebras de Lie

1.1. Primeras definiciones y proposiciones

Definicion 1.1. Llamamos dlgebra de Lie a un espacio vectorial L sobre un cuerpo F dotado de una ope-
racion binaria [-,-]: L x L — L llamada corchete o conmutador que cumple las siguientes propiedades:

= Es bilineal.
» Cumple que [xx] =0Vx € L.

= Cumple la identidad de Jacobi:

vzl + lexd] + [zl =0 Vx,yzeL

Cuando sea necesario, se incluird una coma en el conmutador para separar claramente los dos ele-
mentos. Las dlgebras de Lie son un ejemplo de dlgebras no asociativas.
Notese que si char F # 2, 1a segunda propiedad es equivalente a que el corchete es anticonmutativo:

[X ]:—[yX] vayeL
En el caso en que char F' = 2, [xx] = 0 implica que [xy] = [yx], pero el converso no es cierto

Ejemplo 1.1. Podemos considerar el conjunto M, (R) de matrices reales n x n. Con la suma y produc-
to por escalares, este forma un espacio vectorial de dimensién n? sobre R. Para dos matrices A, B, se
puede definir el conmutador [AB] = AB — BA. Podemos probar que M,(R) es un dlgebra de Lie con esta
operacion:

Primero, es inmediato ver que [AA] = A2 — A? = 0 VA € M,(R). Esto significa que el corchete es
anticonmutativo. Podemos aprovecharnos de esto y probar que el corchete es bilineal probando solo que
es lineal para uno de sus lados: Sean A, B,C € M, (R) y a,b € R, tenemos que

[aA+ bB,C] = (aA+bB)C — C(aA + bB) = a(AC — CA) + b(BC — CB) = a]AC] + b[BC]
Por tltimo, probar la identidad de Jacobi requiere fuerza bruta:

[A[BC]] + [B[CA]] + [C|AB]] = |A,BC — CB] + [B,CA — AC] + [C,AB — BA] =
= [A,BC] — [A,CB] + [B,CA] — [B,AC] +[C,AB|] — [C,BA] =
— ABC — BCA — ACB + CBA + BCA — CAB—
— BAC+ACB + CAB — ABC — CBA+ BAC = 0

Por lo que M, (R) es un dlgebra de Lie con este conmutador. Este dlgebra la denotamos como gl(n,R).
Si sustituimos R por un cuerpo F cualquiera, escribimos en vez gl(n, F).
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2 Capitulo 1. Algebras de Lie

Definicion 1.2. Un subespacio K C L es una subdlgebra de L si esta cerrado bajo la operacion del
corchete. Es decir, si [xy] € K Vx,y € K. Cualquier subdlgebra es, en si, un dlgebra de Lie. Esto lo
denotaremos como K < Ly K < Lsi K # L.

Ejemplo 1.2. Dado el espacio de matrices gl(n,F) del ejemplo anterior, es fcil ver que las matrices
triangulares superiores forman un subespacio.

El producto de matrices triangulares superiores es una matriz triangular superior, luego el conmutador
[AB] = AB — BA de dos matrices triangulares superiores también es triangular superior. Esto es, el espacio
de matrices triangulares superiores n X n es una subdlgebra del espacio gl(n, F) y a su vez es también un
algebra de Lie. Esta subélgebra la denotamos t(n, F).

Lo mismo sucede para las matrices diagonales y las triangulares superiores estrictas, es decir, las
triangulares superiores que tienen ceros en la diagonal. Las subdlgebras de estas matrices se denotan
o(n,F) y n(n,F) respectivamente. También podemos encontrar la subdlgebra de matrices de traza nula,
denotada sl(n, F).

La Definiciéon 1.1 es una definicién algo abstracta. En el estudio de algebras de Lie, es mas comun
tratar con dlgebras lineales, muy similares a las de los Ejemplos 1.1y 1.2:

Proposicion 1.1. Dado cualquier espacio vectorial V sobre un cuerpo F, el conjunto de endomorfismos
de V, EndV, dotado del operador corchete [xy| = xy — yx es un dlgebra de Lie. (Recordamos que el
producto de endomorfismos se hace mediante composicion)

Demostracion.

Como la combinacién lineal de transformaciones lineales es también una transformacion lineal, sa-
bemos que EndV es un espacio vectorial. Tenemos que probar que la operacién dada cumple las propie-
dades de la Definicidén 1.1, pero esta demostracion es igual al Ejemplo 1.1.

La tunica diferencia surge en el caso en el que char F = 2 y el corchete ya no es anticonmutativo, sino
conmutativo. Aun asi, el resultado es el mismo. O]

Este algebra en particular es muy importante en el estudio de dlgebras de Lie. Recibe el nombre de
dlgebra general lineal de V y se denota gl(V). Se dice que cualquiera de sus subdlgebras es un algebra
lineal. Notamos que este corchete es la razon por la que también llamamos “conmutador” a la operacion,
pues dos endomorfismos x € y conmutan con respecto a la composicion si y solo si [xy] = 0.

SiV es de dimension finita n y fijamos una base suya ey, . . ., e,, podemos escribir la matriz coordena-
da de cada endomorfismo en gl(V) con respecto a esta base. Asi, obtenemos también una base de gl(V)
formada por los endomorfismos correspondientes a las matrices e;;, que tienen O en todas sus entradas
excepto por un 1 en la entrada ij. Dada una base, hablaremos indistintamente de los endomorfismos de
gl(V) y estas matrices coordenadas. Si &;; es 1 si i = j 6 0 si no, la conmutacién de estas matrices sigue
la siguiente férmula:

leijext] = Ojxeir — O

Esto nos permite identificar gl(V) con el dlgebra gl(n, F) del Ejemplo 1.1, asi como encontrar las subdl-
gebras t(V), n(V) 6 0(V).

Comentario. La subélgebra sl(n,F) se conoce como el dlgebra especial lineal. Es una de las dlgebras
cldsicas, junto a las dlgebras simplécticas sp(n,F) y las dlgebras ortogonales so(n,F). Estas dlgebras
y gl(n, F) comparten nombre con los conocidos grupos cldsicos, como el grupo general lineal GL(n, F),
de matrices invertibles; el grupo especial lineal SL(n,F) de matrices con determinante 1; el grupo sim-
pléctico Sp(n, F); o el grupo ortogonal especial SO(n, F), de matrices ortogonales de determinante 1.

Sin embargo, notamos que las condiciones de los endomorfismos de estas dlgebras no son iguales a
las de sus grupos correspondientes. Por ejemplo,

» Las matrices de gl(n, F) pueden ser singulares, pero no las de GL(n,F).

» Las matrices de sl(n, F') tienen traza 0 mientras que las matrices de SL(n, F') deben tener determi-
nante 1.
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» Las matrices de SO(n, F) son ortogonales con determinante 1, pero A € so(n,F) si A+AT = 0.

Podemos intuir que la relacién entre dlgebras y grupos es “exponencial”, pues parece que si una matriz
A estd en un 4lgebra, e estard en el grupo correspondiente:

» SiA € gl(n,R), A tendrd que dete” # 0y e € GL(n,R).

» La férmula de Jacobi nos muestra que dete” = e, luego si TrA =0y A € sl(n,R), tendremos
que dete? = ¢ =1y e* € SL(n,R).

= SiA€so(n,R) tiene A+AT =0, A conmuta con A7 y A (eh)7 = AT = 0 =1, luego ¢* serd
ortogonal y con determinante 1, pues tendremos que dete? = e = % = 1, luego e* € SO(n,R).

En general, en el estudio de grupos de Lie, tenemos la aplicacion exponencial: una aplicacién mds general
que la exponencial de matrices y que relaciona los grupos de Lie con dlgebras de Lie correspondientes.
Aligual que en la teoria de grupos, podemos estudiar los homomorfismos entre dlgebras: aplicaciones

que respetan la operacién del conmutador.

Definicion 1.3. Definimos los homomorfismos de algebras de Lie al igual que los homomorfismos de
grupos: Sean L, M 4lgebras de Lie, la aplicacion lineal ¢ : L — M es un homomorfismo si

¢ (by]) =[9(x)9(y)] Vx,y € L

Y, como es usual, un homomorfismo es un monomorfismo si es inyectivo; un epimorfismo si es suprayec-

tivo; y un isomorfismo si es biyectivo. Tendremos que ¢ (L) es un dlgebra de Lie, asi que ¢ (L) < M.
Existen teoremas (Teoremas de Ado e Iwasawa) que demuestran que toda dlgebra de Lie de dimen-

sién finita es isomorfa a algin dlgebra lineal, pero estos teoremas se escapan del alcance de este trabajo.

Ejemplo 1.3. Si fijamos un elemento de un dlgebra de Lie x € L, podemos definir el endomorfismo
adjunto de x
adx: L — L
y — [o]

de forma que adx € gl(L). También podemos considerar la aplicacién ad de la forma

ad: L — gl(L)
x +— adx

Esta aplicacién se conoce como la representacion adjunta de L. Podemos probar que ad es un homomor-
fismo de dlgebras de Lie. Sean x,y,z € Ly a,b € F, se ve facilmente que ad es lineal:

ad(ax+by)(z) = [ax+by,z] = alxz] + b[yz] = aadx(z) +bady(z)

Como esto se cumple para cualquier z € L, tenemos que ad(ax+ by) = aadx+ bady. Veamos ahora que
ad preserva el conmutador:

ladx,ady] (z) = (adxady —adyadx) (z) = adxady(z) —adyadx(z) =
= belyzl] = [ylez]] = = [[yalx] = [[xly] = [[ylz] = ad[xy](z)

Asi que [adx,ady] = ad[xy], luego ad es un homomorfismo. La representacion adjunta es ademds, como
dice su nombre, un ejemplo de una representacion:

Definicion 1.4. Una representacion de un édlgebra de Lie L es un homomorfismo p: L — gl(V) con V
un espacio vectorial cualquiera.

Veamos ejemplos de dlgebras sencillas, de dimensién baja. En el caso de dimensién 2, tenemos solo
dos tipos de élgebra:
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Ejemplo 1.4. Podemos considerar un dlgebra L de dimensién 2 sobre un cuerpo F. Es decir, de la forma
L= (x,y). Si consideramos que el corchete de este dlgebra cumple las condiciones necesarias, solo queda
por escoger el valor de [xy| para caracterizar el dlgebra.

En el caso de que [xy] = 0, todo conmutador es nulo y el dlgebra es trivial, veremos mds adelante que
esto significa que el dlgebra es abeliana.

Si [xy] # 0, tendrd que ser una combinacion lineal de x e y, asi que podemos escribir [xy] = ax+ By
para algunos «, 8 € F escalares. Entonces, tendremos que

[x, ox + By] = alxx] + Blxy] = afx+ By

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que 3 # 0 (en caso contrario, basta con intercambiar los
papeles de x e y). Por lo tanto, podremos escribir a,b € L tales que a := B~ 'xy b := ax + By. Estos dos
nuevos elementos son linealmente independientes y tienen que

[ab] = [B~"'x,ax+ By] = ox+ By =0

Es decir, tenemos elementos de a,b € L tales que L = (a,b) y [ab] = b. Esto significa que toda dlgebra
de dimension 2 serd de esta forma (serd isomorfa a esta L) o serd trivial (isomorfa al dlgebra anterior con
[xy] = 0). Decimos entonces que, salvo isomorfismos, existen solo dos dlgebras de Lie de dimensién 2.

En cuanto pasamos a dimensién 3, el niimero de dlgebras crece y ademds depende de la caracteristica
del cuerpo F. Veamos algunas de estas dlgebras:

Ejemplo 1.5. Entre las dlgebras cldsicas podemos encontrar dlgebras como sl(2,F) y n(3, F) que son de
dimensién 3. También podemos considerar el dlgebra L = (x,y,z) con [xy] = zy [xz] = [yz] = 0. Basta la
siguiente operacién para comprobar que este corchete cumple la propiedad de Jacobi y que L es realmente
un dlgebra con este corchete:

[xlyz]] + [y[ex]] + [zloy]] = X0 + [YO] + [z2] = O

Este dlgebra se conoce como el dlgebra de Heisenberg, que lleva el nombre del fisico Wernel Heisenberg
y, junto al grupo de Heisenberg, tiene varias aplicaciones incluyendo la mecénica cudntica. Es posible
ver que este dlgebra es isomorfa a n(3,F) y que, en caracteristica 2, también serd isomorfa a s[(2, F).

1.2. Ideales

Definimos los ideales de un dlgebra de forma similar a los ideales de anillos o a los subgrupos
normales:

Definicion 1.5. Una subélgebra I < L es un ideal de L si
[xy]el VxeL,Vyel

Toda algebra de Lie contiene dos ideales triviales: el ideal que cuenta solo con el elemento nulo y de-
notamos como 0; y la misma dlgebra L. Cualquier otro ideal serd propio. Denotaremos entonces [ I L e
I<Lsil#L.

Definicion 1.6. Dado K C L un subespacio de L, el conjunto
Ni(K):={x€L|[xy] e KVyeK}

se conoce como normalizador de K. Es claro que K es un ideal si N;(K) = L. La propiedad de Jacobi
nos asegura que Nz (K) es una subdlgebra de L.

Al igual que con los ideales de anillos y los subgrupos normales, estos ideales estdn directamente
relacionados con los nicleos de homomorfismos:
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Proposicion 1.2. El niicleo de un homomorfismo ker¢ := {x € L | ¢ (x) = 0} es un ideal de L.

Demostracion.
Sean x,y € L tales que ¢ (x) = 0, es decir, x € ker ¢. Tendremos que

¢ ([xy]) =[9(x)¢(»)] = [09(y)] =0
Luego [xy] € ker ¢ y ker ¢ es una subdlgebra y un ideal. 0

Ejemplo 1.6. Sea n < oo, tenemos el dlgebra especial lineal sl(n, F) < gl(n,F) formada por las matrices
de traza nula.

Sean x € sl(n,F) ey € gl(n,F). Tenemos que Trx = 0y que Tr(ab) = Tr(ba) Ya,b € gl(n,F) luego
Tr[xy] = Tr(xy) — Tr(yx) = 0. Esto significa que [xy] € sl(n, F) y que s[(n,F) es un ideal de gl(n,F).

Son muy importantes en el estudio de dlgebras de Lie el centro y el dlgebra derivada de un algebra,
que son similares a sus andlogos en la teoria de grupos.

Definicion 1.7. El centro de L se define como
Z(L):={xeL|[xy)=0VyeL}

Tenemos entonces que Z(L) = kerad. Un dlgebra de Lie con Z(L) = L 6 [xy] = 0 Vx,y € L se dice
abeliana.

En caracteristica diferente de 2, el centro de las dlgebras de Lie funciona de la misma manera que
el centro en la teoria de grupos, pues [xy] = [yx] es equivalente a que [xy] = 0 y los elementos en el
centro de un dlgebra de Lie conmutan con el resto con respecto al conmutador. En el caso de las dlgebras
lineales, esto también significa que los elementos x e y conmutan con respecto a la composicién, pues
[xy] = xy — yx = 0 es equivalente a que xy = yx.

Ejemplo 1.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, podemos considerar el centro de gl(V),
que serd el conjunto de endomorfismos x € gl(V) que conmutan con cualquier otro endomorfsimo con
respecto al conmutador y a la composicién.

Para ver qué forma tiene este conjunto, podemos considerar un endomorfismo x € Z(gl(V)). Si x no
tiene ningtin vector propio, podemos dar un endomorfismo y € gl(V) tal que y(v) = v e yx(v) = Av para
alginv €V y A € F. Luego,

x(v) =xy(v) =yx(v) = Av
Por contradiccién, x siempre tendré algdn vector propio v € V con valor propio correspondiente A € F.
Sea ahora z € gl(V) cualquier otro endomorfismo, tendremos que

xz(v) = zx(v) = z(Av) = Az(v) Vz € gl(V)

Ahora, para w € V un vector cualquiera, siempre podemos encontrar un endomorfismo z,, € gl(V) tal
que z,,(v) = w. Luego,
x(w) =xz,(v) = Az (v) =AwV¥weV

Esto significa que x = A donde I es el endomorfismo identidad. Por lo tanto, los elementos de Z(gl(V))
son multiplos del endomorfismo identidad. Ademads, los multiplos del endomorfismo identidad siempre
conmutan con cualquier endomorfismo, luego Z(gl(V)) es exactamente el subespacio formado por los
multiplos del endomorfismo identidad.

Ejemplo 1.8. Si consideramos 9(n, F), el dlgebra lineal formada por las matrices diagonales, podemos
dar una base de matrices e;; coni = 1,...,n. El conmutador de dos de estas matrices e;; y ej; coni # j es

[eiiejj] = dijeij — jieji =0

Luego [xy] =0Vx,y €d(n,F),Z(d(n,F)) =0(n,F) y 0(n,F) es un dlgebra abeliana.
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Definicion 1.8. El dlgebra derivada o dlgebra conmutador de L se define como el subespacio generado
por los conmutadores (los elementos de la forma [xy]):

[LL] = (] | x,y € L)
Este subespacio se denota [LL] 6 L.

Ejemplo 1.9. Como vimos en el Ejemplo 1.6, si x € sl(n,F) e y € gl(n,F), entonces Tr[xy] = 0. Sin
embargo, es inmediato ver que esto es cierto para endomorfismos x,y € gl(n,F) cualesquiera. Por lo
tanto, tenemos que [gl(n, F) gl(n,F)] < sl(n,F).

Podemos dar la base de s((n, F) dada por las matrices e; jconi# jylas matrices h; = e;; — ej41,i41
parai=1,...,n— 1. Veamos que todas estas matrices estdn en [gl(n,F) gl(n, F)]:

= Sii=# j, podemos tomar otro indice k cualquiera y tener que

Luego e¢;; € [gl(n,F) gl(n,F)].
= Sea h;, tenemos que
leiiv1€it1,i] = iv1ir1€i — Gi€iv1i1 = €ii — €iv1i+1 = h
Luego h; € [gl(n,F) gl(n,F)].
Por lo tanto, sl(n, F) < [gl(n,F) gl(n,F)] y, por doble contenido, [gl(n, F) gl(n,F)] = sl(n,F).

Ejemplo 1.10. Sean t:=t(n,F),n:=n(n,F)y0:=0(n,F). Tenemos que t = 0 & n. Podemos considerar
una base de t dada por las matrices e;; con j > i. Sil > k, tenemos que ey € n'y que, dado cualquier i,

leiierr) = Ojeir — Oiexi

Sii=k, entonces e;; = ey;. Sil =1, e; = ey Luego, [ejie;] € n. En particular, [e;;e;] = ej sil #i. Esto es,
los endomorfismos en la base de n se pueden escribir como conmutadores de t, luego todo endomorfismo
en n es suma de conmutadores de t; y n < [tt].

Tenemos que [tt] = [00] & [on] & [nn]. Sin embargo, ya vimos que 0 es abeliana, luego [09] = 0. Por
lo recién visto, [0n] < n; y [nn] < n por definicién, asi que [tt{] = [on] @ [nn] < n. Entonces, por doble
contenido, [tt] = n.

Proposicion 1.3. El centro y el dlgebra derivada de cualquier dlgebra L son ideales.

Demostracion.

Por definicion, [LL] es un subespacio de L. Sean x € [LL] e y € L, inmediatamente [xy| € [LL], por ser
este un conmutador de dos elementos de L. Luego [LL] es una subdlgebra y un ideal.

Ver que el centro de L es un ideal es también inmediato, puesto que es el nicleo de ad. O

A parte de estos dos ideales fundamentales, veamos a continuacién los conjuntos I +J, INJ y [1J]
para I,J < L'y como estos son ideales también.

Proposicion 1.4. Sean I,J < L ideales, los siguientes conjuntos son también ideales:
» Lasumal+J:={x+y|xel,yeJ}.
» La interseccion INJ.
» El conjunto conmutador [1J] := ([xy] | x € I,y € J).

Notese que el dlgebra derivada [LL] es un caso particular de este iiltimo conjunto.
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Demostracion.

= El conjunto I +J es claramente un subespacio vectorial de L. Sean x € I,y € J y z € L, tenemos
[x+y,z] = [xz] + [yz], que son elementos de / y J respectivamente, luego [x+y,z] € I +J. Por lo
tanto, I +J es un ideal de L.

s Seanx €INJey€ L, esclaro que [xy] € I por ser x un elemento de /; y por el mismo razonamiento
[xy] € J. Luego [xy] € INJ y este es un ideal.

= Seanx €,y € Jyz¢€L,laidentidad de Jacobi nos dice que

[[xy]z] = —[[zx]y] — [[vzl«]

Ahora, como I es un ideal, [zx] € I. Andlogamente, [yz] € J. Luego ambos [[zx]y] y [[yz]x] son
conmutadores de un elemento en / y otro en J, luego pertenecen a [IJ]. Como este es un espacio
vectorial por definicidn, [[xy|z] también pertenece a [1J].

Sea ahora un elemento arbitrario a € [IJ], podemos escribirlo como
a = [uiy]+[roya] - [vayn], xi € Lyi € J

Por la linealidad del conmutador, [az] serd suma de elementos de la forma que acabamos de ver,
luego [az] € [IJ] y este es un ideal. O

Proposicion 1.5. Sea I < L, el conjunto cociente L/I es un dlgebra de Lie con la operacion natural
e+ Ly+1] =[] +1

Demostracion.
Hace falta probar que la operacién estd bien definida: Sean x,y,z € L tales que x —y € I, es decir,
x+1=y+I1. Tendremos que [x —y,z] € I, luego

x+1z+1 = [xz) +1 = ([yz] — vz] + [xz])) + 1 = ([yz) + [x —y,2)) + I = |yz] + I = [y + 1,z +1]

Por lo que no hay problemas con la operacién dada (problemas que podrian darse si / fuese solo una
subdlgebra y no un ideal). Tras probar esto, las propiedades necesarias para que L/I sea un dlgebra de
Lie vienen inmediatamente de las propiedades de L. 0

1.3. Resolubilidad y nilpotencia

De forma similar a la teorfa de Galois, podemos estudiar dlgebras de Lie resolubles o nilpotentes,
las cuales muestran propiedades interesantes y fundamentales para toda la teoria de algebras de Lie.
Empezamos con un lema casi inmediato que nos servird para estudiar las propiedades de estas dlgebras:

Lema 1.1. Sean I,J,K < L ideales con K < J, entonces [IK]| < [1J].

Demostracion.
Sean x € I, y € K, que tienen [xy] € [IK]. Es claro que y € J, luego [xy] € [IJ]. Esto se cumplird
también para cualquier combinacién lineal de conmutadores, luego [IK]| < [1J]. O

Definicion 1.9. Sea L un élgebra de Lie, se define la serie derivada LO LM L? . como la serie de
ideales de L con L = Ly L(+1) = [L(i)L(i)] . Se dice que L es resoluble si 3n € N tal que L") = 0.
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Ejemplo 1.11. A cada una de las matrices ¢;; de gl(n, F'), podemos asignarle un nivel de j— i para indicar
su distancia a la diagonal principal. Los matrices diagonales e¢; tendran nivel 0 mientras que ep4 tendra
nivel 2 y e3; tendrd nivel —1. Podemos decir entonces que t(n,F) estd generada por las matrices e;; de
nivel 0 o mds mientras que las matrices en la base de n(n, F) tienen niveles 1 o0 mas.

Si conmutamos dos de estas matrices e;;, ey con nivel m o mas, tenemos

leijert) = Sjreir — Ojiexj, j—i>m,l—k>m

Sij=ky 6j =1, tenemos que [ — j > my podemos sumar las desigualdades para obtener que [ —i > 2m,
que serd el nivel de e;;. Lo mismo pasa si / =iy §; = 1, en cuyo caso el nivel de ¢ tendrd j — k > 2m.
Esto es, [e;jej] es suma de matrices con nivel 2m o més.

Si consideramos la serie derivada de L = t(n, F), tenemos que L") = n(n, F) segiin el Ejemplo 1.10.
n(n,F) esta generada por matrices de nivel 1 o mas. Luego, por lo que acabamos de ensefiar, tendremos
que L® = [n(n,F)n(n,F)] estd generada por matrices de nivel 2 0 més. De nuevo, esto significa que las
matrices base de L) tienen nivel 4 o mas. En general, LU+ esta generada por matrices de nivel 2/ o
mads. Entonces, L/"+1) = 0 si 2 > n, lo cual es siempre posible para m suficientemente grande. Esto es,
L =t(n,F) es resoluble y también lo es n(n, F).

Proposicion 1.6. Se tienen las siguientes propiedades de la resolubilidad:
a) Si L es resoluble, también lo son sus subdlgebras e imdgenes mediante homomorfismos.
b) SiI ALy L/I son resolubles, también lo es L.
c) Sil,J <L son resolubles, también lo es [+ J.

Demostracion.

a) Queremos probar que, si K <L, K ) CcLWVieN. Supongamos que esto es cierto para todo j <1,
luego el Lema 1.1 nos asegura que

K+ — [Ku) K(i)] < [Km L(f)} < [Lm LU)} _ 7(+1)

Tendremos entonces que, si L = 0,K (n) = 0, luego K también es resoluble.

Sea ahora ¢ un homomorfismo de L cualquiera y M = ¢(L). Veamos que ¢ (L)) = M), Supon-
gamos que esto es cierto para todo j < i, luego

M = [MOMO] = (ab] [ ab e M) = ([9(x)9 ()] |y € L0) =
= {0 (o) |xyer®) =o ({lo]|xyer®)) = (101

Luego es claro que M es resoluble si L lo es.

b) Si (L/I) (M — 0, entonces L™ < I. Esto es cierto porque 7 (L(”)) = (L/I) " segiin 1o recién de-
mostrado con 7 la proyeccion de L a L/I, que es un epimorfismo.
Como L™ <], L es resoluble y también lo es L.

¢) Los teoremas de homomorfismos de grupos pueden traducirse al lenguaje de édlgebras de Lie. El

tercero nos indica que / +J/J es isomorfo a /INJ. Como I /INJ es la proyeccion de 1, es resoluble
y también lo es I +J/J. (b) nos asegura entonces que I +J es resoluble. O

Definicién 1.10. Sea L un algebra de Lie, se define la serie central descendente L° L' 1%, ... como la
serie de ideales de L con L° = L y L'*! = [LL!] Vi > 1. Se dice que L es nilpotente si 3n € N tal que
L"=0.
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Ejemplo 1.12. Si consideramos L = n(n,F), podemos ver que este dlgebra es nilpotente. Sean e;; y ey
con j—i>1yl—k>m,entonces [e;jey] = Ojxey — Ojiexj. Si j =k, entonces [ — j > m y el nivel de
e; tiene [ —i > m+ 1. Si l =i, entonces el nivel de ¢;; es j —k > m+ 1. Es decir, [e,-jekl] es suma de
matrices con nivel m+ 1 o mas.

Por lo tanto, L! = [n(n, F)n(n, F)] estd generada por matrices de nivel 2 o més, L% estd generada por
matrices de nivel 3 o mds, L3 estd generada por matrices de nivel 4 o mds... En general, L’ est4 generada
por matrices de nivel i + 1 o mds. En cuanto tengamos L™ con m+ 1 > n, tendremos que L™ = 0, luego
n(n, F) es nilpotente.

Lema 1.2. Para cada i € N, LY < L. En particular, toda dlgebra nilpotente es resoluble.

Demostracion.
Supongamos que esto es cierto para todo j < i. Entonces, por el Lema 1.1,

L) = [Lo') L(i)] < [LLm} <[] =L
Por lo que se cumple para todo i € N. Si L es nilpotente, 3n € N tal que L" = 0. Luego, L < L" =0y
L es resoluble. O
El reciproco no es cierto, pues tenemos dlgebras que son resolubles pero no nilpotentes:

Ejemplo 1.13. Sea de nuevo L = t(n,F), tenemos que L' = [t(n, F)t(n,F)] = n(n,F) como ya vimos,
pero L? = [t(n,F)n(n,F)] = n(n,F) = L'. Esto significa que L' = n(n,F) # 0Vi > 1, luego t(n,F) es
resoluble pero no nilpotente.

Ejemplo 1.14. De forma parecida, podemos considerar el dlgebra L = (x,y) del Ejemplo 1.4 con el
conmutador tal que [xy] = y. Tenemos que [LL] = (y) y que L® = [(y) (y)] = 0, luego L es resoluble. Sin
embargo, L? = [L(y)] = (), luego L' = (y) # 0 Vi > 1, asi que este dlgebra no es nilpotente.

Proposicion 1.7. Se tienen las siguientes propiedades de la nilpotencia:
a) Si L es nilpotente, también lo son sus subdlgebras e imdgenes mediante homomorfismos.
b) SiL/Z(L) es nilpotente, también lo es L.
¢) Si L # 0 es nilpotente, entonces Z(L) # 0.

Demostracion.

a) Andlogo a la demostracién en la Proposicion 1.6.

b) Si(L/Z(L))" =0y & es el homomorfismo proyeccién sobre Z(L), entonces (L") = (L/Z(L))" =0
y L" < Z(L). Por lo tanto, L"™! = [LL"] < [LZ(L)] = 0 por las propiedades del centro. Esto es, L
es nilpotente.

¢) SiL" !0y L"=0,tenemos [LL"~'] = 0. Esto es lo mismo que L"~! < Z(L), luego Z(L) #0. [

Si L < gl(V), los elementos de L son endomorfismos de V, que tienen su propio concepto diferente
de nilpotencia. A primera vista no parece que la nilpotencia de L esté relacionada con la nilpotencia de
los endomorfismos, pero el Teorema de Engel nos muestra esta relacion.



Capitulo 2

Teoremas de Engel y Lie

Estudiaremos a partir de aqui solamente las dlgebras de Lie de dimensién finita o las dlgebras lineales
sobre espacios vectoriales de dimension finita. La mayoria de los siguientes resultados y demostraciones
requieren esta condicion, aunque el caso de dimension infinita es también interesante.

2.1. Teorema de Engel

Lema 2.1. [Hum72, pdg. 12] Sea x € gl(V) un endomorfismo nilpotente, entonces adx es nilpotente.

Demostracion.
Sean A, py € gl(V) las translaciones por x por la izquierda y la derecha respectivamente:

A(y) =xy, pu(y) =yx

Estos endomorfismos conmutan y tienen adx = A, — p,. Si n € N verifica que x" = 0, entonces A, y py
son también nilpotentes con A = p? = 0. Tenemos que

2n—1 _ ) )
(adx)anl — ()Lx_px)anl — Z (_1)2n1i<2n. l)ﬁ,;p)%nll

i=0 !
Para cualquier i, 6i >n 6 2n—1—i>n, luego Alp?"~ =" =0y (adx)>"~! = 0. O

Todo endomorfismo nilpotente tiene un vector propio con valor propio 0. El siguiente teorema nos
indica que este vector puede ser comtn para todos los endomorfismos si son todos nilpotentes:

Teorema 2.1. [Hum?72, pdg. 12] Sea L < gl(V) con'V # 0. Si todos los elementos de L son endomorfismos
nilpotentes, entonces 3v € V no nulo tal que x(v) =0 Vx € L.

Demostracion.

El teorema es obvio si dimL = 0, en cuyo caso el tnico endomorfismo en L es el nulo. Supongamos
que el teorema se aplica para cualquier dlgebra de dimensién menor que dimL. Sea K < L, tenemos
adK < gl(L), donde los elementos de ad K actdan sobre L, luego también actdan sobre L/K.

Como adK es la imagen de K mediante ad, tiene dimensién menor o igual que dimK < dimL.
Ademds, los endomorfismos en ad K son nilpotentes por el lema anterior. Entonces podemos aplicar la
hipétesis de induccion, que nos dice que 3z € Ltal que z+ K # 0+ K y adx(z+ K) = 0+ K Vx € K. Esto
es,z¢ Ky [xz] € KVx € K . Esto significa que K < N.(K) y que K @ (z) es también una subdlgebra. Si
asumimos que K es una subdlgebra maximal, tendremos que L = K @ (z) y que N.(K) = L, luego K es
un ideal.

El subespacio W := {v € V | x(v) =0 Vx € K} es no nulo por la hipétesis de induccién. Sean x € K
y w € W, tenemos que

xz(w) = zx(w) — [zx](w) =0

10
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yaque x(w) =0y [zx] € K por ser K ideal, luego [zx](w) = 0 también.
Por lo tanto, z(W) C W. Como z es un endomorfismo nilpotente de W, tiene un vector propio v € W
no nulo con valor propio 0. Es decir, z(v) = 0y, finalmente, x(v) =0 Vx € L. O

Con este teorema, podemos probar el Teorema de Engel:

Teorema 2.2 (de Engel). [Hum72, pdg. 12] Sea L un dlgebra de Lie, L serd nilpotente si y solo si todos
sus elementos son ad-nilpotentes (sus adjuntos son nilpotentes).!

Demostracion.

Tenemos que la imagen de adx para cualquier x € L esté contenida en [LL] = L!, luego la imagen de
(adx)? estd contenida en [LL'] = L?. En general, (adx)/(L) < L'. Si L es nilpotente con L = 0, entonces
(adx)"(L) = 0. Luego adx es nilpotente para cualquier x € L si L es nilpotente.

Supongamos ahora que los elementos de L son ad-nilpotentes. Si dimL = 1, L es autométicamente
nilpotente. Supongamos que el teorema se cumple para cualquier dlgebra con dimensién menor que L.

El dlgebra ad L < gl(L) satisface las condiciones del teorema anterior, luego existe x € L no nulo tal
que [Lx] = 0, asi que x € Z(L) # 0. El dlgebra L/Z(L) es de dimensién menor que Ly sus elementos
también son ad-nilpotentes. La hipétesis de induccién nos dice que L/Z(L) es nilpotente, luego L también
lo es segun la Proposicién 1.7. O

Veamos un corolario del Teorema de Engel, especificamente del Teorema 2.1, sobre banderas:

Definicion 2.1. Una bandera de un espacio vectorial V con dimV = n < o es una sucesion creciente
de subespacios 0 =V, C V; C --- C V,, =V donde dimV; = i. Diremos que un endomorfismo x € EndV
estabiliza la bandera si x(V;) C V; Vi.

Corolario 2.1. [Hum?72, pdg. 13] Dadas las mismas condiciones que en el Teorema 2.1, existe una ban-
dera V; estabilizada por L (todos los elementos x € L estabilizan la misma bandera). Aiin mds, tendremos
que x(V;) CVi_1 Vx € L, Vi.

Demostracion.

SidimV =0 6 1, el corolario es inmediatamente cierto. Supongamos que se cumple para todos los
espacios vectoriales de dimensién menor que dimV = n. El Teorema 2.1 nos asegura que 3v € V no nulo
tal que x(v) = 0 Vx € L. Escribiremos entonces V| = (v), que cumplird que x(V;) = Vp = 0.

Sea W :=V /(v), lainclusién L < gl(V) induce un homomorfismo ¢ dado por

o: L — gl(W)
x — o(x):W —
w4+ (v) — x(w)+(v)

Entonces, ¢ (L) es una subdlgebra de gl(W) con elementos nilpotentes. Como dimW < dimV, aplicamos
la hipétesis de induccién y existe una bandera 0 = Wy C --- C W,_; = W estabilizada por ¢ (L) con
¢ (x)(W;) C W;_; Vx € L, Vi. Estos subespacios son de la forma W; = U;/(v) con U; subespacios de L que
contienen a (v) y tienen x(U;) C U;_ Vx € L. Entonces, podemos continuar la bandera con V; = U;_; para
i=2,...,n,de forma que estd estabilizada por Ly tiene x(V;) C V;_; Vx € L, Vi. O

'Una versi6n del Teorema de Engel aparece por primera vez en una carta que escribe Friedrich Engel a Wilhelm Killing en
el 20 de julio de 1890. En esta carta, Engel muestra que, dada un dlgebra de rango de Killing 0 y de dimension finita, es posible
encontrar una base x, ..., x; € L del dlgebra tal que [x;x;] € <x JTR U ,xk> Vi < j bajo ciertas condiciones. Esto implicaria que
L cC <xj+1 Yeen ,xk> Vj, luego L seria nilpotente.

Que el rango de Killing de un dlgebra sea 0 es equivalente a que sus elementos sean todos ad-nilpotentes, asi que podemos
ver como esta forma del teorema es casi equivalente a la nuestra.

Al siguiente afio Karl Arthur Umlauf, un estudiante de Engel, demuestra rigurosamente en su tesis doctoral que toda dlgebra
de rango 0 es nilpotente basdndose en el trabajo de Engel. [Haw00, pags. 168-177]
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Podemos construir una base de V completando las bases de V;, empezando por v como base de V; y
siguiendo la bandera. Este corolario nos afirma que, con respecto a esta base, todos los elementos de L
tienen matriz coordenada triangular estrictamente superior.

El Teorema 2.1, el Teorema de Engel y este corolario son los tres equivalentes y diferentes fuentes
usan el nombre “Teorema de Engel” para referirse a cualquiera de ellos.

Ejemplo 2.1. Consideremos ahoraV = F3 y L =n(3,F) < gl(V). Ya comprobamos en el Ejemplo 1.12
que este dlgebra es nilpotente. Podemos dar una base para L formada por los endomorfismos

010 000 0 01
ep=10 0 0], ex=(0 0 1], e3=(0 0 O
000 000 000

El Teorema 2.1 nos asegura que existe un vector v € V no nulo tal que x(v) = 0 Vx € L. Es inmediato
ver que v = e (el primer vector de la base candnica de V) cumple esto, pues cualquier matriz triangular
estrictamente superior envia e; a 0. Veamos también que se cumple el Corolario 2.1 y que es posible
encontrar una bandera de V de la forma 0=V, CV; CV, C V3=V conx(V;) CV;_; Vx € L.

Hallar esta bandera es inmediato, pues estd dada por la base con respecto a la cual las matrices de L
son triangulares estrictamente superiores. En este caso ya lo son, por definicion, con respecto a esta base,
asi que labanderaes 0 C (e;) C (ey,e2) C (ey,ez,e3) =V.Que x(V;) CV;_; Vx € L se da automdticamente
por la forma de estas matrices, pero podemos comprobar a mano como se da el caso: Podemos ver que
x(Vh) CViVxeL:

612(62) = evi

ex(er) = eV

S = O S O O

[ev B

eV

e13(e2) =

cocoo cococ ococo

coo0 coo oo~

coc—co or~c o~o
|

coo ococ oo~

(=]

y que x(V3) CVo Vx € L:

=)

ein(e3z) = eV,

€23 (63) = S Vz

o~ o ooo

— oo —~ o
|

o~ o oo

p—

613(63) = eV,

oS O O o O O oS O O
o O O o O O (e

o
- o o
I
o

2.2. Teorema de Lie

El Teorema de Lie es similar al Teorema de Engel, pero necesita que el cuerpo sobre el que trabajamos
“se comporte bien”. Por esto, en esta seccion asumiremos que F es algebraicamente cerrado y tiene
caracteristica 0.

Para probar el Teorema de Lie necesitaremos primero un resultado importante relacionado con los
pesos de un dlgebra lineal.
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Definicién 2.2. Sea L una subdlgebra de gl(V) con V un espacio vectorial, un peso de L en V es una
aplicacién lineal A : L — F tal que el subespacio vectorial

Vi={veV|x(v)=A(x)vVxeL}
es no nulo. En tal caso, V;, se llama espacio peso de A.

Lema 2.2 (de Invariancia). [New!0, pdg. 24] Sean L < g{(V) y K < L un ideal. Si A es un peso de K en
V y Vj, el espacio peso de A con respecto a K, se tiene que x(V)) C Vy Vx € L. Es decir, L estabiliza V),
En particular, siz € L'y x € K, entonces A([xz]) = 0y ademds, xz(v) = zx(v) Vv € V.

Demostracion.
Fijamos z € L'y v € V y definimos m € N como el mayor nimero tal que v,z(v),z>(v),...,2" " (v)
son linealmente independientes. Consideramos los subespacios crecientes W; = <v, z2(v),...,2 ! (v)> para

cada i € N que tendran Wy =0y W,,,4; = W, Vi € N. Podemos ver que z actia de W; a W, y, por lo
tanto, estabiliza W,,,.
Vamos a probar por induccién que, paratodoi=0,...,m—1ytodox € K,

xZ'(v) = A ()7 () +wi, wi €W,

Esto es obviamente cierto para i = 0, en cuyo caso tenemos x(v) = A(x)v+ wq donde wy = 0. Tenemos
que
xZ (v) = xzz 7 (v) = axd TN (v) = [2x]Z T (v)

Por la hipétesis de induccién, xz ' (v) = A (x)z" "' (v) + w;_1 con w;_| € W;_;. Luego,
2 (V) = 2 (A2 W) Fwint) =[x () = A2 () +2(wimr) — [ (V)

Podemos poner w; = z(w;—1) — [zx]z ! (v) € W;, pues [zx] € K y estabiliza W; por la hipétesis de induccion.

Hemos dado una base del espacio W, tal que xz'(v) = A(x)z'(v) +w; con w; € W;. Esto implica que
Trw, x = mA(x), pues podemos pensar en x como una matriz m x m actuando sobre W, de forma que, al
escribirla con respecto a la base dada, es triangular superior con elementos diagonales A4 (x).

Tenemos que z también estabiliza W, por construccion, luego también podemos pensar en z como
una matriz m x m que tendrd su propia traza. Por las propiedades de la traza, Try, ([xz]) = 0.

Entonces, Try, ([xz]) = mA([xz]) = 0. Como char F = 0, esto implica que A([xz]) = 0. Por lo tanto,
[xz](v) =0y xz(v) = zx(v) — [2x](v) = zx(v). Esto implica que L estabiliza V;, pues podemos ver que

xz(v) =zx(v) = A(x)z(v) Vx € K
Luego z(v) € V), asi que z(Vy ) C V. O

Esté sera el unico lugar donde utilizaremos la caracteristica de F para demostrar el Teorema de Lie.
Podemos ver también que es suficiente que dimV < charF para que se dé este resultado, pues m no
superard dimV.

Ejemplo 2.2. Veamos que pasa si dimV > char F. Si V es un espacio vectorial de dimensién 2 sobre un
cuerpo de caracteristica 2, podemos fijar una base de V' y considerar las matrices x,y € gl(V) tales que

(00 (01
o 1) Y7 o
Entonces, tenemos que

= (@ ) 000) - (00) @ D)= 000) (o) =0 o)
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Esto es, [xy] =y, luego L = (x,y) es un &lgebra lineal que es resoluble por lo que vimos en el Ejem-
plo 1.14. Si tomamos K = (y) < L. Podemos ver que la aplicacién lineal A: K — F con A(y) =1 es un

e EEIAEG
(1) =00 (1) -0)

Luego V), = ((1,1)). Si el Lema de Invariancia se pudiese aplicar aqui, tendriamos que x(V, ) C V,, pero

vemos que esto no es cierto:
1 0 0\ /1 0
()= 1)) =)

Luego el Lema de Invariancia no se aplica en este caso.

Teorema 2.3. [Hum72, pdg. 15] Sea L una subdlgebra resoluble de gl(V). Si V # 0, entonces v € V
vector no nulo que es un vector propio comiin de todos los endomorfismos en L.

Demostracion.

El procedimiento para demostrar este teorema es similar al del Teorema 2.1. Si dim L = 0, el teorema
es trivial. Supongamos que se cumple para todas las subdlgebras de dimensién menor que dimL.

Como L es resoluble, tenemos que L = [LL] # L. Podemos escoger un subespacio K C L tal que
[LL] CKyL=K®® (z) donde z ¢ K. K es automdticamente un ideal.

Sabemos que K es resoluble y tiene dimK = dimL — 1, luego la hipétesis de induccién nos ase-
gura que Jv € V vector propio para todo x € K. Esto es, podemos encontrar un peso A: K — F con
x(v) = A(x)v Vx € K. Sea entonces el espacio peso W :=V; ={weV |x(w) =A(x)wVx € K} #0, el
lema anterior nos asegura que, para cualquier x € K,

xz(w) = zx(w) = A(x)z(w) Yw e W

Luego z(w) e Wy z(W) CW.

Como F es algebraicamente cerrado y z actia sobre W, podemos encontrar un vector propio v € W
no nulo de z, que también serd vector propio de todo x € K y los multiplos de z. Es decir, v serd vector
propio comun de todo elemento de L. O

Teorema 2.4 (de Lie). [Hum72, pdg. 16] Sea L una subdlgebra resoluble de g\(V'). Entonces, L estabiliza
alguna bandera de V.

Demostracion.

La demostracion del teorema es practicamente igual a la del Corolario 2.1. Volvemos a usar induccién
sobre dimV, siendo el teorema obviamente cierto si dimV = 0 6 1. Por el teorema anterior, 3v € V no
nulo que es vector propio comtn de todo x € L. Luego el subespacio V| = (v) esta estabilizado por L.

De nuevo tenemos la imagen ¢ (L) construida de la misma manera que antes, pero ahora es una
subdlgebra resoluble de gl(W). Por hipétesis de induccidn, existe una bandera0 =Wy C --- C W, =W
estabilizada por ¢ (L) con W; = U;/(v), (v) C U; C L. Luego la bandera de V dada por Vo =0, V; = (v) y
Vi=U;_j parai=2,...,n estd estabilizada por L. O

De la misma forma que en el Corolario 2.1, podemos construir una base de V siguiendo esta bandera
estabilizada, de forma que todos los elementos de L tienen matriz coordenada triangular superior con
respecto a esta base. De nuevo, el Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 son equivalentes y el nombre “Teorema
de Lie” podria utilizarse para cualquiera de los dos dependiendo del contexto.

Como hemos visto, este teorema no es tan fuerte como el Teorema de Engel y no se cumple para
cuerpos de caracteristica prima menor o igual a dimV. Veamos algunos contraejemplos:

2Lie demostré el equivalente a este teorema para subdlgebras de gl(n,C) en un lenguaje mds cercano a operadores diferen-
ciales y grupos de Lie. Especificamente, muestra en su Theorie der Transformationsgruppen I (1880) que si L < gl(n,C) es
resoluble, se puede “reducir a una forma triangular”. Esto es, podemos encontrar banderas de ideales de L estabilizados por
ad L, lo que veremos en el Corolario 2.2. [Haw00, pag. 91]
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Ejemplo 2.3. Podemos ver de nuevo qué pasa para el espacio vectorial V del Ejemplo 2.2 y el 4lgebra
L = (x,y). V es de dimension 2, asi que una bandera de V serd de la forma 0 =V, C V; C Vo, =V donde
Vi serd de la forma Vi = (v) con v € V no nulo. Como L(V;) C Vi, tendremos que x(v) = Ave y(v) = uv
para escalares A, € F. Siv = (a,b), tendremos que

=0 0@ -0)-Co = {hs
=0 o) ()= ()= (o) = fra

Puesto que v # 0, sabemos que a y b no son simultineamente nulos, luego el segundo sistema nos indica
que a y b son ambos no nulos. Por lo tanto, vemos en el primer sistema que A = 1, luego a = 0. Esto es
una contradiccion, asi que L no puede estabilizar ninguna bandera de V.

Ejemplo 2.4. Veamos que este contraejemplo anterior se generaliza ficilmente a cualquier caracteristica
charF = p > 0. Consideramos de nuevo un édlgebra L = (x,y) de dimensién 2 con [xy] = y. Si tene-
mos un espacio vectorial V = (vy,...,v,) de dimensién p sobre F, podemos escribir la representacién
p: L— gl(V)con

px):vir—ivi, p(y):vir—=vig, Vi=1,...,p

donde vp :=v, y v,4+1 =vi. Vemos que p(x) y p(y) desempefian los papeles de x e y del ejemplo anterior
respectivamente. Para ver que esta es una representacién, podemos comprobar que [p (x)p (y)] = p ([xy]):

()p(y)(vi) =p
()P (x) (vi)
[p(x)p ()] (vi)
Por lo tanto, [p(x)p(y)] = p ([xy]) y p es una representacion.

De nuevo, este dlgebra es resoluble por el Ejemplo 1.14. Si se cumpliese el Teorema de Lie para
p(L), en particular el Teorema 2.3, encontrariamos un vector propio v # 0 comin de p(x) y p(y). Sin
embargo, es claro que los vectores propios de p(x) son exactamente los v; y sus miltiplos, todos con

diferentes valores propios. Luego, cualquier vector propio de p(x) tiene que ser multiplo de algin v;.
Vemos entonces que p(y) no puede tener vectores propios en comun con p (x).

(x)(vi+l) = (i+ 1)Vi+1
p(y)(ivi) = ivit
i+ vier = ivit = vier = p(3) (%) = P () ()

P
P
(

Ejemplo 2.5. Otro ejemplo similar que podemos considerar es el del dlgebra de Heisenberg del Ejem-
plo 1.5 con L = (x,y,z), [xy]| =z y [xz] = [yz] = 0 sobre un cuerpo con char F = p > 0. Ahora, considera-
mos la representacién p: L — gl(V) con V = (vy,...,v,) dada por

px):vir—vicy, pO):viFr—= g, p):vik— v, Vi=1,...,p

donde ahora vo = v, := 0. Es claro que p(z) conmuta con p(x) y p(y) por ser el endomorfismo iden-
tidad, luego

Ademds, tenemos que

Y)(vi) = p(x)(ivit1) = iv;
x)(vi) = p(y)(vi-1) = (i—1)v;
[Px)p)] (vi) =ivi— (i—vi=vi = p(2)(vi) = p ([xy]) ()

Luego [p(x)p(y)] = p ([xy]) y p es una representacion.
Como probamos en el Ejemplo 1.11, n(3, F) es resoluble, luego también lo es L. Si se cumpliese el

Teorema 2.3 para este dlgebra, tendriamos un vector propio v # 0 comiin para p(x), p(y) y p(z), pero de
nuevo se puede ver que el tnico vector propio de p(y) es v, que no es vector propio de p(x).
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Veamos ahora una de las primeras aplicaciones de los Teoremas de Engel y de Lie.
Corolario 2.2. Un dlgebra de Lie L cualquiera es resoluble si'y solo si [LL] es nilpotente.

Demostracion.

Es claro que si [LL] = L! es nilpotente, es resoluble, luego también lo es L. Para probar el converso,
podemos aplicar la representacién adjunta para tener que ad L es resoluble. Por el Teorema de Lie, ad L
estabiliza una banderaen L de laformaO0=Ly C L C--- C L, =LcondimL; =i.

Sea una base de L asociada a esta bandera, las matrices con respecto a esta base de ad L son triangula-
res superiores y estan en t(n, F), luego las matrices de [adL,ad L] = ad[L, L] son triangulares superiores
estrictas y estdn en n(n, F') (usamos la notacion ad;, para especificar que esta es la representacion adjunta
de Ly no de [LL]). Por lo tanto, ad, x y ad|;;)x son nilpotentes para cada x € [LL], luego el Teorema de
Engel nos asegura que [LL] es nilpotente. O



Capitulo 3

Los criterios de Cartan

Entre las primeras consecuencias de los Teoremas de Engel y de Lie encontramos los criterios de
Cartan para resolubilidad y semisimplicidad. Seguiremos suponiendo en este capitulo que el cuerpo F es
algebraicamente cerrado y de caracteristica 0 y que trabajamos en dimensién finita.

3.1. Ladescomposicion de Jordan-Chevalley y el criterio de resolubilidad

Para empezar, estudiamos propiedades de los endomorfismos, particularmente la descomposicion de
Jordan-Chevalley:

Definicion 3.1. Decimos que un endomorfismo s € EndV es semisimple si las raices de su polinomio
minimo son todas distintas o, lo que es lo mismo (puesto que F es algebraicamente cerrado), si es
diagonalizable. La suma de endomorfismos semisimples es también semisimple si son simultineamente
diagonalizables, es decir, si conmutan. Ademds, si s estabiliza un subespacio W C V, la restriccion s|w
es también semisimple.

Si escribimos un endomorfismo x € EndV como x = s+ n para endomorfismos s,n € EndV tales que
s es semisimple, n es nilpotente y [sn] = 0, esto se conoce como la descomposicion de Jordan-Chevalley
de x.

Esta descomposicién es una forma de generalizar la forma candnica de Jordan, en la que casi se
diagonaliza un endomorfismo y se expresa, dada cierta base, como una matriz con valores propios en la
diagonal principal (la parte semisimple) y algunos unos en la diagonal secundaria (la parte nilpotente).

Proposicion 3.1. [Hum72, pdgs. 17-18] Dado cualquier endomorfismo x € EndV, tenemos que:
1. La descomposicion de Jordan-Chevalley x = s + n existe y es unica.
2. Si A C B CV son subespacios tales que x(B) C A, entonces s(B) C Ay n(B) C A también.

3. Six=s+nesladescomposicion de Jordan-Chevalley de x, adx = ads+adn es la descomposicion
de Jordan-Chevalley de adx € End(EndV).

Demostracion.

1. Sean Ay,..., A, € F los distintos valores propios de x, podemos escribir V como suma directa de
los m subespacios fundamentales generalizados de x:

V=Vi& &V, Vii={veV|IreNtq. (x—AI)" (v)=0}

Podemos definir s € EndV tal que S|V,- = A1 Vi, que es claramente semisimple. Ahora, sean:=x—s
y v € V; para algun i, es claro que para un r suficientemente grande,

W (V) = (x—8)(v) = (x— Ad)(v) = 0

17
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Luego n es nilpotente. Al ser s un multiplo del endomorfismo identidad en cada V;, su restriccién
s|y, conmuta con cualquier endomorfismo de V;, asi que s conmuta con x y, por lo tanto, con 7.
Luego hemos encontrado una descomposicién de Jordan-Chevalley x = s + n.

Para ver que esta descomposicion es tnica, podemos considerar otra descomposicién x = s’ +n’
con s’ semisimple, n’ nilpotente y [s'n'] = 0. Como s’ es semisimple, tenemos otra descomposicién
de V en m’ subespacios V =V @ ---® V!, donde s |V,-’ = ;I Vi para ciertos escalares distintos
U; € F. Tenemos que x y s’ también conmutan, pues [s'x] = [¢/,s" +n'] = [s'n/] = 0. Luego, si
v € V/, tenemos que

[s'x](v) = s'x(v) —x5'(v) = 5'x(v) — ix(v) = 0 = s'x(v) = wx(v)

Luego x(v;) € V/ y x estabiliza cada subespacio V/. Ahora, si v; € V/, vemos que la restriccién n'|,,
es nilpotente y n'(v;) = (x —s") (v;) = (x — I ) (v;), asi que V/ estd contenido en el subespacio fun-
damental generalizado de x correspondiente a U;. Esto significa que este subespacio fundamental
generalizado es no vacio y se corresponde a uno de los valores propios de x, que debe coincidir
con ;. Esto implica que los valores propios A; y los escalares u; coinciden; que los subespacios
V; y V! coinciden; y que s = s'. Inmediatamente, tenemos entonces que n = n’ y que estas dos
descomposiciones son iguales, asi que la descomposicién de Jordan-Chevalley es tnica.

2. Sixestabiliza B, tenemos el endomorfismo x|, cuyos valores propios son también valores propios
de x. Si los valores propios de x| son Ay,...,4, € F, tenemos la descomposicion en subespacios
fundamentales generalizados

B=B|®---B,, Bi:={veB|3reNtq.(x—AI) (v)=0}

Si V; es el subespacio fundamental generalizado de V correspondiente al valor propio A;, te-
nemos que B; = BNV, asi que B= (BNV;)®---® (BNV,). Como S|V,- = A, tenemos que
s(BNV;) € BNV; Vi, luego s(B) C B. Esto significa que s/, es un endomorfismo semisimple de B,
asi que x|z = 5|z + n|p es la descomposicion de Jordan-Chevalley de x|z, lo que se cumplird para
cualquier subespacio B C V estabilizado por x.

Ahora, si 4; # 0, x|y, y sy, son biyectivas, luego s(BNV;) = BNV; = x(BNV;). Si A; = 0, enton-
ces s(BNV;) =0 C x(BNV;). En cualquier caso, s(BNV;) C x(BNV;), luego s(B) Cx(B) CAy
n(B) = (x—ys)(B) CA.

3. Es claro que adn es nilpotente por el Lema 2.1 y que [ads,adn] = ad[sn] = 0, luego solo queda
probar que ads es semisimple en End(EndV). Sean ahora A,,...,4,, € F los valores propios de s
respetando multiplicidad, podemos dar una base vy, ..., v, de V tal que s(v) = A;v; Vi, podemos
considerar la base {E,-j} de gl(V) con E;j(vi) = 0jxv; Vi, j, k. Entonces, para cada k,

[SEjj](vi) = SE;j(vi) — Eijs(vi) = Ojas(vi) — MEij(vi) = (A — A) Ojuvi = (Ai — A;) Sjuvi

Luego [sE;;| = ads(E;;) = (A — A;)E;j, lo que significa que ads es diagonal con respecto a esta
base y semisimple. O

Notamos que estas propiedades son independientes de la caracteristica de F, asi que se cumpliran
también en caracteristica prima.

Ejemplo 3.1. Sea x € gl(3,C) el endomorfismo dado por la matriz
1+i -1 -1

x= i 0 —1
1—i —1+4+i i
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En este caso, podemos encontrar la descomposicién de Jordan-Chevalley de x obteniendo primero la
forma canénica de Jordan. Encontramos el polinomio caracteristico de x para hallar sus valores propios:

A—1—i 1 1
det (Al —x) = det —i A 1 | =2 (142022 = (1-2)A+1=(A—1)(A—i)?
14 1—i A—i

Tenemos valores propios 1 e i, con multiplicidades 1 y 2 respectivamente. Vamos a tener dos subespacios
fundamentales generalizados, uno de dimensién 1 para el valor propio 1 y otro de dimensién 2 para
el valor propio i. Si x fuese diagonalizable, ya habriamos encontrado la descomposicién de Jordan-
Chevalley con s = x y n = 0. Si x no fuese diagonalizable, la multiplicidad geométrica del valor propio i
seria 1 y no coincidirfa con la algebraica. Para comprobar esto, podemos estudiar el polinomio minimo
de x, que divide al caracteristico y tiene las mismas raices pero con menores o iguales multiplicidades.
Por esto, el polinomio minimo debe de ser (A —1)(2 —i) 6 (A —1)(A —i)%. En el primer caso, x es
diagonalizable, pero vemos que esto no es posible porque este polinomio no anula x:

i -1 -1 1 -1 -1 —14i 1—i 1—i
x—Dx—i=| i -1 -1 i —i =l =14 1-i 1-i] #0
1—i —1+i —1+i)/ \1—=i —1+i 0 0 0 0

Esto significa que x no es diagonalizable y podemos encontrar una base de C> dada por vectores vi, v, v3
tales que

(x=DI)(v1)=0, (x—il)(v2)=0, (x—il)(v3)=w

Podemos comprobar que la siguiente base cumple estas condiciones:

0 1+i -1 -1 0 0 0

= |—-1], @x=DH)=|[ i 0o -1 —-1]-(-1]=[(0

1 1—i —1+i i 1 1 0
1 1+i -1 -1 1 i 0
wm=|[1], x=i)(»)=| i 0 -1 1l—-(i]=10
0 1—i —14+i i 0 0 0

0 1+i -1 -1 0 0 1

vi=| 0|, (x=i)(v3)=1| i 0 -1 Ol-(0]=1|1

-1 1—i —1+7 i -1 —i

Por lo tanto, tenemos la forma canénica de Jordan y = m~!xm donde m es la matriz de cambio de base
con columnas vy, v, v3:

0
-1

, m=|-—1

0 0
1
i

1 0 1
y=mlxm=|[0 i 1
0 0 0

La parte semisimple de x se corresponde con la diagonal de y, mientras que la parte nilpotente es la
formada por los unos en la diagonal secundaria:

1 00 0 0O
x=s4+n, s=m|0 i O mil, n=m|0 0 1|m!
0 0 i 0 0O

Es claro que s es semisimple pues es diagonal con respecto a la base vy, v,,v3, mientras que 7z es nilpotente
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porque tiene forma triangular estricamente superior en esta base. Tenemos que

=
=)

1 00 0 00
071 0 0 0 1 =
0 0 i 0 00

- O

0 00 0
00 1]—-10
0 00 0

SO O OO =
S OO O~
)

00 0
—lo o i|=
00 0

=

Luego [sn] = mOm~! = 0 y esta es la descomposicién de Jordan-Chevalley de x.

Utilizando la descomposicion de Jordan-Chevalley, podemos demostrar el criterio de Cartan, una de
las primeras consecuencias més importantes de los Teoremas de Engel y de Lie. Para esto, mostramos
primeros los siguientes resultados:

Lema 3.1. [Hum?72, pdg. 19] Sean un espacio vectorial V 'y los subespacios A C B C gl(V'). Entonces, da-
do el subespacio M := {x € gl(V) | [xB] C A}, tendremos que x € M serd nilpotente si Tr(xy) = 0 Vy € M.

Demostracion.

Seax € M con Tr(xy) =0Vy € M\,m=dimV y A,,..., A, € F los valores propios (respetando multi-
plicidad) de la parte semisimple de x = s+ n. Queremos ver que estos A; son nulos, lo que significard que
s = 0y x es nilpotente. Para esto, consideramos primero el subcuerpo primo de F como la interseccién
de todos los subcuerpos de F, el cual serd siempre (en caracteristica 0) isomorfo a los racionales Q y
es el subcuerpo generado por 1. Por esto, denotaremos este subcuerpo como Q también. Podemos ver F
como un espacio vectorial sobre Q y definir entonces el subespacio E C F tal que E = QA; +--- +QA,,.

Podemos estudiar el dual de E, E*, que se define como el conjunto de aplicaciones lineales de la
forma f: E — Q y es un espacio vectorial. Tenemos que E* es de la misma dimension que E, pues para

una base Ui,..., 1, de E, podemos dar una base de E* formada por las aplicaciones f;(i;) = 6;; Vi, j.
Vemos entonces que A; = --- = A4, = 0 si y solo si la tinica aplicacién f € E* es la nula.
Supongamos entonces que f # 0. Sea vy,...,v,, una base de V tal que s(v;) = A;v; Vi. La Proposi-

cién 3.1 nos afirma que [xB] = adx(B) C A implica que [sB] = ads(B) C A.

Seay € gl(V) tal que y(v;) = f(A;)vi, podemos encontrar el polinomio de interpolacién p(X) € F[X]
tal que p(0) = 0 (es decir, sin término independiente) y p(4; — A;) = f(A; — A4;) Vi, j. Este polinomio
tendrd que ady = p(ads). Como p no tiene término independiente, esto significa que [yB] = ady(B)
también estd contenido en A, pues su imagen es suma de imagenes de ads, luego y € M.

Con respecto a la base vy, ..., vy, la matriz coordenada de s es diagonal y la de x es triangular, ambas
con entradas diagonales A;, mientras que y es diagonal con entradas f(A;). Por lo tanto, como y € M,
tendremos que Tr(xy) = ¥ f(4;)A4; = 0. Como f es lineal sobre el cuerpo Q y f(4;) € Q, tendremos que

m m

F(Tr) =Y F(F(A)A) =Y f(A:)* =0

i=1 i=1

Como f(4;) € Q, esto implica que f(A;) = 0Viy que f = 0. Por contradiccion, deberemos tener que
A =---=2L,=0,que s =0y que x = n es nilpotente. O

Proposicion 3.2. [Hum?72, pdg. 20] Un dlgebra lineal L < gl(V) serd resoluble si y solo si tiene que
Tr(xy) =0Vx € [LL], Vy € L.

Demostracion.

Si suponemos que Tr(xy) = 0 Vx € [LL], Vy € L, podemos aplicar el lema anterior para A = [LL],
B=LyM={xegl(V)|[xL] C[LL]}. Primero tendremos que ver que Tr(xy) = 0 ¥y € M, no solo si
y € L. Para esto podemos utilizar las propiedades de la traza: Sean u,v € L e y € M, tenemos que

Tr ([uv]y) = Tr (uvy — vuy) = Tr (vyu — yvu) = Tr ([vy]u) =0
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Sabemos que Tr([vy|u) = 0, pues [vy| € [LL] por ser y elemento de M. Como x € [LL] se puede escribir
como suma de conmutadores [uv], esto significa que Tr(xy) = 0 Vy € M para cada x € [LL], luego el lema
anterior nos indica que x es nilpotente. Asi que cada x € [LL] es ad-nilpotente por el Lema 2.1 y [LL] es
nilpotente por el Teorema de Engel. Finalmente, esto significa que L es resoluble.

Reciprocamente, si L es resoluble, [LL] es nilpotente y tenemos de nuevo una base con respecto a la
cual la matriz coordenada de un y € L es triangular superior y la de un x € [LL] es triangular superior
estricta. Por lo tanto, xy es también triangular superior estricta con respecto a esta base y Tr(xy) =0. [

Definicién 3.2. La aplicacién x: L x L — F dada por k(x,y) := Tr(adxady) se conoce como la forma
de Killing. Es una aplicacién simétrica y bilineal. Ademds, tiene que K ([xy],z) = kx (x, [yz]) Vx,y,z € L,
pues

K ([xy],z) = Tr(Jadxady]adz) = Tr(adx[adyadz]) = K (x, [yz])

por el cdlculo en la demostracién anterior.

Teorema 3.1 (Criterio de Cartan de resolubilidad). [Hum72, pdg. 20] Sea L un dlgebra de Lie, L serd
resoluble si y solo si k(x,y) =0Vx € [LL], Vy € L.

Demostracion.

Podemos aplicar la representacion adjunta, que tendrd que [ad Lad L] = ad[LL] y kerad =Z(L), que es
un dlgebra abeliana y resoluble. Luego, L serd resoluble si y solo si lo es también L/Z(L). Este cociente
es isomorfo a ad L por el primer teorema de homomorfimos y la proposicién anterior nos dice que ad L
serd resoluble si y solo si Tr(adxady) = 0 Vx € [LL], Vy € L, asi que queda demostrado el teorema. [

Este criterio nos permite simplificar la comprobacién de la resolubilidad de un dlgebra. En vez de
calcular la serie derivada, solo tenemos que realizar unos célculos sencillos de dlgebra lineal. Por la
bilinealidad de la forma de Killing, vemos que solo hace falta comprobar que x(x,y) = 0 para x elementos
de una base de [LL| e y elementos de una base de L para aplicar el criterio de Cartan. Lo mismo sucede
para Tr(xy) en la Proposicién 3.2.

Se puede demostrar que todos estos resultados se aplican también a cuerpos que no son algebraica-
mente cerrados. Para esto, habria que extender el cuerpo a una clausura algebraica, lo que se escapa del
alcance de este trabajo.

Veamos algunos ejemplos de cémo se aplica este criterio:

Ejemplo 3.2. Si consideramos L = t(n, F), tenemos [LL] = n(n,F) y ya razonamos en el Ejemplo 1.11
que L es resoluble. Como vimos al final de la Proposicién 3.2, si x € n(n,F) e y € t(n,F), entonces
Tr(xy) = 0, asi que podemos ver cémo funciona el criterio de Cartan en este caso.

Ejemplo 3.3. Veamos un caso mds abstracto: Sea L = (x,y,z) con [xy] = z, [xz] =y e [yz] = 0, podemos
ver que L forma un 4lgebra de Lie.

[evz]] + [lex]] + [z[xy]] = [x0] — [yy] + [zz] = 0

Tenemos que L") = [LL] = (y,z) y que L?) = 0, luego L es resouble. Para ver cémo se aplica el criterio
de Cartan, estudiamos los adjuntos como matrices en gl(L) con respecto a la base x,y, z:

00 0 0 00 0 00
adx=[0 0 1], ady=[0 0 0, adz=([-1 0 0
01 0 100 0 00

Para [LL] tenemos la base y, z, asi que comprobamos la forma de Killing para cada combinacién de estas
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dos bases.
(/0 0 0 0 0 0\] 0O 0 O
K(x,y) =Tr 0 0 1 0 00 =Tr{—-1 0 0] =0
|\0 1 0 -1 0 0/ 0O 0 O
[ /0 0 0 0 0 0\] 0O 0 O
K(x,z) =Tr 0 0 1 -1 0 O =Tr{ O 0 0] =0
| \0 1 0 0 0 0/ -1 0 O
(/0 0 0 0 0 0\] 0 0O
K(y,y) =Tr 0O 0 O 0O 0 O =Tr{0 0 0| =0
[ \-1 0 0 -1 0 0/ | 0 0 O
(/0 0 0 0 0 0\] 0 00
K(y,z) =Tr 0O 0 O -1 0 O =Tr{0 O 0| =0
[ \-1 0 0 0 0/ ] 0 0 0
(/0 0 0 0 0\ ] 0 0 O
K(z,z) =Tr -1 0 O -1 0 O =Tr{0 0 0| =0
[\O0O 0 0 0 0 0/ ] 0 0O

Luego k(a,b) =0Va € L, Vb € [LL]. Los tres tltimos célculos han sido triviales, pues tenemos que
L =[(»2),(»2)] =0.

Ejemplo 3.4. Sea ahora L =sl(2, F), podemos tomar la base dada en el Ejemplo 1.9 con L = (e}, €21, h),
donde A := ej] — ep;. Tendremos los siguientes conmutadores:

le12e21] =e11 —exn=h
le12h] = [e1ne11] — [e12en] = —e12 —e12 = —2e12

le21h] = [e21€11] — [e21€22] = €21 + €21 = 2e2)

Ya mencionamos en el Ejemplo 1.9 que este dlgebra serd isomorfa a n(3,F) si charF = 2, en cuyo
caso [e12h] = [e21h] = 0. Si char F # 2, vemos que todas las matrices de la base son resultado de algtin
conmutador, asi que sabemos que L") = [LL] = L y L no es resoluble. Dada la base e, 31,/ tenemos
los siguientes adjuntos:

00 -2 0 0 0 2 0 O
adep=|0 0 O ], adeyy=|0 0 2], adh=[0 -2 O
01 0 -1 0 0 0 0 O

Como [LL] = L, el criterio de Cartan nos indica que L serd resoluble si y solo si k(x,y) =0 Vx,y € L.
Vemos que esto es falso parax =y = h:

2 0 0\ /2 0 0 400
k(h,h) =Tr(adhadh) =Tr | [0 —2 0] [0 —2 o||=Tr|0 4 0| =38
0 0 0/\0 0 0 00 0

También es falso parax =ejp e y = ey:

00 -2 0 00 2 00
K(€12,621> = Tr(ad€123d621> =Tr 0 0 0 0 0 2 =Tr|{0 0 0| =4
01 O -1 0 0 0 0 2
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3.2. Radicales y el criterio de semisimplicidad
El segundo criterio de Cartan relaciona la forma de Killing y la semisimplicidad de un élgebra.

Definicion 3.3. Dada un dlgebra de Lie L, llamamos radical de L a la suma todos los ideales resolubles
de Ly lo denotamos como R(L). Por la Proposicién 1.6, R(L) es también un ideal resoluble. Ademas,
serd el ideal resoluble maximal. Diremos que L es semisimple si R(L) = 0.

Definicion 3.4. Dada una forma simétrica bilineal f: L x L — F, llamamos radical de 8 al conjunto
S:={xeL|B(x,y)=0VyeL}

Decimos que f3 es no degenerada si S = 0. En el caso de la forma de Killing, el radical de k es un ideal,
pues K ([xy],z) = & (x, [yz]) Vx,y,z € L.

Teorema 3.2 (Criterio de Cartan de semisimplicidad). [Hum?72, pdg. 22] Sea L un dlgebra de Lie, L es
semisimple si y solo si K es no degenerada. |

Demostracion.

Sean L semisimple con R(L) =0y S el radical de k. Por definicién, k(x,y) =0Vx € S, Vy € L. En
particular k(x,y) = 0Vx € S, Vy € [SS]. La Proposicién 3.2 nos dice entonces que ady S es resoluble,
pues x(x,y) = Tr(ad,xad; y). Para ver que esto significa que S es resoluble, podemos considerar el
primer teorema de homorfismos, que dice que el homorfismo ad; | : S — L tiene que ad; S es isomorfo
a S/ker ady |¢. Por lo tanto, S/ker ady | es resoluble y ker ad; | es abeliano, asi que podemos ver que
S es resoluble segiin la Proposicion 1,6. Luego S C R(L) = 0 por la maximalidad de R(L) y x es no
degenerada.

Reciprocamente, supongamos que S = 0. Si I < L es un ideal cualquiera y tenemos x € [ e y € L,
entonces adx(L) C I'y adx(I) C [II]. Lo mismo sucederd con adxady, luego (adxady)?(L) C [I1]. Si I es
abeliano, es decir, [II] = 0, entonces (adxady)? = 0. Esto significa que adxady es nilpotente, luego sus
valores propios son todos nulos y x(x,y) = Tr(adxady) = 0.

Esto implica que k(x,y) =0Vx € I,y € L, luego I C S =0 e I =0. Es decir, no existen ideales
abelianos en L excepto 0, luego 0 es el uinico ideal resoluble, pues un ideal resoluble més grande tendria
un ideal abeliano no nulo como su pentiltimo ideal de su serie derivada. Por lo tanto, R(L) =0y L es
semisimple. O

El criterio de Cartan de resolubilidad nos indica que R(L) = L si y solo si [LL] C S, mientras que este
segundo criterio dice que R(L) =0 si y solosi S =0y que S C R(L). Por esto y por sus nombres, podria
parecer que el radical de L y el radical de k son el mismo conjunto. Sin embargo, este no es el caso en
general:

Ejemplo 3.5. Podemos considerar de nuevo el dlgebra L = (x,y,z) del Ejemplo 3.3. Este dlgebra era
resoluble, luego R(L) = L. Ademas, de la forma de Killing solo faltaba calcular k(x,x):

K(x,x) = Tr(adxadx) = Tr

oS O O

0 0
1 0] =2
0 1

Vemos entonces que la forma de Killing k serd nula para cualquier combinacion de elementos de esta
base excepto para k(x,x) = 2 si char F # 2. Luego, sabemos que el radical de k serd S = (y,z) # L.

IElie Cartan, utilizando el trabajo de Killing, atacé la semisimplicidad de las dlgebras de Lie usando su forma de Cartan
Y, que es proporcional a la forma de Killing. Este define primero las dlgebras semisimples con la no degeneracién de y» en
vez de la suma directa de dlgebras simples; y muestra en su tesis doctoral Sur la structure des groupes de transformations finis
et continus (1894) este criterio y el de resolubilidad. [Haw00, pags. 205-206]
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En el caso de los endomorfismos, un endomorfismo semisimple se puede escribir como suma directa
de endomorfismos simples, los que dejan invariantes solo al subespacio nulo y al espacio total. En un
cuerpo algebraicamente cerrado, estos son solo las matrices 1 x 1, luego vemos que los endomorfismos
semisimples son diagonalizables.

La semisimplicidad de un dlgebra de Lie no estd directamente relacionada con la de los endomor-
fismos. En general, los objetos matematicos semisimples son los que se pueden escribir como suma de
objetos simples, aunque esta no es la definicién que hemos dado para dlgebras semisimples.

Por otro lado, un dlgebra de Lie es simple si no es abeliana y no tiene ideales propios. Para acabar,
podemos mostrar que, en caracteristica 0, un dlgebra semisimple si es suma de dlgebras simples:

Teorema 3.3. [Hum?72, pdg. 23] Un dlgebra de Lie L es semisimple si y solo si se puede escribir como
suma directa de ideales simples tinicos.

Demostracion.

Supongamos que L es semisimple. Si L no tiene ideales propios, es inmediatamente simple, pues
sabemos que L es no abeliana ya que [LL] = 0 implicaria que L es un ideal resoluble mayor que R(L).
Entonces, L tiene un ideal propio minimo /. Podemos definir el orfogonal de este ideal como

M :={xeL|x(xy) =0%el}

Por las propiedades de k, este conjunto es también un ideal. Ademds, /N I+ es un ideal resoluble por el
Criterio de Cartan de resolubilidad, por lo que es 0 y tenemos la suma directa L = I & I*. Sea entonces
Ly :=1, Ly y L{ son semisimples, pues cualquiera de sus ideales son ideales de L. Ademds, L; es simple
por su minimalidad, pues no contendrd ideales propios. Tenemos L escrita como suma directa de un
4lgebra simple L; y otra semisimple Li", asi que podemos seguir descomponiendo LlL de la misma manera
para obtener L=L; DL, EBL2L con L simple y L2L semisimple. Por induccién sobre dim L, obtenemos la
descomposiciéon L = L; & - -- $ L, en ideales simples.

Para ver que esta descomposicion es Unica, podemos pensar en un ideal simple no nulo / < L cual-
quiera, que tiene que [[L] = [IL;| & --- & [IL,] es no nulo, pues Z(L) = 0. Por otro lado, [/L] = I por ser [
simple, asi que solo uno de los conmutadores [/L;] es no nulo. En caso contrario, / seria suma directa de
mds de un ideal y no seria simple. Por lo tanto, [IL;] =1 CINL;,luego I C L; e I = L; por la simplicidad
de L;. Entonces, no existen ideales simples diferentes de Ly, ...,L, y la descomposicion L=L; & --- B L,
es Unica.

Reciprocamente, si podemos escribir L=1L; & ---® L, con L; ideales simples, podemos pensar en un
ideal abeliano J < L. Entonces, [JL;] es un ideal abeliano de L;, asi que serd nulo por ser L; simple. Luego
VL) = [JLi)|®--- & [JL,) =0y J CZ(L). Por otro lado, tenemos que Z(L) = Z(L,)®--- B Z(L,) =0
por la simplicidad de cada L;, asi que J/ = 0y L es semisimple. O



Bibliografia

[Hum72]

[Jac79]
[SW86]

[Ser87]
[Ser92]

[HawO00]
[EW06]
[NeulO]

James E. Humphreys. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory. New York,
NY: Springer, 1972.

Nathan Jacobson. Lie Algebras. New York, NY: Dover, 1979.

D. H. Sattinger y O. L. Weaver. Lie Groups and Algebras with Applications to Physics,
Geometry, and Mechanics. New York, NY: Springer, 1986.

Jean-Pierre Serre. Complex Semisimple Lie Algebras. New York, NY: Springer, 1987.

Jean-Pierre Serre. Lie Algebras and Lie Groups. 1964 Lectures given at Hardvard University.
Berline, Heidelberg: Springer, 1992.

Thomas Hawkins. Emergence of the Theory of Lie Groups. New York, NY: Springer, 2000.
Karin Erdmann y Mark J. Wildon. Introduction to Lie Algebras. London: Springer, 2006.

Max Neunhofter. Lie Algebras. Disponible en http : //www . math . rwth- aachen . de/
“Max.Neunhoeffer/Teaching/liealg/liealg2011.pdf. 2010.

25


http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/Teaching/liealg/liealg2011.pdf
http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/Teaching/liealg/liealg2011.pdf

	Resumen
	Summary
	Álgebras de Lie
	Primeras definiciones y proposiciones
	Ideales
	Resolubilidad y nilpotencia

	Teoremas de Engel y Lie
	Teorema de Engel
	Teorema de Lie

	Los criterios de Cartan
	La descomposición de Jordan-Chevalley y el criterio de resolubilidad
	Radicales y el criterio de semisimplicidad

	Bibliografía

