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1. Introduccion

Una de las descripciones mas exitosas de los electrones en los sélidos es la conocida como
“teoria de bandas”. Esta se basa en la reduccién de las interacciones de muchos cuerpos
a una descripcién efectiva de un solo cuerpo. Sin embargo, existen diversas situaciones
de interés fisico en las que la teoria de bandas falla. El ejemplo mas destacado son los
aislantes de Mott, los cuales con un nimero impar de electrones de valencia por celda
elemental presentan un comportamiento aislante, en contraposicion a la prediccion de la
teoria de bandas. Para este tipo de situaciones se usan modelos mas sofisticados, como el
modelo de Hubbard, el cual es capaz de captar comportamientos que la teoria de bandas
no puede describir [1].

Tal y como se introduce en el libro de texto de Ashcroft y Mermin [2], el modelo de
Hubbard es un “modelo muy simplificado” para electrones que interactian fuertemente
en un sélido. Es un tipo de modelo minimo que tiene en cuenta el movimiento cuantico
de los electrones y la interaccion repulsiva no lineal entre ellos. Hay pocas dudas de que
el modelo es demasiado simple para describir fielmente los sélidos reales. Sin embargo, es
uno de los modelos més importantes en la fisica tedrica [3].

A pesar de ser un modelo sencillo, el espacio de Hilbert asociado a la funciéon de onda de
los estados del hamiltoniano adopta una dimensionalidad muy alta al aumentar el nimero
de particulas o el tamafio de la red que simula nuestro sélido. Con ello, los costos compu-
tacionales de los calculos cudnticos precisos aumentan exponencialmente con el tamafio
del sistema, alcanzando un limite de rendimiento con solo decenas de dtomos, convirtiendo
la simulacién de sistemas grandes en algo imposible [4]. Debido a este factor limitante,
se nos requiere la idea de aplicar estrategias computacionales que nos permitan reducir
complejidad al problema. En este momento es cuando surge la idea de la implementacion
de la inteligencia artificial para poder ayudarnos. Nuestro objetivo es modesto, ya que
utilizaremos casos que son tratables por diagonalizacién exacta, pero no por ello menos
util. Se pretende reflejar como la inteligencia artificial nos permite encapsular la funcién
de onda en un objeto de menos parametros, permitiéndonos asi ahorrar informacién y en

muchos casos, también nos permite ahorrar tiempo de computacién.

Recientemente hemos contemplado cémo esta rama de la computacién ha entrado en auge,
hasta el punto de que se ha convertido en algo habitual en nuestra sociedad. Resulta cier-
tamente util para la resolucién de problemas en los que los limites de nuestra comprensién
comienzan a fallar. Esto se da sobre todo en problemas ntimericos de alta complejidad co-
mo por ejemplo, andlisis de datos, reconocimiento de patrones o simulaciones numéricas,

como es nuestro caso, superando con creces a los algoritmos tradicionales.

De este modo, puesto que nuestro principal problema para la simulacién del modelo de
Hubbard reside en sistemas grandes, la finalidad principal de este trabajo es tratar de
estudiar la implementacién de redes neuronales para la prediccién de estados del modelo

a través del entrenamiento de un sistema mas asequible computacionalmente.
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Esto se realizara tanto para el estado fundamental del sistema como para el primer ex-

citado, entrenando una red para un cierto nimero de bosones con la que trataremos de
averiguar si es capaz de predecir estados con un nimero diferente.

También estudiaremos caracteristicas fisicas del modelo, en concreto, el cambio de la fun-
cién de onda del estado fundamental segtin el parametro de interaccion Hubbard. Analoga-
mente trataremos de implementar redes neuronales para descubrir si es capaz de reconocer

el proceso de cambio y realizar predicciones en funcién de este.

Para finalizar, aprovechando que tenemos un conocimiento previo, esto es, un modelo
entrenado para el estado fundamental, trataremos de realizar el método conocido como
transfer-learning, o conocimiento por transferencia, para utilizarlo en favor del estudio
del estado excitado. El objetivo de esto es tratar de determinar si de algin modo el
conocimiento de la estructura del estado fundamental ayuda al aprendizaje del estado

excitado, haciendo este més sencillo, es decir, utilizando menos parametros entrenables.

Como es sabido, en los modelos cuanticos como el de Hubbard, el estado excitado normal-
mente estd relacionado con el fundamental a través de pequenas modificaciones locales. Sin
embargo, en ocasiones, al variar un parametro del sistema, un estado altamente excitado
puede convertirse en fundamental. Cerca de esta transicion se encuentran casi degenerados,
y el fundamental se convierte en el primer excitado, perdiendo la relaciéon cercana anterior
entre fundamental y excitado. Esto es lo que conocemos como una transicién de fase cuan-
tica. De este modo, puesto que la correlaciéon entre fundamental y excitado se rompe en
las transiciones de fase, nuestro objetivo sera tratar de utilizar el transfer-learning como
una herramienta para detectarlas, ya que el aprendizaje del excitado deberia de ser méas
complicado y ofrecer peores resultados en estos casos.

Cabe destacar que todo este proceso requiere de un estudio minucioso de los hiperpara-
metros que definen nuestra red neuronal, asi como de un conocimiento de los procesos que
esta lleva a cabo internamente durante su aprendizaje, por lo que a lo largo de todo el
trabajo se irdn indicando las configuraciones aplicadas, asi como el procedimiento llevado
a cabo para la obtencion de los valores concretos que nos permiten una optimizaciéon de
los resultados.

En resumen, ya hemos visto como la expansién de la inteligencia artificial ha ido imple-
mentandose en todos los Ambitos de trabajo y de la vida en general. La fisica, en concreto,
la fisica cuantica, por ende, no iba a ser una excepciéon. Con este trabajo, esperamos que
quede constancia de las capacidades que nos ofrecen las redes neuronales de ayudarnos en
el estudio de sistemas complejos como lo son los sistemas cuanticos, proporcionidndonos
herramientas para la reduccién de la dimensionalidad del problema objetivo a través de la
compresién de informacion, asi como otros muchos usos potenciales para la deteccion de

caracteristicas fisicas que atin nos quedan por descubrir.
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2. Marco tedrico

2.1. El modelo de Hubbard bosdnico

Como ya hemos mencionado anteriormente, el modelo de Hubbard nos permite el estudio
de la fisica de sélidos para propiedades que la teoria de bandas colapsa como, por ejemplo,
las transiciones de Mott. Esta es més facil de estudiar en sistemas bosénicos, por lo que
el modelo que se va a emplear es el conocido como modelo de Bose-Hubbard.

Consideraremos nuestro sélido como una red fija donde pueden situarse las particulas y
cada una de ellas tiene la posibilidad de saltar a sus sitios préoximos, lo cual se ilustra

Ll
-
!

Figura 1: Salto de particula de posiciéon i’ a posicion ’j’ en la red con el operador c%.ci.

esquematicamente en la figura 1.

\
J

De este modo, al ser las particulas bosénicas, estas pueden ocupar el mismo estado cuantico
de modo que podran encontrarse juntas en un mismo espacio de la red. Ademads, nuestro
trabajo se centra en el estudio unidimensional del modelo, por lo que definiremos la base
del espacio de Hilbert de nuestro sistema como:

9% = {|nl,n2,...,nM>|Zn,.=N}, (1)

donde N es el ntimero total de bosones del sistema el cual debe mantenerse constante, M
es el nimero de sitios de la red y n; representa el niimero de bosones que se encuentran en
el sitio i’ de la red.

Una vez definida la base, lo préximo es obtener la expresiéon del Hamiltoniano que, en el
caso del modelo de Bose-Hubbard, viene dado por la expresién [5]:

. U . . R
H=—t Z (c:-rcj + c}ci) + 5 Zni (n;— 1)+ ZEi”i , (2)
(i) i i
donde 71; = cjcl— es el operador nimero, E; es la energia de la particula en el sitio i, — es
el término de “hopping” que representa la probabilidad de salto entre lugares vecinos de
la red y U es el pardmetro que modula la interaccién de Hubbard entre los bosones que se
encuentran en un mismo sitio, representando una interaccién efectiva repulsiva si U > 0y

atractiva si U < 0.
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A su vez, clT y ¢; son los operadores de creacion y destruccion de bosones en los sitios i,

de la red respectivamente, que actiian sobre los estados de la base de la siguiente manera:

cilny,ny, ..o nj, = Jniny,ny, on; =1, .., ny) 3)

cilnl,nz,..., nM) = ‘[n + 1ny,ny, on; + 1, myy).

Ademads, es importante destacar que a lo largo de todo el trabajo se trata a toda la red
con condiciones periddicas de contorno (se ilustra en la seccién 1 del anexo), asi como los
valores de los parametros que se van a utilizar son t = 1, {E;} = 1 Vi y U = 2 salvo en los

apartados en los que se realice un estudio en funcién de este ultimo.

2.2. Introduccién a las redes neuronales
2.2.1. Neuronas

Antes de adentrarnos en la dindmica de una red neuronal, tenemos que definir cémo
es cada uno de los elementos que componen esta: las neuronas. Cabe destacar que las
neuronas pueden definirse con multitud de formas. Sin embargo, nos centraremos en las

mas elementales [6]:

\_ » output
y

Figura 2: Esquema de una neurona.

¢ Perceptrones:

Definiremos un perceptrén como un elemento con miltiples inputs ({x;}) a los cuales se
les asocia una cantidad, un “peso”({w;}), y un output binario que su valor dependera de

la activacion de los inputs si cumplen la condicién de activacién:

0 si Z < threshold

(4)
1 si Z x;w; > threshold’

output =

siendo “threshold” un valor asociado a cada neurona que podriamos interpretar como un

“voltaje de activacion”.
e Neuronas sigmoides:

A diferencia de los perceptrones, las neuronas sigmoides pueden devolver en el output un
valor real entre 0 y 1, en vez de un valor binario. La arquitectura es la misma que los

perceptrones salvo que la funciéon que devuelve a la salida es la siguiente:

output = 0(z) = —= ; =2, xw;+b ; b:=“Threshold”. (5)



m(ultad de Ciencias
Universidad Zaragoza

La ventaja sobre los perceptrones es que o(z) es derivable, lo que permite el aprendizaje

por “descenso de gradiente” (seccién 2.2.3) y back-propagation (anexo, seccién 3). A su vez,
también ofrecen una interpretacién probabilistica en problemas de clasificacién binaria y
nos permiten abordar problemas de regresién siempre y cuando los datos estén normali-
zados entre 0 y 1, como es nuestro caso con la funcién de onda del estado fundamental de
nuestro sistema cuantico. De este modo, definiremos la funcién no lineal que se aplica a la
salida de la neurona como “funcién de activacion”. Existe una gran variedad de funciones
de activacion posibles para aplicar. Todas las que se utilizan a lo largo del trabajo quedan
recogidas y explicadas en la secciéon 2 del anexo.

2.2.2. Arquitectura de la red

Una vez definidos los elementos béasicos de la red, las neuronas, tenemos que realizar la
estructura de conexiones entre ellas para definir nuestra red. A continuacién se explica la
arquitectura de red que se va a utilizar en la mayoria de las secciones.

En primer lugar, definimos una capa de entrada con un nimero de neuronas equivalente
al tamano de nuestra muestra de datos. Como nuestras entradas seran los estados de la
base del espacio de Hilbert dados en (1), nuestra capa de entrada tendrd "M’ neuronas,
correspondiendose con cada uno de los sitios de nuestra red y como input el nimero de
bosones correspondiente en cada sitio.

A continuacién, definiremos capas ocultas con un nimero variable de neuronas (ny,n,,...)
que formaran una red completamente conexa, es decir, cada neurona estd unida a todas las
neuronas de la capa precendente. Cada capa de neuronas tendra una funcion de activacion
determinada, las cuales se especificaran en cada problema concreto.

Para finalizar, tendremos en la capa de salida una dnica neurona cuyo valor de salida se
correspondera con el del coeficiente de la funciéon de onda asociado al estado de la base
dado en la capa de entrada. En la figura 3 se muestra una imagen de la arquitectura de
red.

%N,
P

Figura 3: Esquema de la red completamente conexa.
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2.2.3. Proceso de entrenamiento. Funciéon de coste y optimizador.

Una vez definida la estructura de la red, lo siguiente es conocer la dindmica que sigue
el proceso de aprendizaje de esta. El objetivo es entrenar a la red con datos ({x;}) de
resultados ya conocidos ({y;}) de modo que los pesos y los voltajes de activacion de las
neuronas se ajusten de la mejor manera posible para reproducir los resultados. Para ser
capaces de cuantificar como de bien se esta ajustando la red para predecir los resultados

dados, es tipicamente usado en problemas de regresion la funcién de coste:

=2Li —a;(x;))? (6)

siendo a;(x;) la prediccion de la red para el dato x; y n el numero total de entradas.

De este modo, el objetivo del entrenamiento es variar los pesos y los sesgos de modo que
se minimice esta funcién de coste. Para optimizar este proceso, se utiliza el método de
“descenso por gradiente”, el cual se explica a continuacién.

Puesto que la funcién de coste depende de todos los pesos y voltajes de las neuronas
de la red, es una funcién de muchas variables y resolver analiticamente el minimo de la
funcién es directamente imposible. Por este motivo es que se crea el método de descenso
por gradiente. Por ello, partimos gracias al calculo diferencial que el cambio en la funcién
de coste viene dado por:

aC
AC = Z a—vavi. (7)
Definiendo los vectores:
r T
VC= (45 ds) 3 Av=(Avy, Av,) ®)

la ecuacién (7) puede reescribirse como:
AC = VC - Av (9)

Lo interesante de esto, es que nos permite escoger los cambios en los parametros ({v;})
de modo que el cambio en la funcién de coste siempre sea negativo (dirigiéndonos hacia
el minimo). En concreto, tomaremos Av = —pVC, de modo que AC = —77|VC|2 < 0. Lo
cual se traduce en que las variables (los pesos y voltajes en la red) cambiardan segin la
expresion:

v-o>v =v-9VC, (10)

siendo 7 el pardmetro conocido como “tasa de aprendizaje”, el cual es necesario ajustar
para que la red aprenda de la mejor manera posible.
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Puesto que el célculo del gradiente de la funcién coste conlleva el computo de multitud de

derivadas, es un proceso muy costoso. Sin embargo, gracias a la técnica de back propagation,
los célculos se agilizan considerablemente. Esta técnica consiste en la obtencion de las
derivadas de la funcién coste respecto a los parametros de la red desde la capa de salida
hacia la capa de entrada, calculando las derivadas de capas anteriores de manera recursiva.

Esta técnica se explica de manera detallada en la seccién 3 del anexo.

Puesto que las dimensiones que puede alcanzar el espacio de Hilbert son muy altas, el
tamano de nuestras muestras es demasiado grande como para utilizar el método anterior de
descenso por gradiente. En su defecto, para estos casos con un nimero de datos tan elevado,
se utiliza el conocido como descenso de gradiente estocastico. La tinica diferencia con el
anterior es que elegiremos de manera aleatoria un conjunto de 'm’ datos de entrenamiento
X1, X5, ..., X, al que llamaremos mini-batch, mediante el cual estimaremos el gradiente de
la funcién coste a través del valor medio de los conjuntos:

1 m
VC =~ EZIVCXJ" (11)
]:

Una vez realizado todo este proceso, diremos que se ha completado una “época” Después

de completarla, se comienza de nuevo y asi sucesivamente hasta finalizar el entrenamiento.

2.2.4. Sobreentrenamiento

El primer paso a dar antes de realizar predicciones con nuestra red neuronal es determinar
los pardmetros que conducen a un mejor funcionamiento de esta. Para ello, tenemos varias
herramientas para analizar. Una de ellas es la monitorizaciéon de la funcién de coste a
lo largo del proceso de entrenamiento de la red, ya que es una buena herramienta para

determinar el overfitting o sobreentrenamiento.

Este hecho se da cuando la red se ajusta demasiado a los datos de entrenamiento y no es
capaz de generalizar correctamente a nuevos datos. Es decir, los modelos sobreajustados
tienden a memorizar todos los datos, incluido el ruido inevitable en el conjunto de entre-
namiento, en lugar de aprender la disciplina oculta detras de estos [7]. En el caso de las
redes neuronales, el sobreajuste se aprecia principalmente cuando los costes en el conjunto
de validacién aumentan en funcién de la época mientras que los costes en el conjunto de
entrenamiento contindan disminuyendo. En la figura 4 se muestra este efecto.

Para tratar de reducir el sobreentrenamiento se pueden aplicar varias medidas, entre ellas
se destacan el uso de regularizadores (introducen un término adicional en la funcién de
coste que penaliza ciertas configuraciones de pesos), la reduccién del nimero de pardmetros
del sistema (lo cual serd, nuestra principal medida) o la utilizacién de early-stopping [7],
un callback que detiene el proceso de entrenamiento cuando los costes en el conjunto de

validaciéon comienzan a aumentar, lo cual también sera implementado en nuestra red.
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—&— Entrenamiento
—&— \alidacion

log(Coste)

T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Epoca

Figura 4: Observacién del sobreentrenamiento con los logaritmos de las funciones de coste
en el conjunto de entrenamiento y en el de validacién. Destacar que el logaritmo utilizado
para la representacién es el neperiano, lo cual se mantiene a lo largo de todo el trabajo.

2.2.5. Definicién de hiperparametros
Para ser capaces de determinar los valores de los hiperparametros de la red, vamos a

basarnos en una variable que definimos como la fidelidad de la prediccién|8]:

|<W|Wexact>|2 (12)
)

siendo ., la funcién de onda obtenida con la diagonalizacién del Hamiltoniano y y la
funcién de onda construida por la red neuronal.

Con esto, tomaremos en un comienzo el 80 % de los datos como conjunto de entrenamiento
y el 20% restante como conjunto de validacién. Con estos datos, vamos a observar la
variacion de la fidelidad de las predicciones segin el nimero de neuronas de las capas
intermedias y la tasa de aprendizaje, de tal modo que escogeremos los hiperparametros de

manera que se maximice la fidelidad de las predicciones.

3. Estado Fundamental

Una vez introducidos en la aquitectura y los procesos que lleva a cabo la red neuronal
para ajustarse a los datos, comenzamos estudiando el estado fundamental del modelo de
Hubbard unidimensional para un caso de 7 bosones y 7 huecos de red. Se han conside-
rado estos valores ya que la dimensién del espacio de Hilbert es lo suficientemente alta
como para aportarnos un numero considerable de datos de entrenamiento y validacion
(dim(96) = 1716) y que no sea demasiado costoso computacionalmente, ya que requiere la

diagonalizacién de una matriz de dimensiones dim(98)xdim(96).
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3.1. Reduccion del nimero de parametros

Dentro del objetivo de eleccién de hiperpardametros de manera global, es crucial tratar de
reducir el nimero de neuronas de nuestra red lo maximo posible para reducir asi el nimero
de pardmetros y comprimir la informacién. Para ello, realizamos un estudio de la fidelidad
de las predicciones en funcién del niimero de neuronas en las dos capas. La tasa de apren-
dizaje se ha fijado en = 0,55 que es el valor con el que se obtuvieron mejores resultados,
asi como el 80 % de datos de entrenamiento y el tamano del mini-batch es 10. Sin embargo,
para tratar de optimizar el aprendizaje de la red se ha implementado el early-stopping. De
este modo, podemos entrenar la red con un nimero de épocas indefinidamente hasta que
deje de entrenar correctamente y evitar el overfitting. Con estas nuevas caracteristicas, el
estudio de la fidelidad en funcién del nimero de neuronas en ambas capas ocultas se ve
reflejado en la figura 5.

18 19 20

16 17

n
a
<
=
"
a

0.5

-03

Figura 5: Mapa de calor de la fidelidad en funciéon del nimero de neuronas en ambas capas.

En esta ocasion, el caso maximo lo alcanzamos con los parametros:
f=09941 n; =65 n,=11. (13)

La funcién de coste asociada a este aprendizaje se recoge en la figura 6.

Por tanto, en esta seccion hemos conseguido una fiabilidad alta reduciendo el niimero de

parametros a 1258, es decir, un 27.7 % menos que la dimensién del espacio de Hilbert.

10
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—&— Entrenamiento
67 —e— Validacion

log(Coste)

~104

~114

~12 1

~13 1

T T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Epoca

Figura 6: Funcién de coste de la red 7-65(ReLu)-11(ReLu)-1(sigmoide).

3.2. Estudio de la fidelidad segiin el tamano del conjunto de entrena-
miento

Puesto que podemos entrenar la red con el nimero de datos que queramos nos abor-
da la siguiente cuestion: ;Cudl es el nimero minimo de datos que necesitariamos para
considerar que nuestra red estd aprendiendo correctamente? Es por este motivo que es
interesante recoger la fidelidad de las predicciones segun el tamano de nuestro conjunto

de entrenamiento para observar como es la tendencia.

Tal y como puede apreciarse en la figura 7, los resultados no varian practicamente a partir
del 80% del tamano del conjunto total, por lo que consideramos que hemos hecho una

buena eleccién escogiendo este tamafio en los apartados anteriores.

0.7
0.6

0.5 { °

0.1

0.0 e o o o

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
Proporcion de entrenamiento

Figura 7: Fidelidad de las predicciones segtin el tamaino del conjunto de entrenamiento.

11
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3.3. Prediccion de la funcién de onda para un nimero de particulas

diferente

Una vez tenemos nuestra red entrenada para el caso N = 7, nos planteamos la cuestion
de si esta es capaz de predecir los estados fundamentales para un numero diferente de
bosones. Para ello, guardamos la configuracién de pesos de esta y tomamos como input
los estados de la base con un valor general de N, y mandamos al modelo predecir los
coeficientes de la funcién de onda asociados a cada uno de ellos. De este modo, calculamos
la fidelidad tomando las predicciones y las funciones de onda obtenidas directamente con

el hamiltoniano. Las fidelidades de las predicciones se muestran en la figura 8.

0.020 e
0.018
0.016

0.014
“—

1

0.012

0.010 4

0.008 -

Figura 8: Fidelidad de las predicciones de la funcién de onda para un niimero de particulas
diferente utilizando la red de la seccién 3.1.

Tal y como puede observarse, la red es capaz de predecir los estados fundamentales con
una fiabilidad asombrosa, llegando a ser del 98 % en el peor de los casos con N = 10. Por
tanto, es de destacar que la red neuronal entrenada con N = 7 ha sido capaz de extraer las
correlaciones necesarias para reproducir la funcién de onda del estado fundamental para
valores del niimero de bosones méas altos. Ademds, es apreciable como las predicciones
son peores para casos de N > 7, al contrario para las de N < 7. Esto es causado ya que
la dimensién del espacio de Hilbert aumenta rapidamente con el nimero de particulas
(dim(96) = (N +§‘V/I _1)), por lo que la complejidad del estado fundamental es mucho mayor
que en los casos de menor dimensién y, por ende, la red realiza peores predicciones para

estos casos.

En conclusién, podemos afirmar que el entrenamiento de una red con un valor de N bajo
nos permite reproducir fielmente los estados fundamentales del modelo de Hubbard de
dimensiones del espacio de Hilbert mucho mayores, siendo esta una muy buena herramienta
a tener en cuenta para reducir complejidad computacional en simulaciones del modelo.
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3.4. Prediccion de los estados fundamentales en funcién del parametro

de Hubbard
A continuacién, nos planteamos la cuestién de cémo cambia la funciéon de onda del estado
fundamental en funcién del parametro de interacciéon Hubbard. Como es sabido, valores del
parametro de Hubbard negativos se corresponden con un efecto de interaccién atractiva,
por lo que las amplitudes de los estados en los que todos los bosones se encuentran en el
mismo sitio deberian ser mas altas que el resto. Por el contrario, ante valores positivos, la
interaccion repulsiva tiende a que la mayor amplitud se encuentre en el estado donde los

bosones se encuentran cada uno en un sitio diferente.

Para ilustrar este efecto, se muestran dos imégenes de las funciones de onda para nuestro
valor inicial de U = 2 y otra con U = -2, mostrando las etiquetas de los estados de todos

los bosones juntos y todos separados en la figura 9.
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Figura 9: Variacion de las amplitudes en la funciéon de onda segtn el pardmetro de Hubbard

Una vez mostrado este efecto, nos aborda la cuestion de si una red es capaz de aprender
la representacién del estado fundamental a partir del parametro de Hubbard. Para ello,
obtenemos todos los estados fundamentales de la transicién desde U = -2 hasta U = +2
en saltos de 0.025. A continuacién, vamos a definir una red la cual la vamos a entrenar
aleatoriamente con el 80 % de los datos obtenidos en este rango, tomando como capa de
entrada una unica neurona, la cual recogera el parametro de Hubbard, y una capa de
salida con un ntimero de neuronas igual a la dimension del espacio de Hilbert que recogera

cada uno de los coeficientes de la funciéon de onda.

Tras una inspeccién de los hiperparametros que optimizan las predicciones, los mejores
resultados se han obtenido para una red con tres capas ocultas de la forma: 1(input)-

20(tanh)-80(relu)-10(relu)-dim(H)(sigmoide), con un tamano del mini-batch de 10 y un

valor de la tasa de aprendizaje de n = 0,2.

La funcion de coste asociada al entrenamiento se ilustra en la figura 10.
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Figura 10: Funcién de coste asociada al entrenamiento para las predicciones del estado
fundamental en funcién del parametro de Hubbard. El ntimero méaximo de épocas se fijé
en 20.000. A pesar de que puedan parecer muchas, se observa que el proceso de aprendizaje
podria haber continuado. Tal vez la observacién sugiera que hemos sido conservadores con
el parametro de aprendizaje, pero estudiando otros valores se llegd a la conclusién de
que este era el valor mas 6ptimo que nos producia mejores resultados en un tiempo de
computacion razonable.

Con todo ello, se recogen en la figura 11 las fidelidades de las predicciones escogidas
aleatoriamente en el rango (el 20 % que no se han usado para entrenamiento). Tal y como
puede apreciarse en ellas, las fidelidades son muy altas, la menor de ellas es cercana al
90 %, y se da para un valor de U = -0,725. Podemos observar ademaés cierta simetria en
las predicciones, ya que parece presenciarse un pico donde estas son peores centrado en el
U = -0,5. Esto es debido a que sobre estos valores es donde se produce la transiciéon de la
forma de la funcién de onda mostrada en la figura 9. Este hecho se justifica ya que hemos
tomado el pardmetro de hopping como ¢ = 1, por lo que este favorece el salto de bosones
en la red, que se ve compensado con los valores negativos del parametro de Hubbard,
que producen una tendencia atractiva haciendo que el centro se vea desplazado un poco
hacia estos. La compensacion entre los dos parametros hace que el estado fundamental sea
impredecible, ya que seria equivalente a que los bosones tuvieran completa libertad para
saltar aleatoriamente a sus sitios vecinos, haciendo todos los estados igualmente probables.

Por otro lado, también observamos una pérdida de fidelidad para valores extremos de U,
tanto positivos como negativos. Esto es causado ya que al ser el parametro de Hubbard
tan alto en comparacién con el parametro de hopping, la mayoria de las componentes de
la funcién de onda son nulas, ya que para el caso de U muy negativo los estados en los que
todos los bosones estan juntos conllevan la mayor parte de la amplitud de la funcién de
onda, de igual modo que el estado con todos los bosones en sitios diferentes para valores
de U altamente positivos. De esta manera, la mayor parte del conjunto de entrenamiento
son valores nulos, por lo que se reduce altamente el nimero de datos tutiles para que la
red pueda captar la forma de la funcién de onda. Este hecho se explica més a detalle en
la seccién 5.2.
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Figura 11: Fidelidad de las predicciones en funciéon del parametro de Hubbard.

De todos modos, podemos concluir que una red neuronal ha sido capaz de aprender la
transicion de la forma de la funcién de onda del estado fundamental, pudiéndonos aportar
asi informacién sobre la estructura de esta para valores de U desconocidos, lo cual es un
resultado de gran relevancia porque nos permitiria reducir un gran esfuerzo computacional,
ya que para obtener cada estado fundamental para cada valor del parametro de Hubbard

es necesario diagonalizar la matriz del hamiltoniano.

4. Estado excitado

En esta nueva seccién, se propone el estudio del primer excitado del sistema. Sin embargo,
se nos presenta un problema y es que este estd degenerado. Como bien sabemos, una
combinacién lineal de estados con la misma energia es solucién, pero como no conocemos
la subrutina del proceso de diagonalizacién, no podemos saber si mezcla los dos estados
excitados de manera aleatoria para diferentes valores de U, ya que entonces la red neuronal
serfa incapaz de aprender esta aleatoriedad. Con ello, para poder escoger un método de
estudio de este, nos basaremos en la simetria de la funciéon de onda para encontrar una

combinacion lineal simétrica de los dos.

4.1. Simetria de la funciéon de onda

Como es sabido, la funcién de onda correspondiente a un estado del modelo de Hubbard
debe ser simétrica en torno a traslaciones de la posicién de los bosones en la red. Esto es
debido a las condiciones periddicas de contorno, ya que los estados en los que los bosones
han sido desplazados el mismo numero de sitios serian equivalentes. Por ejemplo, en un
caso mas sencillo de 3 bosones en 3 sitios, los siguientes estados serian equivalentes:

2,1,0)=10,2,1) =1,0,2) - |!l/|2,1,o>|2 = |lI/|o,2,1>|2 = |lI/\1,0,2>|2 (14)
De este modo, las amplitudes de la funcién de onda asociadas a estos estados deberian ser
iguales, ya que el sistema debe tener la misma probabilidad de encontrarse en todos ellos,
al ser indistintos.
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De igual manera, puesto que las energias en cada sitio son iguales ({E;} = 1Vi), el sistema

no tiene una direccién privilegiada, por lo que también serian equivalentes los estados

simétricos. Volviendo al ejemplo anterior, esto seria:
2,1,0) =10,1,2) 10,2,1) =11,2,0) |1,0,2) =|2,0,1). (15)

Mencionado esto, puesto que necesitamos escoger un criterio de seleccién que nos permita
elegir un estado excitado a partir de los dos para continuar con su estudio, vamos a
considerar la combinacién lineal simétrica de los estados respecto a la posiciéon central del

sistema.

Para ilustrar esta caracteristica, se muestra un grafico en la figura 12 donde se ordenan los
coeficientes del estado fundamental de modo que los estados que son simétricos respecto
al centro estén dispuestos a una distancia igual al eje de simetria. De este modo puede
apreciarse como el estado fundamental cumple perfectamente la condicién de simetria
(figura 12).

Yo

0.00

(0,0,0,0,0,0,7) (0,1,1,3,0,0,2) (2,0,0,3,1,1,0) (7,0,0,0,0,0,0)
Estados de la base

Figura 12: Simetria del estado fundamental.

Por otro lado, esto no se cumple para los estados excitados por separado al estar degene-
rados (figura 13), por lo que, segin nuestro criterio de seleccién, buscamos encontrar la
combinacién lineal de estos que cumpla la condicién de simetria y trabajar con este.

Mediante un algoritmo de ajuste obtenemos que los coeficientes que nos dan este resultado

Son:
Wore = W’%bzngc + Jaz%z"’g” a~0,3292 b~0,6707 (16)

De este modo, obtenemos una combinacién lineal simétrica de los estados excitados, lo

cual queda reflejado en la figura 14.
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Figura 13: Simetria de los estados excitados
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Figura 14: Simetria del estado excitado combinado.

Cabe destacar que se ha comprobado manualmente que los dos estados excitados cumplen
la condicién (14), asi como también la combinacién lineal simétrica tomada en (16) y su

respectiva combinacién antisimétrica asociada.

Al contrario que el estado fundamental, el estado excitado presenta coeficientes tanto
positivos como negativos, por lo que la estructura es mucho més complicada. Ademés, no
nos servira la funcién de activacién sigmoide a la salida como en el fundamental. Teniendo
en cuenta que ahora los valores se dan en el rango [—1, 1], la opcién que vamos a utilizar
como funcién de activacién en la salida es una tangente hiperbdlica.

4.2. Red para la prediccion del primer excitado

La cuestién que pretendemos abordar a continuacién es si es posible que una red neuronal
aprenda a predecir el primer excitado del modelo de Hubbard. Para ello, seguimos el
mismo procedimiento que hicimos con el estado fundamental, por lo que nos vamos a
limitar a mostrar los mejores resultados obtenidos y no todo el proceso de optimizacion
de los hiperparametros.

De igual modo que antes, tomamos el 80 % de los datos como entrenamiento y el 20 %
restante como validacion, el tamafio del mini-batch sigue siendo 10, la tasa de aprendizaje
la tomamos en 0.08 y el nimero maximo de épocas en 10000.

17



m(ultad de Ciencias
Universidad Zaragoza

Respecto a la estructura de las capas ocultas, la configuracion mas éptima se ha encon-

trado con 3 capas. La primera de ellas con funcién de activacién “ReLu”, la segunda con
“tanh”; y la tercera con “softsign”. La fidelidad méxima obtenida fue f = 0,9874, con
una estructura de red: 7(input)-75(relu)-15(tanh)-5(softsign)-1(tanh). Sin embargo, una
configuracion 7(input)-55(relu)-10(tanh)-3(softsign)-1(tanh) nos permitia obtener una fi-
delidad similar (f = 0,9832) y reducir el niimero de pardmetros entrenables hasta los 1038,
por lo cual, podemos concluir que una red neuronal es capaz de aprender el primer estado
excitado del modelo de Hubbard con un ntimero de parametros entrenables relativamente
bajo. La funcién de coste asociada a este proceso se muestra en la figura 15.
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—104

~11 4

—12 4

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
Epoca

Figura 15: Funcién de coste de la red entrenada para el estado excitado

4.3. Predicciones para diferente niimero de bosones

De igual modo que hicimos con el estado fundamental, nuestra finalidad es observar si una
red es capaz de extrapolar los datos utilizados durante su entrenamiento para predecir
estados con un numero de particulas diferente. Los resultados obtenidos en este caso se

recogen en la figura 16.

0.14

0.12

1f

0.08
0.06

0.04 .

T T T T T T T
4 5 6 7 8 9 10
NUmero de bosones

Figura 16: Prediccién de la funcién de onda del estado excitado para diferente ntimero de
bosones con la red entrenada para N = 7.
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Como puede observarse, las predicciones son ciertamente buenas para valores de N mas

proximos, tanto para menor como para mayor, siendo la fidelidad decreciente cuanto mas
se aleja el nimero de bosones respecto al valor con el que se ha entrenado la red (N = 7).
Si comparamos estos resultados respecto a los obtenidos para las predicciones del estado
fundamental, estos son peores, lo cual es comprensible dado que la funciéon de onda del
estado excitado es mucho mas compleja que la del fundamental. Sin embargo, puesto que
la fidelidad de las predicciones es cercana al 90 % en los valores de N con distancia 2
respecto al centro, podemos considerar que nuestra red es capaz de predecir el estado
excitado fielmente aunque en un rango més limitado. De todos modos, esto es un buen
resultado ya que nos ahorra muchos procesos de trabajo, ya que para obtener el estado
excitado, a parte de diagonalizar la matriz del hamiltoniano, requiere también encontrar
la combinacién lineal simétrica de los estados degenerados.

5. Transfer-Learning

5.1. Objetivos y procedimiento

Los algoritmos comunes de aprendizaje automaético tradicionalmente abordan tareas aisla-
das. El aprendizaje por transferencia (tranfer-learning) intenta cambiar esto desarrollando
métodos para transferir el conocimiento aprendido en una o mas tareas fuente y usarlo

para mejorar el aprendizaje en una tarea objetivo relacionada [9].

En nuestro caso, consiste en la introduccién de capas ya entrenadas en un modelo para
tratar de conseguir extrapolar resultados nuevos entrenando un ntmero de parametros
menor. De este modo, si la introduccién de la primera capa entrenada para nuestro estado
fundamental seguida de un par de capas mas pequenas es capaz de predecir la configu-
racion de la funcién de onda del estado excitado con un nimero relativamente pequeno
de parametros, podriamos considerar el hecho como que el estado fundamental contiene
informacién que ayuda a la red a aprender este nuevo estado.

Para ello, el procedimiento comienza con el entrenamiento de una red neuronal para el
estado fundamental dado un valor del parametro de Hubbard. La configuraciéon utilizada
se muestra esquematicamente en la figura 17.

Una vez tengamos la red entrenada para nuestro estado fundamental, aplicaremos el
transfer-learning. Para ello, tomaremos la primera capa de esta de modo que no se en-
trenard, es decir, su configuracién de pesos se congela. A continuacién, anexionaremos
un par de pequenas capas ocultas las cuales si serdn entrenables, dando como resultado
una red con un nimero de parametros entrenables mucho menor pero que aprovecha la

configuracién del fundamental, figura 18.
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INPUT

Figura 17: Imagen esquemaética de la red entrenada para el estado fundamental dado un
valor de U. La arquitectura consta de dos capas ocultas 60(ReLu)-7(ReLu). El tamano del
mini-batch es 10, la tasa de aprendizaje es de 0.1 y el valor maximo de épocas 1500. Esta
configuracién resulta en un ntimero de parametros entrenables de 915.

INPUT

Figura 18: Imagen esquematica de la red de transfer-learning. Los parametros entrenados
para el estado fundamental los cuales no se van a modificar se representan en verde. Por
el contrario, los parametros entrenables para el estado excitado se representan en azul.
Estructura de capas ocultas de la red: 60(no entrenable)-5(tanh)-3(ReLu). Tamafio del
mini-batch de 10, el valor de la tasa de aprendizaje es de 0.1 y el niimero maximo de

épocas 5000. Esta configuracién da como resultado un ntimero de parametros entrenables
de 327.

5.2. Resultados del método. Relacién con la ratio de proporcién (PR)

Teniendo todo lo anterior en mente, obtendremos la fidelidad del estado fundamental con
la primera red y la del excitado con la segunda aplicando el transfer-learning. A modo
de ilustrar la competencia de este método, vamos a obtener también las fidelidades del
excitado sin aplicarlo, utilizando la red de la seccién 4.2. Sin embargo, cuando hacemos
esto nos damos cuenta de que las fidelidades siguen una tendencia conforme al parametro
Hubbard, siendo estas menores para valores muy negativos y aumentando rapidamente
después. Ademés de que sus valores son bajos, también se puede apreciar mucho ruido
en esta zona. Esto es debido a que para valores muy negativos del parametro Hubbard
la mayoria de las componentes de la funcién de onda son nulas, reduciendo el niimero de

datos ttiles del conjunto de entrenamiento y empeorando por consecuencia los resultados.
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A modo de justificar este hecho, se ha relacionado estos resultados con el parametro

participation ratio (PR) [10], que da cuenta del nimero de estados de la base del espacio
de Hilbert que tienen peso en la funcién de onda. Este parametro se obtiene del modelo
de Anderson, el cual se explica detalladamente en la seccién 4 del anexo, y se define del

modo siguiente:

o - Zilvil )

Xl
i Vi

Con esto, si la mayoria de los coeficientes de la funcién de onda son nulos, el inverso de la
ratio de participacién serd mas bajo. Por el contrario, si los coeficientes son equiprobables,
el inverso alcanzard un pico. En consecuencia, si mostramos las fidelidades junto a este
parametro, deberiamos apreciar como estas siguen la misma tendencia. Este efecto se

muestra en la figura 19.
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Figura 19: Ilustracién de las fidelidades de los estados fundamental y excitado (con
transfer-learning) junto a la tendencia de la ratio de participacién. El pardmetro PR
ha requerido de un re-escalado el cual se muestra en el eje derecho, tomando el logaritmo
del cociente entre el inverso de este y la dimension del espacio de Hilbert. También se
incluyen imégenes de la funcién de onda durante la transicién para ilustrar el efecto.

Con la observacién de esta grafica podemos destacar multiples cosas. La primera de ellas,
es que se muestra evidencia del funcionamiento del método de transfer-learning ya que
nos ha permitido, en la gran mayoria de los casos, obtener una fidelidad del estado similar
utilizando menos pardmetros, concretamente, un 64.26 % menos. Ademds, se han monito-
rizado los tiempos de computacion utilizando el transfer-learning y sin él para valores de
U ={-1,0,1} y en todos los casos ha resultado en una disminucién, siendo del 23 %, 65 %
y 85 % respectivamente.
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Por otra parte, también nos permite afirmar que la tendencia en las fidelidades es causada

por la ratio de participacién de la funcién de onda en su respectivo valor del parametro de
Hubbard, asi como este también explicaria la zona de mayor ruido en U < —0,75, ya que
la fidelidad dependeria fuertemente de la aleatoriedad del algoritmo a la hora de escoger

el conjunto de entrenamiento.

Finalmente, podemos apreciar la aparicion de ciertas caidas de fidelidad con el transfer-
learning en puntos como el U = —0,55, U = 0,20 y en adelante. Esto nos ha sugerido que
quizéas pueda ser un indicativo de algin proceso fisico, en vez de simplemente ruido. El
proceso fisico en el que hemos pensado es que puede estar dandose una transicién de fase
cuantica, de modo que el transfer-learning pueda servir como indicador de este hecho.

5.3. Transicioén de fase cuantica

Puesto que, por norma general, en modelos de interaccién entre particulas como el de
Hubbard, el primer excitado presenta una configuracién similar al fundamental pero con
un cambio minimo, podemos tratar el transfer-learning ya no solo como un procedimiento
para aumentar la eficiencia del entrenamiento de la red sino como un método para poder
determinar cémo de diferente es el estado excitado del fundamental, llevindonos a la idea
de que podria resultar Util para la detecciéon de transiciones de fase cuanticas, donde la
correlacion entre el excitado y el fundamental podria romperse.

A modo de averiguar si las caidas en la fidelidad realmente indican algo significativo sobre
la configuracion de los estados o son simplemente ruido del proceso de aprendizaje, hemos
considerado primeramente la opcién de la toma de estadistica sobre estos.

Para ello, se han tomado cinco medidas de los puntos criticos y se han sustituido los puntos
por su valor medio, incluyendo ademaés su desviacion. Los resultados obtenidos se ilustran
en la figura 20.

Como puede observarse, al representar la media todos siguen manteniendo la forma, eso
si, con un error muy alto, lo cual sugiere que Unicamente es ruido del aprendizaje y no

representan ninguna caracteristica propia del sistema.

A pesar de ello, si nos fijamos en la caida de U = 0,45, vemos como el tercer punto tiene un
error muy bajo, en contraposicion con el proximo. A la hora de plantearnos el porqué, nos
caben dos posibilidades. La primera de ellas es que, efectivamente, algo estd pasando en
el punto con el error amplio que interfiere en el aprendizaje que en el anterior no lo hace.
La segunda, y la mas probable, teniendo en cuenta el resto de caidas, es que simplemente

sea una coincidencia estadistica.

Para salir de dudas, hemos considerado la representacién de los seis primeros autovalores
del sistema en funcién del parametro de interaccién Hubbard. De este modo, si hubiera una
transicion de fase que afecte al primer excitado, la curva de este deberia cruzarse con otra
o, al menos, producirse un cambio consistente en la tendencia de este. La representacion

se muestra en la figura 21.
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Figura 20: Andlisis estadistico de los picos. Los puntos que no presentan barra de error se
han incluido inicamente para una mejor visualizacion, no se ha tomado estadistica sobre
ellos.
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Figura 21: Representacién de los 6 primeros autovalores del sistema en funciéon del para-
metro de Hubbard. Se incluye también un zoom a la transicion entre el segundo y tercer
excitado.

Podemos observar que no existe transicion de fase del primer excitado del sistema. Si que
puede apreciarse una entre el segundo y el tercero, pero en nuestro caso no nos efecta
para nada. Por lo tanto, esto confirma nuestras sospechas anteriores de que las caidas de
fidelidad no eran méas que ruido. De todos modos, a pesar de que nuestra hipdtesis no
ha resultado, plantearnos esta cuestion nos ha derivado hacia una comprobacién de qué
transiciones se dan en este rango de parametros, dejando la puerta abierta para el estudio
de si esta técnica seria 1til en otros casos donde se den.
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6. Conclusiones

La realizacién de este trabajo ha resultado lucrativa en muchos aspectos.

Primeramente, nos ha ofrecido una visién introductoria pero suficiente para comprender
el funcionamiento de las redes neuronales, tanto la arquitectura como los mecanismos y

procesos que estas llevan a cabo para realizar el aprendizaje.

En segundo lugar, nos ha acercado un poco al modelo cuédntico de Hubbard que, como ya
se ha mencionado en la introduccion, si bien es un modelo bastante sencillo para entender

el efecto de interacciones en sélidos, su estudio es una pieza clave en fisica tedrica.

Sobre la interseccion de los dos anteriores es donde se ha formado el niicleo de nuestro tra-
bajo, dando como resultado una fusion beneficiosa entre ambos de acuerdo a los resultados

mostrados en cada seccion.

En la primera de ellas hemos comprobado que una red neuronal es capaz de aprender la
funciéon de onda del estado fundamental y realizar predicciones de esta para otro nimero
diferente de particulas, asi como también es capaz de reconocer una transicién en funcién

del parametro de Hubbard.

En la segunda, hemos hecho lo propio pero con el primer excitado, solventando el problema
que este presentaba al estar degenerado, escogiendo un criterio de seleccién para sus dos

componentes.

Finalmente, en la tltima seccién hemos implantado el método de transfer-learning con
nuestros datos, el cual ha resultado en una optimizacién del proceso de aprendizaje. Ade-
mas, hemos conseguido relacionar la fidelidad de nuestras predicciones con el parametro
PR, el cual proviene de un modelo fisico (el modelo de Anderson, seccién 4 del anexo) pero
le hemos encontrado una utilidad dentro del machine-learning. El desarollo del transfer-
learning durante esta seccién del trabajo nos ha llevado al estudio de la implementacion
de este en transiciones de fase cuanticas del modelo de Hubbard, lo cual, a pesar de no
haber tenido éxito en este aspecto, consideramos que ha sido un buen acercamiento y
plantearnoslo ha resultado en una mejor comprensién de estas, asi como nos ha dejado la
puerta abierta para el uso de esta implementacién como objeto de estudio.

En resumen, haciendo un poco de retrospectiva a lo largo de todas las secciones, en todas
ellas se ha conseguido el propdsito principal con el que se inicié este trabajo, que seria la
compresién de informacién, es decir, mostrar como las redes neuronales nos iban a permitir
reproducir con menos pardmetros los estados del hamiltoniano de Hubbard, reduciendo asi
enormemente el esfuerzo computacional necesario para el tratamiento de sistemas grandes,
como es nuestro caso. Sin embargo, a pesar de que el principal objetivo era este, a lo largo
de su desarrollo se ha ido requiriendo un estudio més fisico del modelo, especialmente
a partir de la degeneracion del nivel excitado, lo cual no ha apartado nuestra mirada
directamente de las redes neuronales, sino que ha conseguido que prestemos una vision
méas conjunta del problema, resultando en un equilibrio entre fisica y machine-learning

que consideramos perfecto.
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7. Anexo

7.1. Condiciones de contorno

En el caso de una red fija, existen dos maneras diferentes de modular las interacciones

entre elementos de esta:

= Condiciones de contorno no periédicas:
En este caso consideramos la red como “finita”’de modo que los elementos que se
encuentren a los bordes de esta solo pueden interactuar con sus vecinos interiores.

A continuacién se muestra una imagen que representa este tipo de interaccion:

Figura 22: Red unidimensional con condiciones de contorno no periddicas

= Condiciones de contorno periddicas:
En este otro caso la red no tiene “limites” definidos de modo que todos los elemen-
tos de la red interactian con el mismo niimero de vecinos. En el caso de una red
unidimensional seria equivalente a decir que el iltimo nodo estd conectado con el

primero, tal y como se muestra en la siguiente imagen:

Figura 23: Red unidimensional con condiciones periédicas de contorno
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7.2. Funciones de activacion

En esta seccién se recogen las funciones de activacion utilizadas a lo largo del trabajo.

= Activacién sigmoide:

La funcién de activacion sigmoide se define como:

1
o(z) = T+rez’ (18)
dando como salida un intervalo continuo en el rango [0, 1] (figura 24).
1.0 — o)
0.8
. 0.6
X
S
0.4
0.2
0.0
-6 -4 -2 o 2 4 6
Figura 24: Activacién sigmoide
= “ReLu”™
La funcién de activaciéon “ReLu” se define como:
ReLu(x) = max(0,x) , (19)

dando como resultado un rango continuo entre [0, +o0) (figura 25).

61 — RelLu(x)

Figura 25: Funcién ReLu(x)
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» Tangente hiperbélica:

La funcién de activacion tangente hiperbdlica sigue la expresion:

ef—e™*
tanh(x) = m s (20)
dando como salida un valor continuo en el rango [—1,1] (figura 26).
1.00{ — tanh(x)
0.75
0.50
S 0.25
-E 0.00
8 o025
-0.50
-0.75
-1.00
-6 -4 -2 ] 2 4 6
Figura 26: Funcién tangente hiperbolica
= Softsign:
La funcién de activacion softsign sigue la expresién:
Softsign(x) = (21)

1+ x’

dando como salida un valor continuo en el rango [—1,1] (figura 27).

—— softsign(x)

softsign(x)
(=]
S

-0.75

-6 -4 -2 o 2 4

)

Figura 27: Funcién “Softsign”
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7.3. Back Propagation

Como se ha mencionado anteriormente, la técnica de Back Propagation consiste en el
computo de derivadas de la funcién coste respecto a los pardmetros de la red de manera
recursiva, desde las capas de salida hacia las de entrada. Para ilustrar esta técnica, toma-

mos un esquema de red como el de la figura 28.

X : : a4 L) a, L) ag
W21 W32

b3 b;

Figura 28: Imagen esquematica de una red neuronal lineal. "X’ se corresponde con el valor
de input, los {a,} se corresponden con la activacién de la neurona i-ésima, los {W; J} el peso
correspondiente a la unién entre la neurona j-ésima y la i-ésima, {b;} se corresponden con
los bias, y los {z;} se definen como: z; = W; ;_ya;_; + b;.

Teniendo en cuenta el esquema de la figura anterior, podremos escribir las ecuaciones de

activaciéon de las neuronas:
i = W21a1 + bz

a, = 0 (z)

i3 = W326ll + b3 . (22)
az = o (z3)
c=C(a3)

De modo que si queremos hallar las derivadas de la funcion coste respecto a las variables

Woy y by:
ac oC 0z _ ., oC
8W21 622 5W2] - 1612

, (23)

aC _ 9C 973 _ 4C
9b, 022 0by, 022

podemos comenzar partiendo de las derivadas respecto a los pardmetros de mas a la
derecha y las vamos usando para calcular las siguientes.

7.4. El modelo de Anderson

El modelo de Anderson es un modelo cudntico usualmente utilizado para describir sistemas
de fermiones pesados. Este hamiltoniano produce el efecto conocido como “localizacién de
Anderson”, también conocido como localizacién fuerte, que consiste en la ausencia de di-
fusiéon de ondas en un medio desordenado, de modo que un electrén podria localizarse en
el interior de un semiconductor si el grado de aleatoriedad de las impurezas o defectos es
suficientemente grande. De este modo, este modelo puede utilizarse en la descripcion del
movimiento electrénico en semiconductores dopados.
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En comparacién con el modelo de Hubbard en una dimension, el hamiltoniano seria equi-

valente a este pero con un tnico fermion, y donde los niveles de energia {E;} son aleatorios.
A modo conseguir simular este “medio aleatorio”, por donde el electrén debe moverse:

Hyperson = =1 Y_ (cfe;+ cle;) + Y Eq; (U =0), (24)
(i) i
y el espacio de Hilbert asocidado:

%Anderson = {' Ny, N, e M) 1y = 0,1 A Zni = 1} > (25)
i

que en este caso adoptara una dimension del tamano de la red (M).

Para sistemas donde el fermién se mueve de manera aleatoria, podemos considerar que
todos los estados son igualmente probables, de modo que los coeficientes de la funcién de

onda seguirian la relacién:

Vv~ —> (26)

M

con lo que la ratio de participacién quedaria de la forma siguiente:

4
PR=Z,‘|W[| ~£_ 1

=— > PRl ~ M, 27
Syl MM 0
l

por lo que el inverso del parametro tendria una dependencia lineal con el niimero de sitios
de la red. Sin embargo, si el fermién esté fuertemente localizado, podriamos considerar que
la amplitud de la funcién de onda esta concentrada tnicamente en un sitio, por ejemplo,

el primero:
Wi=0i0, (28)

de modo que en esta ocasién la ratio de participacién quedaria:

vl Zilsul’

PR = =
Yol X80

1. (29)

Teniendo en cuenta esto, la ratio de participaciéon nos ofrece una medida de la localizacion
de un sistema cudntico, de modo que cuanto mayor sea el inverso de este, nos indica que
la amplitud de la funciéon de onda esté repartida de manera mas equitativa entre todos los
estados de la base del espacio de Hilbert.
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