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Resumen

La R.A.E. define fractal como “Objeto geométrico en el que una misma estructura, fragmentada o
aparentemente irregular, se repite a diferentes escalas y tamafio”. El concepto de fractal fue introducido
por primera vez por el matemadtico Benoit B. Mandelbrot en 1970. Sus estudios causaron un gran impacto
gracias a la capacidad de dichos objetos para modelar y representar estructuras complejas y autoseme-
jantes, siendo utilizados en numerosas aplicaciones innovadoras en diversas disciplinas. En los dltimos
afios, los fractales han cobrado mayor importancia no solo por su aportacién en el area de las matema-
ticas, sino también por su gran relevancia para el estudio de diversos campos de la ciencia, como han
explicado National Geographic [6] o BBVA [4], con aplicaciones tan diversas como antenas fractales, la
arquitectura patoldgica de tumores, el estudio de redes neuronales y conexiones, y el tratamiento de datos.

En el presente Trabajo Fin de Grado se pretende proporcionar un marco tedrico para estos objetos
matemadticos con el fin de comprender mejor como se pueden generar, sus propiedades y su comporta-
miento.

El objetivo del primer capitulo es estudiar y analizar el espacio donde “viven” los fractales. Para
presentar el espacio de los subconjuntos compactos de R”, o més generalmente de un espacio métrico
conocido como el espacio de Hausdorff, introduciremos la distancia de Hausdorff, veremos las propie-
dades que tiene que satisfacer para ser un espacio métrico y que efectivamente lo es. Adema4s, demostra-
remos que el espacio de Hausdorff es completo, una de las demostraciones mas importantes del trabajo,
apoydndonos en el lema de extension de sucesiones de Cauchy.

Una vez conocido el espacio, veremos como crear en €l nuestros objetos de estudio. A lo largo del
segundo capitulo estudiaremos la generacion de fractales como puntos fijos de aplicaciones que cumplen
una serie de requisitos. Empezaremos caracterizando las aplicaciones contractivas, estudiando la exis-
tencia y unicidad del punto fijo de dichas aplicaciones en espacios métricos completos, con el conocido
Teorema del punto fijo de Banach, y presentaremos una serie de lemas necesarios para introducir las
funciones que nos interesan, los sistemas iterativos de funciones conocidos como IFS. Estos tltimos son
un conjunto de funciones cuyo punto fijo, llamado atractor, es el fractal que queremos hallar. A medida
que estudiemos las propiedades y caracteristicas de estas funciones, las ilustraremos con ejemplos, todos
ellos realizados aplicando el algoritmo determinista que introduciremos posteriormente junto al proba-
bilistico para finalizar el capitulo. Los cddigos utilizados para la realizacién de los graficos en Matlab se
encuentran incorporados en los anexos.

Pero los fractales tienen otra peculiaridad: su dimensidn. Por tltimo, hemos dedicado el tercer capi-
tulo a estudiarla. Para poder introducir la nocién de dimension, necesitibamos unos conceptos previos
como el de didmetro de un conjunto y la medida exterior métrica. Asi, hemos podido comprobar que
la medida s-dimensional de Hausdorff es una medida exterior métrica y, por tanto, su restriccién a los
conjuntos de Borel es una medida, que ademds se comporta muy bien con las aplicaciones Lipschitz.
Gracias a ello, hemos podido presentar la dimensién de Hausdorff-Besicovich. Al igual que en el capitu-
lo anterior, hemos presentado varios lemas y propiedades para el cdlculo de la dimensidn, ilustrdndolos
con ejemplos. Luego, aplicando el dltimo teorema, hemos calculado la dimensién de varios fractales
importantes como el conjunto de Cantor, el tridngulo de Sierpinski y el copo de nieve de Koch. Para
finalizar el trabajo, hemos incorporado otra nocién de dimension, la dimension caja, y hemos analizado
varios casos, uno donde coincide con la de Hausdorff-Besicovich y otro donde no.
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1AY Resumen

Mi tarea durante la realizacién de este trabajo ha consistido en realizar una revisién bibliografica,
reescribir y completar pruebas, comprender resultados y demostraciones, e ir aplicando a ejemplos los
teoremas presentados, con el fin de proporcionar un marco teérico para los fractales, comprender sus
propiedades y saber aplicar los resultados en ejemplos concretos. A su vez, para la realizacioén de dichos
ejemplos, he trabajado en programas de Matlab para poder representarlos graficamente aplicando los
algoritmos presentados en el capitulo 2.



Abstract

The R.A.E. defines a fractal as “A geometric object in which the same structure, fragmented or appa-
rently irregular, is repeated at different scales and sizes.” The concept of a fractal was first introduced by
mathematician Benoit B. Mandelbrot in 1970. His studies had a significant impact due to the ability of
these objects to model and represent complex and self-similar structures, leading to numerous innovative
applications in various fields. In recent years, fractals have gained increasing importance not only for
their contribution to mathematics but also for their significant relevance in the study of various scientific
fields, as explained by National Geographic [6] or BBVA [4], with applications as diverse as fractal an-
tennas, the pathological architecture of tumors, the study of neural networks and connections, and data
processing.

In this TFG, the aim is to provide a theoretical framework for these mathematical objects to better
understand how they can be generated, their properties, and their behavior.

The objective of the first chapter is to study and analyze the space where fractals "live". To present
the space of compact subsets of R”, or more generally a metric space known as the Hausdorff space, we
will introduce the Hausdorff distance, examine the properties it must satisfy to be a metric space, and
confirm that it indeed is. Additionally, we will demonstrate that the Hausdorff space is complete, one of
the most important proofs in the thesis, supported by the extension lemma of Cauchy sequences.

Once we are familiar with the space, we will explore how to create our objects of study within it.
Throughout the second chapter, we will study the generation of fractals as fixed points of applications that
meet certain requirements. We will start by characterizing contractive applications, studying the existence
and uniqueness of the fixed point of such applications in complete metric spaces, with the well-known
Banach Fixed-Point Theorem, and introducing a series of lemmas necessary to introduce the functions
of interest, the iterative function systems known as IFS. These are a set of functions whose fixed point,
called the attractor, is the fractal we seek to find. As we study the properties and characteristics of these
functions, we will illustrate them with examples, all performed by applying the deterministic algorithm
that we will introduce later along with the probabilistic one to conclude the chapter. The programs used
to create the graphics in Matlab are included in the annexes.

Fractals also have another peculiarity: their dimension. Finally, we have dedicated the third chapter
to studying this aspect. To introduce the notion of dimension, we needed some preliminary concepts
such as the diameter of a set and the metric outer measure. Thus, we have been able to verify that the
s-dimensional Hausdorff measure is a metric outer measure and therefore its restriction to Borel sets
is a measure, which also behaves well with Lipschitz applications. Thanks to this, we have been able
to present the Hausdorff-Besicovich dimension. As in the previous chapter, we have introduced seve-
ral lemmas and properties for the calculation of the dimension, illustrating them with examples. Then,
applying the final theorem, we have calculated the dimension of several important fractals such as the
Cantor set, the Sierpinski triangle, and the Koch snowflake. To conclude the thesis, we have incorporated
another notion of dimension, the box dimension, and analyzed several cases, one where it coincides with
the Hausdorff-Besicovich dimension and another where it does not.

My task during the realization of this project has consisted of conducting a literature review, rewriting
and completing proofs, understanding results and demonstrations, and applying the presented theorems
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VI Abstract

to examples, in order to provide a theoretical framework for fractals, understand their properties, and
know how to apply the results to concrete examples. Additionally, for the creation of these examples, I
have worked on Matlab programs to represent them graphically by applying the algorithms presented in
Chapter 2.
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Capitulo 1

El espacio de los fractales.

La R.A.E. define fractal como “Objeto geométrico en el que una misma estructura, fragmentada o
aparentemente irregular, se repite a diferentes escalas y tamafios.” En este capitulo vamos a ver en que
espacio viven dicho objetos y construiremos la medida necesaria para poder analizarlos y describirlos.
Para estudiar la geometria fractal y su espacio nos hemos basado en esta seccién principalmente en el
libro Fractals Everywhere de Michael F. Barnsley [1] y los apuntes de las asignaturas Topologia General,
Analisis Matematico II, Analisis funcional.

A lo largo de este capitulo trabajaremos en espacios métricos completos, que denotaremos como
(X,d), con el fin de poder analizar, imagenes, dibujos y conjuntos en el espacio definiremos lo siguiente.

1.1. El espacio métrico (.77, h)

Para estudiar la geometria fractal y poder definir el espacio (.7, h) donde se encuentran los fractales,
necesitaremos conceptos preliminares sobre espacios métricos.

Definicién. Sea X un conjunto, decimos que (X,d) un espacio métrico si la aplicaciéon d : X x X —
[0, 40) satisface V x,y,z € X :

1. d(x,y) > 0yd(x,y) =0siysolosix=y.
2. d(x,y) = d(y,)
3. d(xy) <d(x,2) +d(z,).

Definicién. Sea X un espacio vectorial sobre K (donde K = R o C). Decimos que (X, || - ||) un espacio
normado si la aplicacion || - || : X — [0, +e0) satisface Vx,y e X yV A € K:

1. ||x|| =0,y |[x|]| =0siy solosix=0.
2. [|Ax]l = [A] ]|
3. eyl < Jlll+ Iyl
En ese caso la aplicacion || - || define una norma sobre X.

Notemos que un espacio normado y un espacio métrico se relacionan de la siguiente forma: Un
espacio normado induce a un espacio métrico, definiendo d: X x X — [0, +e0) con d(x,y) = ||[x—
proporcionando una topologia de espacio métrico.

También necesitamos el concepto de sucesién de Cauchy.

B

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico y (x,)5_; € X. Decimos que (x,);_; € X es sucesién de
Cauchy si Ve > 0, existe ng € N tal que si m,n > ng entonces d (x,,xn,) < €.

1



2 Capitulo 1. El espacio de los fractales.

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que X es completo si toda sucesién de Cauchy
(xn);_; € X es convergente aun x € X.

Por ejemplo R” con su métrica usual es un espacio métrico completo.

A lo largo de este capitulo trabajaremos en espacios métricos completos. Con el fin de poder analizar
y estudiar nuestros fractales en el espacio necesitaremos definir el conjunto de subconjuntos compactos
de X, asi como distancias entre un punto y un conjunto, dos conjuntos y la distancia Hausdorff entre
conjuntos.

En primer lugar definiremos la coleccién de subconjuntos compactos de X.

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico, denotamos con .7 (X) al espacio formado por los conjuntos
compactos de X distintos del conjunto vacio.

Denotaremos .7’ (X ) como ¢ si estd claro el conjunto X y no se necesita especificar. Ahora ya tene-
mos los elementos necesarios para poder definir las distancias que nos llevaran a la distancia Hausdorff.

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico, x € X y B € 7 definimos
d(x,B) = inf{d(x,y) : y € B} (1.1)
donde d(x,B) es la distancia del punto x al conjunto B.
Pero concretamente el infimo de la definicion anterior se alcanza y por tanto es un minimo:

d(x,B) =inf{d(x,y) :y € X} = min{d(x,y) : y € X} (1.2)
Dicha afirmacién se sigue de que B € .7 es un conjunto compacto no vacio. Consideramos f : B — R
definido como f(y) = d(x,y), Vy € B. Por la definicion de métrica, sabemos que f es continua. Deno-
tamos p := inf{ f(y) : y € B}, como f(y) >0, ¥y € By B es compacto, podemos aplicar el Teorema de

Weierstrass que nos dice que toda funcion continua en un compacto alcanza su minimo y por tanto, existe
y € B tal que f(y) = p como queriamos demostrar.

A continuacién definiremos dos medidas entre dos conjuntos pertenecientes a . (X).

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico, A y B € ¢ definimos
d(A,B) =max{d(x,B):x € A} (1.3)

Al igual que en la definicién anterior, utilizando la propiedad de que A y B son compactos, podemos
probar que existen x € A e y € B satisfaciendo que d(A,B) = d(x,y).

Notar que la distancia d(A, B) no siempre coincide con la distancia d(B,A), veamos un ejemplo.

Ejemplo 1. Tomando los conjuntos A = [0, 1], B = [0,2]?, representados en la imagen 1.1.

Figura 1.1: Conjuntos A (azul oscuro) y B (azul claro)

Como podemos observar la distancia d(x, B) = 0 para cada x en A,por lo tanto d(A, B) = 0 sin embar-
go para (2,2) € B tenemos d((2,2),A) = /2y por tanto d(B,A) = v/2. Es decir las distancias en d(A, B)
y d(B,A) no coinciden.
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Notemos también que en algunos libros se utiliza la notacién d(A, B) para inf{d(x,y) : x € A,y € B}.
El ejemplo anterior muestra que ambas nociones son distintas.
Ahora ya tenemos todas los conceptos necesarios para definir la distancia Hausdorff.

Definicién. Sea (X,d) un espacio métrico. La distancia Hausdorff entre conjuntos A y B € . estd
definida como:

h(A,B) = mix{d(A,B),d(B,A)} (1.4)

Proposicion 1.1. Sea h definida como anteriormente, entonces h es métrica en €.

Demostracion. Sean A,B,C € .
1. Claramente
h(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)} >0,yaqued(A,B),d(B,A) >0

Por otro lado tenemos que

o B d(A,B)=0
h(A,B) = méax{d(A,B),d(B,A)} =0 <— { d(B.A) =0 =
Vx €A, d(x,B)=0 Vx€A, JyeBtalquex=1y e A_B
Vy e B, d(y,A) =0 VyeB, IxcAtalquey=x

2. Que h(A,B) =h(B,A) es trivial, ya que h(A, B) = max{d(A,B),d(B,A)} = h(B,A) = max{d(B,A),d(A,B)}.

3. Ahora queremos ver que i(A,B) < h(A,C) + h(C,B). Primero veremos que d(A,B) < d(A,C) +
d(C,B). Entonces Va € A se tiene

d(a,B) =min{d(a,b) : b € B} < min{d(a,c)+d(c,b):b € B} =d(a,c)+min{d(c,b):b € B}
Por tanto, para cada ¢ € C, se tiene
d(a,B) < min{d(a,c) : ¢ € C} + max{min{d(c,b) :b € B} :c € C} =d(a,C)+d(C,B)

Por lo tanto obtenemos que
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)

Intercambiando el papel de A y B obtenemos
d(B,A) <d(B,C)+d(C,A)
Llegando asi al resultado que queriamos obtener:

h(A,B) = méx{d(A,B),d(B,A)} < max{d(B,C),d(C,B)} + max{d(A,C),d(C,A)}
= h(B,C)+h(A,C).



4 Capitulo 1. El espacio de los fractales.

Figura 1.2: Conjuntos S (a la izquierda) y S+ 0 (a la derecha)

1.2. La completitud del espacio Hausdorff.

En esta secci6n estudiaremos la completitud del espacio métrico (7, h) y caracterizaremos las su-
cesiones convergentes en .77”.

Necesitamos unos conceptos previos para poder estudiar la completitud:

Definicion. Sea S C X y § > 0, definimos:
S+6:={yeX:d(x,y) <d,paraalgin xe X} ={ye X :d(y,5) <8} (1.5)
Vamos a ver el siguiente ejemplo para ilustrar este definicion:

Ejemplo 2. Tomando S como el cuadrado 4,5 x 4,5y & = 0,75 obtenemos que el conjunto definido
anteriormente S+ 0 es el siguiente:

Teorema 1.2. Sean A,B € 7 donde (X,d) es un espacio métrico. Sea € > 0, entonces:

ACB+eg

M&m<8¢${BcA+s
Demostracion. Primero comenzaremos probando que d(A,B) < € <= A C B+¢.

Suponemos d(A, B) < g, por lo tanto max{d(a,B) :a € A} < €,1o que implicaque d(a,B) < € Ya € A.
Por tanto, para cada a € A tenemos a € B+ €, es decir A C B+ €.

Reciprocamente ahora suponemos A C B+ €. Consideramos d(A,B) = max{d(a,B) :a € A} y sea
a € A.Como A C B+ ¢, tenemos que existe b € B tal que d(a,b) < &, por lo tanto d(a,B) < €. Y esto es
cierto para todo a € A. Por lo tanto d(A,B) < €.

Andlogamente se ve que d(B,A) < € <= B C A+ ¢, intercambiando los papeles de A y B.

Asi pues juntando ambas tenemos que

d(A,B) <
< )
h(A’B>\8‘:’{ d(B,A) < ¢ BCA+e

) <€ ACB+e
>‘:>{

Necesitaremos también la nocidn de “extender las sucesiones de Cauchy”.

Teorema 1.3 (El lema de extension). Sea (X,d) un espacio métrico, y sea (A,);_, C S una sucesion
de Cauchy en (J,h). Sea (n;)7_; C Nial que 0 <n; <np < ...

Suponemos que tenemos una sucesion de Cauchy {x,; € A, : j=1,2,3,...} en (X,d). Entonces existe
una sucesion de Cauchy {x, € A, : j=1,2,3,...} tal que %,; = x,,¥j = 1,2,3,....
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Demostracion. Vamos a definir una sucesioén {x, }>_, conx, € A,. Paracadan € {1,2,...,n; }, cogemos
Xn € {x € A, tal que d(x,,,x) = d(x,,,A,)}, lo que significa que X, es el punto més cercano en A, a x, .
Sabemos que dicho punto existe debido a que A, es compacto. De forma andloga se obtiene para cada
j€{2,3,...} yparacadan € {n; 1 +1,...,n;} eligiendo X, € {x € A, tal que d(x,;,x) = d(x,;,A,)}.
La sucesion X, satisface las condiciones que estabamos buscando, obteniendo asi la extensién de Xn; @
A, cumpliéndose J?n,- = Xn; ¥ Xn € A, por construccién. Queremos ver que también es una sucesion de
Cauchy. Para ello, tomamos € > 0, para el cual existird un N; tal que si n;,n, > N; entonces se tiene
d(xn;, %) < §.

Ademds, existird un N, tal que si m,n > N, se tiene h(A,,Ay) < %

Definimos entonces nyp = max{Ny, N}, obteniendo que para cada m,n > ny

AT %) < Ao )+ Ay ) + (0 )
S
=d(Xpn;,Am) +d(Xn;, X0, ) +d (X, Ap) < 3 +d(xn;,Am) +d(Xn,, An)

dondeme {nj_1+1,nj_1+2,...,nj} yn e {m_1+1,m_1+2,....,n}. Como n; > m > no, se tiene
h(Am,An;) <€/3yasix, €A, CAy,+€/3.Portantod(x,;,An) < €/3. Andlogamente d(x,,,A,) < €/3.
Por lo tanto d (X, X,) < € V' m,n > ny.
Asi obtenemos que nuestra sucesion es de Cauchy y satisface las propiedades, como queriamos demos-
trar. O

Teorema 1.4 (La completitud del espacio de fractales). Sea (X,d) un espacio métrico completo. En-
tonces (A, h) es un espacio métrico completo. Es mds, si {A, € F}_, es una sucesion de Cauchy
entonces:
A=1mA, €7
n—eo

puede ser caracterizado de la siguiente forma:

A={x€X: existe sucesion de Cauchy {x,}, con x, € A, que converge a x}
Demostracion. Sea {A,} sucesion de Cauchy en J7 y sea:

A = {x € X : existe sucesiéon de Cauchy {x,}, con x,, € A, que converge a x}

En primer lugar probaremos que este conjunto A es no vacio. Para ello tomaremos una sucesién de
numeros naturales: Ny < N, < N3 < ... < N, < ... tal que, para m, n > N; se tiene: h(A,,,A,) < %, y
sabemos que existe ya que {A,} es de Cauchy. Vamos a construir inductivamente una sucesién (x,)
con xy, € Ay, y d(xn,,xn,,,) < 1 /2%, Elegimos xy, € Ay, arbitrario, entonces como h(Ay,,Ay,) < %,
podemos encontrar xy, € Ay, tal que d(xy,,xy,) < %

Ahora, suponamos que tenemos construida una sucesion finita xy, € Ay, siendo i = 1,2,...,k tal que
d(xNi—HxNi) < 2:17—1

Entonces como h(An,,An,,,) < 5 ¥ Xv, € A, podemos encontrar xy,,, € Ay,., tal que d(xy,,xn,,,) < -
Por ejemplo, sea xy, , € Ay,,, €l mas cercano a xy,. Esta sucesion cumple lo que buscdbamos. Para ver
que {xy, } es una sucesién de Cauchy en X, primero tomaremos € > 0y Ne que satisfaga que Y.~ . % <e.
Entonces para m,n > N con n 2> m tenemos que:

"]
d(me7an) < d(xl\/nanm+1)+d(me+1 7me+2) +.. +d(‘an—l 7an) < Z 5 <€
i=N,,
Y ahora aplicando el Lema de Extension ??, sabemos que existe una sucesion de Cauchy {x; € A;} tal
que Xy, = xy; y por tanto existe el limite de X; y dicho limite pertenece a A, demostrando asi que A # 0.

En segundo lugar vamos a probar que el conjunto A es cerrado, para ello partiremos de una sucesién
{a; € A} y supondremos que converge a un punto a y para demostraremos que a € A. Para cada nimero
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natural 7, existe una sucesioén {x;, € A,} tal que lim,_,.x; , = g;. Existe una sucesién creciente de nu-
meros positivos {N;}; tal que d(ay,,a) < +. Ademds existe una sucesién de nimeros naturales {m;}
tal que d(x, m;,an;) < 1, por tanto d(xy, . a) < 2. Si tomamos y,,, = Xy, podemos Ver que Yy, € Ay,
y lim;_co ym, = @, por tanto podemos volver a aplicar el Lema de Extension ?? a {yn, }, extendiéndose a
una sucesion convergente {y; € A;} obteniéndose que a € A como queriamos comprobar.

En tercer lugar vamos a ver que dado € > 0 va a existir un N tal que para todo n > N se tiene que
A C A, +&. Para ello tomamos € > 0 y sabemos que existe un N tal que para todo n,m > N se tiene que
h(An,Ap) < €. Ahora tomemos n > N , entonces si m > n, A,, C A, + €. Queremos ver que A C A, + €.
Para ello tomamos a € A. Existe una sucesioén {a; € A;} que converge a a. Tomaremos N suficientemente
grande para que si m > N, se tiene d(a,,,a) < €. Entonces, como A,, C A, + € se tiene que a,, € A, + €.
Por otro lado como A,, es compacto, se tiene que A, + € es cerrado. Por lo tanto como a,, € A,, + € para to-
dom > N, su limite a debe estar también en A, + €. Es decir A C A,, + € para un n suficientemente grande.

En cuarto lugar vamos a ver que el conjunto A estd totalmente acotado, que juntdndolo con que es
cerrado implica que es compacto. Para probarlo supondremos que A no es totalmente acotado, lo que
significa que para algtin € > 0 podemos encontrar una sucesion {x; }3> | en A tal que d(x;,x;) > € para i #
J»y vamos a ver que esto nos lleva a una contradiccién. Sabemos que como hemos comprobado en tercer
lugar, existe un 7 lo suficientemente grande tal que A C A, + §. Para cada x;, existe una correspondiente
yi € A, parala cual d(x,,,y;) < §. Como A, es compacto, alguna subsucesion {y,, } de {y;} que converge.
Entonces podemos tener los puntos {y,,} tan cerca como queramos. En particular podemos encontrar
dos puntos yp,, y,; tal que d(yu;,yn;) < %, pero entonces tenemos que:

E & €&
d(xni7xnj) < d(xni7yni) +d(yni7ynj) +d(ynj7xnj) < 5 + g + g =€
Por lo tanto llegamos a una contradicidn, lo que significa que A es totalmente acotado, junto con que es
completo (visto en segundo lugar) se llega a que por lo tanto A es compacto.

Y por dltimo vamos a ver que 1im, A, = A en (., h). De lo anteriormente demostrado tenemos
que A € JZ. Gracias a lo visto en el tercer paso, para demostrar nuestro limite basta demostrar que
para € > 0 existe un N tal que paran > N, A, C A+ €. Sea € > 0 y tomamos N tal que para todo
n,m > N se tiene que h(A,,,A,) < 5, entonces para todo n,m > N, A,, C A, + 5. Sea ahoran > Ny
veamos que A, C A+ €. Sabemos que existe una sucesion creciente de nimeros naturales {N;} tales que
n<Ni <N, <..<Ng<..yparanm>=Nj A, CA,+ 21% Notar que A,, C Ay, + §. Dado y € A,,
existe un xy, € Ay, tal que d(y,xy,) < §. Como xy, € Ay,, existe un xy, € Ay, tal que d(xy,,xy,) < 5.
Y asi sucesivamente por induccion podemos encontrar una sucesion xy, , Xy, ,Xns , ... tales que xN; EAN; Y
d(xn;,xn;.,) < zfﬁ Aplicando la desigualdad triangular tenemos Vj:

d(y,xn;) < d(y,xn,) +d(xny,xn,) + .+ d (v, xw;)
€

<
<e/2+e/d+...+e/2l <e

y ademds {xy,} es una sucesién de Cauchy. Segtin hemos escogido 7, cada An; CAp+ £ y la suce-
sién {xy, } converge a un punto x € A, + 5, ya que A, + § es cerrado. Més atin, d(y,xy;) < € implica que

d(y,x) < g, por lo que tenemos que A, C A+ € para todo n > N, obteniendo asi que lim,,_,.. A, = A.

Por lo tanto tenemos que (., h) es completo como queriamos demostrar. O



Capitulo 2

Aplicaciones contractivas y el teorema del
punto fijo de Banach

Uno de los objetivos de nuestro estudio de los fractales es la generacion de fractales, ;como crearlos?
Hay fractales que surgen como puntos fijos de funciones pero ;cualquier funcién es véalida?
En el capitulo anterior hemos introducido el espacio métrico y completo de Hausdorff, en este capitulo
vamos a estudiar como los fractales se obtienen como punto fijo de ciertos conjuntos de aplicaciones,
llamados IFS, en el espacio métrico introducido anteriormente. Ademds describiremos el algoritmo de-
terminista y su convergencia, que aplicaremos para dibujar fractales con Matlab junto con el algoritmo
probabilistico. En este capitulo nos hemos apoyado en el libro Fractals Everywhere de Michael F. Barns-
ley [1] para la base tedrica, en las paginas Classic Iterated Function Systems [?] y [5] para la elaboracién
de los codigos de Matlab y en los documentos trabajados en la asignatura de Modelicacién Matematica.

2.1. Aplicaciones contractivas.
Primero estudiaremos las aplicaciones contractivas en espacios métricos en general, que denotaremos
como (X,d). Necesitaremos una definicion preliminar, el concepto de aplicacion contractiva.

Definicion. Sea f : X — X una aplicacién en el espacio métrico (X,d). Se llama aplicacién contractiva
si existe una constante 0 < s < 1 tal que

d(f(x)vf(y)) < s-d(x,y) Vx,y €X
A la constante s se le denomina factor contractivo de f.

Por ejemplo, sea / C R un intevalo y f : I — I una funcién derivable con s = sup,,; | f'(x)| < 1. Por el
teorema del valor medio sabemos que existe § € (x,y) tal que |f(x) — fF(¥)| = [f"(§) - (x—y)| <s-]x—y
asi que f es contractiva.

Y ahora si que podemos enunciar el teorema de las aplicaciones contractivas.

b

Teorema 2.1 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea f : X — X una aplicacion contractiva en un
espacio métrico completo (X ,d). Sea x € X, denotamos xo = x y x,4+1 = f(xn). Entonces f tiene exacta-
mente un nico punto fijo xy € X, es decir, f(xy) = xy , ademds:

}f_r)rc}of(xn) =xy.

Demostracion. Sea x € X. Denotamos como en el enunciado, xo = x y X,4+1 = f(x,).
Dados n,m € N, con n > m, tenemos:

d(xp,Xm) = d(f(Xn-1), f (m—1)) <5-d(Xn—1,Xm-1) = 5-d(f(xn-2), f (xm—2))
< 52 'd(xn—Zaxm—Z) <" 'd(xn—myx)-
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Por tanto n,m € N tenemos que
d(xnvxm) < Smin{n,m} 'd(x|n—m\7x)
Ahora,

d(x,x) <d(x,x) +d(xr,x0) -+ dg1,x0) <d(xxy) +Fs-d(x,xg) +--+51d(x,x)

=d(x,x)(1+s+s"+ 451 <d(x,x) Y s =d(xx) 7
k=0 o

donde hemos aplicado que la serie converge ya que |s| < 1. Entonces

. . 1
d(Xp, X)) < g™} ~d(Xjp—m|,X) < s g (x, x1) 1
—

Como d(x,xl)i es fijo, tenemos que dado € > 0, existe N tal que si n,m > N, entonces d(x,,x,) < €.

1—s
Es decir {x,}_, es de Cauchy, y por tanto converge a un xy € X, es decir:

lim x,, = x¢
n—soo

Nos queda ver que x; es punto fijo, para ello aplicando que f es continua:
f(xf) = f(rll;lgxn) - ’}l;ngof(xn) = r}l;lgxn-&-l =Xf

Y por ultimo vamos a comprobar su unicidad. Suponemos que existen dos puntos fijos xr, ys. Por ser
puntos fijos de f se cumple x; = f(x7) y yy = f(yy) entonces tenemos:

dxp,yr) =d(f(xp), f(vr)) < s-d(xf,y¢)
y despejando, gracias aque 0 < s < 1,
(1=s)d(xs,yr) SO ==d(xf,yr) = 0= xp = yy
Y asi queda demostrada la unicidad. O

A continuacién vamos a incorporar una serie de lemas que nos sirven para caracterizar y estudiar las
propiedades de las aplicaciones contractivas que necesitaremos para la generacion de fractales.

Lema 2.2. Sea f: X — X una aplicacion contractiva en el espacio métrico (X ,d), entonces la aplicacion
f es continua.

Demostracion. Dado € >0y seas € [0, 1) el factor contractivo de f. Para todo x,y € X con d(x,y) < J,
tomando & = £ se obtiene

d(f(x),f(y)) < s-d(x,y) <e
y por lo tanto la continuidad de f. O

Ahora volveremos a nuestro espacio métrico (.7, h), el espacio Hausdorff. Recordar que seguimos
denontando J#a 7 (X) y h a h(d) si no es necesario especificar, como anteriormente. El siguiente lema
es conocido por Topologia, no obstante lo probaremos por completitud.

Lema 2.3. Sea f : X — X una aplicacion continua en el espacio métrico (X ,d), entonces la aplicacion
f lleva a 7€ a si mismo.

Demostracion. Sea S C X un conjunto compacto distinto del vacio. Es claro que f(S) = {f(x) :x€ S} #
0. Queremos probar que f(S) es compacto. Para ello tomamos {y, = f(x,)};_, sucesion contenida en
F(S), entonces tenemos que {x, };_, es una sucesion de puntos de S. Como S es compacto, sabemos que
existe una subsucesién {x,, }*_, que convergerd a un punto x € S, pero por la continuidad de f tenemos
que {yn,, = f(xnm)} es una subsucesion de {y,} y por lo tanto f(x) =y € f(S). Asi queda demostrado

que f(S) es compacto. O
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Lema 24. Sea f: X — X una aplicacion contractiva en el espacio métrico (X,d), con s el factor
contractivo, entonces f : 7 — € definida como

f(B)={f(x):xeB}, VBe
es una aplicacion contractiva en el espacio métrico (€ ,h), con s el factor de contraccion.

Demostracion. Del Lema 2.2 se sigue que f : X — X es continua y por tanto, aplicando el Lema 2.3,
tenemos que f : 7 — J.
Sea pues B,C € 7, entonces tenemos por un lado que

d(f(B),f(C))=max{min{d(f(x),f(y)):y€C}:x€ B} <max{min{s-d(x,y):yeC}:xe B} =5-d(B,C)
Y andlogamente, intercambiando el papel de B 'y C obtenemos

Obteniendo que

como queriamos demostrar. O
Lema 2.5. Para todo B,C,D,E € J7 se tiene

h(BUC,DUE) < max{h(B,D),h(C,E)}
Demostracion. Por un lado vemos que:

d(BUC,D) = max{d(x,D) : x € BUC} = max{min{d(x,D) : x € B},min{d(x,D) : x € C}}
=méx{d(B,D),d(C,D)}.

Y por otro lado:

d(B,DUE) =max{d(x,DUE) : x € B} = max{min{d(x,y) :y€ DUE} : x € B}
< max{min{d(x,y) :y € D} : x € B} = max{d(x,D) : x € B} =d(B,D).

Andlogamente tenemos d(B,DUE) < d(B,E). Por tanto, d(B,DUE) < max{d(B,D),d(B,E)}. Vol-
viendo a lo que queremos demostrar, tenemos por un lado

d(BUC,DUE) < max{d(B,DUE),d(C,DUE)} < max{d(B,D),d(C,E)}
Andlogamente intercambiando los papeles de BUC y DUE:

d(DUE,BUC) < max{d(D,BUC),d(E,BUC)} < max{d(D,B),d(E,C)}
Juntando todo tenemos:

h(BUC,DUE) =max{d(BUC,DUE),d(DUE,BUC)}
< méx{d(B,D),d(C,E),d(D,B),d(E,C)} = max{h(B,D),h(C,E)}.

O]

Lema 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean f, con n € {1,2,...,N} aplicaciones contractivas en
(A, h) con sus correspondientes factores de contraccion s,. Definimos F : 7€ — 7€ como:

F(B) = fi(B)U f2(B)U...U fy(B) = U)_, fu(B)

para cada B € . Entonces F es una aplicacion contractiva con factor de contraccion s = max{s, :
n=12,..,N}.



10 Capitulo 2. Aplicaciones contractivas y el teorema del punto fijo de Banach

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién. Para N =2, sean B,C € 7. Entonces tenemos, gracias
al Lema 2.5 :

h(F(B),F(C)) = h(f1(B)U f2(B), f1(C) U f2(C)) < max{h(f1(B), /1(C)),h(f2(B), /(C))}
max{s; - h(B,C),s2-h(B,C)} < s-h(B,C).

Suponemos cierto para N — 1 y vamos a probarlo para N.

h(F(B),F(C)) = h(fi(B)U f2(B)U...U fx(B), fi(C)U f2(C)... U fn (C))

méax {h(U= f(B),U N’ffn(C)%h(fN(B) ()}

<
< max{méax{s;:i € {l,....N—1}}-h(B,C),sy-h(B,C)} < s-h(B,C).

Ahora ya podemos definir las funciones que nos van a interesar.

2.2. LasIFS.

Como hemos mencionado anteriormente hay fractales que se generan como puntos fijos de algunos
conjuntos de funciones, en esta seccion vamos a estudiar cuales son dichas funciones generadoras de
fractales, qué tienen que cumplir y cémo hallar los puntos fijos.

Definicién. Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto iterativo de funciones o IFS (iterated function
system) es un conjunto finito de aplicaciones contractivas f;, : X — X, con sus respectivos factores de
contraccién s, con n € {1,2,...,N}. Con IFS denotamos a {f, : X — X,n=1,2,...,N} siendo su factor
de contraccion s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Teorema 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico completoy {f,: X — X,n=1,2,. N } una IFS en X con
factor de contraccion s, entonces, la funcion definida F : 7€ — € como F ( ) 1 N_ f.(B), para todo
B € S es una aplicacion contractiva en (€, h) con factor de contraccion s. Denommos B =F(B),y
asi sucesivamente siendo B, = F(By). Ademds existe un vinico conjunto A €  tal que A = F(A) =
UN_, fu(A) y dicho conjunto viene dado, con la notacion anterior por A = lim,_, F(B,) para todo

Be 7.

Demostracion. La primera parte la tenemos por el Lema 2.6., solo nos queda ver que la existencia y
unicidad del conjunto A pero aplicando el Teorema 2.1 (Teorema del punto fijo de Banach) a F' que es
aplicacion contractiva y a (7, h) espacio métrico completo, sabemos que existe un dnico punto A € 5%
que satisface las condiciones del teorema. Como sabemos que los puntos del espacio .7 son subconjun-
tos compactos de X, tenemos el resultado. O

Definicion. El conjunto fijo A € .7 descrito en el teorema anterior se llama atractor de la IFS.

Vamos a ver varios ejemplos de atractor como el Conjunto de Cantor en R, el Tridngulo de Sierpinski
en R? y un conjunto de funciones en C[0, 1].

Ejemplo 3. En primer lugar vamos a ver como es el atractor conocido como el conjunto de Cantor. Para
ello consideraremos las siguientes funciones,

fi:R—R fr:R—R
X _>x+2
X - X —+ -
3 3 3

Tenemos que las aplicaciones f; y f> son funciones contractivas. El atractor de la IFS {f}, f2} es el
conjunto ternario de Cantor. En la Figura 2.1 vemos las iteraciones tomando By = [0, 1].
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Figura 2.1: Iteraciones del conjunto de Cantor.

Ejemplo 4. Ahora estudiaremos el atractor conocido como Tridngulo de Sierpinski. Para ello conside-
raremos las siguientes funciones de R? en R?,

fi(x) = (l(/)2 1(/)2)X
»ﬁ@):(%zﬂﬁx+(ﬁﬂ
f(x) = (1(/)2 1(/)2)"7L (\}5/?4)

En la Figura 2.2 vemos como partiendo de distintos conjuntos Ao, las figuras geométricas de la izquierda
(un tridngulo rectdgulo y una casa), a las que se les aplica la IFS reiteradas veces n = 2,4, 6 hasta final-
mente n = 8 se transforman en ambos casos en unas graficas muy similares al tridngulo de Sierpinski.

52 I
N

v

‘,""

512‘ v X AN

. N

Y TV %N NN

Figura 2.2: IFS Tridngulo Sierpinski.

Por dltimo vamos a ver el caso de las funciones del espacio C|0, 1].
Ejemplo 5. Para este caso consideramos el espacio métrico
C[0,1] ={f:[0,1] — R continuas}

con la métrica

d(f,8) = If —8lle = sup{|f(t) —g()| : 1 € [0, 1]}
Sabemos de Analisis Funcional que este espacio métrico es completo con la métrica definida anterior-
mente. Consideramos ahora las aplicaciones

fi: C[0,1] — C[0,1] f2:C[0,1] — C[0, 1]
] 8
g— > g— 2 +h

donde h(t) = 2t(1 —t). En primer lugar notar que fj y f> son aplicaciones contractivas con factor de
contraccién 1/2. Ahora consideramos

F: 7 (C[0,1]) — 52(C[0,1])
B — fi(B)U f2(B)
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y tomamos como conjunto inicial la aplicacién nula By = {0}. A medida que vamos aplicando reiterada-
mente F' obtenemos los siguientes conjuntos:

By ={0,h} By ={0,h/2,h,3h/2}
= {kh/4:ke{0,...,7}}

Parece por tanto que el atractor es el conjunto
A={Ah: A €]0,2]}.
De hecho, podemos comprobar que es asi:

F(A) = fi(A)Ufr(A) ={1/2-h: 1 €[0,2]}U{L/2-h+h: 2 €[0,2]}
={Ah:2€[0,1]}U{Ah: A €[1,2]} =A

A raiz de los ejemplos anteriores surge la pregunta de ;hasta qué A, hay que llegar para que el
conjunto se “parezca’” al limite?

Los siguientes resultados nos proporcionardn una cota para la distancia entre una cierta iteracién y el
atractor.

Lema 2.8. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea f : X — X una aplicacion contractiva con factor
de contraccion 0 < s < 1, y sea xy € X el punto fijo de la aplicacion f, entonces, para todo x € X:

d(exy) < 1 -d(x, f(2)

Demostracion. En primer lugar hay que tener en cuenta que para un x € X fijo, la funcién d(x,y) es
continua para todo y € X, por tanto siendo f(xg) = x, tenemos

d(x.x7) = d(x, i f(x,)) = lim d(x. f(x2))

< Hm Y d(f(xm1), f(xm))

n—yoo
m=1

< 1fmd(r, ) (1 £ 54451 < 1%s d(x, F(x).

n—yoo

O]

El siguiente teorema es fundamental para el disefio de IFS cuyos atractores son cercanos a los con-
juntos dados.

Teorema 2.9 (The Collage Theorem, (Barnsley 1985)). Sea (X,d) un espacio metrico completo. Sea
B € S un conjunto dado y € > 0 dado. Tomamos una IFS {f; : X — X :i=1,2,...,n} con factor de
contraccion 0 < s < 1, tal que

h(B, U1 fi(B)) <

donde h es la distancia Hausdorff, entonces:

£

h(B,A) <
(B.A) < 1

donde A es el atractor de la IFS. Equivalentemente, para todo B € 7 :

h(B,A) < — -h(B,Ui_, fi(B))
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Demostracion. Basta aplicar el Lema 2.8 al espacio completo (7, h) y a la aplicacion contractiva F
definida en el Teorema 2.7 para obtener:

M(B,A) < - h(B,ULL, fi(B)).

Como hemos elegido una IFS cumpliendo que
h(B,UL,fi(B)) < €
se tiene el teorema. O

Veamos el teorema aplicado a un ejemplo.

Ejemplo 6. Consideramos Ey el tridngulo equilatero con vértices (0,0), (0,1) y (1/2,4/3/2), y las
funciones

fl(x):(l(/)z 1(/)2)"’ fa(x) = (1(/)2 1(/)2)"""(1(/)2)’ f3(x) = (1(/)2 192)""'(\][3/;14)7

que son aplicaciones contractivas con factor de contraccion s = 1/2 y definimos E, 11 = U,y 23 fi(En)-
Observamos que tenemos que E; C Eg+0y Eg C E1 + V3 por lo tanto d(E,Ey) =0y d(Ey,E1) = %

Figura 2.3: Aplicacién del Teorema 2.9 a las primeras iteraciones del Tridngulo Sierpinski.

obteniéndose h(Ey,E;) = ?. Si repetimos el proceso con E| y E; obtenemos h(E;, E;) = 1—\/65. En general

hWEy,Eyt1) = 2,% para n € N. Aplicando el teorema tenemos

1 3 3
h(En A) < Vi _ V3
1— 1/2 on+3 on+2

2.3. Algoritmos para dibujar fractales.

Hay diferentes tipos de algoritmos para representar fractales. En esta secciéon vamos a ver dos de
ellos.

2.3.1. Algoritmo determinista

El algoritmo determinista estd basado en la idea de directamente calcular la sucesion de conjuntos
B, definida en el Teorema 2.7, empezando desde un conjunto By.
En primer lugar vamos a ver mas en profundidad el ejemplo visto en la seccion anterior, Ejemplo 6.

Ejemplo 7. Como hemos visto anteriormente tomamos la IFS {f1, f2, f3} siendo las f; definidas en
el Ejemplo 6, que tienen factor de contraccién s = 1/2. Sea By el tridngulo equildtero con vértices
(0,0),(0,1) y (1/2,4/3/2) y veamos graficamente la evolucién del tridngulo segtin vamos aplicando la
IFS n veces, con n desde O hasta 8.
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Figura 2.4: Algoritmo determinista del Tridngulo Sierpinski.

Ejemplo 8. Ahora vamos a ver el algoritmo determinista del Dragén de Heighway. Volvemos a consi-
derar el conjunto inicial By el tridngulo equilatero, y las funciones

A= (15 5)x £ = (5 0x+ (),

que son aplicaciones contractivas con factor de contraccion s = 1/ V2, vedmoslo. Se puede comprobar
que f] = l/ﬁ U siendo
T\WV2/2 V2/2

matriz ortogonal. Por tanto
/1) = Al ||71 - L | < [Ux—=Uy|| =5 [l =l
x = Ux Uy| = Ux—-Uy| = x—=y|.
! 1 \/E \/E Y \/i \/E

Anédlogamente se comprueba que || f2(x) — f2(y)|| = % llx— |-
Definimos B,y 1 = U;—1 » fi(Bn)

o, 24,

Figura 2.5: Algoritmo determinista del Dragén de Heighway .

Pero este algoritmo no es el mds 6ptimo ya que tiene gran coste computacional. Por ejemplo, encon-
tramos problemas computacionales al realizar las iteraciones del copo de nieve de Koch, con un n > 5.

Ejemplo 9. En este ejemplo partimos de By un hexdgono regular centado en el origen, y las funciones

fi(x) = (\}5//26 ,ﬁ/(,)x Hx) = (7 1%)x+ (11//?) A= (" 1(/)3)x+ (2)3)
) = (157 0)x+ (1)) Fs) = (0 0)x+ (1) s =0 J)x+ (5

fr(x) = (1(/)3 1(/)3)X+ (l_/lﬁ)
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que son aplicaciones contractivas con factores de contraccién s; = 1/v/3y s; = 1/3 para i =2,...7

Figura 2.6: Algoritmo determinista del Copo de nieve de Koch.

2.3.2. Algoritmo probabilistico

El algoritmo probabilistico o de iteracién aleatoria, esta basado en la teoria ergédica (disciplina que
se dedica al estudio matemético del comportamiento promedio a largo plazo de los sistemas dindmicos).
La idea es que, a partir de una IFS {f; : X — X :i=1,...,N} y un conjunto B € s, modificar el
algoritmo asociando a cada aplicacién f; una probabilidad p; > 0, con Y/ | p; = 1. Asi partiendo de un
punto x; se van obteniendo otros puntos a partir de €I, aplicando una de las diferentes transformaciones
afines que forman la IFS dependiendo de la probabilidad de cada una de ellas. En anexos se encuentra un
ejemplo explicado detalladamente, veamos ahora su aplicacién en la generacién de dos fractales de gran
relevancia.

Ejemplo 10. Vamos a ver este algoritmo aplicado al ya conocido Tridngulo de Sierpinski y al Helecho
de Barnsley. Para el primero los valores de n serdn {1,2,4,6 y 8}, aumentando n en cada iteracién como
se ve en la imagen.

Figura 2.7: Algoritmo probabilistico del Tridngulo de Sierpinski.

En el algoritmo del Helecho de Barnsley, 7 ird aumentando y tomando los valores 100, 1000, 10000, 100000
y 1000000.

Los cédigos para implementar estos algoritmos en Matlab con los que se han elaborado las figuras
del trabajo aparecen incluidos en el Anexo.

Figura 2.8: Algoritmo probabilistico del Helecho de Barnsley.
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Capitulo 3

La medida de Hausdorff y la dimension de
los fractales

La nocién de dimesién es imprescindible para el estudio de la geometria fractal. A lo largo del grado
hemos estudiado diferentes nociones de dimensién, como la dimensién de un espacio vectorial, de una
variedad diferenciable, ..., sin embargo ninguna de ellas parece encajar para estudiar la dimensién de un
fractal. Por ejemplo el tridangulo de Sierpinski es un subconjunto de R? sin embargo no tiene drea pero
parece mayor que una recta o curva 1-dimensional. Entonces ;qué dimension tienen los fractales?

En este capitulo nos hemos basado mayoritariamente en Fractal Geometry de Kenneth Falconer [2], a lo
largo de €l estudiaremos la dimension de Hausdorff-Besicovich y la aplicaremos a algunos ejemplos ya
conocidos.

3.1. La dimension de los fractales

Antes de introducir el concepto de dimensién necesitaremos algunas definiciones.

Definicién. Sea U un conjunto no vacio de un espacio métrico (X,d), definimos didmetro de U como:
diam(U) = sup{d(x,y) : x,y € U}.

Si tenemos un conjunto A C X y existe una familia contable {U;}? | tal que para todo i se tiene que
0 < diam(U;) < 6 y ademds A C U2, U;, se dice que la familia {U;} es un d-cubrimiento de A.

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que p* : &2(X) — [0, 40| es una medida exterior
métrica si:

1. w*(0) =0.
2. SiA; C Ay, setiene u*(A;) < u*(Az).

3. Dados Aj,A»,... C X, se tiene

oo

w(JAw) < iu*(An>.

n=1
4. p*(AUB) =u*(A)+u*(B), YA,B C X coninf{d(x,y) : x €A,y € B} > 0.

El conocido teorema de Carathéodory nos dice que si * es una medida exterior, es decir, si cumple
las condiciones 1, 2 y 3 de la definicién anterior, el conjunto definido como

Y={AeX:u"(A)=u"(ANF)+u*(A\F)VF C X}
es una o-algebra y la restriccién de p* a X es una medida.

17
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Teorema 3.1. Sea (X,d) un espacio métrico y u* una medida exterior métrica. Dado A C X de Borel,
se tiene
U A)=u"(ANF)+u*(A\F) VFCX.

Demostracion. Como los conjuntos cerrados generan la o-dlgebra de los borelianos, es suficiente probar
que para todo conjunto F C X cumple la condicién del enunciado. De este modo, dado A C X con
p*(A) < oo, queremos ver que u*(A) > u*(ANF)+ u*(A\F). Sean B, = {x € A\ F : d(x,F) > 1/n},
que es una sucesion creciente de conjuntos cuya unién es A \ F, por ser F cerrrado. Ademds, por la
propiedad 4,

HH(A) > @ (ANF)UB,) = 5 (ANF) + ' (B,)

(A\

por lo que basta ver que u*(A\ F) = lim, o 4*(By). Sea C;; = Byy1 \ By Six € Cyy1, y € By y d(x,y) <

m, entonces
1 1 1

d(y,F) <d(x,y)+d(».F) < PTEE) R

Entonces inf{d(x,y) : x € C,11,y € B,} > 1/n(n+1). Por induccién se tiene que
k
p(Bags1) = 1 (Co UBog—1) = P (Cox) + ™ (Bok—1) = 1™ (Cox) + 1™ (Cok—2 UBoy—3) Z (C2))

y similarmente u*(By) > Z§:1H*(C2j71)- Como p*(B,) < u*(A) < oo, se sigue que Y7 4 (Cy)) y
Y p*(C2j—1) son convergentes. Tenemos, por la propiedad 3,

HEANF) < u*(B,) + Y 1 (C)).
j=n
Haciendo tender # a infinito tenemos
W (A\F) < liminfu*(B,) < limsupp*(B,) < p*(A\ F)
como queriamos demostrar. O

Ahora ya podemos presentar el concepto de medida de Hausdorff.

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico. Suponemos que A es un subconjunto de X y s > 0 un niimero
no negativo. Para todo 6 > 0, definimos

= mf{Z diam(U;)* : {U;} &-cubrimiento de A}.

Y definimos

A H*(A) se le llama la medida s-dimensional de Hausdorff de A.

Notar que el limite de la defincién anterior siempre existe para cualquier subconjunto A de X, no
obstante suele ser 0 0 co. Ademds se puede definir también, H*(A) como H*(A) = sups-.o{H5(A)}.

Vamos a ver que efectivamente es una medida.

Teorema 3.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces H* es una medida exterior métrica. Por tanto, la
restriccion de H' a los conjuntos de Borel de X es una medida.

Demostracion. Veamos que la medida H* es una medida exterior métrica:

1. En primer lugar, es claro que H§(0) =0, V6 > 0y por tanto H§(0) = 0.
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2. Dados A C B, todo 4-cubrimiento de B es también un §-cubrimiento de A y por tanto H§(A) <
H (B). Tomando limite § — 0, tenemos H*(A) < H*(B).

3. Sean A|,Ay,--- C X y & > 0. Probamos primero que

H (| JAn) < iHS
n=1

Podemos suponer que H(A,) < +eo Vn (en caso de no cumplirse la desigualdad es clara). Sea
€ >0, dadon € N, sea {A;,}_; un d-cubrimiento de A,, con H§(A,) < Y7, diam(A; )" —&/2".
Entonces {A; ,} es un 6-cubrimiento de |J* A,. Asi,

n:l n=1
Como € > 0 es arbitrario, llegamos a

Hy(UAn) < ¥ H(4n)
n=1

n=1

oo

(diam(A i A,)+e/2") = ZHS A,)+€

n=1 n=1

I

Vamos a probar ahora que H* (U, _; A,) <Y,_; H*(A,), para ello usaremos que H*(A) = lims_,o+ H§(A) =
sups~oHj(A), y por tanto Hj(A) < H(A), Vo >0y VA C X. Asi

oo oo

HS(UIA )félgéhHS UA 5lgg+r;Hg(An)<,;Hf(An).
P - -

4. Por dltimo sean A,B C X con inf{d(a,b) : a € A,b € B} > 0. Por (3), sabemos que H*(AUB) <
H*(A) +H’(B). Queda ver que H*(A) + H*(B) < H*(AUB). Tomemos 0 < 6 < inf{d(a,b) :a €
A,b € B}. Sea C, un d-cubrimiento de AUB. Llamemos [y ={n e N:C,NA# 0} ylg={n¢€
N: C,NB # 0}. Entonces tenemos que {C, },¢c;, s un §-cubrimiento de A 'y {C, },es, €s un 8-
cubrimiento de B. Ademas, Iy NIg # 0 ya que si existiese n € N tal que existe una € C,NA y un
b € C,NB, tendriamos d(a, b) < 8,y eso es imposible por la eleccion de §. Asi,

Y diam(C,)’ > ) diam(C,)’ + Y diam(C,)* > H§(A) + H}(B).

neN nely nelp

Como esto ocurre para cada d-cubrimiento de AU B, tenemos H§(A U B) > H5(A) +H§(B). To-
mando el limite cuando & tiende a 0", nos queda H*(AUB) > H*(A) + H*(B).

O

La medida de Hausdorff generaliza las ideas de longitud, drea y volumen, existiendo una relacién

entre ella y la medida de Lebesgue. Si tenemos un conjunto de Borel, A de R” se tiene la siguiente

relacién H"(A) = émn(A), donde ¢, es el volumen de una bola n-dimensional de didmetro 1. Y nos

queda ver como se comporta esta medida con las aplicaciones.

Proposicion 3.3. Sea (X,d) un espacio métrico, A C X y f: A — X una aplicacion que satisface que
d(f(x),f(y) < c-d(x,y)* para todo x,y € A con ¢ >0y o > 0 constantes. Entonces para cada s

HE (£(A)) < cHHY(A).
Demostracion. Si {U;} es un §-cubrimiento de A, entonces como
diam(f(ANU;)) < c-diam(ANU;)%) < ¢ - diam(U;)*
tenemos que { f(ANU;)} es un co*-cubrimiento de f(A). Por lo tanto

Zdiam( fANU)@ < ca Zd1am s/a % (f(A)) < ¢/*H(A).

tomando infimos. Ahora si hacemos tender 6 a 0 obtenemos el resultado. O
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Notar que para todo conjunto A C R" y 1 > & > 0, H§(A) es no-creciente con respecto a s, por lo
tanto H*(A) igual. Tomando ¢ > sy {U;}* , un d-recubrimiento de F se tiene:

Y diam(U;)" < Y diam(U;)"* diam(U;)* < 6'*) diam(U;)*

y tomando infimos H'(A) < 6’ *H*(A). Por lo tanto haciendo tender 8 a 0, si H*(A) < o se tiene que
H'(A) = 0 para todo 7 > s.

Definicién. En las condiciones anteriores vemos que existe un valor de s en el que la funcién H°(A) da
un salto de o a 0. A este valor critico se le llama la dimensién de Hausdorff-Besicovitch y se denota
como dimyA. Formalmente lo definimos como

dimyA = inf{s > 0: H*(A) = 0} = sup{s > 0: H*(A) = oo},

entonces tenemos que
o si 0<s<dimyA

S(AY —
H'(4) = { 0 si s> dimgA.

Ahora tenemos ya todas las herramientas para calcular la dimensidn de los fractales. Usando las
IFS tenemos la ventaja de que la dimension del atractor es habitualmente f4cil de calcular o estimar en
funcién de las contracciones. Los resultados que vamos a estudiar solo se aplican a contracciones del tipo
d(fi(x), fi(y)) =ci-d(x,y), con 0 < ¢; < 1 el factor de contraccién. Cada una de estas aplicaciones llevan
a los distintos subconjuntos de R” a conjuntos similares méds pequefios. Ademads toda transformacion f
que cumpla dicha condicidn tiene la propiedad de escala.

Proposicién 3.4 (Propiedad de escala). Sea (X,d) un espacio métrico y f una transformacion que
satisface que d(f(x), f(y)) = A -d(x,y), con 0 < A el factor de escala. Si U C X es un conjunto abierto,
entonces

H(f(U)) = REU),

Demostracion. Sea U C X y f aplicacion satisfaciendo la hipétesis del enunciado. Si tenemos {U;} un
d-cubrimiento de U, entonces { f(U;)} es un A-cubrimiento de f(U), entonces

Y diam(f(U;))* = A*Y diam(U;) = Hj5(f(U)) < A'H5(U).

Tomando infimos y haciendo que & tienda a 0 obtenemos H*(f(U)) < A*H*(U). Por otro lado si susiti-
tuimos A por % U por f(U)y f por f~! tenemos la desigualdad opuesta.
O

Algunos de los conjuntos que cumplen esta condicién son el copo de nieve de Koch, el conjunto de
Cantor o el tridngulo de Sierpinski.

Vemos que bajo ciertas circunstancias un conjunto semejante A tiene la dimensién de Hausdorff igual
a la medida de Lebesgue para un cierto valor de s satisfaciendo que
S
1

ci =1

on

i=1

y atin mds este conjunto A tiene una H*-medida positiva y finita. Si A = U" | fi(A) uni6n “casi disjunta”,
aplicando la caracteristica de estas funciones se tiene

™

HY(4) = mmmnzidmm»

Si ademas asumimos que 0 < H*(A) < oo, en el valor de “salto” s = diamy A se satisface las condi-
ciones anteriores.
Para poder utilizar este razonamiento tenemos que especificar que significa la unién “casi disjunta”.
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Definicién (Condicién de conjunto abierto). Sea (X,d) un espacio métrico. Sean f; aplicaciones como
las enunciadas anteriormente. Se dice que f; satisface la condicién de conjunto abierto si existe V un
conjunto abierto y acotado distinto del vacio tal que

Urwv)cv
i=1

con la unién disjunta.
Veamos algin ejemplo que satisfaga esta condicién.

Ejemplo 11. Consideramos las aplicaciones contractivas del tridngulo de Sierpinski del Ejemplo 4,y
consideramos V como el interior del tridngulo equilatero con vértices (0,0), (0,1)y (1/2,v/3/2).

Figura 3.1: Conjunto inicial V' y la primera iteracién aplicada a V

Como podemos observar, en este caso se cumple que parai=1,2,3, f;(V) C V, por lo tanto U filv)c
i1
V, satisfaciendo la condicién de conjunto abierto.

Ahora nuestro espacio métrico (X,d) es R".

Lema 3.5. Sea {U;} una coleccion de conjuntos abiertos disjuntos de R" tal que cada conjunto Uj;
contiene una bola de radio ar y estd contenido en una bola de radio ayr. Entonces toda bola B, de

radio r intersecta a los sumo (%)” de las clausuras de los U;, U,.

Demostracion. Sea B, una bola de radio r. Supongamos que la interseccién U; con B, es no vacia. Te-
nemos que U; estd contenido en una bola concéntrica con B, de radio (1 + 2ay)r, puesto que U; estd
contenido en una bola de radio a,r y por tanto diam(U;) < 2a,r. Ahora supongamos que k de los conjun-
tos U; cortan a B, y los reordenamos llamandolos V;, con j = 1,...,k. Llamemos B ; a la bola de radio
ajr contenida en V;, y sea B la bola de radio (1 + 2a;)r que contiene a todos los V;. Por tanto

Uljc‘leLj C Uljzlvj C B

Entonces tenemos que
Voln(Ulj;lBl,j) < vol,(B).

Como los By ; son bolas disjuntas,
vol, ( J 1B1,j) = ZVOI (B1,j) =k-(ay-r)"-vol(By).

Por otro lado
vol,(B) = (14 ay)"#"vol,(By)

y asi
k(al)” < (1 +2a2)"

obteniéndose asi el resultado buscado. O
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Teorema 3.6. Sea el espacio métrico R" con la métrica usual y sea {f; : X — X :i=1,2,...,m}
una IFS donde las transformaciones f; con i = 1,...,m, satisfacen que d(fi(x), f;(y)) = ci-d(x,y), con
0 < ¢; < 1 el factor de contraccion y la condicion de conjunto abierto. Si el conjunto A es el atractor de
la IFS, esto significa que

A={]fi(4)
i=1

entonces dimgA = s, donde s vienen dado por

on

s _
c; =1.

1

Ademds, para este valor de s se satisface 0 < H*(A) < oo,

Solo abordaremos la primera para de la demostracién, la desigualdad dimy A, debido a la extensién
de la segunda y que su inclusién no es de gran relevancia para este trabajo.

Demostracion. En las condiciones del enunciado suponemos que s satisface }.;” | Cf = 1. Denotamos
como % al conjunto de las k-tuplas (iy,...,i) con 1 <i; < m. Llamemos A;, ;= (fi,o---0 fi,)(A).
Para el conjunto A tenemos

A= Uﬁ = fi(A)U...U fu(4)

por lo tanto

) = U AR A) = Ai(A(A) U...U ful 1 (A)

i=1

A) = U A(AA) = fi(AA) U....U ful(A)

i=1

y asi
m m
A=fA) U U@ = U@ = U Ay
i=1j=1 {i,j}eH
Reiterando podemos expresar

m

A= U (fiefie)@) = U A

ijk=1 {i,jkres

Con este cambio de notacidn, tenemos

Vamos a probar que estos cubrimientos de A nos porporcionan una estimacién superior adecuada de
la medida de Hausdorff. Como la composicion f;, o---o f; es una aplicacion que también satisface la

condicién del enunciado con factor de contraccién ¢;, - ... - ¢;,, entonces
Y diam(A;,...;)° =) (ci, - ..~ ¢;,)’ - diam(A chl (). ¢})-diam(A)* = diam(A)’.
Ik B I

Para cualquier 6 > 0, podemos tomar k de forma que satisfaga

i) < (mixc;)*diam(A) < §
l

3oy

por lo tanto tenemos que H§(A) < diam(A)* como esto ocurre para todo 6 > 0, H*(A) < diam(A)°® < oo
Y por lo tanto dimy A > s. ]
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3.2. Ejemplos de calculo de la dimension

En esta seccién vamos a aplicar el dltimo teorema de la seccién anterior a varios ejemplos de fractales
conocidos.

1. El conjunto de Cantor. Como hemos visto en el Ejemplo 3 tenemos que fi(x) =x/3y fo(x) =
x/3+42/3, con factores de contraccién ambos 1/3. Sea A el atractor de nuestra IFS {f; : R —
R :i=1,2} conocido como el conjunto de Cantor. Como nos encontramos en las condiciones del
Teorema 3.6, por tanto tenemos que dimy A = s siendo s:

o
2,
I
-

Il
—

Es decir,
(1/3)°+(1/3)°=2(1/3)*=1.

log?2

fog3 < 1.

Por tanto la dimensién del conjunto de Cantor es s =

2. El triangulo de Sierpinski. Como ya hemos visto en el Ejemplo 4, las funciones que forman
nuestra IFS {f; : R> — R? : i = 1,2,3} tienen factores de contraccién ¢; = 1/2 parai=1,2,3.
Sea A el atractor de esta IFS. Volvemos a encontrarnos en las condiciones del Teorema 3.6, por
tanto tenemos que dimy A = s siendo s:

3
;=1

=1

Por tanto,
(1/2)°+(1/2)° 4+ (1/2)* =3(1/2)* = 1.

log3

log?2 > 1.

Es decir la dimensién del tridngulo de Sierpinski es s =

3. El copo de nieve de Koch. Por dltimo vamos a aplicar el teorema al fractal conocido como el
copo de nieve de Koch. Como hemos visto en el ejemplo 9, las funciones que forman la IFS
tienen factores de contraccién ¢; = 1/4/3 y ¢; = 1/3 para para i = 2,...,7. Sea A el atractor de
esta IFS. Estamos en las condiciones del teorema 3.6, por tanto tenemos que dimy A = s siendo s:

s
c; =1

7
=1

1 d 1s_ Ls s _
(ﬁ) +l§£(§) _(\/§) +6(1/3)* =1.

Y es facil ver que la solucién para dicha ecuacién es
s =2.

La dimensién de nuestro ejemplo del copo de nieve de Koch es 2, no obstante hay que tener en
cuenta que tiene especial relevancia la frontera de este conjunto, conocida como la curba de Koch,
que también es un fractal pero de dimensién aproximadamente 1,26. Vedmoslo.

La curva de Koch resulta como atractor de la IFS que tiene como funciones:

A= (17 %) 70 = (51 s 2+ ().

7500 = (6 e 1%+ (i) 720 = (" p)x+ (5.
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Como podemos observar las funciones que forman nuestra IFS {f; : R> — R?:i = 1,2,3,4}
tienen factores de contraccion ¢; = 1/3 parai = 1,2,3,4. Siendo A el atractor de esta IFS. Volvemos
a encontrarnos en las condiciones del Teorema 3.6, por tanto tenemos que dimy A = s siendo s:

-

s _
c; =1
1

(1/3)"+(1/3)"+ (1/3)"+(1/3)" =4(1/3)’ = 1
_ log4
s = @.

Es decir la curva de Koch es ig%.

3.3. Otra nocion de dimension: la dimension caja (dimp)

En esta seccién vamos a presentar otro concepto de dimensién de gran relevancia, la dimensidn caja.
Esta nocién de dimension es una de las més utilizadas gracias a su relativa facilidad de célculo y su
estimacion empirica. La idea de esta dimensién es calcular el nimero de conjuntos de didmetro a lo
sumo O que son necesarios para cubrir nuestro conjunto.

Definicién. Sea F un conjunto no vacio y acotado de R". Sea Ng(F) el menor nimero de conjuntos de
didmetro a lo sumo 0 necesarios para cubrir F. La dimensién de caja superior de F se define como

— logNs(F
dimpF = limsup L‘S().
50+ —log 6

La dimensién de caja inferior de F se define como

log N (F
dimgF = liminf —2-0\/ s(F)
-0t —logd

Si ambas dimensiones coinciden entonces se llama a dicho valor como dimensién caja de F

|
dimgF = lim logNs(F).
s§—0+ —logd

Para ilustrar el cdlculo de esta dimensién y su relacién con la dimensién de Hausdorff-Besicovich
veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 12. En primer lugar vamos a calcular la dimensién caja del conjunto de Cantor. Como hemos
visto en la seccién anterior la dimensién de Hausdorff-Besicovich para este fractal es dimyA = ig%,
vamos a comprobar que coincide con la dimensién caja.

Teniendo en cuenta el atractor visto en el Ejemplo 3, parece que el cubrimiento l16gico en la iteracién
k seran 2% intervalos Ej de longitud 3%, 1o que nos lleva a que Ns(A) < 2% si 37% < § < 37¥+! se tiene
que

— log N5 (A log 2 log2
dimpA = lim sup gia() < limsup g = Chl
s—o+ —logd koo —log3k— log3
Por otro lado, cualquier intervalo de longitud § con 3 ¥~! < § < 37* interseca como mucho uno de los k-
intervalos de longitud 37*. Como hay 2¥ intervalos de longitud 8 necesarios para cubrir nuestro conjunto
A, entonces Ng(A) < 2% 1o que nos lleva a que dimpA = %. Por lo tanto dimgA = % = dimg F como
queriamos demostrar.
Es decir, la dimension caja del conjunto de Cantor es % coincidiendo con la dimensién de Hausdorff-

Besicovich.

Ahora vemos un ejemplo en el que la dimension caja y la de Hausdorff-Besicovich no coinciden.
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Ejemplo 13. Definimos A = {0,1,1/2,...} un conjunto compacto en R y vamos a calcular su dimensién.
En primer lugar, para calcular su dimension caja tomamos 0 < 0 < 1/2 y sea k un entero que satisface
que =k ) >8> Sk Sea U un abierto de R tal que diamU < 9, entonces U puede cubrir como mucho
1

k+1
alos puntos {1,1/2,...,1/k}, yaque 1~ — 1 = &1 > §, entonces al menos k conjuntos de didmetro &
son necesarios para cubrir A. Por tanto Ng(A) > k, es decir

logNs(A) < logk
—logé ~ logk(k+1)

Tomando limite superior cuando & tiende a 0" y cuando k tiende a oo, tenemos diimBA 1/2.
Por otro lado tenemos que si 1/2 > § > 0, tomando k tal que =3 )k >0 > WD) +1) entonces k + 1
intervalos de longitud & cubren el intervalo [0, 1/k| dejando k — 1 puntos de B para los que son necesarios

otros k — 1 intervalos. . Por tanto Ng(A) < 2k, es decir

logNs(A) . log 2k
—logé  logk(k—1)

Tomando limite inferior cuando & tiende a 0™ y cuando k tiende a oo, tenemos dimgA < 1/2. Por tanto
dimgA = 1/2, es decir, la dimensién caja de B es 1/2.

Veamos ahora que la dimensién caja no coincide con la dimension de Hausdorff-Besicovich. Resulta
complejo calcular este conjunto como atractor de una IFS, pero tenemos demostrado que H® es una
medida para cada s > 0. Por ser medida se satisface:

H(A) =H ({0} U O {1/n}) <H*({0}) + iH“'({l/n}) =
n=1 n=

Por tanto, dimg (A) = inf{s > 0: H*(A) = 0} = 0. Junto con lo anterior observamos que la dimensién
de Hausdorff-Besicovich es estrictamente menor que la dimensién caja como queriamos demostrar.

Como hemos podido observar, en general dimy < dimg y no tienen por qué coincidir, no obstante en
las condiciones del Teorema 3.6 coinciden.
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Anexos

En esta parte se muestran dos ejemplos de los codigos utilizados para el dibujo de los diferentes
fractales que se han visto a lo largo del trabajo.

Codigo determinista

En primer lugar mostramos el cédigo de Matlab para el dibujo del tridngulo de Sierpinki a partir de
un tridngulo equildtero aplicando el algoritmo determinista.

-
%Caso concreto en el que lo vamos a aplicar
n = 3;

trans = {[0.5 0 0.0; 0 0.5 0.00; 0 O 1],[0.5 0.0 0.0; 0.0 0.5 0.00;
0.5 0 11,[0.5 0 0.0; 0 0.5 0.00; 0.25 (sqrt(3))/4 1.01};
shape = [0 0 1; 1 0.0 1; 0.5 (sqrt(3))/2 1]; % figura inicial

% Aplicacion de la funcion a los datos anteriores.
IFS(trans,shape,n)

function p = IFS(trans,shape,n)
temp = shape;
[iw,ik]=size (shape) %nos da el n de filas (iw) y de columnas(ik).

tr = size(trans,2); Y%numero de aplicaciones contractivas
%len = length(trans);%Notar que nos calcularia lo mismo que size[2]
templ = zeros (iw,ik*tr~n);
w = 1;
for i = 1:n

k =1,

for j = 1:tr

for m = 1:w

templ (:,1+(k-1)*ik:ik+(k-1)*ik) =
k =k + 1;

end

W = W *x tr;

temp = templ (:,1:ikx*w);
end
points = temp;

m = size(points,2);
%Notar que iw=numero de puntos de nuestra shape fuese uno no habria
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harea por lo que no ser a necesario rellenar nada.
if iw > 1

fill (points(:,1:ik:m),points(:,2:ik:m),’.’);
else
plot (points(:,1:ik:m) ,points(:,2:ik:m),’.’,’MarkerSize”’
»1) 5
end

end

Codigo probabilistico

En segundo lugar vamos a ver el cédigo del modelo probabilistico aplicado al Helecho de Barnsley.
Partimos del punto xo = (0,5,0,5). A cada apliacién afin A;x + b; le asociamos una probabilidad, para
i =1 tenemos 85 %, para i =2 un 7%, para i = 3 otro 7% y por tltimo para i = 4 tenemos 1 %. Ahora
generamos un nimero aleatorio rr entre 0 y 1, dependiendo del intervalo en el que se encuentre nuestro

nimero aplicamos la aplicacién correspondiente, y lo reiteramos n — 1 veces.
p

n=100;
xx=ones (2,n);
xx(:,1)=[0.5; 0.5];

p=[0.85,0.92,0.99,1.00]; %Limites de los intevalos
A1=[0.85,0.04;-0.04,0.85];

b1=[0;1.6];
A2=[0.20,-0.26;0.23,0.22]1;
b2=[0;1.6];

A3=[-0.15,0.28;0.26,0.24];
b3=[0;0.44];
A4=[0.,0.;0.,0.16];
b4=[0;0];

for i=1:n-1
rr=rand (1) ;
if rr<p(1)
xx(:,1i+1)= Alxxx(:,i)+bl;
elseif rr<p(2)
xx(:,1i+1)= A2*xx(:,1)+b2;
elseif rr<p(3)
xx(:,i+1)= A3*xx(:,1)+b3;

else
xx (: ,i+1)= Adxxx (: ,i);
end
end
plot (xx(1,:),xx(2,:),?.’, ’MarkerSize’ ,1);

axis([-3 3. 0 10.5]);

=
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