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Abstract

Reliability is a very important field of mathematics, aimed at keeping systems in good condition to
prolong their lifetime, by predicting when they are going to fail, or by defining maintenance policies to
avoid failures.

This bachelor’s thesis begins with an introduction to some basic concepts in reliability and its mea-
sures, such as the reliability function and the failure rate, as well as some distributions frequently used in
reliability. Next, the concept of maintenance of a system is described, along with the two different types
of maintenance, preventive and corrective, which are carried out before or after failure, respectively.

We focus on systems that can be in one of three states: good, defective or failed. The state of the sys-
tem remains hidden unless it is inspected. In Chapter 2, we build a model for inspection and maintenance
of a system, which is the central topic of this study. The main objective is to determine both the optimum
inspection frequency and the optimum time for system replacement to minimize maintenance costs. After
programming an algorithm, we carry out a sensitivity analysis to see how the decision variables respond
to changes in the model parameters.

In Chapter 3, we modify the model by introducing a downtime cost while the system is in the defec-
tive state until it is detected on inspection. The numerical results are analysed in order to see how this
modification affects the decision variables, first by changing the parameter associated with this new cost,
and then using the same values for the rest of the parameters in the previous model to compare the two
models.

The main conclusions of the work provide maintenance rules that can be useful in practice.
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Capitulo 1

Introduccion

Un objetivo muy comun es buscar que los productos y méquinas que tenemos duren lo maximo
posible e intentar prevenir que estos fallen. En los casos mas graves, los fallos de un sistema pueden
poner en riesgo la integridad de las personas o, al menos, provocar pérdidas econdmicas. De ahi el
interés en evitarlos.

Este objetivo es particularmente importante en las empresas. Si las maquinas para la produccién de
sus productos fallan, se pueden producir costes elevados, ya que mientras la produccién estd parada, no
se pueden fabricar (por ende vender) nuevos productos, lo que supone dejar de obtener beneficios.

Cuando hablamos de fiabilidad de un sistema nos referimos a su capacidad para funcionar durante un
periodo determinado o cuando su uso es requerido. En el dmbito de la fiabilidad tiene especial relevan-
cia el mantenimiento de los sistemas para evitar que estos fallen. Estas operaciones preventivas tienen
también un coste asociado, de modo que es importante aplicar las éptimas, es decir, las que resulten lo
menos costosas. Eso significa que habrd que determinar tanto la periodicidad con que deben realizarse
los mantenimientos, como el momento en que no compensa hacer mds y es mds conveniente reemplazar
el sistema por otro nuevo.

Decimos que un sistema falla cuando deja de cumplir su funcién correctamente. El fallo puede ser
mads o menos grave, llevando incluso a la sustitucién del sistema. En la mayoria de los casos, se producen
fallos leves por uso o deterioro que pueden ser evitados con el adecuado mantenimiento, o reparados sin
necesidad de cambiar todo el sistema completo.

Los sistemas fallan de modo aleatorio y la forma en la que medimos el tiempo hasta el fallo puede
variar dependiendo del producto, podemos hablar de horas, dias, etc, e incluso en algunas ocasiones
si nuestro sistema lleva a cabo una operacion constantemente, nos puede interesar expresar el tiempo
como el nimero de operaciones que puede llevar a cabo el sistema hasta que falle. Es preciso introducir
medidas que cuantifiquen en cada instante la fiabilidad de un sistema. A partir de ellas estableceremos si
es preciso realizar un mantenimiento preventivo.

1.1. Medidas de la fiabilidad

En fiabilidad utilizaremos principalmente variables aleatorias continuas, las cuales sirven para medir
magnitudes como la duracién de un sistema o su resistencia. En este TFG, la variable de interés serd el
tiempo hasta el fallo, X, y nos restringiremos, por tanto, a variables aleatorias, positivas. Las principales
medidas de la fiabilidad son:

» Funcién de densidad f(x). El producto f(x)Ax expresa la probabilidad de que el fallo ocurra en el
intervalo infinitesimal [x,x + Ax],.

» Funcién de distribucién F(x). Expresa la probabilidad de que el fallo ocurra antes del instante x.
F(x)=P(X<x)
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» Funcién de fiabilidad R(x). Nos da la probabilidad de que el sistema funcione correctamente du-
rante una longitud de tiempo x. Es decir, R(x) = P(X > x).

= [a esperanza de esta variable recibe el nombre de MTTF (mean time to failure), o en espaiiol, el
tiempo medio hasta el fallo.

MTTF = /wxf(x) dx
0

Y se puede expresar en funcién de R(x).

MTTF:/OQR(x)dx (1.1)
0

» Tasa de fallos A(x). Esta medida tiene particular interés y estd relacionada con la probabilidad de
que el sistema falle en el intervalo infinitesimal (x,x 4 Ax), habiendo sobrevivido al instante x, es
decir

AX)Ax=P(X<x+Ax|X>x)

Aplicando la definicién de probabilidad condicional, tenemos que

PX < x4 Ax|X >x) = IXZINXSx+A0]  Pr<X<x+Av)  fl)Ar

P(X > x) P(X>x) R(x)
Y obtenemos la siguiente formula
fx)
Alx)=2—=
() =% )
Ahora sabiendo que f(x) = —<£R(x), sustituimos en la ecuacién.
1 d
Alx)=————R
(x) R(x) dx (x)

Integrando entre 0 y x a ambos lados de la ecuacién,

/O "2 (w)du = —n[R(x)]

Por dltimo, aplicando la exponencial a ambos lados de la ecuacién, obtenemos la relacién entre la tasa
de fallos y la funcién de fiabilidad.

R(x) = exp {— /O xk(u)du} (1.2)

En algunos ocasiones la tasa de fallos es siempre constante, es decir, la tasa con la que falla el sistema
es independiente de su edad (A(x) = A Vx). Sin embargo, lo mds habitual es que la tasa de fallos vaya
aumentando con el paso del tiempo debido al uso y deterioro del sistema.

En estos casos tendremos en cuenta el tiempo que el sistema lleva funcionando x( para calcular la
probabilidad de que siga funcionando durante un tiempo adicional x.

Definimos R(x |xp) como la fiabilidad de un sistema que ha operado sin fallo durante un tiempo xo.
Es decir,

R(x|x0) =P(X>xo+x|X>x0) x,x>0

Utilizando la definicién de la probabilidad condicional llegamos a la siguiente expresion

R(x+x0)

R(x|xo) = R(xo) X,

xo >0

Aplicando la igualdad en 1.2
X0+X
R(x|xp) = exp [—/ l(u)du]

X0
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Y derivando esta expresion respecto a xg, obtenemos

9 taf ) = ) A + DR
X0

Esta expresion nos da una relacién entre las distintas magnitudes. Como la funcién de fiabilidad es
siempre positiva, para que la fiabilidad mejore, es decir, a%}R(x | xo) > 0, necesitamos que A(xp) >

A(xp + x), es decir que la tasa de fallos sea decreciente. Sin embargo, lo mds comin es que la tasa de
fallos aumente con el tiempo, provocando que la fiabilidad empeore.

1.2. Distribuciones habituales en fiabilidad

Vamos a introducir algunas distribuciones usadas en fiabilidad. Todas ellas son asimétricas positivas,
lo cual es una caracteristica realista al modelar tiempos de fallo en sistemas que se deterioran con el uso.

1.2.1. Distribucion Weibull

Decimos que X tiene una distribucion Weibull de parametros m'y 6 (X ~ Weibull(m, 6)) si su funcién

de densidad es: 1
=5 (5) e[ ()] w20

donde m es el parametro de forma y 6 es el parametro de escala.
Su funcién de distribucién es

F(x)=1—exp [— (%)m] x>0

Y su funcidn de fiabilidad es: o,
R(x) = exp [— (%) } x>0

El tiempo medio hasta el fallo de esta distribucion es:
1
MTTF =0T <1+>
m
Siendo I'(7) la funcién gamma de Euler definida como
I'(r) :/ X le ™ dx >0
0

Se advierte que cuando 6 crece también lo hace el valor del MTTF, de modo que un mayor pardmetro de
escala conlleva un sistema de mayor fiabilidad.
Por tltimo, esta distribucién toma como tasa de fallos:

Alx) = m (g)mil x>0

El valor del pardmetro m nos indica como evoluciona la tasa de fallos con el tiempo
= m < 1, la tasa de fallos decrece con el tiempo.
= m > 1, la tasa de fallos crece con el tiempo.

= m = 1, la tasa de fallos permanece constante, y obtenemos la distribucién exponencial.
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1.2.2. Distribucion exponencial

La distribucién exponencial es un caso particular de la Weibull cuando m = 1, es decir, si X ~
Weibull (1, 1) entonces X ~ Exp(A).
El pardmetro A determina la tasa de fallo del sistema

Ax)=4 x>0
Sus funciones son:

= Funcidén de densidad:
» Funcion de distribucion:
» Funcion de fiabilidad:

= MTTF: {
MTTF = —
A

Observamos que a medida que A es mayor, la media se va reduciendo. Esto tiene sentido porque 4
es la tasa de fallos, y si ésta aumenta, la probabilidad de que ocurra un fallo mas pronto es mayor.
1.2.3. Distribuciéon gamma

Una variable aleatoria X tiene una distribucién gamma con pardmetros a > 0y p > 0 si su funcién
de densidad es:

_ p—1 _—ax
f(x)—r(p)x e x>0
donde I'() es la funcién gamma de Euler.
Esta distribucién no tiene una funcién de distribucién y una funcién de fiabilidad explicitas.
La distribucion exponencial también es un caso particular de ésta, ya que si X ~ I'(1,4), entonces
X ~ Exp(A)
El tiempo medio hasta el fallo de la distribucién gamma estd dado por:

MTTF =P

a

Como podemos ver, un aumento del pardmetro p provoca un incremento del MTTF, pero con el
pardmetro a se obtiene el efecto contrario, disminuyendo la media a medida que éste aumenta.

1.3. Tipos de mantenimiento

El mantenimiento es habitual en todos los sistemas para prolongar su vida ttil. El ejemplo més no-
table es el de los coches que se suelen revisar periddicamente con el objetivo de extender su tiempo de
uso sin fallo. Los sistemas de seguridad tales como extintores y mecanismos antiincendios son someti-
dos también a inspecciones y mantenimientos programados. Se diferencian dos tipos de mantenimiento
dependiendo de cuando se aplican, el mantenimiento correctivo, el cual se lleva a cabo después de que
el fallo haya ocurrido, y el mantenimiento preventivo, aplicado antes del fallo para prevenirlo. A la hora
de decidir si aplicar un mantenimiento preventivo al sistema se tienen en cuenta diversos factores como
los costes que se derivan de realizarlo y las consecuencias de no hacerlo. En este dltimo caso se encon-
trarian, por ejemplo, las consecuencias por fallos en mecanismos de seguridad, que pueden derivar en
graves consecuencias incluso para la vida.
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1.3.1. Mantenimiento correctivo

El objetivo del mantenimiento correctivo es que el sistema recupere el estado operativo a la mayor
brevedad. Por este motivo, el nimero de fallos que tiene el sistema y el tiempo que se tarda en repararlos
tienen que ser tenidos en cuenta ya que, ambos interfieren en que aquél este disponible para ser utilizado.
Un mantenimiento correctivo se lleva a cabo si su coste se ve compensado por el tiempo de vida util
que se aflade. Cuando no es asi, se opta por reemplazar el sistema por otro nuevo. Se advierte que ese
tiempo adicional de funcionamiento es una variable aleatoria lo cual conduce a la definicién de una nueva
medida, la disponibilidad.

La disponibilidad A(¢) se define como la probabilidad de que un sistema este funcionando correcta-
mente en un instante dado ¢.

En ocasiones puede tener mds interés determinar la disponibilidad en un intervalo definida como

AY(T) = ;/OTA(z)dz

que expresa la media de la disponibilidad puntual en un intervalo de tiempo 7.
También podemos definir la disponibilidad asintética (si es que existe) como el limite de la disponi-

bilidad en un intervalo .

A¥(e0) = lim — [ A(r)dt

1.3.2. Mantenimiento preventivo

El mantenimiento preventivo se realiza antes del fallo para mejorar la fiabilidad del sistema a largo
plazo, evitando posibles fallos para garantizar que esté disponible cuando lo necesitemos. Este es el caso
de los mantenimientos programados de un coche, que implican cambio de aceite, filtros, etc., los cuales
se realizan cada cierto tiempo, por ejemplo anualmente, o cuando se recorren un nimero predeterminado
de kilémetros, por ejemplo, 20000 km.

Para explicar el efecto del mantenimiento en la fiabilidad empezaremos considerando una situacién
idealizada en la que tras un mantenimiento, el sistema vuelve a estar como nuevo. Este supuesto es
razonable en las etapas iniciales de uso de un sistema. Por el contrario, no resulta ttil en un sistema que
ya lleva funcionando un tiempo largo. En este caso el mantenimiento supone una puesta a punto pero en
ningin caso puede dejar el sistema como cuando empezé a funcionar.

Denotaremos R(x) la fiabilidad de un sistema sin mantenimiento, y Ry (x) la fiabilidad de un sistema
con mantenimiento que se realiza periddicamente en intervalos de tiempo 7' > 0.

En instantes x < T, como todavia no se ha aplicado ningiin mantenimiento al sistema, la fiabilidad
de ambos sistemas es equivalente.

Ry(x)=R(x) 0<x<T

Al aplicar un mantenimiento en T que lo deja como nuevo, el deterioro que haya sufrido antes del tiempo
T no afecta en el futuro. Luego para sobrevivir a un instante x, 7 < x < 27, se tiene:

Ry(x) =R(T)R(x—T) T <x<2T

El segundo término es el resultado de que en T el sistema vuelve a estar nuevo, es decir, es como volver
a empezar.

Y esto se puede generalizar para cualquier n € N, obteniéndose la siguiente expresién general del
sistema bajo mantenimiento preventivo:

Ry(x) =R(T)"R(x—nT) nT <x<(n+1)T (1.3)
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In R(t)

Y

|
|
I
|
|
|
!
| I
1
0 T

Figura 1.1: Efecto del mantenimiento preventivo idealizado en la fiabilidad

La figura 1.1 describe el incremento de la fiabilidad al aplicar el mantenimiento preventivo en in-
tervalos de tiempo 7. Se advierte, ademds, cdmo la diferencia, respecto al sistema sin mantenimiento,
aumenta a medida que éste envejece. Es decir, un sistema con un buen mantenimiento tiene una proba-
bilidad més elevada de alcanzar duraciones largas.

Para hallar el tiempo medio hasta el fallo (MTTF) de este sistema primero partimos de la igualdad
dadaen 1.1, es decir,

MTTF:/ Ry (t)dr.
0

Para calcular esta expresion, dividimos la integral en intervalos de longitud 7.

oo (n+1)T
MTTF =) / Ry (t)dt
n=0"nT

Sustituimos Ry (¢), por la expresion en 1.3,

oo (n+1)T
MTTF = 2/ R(T)"R(t —nT)dt
n=071T

Aplicando el cambio de variable u =t —nT,

0 T
MTTF =Y R(T)" /0 R(u)du
n=0

Por dltimo, evaluando la serie geométrica,

-
LR =)

se obtiene la expresion del tiempo medio hasta el fallo del sistema bajo mantenimiento preventivo idea-
lizado.

1—R(T)

A continuacion veremos el efecto del mantenimiento en la fiabilidad. En sistemas con tasa de fallos
constante no se obtiene ninguna mejora. En estos sistemas, vimos que R(x) = e Al sustituir en la
ecuacion 1.3 se obtiene:

Ry(x) = (e %)t ™2 nT) — =A% yT < x < (n+1)T

es decir
Ry(x)=R(x) 0<x<oo
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Sin embargo, en sistemas con tasa de fallos creciente, el mantenimiento conduce a una mejora de la
fiabilidad. Consideremos ahora la distribucién Weibull, R(x) = exp [— (%)"], con m el pardmetro de

forma, y 6 el de escala. Entonces la expresion de Ry (x) viene dada como:

wuter=exn[n(D) e[ (Y], wr e

Para calcular el efecto del mantenimiento en la fiabilidad, calculamos la diferencia entre ambas funciones

enx=nT. - m m
ol (2) (3]

Se advierte que solo obtendremos una mejora en la fiabilidad si el argumento de la exponencial es po-
sitivo, es decir, (nT/0)™ > n(T/0)™ y por lo tanto n"~! —1 > 0. Con esta expresién llegamos a la
conclusién de que el mantenimiento tiene un efecto positivo si m > 1, es decir, si la tasa de fallos crece
con el tiempo.

Ahora consideremos que el mantenimiento realizado no es perfecto, sino que existe una probabilidad
p de que el propio mantenimiento induzca el fallo del sistema. Esta situacién ocurre, en la préictica,
cuando se utilizan repuestos de baja calidad o las personas que realizan el mantenimiento no han recibido
la formacion o el entrenamiento requeridos. La funcién de fiabilidad resulta ser:

Ry(x)=R(T)*(1—=p)"R(x—nT) nT <x<((n+1)T

siendo (1 — p) la probabilidad de que el sistema no falle tras realizar un mantenimiento. Tomemos el
caso mencionado anteriormente con m > 1 y evaluemos la fiabilidad resultante. Se advierte que para p
préximo a 0, podemos aproximar (1 — p)" ~ e ""P. Por consiguiente,

D o () (3]

Entonces de nuevo, para que exista mejora con el mantenimiento, el argumento de la exponencial debe
ser positivo y para ello se debe cumplir que

p<(m1-1) <g> (1.4)

Para un valor de p dado, a medida que el tiempo pasa y el nimero de mantenimientos n va en
aumento, el valor de p puede llegar a satisfacer la desigualdad en 1.4. Por lo tanto, el mantenimiento
imperfecto podria ser beneficioso en el largo plazo cuando el sistema acumula un desgate o deterioro tal
que la posibilidad de que el mantenimiento mejore su estado compensa el riesgo de que aquel induzca
un fallo.

In R(t)

Figura 1.2: Efecto del mantenimiento preventivo imperfecto. Fiabilidad de un sistema bajo mantenimien-
to (linea continua) y sin mantenimiento (linea discontinua).

La figura 1.2 refleja estd situacion. En los instantes 7', 27, 37T,..., en los que se realiza el mante-
nimiento imperfecto se advierte que la fiabilidad disminuye en un sistema bajo mantenimiento (linea
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continua) respecto a otro sin mantenimiento (linea discontinua) en las etapas iniciales. Es decir, un man-
tenimiento deficiente resulta adverso en un sistema nuevo. Sin embargo, a medida que el tiempo avanza,
la diferencia entre ambas lineas se reduce. Cuando ya el sistema lleva un largo tiempo de uso y su fiabi-
lidad ha decaido lo suficiente, el mantenimiento, aunque imperfecto, puede resultar beneficioso. (Lewis

[1D.



Capitulo 2

Modelo de inspeccion y mantenimiento en
dos etapas

2.1. Introduccion

En este capitulo vamos a presentar el modelo que es la base del TFG, un modelo de inspeccién y man-
tenimiento aplicado a sistemas que no funcionan de forma permanente sino en determinados momentos
donde se demande su uso, como por ejemplo mecanismos de seguridad tales como airbags, alarmas anti-
incendios, etc. En estos casos es preciso garantizar que el sistema funcionard cuando sea requerido para
ello.

Vamos a considerar un sistema que puede presentar 3 posibles estados: bueno, defectuoso o fallo. El
estado defectuoso indica una situacion intermedia en el que el sistema sigue funcionando correctamente
pero posee un cierto nivel de deterioro.

Como estos sistemas no operan de forma continua, el defecto y el fallo pueden ocurrir mientras
estan en stand-by, es decir, durante los periodos en los que no estdn en uso. Este tipo de defectos y
fallos se denominan no revelados ya que, para ser advertidos antes de que haya una demanda de uso,
es preciso realizar inspecciones o pruebas periddicas para conocer su estado. Este es el caso de los
extintores de incendios que son sometidos a revisiones periddicas para garantizar que funcionardn caso
de ser necesario. Todos llevan un registro en el que se anota el instante cuando se llevé a cabo la dltima
inspeccion.

El sistema se somete a dos fases de inspeccién periddica. En la primera fase el sistema se inspec-
cionard periddicamente cada 77 unidades de tiempo. Cuando se detecte el estado defectuoso, el sistema
pasard a la segunda fase donde la frecuencia de inspeccién aumenta y se realizard cada 7> unidades de
tiempo, con 7> < T7. Incrementar la frecuencia de inspeccidn para un sistema que ha entrado en defecto,
es razonable ya que el fallo se hace mas inminente. De hecho, es la prictica habitual en mecanismos
como los coches. Asi, la inspeccion técnica de vehiculos (ITV) pasa de realizarse cada dos afios para
vehiculos entre 4 y 10 afos de edad a ser anual cuando tienen mas de 10 afios. También se procede de
este modo en el ambito de la medicina. Los intervalos de revisién de un paciente se suelen acortar cuando
su estado empeora.

En la introduccién hemos comentado que las politicas de mantenimiento vienen determinadas por
los costes que conlleva hacerlas frente a los derivados de no ponerlas en préctica. Asi, en la construccién
del modelo tendremos en cuenta diferentes costes. En particular, el denominado coste por downtime, es
decir, el ocasionado durante el tiempo que el sistema funciona mal o no funciona en absoluto, y que pasa
inadvertido, si el sistema no es inspeccionado.

El esquema bésico de funcionamiento del modelo de inspeccién y mantenimiento es el siguiente:
Desde ¢ = 0, cuando es nuevo, se inspecciona cada 77 unidades de tiempo, es decir, en instantes 77, 277,
etc., hasta un méximo de N; inspecciones en esta fase. Las inspecciones tienen como objetivo identificar
el estado en que se encuentra el sistema. Vamos a asumir que son perfectas y no se produce error alguno
en ellas, de modo que indican fielmente, en cuél de los tres estados se encuentra el sistema.

9
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Al alcanzar el instante N 77 se reduce la frecuencia de inspeccién que pasa a realizarse en intervalos
de amplitud 7> (7> < T1). La segunda etapa puede iniciarse también antes de N;T1, si en alguna de las
inspecciones de la primera etapa se advierte que el sistema estd en estado defectuoso. En resumen; la
segunda etapa se inicia cuando se detecta defecto o al alcanzarse el maximo de inspecciones (V;) de la
primera etapa, lo que ocurra en primer lugar. La segunda fase, que tiene un maximo de N, inspecciones,
concluird cuando se produzca el primero de los siguientes eventos: al detectarse el fallo o tras realizarse
N> inspecciones.

El reemplazamiento del sistema por uno nuevo de iguales caracteristicas ocurrird en cualquiera de
los dos casos siguientes:

1. Una inspeccion revela que el sistema estd en estado de fallo.

2. Al alcanzar el mdximo de inspecciones de la segunda fase (V,) sin haberse detectado fallo con
anterioridad. Este segundo caso se trata, por tanto, de un mantenimiento preventivo.

Un concepto clave en la definicién de la funcién de coste es el denominado ciclo. Un ciclo se define
como el tiempo aleatorio que transcurre entre dos renovaciones consecutivas del sistema, es decir, desde
que es nuevo hasta que se reemplaza por otro idéntico.

En los cdlculos que siguen es preciso calcular el valor medio de un ciclo y el coste medio incurrido
en él. En este coste habra que incluir el ocasionado por las inspecciones asi como por el tiempo que el
sistema permanece inadvertidamente en estado de fallo (downtime) y el de la sustitucion.

2.2. Construccion del modelo

Antes de empezar a construir el modelo vamos a mostrar la notacién que utilizaremos en este.

= X: tiempo que transcurre hasta que el sistema presenta defecto. Las funciones de densidad, distri-
bucién y fiabilidad se denotan, respectivamente, por fx (x), Fx (x) y Fx (x).

= Y: tiempo desde que ocurre el defecto hasta que se produce el fallo. Las funciones de densidad,
distribucién y fiabilidad se denotan, respectivamente, por fy (y), Fy (y), Fv (y).

= W: tiempo desde que ocurre el fallo hasta que se detecta en inspeccién (downtime).
= 7: ciclo. Tiempo que transcurre hasta la renovacion del sistema por fallo o preventivamente.
= [r: variable indicadora del suceso “el ciclo se completa en fallo” cuya probabilidad denotamos Pr.

= [y variable indicadora del suceso “el ciclo se completa en mantenimiento preventivo”. Su proba-
bilidad se denota por Py.

= K;: nimero de inspecciones en un ciclo correspondientes a la fase I.
= K5: nimero de inspecciones en un ciclo correspondientes a la fase II.

» 71 y T»: intervalos de inspeccién en las fases 1 y 2 respectivamente. 77 y 75 son variables de
decision.

= N; y N>: méximo nimero de inspecciones en las fases I y II, respectivamente. Ny y N, son variables
de decision.

= cp: coste unitario de inspeccidn.
= ¢4 coste por unidad de tiempo mientras el sistema estd en estado de fallo.

= cp: coste del reemplazamiento por fallo.
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» ¢y coste del mantenimiento preventivo. Se suele asumir (¢ < ¢r) ya que cuando el sistema se
reemplaza antes de haber fallado puede tener un valor residual por un eventual uso de segunda
mano.

» C(7): coste incurrido en un ciclo.

En la Figura 2.1 se muestran las diferentes situaciones que conducen al reemplamiento del sistema y
con ello a que se complete un ciclo. Las tres primeras acaban con mantenimiento correctivo, es decir, el
sistema falla y es reemplazado por otro nuevo antes de completar las N, inspecciones de la fase II.

En el caso 1, el sistema entra en el estado defectuoso durante la fase I. En el ejemplo de la Figura,
esta circunstancia ocurre en el intervalo [377,47;]. Cuando se detecta en la siguiente inspeccion, se inicia
la fase II. El sistema falla mds adelante en la fase II, en el ejemplo entre 477 + 27, y 4Ty 4+ 37>. Al
detectarse el fallo en la inspeccion que tiene lugar en 47} + 375, se procede a la sustitucién del sistema
por otro nuevo, completandose el ciclo.

En el caso 2, tanto el defecto como el fallo ocurren en un mismo intervalo entre inspecciones en la
fase I. En el ejemplo se representa que ambos, defecto y fallo, tienen lugar en el intervalo [47;,57;]. Tras
la inspeccidn realizada en el instante 577 que detecta el fallo, el sistema se renueva.

En el caso 3, finalizan las N; inspecciones de la fase I sin haberse detectado defecto y se inicia la fase
II. Con posterioridad ocurre un defecto (entre N1 71 + 1> y N1 11 + 275 en el ejemplo) que no tiene ningtin
efecto en la inspeccién al haberse iniciado ya la fase II. El fallo ocurre dentro de la fase II que, tras ser
advertido, conduce a la renovacion del sistema. En la Figura la renovacién tendra lugar tras la inspeccién
que se realiza en N1 1| + 57;.

En los casos 4 y 5 se realizan las N, inspecciones de la fase II sin que se detecte ningtn fallo. Por lo
tanto se termina igualmente el ciclo pero esta vez en mantenimiento preventivo, por lo que el coste por
reemplazamiento serd menor. En el caso 4 se detecta un defecto sin que llegue a ocurrir el fallo, y en el
caso 5 el sistema estd en buen estado al alcanzar el instante N17; + N, T>. Es decir, se realizan el maximo
de inspecciones en cada una de las dos fases sin que se haya detectado defecto ni fallo.

En la préctica, estas renovaciones preventivas de un sistema que funciona perfectamente se llevan a
cabo con el objetivo de introducir mecanismos nuevos que presentan algtin tipo de mejora o actualizacidn.
Asimismo es la politica habitual cuando el sistema ha superado el tiempo previsto para su amortizacion.
Dado que el sistema en uso estd en buen estado tiene un valor adicional como equipo de segunda mano,
lo cual justifica que el coste de reemplazamiento preventivo se considere inferior al de sustitucién por
fallo.

La inspeccidon y mantenimiento del sistema se realiza del siguiente modo:

Desde el instante ¢ = 0, se inicia la fase I de inspeccién cada 77 unidades de tiempo. La variable K,
que representa el niimero de inspecciones de esta fase, es una variable aleatoria discreta que toma valores
en el conjunto {1,2,...,N; }. A continuacion se presentan las probabilidades de K; =i. i=1,2,...,N.

Por un lado, parai=1,2,...,N; — 1, el defecto debe ocurrir entre las inspecciones i — 1 e i, luego la
variable X, tiempo hasta el defecto, debe tomar un valor entre (i — 1)7} y iTj, luego se tiene

iTy _ _
P(Ky =i) = /(il)T fx(x)dx = Fx((i—1)T1) — Fx (iTh). 2.1)

Y para que K; tome el valor N; no debe de haberse detectado defecto o fallo en las inspecciones
previas, por lo que

P(Ki = Ni) = Fx((Ni = 1)Th). (2.2)

Asi el niimero medio de inspecciones de fase I en un ciclo es

N Ni—1
E[K] =) iP(Ki=i)= Y Fx(iTh). (2.3)
i=1 i=0

A continuacion nos centramos en la distribucién de la variable K5, que describe el nimero de inspec-
ciones en la segunda fase. K, toma valores en el conjunto {0,1,2,...,N,}. El caso K, = 0 se da cuando
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Caso 1:
D F
L [ [l [ [l [ [ 1
] L) L] L] L) L) L L)
T 2T, 3T, 4T, AT;+T,  AT,+2T, 4T,+3T,
- i
X Y
Caso 2:
F
L [ 1 [ [l 1
| ) L) L) | ] L) v
T 2T, 3T, 4T, 5T,
--4
X Y
Caso 3:
D F
L (] [ 1 1 1 1 [ [
1 ] L] L] L] | L] L] L]
T 2Ty NiT;  NT#T, N,T#2T, NiT#3T, NiT+4T, NT,+5T,
F---—-—-——-- i
X Y
Caso 4:
D RNy
L [ [l [ [l [] [
] L] L) L] L] 1
T 2T, 3T, 4T, AT,+T, 4T,+N,T,
L e e e e e e e e e e e o e e
L]
X Y
Caso 5:
L [] [ '“ [ [ (] t []
1 ) v v L) L] L] v
T 2T, N; T, N, T+T, N T+2T, NT+N,T,

D: se detecta defecto
F: se detecta fallo

Figura 2.1: Esquema de funcionamiento del modelo.
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se detecta fallo en la primera fase, por lo que se procede a renovar el sistema sin pasar por la segunda
fase. Para que esto ocurra, defecto y fallo deben tener lugar en el mismo intervalo entre dos inspecciones
consecutivas, ya que, en otro caso, detectariamos defecto en una inspeccién y se iniciaria la segunda fase
que tendria, al menos, una inspeccién. Por lo tanto,

P(Ky=0) = 2.4)
N il iTy—x
Z/ fx(x) </ fr(y dy) dx = Z/ X) (Fy(iTy —x) — 1) dx.
i=1/ (=T 0 (i-1)T;
Para calcular la probabilidad de que K, =k, conk=1,2,... N, — 1, vamos a distinguir entre dos posibles

sucesos:
= A;: ocurre defecto en ((i — 1)73,iT;), que se detecta en iTy, i = 1,2,...,N)

» D;: ocurre defecto en (N1 + (i — 1)To, N, Ty +iT>), i < k, lo que implica que se han completado
las N; inspecciones de la fase L.

Las probabilidades correspondientes de los eventos anteriores son:

iTy

P(A) = /(i—l)ﬂ Fe(x)dx 2.5)
N1 T\ +iT

PO)= [ felxdx 2.6)
N]T]*F(l*l)Tz

Fijando el tiempo x donde se produce el defecto, podemos calcular las siguientes probabilidades condi-
cionales parak=1,2,....N, — 1:

iTy+kT,—x
P(K, =Ko = | Fr )y, 27

iTi+(k—1)To—x

donde A;, indica que ha ocurrido un defecto en x € ((i — 1)71,iT;), es decir, entre dos inspecciones de la
primera fase.

N1 T\ +kTr —x
P(Ky = k|Diy) = / FrO)dy, 2.8)
NiT+(k—1)h—x

con D;, denotando que ha ocurrido un defecto en x € (N7} + (i — 1)T1,N; T} + Ty ), por tanto, entre dos
inspecciones de la segunda fase.
Asi,parak=1,2... N, —1,i=1,2,...,Ny, se tiene
iTy iTy+kTr—x
P(Ks = k,A)) = P(Ay) - P(K = k|Ay) = / F) ( / fr (y)dy> dx. (2.9)
(i*l)T] iT1+(k71)T27x

La férmula superior indica que el defecto ocurre dentro de la fase I, inicidndose la fase II. El fallo tiene
que ocurrir dentro del intervalo k de la fase II.

Si el defecto ocurre en la fase II, K, = 1 implica que tanto el defecto como el fallo tienen lugar en el
primer intervalo (N,71,N;T; 4+ T»), por lo que

N T +T; N1 T +T,—x
P(K,=1,Dy) :/ fx(x) </o fy(y)dy> dx. (2.10)

N

De modo general parak=2,... . No —1,i=1,2,... )k—1

N1\ +iT, N\ Ty +kT, —x
P(K, kD) = [ fr(x) ( / fr (y)dy) dx. @.11)

N +(i—-1)T NiTi+(k=1)T—x
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Si bien el defecto ocurre en un intervalo anterior al del fallo, no se produce ningtin efecto puesto que ya
se ha iniciado la fase II.
Ademds, parak=1,2...,N, — 1, se verifica

N1 T\ +kT> N1 T\ +kT, —x
P =kDy) = [ ) ( | fr (y)dy) ix. @.12)

N1T1+(k71)T2

Una vez calculadas todas las probabilidades para todos los casos en los que se puede dar el defecto, la
probabilidad de que K, =k, parak=1,2,...,N, — 1, es la suma de todas ellas ya que los sucesos de las
férmulas 2.9-2.12 son excluyentes.

Ni k
P(Ky=k) =Y P(Ky=kAj)+ ) P(Kr=k,D) (2.13)
i=1 i=1
El dltimo caso, K» = N,, sucederd cuando no haya ocurrido fallo antes de la inspeccién N, — 1 de la
segunda fase. Podemos distinguir tres posibles casos, que el defecto haya ocurrido en la fase I y no se
haya detectado fallo en ninguna de las inspecciones de la fase II exceptuando la dltima, que el defecto
haya ocurrido en la fase II y no se ha detectado fallo en las inspecciones restantes hasta la inspeccién
N, — 1 de la fase II, y que no haya ocurrido defecto hasta ese momento.
Calculando la probabilidad de cada uno de estos casos y suméndolos, tenemos que

P(Ky=N,) = (2.14)

Ni iTy _
Z/<. o fx ) Fy (iTy + (N2 — 1) T — x)dx +
- 1

i=17U

MN—1 N T\+iT, _ _
Z/ fx(X)Ey (N\ Ty + (Ny — 1) T — x)dx + Fx (N1 T; + (N, — 1)T).
i=1 N1T1+(l'71)T2

Con las expresiones en (2.13) y (2.14) se obtiene el nimero medio de inspecciones en la fase II,

Ny
E[K)) =) kP(K,=k). (2.15)
k=1

Asi, la duracion de un ciclo es
T=K T+ K1,
y su valor medio est4d dado por
E[t] = T\E[Ki] + E[K3]. (2.16)

El coste de la renovacion toma dos valores, cr y ¢y, dependiendo de que el ciclo se complete tras
detectarse fallo o, de modo preventivo, al final de las N, inspecciones de la segunda fase. Las probabi-
lidades respectivas de estos sucesos excluyentes se denotan P y Py (Pr + Py = 1). En los modelos de
mantenimiento se suele asumir que ¢y < c¢p. Como ya se ha indicado anteriormente, el hecho de que un
sistema que adn funciona pueda tener un valor residual como elemento de segunda mano, es una de las
causas que justifica este supuesto.

Se completa un ciclo en mantenimiento preventivo si no se ha detectado fallo en ninguna de las N,
inspecciones de la fase II. El razonamiento es muy similar al cdlculo de P(K; = N»), con la diferencia de
que ahora el sistema no debe dar fallo en la dltima inspeccién. Entonces se llega a

Py = 2.17)

Ny iT _
Z/ fX(x)Fy(iTl + N> T —x)dx—l—
=1/ (=11

No  oN\ T +iTy _ _
Z/ fx(X)Fy (N1 Ty + No T — x)dx + Fx (N1 Ty + No ).
i=1 N]T]ﬁ*(i*l)Tz



Modelo estocdstico de inspeccion de sistemas dependiente de su estado. - Pablo Carrasco Salas 15

En el primer término, el defecto ocurre en un intervalo ((i — 1)7;,i7;) de la primera fase, y el fallo no
ocurre antes de la inspeccién N, de la segunda fase, es decir, no ocurre antes del instante {77 + N>7>. En
el segundo término el defecto ocurre en la segunda fase, completdndose las N; inspecciones de la fase I,
y el fallo no ocurre antes del instante Ny 71 + N> T>. En el tercer término el sistema no llega a defecto en
ningin momento del ciclo.

En el modelo se asume un coste ¢, mientras el sistema esta inadvertidamente en estado de fallo. Este
tiempo, denominado downtime, abarca desde que ocurre el fallo hasta que es detectado en la siguiente
inspeccién. El valor medio del downtime, W, estd dado a continuacién

EW= (2.18)
%/ lml) fx(z) (/ T xnfo)y) ax+

iT\+kT,—x
/ / le +kT —x—y)fy(y)dy | dx+
l 1 k l T2

N NT +iTh N1T1+1T2—x
Z/ (MiT, +iT2—x—y)fy(y)dy> dx+
N]T]“r i— 1
No—1 N Ty +is N] T +kT>—x
Z / (Ni1Ty + kT, —x—y) fy (v)dy | dx.
i—1 NiTi+(i—1)T k— l+1 N1T1+k 1)h—x

En el primer término, el defecto y el fallo ocurren en un mismo intervalo de la primera fase. En el
segundo, el defecto y el fallo ocurren en intervalos diferentes. En este caso, la deteccién del primero
induce el inicio de la fase II, de modo que al tratarse de intervalos distintos, el fallo s6lo puede tener
lugar en la fase II. El tercer término indica que el defecto y el fallo ocurren en el mismo intervalo, pero
esta vez en un intervalo de la fase II. En el cuarto término, defecto y fallo ocurren en diferentes intervalos
de la segunda fase.

En la notacidn, se habia presentado el coste unitario de inspeccidn, cy, el coste por unidad de tiempo
mientras el sistema estd en estado de fallo, c¢; y los costes de reemplzamento preventivo, ¢y y por fallo,
cr. Con todos ellos se tiene el coste incurrido hasta que el sistema es sustituido por otro nuevo, es decir,
el coste de un ciclo,

C(7) = co(K1 +K2) 4 caW + cyrlyr + e (1 —Iy).

donde I es la variable indicadora de reemplazamiento preventivo en la inspeccién N, de la segunda
fase. Asi, el coste medio de un ciclo es

E[C(T)] = co(E[K1] + E[Ka]) + caE[W] + cpPy +cp(1— Py). (2.19)

A partir de las expresiones de la longitud media de un ciclo y su coste medio dadas, respectivamente,
en 2.16 y 2.19, se construye la funcion de coste asociada a este modelo.

C()(E[K]] —|—E[K2]) —i—CdE[W] + cp Py +CF(1 —PM)

T\, T>,Ni,N>) =
O(T1,T2,N1, \2) T\E[Ki]+ TE K]

(2.20)

2.3. Estudio numérico

Para su aplicacién practica el objetivo es encontrar la politica de mantenimiento 6ptima, es decir, los
valores (7,5 ,N{,N;) que minimizan la funcién de coste.

(T1*7T2*7NT7N§) = argmin Q(Tl7T27N17N2)
11,73,N1,N2
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Ademas denotaremos

(TltjvTZ*zpl?.]) = ar]gr;n,nQ(TlaT27i7j>
1,42

N1 « 1
N2 « 1

Calcular éptimo q

Qcq
N2 « N2+1

Calcular optimo q

N2 « N2-1

N1 « N1+1

il

Calcular optimo q

I

ot

Qe«Q
N1 « NT+1

Calcular optimo q

(FinAlgoritmo

Figura 2.2: Diagrama de flujo del algoritmo

Para ello hemos utilizado R. Primero programamos el calculo de todas las expresiones introducidas
anteriormente, asi dados cualesquiera valores de los pardmetros y variables, podemos calcular el valor
de la funcién de coste.

Para calcular el éptimo hay que tener en cuenta que Ny y N, solo pueden tomar valores naturales,
mientras que, en el caso de 71 y 7>, se trata de valores reales.

El procedimiento de optimizacién se describe en la Figura 2.2. Se trata de un proceso iterado en el
que T;; y Trij denotan los valores optimos del intervalo de inspeccion en la etapa 1y en la etapa 2,
respectivamente, cuando N; =iy NV, = j. Asimismo se tiene el coste éptimo

q(i,j) = 0Nt = i,N, = j, T}, Ty;) -
Para su célculo se hace uso de la funcién optim de R.

1. Empezando por N; = N, = 1, se obtienen los valores T}, y 75}, que hacen minima la funcién de
coste, Q, junto con el coste ptimo ¢(1,1).

2. Incrementamos en una unidad el contador de N, y volvemos a calcular los éptimos correspondien-
tes, 7}, ¥ 155, y el correspondiente coste optimo ¢(1,2).

3. Si¢(1,2) < ¢(1,1), a ¢(1,2) se le asigna el estatus de nuevo 6ptimo. En la Figura 2.2 aparece
denotado como Q. Se vuelve a aumentar el contador de NV, en una unidad. El procedimiento se repite
hasta que g(1, j+ 1) > ¢(1, j). Asi, se determina el valor del 6ptimo en N, que queda fijado en Nj = ;.

4. Se procede a explorar Ny, incrementando su valor en una unidad que pasa a ser igual a 2.

5.Siq(2,j) <q(1,)), q(2,)) pasa a ser el nuevo coste ptimo y N; se incrementa de nuevo en una
unidad. El procedimiento se reitera hasta que g(i+ 1, j) > ¢(i, j). Esta situacion lleva a determinar el
valor del 6ptimo en N que es Ni = i. Este paso pone fin al algoritmo.

Para el estudio consideramos que las variables X y Y siguen una distribucién Weibull, X ~ W (m, 6;)
e Y ~ W(my,6,), siendo m; y m, los pardmetros de forma y 6; y 6, los de escala, de acuerdo a la
definicion de la Seccion 1.2.1.
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El estudio de sensibilidad arranca fijando unos valores de referencia (caso base) para los pardmetros
del modelo. Estos son, de una parte los que definen las variables Weibull y, de otra, los costes del proble-
ma. A partir de ellos se obtienen los valores 6ptimos de las variables de decision (7}, T,', N1k, N2x).

A continuacidn, se introducen cambios en los pardmetros, de uno en uno, obteniéndose en cada caso
la politica y el coste 6ptimos.

Este estudio finaliza con el andlisis de las tablas que contienen los resultados asi obtenidos en la
busqueda de patrones que puedan tener aplicacion prictica. Se trata de investigar cémo debe modificarse
la inspeccidn y el mantenimiento de un sistema segtn sean los valores de los pardmetros del modelo.

Tomamos los valores del caso base que se indican a continuacién:

Costes

C():5

Cd:1735

cn =55

Cf =105

Parametros de Xe 'Y

m1:2

m2:2

6, =500

6, = 5000

Tabla 2.1: Politica 6ptima bajo cambios en los pardmetros de escala

Nl 6 | 6 [N T NTS [N | Ty NI, | NjTy +N;T; | Ox
1 [ 500 [ 5000 | 2 | 1105,067 | 2210,133 | 4 | 286,122 | 1144487 | 3354,620 | 0,051
2 [1000 [ 5000 | 5 | 1116,752 | 5583,761 | 3 | 303,349 | 910,048 | 6493,809 | 0,043
3 (1500 [ 5000 | 7 | 1111,826 | 7782,779 | 2 | 315,146 | 630,292 | 8413,071 | 0,036
42000 | 5000 | 10 | 1120,078 | 11200,779 | 2 | 280,895 | 561,789 | 11762,568 | 0,031
5 3000 [ 5000 | 14 | 1156,531 | 16191,427 | 2 | 229,265 | 458,529 | 16649,957 | 0,025
6 | 500 | 1000 | 6 | 380,044 | 2280,264 | 1 | 126,611 | 126,611 | 2406,875 | 0,111
7 | 500 | 2000 | 3 | 624,387 | 1873,161 | 2 | 188,950 | 377,900 | 2251,061 | 0,083
8 | 500 | 3000 | 2 | 832991 | 1665982 | 3 | 220,122 | 660,365 | 2326,347 | 0,068
9 | 500 [ 4000 | 2 | 997,217 | 1994,433 | 3 | 271,006 | 813,017 | 2807,450 | 0,058
10 | 5000 | 2000 | 23 | 747,449 | 17191318 | 2 | 43359 | 86,718 | 17278,036 | 0,023
11 | 5000 | 3000 | 21 | 930,992 | 19550,832 | 2 | 83,936 | 167,871 | 19718,703 | 0,021
12| 5000 | 4000 | 20 | 1091,738 | 21834,755 | 2 | 124,968 | 249,937 | 22084,692 | 0,019

La Tabla 2.1 contiene la politica 6ptima (7,7, ,N;,N;) y el coste optimo Q* = Q(T}", T, , Ny, N3 ) al
variar los parametros de escala. El parametro que varia se indica en negrita.

Los resultados muestran que al aumentar 6;, aumenta tanto el nimero de inspecciones en la primera
fase. Esto se produce porque es mayor el tiempo hasta la ocurrencia del defecto y, con ello, se puede
prolongar el periodo correspondiente a la primera fase (N]7}"). Los cambios de 6; también afectan a la
fase II que se acorta, si bien el comportamiento de N; 75" se advierte robusto frente a los cambios en 6, en
comparacién con N{T}". Es importante recordar que la fase II se inicia de modo automadtico al detectarse
el defecto y, por consiguiente, estd dirigida a la deteccion del fallo. Por ello, esta fase es menos sensible
a los cambios de 6. El aumento de 6; conduce a un alargamiento de N7} + N, T, es decir, del tiempo
maximo de uso del sistema. Este efecto es razonable ya que un mayor valor de 0; estd asociado a un
sistema mds fiable. Al mismo tiempo se advierte que el intervalo entre inspecciones es bastante estable,
en las dos fases, ante los cambios de 0;.

El aumento del tiempo desde el defecto hasta el fallo, reflejado en el incremento de 6,, tiene el efecto
contrario. La primera fase tiene a ser mds corta mientras que la segunda aumenta. El efecto de aumentar
6,, se refleja en un significativo incremento de la frecuencia de inspeccién en ambas fases. Al comparar
los casos 6 y 9 se advierte que el incremento de 77" (162 %) es notablemente superior al de 75 (114 %).
Dado que el modelo sélo considera un coste a partir de que el sistema estd en estado de fallo, no hay
inconveniente en prolongar el tiempo entre inspecciones en la primera fase, pues no se deriva ninguna
penalizacién durante el tiempo que el sistema estd en estado defectuoso. Pero por otro lado el incremento
en la segunda, es mucho més cauto, con tal de evitar los costes por fallo. Por tanto, s6lo el aumento del
tiempo del defecto al fallo llega a inducir una importante relajacién en las inspecciones. El incremento
de 6, implica, en todos los casos un incremento del tiempo de uso del sistema antes de ser reemplazado
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Los casos 1 a 9 recogen situaciones en las que 8, > 60y, es decir, se refieren a un sistema que puede
funcionar largo rato en estado defectuoso antes de que ocurra el fallo total. Los casos 10, 11 y 12 permiten
analizar el efecto inverso cuando el fallo presenta una inminencia mayor tras el defecto. En este caso el
efecto de aumentar 6, tiene un efecto mas acusado en la relajacién de las inspecciones de la segunda fase.
Al comparar la diferencia entre los casos 10 y 12 frente a los casos 7 y 9 tenemos que 75" tiene un aumento
del 188 % frente a un 43 % del otro caso. Sin embargo, el aumento de 7;* es en menor proporcion, un
46 % frente a un 59 %.

Las mejoras tanto en 6; como en 6, producen una disminucion del coste éptimo. Este hecho podria
indicar que aunque un sistema de mejores prestaciones pueda ser también mds caro que otro menos fiable,
se advierte que este segundo puede requerir una sustitucién mas temprana por otro. Este comportamiento
recoge la idea de que lo barato puede salir caro.

Tabla 2.2: Politica 6ptima bajo cambios en los costes

N°lco| ca |em| cr | Ny Ty N{TY N; Ty N; T N{T +N;T5 o*

1 |2 |1,35|55]105| 3 | 915,309 | 2745,926 | 11 | 168,808 | 1856,885 4602,811 0,042
2 | 5 |1,35|55|105| 2 | 1105,067 | 2210,133 | 4 | 286,122 | 1144,487 3354,620 0,051
3 110 1,35 55| 105 | 2 | 1306,584 | 2613,167 | 1 | 464,266 | 464,266 3077,434 0,059
4 (151,35 55| 105 | 2 | 1356,900 | 2713,801 | 1 | 484,292 | 484,292 3198,093 0,064
5120 1,35|55| 105 | 2 | 1403,099 | 2806,199 | 1 | 502,950 | 502,950 3309,149 0,070
6 | 5|05 |55]|105| 2 | 1412,876 | 2825,752 | 4 | 394,583 | 1578,333 4404,086 0,040
75|25 55105 | 2 | 938,557 | 1877,114 | 4 | 233,194 | 932,776 2809,890 0,059
8 | 5|75 |55]105| 3 | 659,879 | 1979,637 | 3 | 178,284 | 534,852 2514,489 0,077
9 | 5 |1,35|20|105| 2 | 987,327 | 1974,654 | 1 | 323,822 | 323,822 2298,476 0,031
10| 5 13535105 | 2 |1116,593 | 2233,186 | 1 | 382,191 | 382,191 2615,377 0,041
115 [ 1,35|70 | 105 | 2 | 1128,028 | 2256,056 | 6 | 263,977 | 1583,861 3839917 0,056
125 | 1,35 190 | 105 | 2 | 1151,089 | 2302,178 | 10 | 233,331 | 2333,306 4635,484 0,062
135 | 1,35|55] 70 | 2 | 1112,167 | 2224333 | 5 | 271,899 | 1359,494 3583,827 0,049
14| 5 | 1,35 55| 150 | 2 | 1103,761 | 2207,522 | 3 | 306,856 | 920,568 3128,090 0,053
15| 5 | 1,35 (55| 175 | 2 | 1088,340 | 2176,679 | 3 | 301,179 | 903,538 3080,218 0,054
16 | 5 | 1,35|55(200| 2 | 1119,718 | 2239,435 | 2 | 342,197 | 684,394 2923,829 0,056

La Tabla 2.2 contiene la politica ptima y el coste Sptimo cuando varian los costes del modelo.

Al aumentar el coste de inspeccion cg, se reduce la frecuencia de inspeccion en ambas fases y el
nimero de inspecciones en la segunda fase. Comparando los casos 1 y 5 vemos que 75" incrementa en un
197% y T en un 53 %. Es decir, la relajacion de las inspecciones es mayor en la segunda fase.

El aumento en ¢; conlleva un incremento de la frecuencia de inspeccién de ambas fases, a fin de tener
una mayor probabilidad de detectar el fallo. Ademds, el periodo de funcionamiento del sistema hasta su
reemplazamiento se acorta de manera dréstica. El coste derivado mientras el sistema estd en estado de
fallo, implica que la politica 6ptima es renovar el sistema con antelacion.

Con el incremento en c,,, mientras que los valores N y 7" de la fase I se mantienen estables, si
que hay cambios destacables en la fase II. Cuando ¢, es pequeiio la fase II se acorta, hasta el punto de
constar de una tnica inspeccién. con el objetivo de aumentar mucho la probabilidad de acabar el ciclo en
mantenimiento preventivo, el cual sale mucho mds barato que acabar en fallo. En contraposicién, cuando
cm €s mds grande, acercandose al valor de coste por reemplazamiento en fallo, c, se busca alargar el
ciclo del sistema lo maximo posible, ya que la ventaja de acabar en mantenimiento preventivo es menor.

Cambiando el pardmetro ¢y obtenemos un resultado parecido al de ¢, la fase II se acorta conforme
la diferencia entre cr y ¢, €s mayor, ya que cuando €sta es muy grande, resulta significativamente mas
rentable el reemplazamiento preventivo.

En todos los casos se observan las dos rasgos siguientes:

1. El aumento unitario de cualquier coste implica que también lo haga el coste 6ptimo. Este es el
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resultado esperable. Lo contrario no tendria sentido.

2. Elintervalo entre inspecciones en la segunda fase 75 es en todos los casos inferior al de la primera
fase T}". Por consiguiente, el modelo sugiere que la politica 6ptima es aumentar la frecuencia de
inspeccion en la segunda fase, es decir, cuando el sistema ha entrado en defecto o bien cuando ya
tiene una cierta edad.
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Capitulo 3

Modelo con coste en el estado defectuoso

3.1. Introduccion y motivacion

En el modelo anterior solo hemos afiadido costes de penalizacién cuando el sistema tenia algtin
fallo. Esto hace que el modelo no le de especial importancia a cuando el sistema estd defectuoso, lo
cual también puede ser un problema en algunas aplicaciones. Por ende, vamos a proponer una pequefia
variacion a nuestro modelo agregando un nuevo coste por tiempo mientras el sistema estd en estado
defectuoso, que denotaremos como c,. Es razonable suponer que el coste ¢, serd inferior al coste ¢ (¢, <
c4), ya que las consecuencias de que el sistema esté defectuoso son mucho menores. Con esto, nuestro
objetivo es acortar el nimero de inspecciones, advirtiendo al modelo del riesgo que puede suponer tener
un sistema defectuoso, ya que a partir de ese instante se puede producir fallo en cualquier momento.

Se observa que, este segundo modelo es, mas general que el primero que, de hecho se obtiene cuando
¢y = 0. Sin embargo, desde el punto de vista de su aplicacion en la vida real, el caso particular es mds
realista y, de ahi, que se haya centrado la atencion en élI.

Para afadir este nuevo coste a la funcién debemos calcular el tiempo que el sistema permanece en
estado defectuoso en media. Este valor viene dado por la variable Y, por lo tanto debemos calcular E[Y],
que viene dado como se indica a continuacion:

Elr]= G.1)
N Ty T —x
_Z/(H)Tl fx(x) </o yfy(y)dy> dx+

i=1

N iTy N, iT\+kTr—x

Y[ aw(Y [ yfr()dy | d+
i=1/(=1T =11

M iT\

Ti+(k—1)Ty—x

T
Z/( Hr fx(x)(iTy + NoTo — x)Fy (iTy + No Ty — x)dx +
i=1 — 4

1

N> oNi T +iT> N1 T\ +iT,—x
Y ([ ) ax

i=1 N1T1+(l'71)T2

Nl e NiTy+iTs Ny N Ty +kT—x
Y fx(X)< Y yfy(y)dy> dx+

i=1 N1T|+(i—1>T2 k=i+1 N|T]+(k—1)T2—x

Ny N T +iT, _
/ AT +NT — ) Fy (M T; +NoT — x)dx
i=1 N1T1+(i—1)T2

Vemos que la formula estd compuesta de 6 términos. En los 3 primeros, el defecto ocurre en un
intervalo de la fase I ((i — 1)71,iT1). Dependiendo de cuando ocurra el fallo, puede haber tres variantes:
el fallo ocurre en el mismo intervalo que el defecto, el fallo ocurre en un intervalo posterior al intervalo
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en el que ocurre el defecto, ya en la fase Il (iT} + (k— 1)T»,iTy + kT>) k=1,2,...,N;, 0 no llega a ocurrir
ningtn fallo pasadas las N, inspecciones de la fase II. En este caso la variable ¥ debe tomar un valor
mayor que {17 + N1, —x y ese serd el tiempo que el sistema permanecerd en defecto. Los otros tres
términos representan los mismos casos para el fallo cuando el defecto ocurre en la fase II, pasadas las N;
inspecciones de la fase I, en un intervalo (N, 71 + (i — 1) o, N T1 +iTz) i = 1,2,...,N,.

Agregamos un nuevo término al numerador de la funcién de coste, c¢yE[Y]. Por lo tanto la nueva
funcién de coste es

Co(E[Kl] —I—E[Kz]) —i—CyE[Y] —i—CdE[W] +cy Py + cpPr .

(11, T2,N1,N) =
( ) TE[Ki]+ LE[K]

3.2)

3.2. Ejemplos numéricos

Respecto al estudio numérico del caso anterior, consideramos los mismos valores del caso base salvo
en el caso del coste por unidad de tiempo durante el fallo que pasa a ser ¢; = 2,5. El valor de ¢, en el
nuevo caso base es ¢, = 0,02.

Figura 3.1: Grafica de la funcién Q, en el caso base

En la Figura 3.1 se representa la funcién de coste para los valores 6ptimos Ni y N, del caso base
frente a las frecuencias de inspeccién 77 y 7». Se constata que la funcién tiene un éptimo.

Tabla 3.1: Politica 6ptima bajo cambios en el pardmetro cy

N[ ¢ STy NTY [N | T N;T, | NiTf+N;T, [ 05
1| 0 | 2938557 [ 1877,114 | 4 | 233,194 | 932,776 | 2809,890 | 0,059
2 | 0,01 | 2945507 | 1891,015 | 3 | 253,405 | 760,214 | 2651,229 | 0,067
3 10,015| 2 937,762 | 1875523 | 3 | 250,560 | 751,679 | 2627,202 | 0,070
410,02 | 2 (929,835 1859670 | 3 | 247,637 | 742,912 | 2602,582 | 0,074
50,05 | 2| 944363 | 1888,727 | 1 | 313,071 | 313,071 | 2201,798 | 0,095
6 | 0,0 | 2 | 783939 | 1567,878 | 1 | 233,936 | 233,936 | 1801,815 | 0,126
7 1015 | 2 [ 573,638 | 1147,275 | 1 | 23371 | 23,371 | 1170,646 | 0,152

En la Tabla 3.1 se presenta el estudio de sensibilidad bajo cambios en el coste por unidad de tiempo
desde que el sistema entra en defecto hasta que falla o se produce un mantenimiento preventivo.

Vemos que a medida que aumentamos cy, la duracién de ambas fases disminuye, provocando que la
longitud del ciclo, y por tanto el tiempo hasta que el sistema es reemplazado, se acorte. El periodo entre
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inspecciones en la fase I se mantiene estable para valores de ¢, inferiores a 0.1 y empieza a decrecer
drésticamente cuando ¢, estd por encima de este valor, ya que se tiene un mayor interés en una répida
deteccion del defecto. Se advierte que el aumento de ¢, tiene mayor incidencia en la duracién de la fase
II que en la de la fase I. Esto resulta razonable si tenemos en cuenta que la fase II se inicia si ocurre
defecto y, por tanto, es altamente probable que esta fase se desarrolle con el sistema en estado de defecto.
Ademads, como era de esperar, cualquier aumento de coste conlleva un incremento del coste 6ptimo.

Para valores mds altos de ¢, obtenemos que 75" = 0. En estos casos la penalizacién por defecto es
tan elevada, que mantener el sistema no es ventajoso. Por el contrario, lo mejor es reemplazarlo una vez
finalizada la fase I.

Tabla 3.2: Politica 6ptima bajo cambios en los pardmetros de escala en el modelo 2

N° | 6 6, | Ny Ty N{T} N; Ty N;T) | NyT{ +N;T; >
1 | 500 | 5000 | 2 | 1098,696 | 2197,392 | 3 | 304,460 | 913,379 3110,771 0,066
2 11000 | 5000 | 4 | 1113471 | 4453,883 | 1 | 384,901 | 384,901 4838,784 0,054
3 | 1500 | 5000 | 6 | 1048,576 | 6291,455 | 1 | 295,193 | 295,193 6586,648 0,044
4 | 2000 | 5000 | 8 | 1039,416 | 8315,331 1 | 216,648 | 216,648 8531,979 0,037
5 13000 | 5000 | 10 | 1056,437 | 10564,371 | 1 | 100,291 | 100,291 10664,661 | 0,029
6 | 500 | 1000 | 6 | 370,074 | 2220,443 | 1 | 115,723 | 115,723 2336,166 0,119
7 | 500 | 2000 | 4 | 602,280 | 2409,122 | 2 | 178,055 | 356,111 2765,233 0,095
8 | 500 | 3000 | 3 | 833,450 | 2500,350 | 2 | 241,889 | 483,778 2984,128 0,081
9 | 500 | 4000 | 2 | 1000,097 | 2000,194 | 2 | 297,268 | 594,536 2594,729 0,073
10 | 5000 | 2000 | 20 | 717,008 | 14340,170 | 2 0 0 14340,170 | 0,024
11 | 5000 | 3000 | 17 | 871,897 | 14822250 | 1 0 0 14822,250 | 0,022
12 | 5000 | 4000 | 15 | 1005,018 | 15075,265 | 1 0 0 15075,265 | 0,021
Tabla 3.3: Politica 6ptima bajo cambios en los costes en el modelo 2
N° | co | cq ¢y |em| ¢ | NY Ty N{TY N3 Ty N; Ty 0
1 |2 |1,35]0,02 55105 | 3 | 904,486 | 2713,458 | 9 | 177,287 | 1595,579 | 0,059
2 | 5| 1,35]0,02|55|105| 2 | 1098,696 | 2197,392 | 3 | 304,460 | 913,379 | 0,066
3 110 1,35]0,02|55|105 | 2 | 1267,083 | 2534,165 | 1 | 445,221 | 445,221 | 0,073
4 |15 11,35|0,02 | 55| 105 | 2 | 1321,832 | 2643,664 | 1 | 466,935 | 466,935 | 0,079
5120 1,3510,02|55|105| 2 | 1371,498 | 2742,997 | 1 | 487,009 | 487,009 | 0,085
6 | 505 ]002|55|105]| 2 | 1415865 | 2831,73 | 3 | 422,996 | 1268,988 | 0,057
715125 (002(|55]|105| 3 | 929,894 | 2789,682 | 3 | 247,633 | 742,899 | 0,074
8 | 5|75 (002|55]105| 3 | 655465 | 1966,395 | 3 | 195,183 | 585,549 | 0,089
9 | 5 |1,3]0,02|20 105 | 2 | 903,693 | 1807,386 | 1 | 280,273 | 280,273 | 0,044
10| 5 | 1,35]0,02 35| 105 | 2 | 1053,156 | 2106,312 | 1 | 353,693 | 353,693 | 0,055
11| 5 | 1,35]0,02|75|105| 2 | 1125,643 | 2251,285 | 6 | 262,880 | 1577,279 | 0,074
1215 | 1,35/0,02({90 105 | 2 | 1151,962 | 2303,924 | 8 | 250,268 | 2002,144 | 0,078
135 | 1,35(0,02|55] 70 | 2 | 1122,245 | 2244,490 | 3 | 313,395 | 940,184 | 0,065
1415 | 1,35(0,02|55]150 | 2 | 1108,953 | 2217,906 | 2 | 337,166 | 674,332 | 0,068
155 | 1,35(0,02|55|175 | 2 | 1094,133 | 2188,266 | 2 | 331,345 | 662,689 | 0,069
16 | 5| 1,35/0,02 {55200 | 2 | 1079,608 | 2159,217 | 2 | 325,701 | 651,402 | 0,070

En las tablas 3.2 y 3.3 se muestra la politica éptima al variar los pardmetros de escala y los costes en
este segundo modelo, tomando los mismos casos evaluados en el primer modelo.

Empezamos comparando la variacion de 0; en las tablas 2.1 y 3.2. La inspeccién en la primera fase es
mads frecuente en el modelo 2. Es el modo de protegerse frente a la ocurrencia de defectos que en el nuevo
modelo implican un coste mientras no se detectan. El nimero de inspecciones de ambas fases, Ni' y N3,
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se reduce asi como la duracién maxima del ciclo. Sin embargo, en los casos 6 a 9 donde modificamos
0,, la fase I se mantiene robusta y solo la fase II se acorta, reduciendose N

En los casos 10-12 donde 6; > 6, también se produce una disminucién considerable en las variables
de la fase I, reduciendo hasta en 5 el nimero de inspecciones N{. Ademads, obtenemos que 7" = 0, lo que
nos indica que en estos casos se prescinde de la fase II, terminando el ciclo una vez se detecte el defecto
o al alcanzar el maximo de inspecciones N; de la fase I, lo que ocurra primero.

En la comparacién de las Tablas 2.2 y 3.3 correspondientes a los modelos I y II, se detecta una
reduccién de la duracién médxima de ambas fases ya que el mantenimiento de un sistema como el que
describe el modelo II es menos rentable frente a uno nuevo.

Cuando cambia ¢y, observamos que la frecuencia de inspeccién es mayor en la fase I del modelo II
que en la fase I del modelo I, para asi tener mas oportunidades de detectar el defecto. En cuanto a la
segunda fase, su duracién se acorta en el modelo II y se llevan a cabo menos inspecciones.

Al variar ¢4, también se reduce el nimero de inspecciones de la segunda fase, pero el periodo entre
ellas aumenta ligeramente, en los tres casos entre un 6 y un 10 por ciento.

En los casos donde cambiamos ¢, tenemos una situacion muy parecida a la de co, 7{" y N; dismi-
nuye, aunque este ultimo solo lo hace cuando ¢, = 90. Sin embargo, en los casos donde hay una mayor
disminucion de 7} son en los casos ¢, = 20 y ¢, = 35. Es decir, se tiene un mayor interés en detectar
el defecto cuando los beneficios del mantenimiento preventivo son mayores. Cuando varia ¢, de nuevo
observamos un decrecimiento de N5, mas pronunciado cuando ¢y es mds cercano a cy,.

Por ultimo, como cabria esperar, el coste 6ptimo en el modelo II es superior en todos los casos al del
modelo L.



Capitulo 4

Conclusiones

En este Trabajo Fin de Grado hemos descrito un modelo para la inspeccién y mantenimiento de un
sistema, aplicado a sistemas que no operan de forma continua sino en determinados momentos donde
se requiera su uso. Se plantean inspecciones dado que los defectos y fallos del sistema son del tipo no
revelado, es decir, pueden ocurrir mientras el sistema no estd funcionando y asi detectarlos antes de que
el sistema tenga una demanda de uso. Por otra parte, el mantenimiento es importante con el objetivo de
alargar la vida qtil de éste. Se propone una inspeccién en dos fases que se ha revelado adecuada para
adaptarse al deterioro del sistema ya que se hace una inspeccién mds frecuente cuando el sistema estd
defectuoso o bien ha alcanzado una cierta edad.

Sistemas a los que se les puede aplicar este modelo son, por ejemplo, sistemas de seguridad, tales
como extintores. De hecho, podemos observar que estos llevan un registro en el que se anota cuando se
llevan a cabo sus inspecciones.

Este modo de proceder tiene muchas similitudes con la practica médica. Por un lado, existen enfer-
medades que no presentan sintomas cuando alguien las padece, o que empiezan a manifestarse cuando la
enfermedad lleva ya una cierta evolucion. Asi, con el objetivo de detectarse lo antes posible para evitar
males mayores, se realizan ciertas pruebas o andlisis. Por otro lado, cuando una persona tiene alguna
enfermedad o va envejeciendo, se va sometiendo a pruebas mds frecuentes, ya que es mds probable que
desarrolle la enfermedad o que ésta se agrave.

El deterioro natural de cualquier sistema a medida que pasa el tiempo es la hipétesis de partida que
nos lleva a plantear la inspeccion en dos etapas del modelo, cambiando la frecuencia de esta a partir
de un instante temporal. Este momento viene dado por el minimo entre dos valores, uno determinista y
el otro aleatorio. El primero es el nimero maximo de inspecciones, fijado de antemano. El segundo se
corresponde con la inspeccidn que detecta un inicio de deterioro del sistema. Los dos indicadores tienen
en cuenta, respectivamente, el envejecimiento natural causado por el paso del tiempo y el deterioro que
provoca el uso. La inspeccién del sistema implica un coste, asi como no llevarla a cabo, dejando que el
sistema funcione mal cuando se deteriora. Esto significa que es preciso definir una funcién de coste que
contenga los pardmetros del modelo (costes unitarios, distribuciones de tiempos hasta que el sistema se
deteriora) asi como las variables de decision que definen la politica (nimero méximo de inspecciones en
cada fase y frecuencia de inspeccién en ambas).

El TFG presenta dos partes diferenciadas. En primer lugar, la construcciéon del modelo de inspeccién
y mantenimiento junto con la funcién de coste. La segunda abarca su programacién y el posterior uso
de algoritmos para la bisqueda de la politica 6ptima, es decir, la que hace minima la funcién de coste.
A esta parte corresponde también el andlisis de sensibilidad que tiene como propdsito analizar el efecto
que causan en las variables de decision los cambios en los pardmetros del modelo. Este estudio de sensi-
bilidad nos conduce a una serie de reflexiones que pueden ser de utilidad para quienes ponen en préctica
procedimientos de mantenimiento.

Primero, aunque en el algoritmo de optimizacién no se impuso ninguna restriccién para que la fre-
cuencia de inspeccion en la segunda fase fuera mayor que en la primera, este resultado siempre se da
para todos los casos analizados. El 6ptimo, responde a la intuicién que teniamos de partida. Tiene sentido
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que sea asi dado que se deriva un coste del estado de fallo, y la probabilidad de que éste ocurra aumenta
a medida que el tiempo avanza. Esto lleva a tener mds precaucion en esta fase para minimizar el tiempo
en el que el sistema estd en estado de fallo.

El aumento del tiempo hasta la ocurrencia del defecto afecta a la fase I que se prolonga. Sin embargo,
la duracién de la fase II, asi como la frecuencia de inspeccién en ambas es robusta frente a este cambio.
Al sistema le cuesta mds tiempo entrar en defecto, pero, una vez en él, nada cambia respecto al fallo y el
interés por detectarlo hace que el intervalo entre inspecciones no se vea afectado.

Los cambios en el tiempo desde el defecto hasta el fallo tienen un efecto diferente. En primer lugar,
las dos etapas se ven afectadas y la frecuencia de inspeccion disminuye en ambas etapas cuando aquél
aumenta. Dado que coste m4s elevado tiene lugar cuando ocurre un fallo, la disminucién de éste conduce
a aumentar la frecuencia de inspeccién también en la primera fase, dado que el fallo puede ser mas
inminente.

En el estudio de sensibilidad se observa un patrén diferente en el caso de que el sistema pueda
funcionar durante un largo tiempo en estado defectuoso que cuando, por el contrario, el fallo ocurre al
poco de haberse producido el defecto. En la primera situacién, sélo cuando se produce un aumento del
tiempo entre defecto y fallo aumenta significativamente el tiempo entre inspecciones. Hay que recordar
que el estado de defecto no implica ninguna penalizacidon en forma de coste que s6lo ocurre mientras el
sistema estd en fallo sin ser advertido. Por este motivo, la relajacion de las inspecciones es mayor en la
fase I que en la fase II.

Cuando el fallo tiene lugar poco tiempo después del defecto, al crecer el tiempo entre ambos se
produce, igualmente, una relajacién importante de la frecuencia de inspeccién, con mayor intensidad en
la fase II.

Ante cambios en los costes, el nimero mdximo de inspecciones de la primera fase se mantiene
robusto, pero el resto de las variables si sufren cambios. Aumentando el coste de inspeccién se llevan
a cabo menos inspecciones en la segunda fase y mds relajadas en ambas etapas. Al aumentar el coste
mientras el sistema estd en estado de fallo (downtime), las inspecciones se hacen mds frecuentes en
ambas fases, a pesar de que el riesgo de que ocurra un fallo se da mayormente en la segunda fase. La
primera fase se ve afectada, al igual ocurria cuando se producen cambios del tiempo del defecto al fallo
por la importancia de detectar este dltimo.

En cuanto a los cambios en los costes por reemplazamiento preventivo y correctivo, mientras que la
fase I apenas sufre cambios, la diferencia entre ambos indicar4 la estrategia a seguir en la fase II. Cuando
mayor sea, disminuye el nimero de inspecciones y la frecuencia con la que estas se realizan. Al ser
mucho mds econémico terminar el ciclo en mantenimiento preventivo, hay un mayor interés en evitar
que ocurra un fallo.

Ademas, afiadimos al modelo un nuevo coste mientras el sistema esta en estado de defecto, mucho
menor que el de fallo. Este afecta en gran medida a la fase II, disminuyendo el nimero maximo de ins-
pecciones realizadas en ésta y con ello acortando la longitud del ciclo. A medida que este valor aumenta,
también lo hace la frecuencia de las inspecciones en ambas fases. Si este valor es suficientemente grande,
se puede dar el caso de que la politica dptima sea prescindir de la fase II, y reemplazar el sistema una
vez acabada la fase 1.
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