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Analisis estatico y dinamico del duopolio de Cournot bajo

diferentes especificaciones de la demanda y los costes
Pablo Ranera Pérez

Resumen.

Este Trabajo Fin de Grado examina como las diferentes especificaciones de las funciones
de demanda y de costes afectan a los Equilibrios de Cournot-Nash en un duopolio, tanto
desde una perspectiva estatica como dindmica. Se estudian tres modelos: el Modelo 1 con
funciones lineales de demanda y costes, el Modelo 2 con demanda isoelastica y costes
lineales, y el Modelo 3 con demanda lineal y costes cuadraticos. Utilizando la Teoria de
Juegos, se identifica el equilibrio de Nash en cada caso. Se explora la dinamica mediante
expectativas adaptativas, considerando el ajuste de cantidades en respuesta a
perturbaciones externas. En cuanto al modelo estatico, los modelos se analizan como
juegos simultaneos de dos jugadores con estrategias continuas donde utilizando el calculo
diferencial se obtienen los Equilibrios de Nash y se realiza la estatica comparativa. El
analisis dinamico se centra en la evolucion de las decisiones de produccién ante
perturbaciones externas, utilizando un modelo de tiempo discreto y expectativas
adaptativas. Se evallian los estados estacionarios y su estabilidad: estable, asintdticamente
estable o inestable, determinando como las perturbaciones afectan la convergencia o

divergencia hacia el equilibrio de Cournot-Nash.
Abstract.

This Final Degree Project examines how different specifications of demand and cost
functions affect Cournot-Nash Equilibria in a duopoly, both from a static and a dynamic
perspective. Three models are studied: Model 1 with linear demand and cost functions,
Model 2 with isoelastic demand and linear costs, and Model 3 with linear demand and
quadratic costs. Using game theory, the Nash equilibrium is identified in each case.
Dynamics are explored using adaptive expectations, considering the adjustment of
quantities in response to external shocks. As for the static model, the models are analyzed
as simultaneous two-player games with continuous strategies where, using differential
calculus, Nash Equilibria are obtained and comparative statics are performed. The
dynamic analysis focuses on the evolution of production decisions in the face of external
shocks, using a discrete-time model and adaptive expectations. The steady states and their
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stability are evaluated: stable, asymptotically stable or unstable, determining how

disturbances affect the convergence or divergence to the Cournot-Nash equilibrium.
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1. INTRODUCCION

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es estudiar en un duopolio de Cournot como
afectan las distintas especificaciones de la funcion de demanda y la funcién de costes a
los Equilibrios de Cournot-Nash resultantes de la competencia entre las empresas, desde

el punto de vista estatico y dinamico.

En este trabajo estudiaremos tres modelos. El Modelo 1 sera el modelo basico de Cournot,
que tendra unas funciones de demanda y de costes lineales; el Modelo 2 estara definido
por una funcion de demanda isoelastica y una funcion de costes lineal; por ultimo, el
Modelo 3 dispondrd de una funcion de demanda lineal y una funcién de costes

cuadraticos.

Tal y como sefiala Luis Cabral en su libro Economia Industrial (1997), el primer modelo
formal en el estudio del comportamiento estratégico en el oligopolio es el modelo de
Cournot (1838). Las hipdtesis basicas de este modelo recogen que el producto de las
empresas es homogéneo, con un precio unico de mercado que se obtiene de la oferta
agregada de las empresas y donde las empresas determinan de forma simultdnea la

cantidad ofrecida.

Si observamos el duopolio desde el punto de vista de la Teoria de Juegos, el modelo que
se plantea es un juego simultdneo de dos jugadores. Cada una de las dos empresas se
identifica con un jugador, la variable estratégica de cada jugador es la cantidad producida
que toma valores en un intervalo, y la utilidad de cada jugador es el beneficio de la
empresa. La solucion de este duopolio vendra dada por el Equilibrio de Nash del juego
planteado, que en este contexto es habitual llamarlo Equilibrio de Cournot-Nash. Para
una revision en profundidad de la metodologia de la Teoria de Juegos, ver Pérez, J. et al.

(2013).

Aunque el Modelo de Cournot sea un modelo estatico, el equilibrio de mercado se puede
interpretar como el resultado de un proceso de ajuste dindmico de forma que, si en el
instante inicial las cantidades de produccion elegidas por las empresas no fueran las dadas
por el equilibrio de Cournot-Nash, se desencadenaria un proceso de ajuste de forma que
las cantidades podrian converger o no al equilibrio. Ello dependerd del modo en el que
las empresas ajusten sus cantidades, es decir, su esquema de expectativas. En este trabajo

se considerara unicamente el esquema de expectativas adaptativas, aunque en la literatura



se consideran otros tipos de esquemas de expectativas como son el basado en la Regla del

gradiente.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En la seccion 2 se analizan los modelos
presentados desde un punto de vista estatico. En cada caso, se obtiene el equilibrio de
Nash y se lleva a cabo un estudio de estatica comparativa. La segunda parte del trabajo
se basara en analizar la dindmica de cada uno de los tres modelos obtenidos al introducir
el tiempo mediante un proceso de ajuste basado en las expectativas adaptativas. En cada
uno de ellos. obtendremos el equilibrio o estado estacionario y analizaremos la estabilidad

dinamica de dicho equilibrio. Por ultimo, obtendremos las conclusiones mas relevantes.

2. ANALISIS DEL MODELO ESTATICO.

A continuacidn, vamos a estudiar tres modelos distintos. La diferencia entre ellos radica
en la especificacion de la funcion de demanda y de las funciones de costes consideradas
para representar la estructura del mercado. Cada uno de los modelos se planteard como
un juego simultaneo de dos jugadores con un conjunto de estrategias continuo, cuya
resolucion, utilizando las técnicas analiticas del Célculo Diferencial, permitira obtener el
Equilibrio de Nash. A partir de esta solucion, se obtendran los valores optimos de las
variables consideradas en el modelo, lo que permitird realizar un ejercicio de estatica

comparativa

El Modelo 1 es el modelo basico de Cournot, donde las funciones de demanda y de costes

son lineales, siendo estas las siguientes:

P(Q)=a—-bQ =a—b(q:+4q2)
ci(q) =cqi,con 0<¢;<a, Vi=12

En el caso del Modelo 2, nos enfrentamos a una funcién de demanda isoelastica con una

funcion de costes lineales. En este caso, la funcion de demanda sera:

p(Q)—l—#
Q ¢ tq

Por ultimo, el Modelo 3 estard compuesto por una funcion de demanda lineal y una

funcién de costes cuadraticos, siendo esta tltima la siguiente:

2
Ci(qi) = (i %, con ¢; > 0 vi=1, 2.



2.1. Modelo 1

En este modelo se analiza un duopolio de Cournot donde operan dos empresas (1 y 2) en
un mercado en el que cada una produce una determinada cantidad (g4, q,) de un bien

homogéneo con la siguiente curva inversa de demanda lineal:

P(Q =a—-bQ =a—-b(q +q;)

con los parametros a > 0, b > 0, donde “a” es el valor que toma la variable dependiente
"P(Q)", cuando la variable independiente "Q" vale 0, siendo una cota superior del valor
del coste marginal que indica el nivel maximo del precio y, econdmicamente, puede
interpretarse como el tamafio de la demanda. El pardmetro "b" determina la pendiente de

la recta, es decir, su grado de inclinacion.

Las empresas tienen una funcion de costes lineal ¢;(q;) = ¢;q; ,con 0 < ¢; < a, Vi=1,

2, denotando c; el coste marginal y medio de la empresa i.

Teniendo en cuenta las especificaciones dadas de costes y demanda, la funcioén objetivo

de la empresa 1 sera su funcion de beneficios:

m1(q1,92) = q1(@a — bqy — bqy — ¢1)
La funcion de beneficios de la empresa 2 es:

m2(q1,92) = q2(a — bq1 — bq; — ¢3)

Para obtener el equilibrio de Cournot-Nash habrd que resolver los dos problemas de

optimizacion siguientes:

Trzax m1(q1,92) = q1(a — bqy — bq, — ¢y)
1
maxm, (q1,92) = q2(a — bqy — bg, — ¢3)

2.1.1. Condicion de Primer Orden para las empresas 1y 2:

M 4~ 2bgy — b =0
dql_a q1 2 — €1 =
dm,

—dqzza—bql—quz—CZ—O

de donde se obtendran los valores para los que se maximizara el beneficio de cada

empresa.



2.1.2. Condicion de Segundo Orden para las empresas 1y 2:

Cm_ e
dq,?
Cr_ <o
dq,?

cuyo cumplimiento garantiza que los valores que se obtengan a partir de las condiciones

de primer orden constituyen un maximo de la funcion de beneficio de cada empresa.
2.1.3. Calculo del equilibrio de Cournot-Nash:

Despejando de las ecuaciones obtenidas al imponer las condiciones de primer orden la
cantidad producida por cada empresa en funcion de la producida por su rival, se hallan

las Funciones de Mejor Respuesta (R4, R,) de las empresas 1y 2:

a—c1—bq;

q1 = R1(qz) = b

—cy,—b
g2, = R(q1) = Teh C;b o

(1

que corresponde a la cantidad que maximiza el beneficio de la empresa i dada la cantidad

producida por su rival, la empresaj (i, j = 1, 2).

Es importante recalcar que las funciones de reaccion tienen pendiente negativa. Esto
implica que las cantidades, como variables de decision de cada empresa, son sustitutivas

estratégicas.
Resolviendo el sistema (1) se obtienen las cantidades dptimas de equilibrio:

,_a—2c+¢
q1 = 3b

_a—20+¢
q; = 3b

Por lo tanto, el Equilibrio de Cournot-Nash de este primer modelo es:

a-2ci+c; a—-2cy+cq )

EN(qi,q3) = (ot =2

)
Notar que para que el equilibrio tenga sentido econémico (g; = 0,q5 = 0) se ha de
verificar:

a=2c,—Cy
a=2c,—¢



El Equilibrio de Nash es una combinacion de estrategias en la que ninguna empresa tendra

incentivos para cambiar unilateralmente su decision. Se caracteriza por ser, para cada

jugador, su mejor respuesta dadas las estrategias elegidas por su rival.

La cantidad, el precio y los beneficios de cada empresa optimos seran, por lo tanto:

2a—cy —Cy

Q"=q1+tq;= 3D

2.1.4. Estatica Comparativa:

,_atcto

3

_(@—2c; + )

9b

(a—2cy +¢p)?
9b

La Estatica Comparativa nos es util para mostrar como afectarian las variaciones de los

parametros sobre los resultados del modelo.

an;  2(a—2ci+cy)
3a 9b >0
on, 2(a—2c,+cy)
= >0
da 9b
on: a—2c; +c,)?
1_ _( ¢ +¢3) <0
ob 9p2
o’ a—2c, + ¢,)?
2 _ _( c; + 1) <0
ob 9p2
o} 4(a — 2¢y +
1_ (a c; +¢3) <0
dcy 9b
o, 4(a — 2¢, +
2 _ (a cy + 1) <0
dc, 9b

*
amy

dc,

2(a—2c¢; + ¢
_ ( 1 2)>0

9b

o, 2(a—2c,+c
i _2a-20te)

dcy

9b

oP* _dP* _dP* 1

==>0
dc, da 3



0Q* dQ* 1

acl_dcz__£<0

Q" 2
Vemos como un aumento de “a” llevaria a un aumento en los beneficios de ambas
empresas, mientras que un aumento de “b” los reduciria. En consecuencia, un incremento
en el tamano de la demanda provoca un aumento en los beneficios, mientras que una
demanda menos rigida (menor valor de “b”’) conduce a una reduccion en los niveles de
beneficios. En cuanto a los costes de la empresa 1 (c;), un aumento de estos afectaria de
forma negativa al beneficio de su empresa, mientras que afectaria de forma positiva al

beneficio de la empresa 2. Lo mismo pasaria con los costes de la empresa 2 (c,), pero de

forma inversa.

2.2. Modelo 2

En este modelo se analiza un duopolio de Cournot donde operan dos empresas (1 y 2) en
un mercado en el que cada una produce una determinada cantidad (q4,q,) de un bien
homogéneo y tienen, como en el modelo 1, una funcion de costes lineal c¢;(q;) = c;q; ,

con ¢; >0 Vi=1, 2.

Sin embargo, en este segundo escenario las empresas se enfrentan a la siguiente curva

inversa de demanda no lineal:
PQ) == ——
Q ¢1tq
En este caso, el equilibrio de Cournot-Nash se obtiene resolviendo los dos problemas de
optimizacion siguientes:

1
”}gx m1(q1,92) = q1 (m - Cl)

1
”zlex m2(q1,92) = q2 (m - Cz)

2.2.1. Condicion de Primer Orden para las empresas 1y 2:

dam

& _ LZ —¢, =0

dq:  (q1t+qz2) 3)
dme _ __ 41 _ =0

da; ~ (q1+42)? 2
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2.2.2. Condicion de Segundo Orden para las empresas 1y 2:

d*m 2

. Y
dq, (q1 + q2)
d?m, _ 2q, 0

- <
dq,? (g1 + q2)°
2.2.3. Cdlculo del Equilibrio de Cournot-Nash:

Despejando de (3) se obtienen las funciones de mejor respuesta para este modelo:

C1

(q1 + q2)* =4 42, = Ry(qq) :\/z::—ch

C2

(q1 + QZ)Z =2 q1 = R1(qz) = \/Z::_ qz
“4)

Un analisis detallado permite comprobar que, a diferencia del modelo 1, las funciones de
mejor respuesta no presentan la misma pendiente en todo su dominio. Concretamente,
muestran un tramo creciente y un tramo decreciente, alcanzando un valor maximo. Dicho,
en otros términos, las cantidades tienen una naturaleza tanto sustitutiva como
complementaria desde el punto de vista estratégico. Como veremos posteriormente, dicho
aspecto es crucial desde el punto de vista dindmico.

Operando en las expresiones anteriores se obtiene:

Gtq= |2

AN, 2 [0 201 %2_a (5)
q1 €1 C2 €1 C2 q1 C2

1+ q = |—

C2

Teniendo en cuenta la relacion obtenida en (5) y las Funciones de Mejor Respuesta de las

empresas 1 y 2 dadas en (4) se obtienen las cantidades optimas de equilibrio:

«_ G
h= (c1 +¢3)?

. _ €1
7= (c1 +c2)?

Por lo tanto, el Equilibrio de Cournot-Nash (EN) es para el modelo 2:

ENG;,q3) = (2 —2) (6)

(c1+¢2)?’ (c1+cz)?

La cantidad, el precio y los beneficios de cada empresa optimos seran, por lo tanto:

11



* * + * —
Q 41 T q> L+
P =ci+c,
. e
I8
L+ e)?
. ci?
T, =
27 (e 4 €)?
2.2.4. FEstatica Comparativa:
omn; —2c,°
1 2”0

0P _dP*_
dc; dc,
00* 00* 1
Q" 09" _ <0
dc, Jdc, (c1 +¢3)?

En el caso del Modelo 2, vemos como un aumento en los costes de cada empresa (¢; y ¢3)
afecta de manera negativa al beneficio de ella misma, pero de forma positiva al beneficio
de la otra y al precio, de forma que aumentaria. Sin embargo, afectaria de forma negativa

a la cantidad total producida.

2.3.Modelo 3

En este modelo se analiza un duopolio de Cournot donde operan dos empresas (1 y 2) en
un mercado en el que cada una produce una determinada cantidad (g4, q;) de un bien
homogéneo y tienen una funcion de costes de costes no lineal, en concreto cuadratica,

2
Ci(CIi) = Ci% con c¢; > 0 vi=1,2.

En este escenario las empresas se enfrentan a la misma curva inversa de demanda lineal

que en el modelo 1:
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P(Q =a—-bQ =a—-b(q +qz)

En este caso, el equilibrio de Cournot-Nash se obtiene resolviendo los dos problemas de

optimizacion siguientes:

2
q
"}fllx m1(q1,q2) = q1.(a — bqy, — bq,) — 0171

q5

chzlx m2(q1,q2) = q2(a —bqy — bqz) — ¢, )

2.3.1. Condicion de Primer Orden para las empresas 1y 2:

d

_dn1 =a—2bqy —bq; —q¢, =0

dns (7
—2=q- bq; — 2bq, — q,¢c, =0

aq;

2.3.2. Condicion de Segundo Orden para las empresas 1y 2:

d*m 2b <0
=-2b—c
dq,? !
d*m, 2b <0
=-2b—c
dq,? 2

2.3.3. Cdlculo del equilibrio de Cournot-Nash:

Despejando de (7) la cantidad producida por cada empresa en funcion de la producida por

su rival, se hallan las Funciones de Mejor Respuesta de las empresas 1y 2:

-b

q1 = R1(qz) = ;b—Jj: ®)
-b

g2 = Ry(q2) = ;b—izl

que corresponde a la cantidad que maximiza el beneficio de la empresa i dada la cantidad

producida por su rival, la empresaj (i, j =1, 2).

Es importante recalcar que las funciones de reaccion tienen pendiente negativa. Esto
implica que las cantidades, como variables de decision de cada empresa, son sustitutivas

estratégicas.

Resolviendo el sistema (8) se obtienen las cantidades 6ptimas de equilibrio:

. a(b + cy)

G =3p2 4 2b(cy + ¢3) + ¢,
. a(b+cy)

az; =

3b% + 2b(cy + ¢3) + c1c4
13



Por lo tanto, el Equilibrio de Nash (EN) sera:

*w\ a(b+cy) a(b+cq)
EN(CI:[’ qz) - (3b2+2b(C1+C2)+C1C2 ! 3b2+2b(C1+C2)+C1C2) (9)

La cantidad, el precio y los beneficios de cada empresa optimos seran, por lo tanto:

. . . a(2b+c; +¢y)
Q =q + 4 = 2
3b% + 2b(cy + ¢3) + 10

b% + b(c; + ¢3) + ¢1¢,
@ 3p2 + 2b(cy + ¢3) + cicy

*

_ (b +¢c)(2b* + bey+2bc; + c1c5)
T=a 2(3b2 4 2b(cy + ¢3) + ¢1C3)

(b +¢)(b% + 2bcy+be; + ¢1¢3)
2 =4 2(3b?% + 2b(cy + ¢3) + c1¢3)

2.3.4. Estatica Comparativa:

aQ" (2b+c1 + )

= >0
da  3b%+ 2b(cy + ¢y) + ¢y,

0Q"  2a(3b* + 2b(c; + ¢3) + ¢163) —a(2b + ¢y + ) (6b + 2(c; + ¢3))

ob (3b2 + 2b(cy + ¢3) + c1¢5)? B
_a (—6b2 — 6b(cy + ¢3) — 2¢,* — 2¢,°)
B (3b?% + 2b(cy + ¢3) + c1¢3)?

<0

Q" 0Q" (3b? +2b(cy + ¢3) +¢16) — (b + ¢y +¢)(2b +¢;)
dc; dc, @ (3b% + 2b(cy + ¢3) + c1¢3)? B
_ _bZ - ZbCZ - CZZ
-4 (3b% + 2b(c; + ¢c3) + ¢1¢3)?

<0

op*  oP" baQ* - Q"
dc; 0dc, dc; ya que dc;

<0

OP*  b%+b(ci +¢y) + 0y

da  3b%+2b(c, +c,) + 40y

oP* —b%(c; + c; — c1¢5) — c1¢5(cq + ¢, + 6b)

ap ¢ (302 + 2b(cy + ¢3) + €165)2

En el caso del Modelo 3, vemos como un aumento en los costes de cada empresa (¢, y ¢;)
afecta de manera negativa a la cantidad total y al precio. En cuanto al parametro a, afecta

de manera positiva a la cantidad total y al precio. Sin embargo, el pardmetro b afecta de

14



manera contraria. Un aumento de b disminuiria la cantidad total y también disminuiria el

precio.

3. ANALISIS DEL MODELO DINAMICO.
Como Andaluz et al. (2019) sefialan, el analisis dindmico se enfoca en estudiar como
evolucionan las decisiones de produccion de las empresas cuando se enfrentan a

perturbaciones externas que las alejan de sus decisiones dptimas.

Para ello se ha de introducir en el modelo la perspectiva temporal que se puede hacer
considerando la variable tiempo como variable continua o discreta. En este trabajo

optamos por variable discreta.

La variable temporal se introduce en el modelo mediante la especificacion de un esquema
de expectativas que siguen las empresas a la hora de ajustar sus cantidades tal y como se

explicara mas adelante.

De esta manera se obtiene un sistema dinamico discreto bidimensional en el que
realizaremos un analisis dinamico cualitativo que consiste basicamente en el calculo de
los estados o equilibrios estacionarios y en el andlisis de su estabilidad dinamica. Para
una revision en profundidad del andlisis dindmico ver Gandolfo (2010) o Fernandez Pérez

et al. (2003).

El Equilibrio o Estado Estacionario es el estado en el que, sin perturbaciones externas, las

variables del sistema permanecen constantes.

Un Equilibrio Estable es aquel en el que, frente a una perturbacion externa, las
desviaciones se corrigen de manera que las variables estratégicas permanecen cerca del
equilibrio.

El Equilibrio Asintéticamente Estable es un tipo de equilibrio estable donde las

perturbaciones externas se disipardn a largo plazo, permitiendo que el sistema retorne a

su estado de equilibrio. En este caso, se dice que el equilibrio es un atractor del sistema.

El Equilibrio Inestable es un tipo de equilibrio donde las perturbaciones externas se
acentian con el tiempo, haciendo que el sistema se aleje de su estado de equilibrio. En

este caso, se dice que el equilibrio es un repulsor del sistema.

De esta forma, cuando ocurre una perturbacién externa que aleja las cantidades del

equilibrio, las decisiones de produccion de los agentes pueden converger hacia el

15



equilibrio o alejarse de ¢l con el tiempo. Esto depende del tipo de expectativas que los

agentes tienen sobre el futuro y de la estructura de mercado considerada.

3.1.;Como se introduce el tiempo?

A pesar de que el Modelo de Cournot se trata de un modelo estatico, el equilibrio se puede
interpretar como el resultado de un proceso de ajuste dindmico. Suponiendo que, a causa
de un shock exdgeno en un determinado periodo, una de las empresas escogiera una
cantidad distinta a la de equilibrio, en los siguientes periodos veriamos un proceso de
ajuste de forma que las empresas corregirian sus cantidades producidas hasta llegar de

nuevo al Equilibrio de Nash-Cournot (véase la Figura 1).

qd»

|
|
!
q

ik EFI
1

Figura 1 (Fuente: Elaboracion propia)

En el Modelo de Cournot, el proceso de ajuste se produce mediante las funciones de mejor
respuesta, como puede verse en la Figura 1. Nos podemos preguntar qué ocurriria cuando
el proceso de ajuste se produce siguiendo otro patrén de comportamiento, o en otras
palabras cuando las empresas tienen otro esquema de expectativas. Como puede verse en
Capo, A. (2019): Andlisis dinamico del equilibrio de Cournot con delegacion estratégica.
Trabajo Fin de Grado, Zaragoza y Casinos, J. (2017): Un modelo tedrico para el estudio
dinamico del duopolio. Trabajo Fin de Grado, Zaragoza, hay esquemas de expectativas
que se basan en las funciones de mejor respuesta y otros mas complejos como puede ser
el conocido como Regla del gradiente. En este trabajo unicamente se considera el caso de

expectativas adapatativas.
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3.2.Expectativas adaptativas

Bajo este tipo de expectativas, los jugadores calculan su nivel de produccién con una
ponderacion entre las cantidades del ultimo periodo y su funcion de mejor respuesta,

tomando las ecuaciones dindmicas la siguiente expresion:

T- {ql,t+1 =1 —P1)q1: + ,81R1(QZ,t)} (10)

. q2,t+1 = (1- Bz)‘h,t + B2R; (ql,t)

siendo B; y B, los pardmetros de ponderacion tales que: 0 < 3; <1, Vi=1,2y Ry, R,
son las funciones de mejor respuesta calculadas para cada modelo en la seccion 2

dedicada al analisis estatico.

El esquema de expectativas adaptativas supone que las decisiones de produccion de cada
empresa en el instante #+1, son el resultado de una ponderacion entre la cantidad
producida por dichas empresas el instante ¢ y el valor proporcionado por su funcion de
mejor respuesta. Si § = 1, entonces aparecen como caso particular las expectativas Naive
o de Cournot que son las que se consideran en la interpretacion dindmica que hemos hecho

del modelo de Cournot a través del proceso de ajuste descrito.

Los puntos de equilibrio o estados estacionarios del sistema dinamico (10) se calculan

imponiendo en el sistema la condicion:
— —_— *
Ait+1 = 91t = 1
— —_— *
z2t+1 = 42t = 42
Imponiendo esta condicion en (10) se obtiene:

q1 = (1 — B1)q; + B1R1(q3)
q; = (1 = B2)q; + B2R,(q1)

Y teniendo en cuenta que 0 < f4, B, < 1, se obtiene:
q1 = Ri(q2)
4z = R»(q1)
Por tanto, en los tres modelos se obtendra que el estado estacionario coincidira con el
equilibrio de Cournot-Nash calculado en cada uno de ellos.
Para llevar a cabo el andlisis de la estabilidad dindmica del punto estacionario se calcula

la matriz jacobiana del sistema 7" dado en (10):
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(1 —p1 PB1 aa,
JT1(q1,q2) = dR, !
\,32 aa, 1-5;

y se evaluta en el estado estacionario considerado, obteniendo la matriz JT; (g1, q5)-

La condicién que garantiza que el equilibrio o estado estacionario es asintticamente
estable (o atractor) es que los valores propios de la matriz JT;(q;,q5) sean en modulo
menor que uno. Y esta condicidon es equivalente a que se cumplan tres condiciones
conocidas como Condiciones de Schur:

()1-=T+D>0
(i)1+T+D>0 (11)
(iii))1—D >0

donde:

T = Traza (JT,(q}, q3))
D = Determinante (]Tl(qf, qé))

3.2.1. Modelo 1

3.2.1.1. Equilibrio o Estado estacionario

Sustituyendo las funciones de mejor respuesta dadas en (1) en el modelo dindmico general

(10), se obtiene el siguiente sistema dinamico lineal:

—cy—b
Gree1 = (1= B1)qre + b1 %qu't (12)
1+ —co—b
Goe+1 = (1= B2)qt + o %bql't

El estado estacionario es el EN dado en (2):

a—2c +c, a—262+C1>

EN(gi,0) = (2, 2222

3.2.1.2.Estabilidad dinamica del Equilibrio de Nash

Para estudiar su estabilidad dinamica se calcula la matriz jacobiana de T:

-5 b
JT1(q1,q2) = 8, =JT,(q1,93)
-5 1-p;

que resulta ser constante al ser T; un sistema lineal como ya hemos sefalado.
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T =Traza=2— (B, + F2)
_ 3
D = Determinante =1 — (8, + f8,) + ZﬁlﬁZ

Imponiendo las Condiciones de Schur dadas en (11):

(i)l—T+D=1—2—(,31+,32)+1—(,31+,32)+%,31,32=Zﬁ1ﬁ2>0

3
(ii)1+T+D=1+2—(ﬁ1+52)+1—(31'*‘,32)4‘1,31,32

3
=22—= B+ B+ Z.Bl.BZ >0

({i)1-D=1- 1—(,31"':32)"'%,31132 =,31+,32(1_231)>0

Se concluye que se cumplen las tres condiciones al verificarse 0 < f; < 1, Vi=1, 2.

Por tanto, el Equilibrio de Cournot-Nash es asintéticamente estable, o lo que es lo mismo,
constituye un atractor del sistema dindmico dado en (12). Esto implica que, en el caso de
que las empresas se encontrasen fuera del punto de equilibrio 6ptimo en algin momento,
con el tiempo tenderian a acercase al equilibrio de equilibrio hasta converger a dicho

valor.

En la siguiente simulacion (Figura 2) hecha con el software Mathematica, vemos como
partiendo desde una condicién inicial que no se corresponde con el Equilibrio de Nash,

las empresas irian ajustando sus cantidades a lo largo del tiempo hasta llegar al equilibrio.

Ur

b

P
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Figura2. Pardmetros:a=4, b=1,¢;=1,¢,=2, f; =

ul |-

4
'ﬁZZE

Condiciones iniciales: q; o = 0.6, g, = 0.2

3.2.2. Modelo 2

3.2.2.1. Equilibrio o Estado estacionario

Sustituyendo las funciones de mejor respuesta dadas en (4) en el modelo dindmico general

(10), se obtiene el siguiente sistema dindmico no lineal:

Gree1 = (1= B1)qre + P1 ( /%t - ‘h,t)
Got+1 = (1 = B2)qz + P ( ’%t - CI1,t)

El estado estacionario es el equilibrio de Cournot-Nash dado en (6):

T,: (13)

EN(q: *)—( c a )
T b2) = (c1 + )% (cq + )2

3.2.2.2. Estabilidad dinamica del Equilibrio de Nash

Para estudiar su estabilidad dindmica se calcula la matriz jacobiana de T,:

I C el
s A=

JT(q1,92) = 1
Y LI R
2,/C2q1
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que resulta ser no ser constante al no ser lineal T,. Evaluando esta matriz en el equilibrio

de Cournot-Nash se obtiene:

1= A5

]T(C[I, CI;) = (Cl — C2> 1 —p
2\ "2, 2

cuya traza y determinante son:

T =Traza=2-—(B;+B,)

. (c1 +¢3)?
D = Determinante =1 — f; — By + 1o ——————
4cqcy
Imponiendo las Condiciones de Schur dadas en (11):
D1-T+D= g,p, 0tD
l = BB 4c,c,
. (c1 +¢)?
({i))1+T+D=4-2B,-2B,+ B1fs————
4cqcy
(c1 +¢3)?
= 2Q2 = (ButBo) + By > 0
( ) (c; +¢)?
)1 =D = By + By = i~ = fy By 1~ By
€1C2

En este caso el cumplimiento de la condicion iii) no estd garantizada. Para poder obtener
algun resultado hacemos la siguiente simplificacion ; = f, = [ que significa que ambas
empresas consideran en el proceso de ajuste de sus decisiones respecto a las cantidades
producidas, la misma ponderacion entre las cantidades del ultimo periodo y su funcion de
mejor respuesta. Con este supuesto la condicion iii) queda:

(c; + ¢p)? y (2 _p (c; + ¢)?

4cicy 4cicy

8cicy

L= CEENE

>>0<:>ﬁ<

De lo anterior se deduce la existencia de un umbral de estabilidad dado por:

8cicy

3(% C2) = m

de manera que:
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Si B < B(cy,c,) entonces 1-D > 0 y el equilibrio de Cournot-Nash es asintoticamente

estable

Si B > fB(cy, c,) entonces 1-D < 0y el equilibrio de Cournot-Nash no es asintoticamente

estable.

Para los valores de los parametros ¢; = 1.5, ¢, = 0.25, el valor del umbral de estabilidad
es £(1.5,0.25) = 0.9796. Considerando que el parametro 8 esta por debajo de ese valor
B=p=p= % < 0.9796, se obtiene una simulacién en la que se observa el caracter

atractor del equilibrio de Cournot-Nash (Figura 3).

Figura3. Parametros: ¢; = 1.5, ¢, = 0.25, B; = %, B :%

Condiciones iniciales: q; o = 0.6, q;0 = 0.2

Vemos como partiendo desde una condicion inicial que no se corresponde con el
Equilibrio de Nash, las empresas irian ajustando sus cantidades, aunque no de forma

monotona, sino con oscilaciones, a lo largo del tiempo hasta llegar al equilibrio.
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Siguiendo con los mismos valores paramétricos c¢; = 1.5, ¢, = 0.25, pero ahora

considerando que el parametro S esta por encima del umbral de estabilidad (8 = ; =

481 . . ., ey
B, = 90> 0.9796, se obtiene una simulacion en la que se observa que el equilibrio de

Cournot-Nash no es asintdticamente estable (Figura 4).

08 -
06l ————— o -
04t
et e s a ar
0.2
0 " " " " Il i i i i ! i i i i Il i i i i 1 714
0.00 0.05 0.10 0.15 0 .‘(7‘('

Figura4. Parametros: ¢; = 1.5, ¢, = 0.25, B; = %' B2 = %

Condiciones iniciales: q; o = 0.1, q;0 = 0.2

En esta simulacion podemos observar como partiendo desde una condicion inicial que no
se corresponde con el Equilibrio de Nash, las empresas irian cambiando sus cantidades

con el paso del tiempo, pero bajo ningln caso conseguirian llegar al Equilibrio de Nash.

3.2.3. Modelo 3

3.2.3.1. Equilibrio o Estado estacionario

Sustituyendo las funciones de mejor respuesta dadas en (8) en el modelo dindmico general
(10), se obtiene el siguiente sistema dindmico lineal:
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a—bqyt

GQree1 = (1= B1)qre + P1 btes 14)
T5: b
Goe+1 = (1= B2)qz + o 2ot

2b+C2

El estado estacionario es el equilibrio de Cournot-Nash dado en (9):

a(b + c;) a(b +cy) )

EN *, * — ( )
(91,92) = (5571 2b(cy + ;) + 165" 2b% + 2b(cy + ¢3) + €105

3.2.3.2. Estabilidad dinamica del Equilibrio de Nash

Para estudiar su estabilidad dinamica se calcula la matriz jacobiana de T;:

( 1=5 'Bl(Zbl-al-cl)\
JT3(q1,92) = b =JT(q1,92)

\'82 (Zb + cz) 1=F

T =Traza=2— (B, + F2)

) 3b% + 2b(c; + ¢3) + ¢
D = Determinante =1 — (f; + B2) + [15-

(2b + ¢1)(2b + ¢,)
3b% + 2b(c; + ¢3) + ¢y
(2b + c1)(2b + ¢y)

=T—1+,31,32<

Imponiendo las Condiciones de Schur dadas en (11):

3b%2 + 2b(cy + ¢,) + ¢4C
(i)l—T+D=1—T+T—1+ﬁ1ﬁ2< Cha) 12>=

(2b + c1)(2b + ¢y)
3b% 4+ 2b(c, + ¢,) + ¢4C
_,312< (c1 +¢3) 12>>O

(2b + ¢1)(2b + ¢,)

3b%2 + 2b(cy + ¢,) + ciC
(ii)1+T+D=1+T+T—1+ﬁ1ﬁ2< (1 £ c) 12>=

(2b + ¢1)(2b + ¢3)
3b% + 2b(c; + ¢,) + clcz> B

= 2T+ Bipe < b+ c)(2b + &)

3b% + 2b(cy + ¢,) + clcz>

=22 - (B1+B2)) + BB < (2b +¢)(2b +¢3)
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3b% + 2b(c; + ¢y) + c102>

(iii)1—D=1—T+1—ﬁ1ﬁz< (2b + ¢)(2b + ¢,)

B 3b% + 2b(c; + ¢3) + ¢10
_Z_T_ﬁ1ﬁ2< (2b + ¢1)(2b + ¢3) )

B 3b% + 2b(c; + ¢3) + 105

= By1+p- —.31,32< 2b + ¢,)(2b + &) >

B 3b% + 2b(c; + ¢3) + c10,
_ﬁ1+'82<1_'81 (2b + ¢1)(2b + ¢3) ) 0

_ 3b% + 2b(c; + ¢3) + cqc; 3b% + 2b(cy + ¢3) + ¢
si{1—p; 0= B, <1
(2b + ¢1)(2b + ¢y) (2b +¢1)(2b + ¢3)
3b% + 2b(cy + ¢3) + 10, -1 3b% + 2b(cy + ¢3) + ¢
(2b + ¢1)(2b + ¢,) (2b + ¢1)(2b + ¢5)
b2

0

= >
(2b + ¢1)(2b + c3)
Se concluye que se cumplen las tres condiciones al verificarse 0 < B¢, f, < 1.

Por tanto, el Equilibrio de Cournot-Nash es asintoticamente estable, o lo que es lo

mismo constituye un atractor del sistema dinamico dado en (14).

Figura 5. Parametros:a =4, b=1, ¢c; =1, ¢c; =2, p; = é, P2 ==

Condiciones iniciales: q; o = 0.6, g, = 0.2
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En esta simulacion (Figura 5) vemos como partiendo desde una condicion inicial que no
se corresponde con el Equilibrio de Nash, las empresas irian ajustando sus cantidades de

forma oscilante a lo largo del tiempo hasta llegar al equilibrio.

4. CONCLUSIONES

El anélisis del duopolio de Cournot con diferentes especificaciones de las funciones de
demanda y costes revela resultados importantes sobre el comportamiento y el equilibrio
en mercados oligopolicos dependiendo de las caracteristicas de la estructura del mercado.
A continuacion, se presentan las conclusiones derivadas del estudio estatico y dindmico

de los tres modelos planteados.

En los modelos, el equilibrio se obtiene cuando las empresas maximizan sus beneficios
dadas las cantidades producidas por su rival. Las cantidades 6ptimas se determinan
obteniendo el equilibrio de Nash del juego simultaneo planteado. En el Modelo 1, el
analisis de la estatica comparativa permite concluir que un aumento en el tamano de la
demanda (parametro a) incrementa los beneficios de ambas empresas, mientras que un
aumento en la pendiente de la funciéon de demanda (parametro b) los reduce. Para cada
empresa, un aumento en su propio coste marginal afecta negativamente al beneficio de la

propia empresa, pero positivamente al de su rival.

El Modelo 2 tiene una funcién de demanda isoelastica. La cantidad total producida y el
precio dependen de la suma de los costes marginales. Una vez realizada la estatica
comparativa, vemos que los incrementos en los costes de cada empresa afectan
negativamente a sus propios beneficios, pero benefician a la otra empresa. Los aumentos

en los costes elevan el precio de mercado y disminuyen la cantidad total producida.

Por ultimo, el Modelo 3 se define bajo una funcién de costes cuadraticos, donde las
cantidades y el precio optimos se derivan de la resolucion del problema de maximizacion
de los beneficios bajo dicha forma funcional. En cuanto a la estatica comparativa se
refiere, los aumentos en los costes afectan negativamente tanto a la cantidad total
producida como al precio. El tamafio de la demanda (parametro a) tiene un efecto positivo
en la cantidad total y en el precio, mientras que la pendiente de la funcion de demanda

(valor de b) tiene un efecto negativo.
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Introduciendo la perspectiva temporal mediante un esquema de expectativas adaptativas,
y en un contexto de tiempo discreto, se observa como las decisiones de produccion
evolucionan con el tiempo. Si las perturbaciones externas alejan a las empresas del
equilibrio de Nash-Cournot, las cantidades producidas podran converger o no hacia el
equilibrio a lo largo del tiempo. La estabilidad del equilibrio dependera de los pardametros
del modelo y de las tasas de ajuste de las expectativas de las empresas. Los modelos
dindmicos discretos permiten analizar como los sistemas alcanzan un estado estacionario.
La estabilidad dinamica del equilibrio de Nash-Cournot varia segiin el modelo y las

especificaciones de demanda y costes.

El Modelo 1 tiene un sistema dindmico lineal que llega a un equilibrio de Cournot-Nash
cuando las empresas ajustan sus cantidades de produccion para maximizar sus beneficios
dados los costos de produccion y la demanda del mercado. El andlisis de su estabilidad
muestra que, bajo ciertas condiciones (0 < ;< 1), el equilibrio es asintoticamente estable.
Esto implica que, si las empresas comienzan fuera del equilibrio de Nash, tenderan a
ajustarse de manera continua hacia el equilibrio con el tiempo. En una simulacion,
partiendo desde un punto inicial fuera del equilibrio, las empresas ajustan sus cantidades

hasta alcanzar el equilibrio 6ptimo.

El sistema dindmico no lineal del Modelo 2 describe como las empresas ajustan sus
producciones considerando cuadratica. El andlisis de su estabilidad muestra que el
equilibrio puede ser estable o inestable dependiendo de los valores de S y B,. Si los
parametros satisfacen ciertas condiciones, el equilibrio serd un atractor y las empresas se
ajustaran de manera oscilante pero convergente hacia el equilibrio. Sin embargo, si estas
condiciones no se cumplen, el equilibrio puede ser inestable, lo que significa que las
empresas no alcanzarén el equilibrio de Nash. Las simulaciones confirman ambos casos:
una situacion estable con ajustes oscilantes y otra inestable donde las empresas no logran

llegar al equilibrio.

En el caso del andlisis de estabilidad del Modelo 3, cuyo sistema dinamico es lineal, con
diferentes parametros y bajo ciertas condiciones el equilibrio es también asintoticamente
estable. La matriz jacobiana evaluada en el equilibrio indica que, si se satisfacen las
condiciones de Schur, el sistema sera estable y las empresas ajustaran sus cantidades de
manera oscilante hasta alcanzar el equilibrio. Las simulaciones demuestran que partiendo
de un punto fuera del equilibrio, las empresas se ajustan hacia el equilibrio éptimo con

oscilaciones, confirmando la estabilidad asintoética.
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En resumen, el Modelo 1 y el Modelo 3, ambos lineales, presentan equilibrios de Nash
que son asintoticamente estables, lo que garantiza que las empresas ajustardn sus
producciones hacia el equilibrio 6ptimo. Sin embargo, el Modelo 2 presenta un
comportamiento mas complejo debido a su naturaleza no lineal, con condiciones
especificas que determinan si el equilibrio es estable o inestable. Por lo que podemos
deducir que el andlisis dindmico de los modelos de Cournot confirma que, bajo ciertas
condiciones, las empresas tenderdn a ajustarse hacia un equilibrio estable, aunque el
camino hacia dicho equilibrio puede variar entre ajustes lineales continuos y oscilaciones

no lineales.

Para concluir, podemos decir que el estudio de estos modelos de duopolio de Cournot
proporciona una comprension profunda de cémo las variaciones en las funciones de
demanda y de costes afectan el equilibrio de Nash-Cournot, tanto en un contexto estatico
como dinamico. Estas ideas son fundamentales para el andlisis de mercados oligopolicos

y la formulacion de estrategias empresariales en contextos competitivos.

Este Trabajo Fin de Grado me ha ayudado de gran manera a ampliar mis conocimientos
y entender mas profundamente el funcionamiento de la competencia entre empresas
dependiendo de las caracteristicas de cada una de ellas. Por otro lado, me ha sido muy
util para aprender a pensar con mayor calma y claridad e ir més all4 de los conocimientos
adquiridos en las distintas asignaturas impartidas durante el grado, ademas de mejorar mi

capacidad de redaccion.
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