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» primera especie

( cCONTINUACION )

Se simplifica notablemente
la obtencién de los vértices de
las superficies cénicas, cuando
se da la curva por la intersec-
cién de la esfera X con una de
estas; pues para ello sera sufi-
ciente hallar los puntos y rec-
tas que tengan la misma polar
y el mismo polo en los dos sis-
temas planos polares definidos
por las secciones s y v produ-
cidas en la esfera y en el cono
por el plano ¢ polar de Vo res-
pecto de X, puntos que podran
ser en numero de 3,2 6 1.

22. —Consideremos ahora la
ciclica como interseccion de
una esfera con una superficie
cénica de segundo orden.

El plano polar del vértice
respecto de la esfera corta 4
esta segln el circulo de con-
tacto de ¥ con el cono cir-
cunscrito 4 ella desde el mis-
mo vértice; este circulo recibe
el nombre de dzvector.

Se simplifica notablemente
la obtencién de los planos de
las coénicas, cuando se da el
haz circunscrito 4 la esfera X
y una de estas conicas dobles;
pues para ello serd suficiente
hallar los planos y las rectas
que tengan la misma polar y el
mismo plano polar en las dos
radiaciones polares cuyo vér-
tice es el polo del plano de
aquella cénica y sus directri-
ces la superficie cénica cir-
cunscrita 4 la esfera y la pro-
yectante de la cénica dada;
esos planos podrdan ser en ni-
mero de 3,2 6 1.

Consideremos el haz de
cuarta clase definido por la
esfera y una coénica doble de
la desarrollable envolvente.

El polo del plano de la c6-
nica doble respecto de la esfe-
ra es vértice de un haz de pla-
nos radiado circunscrito 4 X
que podria designarse con el
nombre de Zaz de planocs de
revolucion, al cual daremos el
nombre de director siendo el
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23.—En el primer género del
grupo 20 existiran cuatro
circulos directores, de los que

uno ha de ser forzosamente

imaginario, por ser sus planos
caras de un tetraedro autopo-
lar; en el segundo género otros
cuatro, dos reales y dos ima-
ginarios, situados éstos en pla-
nos imaginarios; dos en el gru-
po 21 y uno en el 22, siendo en
todos los casos cada uno de
estos circulos ortogonal 4 los
demads, puesto que las tangen-
tes 4 cada uno de ellos en uno
de sus puntos comunes son
conjugadas respecto de X, por
estar una en una cara del te-
traedro y pasar la otra por el
vértice opuesto.

24.—Todo plano tangente 4
un cono Vg, corta 4 la esfera
segtin un circulo ¢’; doblemen-
te tangente 4 12 ciclica y orto-
gonal al circulo director s. Lo
segundo se hace evidente si
nos fijamos en que el plano se-
cante corta al cono circunscri-
to 4 la esfera, segtin las dos
tangentes al expresaco circu-
lo, las cuales, por ser genera-
trices del cono circunscrito a
Vs, deben ser tangentes con-
jugadas de las de la curva de
contacto, que es el circulo di-
rector s; y por tratarse de la
esfera, esas tangentes conju-
gadas son perpendiculares.
Para lo primero observamos
que los puntos de la ciclica es-
tdn en la generatriz de contac-
to del plano secante con el co-

circunscrito 4 ¥ 4 lo largo del
circulo .

En el primer género del gru-
po 20 existiran cuatro haces de
revolucion directores, de los
que uno ha de ser forzosamen-
te imaginario, por ser su vér-
tice interior 4 X; en el segundo
género otros cuatro, dos rea-
les y dos imaginarios con vér-
tice imaginario; dos en el gru-
po 21 y uno en el grupo 22,
teniendo cada dos haces direc-
tores dos planos tangentes co-
munés, y siendo perpendicula-
res las generatrices de contac-
to contenidas en uno de estos
planos, puesto que son tangen-
tes conjugadas respecto de X,
ya que una pasa por un veérti-
ce y la otra estd contenida en
la cara opuesta.

Todo punto £ de una cénica
doble ¢" es vértice de un haz
de planos de revolucion, cir-
cunscrito 4 la esfera, que con-
tiene dos planos del haz cicli-
co con las mismas generatri-
ces de contacto en ambos ha-
ces y otros dos planos del haz
director correspondiente Vg,
siendo ortogonales las genera-
trices de contacto en cada uno
de estos dos planos Esto tlti-
mo se ve facilmente si nos fija-
mos en los conos de revolucién
envolventes de ambos haces;
pues por ser el vértice del pri-
mero un punto de la cénica g’
y el del segundo el polo V del
plano de esta cénica, y los pun-
tos de contacto de los planos
tangentes 4 X trazados por la
recta F'V los de interseccién




A

no dado V¢. La tangente 4 la
ciclica en uno de estos puntos
es interseccién del plano tan-
gente al cono V¢ con el tangen-
te 4 la esfera, y la tangente al
circulo ¢ es interseccién del
plano s con el tangente 4 la
esfera; luego la ciclica y el
circulo son tangentes en ese
" punto y también en el otro por
la misma razon.

25.—El circulo s’ define un
haz de esferas bitangentes 4
(%) pertenecientes al complejo
de las ortogonales a4 la Vs,
pues el punto V, centro de ésta,
estda contenido en el plano del
circulo ' que 4 su vez es orto-
gonal 4 la esfera Vs.

Sobre la perpendicular s’ al
plano ¢' trazada desde S, cen-
tro de ¥, determina el haz de
esferas-una involucién cuyos
puntos dobles, reales 6 imagi-
narios segun que el circulo s
sea imaginario 6 real, son vér-
tices de radiaciones polares
rectangulares de directrices
bitangentes 4 (X). Estos vérti-
ces que serdan los puntos en que
la recta s’ corta a la esfera Vs

y que analiticamente serian
considerados como centros de
esferas de radio nulo del com-

de los circulos de contacto o'
y 6, estaran estos puntos en el
plano s, siendo las generatri-
ces del F's’ y del Vo que se
cortan en el mismo punto, tan-
gentes 4 ¥ y conjugadas res-
pecto de ella; luego son orto-
gonales.

La primera parte del teore-
ma se hace evidente si nos
fijamos en que los planos tan-
gentes 4 la esfera y 4 la coni-
ca doble en el punto elegido
sobre la misma, son también
tangentes al haz radiado de
planos de revolucién, y que las
generatrices de contacto, en
ambos casos, son las rectas
que unen el punto Z' con el
de contacto de dichos planos
con X.

Toda cuadrica de revolucién -

inscrita en el cono F's" y que
tenga por foco S es doblemen-
te tangente 4 la desarrollable
ciclica perteneciendo 4 la se-
rie de cuddricas inscritas en el
cono F's' y en el asintético de
la esfera X.

Los planos polares de los cen-
tros respecto de ¥ se cortan en
la polar s’ de la linea de estos
centros que es la orientacion
de los planos perpendiculares
al eje F's" y arista de un haz
de planos en involucién en que
sonrayos conjugados cada par
de ellos tangentes 4 una mis-
ma cuddrica de la serie; este
haz tendra 6 no rayos dobles
segtin que el punto /' sea 6 no
interior 4 Y. Esos planos dobles
vienen a ser dos cuddricas de
la citada serie doblemente
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plejo, los distinguiremos con
el nombre de puntos asocia-
dos al plano ',

Entre las esferas dél haz .

considerado hay una ortogo-
nal 4 ¥ cuyo centro es el pun-
F' vértice del cono F's’; pero
como este punto F’ es polo del
plano ¢’ que pasa por V, estara
en el plano s polar de este pun-
to perteneciendo ademas a la
conica ¢’ polar de v respecto
de o.

26.—Si imaginamos que el
plano ¢ se mueve describien-
do el haz tangencial del cono
Vo, el circulo ¢ engendrara
una familia de circulos cuya
envolvente es la ciclica; la
recta s’, lugar de los centros
de las esferas del haz, engen-
drara la superficie cénica So
conjugada del haz tangencial
4 Vo en el sistema polar abso-
luto; el punto #’ describira la
conica doble ¢’ de la desarro-
llable ciclica tangente 4 £ 4 lo
largo de (¥); el punto F” en
que s’ corta 4 ¥ engendrara
una conica esférica ¢” y la es-
fera F's’ una superficie ciclida
ortogonal &4 la esfera £ 4 lo
largo de la ciclica que sera li-
nea de curvatura de aquélla.

Los puntos dobles de la in-
volucién contenida en s’, en-
gendrardn una ciclica, que se-
ra la de interseccion del cono
S3’ con la esfera Vs, (1)

tangentes 4 la desarrollable
ciclica de tal modo que, tanto
en el caso de que esos planos
sean reales como cuando sean
imaginarios, los planos comu-
nes a la radiacion de planos
que definen y al haz ciclico son
imaginarios, puesto que lo son
todos los planos de la citada
radiacion.

Si imaginamos que el punto
F' se mueve engendrando la
cénica doble ¢, el haz radiado
de revolucion #'s’ engendrara
una familia de haces que ten-
dran por haz envolvente el ci-
clico; la recta s’ engendrara
un haz plano de rectas en el
infinito que proyectado desde

V nos dara el haz radiado Vg,

puesto que cada plano tangen-
te 4 este cono es perpendicular
4 larecta £ S, es decir, que el
haz radiado de planos Ve es
conjugado del haz radiado de
rectas S¢’ en el sistema polar
absoluto. El plano de ¢’ engen-
drara el haz de los planos bi-
tangentes 4 la ciclica de con-
tacto de la citada desarrolla-
ble ciclica con la esfera. Los
dos planos tangentes 4 ¥ “des-
de la recta s’ engendraran
una desarrollable ciclica co-
rrelativa de una cénica esfé-
rica.

En general, si sobre la superficie conica Sy’ se traza una linea
que corte 4 todas sus generatrices, podra considerarse la ciclica

(1) En todo lo que sigue solo nos ocuparemos de las lineas por tratarse ya de propiedades

meétricas.
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propuesta como interseccién de X con una superficie envolvente
de esferas, cuyos centros estén en aquella linea; existiendo entre
estas superficies, infinitas c¢fc/idas que corresponderdn una a cada
seccion plana del citado cono. En efecto; toda superficie envol-
vente de las esferas de un complejo que tengan sus centros sobre
una cénica cualquiera ' es una ciclida, que coincidird con la de
Dupin, cuando la cénica U’ sea bitangente 4 la esfera Vo ortogo-
nal 4 todas las del complejo; puesto que las esferas consideradas
constituyen parte de una red de este complejo, cuyo eje radical
es la perpendicular al plano ' desde el centro radical V del mis-
mo, y la seccién plana de la superficie envolvente, es la envolven-
te de los circulos de una red cuyos centros estdn en una conica;
- siendo, por lo tanto, dicha envolvente una ciclica, como vere-
mos mas adelante; segtin esto, la superficie envolvente de esfe-
ras serda de cuarto orden; luego es una ciclida. En particular,
cuando la cénica ¥’ sea bitangente 4 la esfera Vs, la c/clida sera
la de Dupin por tener dos sistemas de secciones circulares; uno
de ellos es el de las caracteristicas contenidas en los planos del
haz que tiene por arista el eje radical de la red de esferas; el otro
lo constituyen las secciones producidas en la superficie por los
planos que pasan por la cuerda de los contactos, pues un plano
cualquiera J” de este haz, determinaré en las esferas del sistema,
circulos de una red que tendrdn sus centros en la proyeccién J”
de V' sobre el plano considerado, y el centro radical de esta red es
el punto de interseccién del plano J” con el eje radical de la red
de esferas 4 que pertenece el sistema, pasando ademas el circulo
=" ortogonal comtin 4 todos ellos, por los puntos de contacto de
con el circulo <" bitangente 4 la misma. Los circulos " y ' estdn
contenidos en una esfera que tiene por radio el de = y por centro
el radical de la nueva red de circulos; la tangente al circulo ma-
ximo ” en uno de aquellos puntos es la proyeccién de la tangente
en el mismo 4 < sobre el plano de J“; pero esta tangente también
lo es en el mismo punto & la proyeccién ¢” de la cénica ¥'; luego
V" es bitangente 4 = y, por tanto, la ciclica que determinan los
circulos de esta red que tienen sus centros en ¢’ se compone de
dos circulos. Como caso especial de esta ciclida aparece el toro
cuando la conica V' bitangente 4 ', sea un circulo concéntrico con
¢él. Entonces el eje radical de la red de esferas pasa por el centro
de este circulo, lugar de los centros de las involutas, y la cuerda
de los contactos es la orientacién de planos perpendiculares 4
dicho eje.

Entre las ciclidas que contienen la ciclica propuesta existen
infinitas de Dupin, correspondientes una 4 cada plano bitan-
gente a la ciclica (Vs), contenida en la esfera Vs y en el cono S¢’,
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puesto que este plano bitangente corta 4 este cono seguin una co6-
nica bitangente a la esfera Vs.

Para que entre las c/clidas de Dupin figure algun Zoro es nece-
sario que algun plano paralelo & los ciclicos del cono Su' sea
bitangente 4 la ciclica (Vs), para lo cual serd preciso que existan
planos asintéticos de esta linea, los cuales podrdn ser reales 6
imaginarios, exigiéndose para esto que (Vs) esté contenida en un
cilindro hiperbolico 6 eliptico; en el primer caso, la circunferencia
lugar de los centros de las esferas involutas del foro, serd la sec-
cién real producida en el cono S%’ por estos planos asintéticos rea-
les, y la curva (X) estard contenida en dos Zoros que podran ser
reales; en el segundo caso, la expresada circunferencia asi como
el toro, seran imaginarios por serlo aquellos planos asintéticos.

28. - Cuando no existe ningtn cilindro eliptico 6 hiperbdlico
doblemente proyectante de la ciclica propuesta y los conos que la
proyectan doblemente, tienen dos planos ciclicos distintos, las
asintotas seran rectas imaginarias de segunda especie. Para de-
terminarlas utilizaremos los planos tangentes en el punto del
infinito considerado & dos de las superficies que contengan la
cuartica. Si para las expresadas cuddricas elegimos dos conos,
observaremos que, por ser ciclicos los puntos del infinito de la
curva, estardn sobre las generatrices isétropas de aquellos conos,
y que para determinar la tangente en uno de ellos, sera suficiente
obtener la interseccién de los planos tangentes 4 los dos conos
citados 4 lo largo de aquellas generatrices isétropas. Sean para
fijar ideas S¢' y S,9,’ los conos elegidos; v, v, 1, ¥ v, los planos ci-
clicos de cada uno de aquellos conos: /7, /, ', J' los puntos ci-
clicos de la curva; las generatrices isétropas seran;

SI =aba't')
en el plano p SJ =ab'a'b\ R bbb e
\SL'=pgpg|
en ¢l plano v (S]’ i PP ggantess
(S =a,ba, b
en el plano p., ! S Jlm Ao B ayrab, Dy e
.G e |
Si=papia’ :
en el plano v, S i ‘p‘p, SORR o
o =i 1 1 1

siendo aa’ . bb' .. ... DD GG etc., las involuciones de rectas
conjugadas rectangulares situadas en los planos ., v, », y v,. Sean
ademds m, n, m, y n, las polares de estos planos ciclicos respecto
de los dos conos S¢’ y S, ¢, respectivamente. Los planos tangen-
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tes al cono S¢' 4 lo largo de las generatrices isétropas serdn

ml =m(aba'b) nl' =wn(pqgp'q’)
m ] =m (ab a'b) nj]' ' =n(pqg'pq)

y los tangentes al cono S, z,’
mf =m, (a;b,a,'0,) n‘ll’ =un (p,q.0.q")
m, [ =m, (a, b a'b,) nJ =un (P9 0. q)

Las rectas de interseccion de los planos (ml y m 1)y (m ] y m, J)
serdn los ejes de la involucién no homolégica definida por los dos
haces de planos en involucién de aristas mz y #¢,, que previamente
se habran relacionado proyectivamente.

Otro tanto podremos decir de las relativas a los puntos 7’ y /;
la ciclica tiene en este caso cuatro ramas imaginarias hiperboli-
cas con rectas imaginarias de segunda especie por asintotas; lue-
2o (¥) no esta contenida en ningtn Zoro.

29.—Podran verse de otro modo los casos en que la ciclica
estd contenida en algun Zoro, si nos fijamos en que los ejes de
estos foros son las rectas focales del cono Vg y que estas rectas
han de pasar por el centro de la seccion circular del cono So¢’,
para lo cual es necesario que uno de los planos principales del
cono Ve contenga el centro S de X. Si el plano principal que con-
tiene S es el de las rectas focales reales, tendremos dos Zoros que
podran ser reales; si es uno de los otros dos, los dos Z0ros serdan
imaginarios, y si son dos los planos principales que contienen
aquel centro, habra cuatro Zorcs, dos de los cuales podran ser
reales.

IV

30.—Sabemos ya que la ciclica es envolvente de una familia de

circulos ¢’ cuyos polos 6 centros esféricos F'” estdn en una coénica

_esférica ¢” y que dichos circulos ¢' son ortogonales al director s,
deduciéndose de esto que la curva estara perfectamente determi-
nada cuando se dé la citada conica esférica %" (que recibe el nom-
bre de deferente) y el circulo director s.

Si consideramos como puntos exteriores 4 un circulo de la su-
perficie esférica, los exteriores al cono de revolucién que le pro-
yecta desde el centro S de aquella, podremos decir que, cuando
la deferente 5" tenga todos sus puntos exteriores al circulo direc-
tor s, todos los puntos de " seran utiles, puesto que los circulos

ortogonales al divector seran todos reales, constituyendo en otro
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caso la parte pardsita de la coénica esférica «”, el conjunto de los y
puntos de la misma interiores al circulo s.

31.—Para determinar los puntos dc la ciclica contenidos en
cada uno de los circulos o', basta observar que el eje radical de
dos cualesquiera de estos es la recta de interseccion de sus planos,
la cual pasa por el vértice' V' y determina con el centro de la esfe-
ra un plano que la corta segtin el circulo maximo, eje radical de
aquellos circulos ¢’; dicho eje pasara por el centro del circulo di-
rector s y sera perpendicular al arco de circulo maximo secante
4 ¢" en los centros esféricos de los circulos ¢'. Si por un movimien-
to continuo el segundo circulo tiende 4 confundirse con el prime-
ro, ¢l eje tenderda 4 ser en el limite el arco de circulo maximo
trazado desde el centro de ¢ perpendicularmente al tangente 4 la
deferente ¢” en el centro del circulo fijo ¢’; pero como el expresado
eje radical pasa constantemente por los dos puntos comunes 4 los
dos circulos ¢’ y estos puntos en el limite, son los de contacto de
la cudrtica con el circulo fijo ¢/, deducimos que estos puntos esta-
ran en el citado eje limite.

Cuando el circulo maximo tangente 4 la deferente, es tangen-
te al 5, como ocurre en el punto V' (fig. 1.%) @, los dos puntos Q y O
de la ciclica se confunden en uno /V’; pero como el circulo maxi-
mo O,V que corta ortogonalmente-al s es tangente 4 la ciclica por
serlo al circulo de centro /V, ortogonal al ¢ en V' y existen en
general cuatro circulos maximos tangentes comunes 4 ¢" y s (pues
hay en general cuatro planos tangentes comunes 4 los dos conos
Sv' y So) habra cuatro puntos del circulo director s en los cuales
es cortado ortogonalmente por la curva.

El circulo bitangente 4 la ciclica en los puntos N y N, que
también es ortogonal 4 s, tiene su centro en el punto B; pero como
este punto B es interseccion de dos arcos tangentes comunes 4 o,”
y ¢ no puede pertenecer 4 ¢,”, y, por tanto, el citado circulo de
centro B y radio BN corresponderd a otra familia de circulos bi-
tangentes 4 (X).

(1) Esta figura se ha obtenido como una proyeccién conica en que el
punto principal es S, centro de la esfera X; circulo de distancia, uno maximo
de la misma, y punto de vista el polo de dicho circulo.

El cono Sy’ lo hemos definido por su vértice S y su directriz limite A
que, con objeto de simplificar, hemos elegido circunferencia.

Los puntos Q, de la ¢onica ¢''; se han obtenido cortando el cono S#%’ por
planos verticales cuyas trazas son rayos del haz de primer orden que tiene
por vértice el punto principal S. Hecho el abatimiento de uno de estos pla-
nos, se ha obtenido el punto (Q,) el cual unido con (V) nos ha dado en Q, la
proyeceion conica y estereografica de uno de los puntos de ©’/(; de este modo
se han obtenido los demds puntos de la deferente ¢'’;.
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32.—Para pasar de un modo de generaciéon & otro recordemos
que todos los conos doblemente proyectantes de una ciclica tienen
paralelos sus planos ciclicos, y, como consecuencia, que todo pla-
no paralelo 4 uno ciclico corta 4 la curva en dos puntos reales 6
imaginarios, ademds de los dos ciclicos contenidos en ese plano.
Teniendo esto presente deducimos que los conos conjugados de
aquellos en el sistema polar absoluto, tendrdn paralelas sus rectas
focales; luego si los trasladamos de modo que sus vértices se con-
fundan con el centro S de la esfera ¥, todos ellos serdn homofoca-
les y sus intersecciones con ¥ serdn deferentes homofocales. Estos
conos homofocales son los proyectantes desde el centro de la esfe-
ra de las coénicas dobles de la desarrollable ciclica circunscrita 4
lo largo de la (¥).

Imaginemos definida la ciclica sobre la esfera X por la deferen-

Para circulo director hemos elegido uno situado én un plano paralelo a
uno de los ciclicos del cono con objeto de facilitar la construcein.

La determinacién de los circulos maximos tangentes comunes 4 ¢'/; y oy,
se ha hecho, utilizando los puntos en que cortan al circulo de distancia las
trazas de los planos tangentes comunes 4 Soyy S¢’ y ademdas los M, N, M’y
N’ de contacto con oy, en los cuales cortan a este circulo las perpendiculares
4 dichas trazas; habiéndose obtenido directamente estos puntos M, N, M’y
N’ al tratar de construir las tangentes comunes 4 los circulos limites de los
conos S¢'y Soy.

Los circulos maximos prinecipales de ¢’/ son: uno, el O; O, que aparece
como eje de simetria de la figura; el otro se ha obtenido hallando primero el
plano principal correspondiente del cono S9’, para lo cual se ha determinado
el eje de este cono por la consideracion de ser eje la bisectriz del dngulo
de las dos generatrices contenidas en un plano principal.

Los focos se han hallado como interseccion de las rectas focales con la
esfera. Para la determinacién de estas rectas se ha hecho uso de la involucién
de didmetros que, cada par de planos conjugados rectangulares origina en
un plano prineipal, y de cuya involueién son rayos dobles aquellas rectas
focales; en la figura hemos operado con los elementos limites eligiendo para
definir la involucién citada los dos planos principales y uno tangente al
cono con el perpendicular al mismo trazado por la generatriz de contacto,
considerando después la seccion producida por estos elementos en el plano
del circulo A limite de S¢'y reduciendo el problema a determinar los puntos
dobles de la involucién RR'. TT' .. ..

La determinacion del tridngulo 0, O , O, autopolar comun 4 ¢'’; y o, se
ha hecho por medio de los circulos maximos definidos por los pares de pun-
tos M, N, M’ y N’ y también por la consideracion de ser arcos de circulo
méaximo diagonales del cuadrilatero esferico definido por los cunatro arcos
tangentes comunes 4 ¢''; y oy.

Para la construccion de la ciclica (£) hemos determinado el circulo lugar
de los centros Q’; de los circulos ortogonales al o, el cual es proyeccion del
circulo ¢’ contenido en el plano o;.




te »,” y el circulo director s;; supongamos (fig. 1.%) que se trata de
una bicursal; en este caso existira un cuadrilatero esférico cir-
cunscrito 4 ¢,” y ¢, siendo los vértices de este cuadrildtero los
puntos 4, A4’, B, B’, Cy C" que, como ya sabemos, son centros
de circulos bitangentes 4 la curva respectivamente en M y NV
MyN,NyN, My M,My Ny My N ortogonales & g, y
pertenecientes 4 nuevos modos de generacion. Si se tiene en cuen-
ta que por B pasan dos arcos tangentes 4 ¢,”, é isogonales respec-
to de los dos arcos que pasan por los focos de esta deferente, re-
sultara que el arco tangente a4 una deferente homofocal de la ¢,",
trazada por B, sera bisector del angulo de aquellos dos arcos
tangentes, puesto que también lo sera del angulo cuyos lados con-
tienen los focos /'y F'. Andlogamente podriamos construir el arco
tangente en B’ y de este modo conoceremos de la nueva deferen-
te ¢, dos puntos By B’ con sus tangentes; pero como ademds
tenemos el centro, que es el mismo de la »,”, hay elementos sufi-
cientes para construirla una vez que se haya determinado si es 6
no secante 4 o,": en la figura adjunta ¢", contiene en su interior
ao,.
Para construir el circulo director s, correspondiente & la defe-
rente v,", observaremos que como M y M’ son puntos de la ciclica
y estan en el circulo s, de centro B’, la recta M M’ pasara por el
vértice ¥/, del cono correspondiente 4 o,”, y el circulo méaximo
MM’ por el centro esférico de s,; como, por la misma razoén, el
circulo mdaximo NV/N' pasa también por dicho centro, queda este
bien definido. También podria hallarse como interseccién de la
recta ¥,S con X.

Sea O, este puntoy O,y O, los-centros de los otros dos circulos
directores s, y ¢,. El tridngulo 0,0, 0, es autopolar respecto del cir-
culo director s, y de la deferente «,”, puesto que dicho tridngulo es
el formado por los arcos diagonales del cuadrilatero circunscrito
ds,y ¢,", y el tridngulo determinado por las diagonales de un cua-
drildtero circunscrito 4 una conica coincide con el de los puntos
diagonales del cuadrivértice de los puntos de contacto. El tridan-
gulo anterior tendra dos vértices exteriores al circulo 5,, los O, y
O, por ej. y uno interior, el O,, y como los circulos directores han
de ser ortogonales dos 4 dos, los circulos s, ¥ 5, serdn reales y el
g, imaginario, y los cuatro puntos reales en que el circulo ¢, corta
4 1os g, y 5, son los de interseccién de s, con los lados de aquel
triangulo.

33.—En las unicursales solo existiran dos conos reales, dos c6-
nicas deferentes, y dos circulos directores. Existirdn solo dos
arcos de circulo maximo tangentes comunes 4 s, y %,°, cortindose
estas en dos puntos reales.




ST [

34.—En las crunodales y acnodales existen dos defetentes que

se cortan ortogonalmente en el punto de contacto del plano tan-
gente comtin 4 la esfera y 4 dos de los conos; la tercera deferen-
te relativa al cono que tiene por vértice el punto doble 6 aislado
¥, no pasara por él, puesto que dicha cénica esférica es la pro-
yeccion sobre X de la cénica ¢, lugar de los polos de los planos
tangentes al cono V¢, y estos planos son todos secantes & X.

En esta clase de curvas el punto V, es exterior ¢ interior 4
dicha coénica ¢,”, puesto que ésta, segun digimos, es linea doble
de la desarrollable circunscrita a lo largo de la ciclica;y las gene-
ratrices de contacto del plano doblemente tangente, son reales ¢
imaginarias, segin que el haz tangencial de planos sea crunodal
6 acnodal, siendo esas generatrices tangentes 4 la conica doble
contenida en dicho plano. >

El circulo director relativo 4 la deferente ¢,” queda reducido
al punto doble ¢ aislado. Estas ciclicas del grupo 21 tienen, pues,
una generacién especial correspondiente 4 la deferente «,” y el
punto doble 6 aislado como circulo director. Los circulos s,” bitan-
gentes, son aquellos cuyos centros estdn en ¢,” y pasan por ¥,
siendo los puntos de la curva contenidos en los mismos, el V, y su
simétrico, respecto del arco tangente 4 la deferente en el centro
elegido; podremos, pues, definir la curva como lugar de los pun-
-tos de la esfera X simétricos del V, respecto de los arcos tangentes
49",

En las crunodales, por ser el punto V, exterior & ¢,”, pasan por
€l dos arcos reales de circulo mdximo tangentes & esta cénica es-
férica y, ademads, dos arcos reales de la ciclica; en las acnodales,
por ser W, interior, aquellos arcos tangentes son imaginarios asi
como los de la ciclica.

El tridAngulo polar comtin 4 las cénicas esféricas deferentes y
4 los circulos directores, tiene un vértice en ¥V, siendo suficiente
para su construccién hallar la polar de V, respecto de o,”; ésta
con los arcos de circulo maximo tangentes 4 las otras dos defe-
rentes en el punto doble constituirdn los tres lados.

35.—En las cuspidales, existe una deferente ¢,” que pasa por
el punto de retroceso de la ciclica y es tangente en €l 4 su circulo
director o, y 4 la curva (); la segunda deferente ¢,” pasa también
por el punto V, cortando ortogonalmente 4 los tres elementos
anteriormente considerados ¢,”, s, y (), pues la tangente 4 una
de ellas la 9,” por ej., coincide con la generatriz de contacto de la
superficie coénica relativa 4 la otra, y esas generatrices son per-
pendiculares por ser tangentes conjugadas respecto de la esfera
2. Uno de los circulos directores, el s,, queda reducido al punto
V., pero en.este caso, estd sobre su deferente.
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36.—Cuando un cono se transforma en cilindro, el circulo di-
rector correspondiente y la deferente, se confunden en un circulo
maximo perpendicular & las generatrices, no pudiéndose emplear
la construccién antedicha, pues todos los circulos cuyos centros
estdn en la deferente, son ortogonales 4 la misma. Se recurre en-
tonces 4 la cénica, que como ya sabemos, es lugar de los centros
de las esferas ortogonales 4 X.

v

Cartesianas

37.—Hasta ahora hemos supuesto que los cuatro puntos ciclicos
de las cudrticas que estudiamos eran distintos € imaginarios con-
jugados dos 4 dos. Cuando los cuatro puntos se reducen & dos por
confundirse dos de ellos con los otros dos, se obtiene la clase de
ciclicas que vamos 4 considerar, 4 las que se da también el nom-
bre de cudrticas bicirculares.

Desde luego, como consecuencia de la definicién, se ve que los
dos planos ciclicos de los conos de segundo orden que las proyec-
tan y cuadricas que las contienen, se reducen 4 uno solo; luego
estos conos, asi como las cuddricas, seran de revolucién y todos
sus ejes serdn paralelos, puesto que aquellos planos ciclicos tam-
bién lo son, deduciéndose de aqui que ninguna cartesiana podrad
estar contenida en mds de un cilindro de revolucién propiamente
tal, puesto que si estuviese en dos, estos necesariamente tendrian
sus ejes paralelos y no podrian cortarse sino seguin generatrices.
También deducimos que todas las cartesianas tienen, por lo me-
nos, un plano de simetria (1), puesto que las dos superficies que la
definen admiten como tal el plano definido por el centro S de X y
el eje de revolucion de la cuddrica; existird, por tanto, un cilindro
de segundo orden doblemente proyectante, cuyas generatrices
por ser conjugadas de aquel plano de simetria respecto de X, se-
-an perpendiculares al mismo. El citado cilindro no puede ser de

_revolucion, puesto que su eje segun lo ya dicho, tendria que ser
paralelo 4 los de revolucion de las otras cuadricas y los planos de
sus secciones circulares paralelos 4 los demds; pero como por
otra parte, dicho cilindro debe considerarse como cuddrica de
revolucién con las condiciones ya establecidas no podra ser otro
que un cilindro parabdlico, limite de un elipsoide de revolucion,
achatado, en que la elipse meridiana tiende 4 ser una parabola.

(1) Prescindimos del caso en que el eje de revolucion de la cuddrica pase por el centro de
¥, por dar para la ciclica dos circunferencias. F
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Teniendo esto en cuenta, vemos que por ser tangente el plano
del infinito al citado cilindro, es bitangente & las cartesianas;
lo cual por otra parte, se deduce también de la definicién de
estas curvas cuando no se componen de circunferencias. Recipro-
camente, toda ciclica que estd contenida en un cilindro parabdli-
co, es una cartesiana, y todas las cuddricas del haz que define,
son de revolucién, puesto que dicha cudrtica es bitangente al
plano del infinito y tiene, por tanto, solo dos puntos ciclicos que
deben considerarse como dobles. :

Los ejes de revolucién de todas las cuadricas, estan en el pla-
no de simetria de la curva, porque si hubiese uno que no estubie-
ra, el plano paralelo al de simetria que pasase por é€l, seria tam-
bién de simetria de la curva, y esto es imposible.

Los centros de las mismas formaran una linea de segundo
orden, que pasara por el centro de la esfera y por los vértices de
los conos de segundo orden, puesto que el plano del infinito con-
tiene un punto que tiene el mismo plano polar Lespecto de todas
ellas.

38.—La representacién de estas curvas sobre la esfera se sim-
plifica; pues las deferentes se reducen a circulos menores concén-
tricos y uno méaximo, por lo menos, ortogonal 4 aquellos y de
simetria de la curva.

Los radios esféricos de los circulos deferentes son arcos com-
plementarios de los que miden el semidngulo en el vértice de
cada cono.

De los circulos directores, solo son reales los correspondientes
4 conos de vértice exterior 4-la esfera. LLos centros esféricos de
estos circulos, son extremos del didmetro que pasa por cada
vértice.

En las cartesianas bicursales que, como ya sabemos, hay cua-
tro deferentes y tres circulos directores reales, los radios esféricos
de estos tultimos, son los arcos comprendidos entre el centro y el
punto de interseccion con la esfera del lado del tridngulo autopo-
lar contenido en el plano de simetria y opuesto al vértice que se
considere.

En las unicursales, hay un cilindro y un cono doblemente pro-
yectantes a los que corresponden como deferentes, el circulo ma-
ximo de simetria y otro circulo menor cuyo centro estd en aquél;
el radio esférico del director relativo 4 este 1ltimo, se determi-
na ficilmente por la tangente al maximo desde el vértice del
cono.

En las cartesianas crunodales, un circulo director queda redu-
cido al punto doble, siendo la deferente respectiva un circulo me-




tinica varlante, de que el cn‘culo alslado,'
queda en el mtenor de su deferente. :

Estas curvas, excepto las cusﬁidales, se pres'e_i] an en 1os ¢
ses de sol como lineas del contacto de la obscuridad lun




CAPITULO II

Propiedades focales de las ciclicas

39.— Designaremos con el nombre de foco de una curva ala-
beada 4 todo vértice de una radiacién polar rectangular de direc-
triz bitangente 4 la curva.

Al tratar de la generacién de las ciclicas, vimos que cada
plano tangente 4 un cono de segundo orden doblemente proyec-
tante de la curva, determinaba dos puntos asociados al mismo,
vértices de radiaciones polares rectangulares de directrices bi-
tangentes 4 la cuarticay que con arreglo a la definicién ante-
rior, seran focos de ésta. También vimos que, segtin que el circulo
¢’ fuese real 6 imaginario, aquellos puntos eran imaginarios 6 rea-
les, y que la linea engendrada por los citados puntos dobles era
una ciclica, puesto que resultaba ser intersecciéon del cono So’
con la esfera Vs; dedticese de esto, que la expresada curva (Vs) es
lugar de focos de la primera por lo que, segtiin costumbre, la lla-
maremos focal de ésta.

40.—La ciclica (¥) es de la misma naturaleza que sus focales.
Para probar esto, basta que demostremos que existe el mismo
nimero de puntos que tienen el mismo plano polar respecto de la
primera ciclica y de su focal, entendiendo por plano polar de un
punto respecto de una de estas lineas, el polar de aquel punto
respecto de las cuddricas que la contienen.

Sean Vo y X el cono y la esfera que definen la ciclica (¥), no
perteneciendo el vértice V4 X; ¢ y ¢ las secciones producidas en
la esfera y en el cono por el plano polar del vértice V respecto de .

Segtin que el nimero de puntos que tengan la misma polar
respecto de ¢ y ¢ sean tres reales, uno real y dos imaginarios, dos
reales siendo uno de ellos de contacto, 6 uno solo de contacto, asi
sera la curva zmaginaria 6 bicursal, unicursal, nodal 6 cuspidal
respectivamente. LLas imaginarias difieren de las bicursales en
que la cénica ¢ es en ellas imaginaria, 6 si es real tiene todos sus
puntos exteriores al circulo ¢; las crunodales, se distinguen de las
otras dos en que los puntos de la cénica » inmediatos al punto de
contacto con ¢ quedan para las primeras en el interior del circu-
lo ¢ y en el exterior para las otras dos; y estas se distinguen entre
si en que para las acnodales los puntos comunes 4 ¢ y o son reales.
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Si consideramos ahora el cono S¢' y la esfera Vs ortogonal 4 £,
definirdn una ciclica focal de la (¥). Ahora bien, el plano de s es
polar del centro S respecto de la esfera Vs, puesto que o es linea
de contacto del cono circunscrito desde S 4 esta esfera, y como
la directriz del cono Sy’ es la ¢’ polar de la ¢ respecto de o, resul-
ta, que los puntos que tienen la misma polar respecto de ¢ y ¢’ son
los mismos que respecto de ¢ y o; luego la focal considerada es de
la misma naturaleza que la primera.

41.—De lo dicho en los ntiimeros anteriores se deduce que el
centro de una esfera y los vértices de los conos doblemente pro-
yectantes de una ciclica contenida en la misma, constituyen un

conjunto de centros de esferas ortogonales dos & dos y tales que,

en cada una de ellas, hay una ciclica cuyas focales estan conteni-
das en las demds, y sus conos doblemente proyectantes tienen por
vértices los centros de éstas.

42.—Los conos que desde el centro de una esfera Vs del siste-
ma, proyectan doblemente las ciclicas focales de la ( 7s), son ho-
mofocales; existiendo en todos los casos un cono real de distinto
sistema que los restantes. Que son homofocales, se hace evidente,
si observamos que los conos de segundo orden proyectantes de
( V5) tienen paralelos sus planos ciclicos y que los conos de vérti-
ce V' son conjugados de aquellos en el sistema polar absoluto; lue-
go las rectas focales de estos, que serdn perpendiculares 4 los pla-
nos ciclicos de aquellos, serdn las mismas para cada cono de vér-
tice V. También podrd verse esta propiedad si nos fijamos en que’
los cuatro planos isétropos tangentes 4 uno de los conos ¥V consi-
derados, serdn tangentes 4 la ciclica contenida en €l y 4 todas sus
ciclicas focales; luego lo serdn 4 los conos que las proyectan des-
de aquel punto V, constituyendo estos, por tanto, una serie de
conos homofocales.

Para demostrar la segunda parte, es decir, que en todos los
casos existe un cono real de distinto sistema que los demds, con-
sideremos el triedro (x, v, 2) de ejes de una cualquiera de las
cuadricas del sistema. Supongamos que los.planos ciclicos de ( Vo)
se cortan segiin una paralela al eje &; las rectas focales reales de
cada uno de los conos reales doblemente proyectantes de (Vo)
estaran contenidas en planos paralelos al gx 6 al gy; las de los co-
nos imaginarios estaran en el plano xy (1); luego los planos
ciclicos reales de las focales de (Ve) asociadas 4 aquellos co-
nos reales, que serdn los perpendiculares 4 aquellas rectas, se

(1) Estose ve observando que el cono imaginario puede considerarse como
asintético de un elipsoide, siendo las asintotas de la hipérbola focal de éste, rectas
focales de aqueél, y, por tanto, el plano de estas, perpendicular & los planos ciclicos
de aquel.




cortaran segun paralelas 4 uno de los ejes x 6 y, mientras que los
planos ciclicos reales de las focales asociadas 4 los conos imagi-
narios, se cortardn segin paralelas al eje g. Resulta, por tanto,
que los planos ciclicos reales de las focales reales de una ciclica
real no pueden cortarse segun rectas paralelas 4 las de intersec-
cién de sus planos ciclicos; luego los planos ciclicos de las focales
reales del sistema se cortan segun rectas paralelas 4 distintos ejes
para cada una, mientras que los planos ciclicos de las imagina-
rias determinan rectas paralelas 4 un solo eje; deduciendo de
todo esto que en el sistema de conos homofocales de las condicio-
nes anteriormente indicadas, el proyectante de una ciclica real
sera de distinto sistema que los demas.

43.—Los planos ciclicos de un conjunto de conos homofocales
doblemente proyectantes de un sistema de ciclicas focales, son
distintos, puesto que de no ser asi, aquellos conos no serian dis-
tintos y, por tanto, los conos doblemente proyectantes de una ci-
clica serian todos iguales, lo cual es imposible; dedticese de esto
que las focales tienen distintos sus puntos ciclicos.

44.—Dos cualesquiera de los V, (V,5,) y V,(V,9,) son conjuga-
dos en el sistema polar absoluto. Para verlo fijémonos en que los
planos ciclicos de V, (V,q,) son paralelos 4 los del cono S¢',, y los
de éste son perpendiculares 4 las rectas focalesde V,9, y V, (Vs))
que son homofocales. Andlogamente los planos ciclicos de V (V)
son perpendiculares 4 las rectas focales de V, (V,9,), resultando
que estos dos conos tienen reciprocamente los planos ciclicos del
uno perpendiculares 4 las rectas focales del otro; luego son con-

gados en el sistema polar absoluto.

45.—Toda ciclica (¥) corta ortogonalmente a las esferas Vo de
sus focales (Vo). Para verlo basta observar que estd en involucién
consigo misma respecto de los puntos V' y planos ¢, y que los pun-
tos de interseccién con cada esfera Ve, estidn en el circulo ¢ y pla-
no central; siendo por tanto, puntos dobles de aquella involucién;
el rayo doble que los proyecta es tangente 4 la curva, y como es
radio de Vs la corta ortogonalmente.

46.—El nimero maximo de las esferas ortogonales dos 4 dos,
citadas en el numero 41, es cinco, siendo en este caso el centro de
cada una ortocentro del tetraedro determinado por las cuatro res-
tantes. Estos cinco puntos podran ser todos reales, como ocurre
con las imaginarias y bicursales, en cuyo caso una de las esferas
es imaginaria; dos de los cinco puntos serdn imaginarios cuando
las curvas sean unicursales, siendo dos de las esferas imaginarias
con centro imaginario; en las nodales dos de los cinco puntos
reales estan confundidos, quedando reducidas dos de las cinco es-
feras, & un cono isétropo que tiene por vértice este punto y, por

2
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tltimo, en las cuspidales son tres los puntos que se confunden en
uno, y tres también las esferas reducidas 4 un cono isétropo que
tiene por vértice aquel punto.

47.—En el primer caso de los citados en el nimero 40, es decir,
cuando la ciclica dada es imaginaria, el nimero de sus ciclicas
focales es cuatro, (dos reales bicursales y otras dos imaginarias)
puesto que (X) estd contenida en dos conos reales de segundo
orden y otros dos imaginarios, también de segundo orden. Si con-
sideramos los conos reales, observamos que la esfera X es interior
4 uno 6 exterior 4 los dos; cuando es exterior, podrdn trazarse
cuatro planos reales tangentes comunes 4 la esfera X y 4 cada
cono real, de tal modo que el haz tangencial de planos de cada
uno queda descompuesto en cuatro partes; en dos de ellas, que
estdn separadas por las otras dos, los planos cortan & la esfera, y
los puntos asociados 4 ellos forman dos cadenas cerradas de pun-
tos de la focal; los planos tangentes en las otras dos partes dan
dos arcos reales cerrados y distintos de la misma, que parecen
unirse & las cadenas anteriores por medio de los cuatro puntos de
contacto con ¥ de los planos tangentes comunes al cono y 4 la
esfera. Se ve, pues, en el caso que consideramos, que las dos foca-
les son bicursales. Si uno de los conos contiene en su interior 4 £,
todos sus planos tangentes dardan pares de puntos reales de la fo-
cal correspondiente, la cual aparece formada por dos arcos reales
y distintos, siendo, por tanto, bicursal.

Al considerar los conos imaginarios, vemos que los planos tan-
gentes 4 los mismos deben ser imaginarios, y que las esferas del
haz correspondiente 4 uno de éstos, como plano radical, tendran
todas ellas sus centros imaginarios sobre la recta imaginaria
perpendicular 4 aquél plano trazada por el punto S, centro de la
unica esfera real del haz con centro real; luego imaginarios se-
ran los vértices de los conos isétropos pertenecientes 4 los expre-
sados haces y, bitangentes por lo tanto 4 la curva dada. Los pun-
tos de interseccién con X de cada una de las focales son ocho;
cuatro de ellos ciclicos y los otros cuatro contenidos en el circulo
director correspondiente. No considerando los puntos ciclicos, el
nimero de focos de la curva contenidos en ¥ es diez y seis, de los
que ocho son reales y otros ocho imaginarios.

48.—Si la ciclica dada es bicursal, tiene una sola focal real,
que también sera bicursal, y otras tres imaginarias; puesto que de
los cuatro conos doblemente proyectantes de la curva, solo uno
tiene cuatro planos reales tangentes comunes con la esfera ¥, (el
V¢, que contiene en una sola hoja la cudrtica sin ser todo €l 1til).
Se ve, facilmente, que todos los planos tangentes 4 los demas conos
cortan 4 la esfera ¥, dando, por tanto, ciclicas focales de la pro-
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puesta, imaginarias. Prescindiendo de los puntos ciclicos, el nui-
mero de focos de la curva sobre la esfera que la contiene es diez
y seis de los que solo cuatro son reales; siendo estos, los cuatro
puntos reales en que la corta su focal real, que como ya hemos
indicado, son los de contacto de los planos reales tangentes comu-
nes 4 Poy X.

49.—En este primer género del grupo 20 vemos que el sistema
de ciclicas focales estd constituido por cinco, de las que dos son
reales y las otras tres imaginarias.

De lo dicho en el niimero 42 deducimos que el centro de cada
esfera es vértice de cuatro conos homofocales, cuyas rectas foca-
les deben ser perpendiculares a los planos ciclicos de los conos de
segundo orden que proyecten la ciclica contenida en la esfera ele-
gida. Si suponemos que las dos ciclicas reales son la (¥) y la ( V,q,),
los conos de vértice S, asi como los de vértice V,, seran todos rea-
les, como conjugados de otros también reales Por otra parte, como
toda ciclica imaginaria admife dos conos reales doblemente pro-
yectantes y otros dos imaginarios, las tres ciclicas focales imagi-
narias nos dardn seis conos reales y otros seis imaginarios; no
pudiendo ser los vértices de estos, otros que los V,, V,y V,.

Los veinte conos de segundo orden del sistema resultan agru-
pados del modo siguiente:

royectantes de la ciclica)
P ryeal (Vo) ng(V.c,)real, Vs (Vis))real, V, (V) real y Se,’real

proyectantes de la ciclica) . ERAT Mg sy ’
oA Ve \.‘ 1 (Vags) real, V, (Vass) imag.?, V, (Vao,)imag.?, Se¢,' real

<

proyectantes de la clchcag L (V,5,) real, Vs (Via,) imag.o, (V, (V,o,) imag.®, Se,” real

imaginaria ( Vya3)

proyectantes de la ciclica

o 7 3 o Nen )
lilaginaba S aes) %V,(V a,) real, V, (V,.c,)unag V3 (V,0,) imag.° Se,’ real

prory::lta(rgtjs o GIG|IGH$ Vi real, Va9, real, Vaps real, V,9;real

Si consideramos los conos homofocales que tienen por vértice
el centro de una esfera que contenga ciclica imaginaria, existi-
ran entre ellos dos conos reales de distinto sistema uno de otro
por ser doblemente proyectantes de las ciclicas focales reales, y
otros dos imaginarios del tercer sistema proyectantes de las foca-
les imaginarias; si la esfera elegida contuviese ciclica real, los
conos homofocales serian todos reales; pero por proyectar tres de
ellos ciclicas imaginarias, seran de un mismo sistema, mientras
que el proyectante de la ciclica real lo serd del otro.

50.—Consideremos ahora el caso de las unicursales en que dos
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de los cinco centros son imaginarios; tendremos en €l dos esferas
imaginarias con centro imaginario. Los dos conos reales de se-
gundo orden proyectantes de la unicursal, tienen comunes con X
dos planos tangentes reales, que dividen al haz tangencial de cada
uno en dos partes; los de una de ellas cortan &4 ¥ segtin circulos
reales y dan focos imaginarios, engendrando una cadena de pun-
tos que parece cortar ortogonalmente & X en los puntos de con-
tacto de los dos planos tangentes comunes ya citados. Los planos
tangentes de la otra parte del haz no cortan 4 ¥ engendrando, por
tanto, un arco real cerrado. Estas ciclicas focales de la propues-
ta, son, por tanto, unicursales y reales, siendo de notar que estas
dos focales son reales.

Las focales correspondientes & los conos imaginarios de vérti-
ce imaginario son imaginarias, puesto que los planos tangentes a
estos conos son imaginarios y cortan 4 X segiin circulos imagina-
rios, bases de haces de esferas imaginarias de centros imaginarios
situados sobre una recta imaginaria de primera especie cuyo pun-
to real es S; los conos is6tropos de este haz tendrdn su vértice
imaginario, engendrando, por tanto, una focal imaginaria.

El nimero de focos reales que una cualquiera de las focales
reales tiene sobre la esfera correspondiente, también es en este
caso cuatro; pero con la diferencia del caso anterior, de que en
éste estdn dos en cada uno de los dos circulos directores reales.

En este segundo género del grupo 20, el sistema se compone de
cinco ciclicas focales, de las que tres son reales, y dos imaginarias
distintas al parecer de las consideradas en el primer género, pues-
to que estdn en involucién consigo mismas, sin que estas involu-
ciones sean reales proyectivas, y ademas contenidas en esferas
imaginarias con centro imaginario.

El centro de cada esfera real (42) es vértice de dos conos rea-
les de distinto sistema.

51.—En el caso en que solo existen cuatro esferas ortogonales,
por haberse reducido dos de ellas & una sola convertida en cono

isétropo, sabemos que existe un cono V,¢, doblemente proyectan-'

te de la ciclica nodal, cuyo vértice V, es un punto de la esfera X,
En las ciclicas nodales reales todos los planos tangentes 4 este
cono cortan 4 X segtin circulos reales; luego la ciclica focal (V,s,)
correspondiente, serd imaginaria, estando situada sobre el expre-
sado cono isétropo. Si designamos por s la perpendicular trazada
desde S 4 un plano s," tangente 4 V,¢,, por M 'y M' los puntos en
que esta recta corta 4 X, y por N y N’ los de interseccion con el
plano s,” y el del infinito, los puntos de la focal contenidos en di-
cha recta estardn representados por MNM'N'y MN'M'N, cons-
tituyendo el conjunto de ellos una cadena contenida en el cono
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real de vértice S conjugado del Vo, en el sistema polar absoluto.
Esta ciclica constituye una especie distinta de las consideradas en
el grupo 21, pues no tiene ningtn punto real. Desde los vértices
V,y V, también se proyectara segun conos de segundo orden.

Supongamos ahora que la (¥) es crunodal, y que el cono V,q,
sea el que penetre en la esfera. Los planos tangentes 4 este cono
V,%,, daran puntos M NM'N'" y MN'M'N imaginarios para la
focal (V,9,), que serd imaginaria con el punto V, real, por ser éste
de contacto del plano tangente en él 4 X. Esta ciclica se proyecta
doblemente desde V,, V, y S, segtin conos de segundo orden, ima-
ginario el primero (segtin luego comprobaremos) con su vértice V,
sobre la esfera V,9,, y reales los otros dos; luego serd una nodal
imaginaria.

El cono de vértice V, tiene dos planos reales tangentes comu-
nes con X que separaran su haz tangencial en dos partes; los de
una cortan todos & X segun circulos reales s,', excepto uno de
ellos, el tangente en V,, dindonos pares de puntos imaginarios
cuyo conjunto constituye dos cadenas cerradas y distintas que
aparecen unidas por el punto real V,, de contacto, del citado plano
tangente. También pertenecen 4 ellas los dos puntos de contacto
de los planos tangentes citados. La otra parte del haz esta consti-
tuida por planos no secantes, originando pares de puntos reales
que forman un arco real cerrado. Esta ciclica se proyecta doble-
mente desde S, V, y V,, y por estar I/, sobre la esfera V,s,, se ve
que es una acnodal. Si partiésemos de una acnodal 6 imaginaria
llegariamos 4 las mismas conclusiones, lo que ficilmente se ve
considerdndola definida sobre la esfera correspondiente.

52.—Por tanto, resumiendo, vemos que el sistema de ciclicas
focales del grupo 21 se compone de una crunodal, otra acnodal,
una imaginaria nodal y otra toda ella imaginaria, que, por tener
dos puntos distintos sobre cada cono real que la proyecta, parece
asemejarse 4 las imaginarias del grupo 20. Las reales tienen tres
focos reales sobre el circulo director correspondiente, puesto que
tres son los planos tangentes comunes &4 X y el cono correspon-
diente; uno de los focos es el punto V,.

Por estar contenida cada una de las ciclicas de este sistema en
tres superficies cénicas, excepto la imaginaria (V,s,) que ademas
lo estd en un cono isétropo, deducimos que las dos imaginarias
estardan cada una en un cono imaginario, apareciendo estos dos
conos imaginarios como conjugados en el sistema polar absoluto.

Los conos de segundo orden que figuran en este sistema son
los siguientes: :
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proyectantes de la cru- 3 :
nodal () s Vi, real, Vags real, _ Vy9; real
proyec'tantes dela lmagl-s S (Vo) real, V5 (Vo) imaginario, V;(V,ay) real
naria (V) !

proyectantes de la imagi-

RefE il (Ve g S (Vaas) real, V, (Vao,) imaginario, V, (Vass) real

proyectantes de la acno-i S|(Vaoy) weal, WV i(( Vo) moal Vs (Vi) ichl
dal (V40

Los conos que tengan por vértice el centro de una esfera que
contenga ciclica imaginaria, son dos reales, correspondientes & ci-
clicas reales, y uno imaginario relativo 4 una ciclica imaginaria;
luego los tres conos serdan de distinto sistema, y si el vértice es
centro de esfera real que contenga ciclica focal real, aquellos co-
nos seran todos reales, pero dos de ellos proyectaran ciclicas ima-
ginarias, mientras que el tercero correspondera 4 una ciclica real.

53.—Consideremos, por tltimo, el caso de tres esferas reduci-
das 4 un solo cono isétropo (43) y supongamos que la ciclica (¥)
sea cuspidal. Todos los planos tangentes al cono V,¢, que tiene
su vértice V, en ¥, excepto el que lo es ademds 4 X, cortan 4 ésta
segln circulos ¢’, reales, y originan, por consiguiente, puntos ima-
ginarios de la focal; ésta serd, por tanto, imaginaria con un punto
real, y podrd ser considerada como interseccién del cono isétropo
de vértice V, con un cono real que pase por aquel punto V,.

El cono V,g, tiene dos plancs reales tangentes comunes con X,
que dividen 4 su haz tangencial en dos partes; los de una de ellas
cortan segun circulos reales y dardn pares de puntos imaginarios
de una cadena cerrada por dos puntos reales; los de la otra dan
circulos imaginarios que definirdn pares de focos reales, constitu-
yendo éstos un arco cerrado al que pertenecen los puntos reales
de la parte imaginaria. Esta ciclica también es cuspidal; para ver-
lo basta observar que se proyecta segua dos conos reales de vér-
tices Sy V,; que estd situada en una esfera V,s, que contiene uno
de Jos vértices, el V,, y que el plano tangente 4 la misma en este
punto es tangente al cono V, (V,6,) que la proyecta doblemente;
porque si asi no fuese, este cono-real que tiene su vértice en V,a,
produciria en esta una crunodal 6 acnodal y, en el primer caso, el
vértice del cono seria punto doble de la ciclica, y en el segundo
seria punto aislado; pero como no sucede nada de esto, tendra
que ser el cono tangente 4 la esfera, siendo, por tanto, la ciclica
cuspidal.

54.—Las focales del grupo 22 son, por tanto, dos cuspidales y
una imaginaria con un punto real. Los conos doblemente proyec-
tantes de esta ultima son reales y tangentes en el punto real de
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la curva, puesto que ambos son tangentes en el punto V, al plano
SV,V,; para ver esto, observemos que el cono S %' conjugado
del V,¢, en el sistema polar absoluto es doblemente proyectante
de aquella ciclica imaginaria (V,q,), siendo su directriz o, el lugar
-de los polos respecto de X de los planos tangentes 4 V,9,, cuya
directriz ¢, es tangente 4 la recta V,V,, por ser esta perpendicular
4 la generatriz de contacto del cono V, ¢, con el plano ¢, ; luego el
cono Sy¢,’ es tangente al plano SV, V, siendo su generatriz de con-
tacto la SV,; si, por otra parte, consideramos la ciclica cuspidal
contenida en la esfera V,s,, también se ve que el cono V, (Vs,) es
tangente al plano V,V,S siendo V,V, la generatriz de contacto.

Cada una de las cuspidales tiene sobre el tinico circulo director
un foco real y ademas el punto de retroceso que debe considerar-
se como tal.

También vemos que en este sistema no existe ningtin cono de
segundo orden imaginario, si se exceptia el cono isotropo de vér-
tice V,, sino un conjunto de seis conos reales, formando tres gru-
pos de 4 dos, homofocales y de distinto sistema.

55.—Sabemos (22) que 4 cada seccién plana del cono S¢' co-
rresponde una ciclida ortogonal & Ve que contiene la ciclica (X).
Reciprocamente, 4 cada secciéon plana del cono Vo corresponde
una ciclida ortogonal 4 ¥ que contiene la ciclica (V) asociada al
cono Vo;luego, 4 la seccion producida por un plano cualquiera en
el conjunto de los conos de segundo orden doblemente proyectan-
tes de las ciclicas focales de un sistema, corresponderd un conjun-
to de ciclidas en ntimero igual al de los conos, y tales que, cada
una contenga la ciclica focal asociada al cono considerado. Segtin
que se considere el primer género del grupo 20, el segundo género
del mismo, el grupo 21 6 el grupo 22, asi corresponderan 20, 6, 12
6 6 ciclidas 4 cada seccién plana del sistema, que podrdan agrupar-
sededend,de2en 2 dedend 56de2en 2, enb, 3,4 63 grupos
respectivamente, correspondiendo uno 4 cada ciclica y siendo
cada una de aquellas ortogonal 4 cada una de las 4, 2, 3 6 2 esfe-
ras restantes. En particular, si el plano secante es bitangente 4
una ciclica (¥) del sistema, pasara por el centro V de una de las
esferas ortogonales, y las secciones planas producidas por el mis-
mo, seran 3, 1, 2 6 1 comicas bitangentes 4 (X); otras 3, 1,2 6 1 sec-
ciones se reduciran 4 pares de generatrices de los conos homofo-
cales de vértice V; otra seccién sera la generatriz de contacto del
plano considerado con el cono Vo, a4 la cual habra que considerar
como doble; las secciones restantes serdan conicas en las que no
vemos nada de particular. La ciclica (¥) estard, pues, contenida
en 4, 2, 36 2 ciclidas ordinarias quedando reducidas 4 la esfera
Vs las 4, 2, 3 6 2 ciclidas que deben contener 4 la (Vo) y encon-
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trandose situada cada una de las ciclidas restantes en 3, 2oyl
ciclidas ordinarias y una de Dupin.

Cuando los centros de las esferas son todos puntos propios no
existe ningtn toro.

II

56.—Consideremos ahora el caso en que la ciclica propuesta
(¥) esté contenida én un solo cilindro V¢, lo que ocurrird cuando
el centro S de X no esté en uno de los planos principales de aquel,
y supongamos, ademds, que este cilindro, cuyas generatrices tie-
nen la direccion V,, no es paraboélico. puesto que en este caso se
trataria de una cartesiana, y estas curvas las consideraremos por
separado.

La esfera Vo estard compuesta en este caso del plano g, de
simetria de las ciclicas esféricas del sistema, y del plano del infi-
nito. Las focales de (¥) asociadas 4 los conos doblemente proyec-
tantes de la misma, ya las hemos considerado; nos ocuparemos
ahora de la focal asociada al cilindro. Desde luego se observa que
esta focal serd plana.

Hemos de considerar esta curva como lugar de puntos dobles
de las involuciones MM'. NN',.... de que ya se hablé anterior-
mente, en que M y M’ son puntos de interseccién con X de la per-
pendicular desde S 4 un plano tangente al cilindro Voo y Ny N’
el pie de esa perpendicular sobre el expresado plano y el punto
del infinito de la misma. Pero si consideramos la seccién recta del
citado cilindro por el plano diametral de simetria ¢, la seccion del
haz tangencial de planos de aquel serd el haz tangencial de rec-
tas de la cénica ¢,, y aquellos puntos M, MU', Ny N', seran los de
interseccién de la perpendicular citada, con el circulo ¢, maximo
de X, con las tangentes de ¢ y los del infinito de las perpendicula-
res que se consideren.

La determinacion de esos puntos dobles se hace con sencillez
por tratarse de haces de circulos, pues basta utilizar la siguiente
propiedad: <EEn dos haces de circulos ortogonales, los de un haz
pasan por los puntos dobles de la involucién que el otro haz deter-
mina en la linea de sus centros, eje radical de los primeros; ade-
mas, uno cualquiera de estos es ortogonal 4 todos los del otro
haz».

Sea o, la seccién recta del cilindro V¢ y ¢ el circulo director
correspondiente de la ciclica; toda tangente / 4 ¢, en uno de sus
puntos L. define dos puntos de la focal, que serdn los de intersec-
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cion del circulo de centro L, ortogonal 4 ¢, con la recta s perpen-
dicular 4 /. Vemos que esta manera de engendrar la focal es la
explicada al representar sobre la esfera las ciclicas esféricas,
pues aqui, segin ya hemos dicho, la esfera Vs que contiene la
ciclica focal esta reducida al plano s y al del infinito; la deferente
es aqui la secciéon recta del cilindro V_o¢; el circulo director es
el o; cada par de puntos de la ciclica estdn sobre las perpendicu-
lares trazadas desde S 4 las tangentes de », cuyas rectas eran en-
tonces circulos maximos; los circulos de centro L ortogonales 4 ¢

son bitangentes 4 la ciclica; pero como todos ellos son ortogonales

4 uno fijo, constituirdn parte de una red de circulos, pudiendo de-
finirse la focal plana como envolvente de circulos de una red cu-
yos centros estdn en una coénica o, siendo s el ortogonal 4 todos
los de la red.

57.—A las tangentes isétropas de la deferente ¢ que pasan por
los focos de esta, corresponderdn, entre las perpendiculares des-
de S, las rectas isétropas que pasan por este punto, resultando
que, i la deferente tiene dos focos distintos, 4 las cuatro tangen-
tes isétropas que pasan por ellos, corresponderan doblemente las
que pasan por S, y como los puntos de contacto de aquellas tan-
gentes isétropas con ¢ son todos distintos, también lo serdn los
circulos bitangentes que los tienen por centro; luego existirdan dos
tangentes isétropas distintas en cada punto ciclico de la curva,
siendo estos, por tanto, dobles, y las tangentes isétropas de la ci-
clica plana en ellos, las mismas de la deferente g; dedticese de
aqui que los focos de la deferente son focos singures de la ciclica
plana. Si la deferente es parabola, solo existirdn dos circulos tan-
gentes, uno en cada punto ciclico; de modo que estos puntos se-
ran simples. Cuando la deferente sea un circulo, cada tangente
isétropa es doble, y, por tanto, aquellos puntos ciclicos serdn de
retroceso, lo que también podra verse observando que, por ser los
puntos de contacto de las tangentes is6tropas comunes al circulo
deferente y al director, los circulos bitangentes que tienen por
centro aquellos puntos serdn de radio nulo, y por poderse consi-
derar como osculadores de la curva en ellos, deducimos que estos
puntos de la curva seran de retroceso.

58.—Entre los conos del sistema de ciclicas focales hay 4, 2,
3 6 2 sustituidos por cilindros, habiéndose reducido otros 4, 2, 36
2 conos 4 porciones de haces de rectas de primer orden cuyos
vértices son los centros de las esferas ortogonales del sistema.

Consideremos una de las ciclicas esféricas focales que, como las
demads focales esféricas del sistema, estard contenida en un cilin-
dro; sea esta la (¥) por ejemplo: los planos asintéticos del cilindro
que la proyecta doblemente, que serdn imaginarios ¢ reales segtin
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que sea cliptico 6 hiperbélico, serdn bitangentes 4 (X) y, por tan-
to, las ciclidas de Rupin consideradas en el numero 54, serdn
otros tantos toros, reales 6 imaginarios, que contendran las foca-
les esféricas de (¥), pero no 4 esta; mas como hay dos planos asin-
toticos del cilindro, corresponderd 4 ellos un conjunto de 2.3, 2.1,
2.2, 6 2.1 toros, dos para cada focal esférica de (¥), y si tenemos
en cuenta que existen 4, 2, 3 6 2 cilindros homofocales cuyas ge-
neratrices, segun ya digimos, tienen la direccién V. y que 4 cada
uno corresponden 2.3, 2.1, 2.2, 6 2. 1 toros, se tendrdan en resumen
2.3.4, 2.:1::2125253, 16228112 ItoEes, i de oS iquel2 i3 w2/ S DR N G SRR
serdn imaginarios ¢ podran ser reales, segun que los restantes
puedan ser reales 6 sean imaginarios; formandose de ellos 4, 2, 3
6 2 grupos, de3.2, 1.2, 2.2 06 1.2 tales que, los de cada uno cortan
4 una esfera segtin la ciclica esférica contenida en ella.

59.—Distinguiremos dos casos seguin que la ciclica plana del
sistema sea real 6 imaginaria:

1. Cuando es real, todos los cilindros homofocales V_» son
reales y tales que, si el doblemente proyectante de la ciclica esfé-
rica real es eliptico, los de las imaginarias serdn hiperbdlicos, y
reciprocamente; en el primer caso de estos, 2.3, 2.1,2.2, 6 2.1 to-
ros serdn imaginarios y 2.3.3,2.1.1,2.2.2, 6 2.1.1, podran ser
reales, perteneciendo 4 estos los 6 toros en que se encuentra la
ciclica real esférica considerada. Cuando ésta estd en un cilindro
hiperbolico, los cilindros reales, correspondientes 4 las demas se-
ran elipticos y 2.3, 2.1, 2.2, 6 2.1 toros podran ser reales siendo
los restantes seguramente imaginarios, 4 los que corresponderan
los 6 imaginarios en que se encuentra la ciclica real esférica con
siderada.

2.° Cuando la focal plana es imaginaria, dos de los cilindros
son reales y los otros dos imaginarios, correspondiendo aquéllos
4 las ciclicas esféricas reales, y estos, cuando existan, 4 las imagi-
narias. Una de las reales estard en el cilindro eliptico real y la
otra en el hiperbdlico, existiendo 2.3, 2.1, 2.2, 6 2.1 toros que
podrdn ser reales siendo los restantes imaginarios, de los que 2. 3,
2.1,2.2,6 2.1 corresponden 4 la ciclica esférica real contenida en
el hiperbélico.

En todos estos casos, ninguno de los planos principales de los
cilindros contiene un centro de las esferas ortogonales del sistema.

60.—El plano de simetria ¢ determina en los cilindros homofo-
cales, 4, 2, 3 6 2 conicas homofocales, que serdn las deferentes de
la ciclica plana, 4 las que corresponderan como circulos directores
los 4,2, 3 6 2 circulos maximos determinados por aquel plano s en
las esferas del sistema.

A la red de circulos definida por uno de los directores corres-
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ponden, no sélo los bitangentes a la ciclica que tienen sus centros
en la deferente respectiva, sino también los circulos directores
restantes. La ciclica puede considerarse engendrada de 4,2,3 6 2
modos distintos correspondientes uno 4 cada una de las redes de-
finidas por cada circulo director, y como toda recta que pase por
el centro radical de una red, contiene cuatro puntos de la curva
cuando la deferente es elipse 6 hipérbola, parece desprenderse de
aqui, que la ciclica es de cuarto orden cuando sus deferentes tie-
nen centro. -

Por ser la curva considerada envolvente de circulos de una
red cuyos centros describen una linea, aquella serd transformada
de si misma por radios vectores reciprocos respecto del centro
radical de la red y de la potencia 7?; siendo # el radio del circulo
doble de la transformacion, que ademas es el director de la ciciica
y ortogonal 4 todos los de la red, puesto que toda circunferencia
que pase por un par de puntos correspondientes, se corresponde
4 si misma y corta ortogonalmente al expresado circulo doble. La
curva considerada serd, por tanto, analagmatica; siendo transfor-
mada de si misma por radios vectores reciprocos de 4, 2,26 1
modos distintos, pues en los dos tltimos casos deben excluirse los
correspondientes 4 los circulos directores de radio nulo.

En el primer género del grupo 20, los cuatro centros radicales
de las redes constituyen un cuadrivértice tal que cada centro es
ortocentro del tridngulo determinado por los otros tres; en el se-
gundo género dos de aquellos centros son imaginarios, estando
contenidos en el eje radical comun & los circulos directores reales;
en las nodales los tres circulos son dos reales, y uno de radio
nulo, y, por tultimo, los dos circulos directores de las cuspidales
son uno real y otro de radio nulo.

61.—Los focos que la ciclica tiene en su plano estardn en los
circulos directores de la misma, siendo los puntos de interseccién
de las focales esféricas con el plano s y existiendo solo cuatro rea-
les sobre un mismo circulo director cuando la ciclica plana perte-
nece al grupo 20; pues aunque para las imaginarias dos de sus
focales son reales, una de éstas corta al plano s en puntos imagi-
narios. En las unicursales hay dos focos reales y otros dos imagi-
narios sobre cada uno de los circulos directores reales, siendo los
demads focos imaginarios. En las nodales hay dos focos reales so-
bre un circulo director ademads del circulo de radio nulo que debe
considerarse como tal. En las cuspidales la ciclica plana es siem-
pre real teniendo un foco real sobre el circulo director real ade-
mds del punto de retroceso, que también debe considerarse como
foco. ,

62. —Consideremos una ciclica plana definida por una cénica ¢,




e *W"—'ﬂ-’ﬂ
i

ST

deferente y su circulo director respectivo s,. El nimero y posicién
de los puntos que tengan la misma polar respecto de ¢, y ¢, nos
dardn 4 conocer la naturaleza de la curva. Las deferentes han de
ser homofocales con ¢, y pasar por los puntos de interseccién de
las tangentes comunes & ¢, ¥ 6;; pero estos puntos, cuando ¢, y ¢,
no tienen un contacto de tercer orden 6 un doble contacto, son
puntos dobles de las series en involucién definidas por los pares
de vértices de haces de rectas conjugadas comunes (los rayos de

Figura 2.*

un haz con los correspondientes del otro), respecto de ¢, y v, con-
tenidos en cada una de las rectas que tienen el mismo polo res-
pecto de aquellos datos. (G. P. niim. 924).

Estas involuciones se definen, facilmente, determinando dos pa-
res de rectas conjugadas respecto de ¢, y v,, las cuales cortardan a
las rectas que tengan el mismo polo en dos pares de puntos con-
jugados de las involuciones que se buscan. :

En la figura 2.* la deferente es una elipse que tiene por ejes
PPy MM', por focos F y F, y por centro O; hemos determina-
do tangentes 4 la deferente, utilizando la propiedad de ser el
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circulo principal = podaria de los focos respecto de la cénica, con
lo que dado un punto /7 del circulo principal, la perpendicular 4 la
recta que determina con un foco, es una tangente 4 la deferente.

Para la determinacion de los puntos de la curva hemos apro-
vechado la circunstancia de ser simétricos respecto de la tangen-
te respectiva, y estar contenidos en un circulo cualquiera de la
red definida por s, y cuyo centro esté en aquella tangente, eligien-
do, en particular, el circulo que tiene su centro en el punto consi-
derado sobre el circulo principal de ¢. El radio de este circulo,
que es igual 4 P, Q,, es cateto de un tridngulo rectangulo P, 0, S
que tiene para hipotenusa SQ, = S/, y para el otro cateto d ra-
dio 7 del circulo s,.

La determinacion de la tangente # en un punto 7 de la linea,
se ha obtenido por medio del circulo bitangente en él. El centro de
este circulo es el punto de contacto L de la tangente / 4 o,; cuyo
punto de contacto L se ha determinado construyendo un arco de
circulo director de la elipse ¢, con centro en F,; desde # se ha
trazado la perpendicular F/K 4/ y la recta /,L K nos ha dado
el punto L; con un radio igual al segmento de tangentes 4 g, Se
ha tlazado el circulo bitangente.

Las demaés deferentes son hipérbolas que pasan por los puntos
Ay A, ByB'y Cy C' vértices opuestos del cuadrilatero cir-
cunscrito 4 ¢, y 5,. En el caso elegido una de estas hipérbolas, la
relativa 4 los puntos 4 y 4’ estd reducida al eje de simetria de la
curva, teniendo el tridngulo autopolar 0,0,0, un vértice en el
infinito.

El cilindro eliptico de seccién recta ¢, produce en la esfera X
una bicursal; los otros dos no cortan 4 las esferas correspondientes.

63. —Supongamos ahora que la ciclica esférica (X) estd conte-
nida en dos cilindros V,, ¢, y V,,©,, cuyas generatrices tienen
respectivamente las direcciones V., y V,,. Ocurrird esto, cuando
un eje del cono que define () contenga el centro S de la esfera, 6,
si lo que se da es un cilindro, cuando el expresado centro esté en
un plano principal de aquél.

LLos planos principales de los dos cilindros que pasan por el
centro S de X, son perpendiculares, siendo también planos princi-
pales de los conos que contengan 4 (X) y de simetria ortogonal de
las ciclicas esféricas del sistema; su interseccién, que es eje de los
citados conos, serd eje de simetria ortogonal de todas las ciclicas
focales.

Dos ciclicas del sistema serdn en este caso planas, y, 4 cada
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una de ellas aplicaremos lo dicho en el articulo anterior con algu-
nas particularidades que afiadiremos.

El eje de simetria viene 4 sustituir 4 un circulo director y 4 una
deferente de las ciclicas planas; puesto que si partimos de una de
ellas, para obtener la otra en el sistema de sus focales sera preci-
so sustituir el centro de una de las esferas ortogonales del sistema
por una direccién, con lo que la esfera supuesta se habra transfor-
mado en otro plano de simetria de las ciclicas esféricas restantes,
y los conos que las proyectaban doblemente desde su centro, se
habrédn transformado en cilindros, quedando reducido el cilindro
relativo 4 la ciclica plana primeramente considerada, al plano de
la misma. ILos cilindros homofocales correspondientes 4 cada di-
reccion V,, y V,,, serdn 3, 1, 2 6 1, segtin los casos. \

Los centros de los circulos directores estan todos en el eje de
simetria. En las cuspidales el centro del inico circulo director es
ademds un punto de la deferente. En las nodales también existe
un circulo director de radio nulo, cuyo centro, es punto interior 4
su deferente respectiva en las acnodales y exterior en las cruno-
dales.

Cuando una de las ciclicas planas es real, los focos de la otra
estdn en el eje de simetria, siendo imaginarios cuando esta otra es
imaginaria.

64.—Consideraremos tres casos: 1.° Que las dos ciclicas planas
sean reales, distinguiéndose en este caso el segundo género del
grupo 20 de todos los demas, en que una de las focales esféricas es
real, (lo cual no puede ocurrir mds que en las unicursales) mien-
tras que, en los otros casos todas las esféricas tendrdn que ser
imaginarias. i

2.° Que una de las ciclicas planas sea real y otra imaginaria,
en cuyo caso otra de las esféricas sera forzosamente real.

3. Que las dos planas sean imaginarias, quedando excluidas
de este caso, ademads de las unicursales, las nodales.

Las cuspidales no pueden estar comprendidas en estos dos tl-
timos casos. ;

1.° En el segundo género del grupo 20, el conjunto de cilin-
dros homofocales desde una direccion es dos, de los que uno esta
sustituido por el plano principal del otro cilindro, que contiene
al eje de simetria, de modo que, las deferentes serdan una cénica y
el expresado eje, que segun ya hemos indicado, también sustituye
a un circulo director: Si la cénica es elipse, los planos asintéticos
del cilindro eliptico, que serdn bitangentes a4 la ciclica esférica
real, determinan en el otro cilindro doblemente proyectante de
ésta, dos secciones circulares correspondientes 4 los dos toros
imaginarios en que se encontrard la otra ciclica plana. Si la ex-
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presada deferente fuese hipérbola, podrian ser aquéllos dos toros
reales; resulta, por tanto, que cada una de las planas esta conte-
nida por lo menos en dos toros.

Cuando las ciclicas esféricas sean todas imaginarias, cada una
de las planas tendra 3, 2 6 1 deferentes reales ademads del eje de
simetria, y como estas deferentes corresponden a otros tantos ci-
lindros doblemente proyectantes de ciclicas esféricas todas imagi-
narias, serdan todos ellos del mismo sistema; luego si una es elipse
6 hipérbola, también las otras lo seran. Deducese de aqui, que si
una de las esféricas estd contenida en dos cilindros reales elipticos,
los 2.3, 2.2 6 2.1 cilindros, también seran elipticos; luego cada
una de las esféricas estara contenida en 2.2, 2.1 6 2.0 toros ima-
ginarios, y cada una de las planas en 2.3, 2.2 6 2.1 toros también
imaginarios; si fuese uno eliptico y otro hiperbdlico, 6 los dos hi-
perbdlicos, podrian ser algunos de ellos 6 todos reales.

2.o Si una sola de las ciclicas planas es real, también lo sera
una de las esféricas. LLas tres conicas deferentes de la primera
serdn reales y las de la segunda seran una real y otras dos ima-
ginarias, puesto que el eje de simetria sustituye 4 una de las rea-
les. Podremos, en este caso, repetir lo dicho anteriormente, con la
diferencia de que ahora la focal plana real no podra estar conte-
nida en mas de dos toros reales, pudiéndolo estar las imaginarias
en 2376242 reales?

En el tercer caso, en que solo estd comprendido el primer gé-
nero del grupo 20, las deferentes de cada una de las dos planas
son dos conicas. reales; el eje, y otra imaginaria; pero por ser las
reales, una elipse y otra hipérbola, las esféricas estardan en 2.2.2
toros, de los que dos podran ser reales, y las imaginarias planas
en 2.2 toros de los que dos parecen ser reales por existir un cilin-
dro hiperbélico.

65. —Existe una clase especial de ciclicas planas con un eje de
simetria, que conviene considerar, y son las que tienen por defe-
rente una conica bitangente 4 su circulo director respectivo; estas
cuarticas se reducen & dos circulos distintos que tienen por eje
radical la cuerda de los contactos de la deferente con su circulo
director. Para verlo, basta considerar que la ciclica que se obten-
ga, tendra aquellos puntos de contacto por puntos dobles y, por
tanto, todo circulo que pase por aquellos dos puntos y otro cual-
quiera de la curva, tendra que confundirse con parte de esta, por-
que sin6 cortaria 4 la ciclica en nueve puntos que serdn cinco
propios y los ciclicos como dobles.

Como caso particular, si consideramos para circulo director el
osculador en un vértice de la deferente, se obtienen dos circulos
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tangentes, y si la deferente es otro concéntrico se obtienen dos
concéntricos.

66. Entre esta especie de ciclicas planas con un eje de sime-
tria, se encuentran las secciones producidas en el toro por planos
no paralelos al eje ni que pasen por el centro (fig. 2.2). Considere-
mos un plano en estas condiciones; el punto S de interseccién con
el eje del toro serd el centro de un circulo director, puesto que los
ejes de los toros existentes en el sistema pasan por los centros de
las esferas; la proyeccién ortogonal o, de la circunferencia g, lugar
de los centros de las esferas involutas, serd una decferente; la pro-
yeccion del eje serd eje de simetria de la ciclica y también de la
deferente hallada, y el plano proyectante del mismo serd el de la
otra focal plana.

El plano ¢ de la circunterencia lugar de los centros de las invo-
lutas y su simétrico o' respecto del plano secante, deben ser pla-
nos asintoticos de un cilindro hiperbélico que tiene por seccién
recta sobre el plano de la otra focal plana, una hipérbola deferen-
te de la misma, de la que son asintotas las trazas correspondien-
tes de aquellos planos asintéticos.

Una de las esferas ortogonales del sistema es la X ortogonal al
toro, cuyo centro es el punto S, y una de las focales esféricas es la
interseccién con esta esfera del cilindro proyectante de ¢. Para
determinar las demads esferas ortogonales del sistema, observe-
mos, que dos de ellas estan sustituidas por el plano secante y
el proyectante del eje, y que los centros de las demds han de estar
contenidos en el expresado eje de simetria, siendo los puntos de
¢ste que tienen la misma polar respecto del circulo ¢, y su defe-
rente o;.

En las del grupo 20, existirin ademés de la esfera X otras dos
cuyos centros serdn los puntos dobles de la involucién que en el
eje determinan ¢, y 5,, cuyos puntos dobles, en las imaginarias y
bicursales, serdn reales; para lo cual, es preciso que los dos pun-
tos en que o, corta al eje de simetria no estén separados por los
dos en que le corta o,; si estos puntos estdn separados por aqué-
ilos, los dobles serdn imaginarios y la ciclica plana Sserda uni-
cursal.

Si uno de los puntos de ¢, contenidos en el eje se confunde con
otro de s, este punto serd centro de una esfera de radio nulo y la
seccidon plana serd una nodal; lo que también ocurrirda cuando la
esfera X sea de radio nulo y el centro no esté sobre »,, pues cuan-
do sea un punto de esta cénica, la seccién serd una cuspidal.

Resulta, por tanto, que solo en las imaginarias 6 bicursales
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hay que determinar otras esferas ademas de la X, de las que una,
que tiene por centro el punto doble de la involucién interior &
¢, ¥ o, €s imaginaria, y la otra real, dindonos ésta el otro circulo
director real. La determinacion de la deferente respectiva se hace
como ya se indic6.

67.—Para clasificar las secciones que se obtienen por planos de
las condiciones exigidas, designaremos por /2 el radio de la cir-
cunferencia g, 7 el radio de las esferas involutas y 4 la distancia
del centro del toro al punto S. i

Consideremos los dos conos de revolucién ciscunscritos al toro
desde el punto S como vértice; (en el caso en que & = #, uno de
estos conos queda reducido al eje).

Cuando el plano secante corte 4 cada uno de los conos segtin
generatrices imaginarias, determinard una ciclica imaginaria ¢ bi-

>

cursal, segin que d =7 puesto que, en ambos casos, los dos pun-

tos en que el eje corta & ¢, no estdn separados por los dos en que
corta 4 o,.

Cuando el plano sea tangente 4 uno de los conos y corte al otro
segun generatrices imaginarias, dard lugar 4 una nodal imagina-
ria 6 crunodal, segtin que 4 2 7, puesto que ¢, tiene un punto co-
mtun con q,, siendo en €l tangentes estas dos curvas, estando ade-
mas toda la cénica ¢, en el interior 6 exterior de s,,segtin que d 27

Si el plano secante da generatrices reales en uno de los conos
y en el otro imaginarias, producira en todos los casos unicursales,
puesto que los extremos del eje de ¢, contenido en el eje de la
ciclica, estdn separados por los extremos del didmetro de s, con-
tenidos en el mismo eje.

Los planos tangentes 4 uno de los conos y secantes del otro
daran crunodales siempre que & > #, transformadndose en acno-
dales cuando R < 7; pues ¢, ¥ ¢, son tangentes en un punto del
eje y los puntos de g, inmediatos al de contacto son exteriores 4
s,, mientras que cuando /2 < # la cénica ¢, es toda ella exterior,
pero las tangentes inmediatas al punto de contacto cortan al
circulo o,. En el caso particular en que /2 = 7 la ciclica obtenida
estd compuesta de dos circulos tangentes. Por tltimo, cuando el
plano secante lo es 4 los dos conos (lo cual solo puede ocurrir

cuando & z 7), se obtiene una bicursal; pues los dos puntos de la

conica ¢, no estdn separados por los del circulo s, ; en el caso par-
ticular de pasar el plano secante por el eje del toro, se reduce la
" ciclica 4 dos caracteristicas.
Como casos particulares consideraremos primero que d = 7,
4
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reduciéndose entonces uno de los conos 4 un haz de rectas de pri-
mer orden de vértice S, no existiendo ya planos exteriores a los
dos conos y no obteniéndose, por tanto, ciclicas imaginarias; los
planos tangentes 4 un cono y exteriores al otro, se reducen al
plano del haz tangente al toro 4 lo largo de una circunferencia, que
aparecerd como doble; los demds planos serdn secantes 4 uno y,
exteriores, tangentes 6 secantes al otro, produciéndose ciclicas de
la misma especie que en los casos ya considerados anteriormente.

Por tltimo cuando los dos conos se confunden en uno, lo que
s6lo puede ocurrir cuando 2 < 7 y el punto S sea uno de los dos
comunes 4 todas las esferas involutas, los planos que dan genera-
ratrices imaginarias en el cono, dan origen 4 ciclicas acnodales,
los que cortan segun reales, a crunodales, y por tltimo los pla-
nos tangentes originan cuspidales con un eje de simetria; pues en
todos estos casos la esfera ¥ es de radio nulo, y en el primero la
coénica g, contiene en su interior el centro de dicha esfera; en el
segundo lo deja al exterior y cuando los planos son tangentes, el
expresado centro es un punto de o,.

68.—Supongamos, finalmente, que la ciclica (¥) esté contenida
en tres cilindros de segundo orden; esto solo puede ocurrir cuan-
do (X) pertenezca al grupo 20 6 sea una imaginaria del grupo de
las nodales contenida en una esfera de radio nulo, sin que el cen-
tro sea punto de la curva.

Para que existan tres cilindros es necesario que, si la esférica
Y) estd definida por un cono, lo que solo puede ocurrir en el pri-
mer género del grupo 20, el vértice de éste sea centro de X, y si
lo estd por un cilindro que su eje pase por aquel punto. En todos
los casos estard contenida la ciclica esférica () en tres cilindros
de segundo orden, de direcciones ortogonales cada dos de ellos,
constituyendo sus planos principales un triedro trirrectiangulo,
cuyas caras, aristas y centro son planos, ejes, y centro de sime-
tria de (X).

En el primer género del grupo 20 estos planos, ejes y centros
de simetria lo son también del cono de segundo orden.

El conjunto de esferas ortogonales esta reducido 4 los tres pla-
nos de simetria y dos esferas, una real y otra imaginaria, concén-
tricas cuyos radios tienen el mismo mudulo, en el primer género
del grupo 20, 6 una sola esfera, de radio nulo, cuando el sistema
es el de las nodales, siendo, en todos los casos, el centro de las
esferas el vértice del triedro trirrectdngulo determinado por
aquellos tres planos de simetria. (1).

(1) En toda esta parte prescindiremos del segundo género del grupo 20, y, por tanto, de las .

unicursales con dos ejes de simetria porque en €l las dos esferas son imaginarias, cuyos centros
también imaginarios, parecen ser puntos dobles de una involucién que tiene por punto central el
centro de simetria de la curva.
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69.—En el conjunto de ciclicas focales tenemos dos 6 una esfé-
ricas y tres planas, de las que dos serdn reales cuando todas las
esféricas sean imaginarias, lo cual siempre ocurre en las nodales;
y cuando una de las esféricas sea real (caso que solo ocurre en el
primer género del grupo 20), solo existira otra plana real.

Si partimos de una ciclica imaginaria sabemos que dos de las
superficies coénicas ¢ cilindricas doblemente proyectantes de la
misma, serdn reales y las otras dos, 6 una, imaginarias, siendo
necesariamente imaginario el cono de segundo orden que la pro-
yecta desde el punto S centro de . Uno de los cilindros tendra
que ser eliptico y otro hiperbdlico, lo cual se vé si se tiene en
cuenta que sus ejes han de pasar por S siendo perpendiculares
entre si; luego no podran ser ambos elipticos ni tampoco hiperb6-
licos, pues con aquellas condiciones producirdn una curva real.
De esto deducimos que cuando dos ciclicas sean reales, tendran
por deferentes cada una de ellas una elipse y una hipérbola, con-
céntricas y coaxiales con la curva; habiéndose reducido las otras
dos cénicas deferentes de cada una, 4 los dos ejes de la misma.

Si una sola de las planas es real tiene por conicas deferentes
ademads de los ejes de simetria, dos elipses 6 dos hipérbolas; en el
primer caso el eje menor de las elipses sustituye 4 la hipérbola
homofocal y el eje mayor 4 otra elipse, y cuando las dos cénicas
son hipérbolas, el eje transverso sustituye 4 una elipse y el no
transverso 4 una hipérbola.

Una ciclica plana imaginaria tendrd para deferentes dos céni-
cas imaginarias, cuando las otras dos focales planas sean reales,
y una real (lo que solo podra ocurrir en el primer género del gru-
po 20), cuando una de las esféricas sea real.

70.—Los circulos directores estdn reducidos 4 los ejes; los co-
rrespondientes 4 las cénicas deferentes son, en el primer género
del grupo 20, dos concéntricos cuyos radios tienen el mismo mo-
dulo.

En las nodales el circulo director es de radio nulo, dando acno-
dales cuando la deferente es elipse y crunodales (lemmniscatas)
cuando son hipérbolas.

71.—A las ciclicas planas con dos ejes de simetria, correspon-
den las secciones obtenidas en el toro por planos que pasen por su
centro, 6 sean paralelos al eje, puesto que en el primer caso la
elipse g,, proyeccién del circulo ¢, es concéntrica con el circulo di-
rector ¢,, que sera real, de radio nulo 6 imaginario, segun que

P

27'. Cuando ¢, sea imaginario, consideraremos en su lugar

como circulo director otro circulo concéntrico con €l y de radio
real é igual al médulo del radio de aquél, tomando para cada par
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de puntos de la ciclica asociados 4 una tangente de ¢, uno de los
dos hallados y el simétrico del otro, respecto del centro.

Se vé que cuando & = 7 las ciclicas planas obtenidas son ac-
nodales y que en los otros casos son bicursales. |

A las secciones producidas por planos paralelos al eje del toro :

no podremos aplicar para su construcciéon el procedimiento que
hemos empleado hasta ahora, pues en este caso, el circulo v se
proyecta segun uno de los ejes de simetria, por lo cual prescindi-
mos en esta parte de su consideracion.

72.— Cartesianas focales.—I as focales de una cartesiana, co-
rrespondiente al primer género del grupo 20, al segundo género
del mismo, al grupo de las nodales 6 al de las cuspidales y conte-
nidaen3,1,261 conos, son 3, 1, 2 6 1 esféricas y una plana. Esta,
correspondiente al cilindro parabdlico, es una cubica circular
plana, real y bicursal, unicursal, nodal 6 cuspidal, segin los ca-
sos, cuyas deferentes son pardabolas homofocales, secciones de los
4,2, 3 o 2 cilindros parabdlicos doblemente proyectantes de las
cartesianas esféricas del sistema; una de las pardbolas deferentes
es de distinto sistema que las otras. ;

Los circulos directores son las secciones de las esferas ortogo-
nales, siendo uno de ellos imaginario con centro real en el primer
género del grupo 20, y existiendo en las nodales y cuspidales un
circulo director de radio nulo, cuyo centro serd interior 4 su paré-
bola deferente en las cubicas acnodales, exterior en las crunoda-
les, entre las que figuran las estrofozdes, y perteneciente 4 la para-
bola deferente en las cuspidales, conocidas en general con el_nom-
bre de cisoides.

73.—Que dicha focal plana es una cubica, parece desprenderse
de gue toda recta del plano que pase por uno de los 4, 2, 3 6 2 cen-
tros de los citados circulos directores, contiene solo tres puntos
de la linea. Para ver esto, fijémonos en que no existe mas que una
sola tangente de la pardbola deferente perpendicular & dicha rec-
ta; luego, sobre la misma, no podran existir mas que dos puntos
de la focal. Pero si se tiene en cuenta que 4 la recta del infinito,
considerada como tangente, corresponde dicho centro y la direc-
cion de la tangente 4 la pardbola en su vértice, hallamos _que so-
bre toda recta de las condiciones citadas, solo existen tres puntos,
que son; el centro del circulo y otros dos.

La cubica considerada no tiene mas que un solo jpunto real en
el infinito, por ser todas las pardbolas deferentes homofocales, y

estar representado’aquel punto por la direccién de las perpendi-

culares, al eje comtun.
Como el cilindro parabélico tiene una sola recta focal, la cibi-
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ca circular considerada, solo tendra dos puntos ciclicos, corres-
pondientes uno 4 cada una de las rectas isotropas perpendiculares
4 los planos isétropos tangentes al expresado cilindro, siendo el
foco de la pardbola el tinico foco singular de la ctibica; ademas,
como esta pasa por los centros de las esferas, se deduce de aqui
que estos centros son focos de las cartesianas del sistema.

74.—Cuando uno de los conos se transforme en cilindro de re-
volucién, aparecerdan otro plano y un eje de simetria del sistema,
que también lo serd de la ctibica circular y de la nueva ciclica
plana. Las deferentes de esta tltima, seran, ademdas del eje de
simetria, 3, 1, 26 1 circulos concéntricos, cuyo centro estara en
aquel eje y aparecerd como un foco singular doble de la carte-
siana.

75.—En las nodales y las cuspidales puede elegirse como circu-
lo director para la construccion de la curva, el de radio nulo que,
cuando tenga su centro interior 4 su circulo deferente respectivo,
engendrardn un caracol de Pascal con punto aislado; si es exte-
rior, el caracol tendrd un punto doble en el centro del circulo, y si
el expresado centro es punto del circulo deferente, dardan origen a
una cardiode.

Las ciclicas bicursales de estas especies se conocen con el
nombre de Ovalos de Descartes.

Por tltimo, las cartesianas que tienen méas de un eje de sime-
tria, tienen infinitos; pues se componen de un par de circulos con-
céntricos que, cuando el interior es de radio nulo, sustituyen 4
una acnodal.

111

76.—Las relaciones métricas focales fundamentales de las ci-
clicas se deducen del siguiente lema. Dadas dos esferas Xy X' y
el plano radical P de las mismas, el cuadrado de la longitud de la
tangente 4 la X’ desde un punto cualquiera M de la X, es propor-
cional 4 la distancia de M a £, es decir, que

=g

siendo ¢ aquel segmento de tangente, p la distanciade M 4 Py a
la distancia de los centros Sy S’ de ¥ y ¥'. Para verlo, tracemos
el plano diametral comun que pasa por M y designemos por Ny
0 los dos puntos comunes 4 £, X’ y este plano diametral; sea /,
el pie de la perpendicular 4 NQ desde M y N’ el segundo punto
en que MN corta 4 ¥'. Tracemos por S una perpendicular & #/N’
y por S’ una paralela 4 esta misma recta.
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De los triangulos M NM, y SS'S, sacamos

p — UBNE Y 2a sen o« = M N’
sen o

de donde multiplicando sale
2pa = MN . MN' = §2.

Como caso particular, puede la esfera ¥ quedar reducida 4 su
centro S’, transforméndose el citado plano radical en el tangente
4 Y en el punto S’ de la misma, cuando SS'= a = . En estos
casos, el cuadrado de la distancia de un punto A de la esfera ¥ a
un punto cualquiera S’, contenido, 6 no, en ella, es proporcional &
la distancia MM, del punto 7 al plano tangente en S, 6 al plano
radical correspondiente, segtn el caso de que se trate.

77.—La ecuacién de un cono de segundo orden referido 4 tres
de sus planos tangentes que tengan por ecuaciones

B =0 mRs — () St
es
NP+ VP +vIP" =0
en la que, para todo punto de la superficie cénica, se verificara
Pi—tpk B = A TR =

siendo p, p'y p", las distancias del punto considerado 4 los tres
planos; sustituyendo, tendremos

©eVp + vk Vp +vE VP = 0.

Por otra parte, los planos P, P"y P" determinan respectiva-
mente en tres esferas ¥, ¥’ y X" tres circulos ¢, ¢’ y ¢” bases cada
unc de ellos de un haz de esferas; pero como por todo punto del
espacio pasa una esfera de cada haz, se tendrd, cualquiera que
sea el punto

2 ="2ap, LiE=2aps t=2aint
en que p, p' y p” son distancias 4 P, P'y P"y a,a’ y a” distan-
cias de los centros de las nuevas esferas 4 las antiguas.

Para todo punto del cono se tendrd, pues,

N4 pR't vR"t" 0
V22 " V24 V2o’

efn cuya ecuacién no solo son variables las 7 sino también las a.
Ahora bien, si existe una esfera perteneciente 4 los tres haces,

e 2 3 ”],'"‘k—@ia
> - N
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se verificara la relacién anterior para todos los puntos de su in-
tersecciéon con el cono; pero, en este caso, @, a’, a”, serdn cons-
tantes; luego para todos los puntos de la ciclica, interseccién del
cono y la esfera X se tendrd

- of + o't +a"t" =0

en la que Z, ' y ¢” son tangentes de un punto cualquiera de la
curva 4 tres esferas bitangentes 4 la misma.

78.—Si en lugar de las esferas X, ¥’ y X" bitangentes tomamos
tres focos /, F' y F", 4 los que como ya digimos (25) suele consi-
derarse como esferas de radio nulo, observaremos que, las anterio-
res tangentes, se convertirdn en las distancias 7, 7' y #" 4 estos
puntos.

Sean 4 (7,, rA’, rA”), B (rB, rB’, rB") y C(r,, rc’, rc") tres puntos
de la ciclica propuesta; con relacién 4 los tres focos 7, F' y F" se
verificara:

I asl "0
ar, +o'7', + a7 =0
7550 "0
ary +a'v' o'y’ =0
Lol "ol
ar, f ot Ae’r =0

de cuyo sistema deducimos

. !
]7C 7C

y sustituyendo filas por columnas

W
2 C

que nos dice que F, F'y F” son puntos de otra ciclica de focos
A, By C, siendo las coordenadas de aquellos

78§ e o e Carpiis 7”C), B i)

Si designamos por D el cuarto punto de interseccién del plano
ABC con la ciclica, se verificara

"

1 1’ »
Yowrs 1D|
/ Wi =
l?'A AL =0
el e A e
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y cambiando filas por columnas se ve que D también es foco de la
que pasa por F, F' y F”. ‘

Andlogamente, la ciclica que pasa por estos contiene otro
cuarto punto /" en el plano de aquellos tres; luego

I " " it
% A Z B 5 C
T A s oot s U
’ . ’
v A 7 B v c |

y cambiando filas por columnas queda demostrado que /" es foco
de la que pasa por ABC; pero, por ser D, foco de la que pasa
por I, F'y F", podiamos haber tomado para esta ecuaciéon ante-
rior los focos 4, By D en lugar de 4, By C y se hubiera visto
que /" es foco de la que pasa por ‘4, B, Cy D, de modo que se
deduce como consecuencia lo siguiente: Dados sobre.un mismo
circulo cuatro puntos 4, B, Cy D de una ciclica cualquiera de
focos F, F', F" y F" situados sobre un segundo circulo, existira
una segunda ciclica que pasa por F, F'l F"y F" y que admite
como focos los cuatro puntos 4, B, Cy D. : :
79.—Una ciclica tendra por ecuacion

ar fa'r' 4 o'y =

cuando con esta ecuacion se dan simultdneamente los tres focos
de referencia y la esfera que contiene la curva.

Si en lugar de los focos F, F' y F" que pueden ser cualesquie-
ra, con la unica condicién de ser todos cllos de una de las focales,
tomamos los de interseccién con la esfera ¥, podremos decir que
la ecuacion anterior lo es de una ciclica situada sobre la esfera.

Reciprocamente, dados tres puntos /, 7' y F” sobre X, el lu-
gar de los puntos de esta superficie, tales que, la suma de los pro-
ductos de las distancias 7, 7" y 7" 4 F, F' y F por las constantes
e, ¢’ y o’ sea constante, es una ciclica.

En este caso como a, a’ y a" son constantes ¢ iguales al radio
R de X, se tiene, cualquiera que sea R, que la ecuacion

ar 4a'r + a7 =0

en cuyos coeficientes ya no figura R (puesto que podemos hacerlo
desaparecer), nos representa una ciclica que podrd ser esférica 6
plana, segun que consideremos una esfera 6 plano.

80.—Parece que, si se trata de un plano, quedara duda acerca
de este extremo, pero vamos 4 ver que sigue representando una
ciclica; para ello seguiremos 4 Goémes Texeira en su Memoria so-
bre curvas especiales notables.
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La ecuacién anterior la pone bajo la siguiente forma
v 4 Izr'rj-_ kr"=0
4 la que llegaremos haciendo

al al/
—=4h — = :
o oY y o tk
Eligiendo para eje de las x la recta FF’' y F para origen de
coordenadas, se halla para ecuacién cartesiana de las curvas re-
presentadas por la ecuacion anterior '

(17— B2) (28492 = 2 (al — o) 2 + 282y + I — (a2 ) 7]
= 4 (@ + 9) (% + 5" — 202 + @)

en que (a, 0) son coordenadas de F'y («,f3) las de F".

Para investigar los puntos en el infinito de esta linea hagamos
la ecuacién anterior homogénea € igualemos después & 4 0. Se
tendra con esto

(L 12— 1) (@ 4 57) = 42 (@ + )

y dividiendo por x*

(L 4 72 — B2y [1 i (%)T — 4n [1 5t (%)2]2

Si en esta hacemos crecer 4 x indefinidamente y llamamos / el

limite de %, se tendra

(L4 72 — &%) (L 4 ) = 40 (L 1) (1 4 )

y para que esto sea posible es necesario que (1 + /%) = 06 sea
que ! = =+ 7; luego los cuatro puntos en el infinito son los ciclicos
y la curva es, por tanto, una ciclica.

81.—Las cartesianas sabemos que poseen una cubica circular
focal y que el centro de la esfera X es un foco; pues bien, si elegi-
mos como focos de referencia este y otros dos, se verificard

ar + a7 "R =0
luego la ecuacién focal de las cartesianas puede obtenerse refi-
riéndolas 4 dos focos distintos del centro de la misma, y su ecua-
cion podremos escribirla en la siguiente forma,

o

ol 7 o
R A A

0 sea
ar +a'r =1.

Esta ecuacién cuando se trata de curvas planas, puede repre-
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sentar segtin los casos, los dvalos de Descartes, el caracol de Pas- .

cal, 1a cardiode y otras unicursales sin punto doble aislado ni de
retroceso.

82.—La ecuacion de un cono referida 4 dos planos tangentes y
al plano de las generatrices de contacto es de la forma

PP =10

enque P =0, P =0y Q=0 son ecuaciones de los dos planos
tangentes y del secante. Estos tres planos cortardan 4 la esfera X
segun tres circulos bases de tres haces de esferas, tales que, las
de los dos primeros son doblemente tangentes a4 la ciclica y las
del tercer haz pasan por los cuatro puntos de contacto de aquellos
dos primeros haces con la cuartica.

Sit, t'y T son las longitudes de las tangentes trazadas desde
un punto cualquiera de la ciclica 4 cada una de tres esferas, pre-
viamente elegidas una de cada haz, tendremos

i =al?®

En lugar de esferas podremos elegir vértices de conos is6tro-
pos pertenecientes 4 los expresados haces, en cuyo caso se ve que
el producto de las distancias de un punto de la ciclica 4 dos focos,
esigual al cuadrado de la distancia del mismo punto al vértice de
un cono is6tropo que pase por los cuatro puntos de contacto de
los otros dos conos is6tropos, con la ciclica.

La ecuacién anterior es aplicable tanto & los conos doblemente
proyectantes como 4 los cilindros. Cuando estos existan y uno de
ellos sea hiperbdlico, podrdn elegirse como focos los asociados 4
los planos asintoticos; el tercer plano es el del infinito el cual con-
tiene los cuatro puntos del infinito de la ciclica. Como han de ser
conjugados, respecto de todas las esferas del haz, los puntos do-
bles de la involucién definida por el expresado plano del infinito, y
uno de ellos estd en el infinito, coincidira el otro con el centro
de ¥; luego la 7 serd constante € igual al radio de esta esfera, de
modo que, las ecuaciones de las ciclicas referidas al centro de X y
4 dos focos asociados 4 los planos asintéticos, cuando la ciclica es
esfero-cilindrica, se reducen 4

tte—al
teniendo # y ¢’ significados ya conocidos. .

Si el cilindro fuese parabélico, podriamos elegir para plano
tangente el del infinito y para el Q = 0 el principal del mismo
cilindro; entonces el foco relativo al plano del infinito es el centro
de la esfera X, de modo que ¢ = const. é igual al radio de X, que-
dando reducida la ecuacioén 4

ti=re



7 , 59—

.83.—Consideremos la ecuacién de la ciclica referida a tres es-
feras bitangentes, cuando estas sean ortogonales 4 la esfera X que
contenga la curva; designemos estas esferas por X,, ¥, y ¥, y
sean q, ¢’ y ¢” los circulos de interseccién con X y 4/ un punto de
la linea. :

Los conos circuscritos desde S y #/ 4 una cualquiera de ellas,
4 la ¥, por ejemplo, tendran dos planos tangentes comunes, que
tocaran 4 X, en dos puntos situados en s y, por consiguiente, en .
Las tangentes 4 esta esfera en aquellos dos puntos, trazadas des-
de M, serdn las cuerdas de los arcos de circulo maximo que los
unen con M y que estdn determinados por los dos planos tan-
gentes.

Si 7, 7" y 7" son estos arcos

74
t =2Rsen —

2

T

=10 Knok
PR sen 5

t”= AT
2R sen 5

y sustituyendo en la ecuacién
at fa't' 4+ a"t" =0
tendremos, después de simplificar

7 7p 4
o — Lo — L o — =
sen2+ sen2—+— sen 0
que es la ecuacién de una ciclica referida 4 tres circulos bitan-
gentes 4 la misma y pertenecientes 4 una misma familia.
84.—Hagamos uso de la relacién para las cénicas esféricas y
elijamos para tales circulos, cuatro, simétricos dos 4 dos con rela-
cién al centro, y desde M tracemos los cuatro arcos de circulo
maximo tangentes; sean estos 7, 7', 7" y 7", entre los cuales se
verifica 7+ 7' ==y 7" + T" = =; obtendremos
7 e

7
o Sen o -+ o” sen 5 + o” sen i 0

4 " i

: 7h
«y sen— + o', sen 5 + o sen - = 0

&

pero,porser T/ == — Ty I"==-— 1"

L e Ly
sen§_°en(§_§>_ 2

TIII i i COS T/l
Sen —Q— e S T e = —2
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y sustituyendo
"

7 5 7 - I
usen—z——}-a sen + o cos§=0

T TII v/
o, cos — —|— %," sen — + o, cos o T 0
y multiplicando por las indeterminadas A y p respectivamente y
sumando

V4

p
ok e 241008 -+ (&%~ ") Sem o (A o%) cos =0,

Podran determinarse A y p. de tal modo que esta relacién se
transforme en la

sen

T_l'_g ”+0)
2

4

puesto que para dicha determinacién se dispone de las ecuaciones

w
IM="COS"—

2
’ (0]
o,k = S€n 7
U
l/)\ " ¥ L
a’X + o’ = cos D}
ml
am}\ + a”’[f" — Sen ?
aB) 2
que se reducen 4 dos, pues sen — = \/1 — cos o teniéndose, en

resumen, dos ecuaciones con dos incégnitas.
De la relacion hallada sale

T+ F="const’

deduciéndose que, una cénica esférica puede considerarse como
lugar de los puntos tales que, la suma 6 diferencia de los arcos de
circulo maximo trazados desde sus distintos puntos, tangentes 4
dos circulos bitangentes 4 la misma, es constante.

Esta propiedad nos hace ver la intima relaciéon que hay entre

las propiedades focales de las cénicas esféricas, y las conicas pla-

nas, pues en estas, la suma ¢ diferencia de las tangentes 4 des cir-
culos doblemente tangentes es constante.

Cuando los circulos bitangentes se reducen 4 dos puntos, se
liega 4 la propiedad que se toma como definicién, es decir, que




S < A

las cénicas planas con centro, son tales que la suma 6 diferencia
de distancias de sus diversos puntos 4 dos fijos, los focos, es cons-
tante.

Por estar contenida la cénica esférica sobre un cilindro hiper-
boélico, podremos escribir su ecuacién en funcién de las de sus
planos asintéticos

PO = const
tt' = const

y como f = 2 R sen —g— hallamos sen § sen g = const., que nos

da otra relacion entre los arcos de circulo maximo, trazados per-
pendicularmente 4 dos arcos fijos, desde un punto de la cénica
esférica.

Sixto CAMARA
Primer Teniente de Infanteria.
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Sobre algunas cudrticas de 2.* especie
Y APLICACION A LA CUESTION 10

En esta interesante cuestién propuesta por el Sr. Brocard, se
pide hallar el lugar geométrico de las proyecciones de un punto
dado sobre las generatrices de un hiperboloide. Como estos pun-
tos pueden obtenerse como intersecciones de los dos sistemas de
generatrices de la superficie con los planos perpendiculares tra-
zados por P, que forman un haz de segundo orden proyectivo con
aquellos dos haces alabeados, la cuestiéon es caso particular de
esta otra que vamos a resolver: kallar el lugar de los puntos de
interseccién de los rayos homdlogos de un has alabeado y uno de
planos de segundo ovden proyectivos. El estudio geométrico de
éste y su generalizaciéon es muy interesante; pues, segun luego
veremos, es una cudrtica de segunda especie, curvas poco estu-
diadas aun (*), y ésto analiticamente.

1.—Sea [a] el haz alabeado y [«] al haz de planos proyectivo
con €l; y veamos el nimero de puntos del lugar situados en un
plano cualquiera =, recorriendo todos los casos que puedan pre-
sentarse.

Si = no es tangente 4 la superficie base del haz ni pasa por P,
corta & los dos haces en una serie [4] y un haz de rectas [a'] de
segundo orden proyectivos, y los puntos buscados son los de la
serie [4] situados en sus rayos homélogos; para ver cuantos son
estos, basta considerar las dos figuras planas correlativas que de-
finen ambas figuras de primera categoria, y puesto que en aque-
ilas todos los puntes de la primera situados en sus rectas homoélo-
gas forman una linea de segundo orden, los cuatro de intersecciéon
con la base de [A4] son los buscados.

Siw contiene un rayo a, y no pasa por P, corta al haz [a] en
una serie rectilinea [A4] cuya base es la generatriz b, del otro sis-
tema situada en =; serie proyectiva con el haz [@'], y por tanto con

(*) La existencia de estas curvas fué puesta de manifiesto por Salmon y Cayley (Salmon, Geo-
metrie analytique 4 trois dimensions, trad, par Chemin, Il partie, pg. 104), habiendo sido estu-
diadas por Cremona (Annali di Tortolini IV) Bertini (Instituto Lombardo, 1872) y otros. En el
Repertorio di matematiche superiore, de E. Pascal, t. II, hay m4s noticias bibliograficas acercade
estas curvas.




s —

la seccién [A’] que en €l produce uno de sus rayos a'y; las dos se-
ries [4] y [4'] engendran un haz que tiene comunes con el [a'] cua-
tro rayos, uno de los cuales es el a';; los otros tres determinan
en b, los puntos de dicha serie [4] situados en sus rayos homolo-
gos [a'], y estos tres juntos con el de interseccién de a, con su
rayo homoélogo, son los cuatro del lugar situados en el plano =. Si
uno de los tres puntos de b, fuese el @,b,, éste dltimo seria el mis-
mo a,b, y el plano =, tangente 4 la curva en este punto. Pudiera
suceder también que b, perteneciera al haz [a'] pero entonces la
determinacién de los cuatro puntos es inmediata.

Si = no contiene ningtin rayo [a] es decir, es secante de la su-
perficie, pero pasa por £, corta al haz [a] en una serie [4] de se-
gundo orden y al haz de planos en uno [¢] de rectas, de-primer
orden, que, si = no pertenece al haz [«], determina una involucién
formada por los pares de planos que se cortan en cada una de las
rectas de dicho haz. Los elementos homélogos de éstos en [A4] for-
man otra involucién que serd perspectiva de un cierto haz de rec-
tas [¢'] A [¢]; ambos engendran una linea de segundo orden (com-
puesta de dos rectas si son perspectivos) que corta 4 la [4] en cua-
tro puntos: los de interseccion de = con el lugar.

Aun falta por considerar el caso en que = pertenezca al haz de
planos, y por tltimo el de ser = tangente & la superficie pasando
por P; pero después de lo dicho no hay dificultad en examinarlos
siguiendo la marcha indicada, y se tienen asi directamente los
puntos de la curva situados en un plano cualquiera.

Resulta, pues, que el lugar es de cuarto orden; toda genera-
triz @ lo corta en un punto unico siempre real, 6 forma parte de
ella; y toda directriz & lo corta en tres puntos dos de los cuales
pueden ser imaginarios conjugados, 6 reales y confundidos; 6
también pertenece al lugar.

2.—Conviene distinguir varios casos, pues el lugar varia esen-
cialmente, segun el numero de rayos a contenidos en sus planos
homélogos; rayos que de existir serdan algunos de los a,, a,, a,, a,
situados en los cuatro planos comunes 4 los dos haces [Pa] y [«].

1.° Si dichos cuatro rayos son homoélogos de los planos que
los proyectan, evidentemente los dos haces de planos proyectivos
tienen todos los rayos dobles y el haz [«] es perspectivo del haz [a].

2.° Si tres de ellos a,, a,, a,, el lugar se compone de esas tres
rectas y de la directriz b, situada en el plano Pa,, pues por ser
base de dos series secciones de los dos haces [a] y [«] proyectivas
y con tres puntos dobles (los b,a,, b,a,, b,a,), tiene dobles todos
los demds y forma por tanto parte de la linea.

3. Sisoélo a dos ay, a, corresponden los planos Pa,, Pa, que los
proyectan, pertenecen al lugar; y éste no contiene ninguna otra
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recta; pues de contener alguna @ ésta deberia ser una de las a, 6 a,,
y si alguna directriz b, ésta seria base de una serie doble seccién
del haz alabeado [a] y del [«], proyectiva con ambos, y por tanto
situada en uno de los planos del haz [«], que seria precisamente
alguno de los Pa,, Pa,, Pa,, Pa,; mas, de verificarse esto, uno
al menos de los rayos a,, a,, tendria como homélogo el plano que
lo proyecta, y estariamos en uno de los casos anteriores. Segun
esto, la linea se compone en este caso de las rectas a,, a, y de una
cénica cuya posicion no parece facil determinar d priori.

4.° Sisolo el rayo a, tiene como homologo el plano Pa, que
pasa por €l, como el lugar no contiene mas rectas de las a, y por
razén andloga 4 las de antes tampoco puede contener ninguna
recta b, constara de la a, y de una cubica.

5.c Finalmente, si 4 ninguna de las rectas a,, a,, a,, @, co-
rresponde el plano que la proyecta, el lugar no contiene ninguna
generatriz @ ni by por tanto no tiene parte alguna rectilinea; y
como tampoco puede constar de dos cénicas pues entonces habria
en cada generatriz @ dos puntos del mismo, es una cudrtica pro-
piamente dicha.

Ahora bien: segtin hemos visto, las directrices b del haz [a] la
cortan en tres puntos (1), luego no puede estar contenida en nin-
guna otra cuddrica, y es por consiguiente de segunda especie.

3.—También pueden demostrarse las propiedades anteriores
por medio de otras consideraciones, que demuestran ademas otras
nuevas.

El haz de planos de primer orden que proyecta el haz alabeado
,ﬂ desde una directriz cualquiera b,, con el haz de segundo orden
[@] que es proyectivo con él, engendra una superficie reglada de
m cer orden que tiene la recta b, doble, y que contiene 4 la curva
considerada. Esta, es por tanto base de un haz de superficies ci-
bicas cuyas rectas dobles son las directrices del haz alabeado.
Veamos las condiciones para que entre éstas haya alguna de se-
gundo orden. Para que’ esto suceda, es preciso que al plano b, P
del haz b, corresponda €l mismo en el [e] y para esto tendra que

er uno de los cuatro comunes 4 los haces [Pa] y [«] y ademas
tener como homoélogo el rayo @, situado en él. En general, no
habra por consiguiente, ninguna otra cuadrica que contenga 4 la
linea, conforme con lo dicho antes; y de presentarse este caso
excepcional, la linea se compondra de esa recta @, y de una linea
de tercer orden (que puede descomponerse también en rectas),
interseccién parcial de la cuddrica base de [@] y de otra que con-
tiene a,.

4.—Ardlogamente, el lugar de los puntos de interseccion de
dos rayos del haz director [b] con un haz de planos de segundo
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orden proyectivo con él, de vértice P, es otra cuartica con las
mismas propiedades que la primera, y gue puede presentar una
cualquiera de las formas citadas en (2). Vamos a estudiar las pro-
piedades relativas de ambas, s6lo en el caso de ser estos dos
haces de planos uno mismo.

En este supuesto, considerando como homdlogos en los dos ha-
ces alabeados [a] y [b] los rayos correspondientes 4 un mismo pla-
no del [¢], sera [a] A\ [b] y por tanto perspectivos de una serie de .
segundo orden, cuyo plano ¢ es el central perspectivo de los dos
haces; los rayos homélogos determinan planos de un haz de se-
gundo orden cuyo vértice es el polo de ¢, proyectivo con [«], y
ambos engendran una superficie reglada de cuarto orden que con-
tiene evidentemente las dos cuarticas, constituyendo éstas por
tanto la interseccion total de dicha superficie con la cuadrica base
de [a] y [0].

Ambas superficies son tangentes en los puntos comunes 4 las
dos curvas y éstos pueden obtenerse como intersecciones de una
de ellas con cualquiera de las superficies cibicas que contiene &
la otra; resultan, pues, 12 puntos de los cuales, 10 son exteriores 4
la recta doble de esta superficie y los dos restantes constituyen el
punto doble de intersecciéon con esta recta, que es por tanto, ex-
trafio. »

Cuatro de los puntos de interseccion estdn en la coénica ¢ pues
los puntos de interseccién de ella con una de las cudrticas son
también de la otra; y estos cuatro puntos comunes son los de in-
terseccion de ¢ con la curva de segundo orden lugar de los puntos
situados en sus rectas homdlogas, en las dos figuras correlativas
citadas en (1), que existen en el plano ¢.

5.—Terminaremos este sucinto estudio de las propiedades de
estas cuarticas hallando los puntos que Salmén llama dobles apa-
rentes (*) 6 sea los correspondientes a las generatrices dobles de
las superficies coénicas que las proyectan desde P. Sea L una
recta cualquiera que pase por P;a, a’ las dos generatrices del
sistema [a] que cortan 4 PL en Cy C'; estas tres rectas determi-
nan en el plano ¢ tres puntos 4, A', L; y los dos planos homélogos
de @, a’ en el haz [2] determinan en el mismo plano dos rectas
m, ' que se cortan en un punto Z’. Las dos figuras planas [L] y
[Z'] son homograficas. En efecto: ademas de la correspondencia
univoca que es evidente, 4 los puntos L de una recta p correspon-
den pares de rayos @, @’ que forman una involucién; los pares
A, A’ correspondientes, forman otra involucién y lo mismo los
m m' luego los puntos L' de interseccién de estos pares de rectas,
forman otra recta que es la homéloga de p.

(*) Pdgina 343.
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Si L,L,L, son los puntos dobles de las dos figuras homografi-
cas, las rectas PL,, PL,, PL, son las que Salmon llama 7ectas
por dos puntos 6 sea las generatrices dobles del cono proyectan-
te que cortan en dos puntos distintos 4 la curva; puesto que los
planos Pm,, Pm' homoélogos de los rayos a,, a@’,, por ejemplo, pa-
san por PL, y por tanto Cy C’ son puntos de la curva.

Resulta, pues, que dicho cono de cuarto orden tiene tres gene-
ratrices dobles, luego aplicando las férmulas de Pliicker se dedu-
ce; que es de sexla clase, no tiene ninguna generatriz de retroce-
so, tiene sezs de inflexién y cuatro planos tangentes dobles; de
donde resultan propicdades correspondientes de la curva.

Andlogamente para obtener las znfersecciones aparventes de
las dos cuarticas, es decir, los pares de puntos uno de cada una, en
linea recta con 2, consideremos el haz /% interseccién del haz de
planos circunscrito, con el plano ¢; a este haz [/#] corresponde,
considerado de la primera, en las dos formas planas correlativas
definidas por la serie [4] y el haz [a’], una serie de segundo orden
que tiene por consiguiente cuatro puntos Q,, O,, O,, O, situados
en sus rayos homologos y es facil ver después de lo dicho que las
rectas PQ,, P0O,, PO, PO, son de las buscadas; pero ademas,
trazando por P los dos planos tangentes & la conica o, ias dos ge-
neratrices situadas en cualquiera de ellos tienen el mismo plano
homélogo en el haz [2] y la interseccién de éste con aquel es otra
recta que cumple las mismas condiciones. Resultan, pues, seis in-
tersecciones aparentes.

Los dos conos que proyectan desde P las dos cuarticas, tienen
segtin lo dicho, tres generatrices dobles cada uno; y de las 16 co-
munes, 10 proyectan intersecciones efectivas y 6 intersecciones
aparentes que son de dos naturalezas distintas.

6.—Resuelto el problema, hagamos aplicacion 4 la cuestién 10.

El plano ¢ central perspectivo de los dos haces alabeados ho-
mologos del haz [«], considerado antes (4), es ahora el del infinito;
y los cuatro puntos comunes 4 las dos cudrticas situados en dicho
plano, por ser dobles en la radiacion polar rectangular del infini-
to, son los cuatro puntos circulares de la superficie. Podemos,
pues, enunciar que: el lugar de las proyecciones de un punto 2
sobre las generatrices de un sistema de un hiperboloide, es en ge-
neral una cudrtica ciclica de segunda especie.

Las dos curvas correspondientes 4 los dos sistemas de genera-
trices, tienen ademds de dichos cuatro puntos imaginarios comu-
nes, otros seis reales 6 imaginarios que son los pies de las norma-
les trazadas por P a la superficie.

La superficie reglada de cuarto orden (4) que contiene las dos
lineas, estd circunscrita al cono asintético del hiperboloide y al
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cono ® envolvente del haz [¢]; 6 sea al cono polar del director del
vértice P, en la radiacién polar rectangular de vértice 2.

De las seis intersecciones aparentes de las dos lineas, las cua-
tro del primer grupo (5) son las generatrices, isétropas del cono @;
y las dos restantes, las rectas perpendiculares & los dos pares de
generatrices paralelas de la superficie contenidas en los dos pla-
nos asintéticos que pasan por £. El nimero maximo de intersec-
ciones aparentes reales, es segtin esto, dos.

Para que el lugar sea de alguna de las otras formas citadas
en (2), serd preciso que alguna de las generatrices is6tropas tenga
como homologo en [«] el plano que la proyecta. Si hay dos, una de
cada sistema, que cumplan estas condiciones, las dos curvas seran
cubicas.

En particular, si esas dos generatrices corresponden 4 dos
puntos. circulares conjugados, para que esto suceda, £ habra de
ser un punto de la interseccion de los dos planos isétropos corres-
pondientes a4 dichas generatrices, es decir, pertenecer a una de
las rectas que tienen la direcciéon perpendicular 4 un sistema de
planos ciclicos y pasan por uno de los dos puntos umbilicos co-
rrespondientes 4 este sistema. O de otro modo; uno de los rayos
dobles de la involucién que proyecta desde esa direcci6n la de
puntos conjugados situada en el didmetro conjugado con aquel
sistema de planos ciclicos.

7.—Para no hacer més extensa esta nota hemos omitido algua-
nos casos particulares tales como el de ser 72 el polo del plano o
(que en el caso de la cuestién seria el centro) existiendo entonces
un cono proyectante de las dos curvas, de vértice P y presentan-
do algunas otras particularidades notables.

Por la misma razon no estudiamos un problema muy anélogo
y mas sencillo; el caso en que el haz [«] sea de primer orden. El lu-
gar es entonces una ctbica que estd contenida en infinitas super-
ficies regladas de segundo orden que tienen comtin con la superfi-
cie base de [a] una generatriz del sistema [b]. Pero tanto este caso
como su aplicaciéon inmediata 4 la determinacién de las proyeccio-
nes de P sobre las generatrices de un paraboloide, no ofrece difi-
cultad y lo dejamos al cuidado de los lectores.

JuLio REY PASTOR,

Licenciado en Ciencias exactas.
Madrid 2—2—9.
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CONEXIONES ETEREOQ-ELECTRICAS

v

Pilas termo-eléctricas

Dijimos en la nota anterior ) que los generadores electro quimicos 4
base de zinc, y en general 4 base de un metal activamente corroido por
un liquido, en presencia de un conductor inerte, se podian asimilar a las
bombas hidraulicas; el cuerpo corroido debia ser un expulsor de éter, en
forma de filamentos de corriente, los cuales, una vez encauzados por el
hilo interpolar, forman un sistema cerrado sobre si mismo. En dichos ge-
neradores, la excitacion superficial del cuerpo atacado debe ser la causaque
elabora la fuerza de propulsién de la pila, 6 sea la f. e. m. de la misma.
A una excitacién superficial hubimos de achacar también la génesis de
las cargas electrostaticas.

Examinemos ahora lo que debe ocurrir en los pares termo-eléctricos.

También aqui es esencial que haya de antemano una disimetria fisica.
Para referirnos siempre 4 los generadores précticos, haremos notar lo si-
guiente: en el par termo-eléctrico se han hecho adherir fuertemente dos
superficies que tienen igual extensién en el instante de ser soldadas, su-
perficies que, si tuvieran libertad completa para dilatarse y. contraerse
cada una de por si, dejarian de ser iguales al evolucionar térmicamente.

’§e trata, pues, de un sistema violentado, violencia que varia segiin
sean las diferencias de temperatura entre aquella 4 la que se realiz6 la
soldadura y las que sucesivamente vaya
tomando. El esquema adjunto puede dar-
\—_EK nos idea de esa violencia. Sea A4 el cuerpo

de mayor coeficiente de dilatacién. Para
una cierta temperatura del sistema, en la
region de la soldadura, las dos piezas que
ésta retine tomarian las dimensiones indicadas por las lineas de puntos,
si estuvieran completamente libres; ahora bien, los lazos de la soldadura
impi(len esta disposicién natural de las zonas de contacto y obligan & con
traerse a la del cuerpo A y 4 dilatarse a la del cuerpo B. Resulta de aqui

. A A
que los intervalos moleculares de - son mayores que los de 5

Admitiendo ahora que al calentar la regién de la soldadura y producir-
se la deformacion anterior se ha provocado en la misma una mayor agi-
tacién de las moléculas, el éter situado entre ellas debe ser movilizado;

(¥)  Véanse los niimeros 4, 5y 7 de los ANALES, pdginas 242, 18 y 175. Afios 1907 y 1908.




pero los caminos a derecha é izquierda de la soldadura se ofrecen en cir-
cunstancias diferentes: 4 un lado, los conductos intermoleculares se ensan-
chan, cual ocurre de ¢ a4 4, y al lado opuesto se estrechan. Esta circuns-
tancia, por si sola, tiende a4 producir la expulsién etérea en el senti-
do B 4.

Pero no debemos atender exclusivamente 4 esa circunstancia, pues,
4 la par que esto, debe mirarse a cada una de las moléculas de las zonas
deformadas como un agitador etéreo, cuyo poder dependera de su par-
ticular constitucion y de su grado de agitacién calorifica. Resulta de
aqui que, cuando se haya establecido un régimen constante, podra mirar-
se a cada una de las secciones rectas de ambos costados de la soldadura
como membranas temblorosas, cuyo poder de expulsién 6 de absorcién
sera distinto en ambos costados; el éter, pues, debera trasladarse de un
costado 4 otro de la soldadura, en el sentido para el cual la suma de las
causas de movimiento sea mayor. 3

Iniciada la circulacioén, el hilo interpolar servira, como en el caso de las
pilas quimicas, para encauzarla y cerrarla sobre si misma. En suma, la
suma algébrica de acciones expulsivas representard la f. e. m. de la pila,
y ésta se portard, en definitiva, como una bomba.

Claro es que si la calefaccion se convierte en enfriamiento se inverti-
ra la corriente, por haberse invertido la accién de las zonas a y b.

Respecto de la eficacia de estos generadores a temperaturas sucesi-
vamente crecientes, esto es al desarrollo dela /. ¢.m . de los mismos, se
adivina que, en aquellas asociaciones en donde se relajen facilmente los
lazos de la soldadura se debe llegar pronto 4 un maximo, & partir del
cual, la f. e. m.elaborada debe disminuir por un proceso sensiblemente
simétrico del de crecimiento; mientras que, en aquellos otros en donde el
punto de fusién sea muy alto, el sistema marchara con lentitud hacia su
méximo, y la grafica de la f. e. m. ofrecera trayectos sensiblemente rec-
tilineos.

D. Espurz.
Oviedo, Junio de 190g. '



Sobre la determinacion del azuire en los combustibles

Entre los diversos medios preconizados para dosificar el azufre en
los combustibles, se cita el de quemar la sustancia en corriente de oxigeno
Los productos de la combustién se hacen pasar por tubos que contengan
disolucién clorhidrica de bromo, y se determina después en este liquido
el acido sulftirico. Por este procedimiento se halla el azufre llamado vola-
til. En las cenizas que deje ésta combustion pueden determinarse los sul-
fatos, y tendremos de este modo el azufre total hallado en una $ola ope:
racién, conociendo al mismo tiempo, qué parte corresponde a los produc-
tos volatiles y cual 4 los fijos.

Ahora bien, si se practican las operaciones tal y como se describen
en los libros, que es como someramente acabamos de apuntar, y si no se
toman algunas precauciones, jamas se llega a buen resultado. La razén
es muy sencilla. Dispuesto el aparato, y puesta en marcha la corriente de
oxigeno; si comenzamos 4 calentar el tubo de combustién donde se coloca
el combustible, no tarda en destilar éste. Si algtin punto del tubo ha
llegado 4 alcanzar temperatura suficiente, se queman los gases mezcla-
dos al oxigeno, pero los productos de la combustién, que ya no son combu-
rentes, arrastran nuevas sustancias combustibles volatiles, las cuales sin
arder se condensan en la parte fria y van 4 parar 4 la disolucién de bromo.
Cuando se llega 4 renovar la atmoésfera gaseosa, y empieza & dominar el
oxigeno, se produce ot:a pequena explosién, y en aquel momento la com-
bustién es completa, pero 4 continuacién siguen destilando breas y gases
que escapan sin arder, y que ensucian los tubos y disoluciones.

Con ocasion del andlisis de unos lignitos de Mallorca, los que contenian
mucho azulre, piincipalmente en la parte volatil, apliqué este procedi-
miento, para lo cual se monté el aparato y se condujo la operacién de modo
que se obviara ese grave inconveniente.

Un tubo de oxigeno comprimido suministra la corriente de este gas.

Un tubo de combustién cortos de unos 40 centimetros de longitud,
contiene, al tercio de su extremo, una navecilla de porcelana, con el com-

bustible pesado. El tubo de combustién lleva un buen tapén de corcho

en cada extremo: el de la parte de atras (el més alejado de los tubos de
absorcién) con un solo orificio, v el otro con dos. Por uno de estos comu-
nica el tubo con los aparatos absorbentes; tubos con perlas 6 sencilla-
mente tubos de bolas con la disoluciéon de bromo en clorhidrico. (La diso-
lucién de bromo debe ser ensayada previamene haciendo pasar por ella
oxigeno y convencernos que no tiene sulftirico el bromo ni el oxigeno pro-
ductos suliurados)

F1 oxigeno se hace llegar al tubo de combustién por los dos extremos,
para lo cual, la corriente gaseosa se bifurca por medio de una 7". Se hace
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pasar cada una de las dos corrientes por pequefios frascos lavadores con
sulfarico concentrado, colocindose antes de estos frascos tubos con llave
6 con pinza de tornillo, sison de caucho, para regularizar conveniente-
mente la marcha del gas.

Una parte del oxigeno entra por el extremo del tubo y la otra por el
otro, & través del segundo orificio de corcho que tapa la parte anterior
del tubo. i

Una vez en marcha la corriente de oxigeno se regulan las llaves, para
que pasen proximamente el mismo ntimero de burbujas por ambos fras-
cos lavadores. Cuando el aparato estd lleno de oxigeno, se enciende el
primer mechero, el mas alejado de la navecilla en el sentido de la corriente,
después el segundo y asi sucesivamente, aproximandonos 4 la sustancia.

El objeto que se persigue es, que cuando empiece la sustancia 4 des-
tilar haya llegado el tubo 4 temperatura conveniente para que se quemen
los productos combustibles. Pronto se desprenden estos lo cual se conoce
en que se produce en la parte anterior del tubo una ligera explosién. Los
nuevos productos volatiles que vienen detrds se encuentran con el oxi-
geno que entra por la cabeza del tubo, y empujados por el que viene de
la cola, se mezclan con él y se queman con otra pequefia explosion, asi
poco & poco arden los productos volatiles y los fijos de la navecilla, to-
talmente. El tubo de combustién y los de absorciéon permanecen com-
pletamente limpios, y la operacién marcha sin contratiempo.

Durante la operacién se regulan las llaves de entrada del oxigeno
para que, tanto la combustion del carbon fijo como la de los productos
volatiles, se haga tranquilamente.

Después de terminada la combustiéon se precipita el sulftirico del li-
quido recogido de los tubos, después de lanzar el exceso de bromo, y con
las precauciones conocidas.

Si la combustion va bien conducida, todas las cenizas estan en la nave-
cilla. De estas se determina el sulftirico, también por los medios conocidos.

Este pocedimiento lo he comparado con el de Eska y he obtenido
siempre valores un poco mayores con aquel que con este.

PAULINO SAVIRON.
Zaragoza 22 de Junio de 190g.



Memoria descriptiva del andlisis quimico :
de las Aguas de La Pazana (Logrofio)

Las aguas conocidas de antiguo con el nombre de aguas de La Pazana,
brotan de tres fuentes enclavadas en la Colonia Agricola de ese mismo
nombre, propiedad de D. Braulio Baroja, en los elevados y agrestes te-
rrenos que en la provincia de Logroiio suben rapidos hacia la de Soria.
La Pazana se encuentra en el término municipal de Cornago, en una ca-
nada esmeradamente cultivada, rodeada de altos picachos y profundos
barrancos: su altura sobre el nivel del mar es de unos 860 metros. Por
la gran elevacion del terreno su horizonte es amplio y despejado, y solo
se rompe su linea suave y ondulante, al Sur por la proxima y magestuo-
sa masa del Moncayo y al Norte por la Pena de Isasa.

En todo el terreno se aprecia la variedad grande de minerales de toda
especie, abundando los sulfurados, y los 6xidos de hierro. No lejos se en-
cuentran abundantes yacimientos de lignito. Fuentecillas de diversas
aguas, todas ellas mineralizadas, no faltando una de agua ferruginosa,
se hallan por todas partes. Existe &4 poca distancia de las fuentes sulfhi-
dricas que son objeto de este trabajo, un manantial curiosisimo por lle-
var sus aguas una proporcién bastante notable de sulfato aluminico (en
el pais la llaman agua de limén por su sabor acido y astringente).

Dos abundantisimas fuentes de agua potable suministran toda la ne-
cesaria para los usos ordinarios de la vida y convierten en regadio una gran
extension de monte, lo que permite el cultivo de hortalizas 4 los propie-
tarios de la Colonia.

Dos de las fuentes sulfhldrlcas brotan muy préximas, casi juntas,
y las dos estdn protejidas’por una pequena y sélida edificacién. El agua
sube verticalmente. Un recipiente de mamposteria cubierto retiene el
agua mineral, la cual fluye por un tubo 6 cafio. Los caiios de las dos fuen-
tes son independientes.

Un fuerte olor & hidrégeno sulfurado, y el ennegrecimiento de mone-
das y objetos de plata denota inmediatamente uno de los componentes
del agua.

La tercera fuente, también de agua sulfhidrica, se halla 4 unos 60
pasos de estas dos, y al aire libre. Se halla también protejida por pequefia
obra pero no cubierta.

Propiedades fisicas del agua.

Al salir del manantial el agua es limpia, transparente, de fuerte olor
a sulfhidrico. Expuesta al aire pierde su olor paulatinamente, se vuelve




opalina y por tltimo se aclara de nuevo. Su sabor, recien recogida, es el
propio de las disoluciones de sulfhidrico. Cuando ha perdido éste, apenas
se nota un ligero sabor fresco salino.

A través del agua que llena el depésito que forma el manantlal se
desprenden de tiempo en tiempo gruesas y abundantes burbujas gaseo-
sas; agitando el agua, y mejor, golpeando fuertemente el suelo en las pro-
ximidades de la fuente, el desprendimiento de gases es abundantisimo.

" La agitacién en un frasco de agua recogida de la fuente produce tam-
bién desprendimiento de gran ntimero de pequeilisimas burbujas ga-
Se0sas. :

Cuando se llena completamente una botella 6 bombona de agua mi-
neral y se encorcha fuertemente sin dejar un espacio con aire, la vasija
se rompe merced 4 una gran presién interior.

Temperatura del agua en el manantial.—Tomada la temperatura del
agua corriente a diversas horas del dia, di6 siempre el mismo valof
deliTA 083 E 108

Segtin los informes adquiridos, la temperatura del agua varia poco en
las diversas estaciones del afio 6 es constante. (El trabajo en el manantial
se hizo 4 fin de Marzo).

Aforo.—ILa media de las medidas que se verificaron con este objeto
en la fuente principal da un caudal de 360 litros por hora. La fuente pe-
quefia y proxima 4 la anterior da la mitad que ella; de modo que entre
las dos fuentes suministran al dia unos 12.000 litros de agua mineral, que
podria captarse y utilizarse en caso de necesidad.

Densidad.—Ia densidad del agua corregida a 15° C.© es de 1,0018.

En la pequena acequia de desagiie de las fuentes sulfhidricas, y 4 unos
3 metros del punto de emergencia, se cubre el agua de una capa blanca,
nacarada, suave y filamentosa, en una extension de un par de metros. De
aqui en adelante el agua sigue corriendo clara ¢ inodora’

Analisis cualitativo.

Reaccion.—El agua recien cogida en la fuente tiene reacciéon acida
muy débil. Después de hervida tiene reaccion alcalina también débil.

El olor fuerte del agua acusa la existencia de hidrogeno sulfurado. Did
ademés con toda claridad las reacciones del sulfhidrico con el acetato de
plomo, con la disolucién acida del acido arsenioso, y con el cloruro cadmi-
co amoniacal, etc. Se procedi6 a investigar si contenia sulfuros.

Tratada el agua con disoluciéon de nitro-prusiato sédico, no produjo
coloracién alguna. A la larga precipité azufre la mezcla. Hervida una
porcion de agua hasta que se dejé de percibir el olor del sulfhidrico se
someti6 4 la accién de varios reactivos de los sulfuros incluso nuevamente
4 la del nitro-prusiato sédico. Ninguno de ellos acusé la ex1stencn en
el agua de sulfuros.

Por consiguiente el agua no contiene sulfuros, y lleva en disoluciéon
hidrogeno sulfurado.
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Se hirvi6 cosa de un litro de agua mineral por bastante tiempo, ana-
diendo de cuando en cuando agua destilada para evitar la concentracién.
Por el enfriamiento y el reposo se produjo un precipitado blanco no muy
abundante, el cual se separ6 por filtraciéon y se lavo con agua destilada.
Se ensayaron separadamente este precipitado y el liquido filtrado.

Ensayo del precipitado.—Se tratd por acido clorhldnco en el que se
disolvié con efervescencia.

Una parte de la disolucién se colore6 de rojo muy débil con el sulfo-
cianuro potésico y otra de azul con el ferrocianuro potésico. Existe
pues aunque en muy pequefia cantidad el Hierro.

Otra parte se sobresatur6 de amoniaco, y con el oxalato aménico dib
precipitado blanco de la Cal.

Filtrado el liquido para separarle del precipitado de oxalato célcico,
se le afiadi6 fosfato sédico. Al cabo de poco tiempo se produjo precipi-
tado cristalino que revela la existencia de Magnesia.

La tltima parte del liquido 4cido clorhidrico, se evapora hasta seque-
dad dos veces en presencia de nitrico. Tratado por poca agua acida con
nitrico el tltimo residuo, y filtrada la disolucién resultante se mezclo
ésta con exceso de reactivo nitromolibdico. Al cabo de 24 horas no se apre-
ci6 precipitado ni coloracién, por consiguiente no hay fosférico.

Ensayo del liqguido filtrado.—En una parte previamente acidulada
con clorhidrico, se form¢ al tratarle por cloruro béarico un precipitado
abundante, debido al Acido sulfitrico.

En otra, acidulada con écido nitrico y tratada con nitrato argéntico
aparecié poco precipitado debido al Cloro.

A otra parte del liquido se afiadi6 cloruro aménico, amoniaco y oxala-
to aménico. Se formé abundante precipitado debido 4 la Cal.

A una parte del liquido de separar la cal se adicion6 fosfato sédico y
nueva cantidad de amoniaco. Inmediatamente se form¢ el precipitado
cristalino que acusa proporcion algo notable de Magnesia.

La otra parte del liquido de separar la cal se evapor6 hasta sequedad
y se calent6 el residuo hasta eliminar totalmente las sales amonicas. El
residuo se hirvié con agua de cal y se filtré. Se precipitéd de este liquido
la cal por el carbonato aménico, operando en caliente. El liquido filtra-
do se evapord hasta sequedad, y se calent6 el residuo hasta lanzar nue-
vamente las sales amoénicas. Tratado con agua el residuo se disolvié todo.

Se hirvi6 esta disolucién y se precipit6 en caliente con cloruro barico
para transformar en cloruros los sulfatos alcalinos, Precipitado el barioen
exceso, con el carbonato amoénico, después de haber separado el preci-
pitado de sulfato obtenido anteriormente, se repiti6 todo el tratamiento
para separar las trazas de magnesia, obteniéndose por dltimo un resi-
duo salino.

Examinado en el espectroscropio se vié muy intensa la raya de la sosa.
muy 4ébil la de la potasa y muy brillante la de la Litina.

El residuo salino se trat6 por agua, y exceso de cloruro platinico. Se
evapord al bafio de vapor casi hasta sequedad y se traté con alcohol de
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80° centesimales; se form6 un ligerisimo precipitado de cloroplatinato
potdsico. :

Esto confirma que el pofasio se halla en muy pequena cantidad. Do-
mina pues el sodio, y de la observacion espectroscopica se deduce que el
litio estd en proporcion relativamente grande.

En una parte del agua se buscé el amoniaco con resultado negativo.

Otra parte se evapord hasta sequedad con clorhidrico. El residuo se
calento fuertemente modificaindose algo el color, que pasé & gris, volvien-
do nuevamente a blanquear calentdndolo al rojo. Indica esto la existen-
cia de poca cantidad de matevia orgdnica.

Este residuo se humedecié con acido clorhidrico concentrado, afia-
diendo después agua, y se calent6. Quedé un residuo blanco y duro con
los demas caracteres de la Silice. ;

Evaporados hasta sequedad 500 centimetros cibicos del agua, se
traté el residuo por alcohol caliente. Se filtré y evaporo el alcohol. Disuel-
to el residuo en poca agua se investigé el dcido nitrico del cual solo se
acusaron ndicios.

Del residuo de la evaporacion de cinco litros de agua mineral separ6se
la silice con acido clorhidrico, evaporando en presencia de este dcido, y
tratando luego el residuo con clorhidrico y agua caliente. La silice bien la-
vada se someti6 al tratamiento para la investigacion del deido titdnico,
y del bario y estroncio que en forma de sulfatos pudiera contener. No se
hallaron cantidades apreciables de estos cuerpos.

La disolucién clorhidrica se traté por cloruro aménico, amoniaco y
sulfuro amoénico: transcurridas 24 horas se recogi6 y lavo el precipitado
que se habia formado. Redisuelto en clorhidrico, se precipit6 el hierro al
estado de sal basica acompafiado de la alimina (4). En el liquido quedé
el manganeso, el cual se precipité al estado de sulfuro, otra vez, con el
sulfuro amonico. Sé6lo di6 un ligerisimo precipitado al cabo de 24 horas
pudiendo por consiguiente afirmarsela existencia de indicios de manganeso.

El hierro y la alimina se separaron muy bien disolviendo el precipita-
do (4) en clorhidrico, tratando la disolucién por tartrato sédico puro,
amoniaco en exceso y sulfuro amoénico. Recogido el precipitado de sulfuro
de hierro, del liquido se precipit6 la alimina, evaporandolo 4 sequedad,
quemando la materia organica, redisolviendo el residuo en clorhidrico,
filtrando la disolucién y tratandola con amoniaco. Viéronse muy claros
los copos de hidrato aluminico. Hay pues en el agua ademés del hierro,
encontrado también anteriormente, Aluminio € indicios de Manganeso.
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Hirviendo con alcohol de go° c. y alcalinizado el residuo de evaporar
4 sequedad otros cinco litros de agua, filtrando los liquidos alcoholicos,

y evaporados, dejaron un residuo en el que se investigaron el bromo y -

el yodo. El resultado fué negativo.

ANALISIS CGUANTITATIVO

Determinaciéon de la totalidad de elementos fijos.

Se evaporaron 100 c. c. de agua y se deseco el residuo en estufa de
aire 4 1200 C. La media de dos determinaciones ha dado el resultado si-
guiente:

ELEMENTOS FIJOS EN UN LITRO DE AGUA .....2,1243

Calentado este residuo salino al rojo hasta desaparicion del ligero
tinte gris que toma al empezar el caldeo, ha tenido una pérdida de peso
de 0,3040.

/ Trabajos en el manantial.

Determinacion de los gases.—Se ha dispuesto un matraz de unos 500
c. ¢. de capacidad, provisto de un buen tapén con dos orificios. Por uno
de estos pasaba un tubo de vidrio dos veces acodado en dngulo recto. En
la parte media vertical llevaba una goma con pinza de tornillo, por el

* otro orificio del tapén pasa el tubo abductor de los gases; a este se le
ha dado una altura de 8o centimetros y su extremo entra en la cuba de
mercurio.

Se introdujeron en el matrazunos 50 centimetros ctibicos de agua, y se
hirvi dejando salir el aire y los gases, primero por el tubo de aspiracién y
después por el de abduccién, hasta tener la seguridad completa de haber
sido desalojados todos los gases. Colocada, ahora, la campana graduada so-
bre el tubo de abduccion, se dejé entrar en el matraz, por el tubo de absor-
cion, retirando la lampara convenientemente, una cantidad de agua que
se apreci6 por la diferencia de dos pesadas consecutivas, antes y después
de la absorcion. Se volvi6 4 calentar nuevamente hasta que el agua en-
tré en ebullicion y se mantuvo ésta hasta que ces6 el desprendimiento
gase0so. :

La determinacion de los gases se hizo en la forma descrita, dos veces,
en dias consecutivos. Las lecturas se hicieron en la cuba de agua y se co-
rrigieron de presion, temperatura y tension de vapor de agua.

Los reactivos absorventes empleados fueron: Acetato de plomo,
acido, con acético, potasa y dcido piroagallico.

Los dos ensayos furon muy concordantes y de ellos se han calculado
los valores del cuadro siguiente:
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Gases des{)renilidos por la ebullicion de un litro de agua:
Centime-
@ramos; ;- ros.el bi-
Hidrogeno:sulfuradomt e 0,0205 13,46
Anhidrico carbénico ................ 0,0627 31,72
Oxigenoi 5 S r s e S L e R 0,0000 «
NItEOgen0I0EAZOE M S 0,0203 23,33
OTATES i R e et 0,1125 68,51

Analisis de los gases que se desprenden espontaneamente del agua.

Se introdujo en el agua un frasco que se invirti6 después de lleno.
Se introdujo por la boca del frasco el pico de un embudo muy gran-
de, para poder recoger con esta disposiciéon y en poco tiempo, gases su-
ficientes para el ensayo.

Pronto se reunieron en el frasco 180 centimetros ciibicos que se pa-
saron & una campana graduada, donde se m1d1eron y aplicaron los reac-
tivos absorbentes.

En estos gases no hay sulfhidrico ni oxigeno, s6lo pequenisima canti-
dad de carbonico acompana al nitrégeno 6 azoe de que estd constituida
la masa gaseosa.

Por cada litro de Nitrogeno se han encontrado 5 centimetros ctibicos
de gas carbénico.

Poder reductor del agua sobre el permanganato potasico (materia
organica en 4cido oxalico).

Se trabajo con 200 c. c. de agua hervida acidulada con acido sulfd-
rico. En estas condiciones el agua no contiene trazas de sulfhidrico.

Dos ensayos dieron el mismo valor que fué de 0,02118 en dcido oxd-
lico.

Determinacion de la cantidad de hidrogeno sulfurado

Este ensayo, asi como el de los gases, se practico en el manantial.

Se hicieron 5 determinaciones, con disolucién valorada de yodo en yo-
duro potasico. 1 c.c. de esta disolucién contenia 0,00127 gr. de yodo. Se
comprobé nuevamente el valor de la disolucién al retornar al laboratorio,
encontrandola sin variaciéon. Las dos primeras determinaciones dieron
un gasto de 12,2 y 12,4 centimetros ctibicos sobre 200 c. c. de agua. Las
tres tltimas, operando més rapidamente fueron muy concordantes, gas-
tando 12,6.

Hechos los célculos para un litro de agua se encuentra:

SULFHIDRICO POR LITRO: 0,0205 gramos.
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Determinacion del cloro.

Se procedi6 4 precipitar el cloro al estado de cloruro argéntico en dos
voltimenes diferentes de agua. (500 centimetros ctbicos y 250); La preci-
pitacion se llevé a cabo con el agua previamente hervida y acidulada con
nitrico: De este modo no quedan trazas de sulfhidrico en el agua, y el pre-
cipitado es completamente blanco.

Calculados los resultados de las dos determinaciones han dado el va-

lor medio siguiente:
CANTIDAD DE CLORO PARA UN LITRO DE AGUA: 0,01883 gramos.

Determinacion de la silice.

-

De este cuerpo se han hecho tres determinaciones, aprovechando su
separacién previa en el andlisis cuantitativo de los otros elementos del
agua. Asi, se ha pesado la silice; del residuo de la evaporacion de 3 litros
(para la precipitacién del hierro, alimina, cal y magnesia); del residuo
de evaporar 8 litros (para buscar el fosférico en mayor cantidad de agua),
y en el de 13 litros (para separar hierro, aluminio y manganeso, y precipi-
tar el litio).

Siempre se ha hecho por evaporacién del residuo con édcido clorhi-
drico por dos veces (en el residuo para fosférico se hicieron con nitrico
los dos tltimos tratamientos), humedeciendo con clorhidrico concentrado
y diluyendo después en agua caliente.

La silice despues de pesada, se sometio ala accion del fluorhidrico, y
no dew ningun residuo. \

Valor mecho hallado en las tres determinaciones antedichas:

SILICE CORRESPONDIENTE A UN LITRO: 0,0I5I8 gramos.

Determinacion del hierro, alimina, cal y magnesia.

De tres litros de agua se separ6 la silice. El liquido acido que resulté
se trato en caliente por cloruro amonico y amoniaco. Recogido el precipi-
tado en un filtro y lavado con, agua hirviendo se redisolvi6 en clorhidrico
y se volvib 4 precipitar al estado de sal basica.

Recogidos los sexquiéxidos ‘de hierro y aluminio y bien lavados, se
volvieron a disolver, precipitandose el hierro con sulfuro amonico de la

disoluciéon tartarica, amoniacal. La altmina se precipité, después de
haber destruido por el calor y el nitro la materia orgdnica.

La disolucion amoniacal de la que se han separado el hierro, y alumi-
nio, se conservo de un dia para otro con sulfuro aménico No precipitd
cantidad apreciable, y sirvio para las determinaciones de calcio y mag-
nesio; para lo cual se hizo un volumen conocido de la disolucién y se
tomo una fraccion de éL

Se destruy6 el sulfuro amoénico hirviendo el liquido con clorhidrico.
Se {iltro, y precipito6 la cal en disolucién hirviente con cloruro amoénico,
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amoniaco y oxalato amoénico. Se recogi6, y lavo este precipitado de
oxalato calcico, y después de transformado en carbonato, se pesd.

Del liquido de separar la cal, se precipit6 la magnesia al estado de fos-
fato aménico-magnésico, pasandole después al de pirofosfato.

También se determinaron el hierro, y aluminio de los 4 litros de agua
que sirvieron para una de las determinaciones de élcalis y del residuo de
evaporar 13 litros, en el que se intent6 pesar el manganeso, cosa que no
se consiguié por estar en cortisimas cantidades.

A continuacién se expresan los resultados medios de los compuestos
investigados. :

i donenmico (e @) s W 0,00058
Aluminas(ALE iR R SR 0,00047
GalS(Ca@) el ey e e e e e . 0,59553
Magnesia- (MgO.) ......... S 0,21150

Determinacion del sulfurico.

En el agua hervida (500 c. c¢.) y acida con el acido clorhidrico se preci-
pit6 el sulftrico con cloruro bérico, estando el liquido hirviendo. Se reco-
gi6 el precipitado, sobre un filtro, lavé, deseco, etc.

Resultado:

Anhidrido sulfurico en litro (SO,), 1,20060 gramos.

Determinacion de los alealis.

Se pesaron y calcularon al estado de sulfato sédico. Se transformaron
después al estado de cloruros y se volvieron & pesar. De este tltimo resi-
duo se intenté la separacion del pofasio al estado de cloroplatinato, pero
la exigua cantidad de precipitado no permitié pesarlo en condiciones sa-
tisfactorias.

Se oper6 sobre 4 litros de agua, y en otro ensayo sobre 13 litros para
separar la litina. Primeramente separése la silice. El liquido se evapor6
hasta sequedad, tratése después con exceso de agua de cal y se hirvié.
Filtrado el liquido, se precipit6 la cal por cabonato aménico, amoniaco
y un poco de oxalato. Sefiltr6 y evapor¢ hasta sequedad, arrojando las
sales amodnicas. Repitiéronse toda esta serie de operaciones para asegu-
rarnos de la eliminacion total de la magnesia. Por tltimo, después de arro-
jar por el calor todas las sales amonicas, se calento el residuo con un poco
de acido sulffirico hasta sequedad. Caldeése con un poco de carbonato
amonico para descomponer los bisulfatos y se peso.

Disueltos en agua los sulfatos alcalinos, se precipité en caliente el
sulftrico con poco exceso de cloruro barico. Filtrado el liquido claro, se
eliminé el bario del mismo modo que lo habia sido la cal en las operacio-
nes anteriores.

Finalmente se pesaron los dlcalis al estado de cloruros.

Los cloruros alcalinos de los 4 litros de agua, se trataron por muy poca
agua y un gran exceso de cloruro platinico, evaporandose casi hasta se-
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quedad, Tratado por el alcohol de 80° apenas se form¢6 precipitado. No
se recogié para pesar.

Los cloruros alcalinos de los 13 litros se trataron para litio. La sepa-
raciéon se hizo con alcohol fuerte y evaporacion (por destilacién) de los
liquidos alcohdlicos. El litio se precipité al estado de fosfato en liquido
fuertemente alcalino.

Como los sulfatos alcalinos habian sido transformados en cloruros por
precipitacion con el cloruro barico, el sulfato barico producido se peso,
para aplicar al calculo del sodio y del potasio el método indirecto.

Resultados obtenidos.

Peso de los sulfatos iy ot s o e e e SR 0,0303
Acido sulftirico (SO,) de los sulfatos............ 0,0167
Sulfato 'sodicor caleulado S s i 0,0275
Sulfato potasicor idem o e S e 0,0028
Sosa  correspondiente’ (Na @) . Lt n i aes 0,0120
Potasa(Ks; O); 5oz i ol o e tes o S SRS 0,0015

Determinacion de la litina..

Los cloruros alcalinos procedentes de 13 litros de agua, bien secos;
se trataron por una mezcla de alcohol absoluto y éter. Se evaporaron los
disolventes después de filtrar, y en el residuo se precipit6 la litina, tra-
tandolo por disolucién de sosa y fosfato sédico. El precipitado de fosta-
to se lavo, deseco y peso.

CANTIDAD DE LITINA (Li,0) 0,00051 gramos

Determinacion del acido carbonico fijo.
Hirviendo por bastante tiempo 4 litros de agua, v tratada por lechada
de cal se filtr6 y lavo el precipitado. Elfiltro consu contenido se introdujo

en aparato para determinar el carbénico. He aqui el resultado:
ANHIDRIDO CARBONICO (CO,) 0,0473 gramos.

RESULTADOS DIRECTOS DEL ANALISIS

Gloray s, LI S s 0,01883
Acido sulftirico ........ 1,20060
Idemfostorico o s 3 h indicios
Idem silicico e aaies 0,01518
Idem carbénico ........ 0,04/730
Sosa e SRl e 0,01200
Potasally s UL e i 0,00150
Tin e i el S e 0,0005T
Cali il G e e 0,59553
Magnesia iz i slobis el 0,21150
Alttninasi e inag Sy 0,00047
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Oxidode hierro ........ 0,00058
Manganesoss seatsismsii indicios
Materia orgénica ...... 0,02118

L

Calculo del analisis.

SULAL0ISOdICO R e N e AR L (e
Sosaito el B e e T e, 0, 0120
Sulfiricolequivalente SRS EurS 0, 0I55

0, 0275

Oy L1175 ol o A S el o s e o
Potasastotalfs i tiesess Sl i 2 0, 0015
Sulftirico correspondiente . ... .... 0, 00I3

0, 0028

O A A U G o e e Bl I e S e s
Clorortotalses e e e ~ 0,01883
Calcio correspondiente .......... 0,01060

0,02943
Cal que representa este calcio .... 0,01484

Carbonato litinico 5. 2l i ARl
Eitinastotal it e n i na S e, 0,0005T
Carbodnico correspondiente ...... 0,00075

0,00126

D X YA Y s Ol (e B B e G i bt
Magnesiagtotalsessi Bi S ps s 0, 2115
Sulftirico correspondiente........ 0, 4230

0, 6345

Sulialoicdlcleors E s Nl N S S SRR
Sulftiricostotalaesrelst BT e I, 2000

4 deducir:

Combinado con la sosa .... 0,0155
Id. con la potasa .... 0,0013
Id. con la magnesia.. 0,4230

0,4398 0, 4398
Sulfaricoique Testa i ST 0, 7608
Galicorrespondiente = i it s 0, 5325

0, 0028

0,02043

0,00126

0, 6345

I, 2033



Carbonarto” ciloicoR e N st G e 0,08887
Carbénicostotal W s 0,04730 -
a deducir el combinado con el litio .... 0,00075
Carbobnico que resta ............ o',o4655 :
Cal'correspondienteruliters S ENTT 0,04232
0,08887
Stltcato de; Alammal s e e A 0,00075
Aluminatotal S EFN T 0,00047
Silice correspondiente .......... 0,00028
0,00075
Stlice ibre. . oo i i e e 0,0I490
Silice totalifl i ol R Es b 0,0I518
Combinada con la alimina ...... 0,00028
0,0I490
Actdo carboyicoitotals s it s e e e ey 0, II00
distribuido en la forma siguiente:
Acido carbonico de los carbonatos.. 0, 0473
Idem id.  delos bicarbonatos o, 0473

Idem id.  disuelto en el agua o, 0154

TOTAL e vt eban SRy 0, II00

Los cuerpos fijos a 120° C. contenidos en el agua son los siguientes:

SUTa 0 NS OAICOM f i s e S SR 0,02750
1d.= S potasicoT sl SRR 0,00280
Cloruirorcalcico st Rt ErEnE i 0;02943
Sulfato caleicot it e e r 320
Id. magnésicoi et e 0,63450
Carbonato litinicol s i s i 0,00126
Td!%  cAlcicot e . 0,08887
Silicato aluminico .:............ 0,00075 ,J
Silice'libre. 7l it Ko S et 0,0I490
Oxido-ferrico 5 nt R .. 0;00058
Materia organica en oxdlico ...... 0,02118
Indicios de manganeso, fosférico,
etcétera y pérdida ..t 0,00023 4
TOTAL & i % o S P AR 2,12430

COMPOSICION HIPOTETICA DEL AGUA.

En un litro:

Hidrogeno sulfurado .... 13,46 c. c.0,0205 gr.
Anhidrido carbénico .... 4,82 c. c.0,0154 gr.
NitroZeno 60:Azoe « e 23,33 C. €.0,0293 gr.



Sulfato sédico ..
Id. potasico
Cloruro calcico
SUIATOICAlCICO T ot e ety RS
Td:S S magneésico i aiae i .t
Bicarbonato litinico
Id. célcico
Silicato aluminico
Silice libre .
Oxido férrico

Indicios de acido fosférico y de manganeso.

Clasificacion de las aguas de LA

Las aguas que han sido objeto de este andlisis se pueden clasificar de:
SULFHIDRICAS, FRIAS, SULFATADAS, CALCICAS V¥ MAGNESICAS, LITINI-
CAS, AZOADAS.

Analisis de las vegetaciones blancas que se forman en la superficie

0,02750
. 0,00280
. 0,02043

. 0,0020T
. 0,I3542
. 0,00075
. 0,0I490
. 0,00058
. 10;02TI8

PAZANA.

-del agua cuando ésta corre por su desagiie en contacto del aire.

Detenida por las ramitas y tallos de los vegetales que crecen en las
orillas del riachuelo, se forma una masa untuosa, blanca, nacarada y fi-
lamentosa.
El analisis cualitativo mostr¢ la existencia de azufre en gran propor-
cién, materia organica, y parte mineral formada de arcilla y pequefios

cristales de yeso.

Con el microscopio se aprecian algas y bacterias filamentosas, y glo-

bulillos muy pequefios de azufre.

Desecando al aire esta sustancia toma un color térreo amarillento.

El anélisis cuantitativo ha dado el resultado siguiente:

ATV OSSN T,
Materia organica
Residuo mineral

56,002 » »

PAULINO SAVIRON
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ENERO F Ef
TEMPERATURA :
i R HUMEDAD| DIRECCION R .\fq‘
MAXIMA winma | RELATIVAILSDEL VIENTO MAXIMA MiNmMA |
Sol Sombra | Cubierfo | Reflector JA las 9"!Alas 15t} A las 9t | Alas 15¢ Sol Sombra | Cubierfo | Reflay |
Vacio| Aire Vacio| Aire |
46.5|16.10/ 18.2] —-1.3|—4.2] 67 | 60 | ONO | ONO ||45.5| 12.2| 10.2 25
46.4(17.8/14.81—2.0/—2 5| 84 | 42 | NNO | ONO |[44.5| 14.3| 12 2 5.0
44.8(13.8/10.7| 2.5|—2.3] 81| 66| O | ONO|[46.5|14 5| 12.5 0.0 | —
42 7111.6] 9.71—1:8|—4 81 92 | 73 |'ESE SE (/49.5(20.4| 16.3 7.0
10.4| 2.0/ 2.0/—3.0|—6 4] 84 | 97 | ONO | ONO |/48.0( 18 2| 13.5 5.0
20.8| 7.8| 6.3]—2.0/—5.0] 97 | 92 | ONO | SE |[|48.5|16.8| 14.5 1.5
37.1|14.5|11.1]—1.5|—4.2] 95 | 53 | E ONO|[49.5[17.8| 14 8 1.0 =
47.1/10.8/11.0] 4.5| 1.2] 76 | 82 | ONO | ONO [|19.7| 10.8| 9.6 2.0
42.3/11.4] 9.5 0 0|—1.5] 68 | 61 | NNO | NNO |{48.4|17.6| 14 0 5.0
43.5| 9.0/ e2| 1.8/—0.5] 61 | 65 | NO | NO (/22.0/10 9| 10.0 | 4.0 | 3|
48.3/14.5/12 0] 3.0 1.0] 72| 60 | ONO | NO |[/12.5|12.0{ 10.0 | 4.0| L.
48 5(16.6/15.2| 6.5| 5.7] 76 | 60 | ONO | ONO ||44.5| i4 4| 13.5 | 0.0 |—1.
44.8/16.5/14 2| 10| 0.5] 77 | 59 | ONO | ONO||16.2| 7.8, 65 | 0.0 1
48.0/19.8/15.9] 6.5| 5.5] 83 | 61 ] NO | NO ||37.5(12.4| 9.2 00/|—1j
48.0/19.4|17.5 4.5| 3.0] 66 | 55 | SO O |/86.0/10.1 7.0 | —4.5| —54/f
48 0| 16.8/13.5] 7.8 7 0] 81| 61 | ONO| NO [/38.0/13.5{ 11.8 | —1.5 [ —2§
44.5/15.0/12.2| 3.5| 3.0] 74 | 60 | ONO | ONO |(44.5| 14 8| 12.0 1.0 [ =041
44.5/15 0/ 12.2|-3 0|—3.5] 69 | 68 | ENE | ESE |{13.0; 11 4| 10.6 | —2.0 | -8}
34 8|16 4{11.2|. 5.0| 4.5] 90 [ 66 | E ONO ||44.5|15.0| 18.2 |. 0.2 | —03l
44 5| 15.8/13.0]—2 5|—4.0] 86 | 64 | ENE | NO ||44.5|17.8| 14.5 5.0 ;
12501 “810| S0 45 8:h =220 8Dl T E NE |[(48.0|18.6] 15.5 1.0 | —L.0f
14.5113.2/10.0] 4 0! 2.7] 83 | 69 | ESE N |/50.5/18.0| 16 2 155 i
20 5| 01165881 - AnD MO TR S N B |162.0117.3] 15.2 0.0 [=15a
23 5| 8.5 75| 1.0(—0.2] 82 | 56 |ONO. NO |[51.5[16.0| 14.0 20 i
32.6/10.2| 9.5 1.0/—10] 4 | 74| NO | NNO|[51.5| 9.2] ‘7.0 | —1.0|=
12.5(12 1{10.5] 15| 0.0] 77 | 51 | ONO | NNO |[51.0{ 7.3| 6.0 | —1.0[=3
27 6| 5 8].4.0|-5.5|—T.0] 99 | 82 E ESE |/49.5/10.0f 8 2 | —3.0| -0
492 .5/ 14.5| 9 0]—3.0{—5.5] 75 | 51 (0] ONO |[[48.5/25.0/ 10 0 | —6 O[T
44 5(10 4| 8.5|—4.5|-6.0] 92 | 65 | NNE | E
44.5 9 0| 6.2|—4 5|—6.5] W6 | 77| NO | ONO
43 0{11.5/10.4] 2.3|—0.3] 69 | 50 | ONO | ONO
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te el primer trimmestre de 1909

RERO MARZO
TEMPE ;
HUMEDAD |DIRECCION RATURA HUMEDAD |DIRECCION
RELATIVA DEL VIENTO MAXTIMA MINIMA RELATIVA DEL VIENTO
Alas 9" ‘!\ las 158} A las 94 | A las 15M Sol Sombra | Cublerto | Reflector | A Ias Ot |Alas15%) A las O | A las 15t
! Vacio| Aire
67 | 54 NO NO |/48.5|27.7110.9]—6.0| —7.5] 69 64 E N
(o |=:b0 NO NO [|48.0]22.5(10.9] —4 0 6 5] 69 54 NO NO
G NO (6] 49 3|19.5/18 4] —2.9| —4.0| 49 57 NO NO
66 | 35 0] NO |[|53.423.9(14.8] 1.0|—2.0] 72 41 ESE 0]
6 | 54 | ONO | NO fl44.5/21.2/109] 15| 0.0] 78 | 56.}oNO | NO
82 | 62 O ONO (|18.5(15.0/14.8] 0.0| —2.0} 72 59 ESE SO
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GRAFICAS DE LAS OBSERVACIONES DEL PRIMER TRIMESTRE
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Los trazos gruesos inferiores representan el recorrido diario del viento, 1mm = 100km, y los superiorés el agua de lluvia,1mm —=2mm de lluvia.
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NOTA.—Las lineas continuas representan respectivamente las temperaturas del termometro seco a las 9"y a las 154,
Las de puntos y trazos las temperaturas del terméometro hiimedo 4 las mismas horas.
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Lecciones de Geometria métrica, por D. Cecilio Jiménez Rueda, cate-
dratico de la Universidad central. 2.0 edicién aumentada. Vol, de 15 por
23, de 878 paginas de texto. Atlas de LXXXI laminas con 653 figuras.
Libreria de Victoriano Suarez. Madrid, 1g9og.

Conocida es de todos los mateméticos espafioles la obra del Sr. Ji-

ménez Rueda, cuya labor cientifica estd llena de puntos de vista perso-

nales y muy particular originalidad, bien manifiesta en el libro que exa-
minamos, segunda edicién y aun mejor refundicién del que publicara
hace seis anos. ;

Al recorrer, aunque sea de ligero, la obra del distinguido catedrati-
co, se notan muy marcados, tres propésitos: el de fusionar las verda-

des de la Geometria plana con sus anélogas de la radiada y del espacio;

el de aplicar 4 las propiedades métricas una cierta correlacién geométri-
ca que permita al alumno la generalizaciéon y adaptacion de propiedades
de unas figuras 4 otras; y el afdn, muy laudable, de acumular el mayor
ntiimero de proposiciones y cuestiones varias, que tiendan 4 dar aires de
importancia 4 asignatura, si bien muy necesaria, tan elemental como la
expuesta en la obra que estudiamos, por creer sin duda el autor que ha de
ser suma y compendio de cuanto 4 la Geometria métrica se refiera.

Tres partes tiene la obra examinada; una primera en que desarrolla
las Nociones que pueden considerarse como base para el estudio de la Geo-
metria métrica, otra que comprende los Estudios de cada clase de figuras
en particular y medida de su extensién, v una tercera que estudia las Re-
laciones entre las formas geométricas en general. El simple anunciado de
los temas generales de cada lecciéon, manifestari claramente el desarrollo
y plan de la obra notable que nos ocupa.

Comienza esta con unos Preliminares légicos y aritméticos, y siguen
13 lecciones de la primera parte, cuyos titulos son: Primeros conceptos
y relaciones fundamentales.—Segmentos vy dngulos.—Relaciones de per-
hendicularidad 'y paralelismo. — Generalizacion de las ideas de dngulo,
punito, recta y plano.—Proyecciones y simetria.— Relaciones entre los ele-
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mentos de un tridngulo 6 triedro, con aplicacion d la comparacion de dis-
tancias y dngulos.~—Relaciones de igualdad y leyes de variacién y de cons-
tancia de distancias y dngulos deducidas de las teorias anteriores. Proble-
mas.—Poligonos, Angulos poliédricos y poliedros en general.—De los
dngulos en los poligonos y poliedros.—Circulo. Superficie cénica de
revolucion y esfera. Angulos relacionados con la circunferencia y superfi-
cies conicas de segundo orden.—T eoria de la proporcionalidad de vectas—
Rectificacion de lineas y determinacion de la amplitud de las superficies
comicas.—Construccion de férmulas y resolucion de problemas numérico-
geométricos.

Claros resaltan en el plan de esa primera parte los particulares pun-
tos de vista del autor, que desde la segunda leccién comienza ya 4 estu-
diar simultaneamente los segmentos rectilineos con los 4ngulos planos y
diedros, y atin con los esféricos, iniciando ademés, no una correlacién geo-
métrica propiamente tal, pero si una dualidad de exposicién, que le per-
mite estudiar 4 doble columna propiedades en cierto modo semejantes.
Pueden servir como muestra las siguientes:

a) Por un punto A4 situado a,) Por una recta a oblicua

fuera de una recta b en el plano
Ab puede trazarse 4 dicha recta
una perpendicular y s6lo una.

b) Por un punto A situado
fuera de un plano, se puede tra-
zar 4 este plano una recta perpen-
dicular y so6lo una.

Dos rectas de un plano per-

pendiculares 4 otras dos que se
cortan, se cortan siempre.

En todo tridngulo plano fini-
to, 4 lados iguales se oponen an-
gulos iguales y reciprocamente.

En todo triangulo finito, pla-
no 6 esférico convexo, un lado
es menor que la suma de los otros

dos y mayor que su diferencia. -

De dos oblicuas AD y AC tra-
zadas desde un punto 4 una rec-
ta p y cuyos pies se apartan des-

4 un plano @, en la radiacién de
centro 3, puede trazarse 4 di-
cho plano otro perpendicular
y s6lo uno.

'b) Por un punto 4 situado
fuera de una recta, se puede tra-
za1 4 ésta recta un plano perpen-
dicular ¥ s6lo uno.

Dos planos perpendiculares a
otros dos que se cortan, trazados
por paralelas & su interseccion,
se cortan siempre.

En todo triedro convexo, a
caras iguales se oponen drie-
dros iguales y reciprocamente.

En todo triedro convexo una
cara es menor que la suma de
las otras dos y mayor que su di-
ferencia.

De dos angulos planos com-
prendidos entre una oblicua a a
un plano = y este plano, y cu-
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igualmente del de la perpendicu-
lar, la que tenga su pie mas dis-
tante es mayor y formara mayor
angulo, reciprocamente, etc.

Dos circunferencias que tie-
nen tres puntos comunes coin-
ciden.Y si estdn en dos superfi-
cies esféricas, estas quedaran con
la circunferencia de congruen-
cia comdun.

En todo tridngulo plano los
lados son pioporcionales 4 los
senos de los dngulos opuestos.

yos lados en = formen &angulos
angulos desiguales con la traza
b del plano perpendicular ba< go®,
el que tenga mayor este dngulo
es mayor y formard mayor drie-
dro con ab, y reciprocamente, et-
cétera.

Dos superficies cénicas sim-
ples ¢ cilindricas, ambas de revo-
lucion, con tres generatrices co-
munes coinciden siempre.

En todo triedro los senos de
sus caras son. proporcionales 4
los senos de sus driedros opuestos.

Ia segunda parte se desarrolla en 1g lecciones que tratan sucesiva-
mente: Series y haces.— Figuras inarmonicas y armoénicas (en las series
y haces de primer orden).—Proyectividad (idem id.)—Elementos polares
respecto del circulo, cono y esfera—Tridangulos. Productos. Potencias y
cocientes entre segmentos.—Propiedades de los tridngulos, comunes- con los
triedros (transversales, polaridad, involucién).—De los paralelogramos,
dngulos tetraédricos, anmdlogos y paralelepipedos.—De los cuadrildteros
en general.—Propiedades de los tetraedros en gemeral.—De los poligonos
y dngulos poliedros en geneval.—De los poligonos regulares y semirregu-
lares.—Medida de la civcunferencia y de la amplitud del cono de revolucion.
—Poliedros vegulares.—Sistemas de circulos y esferas.—Curvas de segun-
do orden vy superficics conicas de segundo orden.—Centros de distancias
proporcionales y de gravedad.—Areas de las figuras.—Equivalencias de
superficies. Sus mdximos y minimos.—V olimenes.

Existen en esta parte menos aplicaciones y en general mas legitimas
de la correlacién geométrica; contintia la fusiéon de las diversas geometrias;
v hay no pequena parte de labor propia del ilustrado autor, que en algunas
lecciones como en la 20 muestra 4 los_alumnos notables ejemplos de
generalizacién y adaptacién de propiedades de unas figuras 4 otras ana-
logas.

Finalmente, la tltima parte contiene sélo cuatro lecciones, que estu-
dian: Igualdad y semejanza. Homografia v afinidad.—Homotecia, homo-
logia, afinidad, involucién y simetrias.— Figuras polares reciprocas y fi-
guras inversas.—Trigonometria (plana y esférica).
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Acompafian 4 todas las lecciones ejercicios adecuados, en numero to-
tal de 554, que no s6lo aclaran, practican y completan las proposiciones
estudiadas en cada caso, sino que inician al lector en las aplicaciones prac-
ticas mas ttiles de las teorias geométricas, tales como la topografia, la
agrimensura, el célculo gréfico, etc., etc. Y suma el total de conocimien-
tos expuestos un volumen muy notable de cuestiones geométricas, cuya
exposicion metédica y ordenada requiere en el profesor dotes nada co-
munes. :

Esto unido 4 los procedimientos de exposiciéon empleados en el tex-
to del Sr. Jiménez Rueda, poco aptos para aquellos que no se penetren
bien de sus ventajas ni tengan fe en ellos, explicara la persistente aficién
4 los textos clésicos de algunos profesores, que una vez penetrados del
espiritu del libro, como lo estd su autor, tal vez obtuvieran con sus alum-
nos los brillantes resultados que con los suyos alcanza el docto profesor
de la Central.

Pocas y sin importancia esencial son las observaciones criticas que,
fiado en la benevolencia del autor, me voy a permitir. Primeramente, ve-
mos en todo el libro un exceso de conceptos, tan rdpidamente acumu-
lados y tan sin tasa, que puede decirse no hay apenas palabra, locucion
6idea mas 6 menos relacionada con las cuestiones de Geometria elemental
que deje de aparecer en cuanto que el autor tenga ocasién préxima 6
remota de darle puesto en su trabajo. Especialmente en la leccién pri-
mera llega al summun la acumulacién de conceptos, que resulta altamen-
te fatigosa para el principiante y en gran parte innecesaria, porque muchos
de esos conceptos han de ser tratados de nuevo en su oportuno lugar.

Aparte de eso, algunos como el de postulado, inicamente experimen-
tal para el autor, lo que le conducira 4 considerar la Geometria como Ma-
tematica aplicada (opinion sostenida y defendible); el de M. . c. de mag-
nitudes geométricas, sélo definible para dngulos, distancias y arcos de
circulo; el de distancia, que en la nota de la pagina 34, le conduce & un
error muy corriente (véanse los niimeros 167 y 168 del Essai dur les fon-
dements de la Geometrie por M. A. W. Russell); y otros que pudié-amos
citar, pueden ser tachados de erréneos, incompletos 6 al menos poco

oportunos.
Nada valen los pequefios lunares anotados y otros que pudieran se-

flalarse, al lado de los muchos méritos de la obra, muy recomendable como
trabajo en que el autor ha especializado sus reconocidas dotes matema-
ticas, y como libro de consulta para todos aquellos que quieran ver fu-
sionadas en la ensefianza elemental las propiedades de las geometrias

plana y del espacio.
G,
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Dr. Fiedrich Schilling, professeuf 4 la Zechnische Hochschule de Da.m-‘
zig. La Photogrammetrie comme Application de la Geometrie Descnp- :

tive. Edition francaise redigée, avec la collaboration de 1* Auteur, par L.

Gerard, docteur és Sciences, professeur au Collége Chaptal. Paris. Gau-

tier Villars. 190o8. 10T paginas con 42 figuras y V laminas.

Forma el presente libro un resumen de las Conferencias dadas por su
autor en Gottinga con ocasion de un Curso de vacaciones organizado en
1904 en esta ciudad, siendo el fin principal de uno y otras el de exponer
los principios teéricos de la Fotogrametria como aplicacién de la Geome-
tria Descriptiva.

Divide su obra el Dr. Schﬂhng en tres partes, precedidas de una bre-
ve introduccién en la que define el objeto de la Fotogrametria y la nocién
delo que llama primera orientacion de una perspectiva y que consiste en
dar la distancia, el punto principal y la'linea de hovizonte.

La primera parte consiste en la exposicion de los métodos fotogramé-
tricos en el caso en que se da una sola perspectiva del objeto, y se subdivide
4 su vez en tres parrafos.. Trata en el primero de los métodos para la de-
terminacion de la primera orientacion y contiene la solucion de este proble-
ma por caminos diferentes, segtin que se trate de una figura arquitecto-
nica en la que 4 priori se conoce la posicion absoluta 6 relativa de cier-
tos elementos (horizontalidad y paralelismo) que pueda sernos ttil, 6
que carezcamos por completo de este conocimiento.

Pasa después el autor al método para determinar la planta y alzado de
wn objeto representado en una proyeccion conica, que constituye el parrafo
segundo de esta primera parte y que subdivide en tres casos, segtin que el
plano de la vista sea vertical, 6 que sea inclinado conteniendo el punto
limite de las verticales 6 cayendo este punto fuera de los limites del dibu-
jo.

El pérrafo tercero, dedicado 4 presentar algunos ejemplos ds la apli-
cacion de las construcciones anteriores, comienza por una muy curiosa al
cuadro de Alberto Durero, representando 4 S. Ger6nimo en su celda, en
el cual se comprueba el conocimiento que el ilustre inventor del grabado
al agua fuerte tenia de las leyes de la perspectiva; presenta luego el autor
la construccién dela planta y alzado de dos edificios, sacandolos de pers-
pectivas comprendidas en el primero y segundo de los casos explicados.

La segunda parte de la obra de los Dres. Schilling y Gerard se refie-
re 4 lo que ordinariamente recibe el nombre de Fotogrametria, y en ella
el elemento que se determina directamente es el punto, y no la recta como
en la Perspectiva, por lo cual aquella no necesita como ésta, el conocimien-
to de propiedad geométrica alguna de los cuerpos representados.



N

Comienza recordando el teorema de Hanck relativo 4 los puntos lla-
mados por Gérard @woyauxy traduciendo directamente del aleman «kern-
punkter, y queson las imagenes en cada una de las vistas, del centro de
proyeccion de la otra.

El de Finsterwalder que dice que «dos perspectivas de un objeto cual-
quiera, con su orientacién interior, bastan para reconstruir el objeto,
salvo la escalan.

Después de indicar el camino para resolver este problema, pasa 4
determinar la segunda orientacion, que nos da los elementos necesarios
para determinar una figura semejante 4 la constituida por las proyecciones
sobre un plano horizontal, de los centros de proyeccion y los ejes princi-
pales de las diferentes perspectivas. A la resoluciéon de este problema
por cuatro diferentes métodos topograficos, sigue el estudio de la cons-
truccion de la planta y alzado del objeto, efectudndolo por el método usual
que aplica 4 dos ejemplos, y citando los conocidos aparatos de Hanck
y Ritter.

‘La parte tercera trata de las aplicaciones de la Fotogrametria. Comien-
za viendo hasta qué punto han tenido en cuenta las leyes de la Perspec-
tiva los pintores de las diversas épocas, y pasa luego 4 indicar algo de la
aplicacién de la Fotogrametria 4 la Arquitectura, tratando principal-
mente de los trabajos realizados por el Konigle Preussiche Messbildans-
talt, fundado en Berlin el afio 1885 por iniciativa de su actual director
el ilustre Meydenbauer quien ha facilitado, con la perfeccion alcanzada
por el Instituto, la formacién de un Archivo de Monumentos que compren-
de muchos miles de estos y permite dar 4 conocer 4 las generaciones fu-
turas y 4 los paises extranjeros su actual estado. Reproduce, como mues-
tra, las fotografias originales, y las plantas y alzados de ellas deducidos,
referentes 4 una iglesia de Jerichow.

Sabido es que la aplicacién que motivo la creacion de la Fotogrametria,
y de la que mayor partido se ha sacado en Alemania, Austria, Canad4,
Italia, Japén, Rusia, Suiza y otros muchos paises, ha sido la Topografia,
tomando en este caso en nombre de Fofotopografia. A ella dedica algunas
paginas el autor de la obra que examinamos, comenzando por una lige-
ra resena de los importantisimos trabajos llevados & cabo por el profesor
C. Koppe para el ferrocarril de la Jungfran, ilustrada con fotografias
sacadas desde globos, método de gran porvenir y que puede tener dos
objetos diferentes, 6 bien formar el mapa topografico de un terreno, 6
determinar con exactitud la posicién del globo en el instante de ser im-
presionada la placa, dato de gran importancia para las observaciones me-
‘teorolégicas 4 grandes alturas, que tan gran desarrollo han adquirido
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recientemente. Reproduce el plano del glaciar de Gobbia, con el plano

por curvas de nivel deducido de ellas; otros levantamientos topografi-
cos del lago de Eib (Zugspitze) y de Neuotting, debidos todos al infati-
gable Dr. Finsterwalder, de Munich.

Entre las aplicaciones.de la Fotogrametria a la Geodesia y a la Astro-
nomia figuran las observaciones de formacién, altura y movimiento de
las nubes, relampagos, auroras boreales y otras en nuestra atmosfera, y
la observacién de estrellas nuevas, extraordinariamente facilitada en
los tltimos tres anos por la aplicacién de la fotografia estereoscépica.
Termina la obra con una resefia ligera de algunos aparatos fotogramé-
tricos y el enunciado de cinco problemas geométricos que se presentan
en la Fotogrametria.

Aunque los cuatro anos transcurridos desde la celebracién del curso
de vacaciones de Gottinga hasta que vi6 la luz ptblica hagan que la pre-
sente obrita resulte algo atrasada y no se ocupe, al menos con la debida
extension, de los trabajos teéricos del Dr. Gino Loria sobre la determina-
cion de los kernpunkie, de los levantamientos topograficos desde globos
del ingeniero ruso Thiele, de-las innumerables aplicaciones del estereo-
comparador del Dr. Pulfrich y otros trabajos igualmente interesantes
que de dia en dia ensanchan los horizontes abiertos por el ilustre coronel
Laussedat, resulta interesante la obra de los doctores Schilling y Gé-
rard, no sélo en la parte de aplicaciones, sino también en la teérica que
constituye una sencilla exposicién, muy elemental, de los problemas

fotogramétricos.
J. M. TORRO]JA.
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Lecons sur les fonctions définies par les equations differentielles du
premier ordre. Pierre Boutroux, Paris, 1908.

Forma parte esta monografia de la valiosa coleccién que acerca de
diversos puntos de la teoria de funciones viene publicindose bajo la di-
reccion del eminente analista francés M. Borel.

Para comprender el alcance é importancia de este trabajo son preci-
sas algunas palabras acerca del estado actual de dos teorias intimamen-
te ligadas; la general de funciones, y la de ecuaciones diferenciales.

La primera ha experimentado en poco tiempo un cambio tan radical
que mas bien es una renovacion completa. Desde el punto de vista local
de Weiertrass concretandose al estudio de las funciones analiticas en
la proximidad de un punto mediante un desarrollo convergente en un cir-
culo 6 corona, extendiéndolo luego cuando esto era posible, por una prolon-

A8l
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gacion analitica 4 los demés puntos en que la funcién estuviera defini-
da, han sido muchas las tentativas hechas para cambiar de rumbo, subs-
tituyendo la féormula de Taylor por otros desarrollos (productos infinitos
series divergentes, desarrollos convergentes en una estrella de Mittag-
Leffler, etc.), consiguiendo asi definir las funciones en regiones més ex-
tensas que antes, € iniciando estudios tan interesantes como los de M. Bo-
rel sobre los modos de crecimiento de las funciones, leyes que limitan
el nimero de ceros en una area dada, etc. :

No asi la teoria de ecuaciones diferenciales cuya evolucién ha sido
menos completa por no apartarse demasiado del camino trazado por Cau-
chy; y 4 pesar de sus innegables progresos quédanle no pocos puntos im-
portantes por esclarecer, ante los cuales son impotentes los antiguos re-
CUTSOS.

M. Painlevé ha sido el primero en abandonar este reducido punto de
vista abordando con toda generalidad la cuestién. Esto es: en vez de li-
mitarse al estudio de las integrales en la proximidad del valor inicial x,,
¢por qué no investigar su variacion cuando x se aleja de x, describiendo
un camino cualquiera?

El problema como se ve, es de transcendencia suma y aun no conse-
guida la solucion completa, ha obtenido muy notables resultados.

El capitulo I de la obra que nos ocupa esta dedicado 4 la exposicién
de ellos. limitandose al caso concreto en que el segundo miembro de la

i i3 : y 3
ecuacion —y — [ (xy) es una funcién racional de y. Comienza seiralando

ax
los puntos en que el teorema de Cauchy no es aplicable; esto sucede cuan-

do la funcién presenta para x = %,, ¥ =y, una singularidad de los que
clasifica en cinco categorias. Sin embargo la distincién mdas importante es
la que divide a los puntos criticos en moviles y fijos (algebraicos y tras-
cendentes).

Casi exclusivamente al estudio de los segundos estan destinados los
restantes capitulos. En el II estudia los modos de crecimiento de una ra-
ma de integral en la proximidad de uno de dichos puntos. clasificindolos
en crecimiento exponencial 6 racional segtin que el grado el en y de f (xy)
sea igual 4 I 6 no.

En el III, el mas extenso de la obra, clasifica los puntos singulares
del segundo grupo antes citado (fijos). M. Painlevé los divide asi: 6 bien
la funcién que presenta en el punto X una singularidad trascendental

se hace indeterminada cuando x tiende 4 X siguiendo un camino cualquiera
1

(el punto ¥ = o para ¢*) 6 adquiere un valor determinado, finito 6 no
(el mismo para log x).
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Segtin suceda una cosa U otra los llama esenciales G ordinarios sien-
do esta la clasificacion corriente en los libros de Analisis. Pero el autor,
bajo distinto punto de vista da otra fundada en las permutaciones que
se operan en la proximidad de cada punto critico, concepto que aclara
con varios ejemplos.

No podia faltar tampoco el estudio de algunos puntos singulares cla-
sicos, como son los de Briot y Bouquet dedicindoles el cap. IV, y pasan-
do 4 tratar en el dltimo, si bien menos extensamente de lo que merece, una
cuestién tan importante como el ver la relacion existente entre las diver-
sas singularidades trascendentes de una misma ecuacion. Es de desear
dedique el autor algin trabajo a esta segunda parte del problema, ape-
nas esbozada en éste por no ser su principal objeto.

Avalora extraordinariamente la obra la extensa nota de M. Painlevé
acerca de las ecuaciones de primer grado cuya integral general tiene un
ntimero finito de ramas. llegando 4 establecer de modo admirable que
todas ellas pueden transformarse en ecuaciones de Riccati por un cam-
bio de variable racional, pudiendo reconocerse por un ntmero finito de
operaciones si tal cambio es 6 no posible.

En suma, un trabajo notabilisimo que estudiardn con gusto los cul-
tivadores del alto anélisis. :

[ RS

Lecons sur les théories générales de 1° Analyse. por René Baire. Tome
II. Variables complexes.—Applications géométriques. Paris, 19o8.

De indole muy diversa al anterior, puesto que estd destinado & servir
de texto en al Facultad de Ciencias, pero también de condiciones muy
recomendables dado su objeto, es el tratado de Anélisis de cuyo segundo
tomo vamos 4 dar sucinta cuenta 4 nuestros lectores.

Con solo la lectura del titulo se nota una innovacién introducida por
el autor, apartdndose de la costumbre generalmente seguida que divide
al Andlisis en cédlculo diferencial é integral, como si no fuera el segundo
continuaciéon natural del primero. Opina que-en cambio es mucho maés
honda la separacién entre el Analisis de variables reales y el de variables
complejas, v con arreglo 4 este criterio estd dividida su obra.

Sacrificando lo accesorio 4 lo esencial y empleando un estilo conciso
sin dejar de ser claro, ha conseguido el autor en este tomo dar gran can-
tidad de materia en espacio relativamente pequefio.

Suponiendo conocidos los fundamentos de los ntimeros imaginarios
define y estudia las funciones de variables complejas, condiciones de
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holomorfia, derivadas, integrales y series, aplicando todo ello a las fun-
ciones elementales. Dos articulos més dedicados a propiedades de las
funciones analiticas y teoria de residuos y otro 4 las series de muchas
variables complejas, completan este primer capitulo (IV de la obra)
verdaderamente interesante sabido el cual, podrén los alumnos estudiar
con fruto la teoria de funciones en toda su extension.

En el V y VI de ecuaciones diferenciales 6 aplicaciones geométricas
trata lo que es corriente en los buenos tratados de Célculo, llegando en
el 1.0 hasta las ecuaciones de derivadas parciales de primer orden, y
hasta la deformacion de superficies en el 2.9; todo ello clara y sobriamente
escrito. Acaso sea la brevedad causa de la carencia de ejemplos y ejerci-
cios que serian muy ttiles en ciertos puntos 4 los alumnos.

Constituye el tltimo capitulo la teoria de funciones elipticas expuesta
por el método moderno. Comienza por establecer las funciones ou, L, pu
advirtiendo su doble periodicidad, expone en seguida las propiedades ge-
nerales de las funciones elipticas (en el sentido més amplio de funciones
meromorfas con dos periodos) y especialmente de aquellas tres, llegando
asi naturalmente al concepto primitivo, con gran ventaja sobre los anti-
guos procedimientos, y evitando los pesados calculos que éstos exigian.

Una aplicacion muy interesante es la que hace de esta teoria al es-
tudio de las curvas de género uno, demostrando que las coordenadas de
sus puntos pueden expresarse en funciones elipticas de un pardmetro.

Con esto y la integracion de la clasica ecuacion de Euler, termina este
tomo, cuya lectura hace desear la terminacién de la obra que constituira
seguramente un excelente libro de texto.

JReRP.



CRONICA CIENTIFICA

R. Academia de Ciencias exactas, fisicas y naturales de Madrid. Con
curso del afio 1910.—I.a Real Academia de Ciencias Exactas, Fisi-
cas y Naturales de Madrid, abre concurso publico para adjudicar
tres premios 4 los autores de las memorias que desempefien satis-
factoriamente, 4 juicio de la misma Corporacion, los temas si-
guientes:

1.° <«Determinar la figura definitiva que, por efecto de las pre-
siones del gas interior, del aire exterior y de los sistemas de sus-
pension de los diversos pesos, tomard un aerdstato fusiforme,
construido con una tela flexible y elactica, suponiéndole en reposo
en medio de una atmésfera tranquila, y calculando asimismo las
tensiones correspondientes 4 cada punto de la tela.»

2.° «Deduccion y estudio de la ley de las fases, partiendo de
las teorias quimicas que suponen el 4tomo compuesto por un nt-
cleo rodeado de una atmoésfera de elementos etéreos.»

3. «Monografia de los minerales de plomo en Espafia.»

El aspirante al premio no sé6lo ha de describir los minerales é
indicar la procedencia y condiciones de los criaderos en que se
encuentran, sino que sefialard las aplicaciones que aquéllos tienen
en las Artes y en la Industria, y presentara, como justificantes de
la obra, los ejemplares de menas, las preparaciones microscopi-
cas, los datos de ensayos y analisis, las muestras de metal, etc.,
que juzgue pertinentes para la mejor y mas completa inteligencia
de su trabajo.

Para cada tema se adjudicardn: premio, consistente en meda-
lla de oro, diploma, 1.500 pesetas, y 100 ejemplares de la memo-
ria; accestt, con medalla de oro y diploma; y mencidn honorifica,
en su correspondiente diploma.

Las memorias habran de estar escritas en castellano ¢ latin, y
se presentardn en la Secretaria de la Academia,(Valverde, 26, Ma-
drid) antes del 31 de Diciembre de 1910. No han de llevar firma ni
indicacién del nombre del autor, distinguiéndolas por un lema,
escrito también en otro sobre cerrado que contenga el nombre del
autor y las seflas de su residencia habitual. Los autores pueden
ser espafioles ¢ extranjeros.
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Comision internacional de la ensefianza matematica.—Esta comision
creada por el IV Congreso internacional de matematicos, se ha
organizado bajo'la presidencia del Comité central formado de los
sefiores KLEIN, Presidentie, GREENHILL, Vicepresidente, y FEHR,
Secretario general, constituyendo Delegaciones y Subcomisiones
nacionales en las principales naciones.

En Espafia ha sido nombrado para el cargo de Delegado, Pre-
sidente de la Subcomisién espafiola, el distinguido catedratico,
nuestro querido compafiero Dr. D. ZoeL Garcia DE GALDEANO,
que a su vez ha designado para individuos de la Subcomision es-
pariola 4 muy ilustrados profesores de los diversos grados y cla-.
ses de ensefianza.

Con motivo del préximo Congreso del Progreso de las ciencias,
celebrard otro la citada Subcomisién en Valencia, del 27 de Octu-
bre al 3 de Noviembre préximos, de cuyos trabajos daremos cuen-
ta en el préximo nimero.

Asociacion espafiola para el Progreso de las ciencias.—Por acuerdo
del Congreso de Zaragoza se ha constituido la nueva Seccidn de
Astronomia y Fisica del Globo, bajo la presidencia del Excelen-
tisimo Sr. D. Tomas de Azcarate, Director del Observatorio de
San Fernando.

El proximo Congreso de la Asociacion celebrard sus sesiones
en Valencia, del 27 de Octubre al 3 de Noviembre préximos, y son
varios y muy interesantes los trabajos que habran de presentarse,
y de los cuales daremos cuenta oportunamente en las columnas de
esta Revista.

Como en el Congreso anterior habra interesantes conferencias,
en que muy distinguidos profesores expondrdn temas especiales 6
de carécter general.

Nueva Catedra de Matematicas.—Por reciente disposicién oficial
se ha completado la ensefianza del Cdlculo infinitesimal, muy
poco atendida hasta la fecha, con una nueva asignatura que com-
prende los Complementos de Cdlculo infinitesimal, y cursaran en
el cuarto grupo los alumnos de las Facultades de Ciencias exactas
y fisicas.

Creemos muy acertada la reforma, aunque no satisfaga del
todo las necesidades de la ensefianza, que reclaman una modifica-
cién mas profunda en la organizacion actual de las Facultades de
Ciencias.—G. S.
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CUESTIONES PROPUESTAS

23 (*). Sea 7 el radio de un poligono regular de # lados, y @
la distancia de su centro 4 un punto £ de su plano; y trdacense por
este punto las perpendiculares 4 todos los lados del poligono. De-
mostrar que la suma de los cuadrados de los segmentos &, que
unen consecutivamente los pies de estas perpendiculares, es

Bet — p (sen ?f) (r* -+ a2).

n
C. Alasia.

24 (**). Sobre los lados BC, CA, AB, de un tridngulo ABC, se
toman los puntos 4,, B,, C,, tales que
B CcA AB
BTy O
Siendo &, M, P, los puntos medios de 44,, BB,, C(C,; demostrar
que los tridngulos MNP y ABC tienen el mismo baricentro, y
expresar el area del tridngulo MNP en funcién de la de ABC.

E. N. Barisien.

A,C=

25 (***). Sobre los tres lados de un tridngulo ABC se toman
puntos A', B, C’, que los dividan en una misma relacién #z/n. Las
rectas AA’, BB', CC’, se cortan en los puntos M, N, P, por los que
se trazan: primero, las rectas B,C,, C,4,, 4,B,, paralelas respecti-
tivamente & BC, CA, AB; después, las rectas C,4,, 4,8B,, B,C,
paralelas 8 CA, AB, BC; en fin, las rectas 4,B,, B,C,, CA4,, pa-
ralelas 4 4B, BC, CA. Ahora:

1.° Demostrar que los vértices homélogos de los cuatro tri-
dngulos homotéticos ABC, A,B,C,, 4,B,C,, A,B,C,, estan en tres
lineas rectas que son las medianas del tridngulo 4BC.

2. Demostrar que las distancias de los vértices del tridngulo
ABC 4 los vértices homélogos del 4,B,C, son medias proporcio-
nales entre las distancias de los vértices del primero 4 los vértices
homélogos de los otros dos tridngulos 4,8, = G,, 4,B,GC,.

3% Determinar las razones de homotecia de los tridngulos
A,B,C, 4,B,C,, A,B,C, al triangulo ABC.

H. van Aubel.
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26 (****), Las expresiones

(@02 425,09 +6,5%) (@24 26,09+ .3%) — (a0 26,9 +6,32),
(@, 420,20y 44,5 (6,002 20,29 4¢,5%) — (0,2°+2b,%y + by2),

representan dos cudrticas: demostrar que tienen las mismas inva-
riantes.

Burnside.

27 (¥**##). Sobre los seis lados de un exdgono A,4,4, .....- se
construyen exteriormente los tridngulos equildteros 4,8, A4,,
A,B, A4, ....., € interiormente los triAngulos equilateros 4,0, 4,,
LD A N Seanvilstlon S D e , los centros de estos
triangulos:

1.° Si se construyen los paralelégramos /,7,/,D, 1,1, E, el
triangulo D/, E sera equilatero.

2.° Si sobre ByB,, B,B,, se construyen los tridngulos equila-
teros B, FB,, B,GB,, la figura FB,B,G serd un paralel6gramo.

3.° Sisobre 7,7,, 7,7,, se construyen los tridngulos equildteros
I,HI,, 1,Ki;, la figura HI,7,K sera un paralelégramo.

4.° Sise traza la recta 7,L igual y paralela 4 7,7, la recta L7,
serd igual y paralela & Z.7;.

5.0 Si se traza la recta b,M igual y paralela a B,b,, la recta
MB, seré igual y paralela 4 B.b,.

6.° Sisobre B,B,, bb;, se construyen los tridngulos equilate-
ros B,NB, , b,Pb,, la figura NB,b,P sera un paralelégramo.

Esta cuestién de los medios de construir el exdgono conocién-
dose, por ejemplo: 1.° los puntos 7, 1y, 1, I,, 75, I;;; 2.° By, by, By,
Bd‘ B;':) BG; 3'0 ‘[ll ‘[2! 13’ I"’n! I'Sl '[01 4'0 [11 2'2' [3) 74’ ].:"r) ]li; 5‘0 Bl)
by, Bsy by Bsy B 6.° By, By, By, by, By, b;.

H. van Aubel.

(*) Cuestion 131 de la R. T. M.

(**) » 132 » » »

(**¥) » 133 > » » y 271 del P. M.
(koK) , 134 » » =

(K » 135 » » » y 140 del P. M.
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CUESTIONES RESUELTAS

12. En un cuadrilatero inscriptible y circunseriptible sean O el cen-
tro del circulo circunscripto, / el centro del circulo inscripto, Z el punto
de interseccion de los diagonales, o y 3 dos angulos internos consecutivos.
Demostrar que

IL = JO sen a sen f3.
G. PESCL
Designando por 7, m, n y p las longitudes de los lados del cué-
drilatero, y ¢, B, vy o los dngulos Im, mn, np 'y pl, respectivamen-

te, siempre pueden expresarse 7 y p en funcién de Z y m y de los
angulos, cualquiera que sea el cuadrildatero, de este modo

nseny=msen (+v)+ Isens, pseny=msenf -+ Isen (y4 3).

Si el cuadrilatero es inscriptible, @ 41 =8 + 3 = =, y las for-
mulas anteriores pueden escribirse asi:

nseno=msen (e —f)4/senf, psena=msenP —17sen (a4 p).
Si ademds el cuadrildtero es circunscriptible debera ser
l—m=p —n,
condicién que puede ponerse en esta forma:

3 Sty
m sen?cos( ,)—U=lcos—§~scnr3——2tg,‘ [1]

~ “~

lo que permitird expresar / en funcién de m, « y B cuando con-
venga.

Tomando, ahora, como ejes condenados y y x las rectas que
contienen los lados / y m, respectivamente, la circunferencia cir-
cunscripta al cuadrildtero tendrd por ecuacion

X'+ y* +2xycos a —mx — ly =0,
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y las condenadas de su centro O serdn

[COS —-p— SEn B—-—i;— =8 SeTl E cos ﬁ—:—o—( COS a]

Sl 2 2 2
Gy =
g B+«
1 — —
2 sen® ¢ cos 5 sen 5 7
/ 2
5 :
[sen — cos —_— — cos—%seng—_g—o—L cos a.]
= e

2 sen? @ cos 5 sen ———

Las rectas 7 y p tienen por ecuaciones

=) sen 3 ! Sacens (B —a)in
y_ Sen @_}_ ( m)) S Senp X +lv [3]
luego las coordenadas del punto 7p son
2 B y — 8
x_mseng y—msenﬁcos—E—
- She o et ﬁ_"'__”
cos® 5 2'cos?— 5 Sen

de las cuales se deduce la ecuacién de la diagonal /m — np que

combinada con la de mn — Ip, da las siguientes coordenadas para
el punto L

p_

m sen 3 cos ———

@+“

Xy = m sen?

B = [4]

o | e

2 sen —

Para hallar las coordenadas x, € y, del punto /, observemos
que la condicién para que la recta 4x -+ By 4 C =0 sea tangen-
te 4 una circunferencia que lo es 4 los ejes coordenados y estd en
el primero 6 en el tercero de sus dngulos, es

44 Bx;? cos® % +2C(A4+B)x,+ C* =0,

de donde

x,.,:————C—T[—A—B_-i;]"A"‘-}-B?-—?ABcosa]
4ABcos‘~‘§

siendo &, = y, las coordenadas del centro.
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Aplicando esta férmula 4 las rectas [3], se encuentra que las
cordenadas de / son
e

W Sen ——
2

2 cos 7 sen F‘S_-}_-g

Sospechando que los puntos O, L é 7 estan en linea recta bue-

den formarse las razones i’—f yz 5 ! que deben ser igua-
vV T Vg PAR=UCYS

THE,

les, vy, silo son, su valor comun es igual al de 1a razén buscada 70"

X == Vai=

Asi se encuentra

Xy — X Yo=Y /L
= 2==2_=2=__gsenasenf =—.
B USRS e BT § 10
El signo — indica la posicién de 7 entre O y L. Si el angulo {3
fuese recto, segtn la relacién (1) seria/=my ¢ = d y la recta OIL
se confundiria con /m — np. ¢
/. J. Camacho.

Otra solucién de D. J. Rey Pastor, quien hace observar que en
un articulo del Sr. G. Pesci que aparecié6 en el niimero 1 de ANALES
titulado Sobre el cuadrilitero plano inscriptible y civcunscvipti-
ble d un circulo, estd, entre otras, demostrada la propiedad enun-
ciada en esta cuestion.

13. Dejterminar tres numeros v, y, & tales que
+2r—a'=q" (x+8) -3 =g L+ —8 =g
siendo ¢, g, g, nimeros enteros.

Este problema enunciado como lo fué por primera vez en la
R. T. M. (*) exigiendo 4 los niimeros pedidos & y = la condicién de
ser enteros, es en general imposible si los numeros dados ¢, ¢, g,

son enteros cualesquiera.
En efecto; puestas las ecuaciones bajo la forma

(x+y+2) (y+s—x)=4¢q?
(x4+y+8) E+x—y) =g’ (1)
x+y+e) xt+y—28)=g’

se deduce sumando,

@ +y+o)r=0q+a!+4q 2)

(*) Cuestion 118, Nim. 19. p. 132,
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luego

o

i

ha de ser un cuadrado perfecto.

Con el nuevo enunciado en el que se ha suprimido aquella con-
dicion no exigiéndose otras 4 los nimeros x y & que la de satisfa-
cer a las ecuaciones (1), es de solucién inmediata, pues combinan-
do (2), con las que se deducen de (1) sumadas dos 4 dos, resulta:

k2, (2)

2 ta _ ¢ +g. gt
X op Y mon G tnnen ©)

(v}

Para dar algtn mayor interés 4 la cuestién nos: referiremos al
primer enunciado, investigando las condiciones que deben cum-
plir los nimeros g, ¢, ¢, para que el problema tenga solucién, y
el modo de hallar dichos ntiimeros. O lo que es lo mismo, en resu-
men, vamos 4 resolver el sistema indeterminado (1) con las seis
incégnitas x, v, &, q,, 4., @5, €n nimeros enteros. Y esto nos dard
ocasion para resolver otro problema de andlisis indeterminado
mas importante.

De (3) se deduce que las sumas q *+ qd' ; (]3" - q(’, q" - q, :
por consiguiente las diferencias ¢,° — ¢,% ¢ — q.%, ¢.> — ¢, han
de ser multiplas de 2%; es decir,

G =Nl g e O —e DY 4)

siendo 72 . n . p enteros de la misma paridad; y reciprocamente,
si q,, ¢, g, SOn numeros que cumplen las condiciones (2") y (4), los
valores de x, ¥, 2 que se obtienen de (3) resuelven el préblema.

Todo se reduce, pues, 4 resolver la ecuacién (2') en ntimeros
enteros de esta naturaleza.

Cualquiera que sea %, siempre puede ponerse bajo la forma
k = AK? siendo K enteroy A=abc..... producto de factores
primos diferentes entre si.

Para que se cumplan las condiciones (4) habra de ser

gie=—=INEX
(a1 IR (5)
;= KZ

donde X, Y, Z son enteros que satisfacen 4 la ecuacién
X2+ Y24 72 = K2 (6)

Reciprocamente; resuelta esta ecuacién en nimeros primos en-
tre si, las férmulas que dan todas las soluciones de la cuestiéon
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son las (5) y las
\ ] A
F=g (P 42), y=m (B X s= (XL VY

pudiendo recibir A cualquier valor entero positivo 6 negativo, par
necesariamente puesto que siendo los restos cuadréticos respecto
al médulo 4 s6lo 0y 1, resulta que uno sélo de los numeros X, Y, Z
es impar y los otros dos pares.

Faltanos indicar como pueden obtenerse todas las soluciones
en niimeros enteros primos entre si de la ecuacién (6). Para ello,
teniendo en cuenta esto tiltimo, tomamos dos enteros cualesquiera
pares X, V; descomponiendo el niimero que resulta de sumar sus
cuadrados, en diferencia de dos, para lo cual basta descomponer
dicho niimero en producto de dos factores pares de todos los mo-
dos posibles pues si 2a 20 son estos, se tiene idénticamente

2a .20 = (a + b — (a — b).

Ahora bien, procediendo ordenadamente partiendo de los nti-
meros menores pares, 4 fin de evitar que alguno de los sistemas
de numeros X, Y, Z, K que asi se van obteniendo resulte multiplo
de otro ya obtenido antes lo cual sucederia si @ + b y a — b fue-
sen pares, se tomardan a y b de distinta paridad para lo cual es
preciso tomar aquéllos des primeros X, Y tales que sus mitades
sean de la misma paridad, es decir, que X é Y sean los dos mil-
tiplos de 4 6 los dos simplemente pares.

Procediendo de este modo, de menor & mayor, y combinando
cada numero par X con los pares Y mayores que €l, se obtienen
todas las soluciones enteras de la ecuacién (6) y con ellas, todas
las del sistema (1).

He aqui los sistemas primeros de valores de X, Y, Z, y los co-
rrespondientes de x, v, £, q,, ¢, ¢, deducidos de ellos con el va-
lor » = 2 que es el mas sencillo posible.

X000 g ol uRon e
Y| 070 0% 48 2.6 610 10
Zil1 35 3 15 td o toniin
K 153050 5 0 3 U7 1\TE o
A% 5T
; 48 8 12 12
71 100 B0es
9 9 21 41 13



0%

x[1 9 2 . 2 189 . . 5 45 117 221 725
F 19 25 159425 B 13 ‘85 195 629
2050 00 16 6h e 40, 40 104 1o
e Tl S BT (I e e it
|0 0 0 . 40 272 . . 12 84132 300 540
gs |2 18 50 . 30 510 . . 6 42 198 330 1350

Claro estd que ademas de todas las soluciones obtenidas tiene
el sistema (1) todas las del

x+y+e= 2,=0 ¢,=0 ¢,=0.
Para terminar, citaremos la identidad curiosa
(ABP+(A(4 £+ B)+ (B(4 + B)? =(4>+ B* + ABy

deducida por el Sr. Ugo Dainelli en el Giornale de Battaglini 1877
p. 378 de la ecuacién diferencial

d /
9% = dy i
4+ a2 V14 2

y que puede servir para obtener soluciones de la ecuacién (6) sin
mas que dar valores enteros 4 4 y B.

0,

Julio Rey Pastor.

Otras soluciones més incompletas de los Sres. H. Brocard,
L. de Alba; C. Allué y F. Parrado.

14. La suma de las potencias ’impares semejantes de 27 1 es divi-
sible por 2# - 1.
E. H.
Sitaga e a,n SOn los numeros que forman el sistema incon-
gruente, suponiendo el indice £ tal que a, =k (mod. 2n + 1), se
verificard respecto al mismo modulo, siendo #2 cualquier ntiimero
entero

a," e SR Sl o R + @n)" =
="+ @)+ "+ —1)") + ... + (1" (n + 1))

pero si z es impar, cada suma parcial encerrada en paréntesis
es divisible por 27 4 1, luego también lo serd el primer miembro
de la congruencia.
J. Rey Pastor.
Otras soluciones de D. L. de Alba, D. J. Ximénez de Embtin y
J. Encinas.
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15. Siendo ¢ la cuerda y / la flecha de un arco «, demostrar que se

16
tiene aproximadamente o = VC'J 4 3 /2 y determinar la aproximacién
que se obtiene con esta formula.
L. S. DE LA CAMPA.

Sean:cl, 56l s iaise ("), f(") ]as cuerdas y ﬁechas de los

)
arcos ; tendremos. c¢? + f2= 4c'2 +' fz

o o
2!4’

fl

Del mismo modo:

y como L = 2(1 —+ cos %), sera cﬂ—{—§f2<4c'2+§f'2,

4¢” 4 % F3<< 162 %56 s S S ? AT
y puesto que, al crecer # indefinidamete,
2
1im%64"f(") =0 y lim4"c o _ o2,

resulta

ac’ < /_;—%éf‘l<a., a—Vc‘-’-}—13—6f*<a—26’<(%;2'

Puede obtenerse otra expresién-para el caso en que

£ Ah

X — .= o
LOSI>’3—1 6 sea: cos — > ey

se tiene en efecto:

rSier o+ L paSac 16 = 160m,
y por tanto,
4" <]/c‘3-|—%6f‘2 <5
de donde
v—yc+—ﬂ<4w>
384 "
J. Rey.

.
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16. La suma de los cuadrados de las rectas que unen entre si los
centros de los triangulos equilateros construidos exterior 6 interiormente
sobre los lados de un friangulo cualquiera 4 B C es igual &

-%(ﬁ-—ra-25V§
siendo p, #, Sy 8 = 4 R | 7 las notaciones usuales.
L. DE ALBA.

Designando por 4,, B, y C, los centros de los tridngulos exte-
riores, y sustituyendo en la expresion

A, B*= A,C 4+ B, C* —2A4,C. B,C cos A4,CB, (1)
los valores de
DN '
dig—t ap e g R
/3 /3 3

se halla

& +b*—2abcosC , absen C

e R
y teniendo presente que
at 4 b — ¢
abcosC=f=pc ya i abisentC =2.5;
sera
a0l IS
4, B¢ = I )
/3
de donde se deduce
2Xq* — Xp 68
S 5 AL sl G st
e AlBl Ty 3 + l/§
:4P‘””g_#*””+2m5=pt-m+@sﬁi

De modo anédlogo, se halla para los tridngulos interiores
S 4,8, = p* — r3 — 25)3.

Las expresiones obtenidas difieren de las del enunciado, debi-
do, sin duda, 4 la equivocacién de un signo padecido por el autor,
ya que 4 las iltimas se llega cambiando por el signo 4 el — con-

tenido en la férmula (1).
AU
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Otra solucién analitica, conforme con la anterior, de D. J. Rey
Pastor, quien ademds demuestra que siendo A’, B’y C’ los terce-
terceros vértices de los tridngulos exteriores, y 4", B” y C” los
de los interiores, se verifica

Y A,B2= AA" y S A,B2 = 44",

y que las rectas 44", BBR"y CC' son concurrentes, asi como tam-
bién las 44", BB" y CC".

17. Se considera una conica y un punto // de su plano. Una secan-
te variable que pasa por // encuentra & la conica en A y 5. Hallar el
lugar de los centros de semejanza de los circulos descritos sobre J/A4 y
M B como didmetros.

E. N. BARISIEN.

Designando por O y o’ los centros de las dos circunferencias,
y por Ny P los conjugados arménicos del punto M respecto de
los pares 00"y A B, respectivamente, se verificarda M P =2MN
por ser MA =2MO y MB = 2MO'y corresponderse las figuras
armonicas en las series semejantes. Ahora, el lugar de P al va-
viar la posicién de 4 B es la polar de M respecto de la cénica, y
NV es el centro de semejanza de los circulos O y o distintos del #/;
luego el lugar pedido es la recta paralela 4 dicha polar que equi-
dista de ella y del punto M.

J. Rey Pastor.
Otra solucion andloga de D. L. de Alba.
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