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1. Introduccién y objetivos

La prediccién de la extension y alcance de flujos de lava volcénica es un problema complejo que
se puede abordar con diferentes métodos, principalmente diferenciados en métodos deterministas
y probabilisticos, los primeros estan basados en la resolucién numérica de las ecuaciones que
describen los flujos de lava, mientras que los segundos emplean simulacién estocéstica a partir
de los datos de la topografia de una regién, estos son computacionalmente menos costosos,
pero tienen ciertas limitaciones, como su dificultad para predecir flujos ladera arriba. En este
trabajo se explorarda un método determinista consistente en la simulacién de lava descrita por
ecuaciones promediadas en la direccién vertical, continuando un trabajo previo del Grupo de
Tecnologias Fluidodindmicas (TFD) publicado en [1]. Este tipo de modelos son ampliamente
empleados para la simulacién numérica de flujos de agua en lamina libre bajo el nombre de
ecuaciones de aguas poco profundas (Shallow water equations, SW) o de Saint-Venant (|2, 3, 4]).
Se han realizado otros estudios dirigidos a aplicar modelos promediados a flujo de lava u otros
con reologia dependiente de la temperatura [5, 6, 7, 8|, el modelo aqui empleado se distingue
porque incorpora la transferencia de temperatura mediante la ecuacion de la energia interna y la

acopla con la dindmica mediante la dependencia de la densidad y la reologia con esta magnitud.

En este contexto, el estudio de las propiedades reologicas es de vital importancia. En [9] se ha-
ce una revision de las medidas publicadas en numerosos articulos para diferentes volcanes y se
observa que la mayorfa de las viscosidades se sittian entre los 100 Pa-s y los 10° Pas, con incer-
tidumbres altas y una alta variabilidad entre diferentes volcanes. Esto nos indica que para cada
volcan, se tendran que calibrar los pardmetros con datos de erupciones anteriores. Igual relevan-
cia tiene la transferencia de calor, para la cual se han planteado numerosos modelos, desde los
mas sencillos ([10]) que sélo incluyen conveccion natural y radiacion en la superficie y conduccion
en el fondo hasta los mas complejos ([11]) que tienen en en cuenta diversos mecanismos como
conveccién natural y forzada, radiacion, lluvia, calor latente de cambio de fase... En general, la
evidencia experimental [12, 13| apunta a que el mecanismo principal de transferencia de calor
con el exterior es la conveccion, ademés de sugerir que en el interior de la lava se produce princi-
palmente por conduccion. En este trabajo consideraremos un modelo sencillo que no diferencia
entre corteza soélida y lava liquida, pero que incluye los principales mecanismos de transferencia

de calor.

El objetivo principal de este trabajo es tratar de ampliar el modelo empleado en [1] para introducir
la influencia de un perfil vertical de temperatura no uniforme en fluidos no Newtonianos. Se
quiere asi evaluar los efectos que esto tiene en el flujo y se conseguird mediante la modificacion
de los modelos reolégicos, responsables del acoplamiento entre la dinamica y la temperatura.
Para ello se reconstruira la dependencia del esfuerzo en el fondo con la velocidad promedio y
se plantea la tarea de implementar los métodos de simulacién numérica desarrollados por el
grupo TFD para la programaciéon de un coédigo en C que resuelva las ecuaciones en el caso
unidimensional y finalmente incorporar el modelo modificado en el cédigo para simulacién en
dos dimensiones desarrollado por el grupo (PEKA2D [14]). El cédigo desarrollado para este trabajo
puede encontrarse en https://github.com/JoseOrtega51/LAVAFLOW1D_TFG.


https://github.com/JoseOrtega51/LAVAFLOW1D_TFG

2. Modelo

El modelo empleado consta de diferentes partes: las ecuaciones a resolver, los modelos reologicos
y su integracion en el flujo promediado, la transferencia de calor y el perfil de temperatura, que

a diferencia de los trabajos previos, se supondra no uniforme.

2.1. Ecuaciones del modelo

La derivacion de las ecuaciones se realiza promediando las ecuaciones de Navier-Stokes en la
vertical, el caso de la conservacién de la masa y cantidad de movimiento se detalla en el anexo
A. La ecuacién de conservacion de la masa resultante es:

d(ph) 0

0

donde p es la densidad promedio, h es la altura del fluido respecto al fondo y (U(x,y),V(x,y))

son las componentes z e y del vector velocidad promediadas en la vertical:

Zs

U(z,y) = /zs u(z,y,z)dz  V(z,y) :/ v(z,y,2)dz, (2.2)

Zb Zb

siendo zs = z, + h la superficie libre. Las ecuaciones del momento en direcciéon x e y son:

OphlU) 0 ( hoey Loon2) o 9 — 9
5 + o (phU + 2gph + a9 (phUV') = —gph 9 Tt (2.3)
5 T gp (PRUV)+ 2y (phV +59ph” ) = gphfay Thy, (2.4)

siendo 2, la altura del fondo y (7pz, Tpy) las componentes del vector de esfuerzos de resistencia

sobre este, para las cuales se debe hallar una expresiéon adecuada.

Estudiemos la ecuacién de la energfa interna, partimos de la ecuacién completa:
9(pe)
ot

donde v = (u,v,w) es el campo de velocidades, p es la presion, T es el tensor de esfuerzos

+V-(pev)=-V -fq+pqg—pV-v+Vv:T, (2.5)

viscosos, e es la energfa interna, fg son los flujos de calor por conduccion y ¢ es el intercambio
de calor volumétrico. Vv : T representa la disipacién viscosa.

Aplicaremos las siguientes hipotesis: toda la transferencia de calor con el exterior se realiza
a través de la superficie libre y el fondo, luego ¢ = 0; los efectos de la disipacién viscosa en
la energia se consideran despreciables, por lo que Vv : 7 = 0 y, finalmente, se desprecia la
difusion horizontal de calor, por lo que V -fg ~ % = %, esto se justifica porque el gradiente de
temperaturas en la vertical serd muy superior al de la horizontal. Finalmente, de la ecuacion de la
conservacion de la masa se deduce que V-v = (1/p)/(Dp/Dt), gracias a los datos experimentales
presentados en [15] sabemos que el orden de la variacién de densidad maxima es dp/p < 1072,

por lo que despreciaremos este término también.

Ademaés consideraremos que la energia sigue una ecuacion de estado simple de la forma e(T') =
cpT, donde cp es el calor especifico, esto es aceptable porque en los liquidos se cumple T'ds =~

de ~ cpdT [16], siendo s la entropia. Aplicando esto, obtenemos

d(pcpT) n d(pepTu) n d(pcpTv) n IpcpTw) _ Ofq

= 2.
ot Oz oy 0z 0z (26)




Integrando a ambos lados entre z, y z5 y aplicando la regla de Leibniz para derivaciéon bajo la

integral:
# O(pcpT) 0 /z Ozs 0z
W g = T)dz — ), — D)z = =
/Zb 512 = gy | perT)de = (er Tl + (perTle,
~~
= (2.7)
_O0(hT) %2
= Cp 8t - (pcPT)|Zs 8t ?

donde se emplea una barra para indicar el promedio vertical: pT = % f;: pl'dz. Por otra parrte,

# J(pCpTu) O(hpTu) 0zs 0zp
ROEPTY) 4, — ep Y (pepTu)),, 22 Tu)|., 22, 2.
| e = ep SR penTule 5+ (pep Tl (2.8
Zs 0 T
[T A . — (perTw). ~ (perTul., (2.9
2p
Zs 8f .
it = fole— fol = Q. (2.10)

Zb

Y se procede de manera analoga con el resto de términos, de manera que se obtiene, para el

miembro de la izquierda:

A(hpT)  O(hpTu) = O(hpTu) 0zs O0zs 0Oz
—(epTp)|oes. | 22 _
cP( ot " or T oy (rToll= G T Ty ~ V)| T
5 5 =0 (2.11)
Zp Zb
T z=z a_ a )
+(cpTp)| =2, (u 9 +v Y w> .
~

En cada uno de los pasos se han aplicado las condiciones de contorno habituales en SW, las
cuales se pueden consultar en el anexo A. De esta manera, la ecuacién completa es:
d(hpT) N d(hpTu) N O(hpTv)  Q

o o o (2.12)

Despreciaremos los términos cruzados en los promedios, de manera que aproximaremos p1’ ~ pT'
y pTu =~ pTU. Con lo que se llega finalmente a la ecuacién de la energia:
d(hpT) N d(hpTU) N A(hpTV) @

ot Ox oy  cp’ (2.13)

donde se ha eliminado la notacién con barra por simplicidad, pero se debe recordar que todas
las variables son promedios T = T'(xz,y) = fzb+h T(z,y,2)dz.

Zp
Si ahora se considera la parte homogénea de la ecuacion de la energia

O(hpT) n O(hpTU) n O(hpTV)
ot Ox oy

=0, (2.14)

podemos escribir?

o(hT) _ d(WUT)  (hVT)  hT Dp _
e oy thNO. (2.15)

£ = % + (U % + Va%) representa la derivada sustancial del flujo promediado.
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Justificamos la aproximacion final mediante un anéalisis de 6rdenes de magnitud, el término de

la izquierda de esta ecuacion se puede reescribir como D%?) + hT (%—g + %) Comparando el

orden de las derivadas sustanciales:

(KT/p)(Dp/Dt) _ (WT/p)U(0p/0x)  (WT/p)(6p/L) _

~ ~ = —

(D(RT)/Dt) U(d(hT)/dx) hT/L P

QN

1072 (2.16)

donde L es una longitud caracteristica. De manera anéloga la comparacién con el término de la
divergencia de (U, V) llega a lo mismo. El término no homogéneo completa la formulacion.
I(phT) @

El modelo aqui empleado [1] toma como hipotesis principal la dependencia de la densidad segin

un modelo lineal.
p(T) = po+ K(T — Tp) (2.18)

De acuerdo con [1], y con el fin de simplificar la resolucion numeérica posterior, es conveniente
definir la densidad relativa y temperatura adimensional:
K K
r=L 214 2T -T), TV="AT-Tp)=r—1. (2.19)
Po Po Po
De esta manera el sistema hiperbdlico completo en funcién de los parametros adimensionales r

y TV queda como:

d(rh) N A(rhl) N A(rhV)

= 2.2
ot Oc y 0 (2.20)
a(ThU) 0 2 1 2 0 321) Tbx
— | rh —grh —(ph = —grh— — — 2.21
T +3x (T U+ 59" +ay(p uv) grho- p” (2.21)
—(ph — | rh —grh* ) = —grh— — —= 2.22
5 +8x('0 Uv) + 3y <r Ve + 59" gr % " o (2.22)
o(rTY) o(hUTY) O(hVTY)
= 2.2
o T ox T oy 0 (2.23)
con la ecuacion adicional: .
I(phT) @
=" 2.24
ot Cp ( )
Ademaés, de forma trivial, se cumple la igualdad
h=rh—TVh (2.25)

2.2. Modelos reolégicos

En esta seccién se va a abordar el problema de los modelos constitutivos para describir la reologia
de los fluidos que finalmente contribuyen mediante el esfuerzo basal en las ecuaciones de cantidad
de movimiento. El tensor de esfuerzos en un flujo tiene una componente de presiéon proporcional
a la matriz identidad pI y otra de esfuerzos viscosos 7T, ademaés, segin lo expuesto en [17], lo
podemos escribir como:

o=—pl+71=—pl+ ®(l2p)D, (2.26)



donde D es el tensor velocidad de deformacion unitaria, dado por D = D;; = %(@ui + Oiu;),
siendo u; la i-ésima componente del vector velocidad. Ademés la funcion ® es una funcion escalar

de Ivrp = %Tr (D2). Aplicaremos el modelo viscopléastico de Herschel-Bulkley, que afirma que

T0 m—1

2K o (41 2.97
\/ITDJF o(4l2p) 2, (2.27)

donde 19, K¢ y m son pardmetros a determinar. Asumiendo un flujo con componente de ve-

®(Ip) =

locidad nula en direccion vertical: (u(z,y, 2),v(z,y,2),0) = W(z)n, donde el vector unitario
n = (Nugz, Ny, 0)7 marca la direcciéon y sentido de la velocidad, se puede llegar ([17]) a que el

tensor de esfuerzos viscosos tiene la forma:

0 0 Ny
T = T(Z) 0 0 Ny ) (228)

Nug  Nuy 0

donde 7(z) es el esfuerzo de corte en la direccion del flujo.

(2) = <1>(12D)%%, (2.29)
2
Lp = i <ddi/> . (2.30)

Un fluido Newtoniano es el que sigue una ley reologica més sencilla. Viene determinado por el
siguiente valor de los parametros 7o = 0, m = 1y K¢ = p representa la viscosidad dindmica del
fluido. De esta manera se recupera la conocida Ley de Newton:

aw
T(2) = P (2.31)

Una modificaciéon sobre el modelo de Newton consiste en considerar un esfuerzo umbral minimo
para comenzar a deformar el fluido. Por lo tanto tendremos 79 = 7, y el esfuerzo viscoso queda

CcOomo: AW
T(Z) =Ty + ,LLE, (232)

es lo que se conoce como fluido de Bingham.

2.2.1. Dependencia de la viscosidad y el esfuerzo umbral con la temperatura

Para modelar los efectos de la temperatura sobre la reologia emplearemos la Ley de Andrade
para la viscosidad [18, 19, 1]:
w(T) = Ayexp (By/T) (2.33)

y la formulacion para la dependencia del esfuerzo umbral |20, 1]:

7y(T) = Ar + Brexp (C;T) (2.34)

Para este trabajo necesitamos determinar unos parametros viscosidad y esfuerzo umbral aparen-
tes factibles y nos fijaremos en las estimaciones de [21] sobre la zona volcanica Oeste de Islandia
calculados a partir de observaciones morfologicas asumiendo un modelo de Bingham.

p=(589+1,12)-10° Pas y 7, =(2,10+0,26)-10° Pa



En esta referencia se incluyen también otros valores de viscosidad del orden de 10° Pa, pero
el modelo que se emplea en ese caso es Newtoniano, por lo que es natural que la viscosidad
efectiva sea muy superior. Como s6lo nos interesa, por el momento, que estos parametros den un
orden de magnitud correcto, pero que no necesariamente representen un caso real, impondremos
(T = 1500K) = 10 Pas y u(T = 1100K) = 10* Pa-s y para el esfuerzo umbral supondremos
A; = 0 e impondremos 7(T = 1500K) = 10° Pa y 7(T = 1100K) = 10* Pa, los parametros
calculados se pueden ver en la tabla 2.1 (Fluido 2), junto con otros parametros de un fluido
arbitrario (Fluido 1), el cual tiene fines ilustrativos.

| A- (Pa) B (Pa) C, (K™') A, (Pas) B, (K)
Fluido 1 10 2000 -0.02 0.08 1200
Fluido 2 0 5.6-106 -5.8.1073 1.77 9500

Tabla 2.1: Parametros estimados para un fluido arbitrario con fines ilustrativos (Fluido 1) y una
posibilidad de lava liquida (Fluido 2).

2.2.2. Relaciones de cierre para flujos promediados

Para incorporar estos modelos a las ecuaciones SW de flujo promediado es necesario obtener el
esfuerzo basal 73,. Para ello un posible modo de proceder, como se detalla en [17], es el siguiente:

1. Suponer un esfuerzo de corte simple, es decir, un perfil de esfuerzos lineal en z:

2. Integrar el perfil de velocidad W (z) empleando que, por las relaciones 2.30 y 2.29, 7(z) es

aw

funcion de ..

3. Promediar W (z) en la vertical y despejar la relacion 7,(W):

_ 1 [ _
Wy, h) = h/ W (2, h)dz —> 7, = F(W, h).
2p

Notese que al resolver el sistema de nuestro interés, identificaremos W = |(U, W)|. Si aplicamos
al caso Newtoniano este procedimiento para estimar el esfuerzo basal asumiendo temperatura
uniforme (ver apéndice B) se obtiene:

= ——. (2.35)

Para el caso de un fluido Bingham obtenemos una ecuacion de tercer grado en 7, (ver apéndice
B), la cual es resoluble de manera analitica.

w
-3 <Ty + 2“|h’> 2+ 2m8 =0, (2.36)
que se reduce al caso Newtoniano para 7, = 0.

Una primera aproximacion para introducir las dependencias de la viscosidad y el esfuerzo umbral

con la temperatura es simplemente considerar una temperatura uniforme en la columna de fluido



y aplicar las relaciones 2.35 o 2.36. Esta es la forma de proceder que se emplea en [1|. Sin
embargo, aqui se propone una nueva formulaciéon que consiste en asumir un perfil de temperatura

aproximado T'(z) y derivar una nueva expresion para el esfuerzo basal.
Supongamos un fluido de Bingham y un perfil de temperatura T'(z), de forma que:
aw

dz

Suponiendo que z = 0 coincide con el fondo, e introduciendo la hipétesis de perfil de esfuerzo

7(T(2),2) = 7(T(2)) + (T (2)) (2.37)

lineal, tendremos:

7 (1= 2) = (A + Brexp (C,T(2) + (A exp (B,/T(2))) dOTW (2.38)
Por lo tanto:
Th (1 — g) — (A; + Brexp (C;T(2))) .
W) _ VA, exp (B,/T(2) sin(z) > n(T(=), (2.39)
0 si (2) < 1y (T'(2)).

En general esta integral es no elemental, por lo que se hace imposible llegar a una relacion
analitica directamente. Ademas, no es posible implementar la integracién numérica directamente
dentro del programa que resuelva las ecuaciones pues es necesario invertir la relacién, es decir,
la integral necesita conocer el valor de 7, para obtener W, mientras que lo que en la resoluciéon
necesitamos calcular 7, a partir de W. Para abordar este problema se aplica una aproximacion

numérica que se resume a continuacion:

1. Elegir un perfil de temperatura que se pueda describir univocamente especificando la altura
h del fluido y la temperatura media del perfil T y seleccionar un rango de trabajo en el
que se estima que se moveran los parametros del modelo:

T S [Tmin,Tmax} h e (07 hmax] Ty € [Ty7 7—bmax]
y tomar un nimero Np, N y N, de valores de cada parametro en el intervalo.

2. Integrar numéricamente W(z) para cada combinacion de pardmetros, obteniendo Np x

Ny, x N, perfiles W (z; (T, h,7)).
3. Promediar numéricamente cada perfil de velocidad para obtener W (T, h, 7).

4. Proponer una dependencia funcional 7, = F(W, T, h) en base a lo observado en los resul-

tados del célculo numérico previo. (O interpolar los valores durante la simulacion).

Este proceso se ha implementado en Python. Proponer una dependencia funcional aproximada
es un proceso complejo y por ello se trata de simplificar empleando nitimeros adimensionales y
el Teorema IT de Vaschy-Buckingham [22]. Consideremos el caso del perfil de temperatura no

constante mas sencillo: un perfil lineal?.

T(z) = Ty — %(Th ~ ), (2.40)

2Se expresa en funcién de T, y T, siendo equivalente a T(z) = Ty, — ATz/h, donde AT es la diferencia entre

la temperatura en el fondo y la superficie.



donde T}, (constante) es la temperatura maxima de la columna en z = z,. Como se puede ver
en la figura 2.1, una eleccién tan simple de perfil de temperatura puede modificar fuertemente el
perfil de esfuerzo umbral y velocidad para una misma temperatura promedio. En la figura cabe
destacar también el efecto del del esfuerzo umbral: cuando el esfuerzo (linea negra) es menor

que el esfuerzo umbral no se produce deformaciéon del fluido, es decir, la velocidad se mantiene

constante.

4_ fs .

23 — 1,(T(2) § '

NoL N Ty(T) 1 b
— 1(2)

1F T /

O | , , LT , , , , , ,

0 25 50 75 100 125 0 10 20 30 40 50 60
T (Pa) u (m/s)

Figura 2.1: Perfiles de esfuerzo (izda.) y de velocidad (dcha.) para el Fluido 1 asumiendo tem-
peratura uniforme o un perfil lineal con méaximo de 400 °C. En ambos casos el promedio es de
270 °C.

En este caso concreto tenemos diez parametros dimensionales: A,, B, A, B;, C;, T, Ty, W,
h y 7 v tenemos cuatro dimensiones que intervienen: longitud, tiempo, masa y temperatura.
Podemos simplificar las dependencias a seis parametros adimensionales 111, Ilo, ..., Ilg. Si tomamos
como base de adimensionalizacion {A,, By, Ty, h} podemos encontrar los siguientes ntimeros

adimensionales:
Th WAM T A BH
I =—, IIh=—2% Il3=—, II,=0C.T IIs = —, IIg=—.
1 Bq—, 2 Bq—h y 3 Th’ 4 TLh, 5 BT; 6 Th
De esta manera, el teorema II nos asegura que existe una dependencia:
f(IIy, Iy, ..., ) = 0. (2.41)

Sin embargo, una vez fijadas las caracteristicas reologicas de la lava y el pardmetro T}, los
numeros Ily, II5 y Ilg seran fijos, por lo que la dependencia se reducird a una ecuaciéon de la

forma:

f(IL, g, IT3) = 0. (2.42)
Cuando se realizan numerosas integraciones para diferentes valores de parametros se observa que,

de manera aproximada, IIs depende de manera lineal con I, siendo la pendiente de esta recta
y la ordenada en el origen funciones de II3, por lo tanto:

II; = fl (Hg)Hl + fg(Hg,) (243)

Como paso final, por simplicidad, absorberemos los parametros fijos que forman los ntmeros
adimensionales en las funciones fl y fg, quedando una relaciéon dimensional:

w _ _

ﬁ = f1 (T)Tb + fg(T) (244)



Esta dependencia se puede observar en los ejemplos mostrados en la figura 2.2 para dos conjuntos
de parametros diferentes. Para el célculo de esta gréafica se emplearon 20 valores de 7, y h 'y 40 de
T, es decir, 16000 integrales en total. No se han representado todos los valores de temperatura
puesto que las rectas no se apreciarian bien, pero si que se han dibujado todos los valores de h, de
manera que cada punto de la figura son en realidad 20 puntos superpuestos, correspondientes a los
valores de h para cierto valor de esfuerzo y temperatura. Esto sirve para comprobar la conclusion
derivada del Teorema II: podemos eliminar un pardmetro pues U y h no son independientes, sino

que soblo es representativo su cociente.

15f ] ]
< 10f y i
2
< ]
= ]

0_ T .

0 20 20 60 80 100 200 600 800 1000 1200 1400
T (Pa-s) T (Pa-s)
(a) Fluido 1, T},—400 K (b) Fluido 3, T),~1500 K

Figura 2.2: Dependencia lineal de W /h con 73, como se expresa en 2.44, cada recta se corresponde

con una temperatura diferente. El perfil de temperatura se asume lineal.

Hemos logrado asi reducir el problema al ajuste lineal de sucesivas rectas de temperatura cons-
tante y la aproximaciéon de dos funciones de una variable f; y fo. Cabe destacar que la forma
de estas funciones varia segtn el valor de los parametros empleados, pero es sencillo encontrar
un buen ajuste. En particular, se ha observado que unas funciones que funcionan relativamente

bien una gran cantidad de parametros diferentes son:
fi (T) = A + B1Tn1, (245)

foT) = AsT? + BoT? + Co, (2.46)

siendo A1, By, n1,As, Bs y Cy constantes de ajuste. Dos ejemplos pueden ver en la figura 2.3. La
relevancia de este resultado es que, como veremos, si se prueba con otros perfiles de temperatura

més complejos, las relaciones aqui obtenidas se mantienen de manera aproximada.

2.3. Modelo de transferencia de calor para el flujo promediado

En este trabajo consideraremos un modelo sencillo que no diferencia entre corteza y lava liquida,
pero que incluye los principales mecanismos de transferencia de calor: conveccién y radiacién en
la superficie y conduccion en el fondo. La conveccion se tomara proporcional a la diferencia entre

la temperatura de la superficie de la lava y el aire:

Qconv = hc(Ts - Tair)a (247)
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Figura 2.3: Ajuste de las pendientes y ordenadas en el origen segtin 2.44 para obtener las funciones

f1(T) yf2(T). El perfil de temperatura se asume lineal.

donde h. es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién. Para la transferencia de calor

por radiacion se emplea la Ley de Stefan-Boltzmann:

: —
Qraa = ea(T" =T, (2.48)
donde € es la emisividad superficial de la lava, hay cierta discusién sobre el valor adecuado, las
medidas experimentales de [12]| lo calculan en torno a 0,74, mientras que otras fuentes prefieren
un valor mas cercano a 0,90-0,95 ([11]) y o = 5,67 - 1078 W/(m?K %) es la constante de Stefan-

Boltzmann.

Para la conduccién en el fondo emplearemos

. oT
Qcond = —K % s (249)

Z=Zzp

donde k es la conductividad térmica. En el contexto de una simulaciéon de flujo promediado no
dispondremos directamente de los valores de T y 8—T’ __, sino que tendremos que calcularlos a
0x lz=2,

partir de T y el perfil de temperatura asumido, cuando tenga sentido hacerlo.

2.4. Perfiles de temperatura aproximados

El perfil lineal es sencillo pero poco realista, por ello se proponen a continuaciéon otras dos

opciones.

2.4.1. Perfil lineal a tramos

Un avance en el perfil asumido consiste en asumir que cerca de las zonas donde hay transferencia
de calor (fondo y superficie), se forma una capa limite térmica de grosor o7 = h/n y en el
resto del fluido es constante (figura 2.4). Este modelo es similar al planteado en [5], aunque
solo consideraban este efecto en el fondo. Tomaremos n = 4 segtn lo sugerido en [6], donde se

hace una estimacion suponiendo un mecanismo de transferencia de calor por conduccion. De esta
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manera;
Ty + (Th — Ty) 52 si z < h/n
T(z) =< Ty si h/n<z<h(l—-1/n) (2.50)
Tb—i-(Th—Tb)%(h—Z) si z>h(1—1/n)

con Ty, = nT — Ty (n — 1) la temperatura en el fondo y la superficie.

5

4.

z (m)
<

0 50 100 150 200 250 300
T (K)

Figura 2.4: Perfil de temperatura con n =4, 7T, =300 Ky T =270 Ky h = 5 m.

5F ] 5f :
// — T(2)
af 1 4 T ]
€3_ — Ty(l_"(Z)) ] €3_ ]
= Ty(T) =
N o () SP1s ]
1 1 1 ]
O- 1 1 1 1 ] O- 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 0 2 4 6 8
T (Pa) u (m/s)
(a) Esfuerzo umbral (b) Velocidad

Figura 2.5: Comparacion de perfiles de esfuerzo umbral y velocidad entre el caso de temperatura
constante y el caso de doble capa limite térmica para el Fluido 1 con 7, = 50 Pa. Parametros de
temperatura: n =4, Tj, =300 Ky T =270 K y h = 5 m.

Con este perfil (figura 2.5) se observa una clara diferencia respecto al perfil lineal (figura 2.1):
hay dos cortes entre el perfil de esfuerzo y el de esfuerzo umbral, asi por debajo del primer corte
la velocidad es nula y por encima del segundo es constante. Esto es similar al efecto de las dos
cortezas que se forman en la lava y se incorporara al modelo promediado mediante la dependencia
del esfuerzo en la base y la velocidad promedio. Ademés, podremos aplicar el mismo razonamiento
de numeros adimensionales que se aplico al perfil lineal, ya que depende de los mismos parametros

dimensionales.

2.4.2. Perfil calculado con difusién de temperatura

Trataremos de aproximar un perfil mas realista que los anteriores mediante la aplicacion del
modelo térmico a un caso de lava en reposo y con simetria de traslaciéon horizontal. Es relevante
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recalcar que la intencién de esta aproximacion no es calcular con precision la temperatura en la
columna pues al integrar en la vertical para hallar 7, perdemos la informacién de los detalles.
En su lugar estaremos interesados en relacionar la temperatura promedio 7" con un perfil que se

asemeje algo mas a la realidad y capturar sus efectos sobre la dinamica final.

Si se asume, como es comun [11, 10], que en el interior del fluido la transferencia de calor se da

exclusivamente por conduccion, el sistema para resolver la temperatura en el perfil queda como:

(OF T <z<h, t>0
— == —00<z
ot 0z2 ’
Condiciones de contorno:
oT 1 . )
a_ - _7(Qrad + Qconv)
0z |, K
(2.51)
lim =1,
Z——0Q0
Condiciones iniciales:
T(z,t=0)=T, si h>z>0
(T(2,t=0)=T, si 2<0

donde « es la conductividad térmica y o = k/(Cpp) es la difusividad térmica. Ademéas T}, es
la temperatura inicial de la lava y T la temperatura de la roca. Este célculo se hard con una
altura de fluido h = 1 m y lo escalaremos para diferentes alturas mediante la transformacion
2/ — hz. Con las condiciones de contorno elegidas esto no es verdad, pero esta aproximacion
nos permitira mantener la dependencia univoca del perfil de temperatura con T y h. Se realiza
a modo de ejemplo el calculo para unos valores aproximados a = 1,21 - 1078 m?/s constante,
correspondiente a p = 3000 kg/m?, k = 1 W/(m-K) y ep=1100 J/(kg-K) y se toma T}, = 1500
Ky Ty = Tgir = 300 K. Se emplea un método de Euler explicito, los resultados para varias

temperaturas medias se pueden ver en la figura 2.6a.

1.0_ T T T T i 4 600 T 1 :
t
1400f .
0.5} ] ;
1200f -
0.0} ag o i
< F —— T=1500K 22, 1000[ i
N » H
_ost T=1400K ] oo b ;o
—— T=1300K 800 E
_1.0t —— T=1200K | 600k ]
. — T=1100K /
_15} — T=1000K | 4001 ]
250 500 750 1000 1250 1500 1100 1200 1300 1400 1500
T (K) T (K)
(a) Perfiles de temperatura h = 1 m. Por debajo (b) Temperatura en la superficie libre.

de z = 0 se trata de roca base

Figura 2.6: Resultados del calculo numérico del modelo 2.51.

Para evaluar la transferencia de calor se halla el valor de la temperatura en la superficie como

funcion de la temperatura media (figura 2.6b) y se ajusta a una funcién de la forma:

ATy =T +1)™ si T<T
= A= TH)™ s T < (2.52)
Th S1 T:Th
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Para los los perfiles aqui representados el ajuste da A; = 1548 y ngy = 0,25.

Conviene recalcar que cada perfil T'(z) tiene un rango de temperaturas medias factible, que esté
comprendido entre el valor para el cual la temperatura en la superficie iguala a la temperatura
en el aire (Ty;r) vy el valor maximo del perfil (73). En la tabla 2.2 se especifican estos rangos de
temperatura, asi como el valor de la temperatura en la superficie y la transferencia de calor por
conduccion con el suelo segin la expresion 2.49, el perfil lineal no es apto para esta transferencia
porque el flujo de calor irfa hacia dentro de la lava.

Perfil de temperatura [Tmin 5 Trmax] T,(T) Qcond(T, h)

1 _
Lineal (240) {Q(Tair + Th) , ThJ 27 — Ty, NO
n—1

1 _
Lineal a tramos (2.50) [nTaiT + Ty , Th} nT — (n—1)T} —/ﬁ?ﬁ(Th —1Ty)

h
Modelo de difusion (2.51) (Tair » Th) Ajuste/Interp. | Ajuste/Interp.

Tabla 2.2: Resumen del rango de validez de temperaturas, temperatura en la superficie (T) y
transferencia de calor por conduccién en el suelo para los tres perfiles considerados.

3. Simulaciéon 1D

3.1. Método numeérico

En una dimension el sistema 2.20-2.24 se simplifica, pues desaparece la ecuaciéon del momento
en direcciéon y, as{ como la variable V' y todas las dependencias con la coordenada y. Podemos

emplear una notacién compacta:

rh rhU 0 0
U= | rhU |, FU)=| rhU?+3grk® |, Sy=| —grhS2 |, S,=| -2
TV hUTV 0 0

(3.1)
donde U es el vector de variables conservadas, F(U) el vector de flujos y S, y S; son términos
fuente. Se puede asi escribir de dos formas equivalentes:

oU  0F(U) ou ou
— Lo — — = 2
8t+ 7 Sy +S; & e +J8x Sy +S- (3.2)
siendo J = 85([? ) el jacobiano del flujo. Se ha particularizado el método 2D explicado en [1] para

este sistema 1D (ver anexo C) y se ha implementado en C. Podemos escribir de manera general
el método de voltimenes finitos explicito de primer orden como:
At At
nt+l _ tn _ P w =Y
Uit =Uy - = [F Fi_;] + Az (Sy+S-) (3.3)

donde Fi 1 es el flujo numeérico en la pared de la celda y Sy v S, son las aproximaciones de

los termlnos fuente en la celda. El esquema de Godunov consiste en en el célculo de los flujos
mediante un resolvedor de Riemann en las fronteras de celda, concretamente se usaré el método

de Roe, que emplea la linealizacién local del problema mediante jacobiano aproximado J en las
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fronteras de la celda. Ademaés los términos fuente gravitatorios se introducen de forma upwind y
los términos de friccién con aproximaciéon puntual centrada en la celda. El método queda entonces

como:

A - - - ~ A
U?+1 = U;L — F; (Z()\k&k — ﬁk)ék> + (Z(Akdk - 5k)ék) Fi, (ST)z (34)
i+ i3

k+ k—

donde \; son los autovalores del jacobiamo aproximado, de forma que existe una matriz P
de cambio de base tal que P~1JP = diag(jq,jxg,;\g)T, &y, son las amplitudes de las ondas
propagadas: (a1, &e,a;)? = P716U, & son los vectores de la base en la que al jacobiano es
diagonal y B son las proyecciones del término fuente gravitatorio sobre los vectores de esta base.
La notacién k= indica la suma sobre los autovalores del correspondiente signo. Los detalles del
calculo de estos valores se explican en el anexo C. Para asegurar la estabilidad del método es

necesario que en cada paso de tiempo las ondas sblo atraviesen una celda, de manera que en

cada una de ellas se define un salto de tiempo méaximo: At; = ﬁm y globalmente se puede
controlar con una condiciéon de CFL:
At = CFL-min At; con CFL € (0,1]. (3.5)
1

Tras la resolucion del sistema anterior, se calcula una temperatura provisional en cada celda , la

cual se actualiza segiin la ecuacién 2.24:

hy = (rh)i Tt — (RTV)

(2 * .
e (BT ATy b= T 17 Atpo(r%ncp (3.6)
COTR ’
y finalmente se calculan las variables en el instante posterior como:
po(rh); ™ (rhU);
P = KT D), B =S, U =T (D)
i i

Ha sido necesario también incluir una correccién de la entropia, el método se puede consultar en

el anexo C.

3.2. Casos test
3.2.1. Test 1: Rotura de presa sobre fondo seco horizontal

Se realiza una prueba de referencia para fluidos de tipo Bingham que se puede encontrar en la
literatura [17, 23, 24|, consiste en una rotura de presa 1D con altura hyp = 30,5 m y extension
inicial £o9 = 305 m, el fluido debe tener una densidad p = 1835 kg/m?, viscosidad p = 100 Pa-s
y esfuerzo umbral 7, = 1500 Pa. Para este caso, se puede encontrar una solucion de equilibrio
analitica [24] aproximada asumiendo un perfil parabolico, de lo que se obtiene que la posicion
méaxima alcanzada por el fluido es z; = 1896 m. Ademas, se realizard la prueba con parametros
dependientes de la temperatura para el modelo que s6lo depende de la temperatura media y para
un perfil de tipo lineal a tramos. La configuraciéon completa de los casos se expone en las tablas
3.1y 3.2, cabe destacar que lo que se busca con esta configuracion es un rapido enfriamiento del

fluido para evaluar los efectos .
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| T(z) o K T, A, B, C, A, B,

T=CTE NO 1835 Indiferente 450 1500 0 0 100 0
T. Media T 1835 -0,1 300 0 30431 -0,00602 3,16 1726,9
Perfil Lineal a tramos 1835 -0,1 300 0 30431 -0,00602 3,16 1726,9

Tabla 3.1: Test 1. Configuracion de los parametros del fluido. (Unidades del SI).

Lep (3/(ke'K) Tr(K) T (K) he (W/(m*K)) ¢
T=CTE Indiferente 450 450 Indiferente Indiferente
T. Media 1 450 500 100 0,74
Perfil 1 450 500 100 0,74

Tabla 3.2: Test 1. Configuracién de la transferencia de calor.

30p Condicién inicial 7 30p Condicién inicial ]
25k —— Analitica (limite) 1 25k —— Analitica (limite) 1
~--- T=CTE, ~--- T=CTE,
JEL S A R R p— Modelo T media |1 2% Modelo T media ]
E 15F T —— Modelo perfil ] E 15k —— Modelo perfil ]
N N
10 b 10F & .
5 - 5F o ]
0- 1 1 l 1 1 1 ] 0- 1 1 1 1 . 1 ]
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
X (m) X (m)
(a) t =20s (b) t =100 s
Figura 3.1: Test 1. Evolucion de la superficie libre para los diferentes modelos.
17.5F7 T T T i 17.5F7 T T
---- T=CTE,
15.0p 5.0 Modelo T media 1
12.5F 12.5F —— Modelo perfil
f\c’? 10.0f f\(’? 10.0F
= 7.5F s 7.5F
5.0F -—— T=CTE, - 5.0F
Modelo T media
2.5¢ —— Modelo perfil 2.5¢ A
0.075 5001000 1500 2000 0.075 500 1000 1500 2000
X (m) X (m)
(a) t =20s (b) t =100 s

Figura 3.2: Test1l. Evolucién de la velocidad para los diferentes modelos.

En las figuras 3.1 y 3.2 se representan respectivamente la superficie libre y la velocidad para
dos instantes de tiempo diferentes. Ademas, en la figura 3.3 se puede ver la evolucién de la
temperatura para los casos en las que hay transferencia de calor y es destacable que la zona frontal
de la masa fluida se enfria de manera mas rapida debido a que tiene una altura menor. Finalmente,

en la figura 3.4 se tiene el caso de estético, cuando la masa se ha frenado y se ha quedado en
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510 . . . : 30F” - - - ]
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10F .
460 ] e
5f T ]
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Figura 3.3: Testl. Evolucion de la tempe-

ratura del fluido

Figura 3.4: Test 1. Estado final de equili-

brio para los diferentes modelos (T =400

s).

3000 Temp. uniforme A
Perfil a tramos

2800r ]
©

& 2600f ]
L_J

2400r .

2200- 1 1 1 1 1 1 A

450 460 470 480 490 500

T (K)

Figura 3.5: Test 1. Esfuerzo en el fondo como funciéon de la temperatura para el caso W/h = 1.

un equilibrio determinado por el esfuerzo umbral. Se observa una buena coincidencia entre el
punto de parada predicho mediante la aproximaciéon analitica y la simulacién con la temperatura
constante en z; ~ 1896 m. En las simulaciones en las que hay transferencia de temperatura
este perfil se frena antes ya que, debido a la dependencia que tiene 73, con la temperatura media
(figura 3.5), segin disminuye la temperatura el esfuerzo aumenta para ambos casos, en mayor

medida inicialmente para el caso con un perfil a tramos.

3.2.2. Test 2: Propagacion sobre plano inclinado

En esta seccion se van a emplear los parametros del Fluido 3 (tabla 2.1) para simular la caida de
lava en un plano inclinado con un desnivel de 100 m a lo largo de 3000 m (figura 3.7). Se supone
un flujo de entrada de 2 m?/s por unidad de longitud transversal. La lava fluye inicialmente a
una temperatura de 1500 K. La temperatura del aire es de 300 K, el coeficiente de conveccién es
he = 50 W/(m?K) y la emisividad € = 0,74. Ademas, cuando se emplee un perfil de temperatura,

se incorporara una conduccion con el suelo con conductividad térmica de K = 1 W/(m-K).

Se realizaran pruebas comparativas empleando diferentes perfiles y evaluando la diferencia entre
la transferencia de calor con o sin conduccién. Las configuraciones se resumen en la tabla 3.3.
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En la tabla 3.4 se presentan los parametros obtenidos al ajustar las funciones 2.45 y 2.46 con
los perfiles de temperatura empleados. La bondad del ajuste se evaltia mediante la raiz del error

relativo cuadrado (RRSE):
iy (i = )

RRSE = (3.8)
25\41 (7 —m)?
Configuracion Perfil Conduccién
M Uniforme No
L1 Lineal a tramos No
L2 Lineal a tramos Si
T Modelo de difusion (2.51) No
Tabla 3.3: Test 2. Configuracion de los diferentes escenarios.
Perfil A1 B1 ng Az B2 C2 RRSE

Lineal a tramos 1.38:1073  1.88-10~2 23.1 -181 226 -6.00 | 0.066
Modelo de difusion | -1.42:1073  4.45 1072 3.03 3.61 -6.47 1.63 0.094

Tabla 3.4: Test2. Parametros de ajuste para las funciones 2.45 y 2.46. Unidades del SI.

22500¢ —— Temp. uniforme 1 120 s
20000F —— Perfil a tramos B
—— Perfil conduccién ,.\100' 7
17500F 18
T 15000F iz 8o 1
& <
12500} jo 60 ]
[ i
10000F 1+ 4o0f ]
N
7500¢ 7 20F ]
5000F : ok ]
1200 1250 1300 1350 1400 1450 150C 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
T (K) X (m)

Figura 3.6: Test 2. Esfuerzo en el fon- Figura 3.7: Test 2. z; + 10h en t=3450 s.
do como funcién de la temperatura para FEscala distorsionada para mejor visualiza-
W/h = 1. cion.

Observamos en la figura 3.9 que el frente avanza de manera méas rapida en el caso en el que se
emplea algun tipo de perfil (L1, L2 y T) que en el que supone una temperatura constante en la
vertical (M), esto se debe a que el esfuerzo en el fondo (figura 3.6) es menor para estos perfiles,
reflejando que la zona interior estd mas caliente y tiene una menor viscosidad y esfuerzo umbral.
Cabe destacar que en el caso del perfil lineal a tramos, para las zonas de temperatura alta, el
esfuerzo en la base es ligeramente superior que el caso con temperatura media, este hecho se
debe a que los bordes del perfil se enfrian mucho mas rapido y mientras la temperatura media
es elevada, este efecto es relevante y hace que 7, sea mayor, lo que se refleja en la figura 3.9a, ya
que este perfil (L1 y L2) comienza avanzando méas mas lento, para después adelantar al caso M.
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Figura 3.8: Test 2. Evolucion de la temperatura.
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0.0%4"=="500""T000 1500 2000 2500 3000 0.0 =500 "T000 1500 2000 2500 3000
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(¢c) t =1950 s (d) t = 3450 s

Figura 3.9: Test 2. Evoluciéon de la altura del fluido sobre el fondo.

En la figura 3.8 se representa la temperatura del fluido en dos instantes de tiempo diferentes,

destaca que la temperatura inicialmente es similar en todos los casos, pero cuando el fluido esté

més frio la transferencia de calor en aquellos con perfil no constante se hace menor, dado que la

conveccion se efectiia teniendo en cuenta la temperatura en la superficie, diferencidandose de la

distribucién de temperaturas.

Por otra parte, es notable la poca diferencia que existe entre los casos L1 y L2, concluyéndose



que la transferencia de calor por conduccién es poco relevante, lo cual es coherente pues la lava
tiene una conductividad térmica pequena, haciendo que sea despreciable frente a la conveccién

y radiacion.

4. Simulacién 2D: Integracion en PEKA2D

PEKA2D es un software de simulaciéon de flujo promediado desarrollado por el grupo TFD, y
que es la base de las herramientas RIVERFLOW2D™y O0ILFLOW2D™, comercializados por la empresa
Hydronia. Durante la investigacion que llevo a la publicacion de [1] se incorporé el modelo de
transporte de la temperatura supuesta uniforme en la vertical. En este trabajo se ha generalizado

asumiendo un perfil de temperatura no uniforme. Se presentan a continuaciéon dos aplicaciones.

4.1. Casos test
4.1.1. Test 3: Basalto fundido sobre un plano inclinado

Se analiza ahora un caso propuesto en [25] como benchmark para evaluar modelos de simulacion
de flujos de lava. Consiste en un experimento en el cual se vierte basalto fundido (220 mL/s a 1050
9C) sobre un plano inclinado 12,25°. Para su simulacion se emplean los valores de emisividad y el
coeficiente de conveccion recomendados en este articulo: € = 0,95 y h. = 2 W/(m?K). Ademas
se supone que la densidad tiene un valor de p(7) = 2350 — 0,01(T — 1073 K) kg/m?®. Se compara
el modelo de friccién con temperatura constante en la vertical y el que emplea un perfil lineal a
tramos, los parametros de la viscosidad y esfuerzo umbral se calibran en cada uno de ellos para

ajustar los datos experimentales y se presentan en la tabla 4.1.

| A- (Pa) B: (Pa) C. (K') A, (Pas) B, (K)
T uniforme 0 35-106 -0.01 0.05 9500
Perfil a tramos 0 37-106 -0.01 0.03 9500

Tabla 4.1: Pardmetros de ajuste para los modelos empleados en la simulacién del experimento.

En la figura 4.1 se muestra el estado de la simulacién en ¢t = 42 s y en la 4.2b se presenta la
comparacion entre las medidas experimentales y simuladas del alcance de la lava en la direcciéon de
la pendiente. Se puede observar como la coincidencia con los valores experimentales es aceptable.
La discrepancia principal es que, en torno a 20 s, se aprecia como el frente acelera, lo que puede
deberse a irregularidades en el vertido de basalto fundido, o a la ruptura de la capa superficial
solida que se forma sobre el fluido. Ademas, tras la diferente calibraciéon de los parametros, se

obtiene que el avance de lava es muy similar en ambos modelos.

En la imagen 4.3b se muestra la medida del calado maximo en una seccién transversal a la
pendiente situada a 50 cm del punto de vertido. Se observa que los valores experimentales son
superiores a los simulados, pero que el caso del modelo con un perfil no uniforme es mayor que

aquel de temperatura uniforme en la columna, siendo més parecido a las medidas experimentales.
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Y (M)

X (m)

(a) Temperatura (b) Altura respecto al plano inclinado

Figura 4.1: Test 3. Simulacion a los 42s. Se marca la linea sobre la que se extraen los perfiles.

30¢ ] 80p =
60r 8
AZO_ . —~~
g g
S S 4o0p ]
< b
10f i .
20F Experimento 4
—— Modelo T media
o —-—- Modelo perfil
O- 1 1 1 1 1 1 1 ] O-I i 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 0 10 20 30 40
X (cm) t (s)

(a) Simulacion con el modelo con perfil de tem- (b) Comparacion de experimento y simulaciones.

peratura

Figura 4.2: Test 3. Seccién a lo largo de la recta central del plano inclinado.

4.1.2. Test 4: Volcan de La Palma

Como caso final, se aplicara el modelo a la simulacion de la erupciéon de septiembre de 2021 en
La Palma, Las Islas Canarias. Para la simulacion de este modelo partiremos de los resultados
del articulo [1], en esta referencia la ley de viscosidad empleada es ligeramente diferente que la
descrita aqui (expresion 2.33):

u(T) = yexp(—¢T), (4.1)

pero todo el proceso para el calculo del esfuerzo en el fondo a partir de un perfil de temperatura
es aplicable de igual manera, los parametros que obtuvieron los autores ajustando la evolucién de
la colada de lava a las medidas por satélite se reflejan en la tabla 4.2. Se simulara el caso con el

modelo que supone temperatura uniforme y con un perfil obtenido de la resoluciéon numérica de
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(a) Simulaciones en t=42 s. La posicién de la (b) Comparacién de experimento y simulaciones.
sonda se marca en linea discontinua.

Figura 4.3: Test 3: Calado a 50 cm de distancia de la zona de vertido.

Océano Atlantico

Figura 4.4: Test 4. Terreno y detalle del mallado.

la ecuacion del calor (2.51), los pardametros de ajuste a este tltimo se pueden ver en la tabla 4.3.

Los datos de la topografia del terreno se han obtenido del Instituto Geografico Nacional,. Este

dominio se ha mallado con 108167 celdas y més refinada en la zona por donde previsiblemente

fluira la lava, se puede ver en la figura 4.4. El caudal de la tnica fuente que se considera es el

descrito en [1].

K (kg/(m*K)) A, (Pa) B, (K1) 5 (Pas) & (K1)
-0.1 2,5-106 429-1073 2,0-107 5,02-1073

Tabla 4.2: Test 4. Ajuste de parametros a las leyes 4.1 y 2.34 segun [1].
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Figura 4.5: Test 4. Modelo con perfil de difusiéon en t=40h.

h (m)
0 5 10 15 200 400 600 800 1000 1300
— ! _ * |
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0.0 0.5 1 1.5 2.0
ol e — — ! —

Figura 4.6: Test 4. Modelo con temperatura uniforme en t=40h. Se superpone en linea blanca la

medida de satélite.
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A1 B1 ng Az B2 C2 RRSE
1,01-1077 3,14-107° 4.56 0.20 -0.34 -0.038 | 0.20

Tabla 4.3: Test 4. Parametros de ajuste para las funciones 2.45 y 2.46. Unidades del SI.

El método, aunque eficiente, sigue siendo computacionalmente costoso, es por ello que se simulan
s6lo las primeras 40 horas de erupcién, proceso que tarda alrededor de 10 horas en completarse.
Los resultados para el instante final se pueden comprobar en las figuras 4.5 y 4.6, ademas en el
anexo D se aniaden los resultados de algunos tiempos anteriores. Se concluye que la dindmica de
ambos modelos es notablemente diferente, pues para el caso con un perfil no uniforme la colada
de lava avanza mas rapido que en el caso con temperatura uniforme, alcanzando a la costa en
las 40 primeras horas. Esto refleja el mismo comportamiento que se ha visto en otros test. Es de
relevancia especificar que la calibraciéon de parametros se realiz6 con el modelo de temperatura
uniforme, por eso la coincidencia con los datos del satélite es mejor en este caso, no se ha realizado
el mismo proceso con el nuevo modelo debido al elevado coste computacional de cada simulacién.

5. Conclusiones

Se ha desarrollado e implementado un método para introducir los efectos que tendria sobre las
ecuaciones del flujo promediado un perfil de temperatura no constante en la vertical y se ha
puesto a prueba en varios casos, tanto 1D, como 2D. De estas simulaciones se concluye que esta
modificacion indudablemente tiene efectos que pueden llegar a ser muy relevantes en la dindmica
si se emplean los mismos pardmetros para la viscosidad y esfuerzo umbral. Se ha observado
que para temperaturas bajas, un perfil no uniforme tiene menor friccion, efecto que se explica
porque el interior de la lava estd mas caliente y fluido que si toda la columna estuviera a la
temperatura media, para temperaturas altas, el comportamiento depende de los parametros y
perfil empleados, pudiendo tener el comportamiento inverso, la razén de este fenémeno es que
los efectos asociados al rapido enfriamiento de las superficies superior e inferior de la lava pueden

llegar a superar a la friccién de un fluido con temperatura uniforme muy alta.

Por otra parte, los resultados también sugieren que, mediante un proceso de calibrado de los
parametros individualizado para cada modelo, los resultados pueden ser muy similares, como es
el caso de el test descrito en la secciéon 4.1.1. Esto podria justificar el empleo del modelo con
temperatura uniforme, sujeto a una calibracién particularizada para cada caso, pero es necesario

realizar mas pruebas para sustentar la hipotesis.

Finalmente, se ha determinado que los efectos de la transferencia de calor por conducciéon con
son despreciables para la dinamica del fluido, siendo suficiente tener en cuenta la radiaciéon y la

conveccion.

De cara a futuros trabajos, el siguiente paso seria programar el método en GPU, con lo que se
consiguen aceleraciones de calculo por un factor en torno a 200. Esto haria que fuera factible
el calibrado de parametros y simulaciones més largas y facilitaria el estudio de la sensibilidad

respecto a los pardmetros.
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A. Derivacion de las ecuaciones del flujo promediado

Se procede a deducir las ecuaciones de los flujos poco profundos a partir del sistema de Navier-

Stokes completo [22], para un fluido viscoso de densidad p no necesariamente constante:

dp
halad . = Al
LY (o) =0, (A1)

0
(5):)+V~(pv®v):—Vp+V~T+pg, (A.2)
0

(a'c;e)+V-(pev):—V‘fq+pq—pV~v+Vv:T, (A.3)
donde v = (u,v,w) es el campo de velocidades, p es la presion, T es el tensor de esfuerzos

viscosos, g es la aceleracion de la gravedad, e es la energfa interna, fgq son los flujos de calor por

conduccién y g es el intercambio de calor por radiacion.

La primera ecuacién representa la conservacion de la masa, la segunda la conservacién del mo-
mento lineal y la ultima la conservacién de la energia interna. Para flujos mas extensos que
profundos en los que las aceleraciones verticales son despreciables, una técnica muy comin con-
siste en promediar las ecuaciones A.1, A.2 y A.3 en la direccién vertical aplicando las condiciones
de contorno apropiadas, de manera que se pierde la informacion del perfil de velocidades y se
pasa a trabajar con variables promediadas en la columna. A cambio de esta pérdida de informa-
cion, se consiguen ecuaciones mas sencillas y cuya resoluciéon computacional es factible a escales

geograficas.

A.1. Analisis dimensional de las ecuaciones

Es necesario comenzar realizando un analisis dimensional de los diferentes términos de que in-

tervienen en las ecuaciones. Si comenzamos con la ecuacion de continuidad (A.1):

9p  Opu)  Opv) | O(pw)
ot oz oy 0z

=0. (A4)
Aplicando la regla de la cadena y reorganizando los términos se llega a

Ou  Ov Oow _ 1(0p Op . Op  Op\_ 1Dp
or Oy 0z  p N

at | oz v@y Yoz p Dt (A-5)

Al estar en un flujo poco profundo supondremos que las distancias en las que las velocidades
en x e y cambian son del orden de L, mientras que para la velocidad vertical es h, cumpliendo
h < L. Ademés sea V}, el orden de magnitud de las componentes horizontales de la velocidad
y V, en la direcciéon z. Supongamos que la densidad cambia §p . Para estimar el orden de
magnitud del término dp/p recurrimos a [15], donde se puede encontrar que, para las variaciones
de temperatura caracteristicas de un flujo de lava, dp/p < 1072 <« 1. Empleando esto se puede
estimar la siguiente relacién de 6rdenes:
h
V, ~ th, (A.6)

lo cual implica que V, < V},.
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Continuamos con la componente z de la ecuaciéon del momento lineal (A.2):

ow L 0(uw) N O(vw) N o(w?)\ o Op N 0Tz N 0Ty N OT»»
P\ot T ow dy A R R T

(A7)

Aplicando la relacion obtenida entre Vi y V,, asumiendo un modelo viscoso Newtoniano o
Bingham y comparando cada uno de los términos de la ecuacion (salvo el de la presion) con

el de la gravedad pg se obtiene, segtn [26]:

V2h h
= Términos convectivos: % ==,
gL L
Vih h
» Aceleracion local: —— = StFr?—.
racion JTL e
vV, Fr?
= Mayor esfuerzo viscoso: —Z = —.
gh Re
Donde v es la viscosidad dindmica y Fr = % ~ 1 es el namero de Froude, St = TLVh S 1
Vi

el nimero de Strouhal y Re = Th el nimero de Reynolds. De esta manera todos los términos
se podran considerar despreciables frente al término gravitatorio, reduciendo la ecuacion del
momento en direccién z a P
p
— = A8
5, = P9 (A.8)

esto implica que el perfil de presiéon es aproximadamente hidrostéatico,lo cual es una de las hipote-
sis principales de los modelos SW. Cabe destacar que la aproximacién mas grosera que se realiza
en este paso es despreciar el esfuerzo viscoso; en flujos de agua altamente turbulentos Re > 1y
esta aproximacion es perfectamente vélida, sin embargo en flujos de lava se tiene un viscosidad
mayor y velocidades menores, lo que implica un nimero de Reynolds menor. Esto nos marcara

una posible limitacién del modelo, aunque generalmente no tendra grandes consecuencias.

En esta misma linea, dado que el nimero de Reynolds serd pequeno, podremos suponer des-
preciables los efectos de la turbulencia. En caso contrario, se tendrian que incluir mediante un

modelo de esfuerzos de Reynolds [26].

A.2. Condiciones de contorno

Para llegar a las ecuaciones de flujo promediado se deben establecer primero las condiciones de

contorno. Comenzamos con las de la superficie libre:

1. Velocidad en la superficie libre: Sea F(x,y, z,t) = zs(z,y,t) — z = 0 la ecuacion que
define la superficie libre del fluido en todo punto del plano para cualquier instante de

tiempo, si aplicamos la derivada sustancial a ambos lados de la ecuacién obtendremos:

DF 0z 0z 0z
Dt "ot T or TPy T (4.9)
donde se ha escrito v .= (u,v,w). La interpretacion fisica de esta condicion es que la

velocidad normal relativa a la superficie libre es nula, es decir, el fluido no se puede salir
de la superficie libre.

2. La presion atmosférica fuera del fluido es despreciable P = 0.
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3. Esfuerzo cortante en la superficie libre: El vector norrmal a la superficie es i =

oS oS
<_Tzf7 -, 1) , por tanto el esfuerzo:
as
—Teo ga — Tay a Lt Toe Tsa
~ oSy
T n’z:Sf - Tye gr Tyy -+ Tyz = | sy (A.10)
U T -
2T Py Tzy 8y 2z 2= sz
Y las condiciones sobre el fondo seran:
1. Velocidad en el fondo: Sea G(z,y,2) = z(z,y) — 2 = 0 la ecuacién que define la

superficie del fondo, que supondremos constante (no erosionable), entonces analogamente
al caso anterior: 8 9
2 2
+ v —w=20 A1l
83: oy ( )

2. Condicién de no deslizamiento v = v =w =0 en z = z(z, y).

3. El esfuerzo cortante:

o) le)
—Tzz 32; Txyaiyb + Txz Thx
T ﬁ|z:zb = ~Tyx %Zmb Tyy%zyb T Ty - Tby (A.12)
0z 0z
—Tax 8; — szTyb + T2z Tz

z=2zp

A.3. Ecuaciones promediadas

Se procede ahora a integrar las ecuaciones en la vertical para expresarlas en funcion de variables
promediadas en la columna. Para las velocidades se emplea la siguiente notacion:

1 [
U= / udz (A.13)
hJ.,

de manera que la variable se podra expresar como u = U + Au, donde Au(z) es una funcion que

expresa la variacion respecto de la media y cuya integral es nula. Y para el resto de variables

5= ;L/ " pdz. (A.14)

b

A.3.1. Ecuacion de continuidad

Partiendo de la ecuacién completa:

Op , O(pu)  O(pv)  O(pw)
ot Tor "oy T os

_ohp) [ 0%
. ot P ot

= 0. (A.15)

se integra cada uno de los términos:

% dp a [ 0z 0z
., a = at/ pdz <p8t>'23+<p8t)

, (A.16)

Zs
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donde se ha empleado la regla de Leibniz para derivar la integral y que la superficie del fondo es

= 0(pu) , 0 /ZS 0z 0zp
oz dz_ax 2 pudz —rr Z5+ rr

estatica.

Zp Zb
A7
_Ohpu) (92 (22 (A.17)
- Ox P o . e .
y analogamente para la direccién y. Por otra parte,
% J(pu
[ A4z = o)., ~ (), (A18)
Zp z

De manera que la ecuacién completa queda:

d(hp)  O(hpu)  O(hpu) 0zs 0zs 0zs
ot "o oy e T Tvan ey V)T
° (A.19)
+p| u% v% —z =0
p Zb 8{[) ay u )
que aplicando las condiciones de contorno queda como:
9(hp) , O(hpu)  O(hpv)
=0. A.20
ot + Ox + oy ( )
Estudiando los términos cruzados:
hpu = / ) pudz = hpU —i—/ ) ApAudz —|—p/ ) Audz —|—U/ ’ Apdz (A.21)
2y Zb Zb Zb
——hDsy =0 =0
por lo tanto:
d(hp)  O(hpU) O(hpV) O(hDsy) — O(hDsy)
= A.22
at | or oy or oy (4-22)
o(hD O(hDy
aunque generalmente se desprecia la contibucion de los términos cruzados ( 8@'833) =S ( oy v) A
y se considera la ecuaciéon de continuidad:
a(h A(hpU O(hpV

ot ox oy

donde se ha eliminado la notacién con barra para los promedios por simplicidad, pero todas las

variables son promediadas en la vertical.

A.3.2. Ecuaciones del momento lineal en x e y

Se realiza el desarrollo para la componente x, el de la componente y es equivalente. Se comienza
con la ecuaciéon completa:

) (au o(u?)  O(uv) N 8(uw)) __Op N OTux N OTay N 0Ty

ot | Ox Ay 0z Or | Oz Ay 9z (A-24)

Para el término que incluye la gravedad, empleamos que el perfil de presion es hidrostatico, por

zs 9 zs 9 Zs
L=y / 8x( / p<c>d<> z, (A.25)

2b

lo tanto:
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se realiza la siguiente aproximacion, la cual no seré cierta para una gran cantidad de perfiles de

temperatura, pero sus efectos sobre la dindmica seran despreciables:

| o0 e~ 2), (A.26)
con lo que finalmente, aplicando la regla de Leibniz, se tiene:
#s Op _ 0z _ 0zp
[ etz g / D)z = g(plzs — 2))|e, 5+ 9Bz — 2l St =
(A.27)
=0 (L) 4 gon 22
T oz 2gp 9P B
Se analiza a continuacion el efecto de los términos de friccion:
= (O0Tpy  OTay 87}52) 0 / Zs 0 / Zs
+ + dz = — Tezdz + == Taydz+
/Zb < ox oy 0z or J,, dy % Y
(o O 0z | (. Om Oz _
o Yoy = a oy W oy m - (A.28)
=Tszx =Tbzx
_ OhTyy n OhTy, e
= or dy Tsx — Thx,

donde T;; representa el promedio vertical de los esfuerzos 7;;, esta contribucion se despreciara en
este trabajo. Ademas T,, que vendra dado por los efectos del viento, se considera despreciable

frente a 7.

Para los términos restantes se realiza un proceso de integracion analogo al empleado en la ecuacion

de continuidad y se obtiene, para el miembro de la izquierda:

d(hpa) . d(hpu2)  O(hpuv) Oz Oz 0z
ot T or T oy Wl (G gy T, T T
=0 (A.29)
+(pu)] u% U% —w
p Zb ax ay Zb’
=0
y para el miembro de la derecha:
8 ]. _ 492 _ 821)
—— | = — —-— = A.
o (29ph ) gph 5y b (A.30)
Por lo que, aproximando el promedio de productos como el producto de promedios, se tiene la
cenacion: o(hpU) 0 1 o(hpUV) _ 0
P 2 2 P Zb
— | hpU* 4+ =gph R h— A.31
Anéalogamente para la direcciéon y:
A(hpV) O(hpVU) 0O o 1 5 0z
— | hpV= + —gph” | = —gph— — A.32
ot T ox Ty \MPV Hger 9phg = Ty (A.32)
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B. Relaciones de clausura para el esfuerzo basal

Se van a obtener aqui las relaciones para calcular el esfuerzo en el fondo a partir de magnitudes
promediadas en la vertical para el caso de temperatura uniforme en la direcciéon z y para los

modelos de fluido Newtoniano

dW (z)
= B.1
() =u 0, (B.1)
y un fluido Bingham
dW (z
T(2) =Ty + 1 di ) (B.2)

Realizaremos el calculo para el segundo y después particularizaremos para 7, = 0. Comenzamos

mostrando el perfil de esfuerzo asumido:

»ma:n(1—22%), (B.3)
de esta manera podemos igualar la expresion del perfil a la Ley de esfuerzo:

1)

y despejar la derivada de la velocidad:

dW(z) i[Tb(l—%)—Ty] si 0<z< 2
dz 0 si zg<z<h

(B.5)

donde zp = h (1 — :—Z) es la altura en la cual el esfuerzo 7(z) se hace menor que el esfuerzo umbral

Ty y por tanto la deformacion debe ser nula. Integrando podemos hallar el perfil de temperatura:
Si0<z<zp:

(1= f) - n)de =2 st s 0<z <z

0 p M
Wiz) = 2 B.6
(=) W(ZO):%< Ty) si zo<z<h (B.6)

T

Con este perfil ya podemos calcular la velocidad media

— h 2 T, — T, Ty Tvh 7\ 2

AW = dz = Y, _ 5 .24 B2l (1 v} _—

w /0 U(z)dz /0 < . z 2h,uz> z 4 (h— z0) 2 < Tb)
Ty (Y (o e () -
2 Ty 6u Ty 2u Ly (B.7)

n? (2 T
_ﬂ gTb—Ty—FBinQ y

de donde podemos finalmente obtener la relaciéon de clausura

(T&/>3_3<1+2/M/>Ty+2:0. (B.8)

T Tyh ) T

Poniendo 7, = 0 para un fluido Newtoniano

W
LA ) (B.9)
h
de donde _
3T
n:;%— (B.10)
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C. Solver de Riemann para flujos térmicos.

Partiendo de la forma conservativa dell sistema:

8£ N JF(U)
ot ox

=S, +S, (C.1)

En los métodos de volumenes finitos, cada celda del dominio espacial se toma como un volumen de
control sobre el cual se plantea la conservacion de las variables U. De esta manera, si integramos
la ecuacion 3.2 sobre la celda i-ésima, cuyas paredes de celda se denotan como ¢ — % v i+ %

z+2 ou iJr% 8F(U) iJr% i+%
/il 8td /i1 o d:t::/i1 dex—i—/il S, dx, (C.2)
2 2 2 2
lo cual, aplicando el Teorema Fundamental del céalculo en el segundo término y usando las
i+
variables promediadas en cada celda, para un instante t": U} = N ’ Udz,
T J;—1
2
d it+1 it
AxﬁU {(F(U))H% — (F(U))%%} :/i—l dexqt/i_% Srdx, (C.3)

2

Integrando entre los instantes t" y ¢!
tn+1

Az (U1 — U 4 / (F(U)),.; ~F(U),_,)dt = /
t tn

n

tn+1 tn+1

it i+3
/ dea:dt+/ / S,dxdt,
i—1 i—1
(C4)

Si el paso de tiempo y el tamano de celda son pequenos en comparacién con las escalas de
tiempo del problema, podemos aproximar la integraciéon del los términos fuentes entre dos paso

de tiempo consecutivos como:

/t
tn+1
\/t

Una discusion méas detallada sobre la integracion de los términos se puede ver en [27].

1

41 i+t
/ * Sy (U)dadt ~ At / © Sy (UM)dz = ALS, (C.5)

tn+1

1
2
1

i+d _
/ U)dzdt ~ At / *S.(UM)dz = AfS, (C.6)

1
2

El método de Godunov consiste en sustituir las integrales de los flujos por unas cantidades

adecuadamente calculadas: "
t7l

~ 4
/tn (B(U), 1t = ATFY,, (.7
Y sustituyendo tendremos
At At — -
Ut = Ur — F' , —F' =2 (S, + 8- C.8
i Z A:U[’a |t ag (Bt So) (©8)

En este caso calcularemos los flujos y el término fuente Sy de manera upwind (en la direccion
de la onda propagada) con un solver de tipo Riemann aproximado con promedios de Roe. En
cambio, el término fuente S, se aproximaré por su valor centrado en la celda. A continuacién se

explica de manera mas detallada en qué consisten estos métodos.

32



Un solucionador de Riemann se basa en la idea de plantear un problema de Riemann en cada

pared de celda, es decir, un problema que presenta una discontinuidad entre dos valores cons-

U?  si 2<(i+3)Ax (C.9)
U, si x> (i+3) Az .

tantes:

Aqui U} y U7, | representan las variables promediadas en las celdas i e 7 + 1.

El esquema de Roe consiste en la linealizacion local del problema empleando un jacobiano apro-
ximado J en la pared de cada celda de manera que localmente se aproxima la ecuacién como:

= +J— =8, (C.10)

donde se ha ignorado el término fuente de friccién, que se tratara con una aproximacién puntual

centrada en la celda.

Este jacobiano aproximado debe ser diagonalizable con autovalores reales para preservar la hi-
perbolicidad del sistema. Sea P la matriz de cambio de base a la forma diagonal, definida por
los vectores {€1, €2, €3} de manera que P~'JP = A, con A = diag(\1, A2, A3). Multiplicando el

sistema linealizado por P! a la izquierda:

ou ou
P! P PP == =P!S C.11
o T oz b (C.11)
denotando £ = P~'U y B = AzP~'S; esto queda como
o€ -0 1
— 4+ A== — 12
ot T2 T AP (C.12)
Haciendo un tratamiento de diferencia finita:
gt —gn (Aag 5) (C.13)

lo que nos da como cambia la variable debido a los flujos en una de las paredes de la celda, si
consideramos las dos paredes, deshacemos el cambio de variable para recuperar la variable U y

consideramos una actualizacién upwind se obtiene

U?'H Un — i‘i (Z(S\k@k — Bk)ék> + <Z(5\k0~4k - Bk)ék> ) (C-14)
it+1 i

let k— i1
2

donde @y, son las amplitudes de las ondas propagadas: (&y, ag, a3)’ = P;_l; 5U?+ 1, con 5U?+ 1=
2 2 2
U? ; — U}, siendo ¢, i + 1 las celdas consecutivas separadas por la pared i + %

Si denotamos U = (U, Us, U3)T, podemos escribir los flujos como:

Us
F=| %0 (U -Us) (C.15)

UxUs

U1
lo que nos lleva a un jacobiano
OF 0 1 0
J= 30 = ~U2/UE +g(2Uy — U3)/2 2U3/U, —gU1/2 | . (C.16)
~UpUs/U? Us/Uy  Uy/U;
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El jacobiano aproximado queda entonces

0 1 0
Jip1 = —~U?+gh(1—-7)/2 2U —gih/2 |. (C.17)
~UTV J7 ™v/F U
Para que esté correctamente definido debe cumplir que F(U);, 1 = ji+15Ui+17 lo que se verifica
2 2 2
definiendo
_ rihi +rivihi
ryr=
hi + hiy1
i ha +2hi+1
7V fTivhi\/ rigthipr + Ty hi1vV/rih (C.18)
rilin/Tiv1hig1 + rigprhiyivrih;
- UiVrihi + Uit1y/Tit1hig

Vrihi + \/rig1hiv

La diagonalizacién nos lleva a unas velocidades de onda:

M=(i-¢), M=(a+e), A=, (C.19)

donde ¢ = \/gﬁ(l +7—TV)/2 = \/971771/2 y la matriz de cambio de base:

1 1 7
P= M N TQ (C.20)
V)i TV/F 1+7

de donde se pueden calcular las amplitudes de onda:

i =g [S(rh) (1 7)6 -+ i) — b (rhos) — 766(HT)]
o = [S(rh) (14 7)6 — i) + i rhus) — 7E6(HT)] 1)
a3 _1 S(hTV) — T;é(rh)] .

Finalmente podemos escribir 3 como

grizy
2¢

_ griz,

ﬁlz 2 '

B2

B3 = 0. (C.22)

Cuando se trabaja con leyes hiperbélicas de conservacion en su formulacion débil, es decir, aquella
que nos permite tener soluciones con discontinuidades, por motivos de unicidad de la solucién es
necesario imponer unas condiciones sobre las soluciones de forma que tengan sentido fisico, son
las denominadas condiciones “de entropia”. En el empleo de métodos de voliumenes finitos como
el aqui empleado, es necesario introducir una correcciéon a los métodos para evitar que ocurran

efectos no deseados y sin significado fisico.

En este trabajo se empleard la correccion que se explica en [28] y que afecta al caso en el
que las velocidades de onda centradas en celdas consecutivas tienen signos opuestos. Sean estas
velocidades: A\J* < 0 < )\3”, entonces se podria dar el caso en que al calcular la velocidad de onda
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aproximada A}" en la pared de la celda, esta se anule o tenga un valor incorrecto. Para evitarlo

dividimos la onda en dos diferentes con sentidos opuestos y velocidades

AT — A AL — AP

PYRED (.t BERL.EN N SHD VA Ve SRS S C.23
k 7 )\;n — )\;n y k J )\;n _ )\:n ( )
las cuales cumplen que XZL + A= NZL, de manera que efectivamente hemos dividido el flujo en

la pared de la celda en dos.

D. Mas detalles del volcan de La Palma

Se muestra a continuacién un desglose de la figura 4.4 en mayor tamano, es destacable el refi-
namiento de la malla en las zonas de flujo de lava. Ademés, se muestran imégenes del flujo 20
horas después del inicio de la erupcion.

Fuente

z (m)
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

e ——

Figura D.1: Terreno sobre el que se realiza la simulacién.

Figura D.2: Detalle del mallado.
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h (m) ' T (°C)
0 5 10 15 200 400 600 800 1000 1300
— ' _ % |

z (m) U (m/s)
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0.0 0.5 1 1.5 2.0
ol dee—— — !  —

Figura D.3: Test 4. Modelo con perfil de difusiéon en t=20 h.

it

h (m) (°C)
600 1000 1300
H |  — * |
z (m) U (m/s)
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0.0 0.5 1 1.5 2.0
o e —— — '  —

Figura D.4: Test 4. Modelo con perfil uniforme en t=20 h.
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