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Summary

Throughout history, the spread of diseases has been an issue of great importance and concern to the
society, and mathematics has played a key role in understanding the factors that influence their spread.
Mathematical models have allowed the estimation of key parameters such as incubation period, reco-
very rate, and infection rate in individuals. The aim of the dissertation is to solve mathematical models
related to the spread of diseases. The models we study are ordinary differential equations system and
partial differential equations systems. We focus on a parallel-in-time method that combines two different
numerical methods to approximate the solution of the differential equation. It is structured as follows:

In Chapter 1, SIR model which divides the population into three groups: susceptible (S(t)), infected
(I(t)) and recovered (R(t)) individuals, is discussed in detail. In particular, SIR model is given by the
following ordinary differential equation (ODE) system.

ds(t) _
— = —BswIw),
d;(;) = BS(0)1(1) - vI(1),
dR(1) _

T vI(t),

where B and v are infection and recovery rates, respectively. In the first half of the chapter, the mo-
del is interpreted in terms of the derivative of each variable, and a comprehensive study is made of the
long-term behavior of the disease. In addition, an expression that allows us to calculate the maximum
number of infected individuals that a population can reach, is calculated considering the infection and
recovery rates, B and v. Following this study, the endemic SIR model, which includes births and deaths
in the population, is introduced. To this end, a new variable B(f) = uN(z) is defined, where N(¢) is the
population size and u is the death rate.

On the other hand, we introduce a new model that will be used throughout the rest of the chapters, that is
the SIR endemic model with diffusion. This new model considers spatial mobility between individuals,
so that the variables now depend on space and time. The resulting partial differential equation system is
as follows

St (x,1) = B(x,t) — uS(x,t) — BS(x,1)I(x,1) + DsSxx(x,1),
L(x,t) = BS(x,0)I(x,t) — (V+ ) (x,t) + Dilec(x,1),
R/(x,t) = vI(x,t) — UR(x,t) + DrRy(x,1).

Finally, different variants of the model are explained depending on the immunity that individuals may
develop or if the disease requires an incubation time among other factors (SI, SIS, SIRS...).

In the second chapter, the finite difference method (FDM) is introduced as a numerical tool for
solving the systems of ODEs and PDEs of the target SIR models. The idea of the method is to replace the
derivatives with respect to the time and space of the equations by approximations, given by the explicit
Euler method in our case, that is,
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v Summary

where ulj is considered as the aproximation of u(x;,#;) and / and k are the spatial and temporal discreti-
zation steps, respectively. Once the derivatives have been substituted, as we are using an explicit method,
we can obtain the solution as a function of the previous time.

Besides, this chapter will also study the convergence of the method by presenting two results that gua-
rantee stability and consistency, thus proving the convergence of this method.

Having explained the theory of the finite difference method, we can finish the chapter by explaining how
to apply the finite difference method to the equations of the basic endemic SIR and endemic SIR model
with diffusion. Writing the equations for a time level in terms of the previous time, we obtain different
equations for each group of individuals, and that will be useful for the development of the algorithm
proposed in the following chapter are presented.

In the next chapter, the parareal algorithm is presented as a parallel-in-time tool to obtain faster
and more accurate solutions for ODEs and PDEs systems. The algorithm uses two different numerical
methods, one high-precision temporal integrator (F) and one low-precision integrator (G). In our case,
we will use the FDM with different time steps. Parareal algorithm is given as follows:

k+1
llO+ = Up,
k+1 _ k+1 k k -

ujJrl_G(tjathrl)uj )+F(tj?tj+lyuj)_G(tjvthrbuj) J=0,...,m,

where

l18=ll()7
w, =G(tj,ti,u;) j=0,...,m
Jj+1 ) ) =Y m.

In addition, three important results are presented in order to demonstrate the accuracy, convergence, and
stability of the algorithm. At the end of this chapter, we take as a simple example a problem to see how
the parallel algorithm is applied, and through the designed programs, we present some results to this
problem.

Finally, in the last chapter of this dissertation, we present the results obtained by applying the parareal
algorithm to different systems: the basic SIR model and the endemic SIR model with diffusion. For each
problem, different step sizes are chosen and the parareal algorithm is run for each case. The number
of iterations needed to reach convergence in each experiment is recorded and a table with the results is
presented.
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Capitulo 1

Modelo SIR

El modelo SIR es un modelo matemaético utilizado para el estudio de la propagacién de enfermedades
infecciosas en una poblacién. Este modelo es propuesto en 1927 por los britdnicos Kermack y McKen-
drick con el fin del estudio de la epidemia de la peste bubdnica en Bombay, India. Ademads, ha sido objeto
de numerosas investigaciones, como por ejemplo la prediccién de enfermedades como el VIH, la gripe
y el SARS, al igual que se ha utilizado para la evaluacién del impacto de medidas de control como el
aislamiento y la vacunacion.

Se considera una poblacién en la que existe un pequefio niimero de personas que padecen una enfer-
medad infecciosa. Este modelo, que se basa en la division de la poblacidn en tres grupos: susceptibles,
infectados y recuperados, estudia el nimero de personas que se infectardn y durante cuanto tiempo per-
manecerdn en el grupo de individuos infectados. Existen varias extensiones del modelo basico incluyendo
otros tipos de factores como el desplazamiento de la poblacién, la incubacién de la enfermedad o la in-
munidad adquirida, que explicaremos mds adelante.

Como ya se ha comentado anteriormente, para un tiempo 7, la poblacién total N(¢) se divide en 3
grupos:

= S(t): Numero de individuos susceptibles de contraer la enfermedad.
= [(t): Nimero de individuos infectados, capaces de transmitir la enfermedad.
= R(t): Ndmero de individuos que ya no pueden ser infectados o han fallecido.

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick se basa en las siguientes ecuaciones diferenciales:

as(t) B
T BS()I(t),
d;(tt) =BS(t)I(t)— vI(z), (1.1)
dR(t)
dt - VI(Z>7
con las condiciones iniciales
S(0) =Sp >0,
I(O) =1y >0,
R(0) =0,

donde B > 0y v > 0 representan los ratios de infeccién y recuperacion, respectivamente.
El modelo se basa en las siguientes suposiciones:

1. En cuanto un individuo de la clase S(t) entra en contacto con otro del grupo I(t), pasa a formar
parte de este ultimo grupo. Ademds, los individuos de I(t) dejan de forma parte de ese grupo si se
recuperan, adquiriendo asf la inmunidad a la enfermedad o si fallecen.
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2 Capitulo 1. Modelo SIR

2. No existe una vacuna para la enfermedad.

3. La probabilidad de contagio en un individuo susceptible desaparece a lo largo del tiempo por el
curso natural de la enfermedad, muerte o cuarentenas de los infectados, evitando el contagio a
otros individuos de la poblacién.

4. Latasade infeccién B indica el nimero de individuos por unidad de tiempo que cambian de la clase
de susceptibles a la de infectados. La tasa de recuperacion v es la tasa por la que los individuos
infectados pasan a la clase de recuperados. Notar que la tasa de infeccion es un dato dificil de
medir, mientras que la tasa de recuperacion se puede calcular en un laboratorio como 1 entre la

duracion de la infeccidn (D) en un individuo, es decir v = o

5. Las tasas de recuperacion y de infeccién son las mismas para cada individuo.

6. Para este modelo consideramos que las muertes de la poblacién son causadas por la enfermedad
d(S+I+R) 0

lo que supone que la poblacién es constante, es decir, N(¢) = cte = S(t) +1(t) + R(t), y para el
resto del trabajo asumiremos, sin pérdida de generalidad, que N(¢) = 1.

ya que el nimero de muertes naturales es irrelevante. Debido a esto se tiene que

1.1. Modelo SIR basico

d
Notar que la derivada a7 representa el cambio por unidad de tiempo de las variables de nuestro
dI(t)
d

unidad de tiempo. Como /(¢) > 0,

estudio. En particular, hace referencia a la incidencia, es decir, el nimero de nuevos infectados por

ds(t)
dt

< 0 lo que supone que el nimero de susceptibles decrecerd siempre que haya infectados.

dR(1)

> 0 por lo que mientras haya infectados, aumentara el nimero de personas recuperadas en

la poblacion.

Notar que esto es légico ya que toda la poblacién forma parte del grupo de los susceptibles hasta que
empiezan a aparecer infectados y por consecuencia también aumenta el nimero de personas recuperadas.
Veamos qué ocurre para el caso de los infectados.

dI(t v
» Si d(t) <0=BS(t)—v<0=S8(r) < B La infeccién desaparecerd con el paso del tiempo.
. dI(t) v . » ) .
» Si o 0=pBS(t)—v>0=S() > B La infeccion aumentard con el paso del tiempo.

1.1.1. Enfermedad a largo plazo

En esta seccion se estudia el modelo SIR bdsico, sin contemplar nacimientos ni muertes, por lo que
la enfermedad termina desapareciendo con el tiempo, asi se verifica que lim /(z) = 0.
t—>oo

Tomando
Se = lim S(2),
f—oo
R.=1imR(t) =1—S.,
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se llega a que el sistema (1.1) alcanza el equilibrio en el punto (Sw,0,1 — S.). Estudiemos ahora la
estabilidad del modelo. Veamos de qué depende que el punto (S.,0,1 — S..) sea estable o no, para ello,
calculamos la matriz jacobiana del sistema, que resulta ser

—BI —BS 0
J=| BI BS—v O
0 % 0

Calculando el polinomio caracteristico, obtenemos

—BI-A  —BS 0
—BI—-A  —BS
(A)=—All=det| BI  BS—v-2A 0 |=-Adet
P o ) a ( BI BS—v—/l>

=—APIV+A(PI-BS+V+A)).
Sustituimos el punto de equilibrio en dicha expresion e igualamos a O para obtener los valores propios

A=0

p(x):—kz(—ﬁsw+v+l):0:>{ 2= BSev.

= Si A =fBS.— Vv < 0= Punto estable, esto significa que a medida que el tiempo avanza, el nimero
de personas infectadas disminuye.

= Si A = BS. — v > 0= Punto inestable, 1o que supone que a lo largo del tiempo, el nimero de
infectados aumentara hasta llegar a fS. — v < 0.

Introducimos un ratio esencial en la epidemiologia. Denotamos como ry al niimero reproductivo basico

oo

de la enfermedad y se expresa como rp = —.
v

» Siry < 1laenfermedad desaparece.

= Siryp > 1 se produce un brote de la enfermedad pudiendo dar lugar a una epidemia.

1.1.2. Maximo nimero de infectados

El comportamiento de una enfermedad infecciosa va variando a lo largo del tiempo segtn las tasas
de recuperacion e infeccién, lo podemos observar en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Numero de individuos susceptibles (S), nimero de individuos infectados (I), Niimero de
individuos recuperados (R) en un intervalo de tiempo [0, 10].

Toda enfermedad alcanza un nimero maximo de infectados en la poblacién y serd a partir de ese
momento en el que los contagios irdn disminuyendo. Gracias a las condiciones iniciales y a las tasas es



4 Capitulo 1. Modelo SIR
posible estimar dicho maximo.
Para ello, comenzamos dividiendo las primeras ecuaciones del modelo (1.1)

ﬂ_ﬁSI—VI__H_L
ds  —BsI BS,

\%
dl=|—-14+—1dS
( +BS> ’

e integrando a ambos lados de la ecuacién se tiene

/d1=/<—1+v) s 1:—S+l‘;10gs+c,

BS
I+S—%logS:C.
Luego, vVt > 0
(1) +S(t) — ;logS(t) — 1(0) + 5(0) — l\;logS(O). (1.2)

Notar que el méaximo valor de /() se obtiene cuando i 0, y por la segunda ecuacién del modelo, eso

\%

se cumple cuando S(¢) = — ya que I(¢) # 0. Por lo tanto, volviendo a (1.2), V¢t >0

B
Ina(t) + = — = lo <V> — 1(0) + 5(0) — < 10g S(0)
max B ﬁ g B = ﬁ g ,
Inax(t) = 1(0) + S(0) + l‘; <—logS(0) +log (;)) - ;
1% v Vv
Imax( ) — I(O) +S(O) —|— BIOg <ﬁS(0)> — 57
\4 v \%
Imax(t) N+ BlOg <ﬁS(O)) — B

1.2. Modelo SIR endémico

Una vez explicado el modelo mas basico, es conveniente introducir una ampliacion de este. El modelo
SIR endémico es aquel en el que se consideran nacimientos y muertes en la poblacién, por lo que es
necesario afiadir nuevos parametros a nuestro estudio.

Se define B(t) como el nimero de nacimientos en la poblacién y p como la tasa de muerte, sea natural o
por la enfermedad, de esta manera el nuevo sistema es el siguiente

[ B0 _ p) st~ Bstoya),
dil(tt) = BS()I(t) — (v+p)I(z), (1.3)
dR(t)
L dr _VI(I)_“R(I)7
junto las condiciones iniciales
S(0) =S >0,
I(O) =1y >0,
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1.2.1. Modelo SIR endémico con difusion

En situaciones reales, la propagacion de la enfermedad se ve afectada por el movimiento espacial
entre individuos y es por ello que se ha llevado a cabo una extensién del modelo SIR considerando la
movilidad espacial. Para tener en cuenta la movilidad de los individuos, se introducen tantos términos
nuevos como grupos de individuos tiene el modelo. En este caso, se afiaden tres nuevos pardmetros que
representan la tasa de cambio entre los tres grupos (Dgs, Dy, Dgr). Asumimos que la posicién espacial es
unidimensional y acotada.

Sea el dominio espacial [0,L], L > 0, las variables del modelo SIR pasan a ser dependientes del espacio
y del tiempo, por lo que el nuevo sistema quedaria

St (x,t) = B(x,t) — uS(x,t) — BS(x,t)I(x,1) + DsSxx(x,1),
L (x,t) = BS(x,0)I(x,2) — (V+ ) (x,t) + Dilc(x,1),
R/ (x,t) = vI(x,t) — UR(x,1) + DgRyx(x,1),

con condiciones iniciales
S(x,0) = So(x) >0,
I(x,0) =1Ip(x) >0,
R(x,0) =0,
y dado que el dominio espacial estd acotado y es unidimensional, consideramos también condiciones de
contorno de tipo Neumann homogéneas

Sx(0,1) = Sy(L,t) = 1(0,1) = I,(L,t) = R:(0,7) = Ry(L,t) = 0.

Este modelo se estudiard con mds detalle en el Capitulo 2.3.

1.3. Otras variantes del modelo SIR

Las enfermedades infecciosas se ven afectadas por distintos factores que hacen que el estudio de su
propagacion varie como por ejemplo: el crecimiento demogréfico, la tasa de incubacién de la enfermedad
o la vacunacién. Es por ello que, a partir del modelo bésico creado por Kermack y McKendrick, se han
desarrollado nuevas variantes con el fin de abarcar todo tipo de propagacién de enfermedades de manera
mas precisa. Presentamos los modelos méds comunes.

= Modelo SI
Se trata del modelo més simple de todos. La poblaciéon queda dividida en dos subgrupos, los
susceptibles (S) y los infectados (I), eliminando as{ el grupo de individuos recuperados ya que este
modelo asume que no hay recuperacién ni inmunidad.
El modelo se basa en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

as(t)
airt)
o = BS(t)I(t).

Se puede demostrar que este modelo garantiza que toda la poblacién acabard infectada. En efecto,
como la poblacién total es fija, podemos escribir la segunda ecuacién como

dI(t)
TR BI(r)(N(r) —1(z)),
e integrando a ambos lados respecto ¢ y tomando 1(0) = [y se tiene
I()N(l)
I(t) = ,
( ) (N(l‘) —Io)eiBN(t)t + 1

demostrando asi que cuando t — oo, I(t) — N(1).
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= Modelo SIS con nacimientos y muertes
Este modelo contempla la posibilidad de recuperarse de la enfermedad. Sin embargo, no se ob-
tiene la inmunidad, por tanto el individuo recuperado pasa a formar parte del grupo de individuos
susceptibles.
El modelo queda descrito por las siguientes ecuaciones

dfi(tt) = —BS(t)I(t)+B(r) — uS(r) + vI(r),
dil(tt) = BSOI(t) —pl(t) = vI(t).

= Modelo SIRS con nacimientos y muertes
A diferencia del modelo anterior, el modelo SIRS permite la pérdida de la inmunidad, por lo que
un individuo recuperado, con el tiempo, pasa a formar parte del grupo de individuos susceptibles.
Se basa en el siguiente sistema

dflgt) = —BS()I(t) + aR(7),
‘“;(t’) = BS()I(t) — pui(t) = vI(1),
dlj]f‘o = VI(I) — ,UR(t) - aR(t)a

donde « es la tasa promedio de pérdida de inmunidad.

= Modelo SEIR.
En este modelo se introduce una nueva clase de individuos, aquellos que han estado expuestos al
virus y lo estdn incubando E(t), luego existe un nuevo ratio y que representa la tasa de incubacién
de la enfermedad. Las hipdtesis que se siguen son las mismas que en el modelo SIR endémico,
se consideran nacimientos y muertes y los individuos una vez pasada la enfermedad adquieren
inmunidad. El modelo es el siguiente:

' dflg’) = B(1) — uS(t) — BS(N)I(1),
‘“ZEZ ) BS()I() ~ (r+wEQ),
M) — ey~ v+ )10,
‘”:15[) = vI(1) — pR(1).

Al igual que en el modelo SIR, también se puede estudiar el caso en el que existe movilidad
entre los individuos. Introducimos los coeficientes de difusién para cada grupo de la poblacién,
D, Dg,Dy,Dg, por lo que el sistema a estudiar es el siguiente:

Si(x,t) = B(x,t) — uS(x,t) — BS(x,)I(x,t) + DsSyi(x,1),
Ei(x,t) = BS(x,0)I(x,t) — (Y+ U)E(x,1) + DEEy(x,1),
L(x,t) = YE(x,t) — (v + W) (x,t) + Dyl (x,1),

R (x,t) = VI(x,t) — UR(x,t) + DR (x,1).

Cabe destacar que este modelo puede ser utilizado combinado con el resto, considerando en estos,
el grupo de individuos expuestos (SEI, SEIS, SEIRS ...).



Capitulo 2

Meétodo de diferencias finitas

2.1. Introduccion al método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas (MDF) es un método utilizado para la resolucién aproximada de
ecuaciones en derivadas parciales definidas en dominios finitos, en este caso espacio y tiempo. Veamos
como plantear un esquema en diferencias finitas para el siguiente problema.

Sea f(x,t) una funcién continua, se desea buscar una funcién u(x,#) que verifique

2
u(0,6) =0, wu,(1,6)=0, 2.1
u(x,0) = g(x).

Consideramos el siguiente mallado:

1
» Sean>1,n €N, se define el paso de discretizacion espacial como h = PUE por lo que los nodos
n
en la direccién espacial quedan definidos por x; = ik, i =0,...,n+ 1.

Tfinal
o : m+1’
nodos en la direccién temporal quedan definidos por ¢; = kj, j =0,...,m+ 1.

» Seam > 1, m € N| se define el paso de discretizacién temporal como k = por lo que los

En el mallado anterior, consideramos u; como la aproximacién de u(x;,z;).

La idea basica del método es reemplazar derivadas por formulas en diferencias. Por el esquema de Euler
explicito, consideramos las siguientes aproximaciones

7 i)
Uy —2u; +u,

h? ’
) . 2.2)
i

k

Sustituyendo estas aproximaciones en el problema (2.1), se obtiene la siguiente expresion

”xx(xivtj) ~
u (X, 1) =
Wl —ul ”zj 1_2”{+”{+1

! A L = 2 :f(x,',tj). (2.3)

Por otro lado, dado que estamos trabajando con condiciones de tipo Neumann, para aproximar la derivada
respecto a x, introducimos una nueva aproximacién denominada aproximacion de diferencias centrales
y se expresa como

Y
Uiy — Uiy

2h

”JC(xi’tj) ~
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Es importante tener en cuenta que en los extremos del dominio, es decir, en x =0 y x = 1, se tiene que
ue(0,t;) = uc(1,¢;) = 0, luego

i

uy—u . ,
wmmuy o
Mx(oatj)N 72}1 —0:>M71 = uy,
J J
u o, —u : ‘
ny N2 n_ _
uc(l,1) = = =0=u ,=u.

2h

Estas ecuaciones muestran que los nodos ' Ly ufl 4 se utilizan como nodos "fantasmas". Estos nodos
ficticios se afiaden al dominio para garantizar que las derivadas en los extremos se aproximen correcta-
mente utilizando la férmula de diferencias centrales. De esta manera, se consigue el siguiente esquema
en diferencias

Wl uj_ —2uj+uj
- il h2’ L= flx,t;), i=0,...,n+1,j=0,... m+1,
Wo=ul ul = (2.4)
ST e =
u; = g(x;).
+

Como hemos dicho, es un método explicito ya que es posible hallar ulj " en funcién de los valores del

. . k .
tiempo anterior. Notar que tomando r = 2S¢ tiene

Wl =l Gl - 2ul dul, ) Rk (i), i=0,,n4+1,i=0,. . m+1. (2.5)

1

2.2. Convergencia del método

El método de diferencias finitas se utiliza para aproximar soluciones, y es por ello que es necesario
estudiar la convergencia del método. Analizaremos dicha convergencia a través de la consistencia y
estabilidad del método ya que son dos condiciones suficientes para verificar que la solucién numérica
se aproxima a la solucién exacta del problema. Es decir, si se demuestra que el método es estable y
consistente, se tiene que también es convergente .

Teorema 2.1. Sea u(x,t) la solucion de (2.1), u{ la aproximacion por el método de diferencias finitas
explicito y r = k/h* < 1/2 entonces

p el — et )] < 2
(éggHoggﬁJ% u(xi,1)| < C(k+h”).

Es decir,

= O(k+h?),

||oo

e

: J_ £
siendo e; = u] —u(x;,t;).

2.2.1. Consistencia

Definicion. El error de truncacion es el error que se comete al sustituir la solucién numérica por la
solucién exacta en la ecuacién de diferencias.

Definicion. Un esquema de diferencias finitas se dice que es consistente de orden de precision (p,q) si

nformacién mds detallada y los teoremas utilizados en esta seccion se encuentran demostrados en [7], [8] y [9]

J
T

}::é?(hp)%—é?(kq),

donde 7 es el error de truncacion.
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Teorema 2.2. El esquema (2.4) es consistente de orden 1 en tiempo y 2 en espacio, es decir,

|

Demostracion. Comenzamos viendo codmo es el error de truncamiento

J
T

=0 () +0(k).

’L'j _ u(x,-,tj —|—k) — u(xi,tj) u(x,' —]’l,lj) — 2u(x,',tj) —|—u(x,- —{—h,l‘j)
P k - n? B

f(xitj).
Si desarrollamos ambos términos por el desarrollo de Taylor en torno a (x;,?;), obtenemos

. du(x;,t)
j_ ol
T = 5 + 0 (k)

02 il
- TURID | ()~ fy).

Notar que por la ecuacion del problema a estudiar (2.1), tenemos que u; — uy, = f(x,¢) por tanto

t/ = 0(k)+ O (h?).

1

Por lo que se tiene que

Tij < c(k+h2),

con ¢ una constante. De esta manera queda demostrado que el método es consistente de orden uno en
tiempo y orden dos en espacio.
O

2.2.2. [Estabilidad

Teorema 2.3. Sea

K/ = max ]u{\, Fl= max |f(xit;)], j=0,...,m+1,

0<i<n+1 0<i<n+l1
lul|.,= max K.
0<j<m+1

Sir=k/ <1 /2 entonces el esquema en diferencias finitas (2.4) verifica que
0
leello <[] . + T IF
y por tanto, el esquema es condicionalmente estable.

Demostracion. Suponemos que se han elegido los pasos de discretizacién temporal y espacial de tal
manera que se cumpla r = k/h? < 1/2. Ademds por (2.5) se tiene

, 2% ik k
u{+1:(1—ﬁ){+h—2u{_l+ﬁu{+l+kf(xi,tj), i=0,....n+1, j=0,....m+1,

y dado que todos los coeficientes son positivos

; 2k i ko k., . .
]u{“\<(1—ﬁ)|u{\—i—ﬁ\u{_l\+ﬁ\u{+1\+k]f(x,~,tj)\SKJ—&—ka, i=0,....,n+1, j=0,....m+1.
De la ecuacién anterior es fcil ver que

KMV <KI4kF/, j=0,...,m+1,

. J-l
K <K'+kY F', j=0,....m+1.
=0
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Por tanto,
i 0 L 0, v 0 0
max K/ <K +kY F' <K + Fll.=K'+k(m+1)||F||.=K"+T|F|.,
0<j<mil [;) < [;)H | ( IF 17|
obteniendo,

leeloo < (| o + T (1l

Asi tomando 7 = k/h* < 1/2 podemos afirmar que el método explicito es un método condicionalmente
estable. O

J

Finalmente, aplicando el resultado de estabilidad al error elj = u] —u(x,1) tal que se cumple

j+1 J Jo_n J
e —e € 2ei+ei+1_rj

k 1 "

se obtiene
lelle <T |7l

demostrando asi la convergencia del método.

2.3. Meétodo de diferencias finitas aplicado al modelo SIR

A lo largo de esta seccién vamos a ver cémo aplicar el método de Euler explicito al modelo SIR
basico y al modelo SIR endémico con difusién visto en el Capitulo 1.
Comenzaremos con el modelo SIR bdsico (1.1), el cual consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO). Para abordar este tipo de sistema, utilizaremos la aproximacién proporcionada por el
método de Euler explicito. Sea m € Ny ¢ € [0, Tfinq] considerando el paso de discretizacion temporal

Trinar ... L : : 4 ; i
_ S mal , utilizamos la siguiente aproximacién para la derivada respecto el tiempo.
m
w ™t —u .
u/(l’j)%T’ v.]:077m+1

Luego sea el sistema del modelo SIR basico,

(LY g,
dI(1)
ar BS()I(r) = vI(1),
dR(1)

= VI(¢

S0)=8y>0, 1(0)=1I>0, R(0)=0.

podemos expresar las tres ecuaciones de la siguiente manera:

Susceptibles

Sitl _gJ .

S = §9(1 — BkS'F).
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Infectados
i . .
— = BS'I —vI,
P =1 (14 BkS —kv).
Recuperados
R+l _RI ;
— =Vl
k

R =RV + kv,

Por lo tanto, el sistema (1.1) del modelo SIR, tras aplicarle el método de Euler explicito quedaria de la
siguiente manera
St =Si(1 - BkSIT),
U =D (1+ BkS/ —kv),
RV =RI 4 kv,
S0=58y, I'=I, R°=0.

(2.6)

Por dltimo, veamos como seria el esquema en diferencias al aplicar el método de Euler explicito al
modelo SIR endémico con difusién.
Sea (x,t) € [0, 1]x[0, Tfina], el problema a estudiar es el siguiente

St (x,2) = B(x,t) — uS — BS(x,1)I(x,1) + DgSy(x,1),

L(x,t) = BS(x,0)I(x,t) — (V+ ) (x,t) + Dilec(x,1),

Ri(x,t) = vI(x,t) — UR(x,t) + DrRyx(x,1),

S(x,0) =So(x), I(x,0)=1I(x), R(x,0)=0, (2.7)
Sx(0,1) = S,(1,1) =0,

L(0,¢) = I(1,¢) =0,

Re(0,1) = Ry(1,1) = 0.

Tomamos el mallado {(x;,7;) = (ih, jk),i=0,1,...,n+1,j=0,1,...,m+ 1}, con paso de discretiza-

cién espacial h = —— y temporal k = Tfinal
n+1 m+1

. El objetivo es aplicar el MDF a cada clase de individuos

por separado.
Susceptibles

Empezaremos con la primera ecuacion de (2.7), la cual hace referencia al grupo de individuos sus-
ceptibles en la poblacién. Luego el problema a estudiar es el siguiente

St (x,1) = DsSxx(x,1) +B(x,1) — uS(x,t) — BS(x,t)I(x,1),
S(x,0) = So, (2.8)
Sx(0,1) = S,(1,1) =0.

Recordamos que por el método de Euler explicito, consideramos las siguientes aproximaciones

T
s/ s

k b
St =281+,

h2? ’
S{+1 _S{—l

2h ’

St(xl‘,[j) ~

Sxx(xiatj) ~

SX(xi’tj) ~
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Por lo tanto, podemos sustituir dichas aproximaciones en la ecuacién del problema (2.8).
Luego, parai=0,...,n+1y j=0,...,m+ 1 se tiene

s sl SLi-asiesl,

i h2 +B] “S] BS]IJ

171

. . kD .
Sitt sl = hS(SlJ | — 28/ S/, \) + kB! —kuS! —kBS!I/,
jt1 ki k i k j jri
S = —uk—2D5ﬁ)Si —i—Dsthl | +DSh2Sz+1 +kBj —kBS; I .
Ademas por las condiciones de tipo Neumann,
si—s/ : .
Se(0,17) = = — =0=8, =5,
S, —S)
sx(l,zj)fv%_ozssf , =5

Por lo que para la clase de individuos susceptibles (S), tomando r = % debemos resolver

S/ = (1 — uk—2Dsr)S] + DsrS._| +DsrS.,  + kB! —kBS/I/, i=0,....n+1, j=0,..m+]1,
SJI_S’,
Siv2=Sh

(2.9)

Infectados

De la misma manera, utilizando el método explicito, hallamos la ecuacién para el grupo de individuos
infectados.

S
= L,(x,t) = Dyl (x,t) — (Vv +p)I(x,1) + BS(x,1)I(x,1),
I(x,0) =1, R(x,0)=0,
1:(0,1) = I,(1,t) =0,

y teniendo en cuenta que las aproximaciones son las siguientes

oy

I (xi,t;) = %,

-2 4T

Ixx<xi7tj) ]’l2 l+1 3

U1

L(xi,1) = %hll’

se tiene que parai=0,...,n+1y j=0,... m+1
R N N (RN
:D[ = L (V—I—/.L)Ij—i—ﬁSl/Ilj,

k h?
, . k
JE AR =Dz (L =20+ 1)) — k(v +p)1] +kBSIT

171

: k ok k
F' = (1-2Dp— —k(v+ )l + Dy 1]+ D1 +kBS!L.

h? h h
Por otro lado, por las condiciones de tipo Neumman,
J_ i _ _
L(0,1)) ~ - 2h71 =0=r, =1,
I,
L) =22 =01, =1

2h
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Asi, tomando r = h% obtenemos

= (1 =2Dpr — k(v +u) ] +Dyrl! |+ Dyt + KBS/, i=0,...,n4+1, j=0,...,m+1,
Ijl :IJ
IJ+2 _IJ

(2.10)
Recuperados

Siguiendo el mismo proceso, veamos cémo es la ecuacién para los individuos recuperados. Recor-

damos
R/ (x,t) = DRR(x,1) + VI(x,t) — UR(x,1),
R(x,0) =0,
R:(0,t) =R,(1,1) =0.

Por el método de Euler explicito,

R/ R
R,(xi,tj) ~ %7
—2RJ+R
Rxx(X[,tj) ]’l2 H_lu
R, —R
Rx(xi,tj) %7

luegoparai=0,...,n+1y j=0,...,m+1, se tiene

RIT'_RJ Rl —2R/+RI,, :
i _ J J
=D& 3 + VI — uR/,
. . k. . .
+1
R! —R{:DRE(R{ | — 2RI+ Rl )+ kvI] —kuR],

RV =(1- 201% — k)R + Dg— k

k
h2 11+DRh2 t+1+kVI]

Ademais por las condiciones de tipo Neumann

R L _RI-R, T
x(o’t])NT_Oijl_R7
R, R}

R.(1,1;) = % =0=R/_,=R].

Por lo que tomando r = 5, para el grupo de individuos recuperados se tiene

h27

RIM = (1—2Dgr —kp)R! + DprR_ + DrrRL, | +kvI/, i=0,....n+1, j=0,...,m+]1,
Rf =R/
1 9
J J
R, ., =Ry
(2.11)
Por lo tanto, por (2.9), (2.10) y (2.11), el esquema en diferencias del modelo SIR endémico con difiusién
lo podemos expresar de la siguiente manera.
Parai=0,...,n+1y j=0,....m+1,

S/t = (1— pk —2Dgr)S! + DgrS!_| + DsrS], , +kB—kBS/I,
= (1=2Dr — k(v + )l +D,rlf |+ Dyl + KBS

RIM = (1- 2DRr—k/,L)RJ+DRrRJ_1+DRrRl kv, (2.12)
SJI_SJ], I =1, R =R]

J J J J J

Sup2 =Sy Ly =M, Ry, =R






Capitulo 3

Método parareal

En 2001, Roger E. Lions, Yvon Maday y Gabriel Turinici propusieron por primera vez el algoritmo
parareal en su articulo titulado “Résolution d’EDP par un schéma en temps pararéel” . El algoritmo para-
real es una técnica numérica paralela en tiempo para obtener soluciones mas rapidas y mds precisas para
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) o ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)
de forma iterativa. Utiliza dos métodos numéricos diferentes para aproximar la solucién del sistema, uno
de alta precision (F) y otro de baja precisiéon (G). La solucién se calcula mediante una combinacion de
ambas soluciones.

A lo largo de este capitulo comenzaremos explicando el algoritmo, veremos posteriormente dos
teoremas de suma importancia sobre su convergencia y error y por ultimo, estudiaremos su estabilidad.
Las demostraciones sobre este algoritmo las podemos encontrar mds detalladas en [10] y [11].

3.1. Algoritmo parareal

Sea el problema

{ Z’(((;)):I{O(t,u(t)), t€(0,7T] G.1)

Consideramos una particion del espacio temporal en m + 1 subintervalos (¢j,¢j41] con j=0,...,m, to-
mando el inicio del tiempo como 7y y T como el final. Por lo que los subintervalos se definen de manera
que 0 =1 <t <...<ty <typy; =T. Asiel problema (3.1) queda dividido en varios subproblemas, por
lo que el objetivo serd hallar la solucién de cada problema para cada intervalo de tiempo. En particular,
el algoritmo parareal combina la aproximacién de la solucién de cada subproblema de (3.1) obtenida
mediante un método poco preciso y la solucién del mismo obteniendola a través de otro método de alta
precision.

Sea la condicién incial de cada subproblema u(t;) = uj, para j =0,...,m+ 1 definimos

= G(tj,tj1+1,u;) como el operador con el que se obtiene una aproximacién poco precisa de u(t;;1)
pero que tiene un bajo costo computacional.

» F(tj,1;,1,u;) serd aquel con el que conseguimos una solucién mucho mds precisa de u(t;;1) pero
con un mayor costo computacional.

La eleccién del método para las aproximaciones de la solucién dependerd de varios factores, como
por ejemplo el tipo de problema que se esté resolviendo o la precisién de solucidn requerida. En nuestro
caso, estamos trabajando con un sistema de EDOs, por lo que, podemos utilizar el método de Euler tanto
implicito como explicito o un método Runge-Kutta.

El algoritmo parte de los siguientes valores obtenidos a través de G en todo el intervalo (0, 7],

w=uo, u),; =G(tjtj41,u) Vji=0,.m. (3.2)

15
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De esta manera, se va obteniendo un conjunto de soluciones {u(j)}
Jj=0,....m+1

que, al tratarse de un método poco preciso, no es una buena aproximacion de la solucion del problema
(3.1). Es por ello que se introduce el operador F nombrado anteriormente y se define

el cual se debe corregir ya

=0 0 P
Asi, podemos escribir la correccién de la solucién como
0 _ &0 0
Ajr =05, —ujgy.

Una vez hallada la diferencia A(J)- 1

dada por G(¢;,tj41, u}) y la correccién A

podemos calcular la siguiente iteracion del algoritmo, que vendra
0

i1- Es decir, Vj =0, ...,m se tiene:

u;+l :G(tjatj-l-lvu})—’_A(J)'Jrl :G(tj’tj+lau}'>+F(tj7tj+1uu9)_G(tjvtj+1)u(j)')7

y teniendo en cuenta que en el tiempo #( la solucién vendra dada por el problema (3.1), tenemos u(l) =ug
Por lo que, repitiendo el proceso anterior, en términos generales, para cada iteracién del algoritmo se
sigue que

k+1 _
{ uO - u07 (3 3)
Wit = Gt 10,05 A F (1, j30,0) = Gt 1540,05) j=0,.m.
donde .
uO = Up,
j 3.4
{ u?ﬂ =G(tj,tjy1,u;) j=0,..,m. (3.4)

Es importante notar que los términos ug, ...,uOm 41 son calculados de manera secuencial partiendo de la
solucidn inicial uy = ug, mientras que @ se halla a través del integrador F de forma paralela ya que F no
requiere informacién de la iteracién actual.

3.2. Convergencia del algoritmo

A continuacién introducimos dos resultados de gran importancia. Lo primero es importante garanti-
zar que el método converge si el procesador F es lo suficiente preciso y para ello se presenta el siguiente
teorema.

Teorema 3.1. El algoritmo parareal definido por (3.3) y (3.4) cumple la siguiente propiedad

u];:F(O,I],llo), sz.]: (3.5

es decir, el vector u’]‘ coincide con el propagador F para todas las iteraciones empezando desde k = j.

Demostracion. Dicho resultado se demuestra por induccién sobre j. Sea j = 0, por (3.2) sabemos que
0

uy = ug y por (3.3) se tiene que Vk > 1, u’(‘) = 9. Ademds 7y = 0, por lo que se cumple F(0,7p,uy) =
F(0,0,up), y la igualdad (3.5) es cierta Vk > j = 0.

Supongamos por induccién que u’j‘. =F(0,2j,u9) se cumple Vk > ;.

Veamos si u’J‘. =F(0,7;,up) se cumple para k > j+ 1. Por (3.3), se tiene

ll];-_'_1 = G(tj,tj+l,u§) —|—F(l‘j,tj+1,ll’;_l) —G(l‘j,ljJrl,u];_l), j: 0,...,m, (36)

y ademds notar que k — 1 > j, luego por hipétesis de induccién se cumple

vt =k = F(0,1;,up).
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Sustituyendo esta dltima expresién en (3.6), obtenemos

ut = G(t),1j41,F(0,;,u0)) + F(t),1,01,F(0,15,u0)) — G(t),1,41,F(0,,u0)) =
= F(fj,tj+1,F(0,tj,U0))-

Notar que dado que F(;,7;41,F(0,7;,u9)) se ha calculado empezando desde el vector F(0,7;,u¢) a través
de F, al final, el proceso completo es 1o mismo que usar el propagador F desde 0 a #;;1 con el vector
inicial &g , luego se tiene

b, =F (1,171, F(0,77,u0)) = F(0,2;41,u9),
demostrando asi que la igualdad (3.5) se cumple Vk > j+ 1. O

Otro teorema relevante es el que vamos a presentar a continuacion, el cual garantiza la convergencia
bajo ciertas hipdtesis al igual que nos proporciona una cota para el error.
Antes de introducir el teorema, consideramos la longitud de los subintervalos del dominio temporal
uniforme como ¢ =t;,| —¢; paratodo j=0,...,m.

Teorema 3.2. (Estimacion de Convergencia del método parareal.) Sea F la solucion exacta de (3.1) y sea
G la solucion aproximada con error de truncamiento acotado por C36P*! y que satisface la condicion
de Lipschitz

|G(t,t +0,v)—G(t,t +0,w)|| < (1+C20)|v—w|. 3.7

Ademds, si la diferencia entre la aproximacion y la solucion exacta puede desarrollarse para un ©
suficientemente pequerio, es decir, si

F(tj 1,t;,x) —G(tj-1,t;,X) = cpr1(x)" T cpa(x)0P T2 - (3.8)

siendo los ¢, funciones de clase €' paran = p+1,p+2, ..., entonces para la iteracion k del algoritmo,
se tiene la siguiente cota

k+1
G; (Crorth) T
= (1+GCo) ]G -

k+1
g (C1t)) 2 (tj=tes1) oPlk+1)

—C (k+1)!

donde C| es una constante dependiente de los c,,.

o (1) — Wi <
(3.9)

Demostracion. Una de las hip6tesis del problema es que F es solucién exacta del problema (3.1), por
tanto se cumple u(t;;1) = F(¢;,¢;11,u(t;)). Luego teniendo en cuenta (3.3), se tiene

ll(lj.;,.]) _u/JCi} :F(tjvtj-i-l’u(tj))_G(tjvtj+1au/;+l) _F(tjvtj-&-lau/j{')+G(tj7tj+17 u§)7 Jj=0,...,m.

Sumando y restando G(¢;,;41,u(t;)) y reordenando términos obtenemos la siguiente expresién

u(tjp1) =t = F(,00,0(t) = Gt),t1,u(1)))
—(F(tj,tj21,05) — G(tj,tj21, )

J
+(G(tj,tjr1,u(t;)) — G(t),tj41 7u/;+1)).
Analizando cada término por separado y haciendo uso de la expresion (3.8), se tiene

(i) — bl = cpr (u(t)) 0P +cppa(ulty)) o2 4

—(Cp+1(“lj€')6p+l +Cp+2(“1;)0p+2+"') (3.10)

+H(G(tj tjrr,u(t) — G(tj i, u5t)).
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Ademis notar que los ¢, son de clase ¢!, por lo que existe una constante Cj tal que se tiene
[[(cp+1(u(t)) = cpr1 (W))0” " + (cpra(ut)) — cpra(uf)) 0?2 + .. || < Cro?™ () —uf .
Asi, tomando normas en (3.10) y utilizando esta dltima expresién y la condicién de Lipschitz (3.7) se

tiene

)

it i= [ty —wt | < €107 Jue) ]| + (14-C0) [[u(ey) -t

donde se ha denotado asi el error con el objetivo de definir la siguiente relacién de recurrencia

= aei+Bet, (3.11)

donde o := Ci67*! y B := (1 +C>0). Para la inicializacién de (3.11), tomamos (3.4) del algoritmo
parareal y seguimos con el mismo procedimiento que antes

Ju(tjcr) —ul, || = ut41) = Gt tjr,u)) || = [utir) — Gt tj41,u(t)) + G(t),tjs1,u(t))) — Gt tj41,u)) |
< G307 4+ (1+Cy0) |Ju(t)) —ud)|.

Luego tomando y := C3 oPtl, podemos definir la inicializacién de la relacion de recurrencia (3.11) como

e} = v+ Be. (3.12)

Para analizar dicha relacién, multiplicamos (3.11) por {/*!, sumamos sobre j, y como se tiene que
e'(‘) = Hu(O) - u’éH podemos comenzar los sumatorios desde j = 1, por lo que se tiene

Zeljgﬂgﬁl _ azel]ch+l +B Zel;+lgj+1
j=1 j=1 J=1
=uol Ze’}Cf+BC Ze’}“@j.
Jj=1 Jj=1

Luego tomando la funcién generadora py (&) := Y7 e’;- J, se tiene que se cumple

pr+1(8) = alpi(8) +BLpr1(8),

y por tanto se tiene
aatas

Pr1(8) = WPO(C)- (3.13)

Para hallar py(&), tomamos la inicializacién (3.12) y seguimos el mismo proceso que antes, por lo que
se tiene

Y & O =yl Y LY A
Jj=0 j=0 j=0

luego
Pl§) =i 5+ BLpu(L)
_ e
PO =50
Sustituyendo esta expresion en (3.13),
Ck+1
k

PO =1 g (g
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Notar que los coeficientes de esta expresion serdn los que acoten el error del algoritmo parareal, asi que
veamos como calcularlos.

1-¢71-B¢

Es conveniente escribir

como series de potencias, esto es
S SN

1-¢

1

— 2
1-pC =1+BC+BE+

Ademis notar que 3 > 1, luego podemos modificar la funcién generatriz py (&) como

Ck+1

ﬁk(C) =Y k(l _BC)]H_Q

Ademds, por la férmula de la serie binomial podemos escribir

1 <k+1+n)
(S
Luego se tiene que
~ — [ k+1+n o
Pl =rdt X (F et B (] e
n=0 Jj=k+1
Notar que para j < k, los coeficientes son nulos. Ademads, podemos escribir Py () de la siguiente manera
o  k
Pi($) — BT
J:k+1 1:0

Observar que para j > k

d< T gk ()
I (k+1)! 0

y ademds también se ve que esta desigualdad se cumple paraj < k ya que el productorio es nulo para
k> j.

Finalmente, teniendo en cuenta que el error del algoritmo estd acotado por e’]‘. , se sigue

Bjle —l

[ 2) —wj | <

3.14)

Cs (C16p+1)k+1

k
_ 3 j—k—1 .

demostrando asi la primera parte del teorema.

Para la segunda parte, se debe tener en cuenta que 1 +C,0 < €29 y ademds
k
(C16p+1)k+11—[ —l <ol (k+1) (C G)kJrl ]k+1 _ Gp(k'H) (C t )k+l
1=0

Por tanto, por (3.14), obtenemos el resultado

Cg (Clt')k ! L
k 3 J Co(t p(k+1
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3.3. Estabilidad del algoritmo

Finalmente, en esta seccion se demuestra un teorema que garantiza la estabilidad del algoritmo. En-
contramos informacién mas detallada en [10].

Sea el problema

{Z’(((;)):jof(t,u(t)), AER, 1e(0,T] G15)

consideramos que la longitud o es dividida en subintervalos de longitud &z, luego 6 queda dividido en

c
s := — intervalos. Para estudiar la estabilidad del algoritmo debemos obtener la funcién de estabilidad

ot
H(j,k,r,R) tal que cumple u’j‘- = H(j,k,r,R)ug, con j el indice temporal, k indice de iteracion, r la funcién
de estabilidad para el integrador F y R la funcién de estabilidad para el integrador G. Por tanto, serd
necesario resolver una doble relaci(’)n de recurrencia como se ha hecho a lo largo de la seccién anterior.
Tomando la inicializacién como u =R(Ao) y sea7 = r(Adr)* se llega a que podemos definir

k .
H(j,krR) =Y (J) (F—R)'RI, (3.16)
i=0 \!
Sabemos que para que la estabilidad se alcance se debe cumplir

sup sup |H(j,k,r,R)| < 1.
1<j<m+11<k<m+1

Veamos bajo qué condiciones se cumple la desigualdad anterior.
Tomando valores absolutos

Gk < 3 (2o RfiRr < 3 (1) - RIR < (R R

por tanto si se cumple (|(F—R)|+ \R])j <1, se tendrd que |H(j,k,r,R)| < 1.
Ademas, notar que |(7—R)|+ |R| = |[F| 6 |(F—R)| +|R| = [F — 2R|, luego

» |7| <1 se cumplird si la condicién de estabilidad se satisface para el operador F.

r—1 r+1

» |7—2R| <1 se cumplird si se satisface la ecuacién <R< 7

Una vez explicado esto, podemos introducir el siguiente teorema sobre la estabilidad.

Teorema 3.3. Sean r = r(A8t) y R = R(A0) las funciones de estabilidad para los propagadores F

con paso de tiempo 6t y G con paso de tiempo O, respectivamente, tal que |r| < 1. Si se cumple que

r—1 <R§r+1

con 7 = r(Adt)*, entonces el algoritmo parareal es estable para todos los valores

posibles de subdominios de m+ 1 y niimero de iteraciones.

Demostracion. Como ya se ha visto antes, el algoritmo serd estable si se cumple |[7| < 1y [F—2R| < 1.
Notar que esta dltima expresion es una de las suposiciones del teorema por lo que solo haria falta ver que
7| < 1.

Ademds por las hipdtesis del teorema, también se tiene que |r| < 1 y dado que 7 = r(A8¢)*, se sigue
que |F| = |r|* < 1° = 1, cumpliéndose asi ambas condiciones. De esta manera se puede asegurar que el
algoritmo es estable. O
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3.4. Simulacion numérica

Tomamos como ejemplo sencillo el siguiente problema
/ —
I/t(l‘()) = Uy,

y para resolverlo, utilizando el algoritmo parareal, haremos uso del método de Euler explicito tanto
como operador grueso como operador fino, con la diferencia de que utilizaremos diferentes pasos de
discretizacion para cada uno.

Definimos:
T —t
" hyp= Nt (1) , que representa el paso de discretizacién temporal utilizado para resolver el problema
t
(3.17).

= he = hy-incr, donde incr es un factor de incremento que determinara el paso de discretizacion
temporal del operador fino.

Ahora, podemos presentar una serie de resultados para el siguiente problema en particular
u'(t) =u(t), te(0,1],
{ u(0) = 0,5. G189

Con el objetivo de resolver este problema, hemos implementado el algoritmo parareal en un cédigo de
MAtlab, ver cédigo en la subseccion A.1 del Anexo A. La solucién numérica obtenida se representa
graficamente, mostrando la evolucién de la solucién a lo largo del tiempo.

1.4

1.2

Solucion

0.8

0.6

04
0 02 04 06 08 1 12 14

Tiempo
Figura 3.1: Solucién numérica del problema (3.18) respecto al tiempo .

En este caso especifico, el programa esta resolviendo la ecuacion diferencial en el intervalo de tiempo

[0,1] con paso de discretizacién temporal k =

1 .
N1 con N, = 20000. La gréafica muestra la evolucién
t
de la solucién numérica u a medida que se realiza el proceso iterativo.

Por otro lado, se presenta la siguiente tabla que muestra los resultados que obtenemos al ejecutar el
programa para distintos incrementos. En la primera columna, se indica el valor del incremento utilizado,
mientras que en la segunda se muestra el niimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia
del método.

Incremento | Iteraciones
2 6
4 7
8 8
10 8
16 9
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Se observa que el nimero de iteraciones es independiente al incremento utilizado, ya que el cambio que
se produce es minimo.



Capitulo 4

Aplicacion del algoritmo parareal

Una vez vista toda la teoria necesaria, podemos introducir el dltimo capitulo en el que veremos como
aplicar el algoritmo parareal al modelo SIR bdésico y al modelo SIR endémico con difusion.

4.1. Parareal para EDOs

En esta seccion veremos qué ocurre con el algoritmo parareal aplicado a un sistema de EDOs. Nos
basaremos en el modelo SIR bdsico, cuyo sistema es el siguiente

(B s
alr(t)
- BS@)I(t) —vI(t),
dR(t)

= VI(t

[ S(0)=8y>0, 1(0)=1I>0, R(0)=0.

Hemos disefiado el programa de Matlab incluido en la subseccién A.2 del Anexo A con el objetivo de
resolver el sistema anterior a través del algoritmo parareal.

Sear € (0, Tfma,], consideramos una poblacién con 103 individuos de los cuales, en el instante inicial del
estudio, 3 de ellos se encuentran infectados, luego tomamos Sy = 100 e Iy = 3. En cuanto a los parametros
del modelo, definimos la tasa de infeccién como 3 = 0,07 y la tasa de recuperacién como v = 0,5. De
esta manera, aplicando el método presentado obtenemos la solucién del sistema que representamos en la
siguiente grafica:

120
100 f

60 f |/

20 _;’II‘ \

Poblacion

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 4.1: Solucién numérica a lo largo del tiempo del sistema del modelo SIR para Sy = 100, Iy = 3,
B=0,07yv=0,5.

23
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Notar que en esta grafica el nimero de individuos susceptibles queda representado por la curva azul,
la curva roja representa el nimero de personas infectadas y la curva verde el niimero de individuos que
se recuperan de la enfermedad. Podemos observar como a medida que pasa el tiempo, el nimero de
personas susceptibles disminuye a la vez que el nimero de infectados aumenta, hasta no quedar ningtin
individuo que no haya contraido la enfermedad. Ademds, se observa que el nimero de personas recupe-
radas aumenta ligeramente, llegando asi a acercarse al ndmero total de la poblacién. Asi mismo acaba
desapareciendo la enfermedad al no quedar ningin infectado en la poblacidn.

Por otro lado, tal y como hemos hecho en el capitulo anterior, mostramos una tabla con los resultados
obtenidos al ejecutar el programa para diferentes valores de incremento en el algoritmo parareal.

Incremento | Iteraciones
2 5
4 6
8 6
10 7
16 7

Al igual que en el capitulo anterior, se vuelve a observar que al aumentar el valor del incremento, la
variacion de las iteraciones es muy pequefia. Por lo que podemos afirmar que el método es robusto con
respecto al incremento, ya que el nimero de iteraciones se mantiene casi constante.

4.2. Parareal para EDPs

Finalmente, veremos qué ocurre con un sistema de EDPsS. Tomamos el sistema correspondiente al
modelo SIR endémico con difusién

St (x,1) = B(x,t) — uS(x,t) — BS(x,0)1(x,1) + DySyx(x,1),
L(x,t) = BS(x,t)I(x,t) — (v + w)I(x,t) + DL (x,1),
R (x,t) = vI(x,t) — UR(x,t) + DrRyx(x,1).

Recordamos que ahora las variables dependen del tiempo y espacio, por tanto, sea n € N , definimos

1 . L .
h= I como el paso de discretizacién espacial.

Por gl sistema (2.12), que se ha obtenido tras el uso del MDF, hemos disefiado el cédigo en Matlab
incluido en la subseccién A.3 del Anexo A que nos permite resolver el modelo SIR con difusion.

Sea el dominio espacial [0,20] y t € (0,Tfiny) tomamos los siguientes valores para los pararemetros
B=0B=0,07,v=0,5 u=0,001, Ds = D; = Dg = 0,01, Nt = 10000, n = 20 y representamos los 3
grupos de individuos respecto al espacio para tres distintos valores de Tf;q; .-

100

poblacion

80

60

40

20

poblacion

~
o

w A~ O o
S © © o©

poblacion

80

60

40

20

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
Espacio Espacio Espacio
t=20 t=100 t=200

Figura 4.2: Individuos en la poblacién

Notar que, cuando tomamos ¢ = 100, el niimero de infectados supera al niimero de individuos suscep-
tibles en algtn punto de la poblacion, lo que supone que cuanto mds pase el tiempo la poblacion entera
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acabard infectdndose. Este razonamiento se refleja en la tercera gréfica en la que hemos tomado ¢ = 200,
se observa que ya no hay individuos susceptibles y que el nimero de individuos va disminuyendo res-
pecto a la grafica anterior a la vez que aumenta el ndmero de personas recuperadas de la enfermedad.

Por otro lado, presentamos de nuevo la siguiente tabla en la que comparamos las iteraciones del
método parareal respecto al valor del incremento

Incremento | Iteraciones
2 5
4 7
8 8
10 9
16 11

Podemos observar, al igual que en los casos anteriores, que la variacion de las iteraciones es muy pequefia
al aumentar el incremento, lo que indica que el método vuelve a ser robusto con respecto al incremento.
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A. Céodigos

A.1 Parareal

%parareal del problema u’(t)=u(t) con F y G Euler explicito

tinicial = O0;
tfinal = 10;
u0 = 0.5;

Nt=10000
hf=(tfinal-tinicial) /Nt;

incr=207% razon entre tama o de pasos de parareal
hc=incrxhf;
t=linspace(tinicial ,tfinal,Nt+1);

% Inicializamos los tama os de las soluciones
uf=zeros (Nt+1,1); % soluci n fina
uc=zeros (Nt/incr+1,1); % soluci n basta

% Condici n inicial
uc (1) =u0;
uf (1) =uc(1);

for i=1:Nt/incr
uc(i+1)=uc (i) *(1+hc);
t=t+hc;

end

it=1;
itmax=200;
error=1;
tol=1e-8;

2 uc_old=uc;

%itera hasta que se alcanza el n mero maximo de iteraciones o se alcanza una
tolerancia de error tol
while it<itmax && error>tol
for i=1:Nt/incr
uf ((i-1) *incr+1)=uc_o0ld (i) ;
u2=uc (i) *(1+hc); %G(i+1)
u3=uc_old (i) *(1+hc) ; %G (i)
for j=1:incr
uf ((i-1)*incr+j+1)=uf ((i-1) *incr+j)*(1+hf);

end
uc (i+1)=uf (i*incr+1)+u2-u3;
end
error (it)=max (abs (uc-uc_old))
uc_old=uc;
it=it+1;

29
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49 end

50 plot(t, uf)

I xlabel (’Tiempo’);

52 ylabel (’Solucion’);

53 %semilogy (error)

s4 %hxlabel (’iteraciones’);
ss hylabel (’error’);

s6 herror

57 uc

s8 it

A.2 Parareal para el modelo SIR

I hparareal para las edos del MODELO SIR

3 beta= 0.07
4 nu=0.5

5 s0= 100

6 1i0= 3

7 r0= 0

9 tinicial = O0;
10 tfinal = 10;

12 Nt=1000;
13 hf=(tfinal-tinicial) /Nt;

15 incr=2 % razon entre tama o de pasos de parareal
16 hc=incrx*xhf;

17 t=linspace(tinicial ,tfinal ,Nt+1);

19 % Inicializamos los tamaZos de las soluciones

20 uc_S = zeros(Nt/incr+1, 1);

21 uc_I = zeros(Nt/incr+1, 1);

» uc_R = zeros(Nt/incr+1, 1);

24 uf_S = zeros(Nt+1, 1);

5 uf_I = zeros(Nt+1, 1);

26 uf_R = zeros(Nt+1, 1); % Matriz para la soluci n fina (uf)

27 % Condici?n inicial
28 uc_S (1) = s0;
0 uc_I(1) = i0;
30 uc_R(1) = r0;

3 uf_S(1) = uc_S(1);

33 uf_I(1) = uc_I(1);
3 uf _R(1) = uc_R(1);

37 for i=1: Nt/incr

38 uc_S(i+1) = uc_S(i) * (1 - betaxhc*uc_I(i));
39 uc_I(i+1) = uc_I(i) * (1 + beta*hc * uc_S(i) - nux*xhc);
40 uc_R(i+1) = uc_R(i) + nux*xhc*uc_I(i);

41 endfor

43 it=1;

44 itmax=200;
15 error=1;
46 tol=1e-8;

48 uc_old_S= uc_S;
49 uc_old_I= uc_I;
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uc_old_R= uc_R;

for i = 1:Nt/incr

> while it < itmax && error > tol

uf_S((i-1)*incr+1) = uc_o0ld_S(i);

uf _I((i-1)*incr+1) = uc_o0ld_I(i);

uf _R((i-1)*incr+1) = uc_old_R(i);

u2_S = uc_S(i) * (1 - betaxhc*xuc_I(i));

u2_I = uc_I(i) * (1 + betaxhc * uc_S(i) - nu*hc);

u2_R = uc_R(i) + nux*hcx*xuc_I(i);

u3_S = uc_old_S(i) * (1 beta*hc*uc_old_I(i));

u3_I = uc_0ld_I(i) * (1 + betax*hc * uc_o0ld_S(i) - nux*hc);
u3_R = uc_o0ld_R(i) + nu*hc*uc_old_I(i);

for j = 1l:incr

uf_S((i-1)*incr+j+1)

incr+j));

uf _I((i-1)*incr+j+1)
-1)*incr+j) - nux*hf);
uf _R((i-1)*incr+j+1)

t =t + hf;

>

uf _S((i-1)*incr+j) * (1 - betaxhf*uf T ((i-1)=*
uf _I((i-1)*incr+j) * (1 + beta*hf * uf_S((i

uf _R((i-1)*incr+j) + nu*hf*uf_I((i-1)*incr+j)

end
uc_S(i+1) = uf_S(i*incr+1) + u2_S - u3_S;
uc_I(i+1) = uf_I(i*incr+1) + u2_I - u3_I;
uc_R(i+1) = uf_R(i*xincr+1) + u2_R - u3_R;
end
%si no defino este error no me parara nunca el bucle de antes , solo parara

por las it max
hcriterio de parada

error (it)=max (abs (uc_S-uc_o0ld_S))+max (abs(uc_I-uc_old_I))+ max(abs(uc_R-

uc_old_R));

uc_old_S = uc_S;
uc_old_I = uc_I;
uc_old_R = uc_R;

end

s plot(t, uf_S, ’b’, t,

xlabel (’Tiempo’);
ylabel (’Poblacion’) ;
semilogy (error)

xlabel (’iteraciones’);
ylabel (’error’);

uc_S

3 uc_I

uc_R
herror
it

uf_I,

7r7,

t 2

uf_R, ’g?’)

A.3 Parareal para el modelo SIR endémico con difusion

%parareal para las edos del MODELO SIR ENDEMICO CON DIFUSION

%PARAMETROS
beta= 0.07;
nu=0.5;
mu=0.001;
Ds=0.01;
Di=0.01;
Dr=0.01;
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tinicial=0;
tfinal= 10

n=2;

Nt=10000 % dincr*N

t=linspace(tinicial ,tfinal ,Nt+2);
kf=(tfinal-tinicial)/Nt;

incr=8 J razon entre tama o de pasos de parareal
kc=incrx*xkf;

h=1/(n+1);
x=0:h:1;

S_
S_
r_
r_
i_
i_

W N WNWN

kc/h~2;
kf/h~2;

= zeros (n+2,Nt/incr+1) ;
= zeros(n+2,Nt/incr+1) ;
= zeros (n+2,Nt/incr+1) ;

= zeros(n+2, Nt+1);
= zeros(n+2, Nt+1);
= zeros (n+2, Nt+1);

= zeros(n+1,1);
= zeros(n+1,1);
= zeros(n+1,1);
= zeros(n+1,1);
= zeros(n+1,1);
zeros (n+1,1);

%condiciones iniciales
PopInicial=4.5%((x."3) -6*(x."2)-x+10);
S=sum (PopInicial) ;
PopInicial=1000/S*PopInicial;

3 i_c(:, 1) = ones(n+2,1);

s_c(:, 1) = PopInicial’-i_c(:, 1);

sr_c(:, 1) = zeros(n+2,1) ;

s f(:,1)=s_c(:,1);

v i_f(:,1)=i_c(:,1);

r_f(:,1)=r_c(:,1);

for j=1: Nt/incr

s_c(1,j+1)=(1-muxkc-2*Ds*rc)*s_c(1l,j) + 2xDs*rc*s_c(2,j) - kc*beta*s_c(1,j)
*i_c(1,3);

i_c(1,j+1) =(1-(mu + nu)*kc-2*Di*rc)*i_c(1,j)+ 2*Di*rc*i_c(2,j) + kcx*betax
s_c(1,j)*i_c(1,3);

r_c(l,j+1) = (1-muxkc-2*Drxrc)*r_c(1l,j)+ 2*Drxrcxr_c(2,j) +kc*nu*xi_c(1,j);

for i=2:n+1
s_c(i,j+1) =(1-mu*kc-2*Ds*xrc)*s_c(i,j) + Ds*rcxs_c(i-1,j) + Ds*rcx

s_c(i+1,j) - kcxbeta*s_c(i,j)*i_c(i,j);
i_c(i,j+1) = (1-(mu + nu)*kc-2xDi*rc)*i_c(i,j)+Di*rc*i_c(i-1,j) + Di
xrcxi_c(i+1,j) + kcxbeta*s_c(i,j)*i_c(i,j);
r_c(i,j+1) = (1-muxkc-2*Dr*rc)*r_c(i,j)+ Dr*rc*r_c(i-1,j)+ Dr*xrcx
r_c(i+l,j) + kc*nuxi_c(i,j);
end
s_c(n+2,j+1) =(1-mu*kc-2xDs*rc)*s_c(n+2,j) + 2xDs*rc*s_c(n+1,j) - kcxbetax

s_c(n+2,j)*i_c(n+2,j);

i_c(n+2,j+1) =(1-(mu + nu)*kc-2*Dixrc)*i_c(n+2,j)+ 2*Dixrc*i_c(n+1,j) + kc
*beta*s_c(n+2,j)*i_c(n+2,3);

r_c(n+2,j+1) = (l1-muxkc-2*Dr*rc)*r_c(n+2,j) + 2*xDr*xrc*r_c(n+1,j)+kc*nu*xi_c
(n+2,3);
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end

it=1;
itmax=200;
error=1;
tol=1e-8;

sold_c=s_c;
iold_c=i_c;
rold_c=r_c;

while it < itmax & error > tol

for j = 1:Nt/incr
s_f(:,(j-1)*incr+1)
i f(:,(j-1)*incr+1)
r_f£f(:,(j-1)*incr+1)

sold_c(:,]);
iold_c(:,3);
rold_c(:,j);

s_2(1)=(1-mu*kc-2*Ds*rc)*s_c(1,j) + 2*Ds*rcxs_c(2,j) - kcxbeta*s_c
(1,j)*i_c(1,3);

i_,2(1) =(1-(mu + nu)*kc-2*Di*rc)*i_c(1,j)+ 2*Di*rcxi_c(2,j) + kcx
beta*s_c(1,j)*i_c(1,]j);

r_2(1) = (1-mu*kc-2*Dr*rc)*r_c(1l,j)+ 2*Drxrcxr_c(2,j) +kc*nu*xi_c(1,
i)
for i=2:n+1
s_2(i) =(1-muxkc-2xDs*rc)*s_c(i,j) + Dsxrc*s_c(i-1,j) + Ds*rcx*
s_c(i+1,j) - kc*betaxs_c(i,j)*i_c(i,j);
i_2(i) = (1-(mu + nu)*kc-2*Di*rc)*i_c(i,j)+Di*rc*i_c(i-1,j) + Di
xrcxi_c(i+1,j) + kcxbeta*s_c(i,j)*i_c(i,j);
r_2(i) = (1-muxkc-2*Dr*rc)*r_c(i,j)+ Dr*rcxr_c(i-1,j)+ Dr*rcx
r_c(i+1,j) + kc*nu*i_c(i,j);
end
s_2(n+2) =(1-mu*kc-2*Ds*rc)*s_c(n+2,j) + 2*Ds*rcxs_c(n+1,j) - kcx

beta*s_c(n+2,j)*i_c(n+2,j);

i_2(n+2) =(1-(mu + nu)*kc-2*Di*rc)*i_c(n+2,j)+ 2*xDi*rc*i_c(n+1,j)
+ kc*beta*s_c(n+2,j)*i_c(n+2,3);

r_2(n+2) = (1-muxkc-2*Dr*rc)*r_c(n+2,j) + 2xDr*rc*r_c(n+l,j)+kc*nu
*i_c(n+2,3);

%definimos s3
s_3(1)=(1-mu*kc-2*xDs*xrc)*sold_c(1,j) + 2*Dsxrc*sold_c(2,j) - kc*
beta*sold_c(1,j)*iold_c(1,j);
i_.3(1) =(1-(mu + nu)*kc-2*Dixrc)*iold_c(1l,j)+ 2*Di*xrcxiold_c(2,j) +
kcxbeta*sold_c(1,j)*iold_c(1,]);
r_3(1) = (1-muxkc-2*Dr*rc)*rold_c(1l,j)+ 2*Dr*rc*rold_c(2,j) +kc*nux
iold_c(1,3);
for i=2:n+1
s_3(i) =(1-mux*kc-2*Ds*rc)*sold_c(i,j) + Ds*rc*sold_c(i-1,j) + Ds
xrc*sold_c(i+1,j) - kcxbeta*sold_c(i,j)*iold_c(i,j);
i_3(i) = (1-(mu + nu)*kc-2*Dixrc)*iold_c(i,j)+Di*rc*iold_c(i-1,j
) + Dixrcxiold_c(i+1l,j) + kc*beta*sold_c(i,j)*iold_c(i,j);
r_3(i) = (1-mu*kc-2*Dr*rc)*rold_c(i,j)+ Dr*rc*rold_c(i-1,j)+ Dr
xrcxrold_c(i+1,j) + kc*nuxiold_c(i,j);
end
s_3(n+2) =(1l-muxkc-2xDs*rc)*sold_c(n+2,j) + 2*Ds*rc*sold_c(n+1,j)
- kc*beta*sold_c(n+2,j)*iold_c(n+2,j);
i_3(n+2) =(1-(mu + nu)*kc-2*Di*rc)*iold_c(n+2,j)+ 2*Di*rcxiold_c(n
+1,j) + kc*beta*sold_c(n+2,j)*iold_c(n+2,j);
r_3(n+2) = (1-muxkc-2*Dr*rc)*rold_c(n+2,j) + 2xDr*rc*rold_c(n+1,j)
t+kc*nu*xiold_c(n+2,j);

for 1 = 1:incr
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s_f(1,(j-1)*incr+ 1+1)=(1-muxkf-2*%Ds*rf)*s_£f(1,(j-1)*incr+ 1) +
2%Ds*rfxs_f (2,(j-1)*incr+ 1) - kfxbeta*s_f(1,(j-1)*incr+ 1)*i_f(1,(j-1)*
incr+ 1);

i f(1,(j-1)*incr+ 1+1) =(1-(mu + nu)*kf-2*Di*rf)*i_f(1,(j-1)x*
incr+ 1)+ 2*Dixrfxi_f(2,(j-1)*incr+ 1) + kfx*beta*s_f(1,(j-1)*incr+ 1)x*i_f
(1,(j-1)*incr+ 1);

r_£(1,(j-1)*incr+ 1+1) = (l-muxkf-2*%Dr*rf)*r_f(1,(j-1)*incr+ 1)
+ 2*%Drxrfxr_f (2,(j-1)*incr+ 1) +kf*nuxi_f(1,(j-1)*incr+ 1);

for i=2:n+1
s_f(i,(j-1)*incr+ 1+1) =(1-muxkf-2*Ds*rf)x*s_f(i,(j-1)*incr+
1) + Ds*rfxs_f(i-1,(j-1)*incr+ 1) + Ds*rf*s_f(i+1,(j-1)*incr+ 1) - kf*beta*
s_f(i,(j-1)*incr+ 1)*i_£f(i,(j-1)*incr+ 1);
i_f(i,(j-1)*incr+ 1+1) = (1-(mu + nu)*kf-2*xDixrf)x*i_f (i, (j
-1)*incr+ 1)+Dixrf*xi_f(i-1,(j-1)*incr+ 1) + Di*rf*i_f(i+1,(j-1)*incr+ 1) +
kf*xbeta*s_f(i,(j-1)*incr+ 1)*i_f(i,(j-1)*incr+ 1);
r_f£f(i,(j-1)*incr+ 1+1) = (1-muxkf-2*Dr*xrf)*r_f(i,(j-1)*incr+
1)+ Dr*rf*r_f(i-1,(j-1)*incr+ 1)+ Drx*rf*xr_f(i+1,(j-1)*incr+ 1) + kf*nux*i_f
(i,(j-1)*incr+ 1);
end
s_f(n+2,(j-1)*incr+ 1+1) =(1-mu*kf-2*Ds*xrf)*s_f(n+2,(j-1)*incr
+ 1) + 2xDs*rf*s_f(n+1,(j-1)*incr+ 1) - kf*beta*s_f(n+2,(j-1)*incr+ 1)*i_f(n
+2,(j-1)*incr+ 1);
i_f(n+2,(j-1)*incr+ 1+1) =(1-(mu + nu)*kf-2*Di*rf)*i_f (n+2, (j
-1)*incr+ 1)+ 2*Dix*rfxi_f(n+1,(j-1)*incr+ 1) + kf*betax*s_f(n+2,(j-1)*incr+ 1
Yxi_f(n+2,(j-1)*incr+ 1);
r_f(n+2,(j-1)*incr+ 1+1) = (1-mux*kf-2*Dr*rf)*r_f(n+2,(j-1)x*
incr+ 1) + 2*Dr*rfxr_f(n+1,(j-1)*incr+ 1)+kf*nu*xi_f(n+2,(j-1)*incr+ 1);

end
s_c(:,j+1) = s_£f(:,j*incr+1) + s_2 - s_3;
i_c(:,j+1) = i_f(:,j*incr+1) + i_2 - i_3;
r_c(:,j+1) = r_£f(:,j*incr+1) + r_2 - r_3;
end
error (it) = max(max(abs(s_c-sold_c)))+ max(max(abs(i_c-iold_c)))

+ max (max(abs(r_c-rold_c)));
sold_c=s_c;
iold_c=i_c;
rold_c=r_c;
it = it + 1;

end

semilogy (error)
xlabel (’Iteraciones’) ;
ylabel (’error’);

hs_c

%i_c

he_@
it
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