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Introduccion

Historia

En esencia, la teoria de varias variables complejas es el estudio de las funciones derivables definidas
sobre el espacio de coordenadas complejas, C". Funciones de este tipo aparecian ya de manera comtn
en el siglo diecinueve, si bien durante afios su teoria quedé sin desarrollar en el ambito del andlisis
matemdtico ya que se desconocian las interesantes particularidades de esta rama de las matematicas.
No fue hasta la década de 1930 cuando comenz6 a articularse la teoria por parte de matemaéticos como
Friedrich Hartogs, Augustin Louis Cauchy o Karl Weierstrass. Varios de sus resultados aparecerdn mds
adelante en este texto. Entre ellos destaca el conocido como fenémeno de Hartogs: toda singularidad
aislada de una funcién analitica en n variables es evitable si n > 1.

A partir de 1945, simultineamente en Francia, en los seminarios organizados por Henri Cartan, y en
Alemania con el trabajo de Hans Grauert y Reinhold Remmert se aclararon aspectos relevantes para el
estudio de estas funciones, como el problema de la continuacién analitica. Por otra parte, la teoria co-
menz6 a tener un espectacular despliegue de aplicaciones, y por tanto de interés, a mediados de los afios
cincuenta, con el impulso de la geometria algebraica, la invencién de la teoria de haces, singularidades,
etc.

Motivacion

Asi como hay una continuacién de la asignatura andlisis matemadtico I, con una generalizacién al
caso n-dimensional real en la asignatura analisis matematico II, no hay disponible en este grado una
asignatura dedicada al caso n-dimensional de variable compleja. Se podria pensar que esto es debido a
que generalizar a varias variables complejas es andlogo al proceso ya realizado en andlisis matematico
II, o que simplemente hay que afiadir multi-indices y considerar derivadas parciales. Sin embargo, este
no es el caso, ya que la variable compleja tiene una extension muy interesante y problemas importantes
propios al pasar a espacios complejos de varias dimensiones.

Mis alld de que el plano complejo es s6lo un caso particular, se trata de la falta de espacio en la
recta compleja para que ocurran ciertos fenémenos. Desde un punto de vista geométrico, tenemos por
ejemplo que en el plano todo conjunto simplemente conexo y distinto de C es biholomorfo con el disco
unidad (teorema de representaciéon conforme de Riemann); sin embargo, en dimensiones superiores la
clasificacién de dominios biholomorfos no es tan clara, pues ya la bola unidad en C? no es biholomorfa
al bidisco unidad, véase [1, pag. 31]. Lo que marca la diferencia de fondo de C a C", n > 1, es que
queda espacio para el andlisis complejo en el espacio tangente a la frontera de un dominio y esto amplia
significativamente el campo de accién. (En esta memoria no vamos a entrar en detalle en estas cuestiones
porque son de una dificultad superior a lo que se asume para un TFG.)

En particular, hay una diferencia en cuanto a las singularidades estudiadas en variable compleja. En
C? queda espacio para el andlisis complejo en el conjunto de ceros de una funcién holomorfa, ya que éste
puede tener dimensién compleja > 0. Es el caso de la funcién (z1,22) — z122, cuyo conjunto de ceros
es una variedad de dimensién 1, mientras que para cualquier funcién holomorfa (no idénticamente nula)
con dominio en C, sus ceros forman un conjunto discreto de puntos, es decir, tiene dimension 0.
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v Introduccion

En este trabajo exponemos los aspectos primordiales, basicos, de la teoria de variable compleja mul-
tidimensional, desde dos dngulos distintos pero complementarios. Comenzamos recordando las bases del
andlisis en una variable compleja (capitulo 1), y a continuacién introducimos la teoria pluridimensional
dividida en dos partes o capitulos. En la primera recogemos los resultados que son generalizaciones o
extensiones del caso unidimensional, como por ejemplo, el principio del mdximo o el teorema de la apli-
cacion abierta, etc. (capitulo 2). La segunda parte (capitulo 3) se dedica a los resultados que no tienen
andlogo o carecen de significado en el caso puramente unidimensional, como por ejemplo, la definicién
de dominio de holomorfia, o el fenémeno de Hartogs.

La holomorfia es pues el concepto central con en el que enfocamos este trabajo. En una variable
compleja existen varios puntos de vista que resultan ser equivalentes para el tratamiento de la holomor-
fia; a saber, su expresion en serie de potencias, representacion integral, o soluciones de ecuaciones en
derivadas parciales. En varias variables complejas también podemos adoptar estos puntos de vista, y afia-
dimos uno nuevo, la holomorfia en cada variable por separado. Veremos que todos ellos son equivalentes
y ademds que desde cada uno de estos puntos de vista aparecen nuevos fendmenos.

Los ejes que articulan el capitulo 3 son: el teorema de Hartogs sobre equivalencia de las funciones
holomorfas y las funciones holomorfas en cada variable, el teorema de Hartogs sobre continuacion anali-
tica en complementarios de compactos, y algunas caracterizaciones de los dominios propios de las series
de potencias.



Abstract

The aim of this work is to present some elementary results regarding holomorphic functions of se-
veral complex variables, where some aspects are analogous to the case of a single complex variable, but
others bring up completely new phenomena.

The content of this work has three main parts:

The first chapter, considered as a preamble, is partly a compilation of one complex variable results
that have already been proved during the degree. We also add some new results that will come in handy
for the proofs and generalisations on several complex variables. A remarkable result on this chapter
would be the generalised Cauchy’s integral formula, which has the Cauchy’s integral formula for holo-
morfic functions as a particular case.

Right after that, we get into the several complex variable chapters.

Firstly, we define the complex differential and the complex conjugate differential in several varia-
bles, as it is done for the unidimensional case on the preamble, to have the tools to extend the theory of
single variable to the several case. Then, we prove that we have four equivalent characterisations of holo-
morphic functions, as well as another noteworthy result, that is the Cauchy integral formula in polydiscs.
Subsequently, we show a few interesting properties of holomorphic functions, and extend some of the
single variable results from two different perspectives: integral Cauchy representations and analyticity.

Lastly, the third chapter consists of aspects that differ from the single variable situation:

= The Hartogs theorem, which states that a C-valued function f defined in an open set U C C"
is analytic in each variable z; when the other coordinates z for k # j are fixed implies that f is
analytic as a function of all n coordinates.

Clearly, this result is pointless on single variable.

= Hartogs extension theorem: also known as Hartogs phenomenon, it states that every singularity
of a holomorphic function of several variables contained on a compact set is removable. This
means that if f is a holomorphic function on a set U \ K, where U is an open subset of C" (n > 2)
and K is a compact subset of U such that U \ K is connected, then f can be extended to a function
F holomorphic on U.

In particular, for an isolated singularity a inside an open set U, on the single variable case we had
a classification into removable, pole or essential, but Hartogs phenomenon states that in several
variables it always exists an analytic continuation, and therefore the point a is always a removable
singularity.

» Then, we partly discuss domains of holomorphy, which are the domains where there exists an
holomorphic function that can not be extended holomorphically to a bigger domain. We also note
the reason why domains of holomorphy are not introduced on single variable: in the complex plane
every open subset is a domain of holomorphy.
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VI Abstract

= Lastly, we display some disquisitions on Reinhardt domains and their relation with the domain
of convergence of power series.

The main theorem on this section is the following equivalence about an open set U C C":

* U is the domain of convergence of a power series centred at 0.
* U is a Reinhardt domain containing 0 and a domain of holomorphy.

* U contains 0, is modularly decreasing and log-convex.
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Capitulo 1

Preambulo: una variable

En esta seccion recordamos algunos resultados centrales de una variable compleja, que admiten ge-
neralizacién al caso de varias variables.

Notaciones y conceptos basicos
Asumimos conocida la teorfa fundamental de diferenciacién e integracién de varias variables reales.
Sea U un abierto de R? (o equivalentemente de C siendo z = x +iy), y sea f : U — C con componentes
u,v:U — R, es decir, f =u+iv= (u,v). Supongamos que f es de clase C' en U. Entonces la diferencial
real de f es
of . 9df

df = du+idv = ucdx+ uydy + i(vedx + vydy) = (uy + ivy)dx + (uy + ivy)dy = a—xdx—l— 87ydy

Teniendo en cuenta que x = %(z +7)ey= % (z—Z), podemos reescribir dx y dy como

dz—dz
dy= Bk

B dz+dz
- Y

dx 7

y de esta forma, definiendo

or _tof 1oy ar_tof 1oy .
dz 20dx 2idy’ 97 20dx 2idy '
tenemos Y Y

e introducimos la siguiente notacion:

P) -
&f—;;dz, af_a’;dz

de modo que df(z) es aplicacién C-lineal y df(z) es C-antilineal.
A continuacioén describimos las funciones centrales del andlisis de una variable compleja bajo varios

enfoques diferentes en principio.

Definicion. Decimos que f : U — C es derivable compleja en U si Vz € U existe

flz+h) —f(2) fth) = [@) = f@h _
h ] '

f'(z) = lim

€ C< lim
h—0 h—0

Nota: La aplicacién
C=R> — C
h = fl(z)h

es C-lineal; es decir, en particular f € C!(U) es derivable compleja si y sélo si su diferencial df(z) es
C-lineal Vz € U.



2 Capitulo 1. Predmbulo: una variable

Definicién. Una funcién f € C'(U) se dice que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si

Notemos que

LOF 19f _ 9f _of

dx idy ﬁaiz_ax
Parad € C,R>0,sea D(A;R) :={z€C:|z—A| <R}.

Definiciéon. Una funcién f: U — C se dice analitica en U si para cada zg € U existe una serie de
potencias centrada en zg con radio R > 0 tal que

flz) = Z cn(z—20)" Vz€D(z0;R)NU.
n=0
Definicion. Decimos que f: U — C es representable mediante formula de Cauchy si

f) =L [ I,

= 1.2
2mi Jyw—2z2 (12)
siendo 7y una curva de Jordan' de clase C' en U y 7z € int(7).

Teorema 1.1. Sea un abierto U C C y sea f € C'(U). Entonces las siguientes propiedades de f son
equivalentes:

1. f es derivable compleja en U.

2. f satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en U.
3. f es representable mediante formula de Cauchy en U.
4. fesanaliticaenU.

Demostracién.] = 2 Como df(z) es C-lineal Vz € U, se sigue que d f = 0.

3 = 4 Basta desarrollar el ndcleo de Cauchy, (w,z) — WL_Z, en serie de potencias de w —a, con a €
U \ sopy e intercambiar serie con integral, lo cual se puede hacer ya que la serie es uniformemente

convergente en 7.
4 = 1 Es consecuencia de que toda serie de potencias es (indefinidamente) derivable compleja.
2 = 3 Esta implicacion la veremos con detalle a continuacion.

Nota: Aunque en el caso de una variable la condicién f € C!'(U) es superflua (puede demostrarse
1 = 3 directamente), presentamos el teorema de esta forma para ilustrar el punto de partida que se sigue
en varias variables.

Comenzamos dando la forma general de la integral de Cauchy para funciones de clase C'.

Teorema 1.2 (Forma general de la integral de Cauchy). Sea U un abierto acotado en C tal que U es un
conjunto finito de curvas de Jordan de clase C' orientadas y sea f € C'(V) con'V abierto tal que U C'V.
Entonces, size U:

L fw) L S ]
f@) =52 aUW_Zderzm//in_Zdw/\dw (1.3)

'Una curva es de Jordan si es plana, cerrada y sin autointersecciones
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Demostracién. Como U es un abierto con frontera de clase C' formada por un conjunto finito de curvas
de Jordan, si & € C!(V) por el teorema de Stokes se tiene:

/ dh/\dw:/ h(w)dw
U U
d 2

Aplicando que dh = ow h gy + ah dw y que el producto exterior es anticonmutativo y que dw Adw =0,
tenemos que la anterior expresion es igual a

// —dw/\dw 21// a—}_ldx/\dy
U ow

aplicando en la ultima igualdad que w = x + iy y las propiedades del producto exterior.

f()

—7

// So——diAdw o) gy~ f(w)dw—/ ) 4,
e OWW—2 A W—2 U W—2 lw—z]=e W—2

teniendo en cuenta que (z,w) — ; 1_ es localmente integrable, haciendo un cambio a coordenadas

polares en la integral de la derecha y haciendo € — 0 llegamos a la ecuacién (1.3).

df

Como caso particular, cuando 0 = ) S¢ obtiene el teorema integral de Cauchy y de esta forma se

En particular, para i : w — yUs:={weU:|lw—z >¢}

cierra el ciclo de equivalencias del teorema 1.1.

Corolario 1.3. Sea U un abierto de C, sea D un abierto en C tal que D C U es compacto y dD estd
formado por un niimero finito de curvas de Jordan de clase C' y sea f : U — C. Entonces si f cumple

OzgjfenUyZEDsetlene
1 f(w)

— dw. (1.4)
2wi Jopw — 2z

f(2)=

Llamamos funcién holomorfa en U a toda funcién que satisfaga alguna (y por lo tanto, todas) de

las propiedades equivalentes del teorema 1.1. El enunciado de este teorema comprende los tres puntos

de vista fundamentales y centrales de la teoria de variable compleja: el analitico (2), en términos de las

ecuaciones de Cauchy-Riemann; el llamado holomérfico (3), via la representacién integral de Cauchy; y

el aritmético (4), mediante funciones analiticas, de Weierstrass. Denotamos .7 (U ) al conjunto de todas
las funciones holomorfas sobre U.

Corolario 1.4. Sea U un abierto acotado en C tal que dU es un conjunto finito de curvas de Jordan de
clase C" orientadas y sea f € C'(U) tal que f es idénticamente nula en U. Entonces, siz € U:

af
1 75 (W)

= — | 2 g naw 1.
27:1'//(] g awaw (15

Otra consecuencia importante del teorema 1.2 es que permite dar solucién a la ecuacién d.

Proposicion 1.5. Sea ¢ : C — C de clase C¥, k > 1 de soporte compacto. Entonces la integral

/ a’w/\dw
271'1 cw—z

define una funcion f : C — C que satisface la ecuacion de Cauchy-Riemann inhomogénea con segundo
miembro Q:

af

5



4 Capitulo 1. Predmbulo: una variable

1

Ww—z ©8 localmente

Demostracion. Por un lado, ¢ es continua y de soporte compacto. Por otro lado
integrable en w — z. Luego f esta definida sobre C. Haciendo una traslacién

f(z)zzlm//(c(l)(zvVdeAdw

y derivando bajo el signo integral tenemos que f es de clase C*. De hecho, tenemos:

f o L [[oektw)1 _11/&P ! —
PE (z) = i //C 9z wdw/\dw- i e 8W(W) dwNdw = @(2)

w—2z

donde en la dltima igualdad hemos aplicado el corolario 1.4 sobre la clausura de un disco cualquiera en
C que contenga el soporte de ¢ (en particular, ‘3—’; = 0 fuera del soporte de ¢.)

1.1. Resultados basicos en una variable compleja

Damos aqui una lista de resultados fundamentales sobre las funciones holomorfas de una variable.
Comenzamos con los que son consecuencia de la formula de Cauchy:

Teorema 1.6 (Liouville). Sea f una funcion holomorfa en C. Si f estd acotada, entonces f es constante.

Teorema 1.7 (Principio del médulo médximo). Sea f una funcion holomorfa no constante en ninguna
componente conexa de un abierto U C C. Entonces |f| no puede tener un mdximo local en ningiin punto
de U.

Proposicion 1.8 (Desigualdades de Cauchy). Sea U un abierto no vacio de C y sea f € 7 (U). Dados
ac€U,r>0>D(a;r) CU, para cada n € N se tiene la acotacion:

@] <™ sup 170w (16)

n
r |lw—al|=r

El siguiente teorema lo demostramos, a diferencia de otros, ya que habitualmente éste no se demues-
tra en el grado.

Teorema 1.9 (Teorema de convergencia de Weierstrass). Sea (f;) j>1 una sucesion de funciones holomor-
fas en un abierto U. Si fj— f uniformemente sobre subconjuntos compactos de U, entonces la funcion
limite f es holomorfa en U. Ademds (f;)"—f")  Vn € NU{0} uniformemente en las componentes de
U.

Demostracion. El limite uniforme de funciones holomorfas es una funcién continua, por tanto, f es
continua en discos (cerrados) de U, luego f es continua en U. Para comprobar que f es holomorfa basta
comprobar que f cumple la férmula integral de Cauchy (1.4) en un disco de radio r.

Sea zo € U y sea s tal que r < s < dist(zo,dU). Entonces, por holomorfia de las f;, para cada z €

D(zo;r) se tiene:
1 fiw)
() — LN g
fi(2) 27Ti/sz|_sW—Z w

Asi,Vj > 1, Vz € D(zo;r) se tiene:

‘ o) — 1 /W f(w) dw'

270 S jw—zo|=s W — 2

1/ f(w)dw 1/| fj(w)dw‘

27'L'i W_Z()|:S W_Z 27Ci u}—ZO‘:S W_Z

[ s,
[w—2zo|=s

w—2

<|f(x) = fil2)| +

1

<|f@-£@]+5,
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< ‘f(z) —fj(Z)‘ +Si7rmax{‘f(w) —fj(w)‘ = 8D(zo;s)}

Y aplicando la convergencia uniforme de f; a f sobre los compactos de la forma K = {z} y K =
dD(zp;s), tenemos que:

fz)= 1 /|W A dw, Vz € D(z0;r)

27rl. _ZU‘:S W_Z

Asi f es holomorfa en D(zg;r) para cualquier zo € U, luego f es holomorfa en U.

Para la convergencia de las derivadas, sea de nuevo zp € U y sea s tal que r < s < dist(z,dU).
Utilizando las expresiones integrales de las derivadas de f;, f que ya hemos visto que son holomorfas,
haciendo la diferencia y tomando el valor absoluto se tiene que para cada z € D(zo;r)

7@ = £@)] < = amar{ |70 = fi00)] s w € D(e0is)}

Como f; — f uniformemente en el compacto dD(zo;s), se deduce que fj’- — f” uniformemente en el
compacto dD(zp;s) que estd contenido en U. Como esto ocurre para cualquier disco, se tiene que f ]’ — f
uniformemente en U. Para el resto de derivadas se procede por induccién o recurrencia.

Teorema 1.10 (Montel). Sea (f;)j>1 una sucesion de funciones holomorfas en un abierto U C C. Si (f;)
estd uniformemente acotado sobre subconjuntos compactos de U, entonces existe una subsucesion que
converge uniformemente en subconjuntos compactos de U.

A continuacién vemos algunos resultados que se siguen de la expresion en serie de potencias.

Operaciones con funciones holomorfas
= Si f, g son holomorfas, entonces f+ g, fg son holomorfas
= Si f es holomorfa en un punto a y f(a) # 0, entonces 1/f es holomorfa en a.

» Sif:U—C,g:V—Ccon f(U) CV, f holomorfa en a y g holomorfa en f(a), entonces go f
es holomorfa en a.

Teorema 1.11 (Principio de continuacién analitica). Sea U una regién > de C y sea f : U — C analitica
en U. Entonces son equivalentes:

1. f=0enU.
2. Ja €U con f"(a) =0,¥n e NU{0}.
3. f =0 en un subconjunto de U con punto de acumulacion en U.

Teorema 1.12 (Aplicacién abierta). Sea U un abierto de C y sea f: U — C holomorfa en U y no
constante en ninguna componente conexa de U. Entonces f es abierta, es decir, si X C U es abierto,
f(X) es abierto.

Para toda serie de potencias centrada en a € C existe R > 0 tal que la serie converge en D(a;R) y no
converge en C\ D(a;R). Asi, D(a;R) es el dominio de convergencia de la serie. Si ademads la funcién
representada por la serie no se extiende analiticamente a través de ningtn punto de la frontera del disco,
entonces decimos que dD(a;R) es la frontera natural de la serie.

Se dice que una funcién compleja f tiene una singularidad en a € C si f no es derivable en a pero
dr > 0 tal que f es holomorfa en D(a;r) \ {a}. En particular, si existe el limite de la funcién en ese punto,

2Una regién es un conjunto abierto y conexo.
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pero es oo se dice que a es un polo de f. Es el caso de la funcién z — z l - También puede ocurrir que

no exista el limite en a, en ese caso, se dice que a es una singularidad esencial. Por ejemplo, la funcién
f(z) = €'/ tiene una singularidad esencial en z = 0.

En el plano complejo, sobre cualquier subconjunto abierto, podemos definir una funcién holomorfa
que no se puede prolongar analiticamente a través de algtin punto de la frontera del abierto, es decir, es
un dominio de holomorfia, nocién que veremos en el capitulo 3.



Capitulo 2

Extension pluridimensional de la teoria de
una variable compleja

En principio, seguimos un orden andlogo al considerado en el capitulo 1.

Sea una funcién f: U — C con U C C" abierto. De nuevo podemos hacer una identificacion entre
C" y R?" notando que (21, ...,2,) = (X1 + i1, ..., Xy + iy,) se identifica con (X1, ..., Xp, V1, . Yn)-

Si f € C'(U) como funcién de R?*, la diferencial real de f es

v of L 9f
—j;(a—xidx,—i—g—yjdy,) .1

Definiendo como antes los operadores

df 19f 19f 9f 19f 19f

— == -, == —= 2.2
9., 20x, T2iay, 9z 29x, 2idy, (22
podemos reescribir
d
df = Z —dz, fdzj) Vi=1,..,n (2.3)
Se define la diferencial compleja y la diferencial compleja conjugada respectivamente como:
n af
afzza—zdzj of = Z dzj (2.4)
j=19%i
Notemos que df = df +df.
Proposicion 2.1. Los operadores %, aij :CY(U) — C(U) son lineales y cumplen la regla del producto:
d d f d g d f
- = + = = + == 2.5
52, e = I 5.8 gz =f5s T gz @.5)
Demostracion. La linealidad de estos operadores es clara por su definicién a partir de los operadores

BO; y 88 Para demostrar que se satisface la regla del producto, partimos de que d(fg) = fdg+dfg,y
J

lo descrlblmos con los nuevos operadores:

o Talfe) L aUe), oy o o of
L\, 9t ] fz[ d+8"] Z[a it azjd]

j=1

Como dzy,...,dz,,dZ;,...,dZ, son linealmente independientes, tenemos que necesariamente, para cada
jel, . n:

d . dg . Of %) dg 8f
afzj(fg)—faijJraijg y aZ_j(fg) fa 27,8
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Definicion. Se dice que f es diferenciable complejaen U siVz € U Ja = (ay,...,a,) € C" tal que

f(Zl +h1, -y Zn +hn) _f(Zh---aZn) - Z;l:lajh]
(1o )| h—0

0 (2.6)

Es decir, d f(z) dada por 2.1 es de la forma (hy,...,h,) € C" = Y5 a;h; € Cy por tanto, es C-lineal.
Notemos que f (con componentes u,v: U — R”", es decir, f = u+iv = (u,v)) es diferenciable compleja
siy solo si

d =,
I —o vj= 1n<:>{ T yi=1,n 2.7)
9z Uy; = —Vx
Definicion. Una funcidn f se dice que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en C” si
{ TV yi= 1, (2.8)
Uy; = —Vx;

Introducimos algunos conceptos propios del andlisis multidimensional:

= Se dice que un abierto D; C C es un dominio de Jordan si su clausura es compacto y su frontera
es una cantidad finita de curvas de Jordan. Un producto cartesiano de dominios de Jordan D =
Dy x ... x D, C C" se dice polidominio de Jordan.

= Un polidisco en C" es un producto cartesiano de discos en C. Sean D(ay;r1),...,D(ay;r,) discos
en C de radio ry, ..., r,, respectivamente, entonces el polirradio del polidisco en C" definido como
D(a;r) =D(ay;ry) X ... x D(ay;ry) es r = (r1,...,ry), donde a = (ay,...,ay).

» La frontera distinguida del polidominio D = D X ... x D, es dyD = dDy X ... x dD,, C dD.

» Una serie de potencias en C" en torno al punto a = (ay,...,a,) € C" es una serie de la forma:

con cq,...a, € C.

Para simplificar la notacién escribimos z% = z{"...z% siz = (z1,...,20), & = (@, ..., %) y denotamos
por o > 0 que o; > 0 V.

Definicion. Una funcién f: U C C" — C se dice analitica en U si para cada a € U existe una serie de
potencias centrada en a con polirradio r > 0 tal que

fR)=Y calz—a)* VzeD(a;r)NU.

o>0
Notando que con la notacién anterior (z —a)* = (z1 —ay)* -+ (2, —a,) ™

Definicion. Decimos que f: U C C" — C es representable mediante formula de Cauchy si f es
continua en U y para cada a € U y cada polirradio r > 0 tal que D(a;r) C U se cumple:

fz) = <1) /w,lanl—rn - /w;a1|—r1 ( (T dwy...dwy Vz € D(a;r)

27i W1—Z1)-~-(Wn—zn)

Como en el capitulo 1, establecemos ahora la equivalencia de las cuatro definiciones anteriores. A
esta equivalencia le afiadiremos en la primera seccién del capitulo 3 la propiedad de una funcién de ser
continua y separadamente holomorfa, es decir, holomorfa en cada variable por separado.

Teorema 2.2. Sea un abierto U C C"y sea f € C'(U). Entonces son equivalentes:

1. f es diferenciable compleja en U.
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2. f satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en U.
3. f es representable mediante formula de Cauchy en U.

4. fesanaliticaenU.

Demostracion.l < 2 Es consecuencia de (2.7).

Uy; = Vy, S
ara j=n, implica que tenemos una

vi = TV P

representacion integral de Cauchy para f(wy,...,w,_1,2,), €s decir, para cada a = (ay,...,a,) € U

y cada radio r, tal que (wy,...,wy—1,2,) €U, Vz, € D(a;r,) y

2 = 3 Comenzamos notando que, como en el caso n=1,

L f(er-'vZn—l?Wn)
27i Jop, Wn —2Zn

FWi, e sWn_1,2,) = dwy Vzn € D(an;ry).

Recurrentemente, aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann para cada j, tenemos representa-
cién integral de Cauchy (unidimensional) de f(z1,...,zn—1,Wn)s f(21,---sZn—2,Wn—1,Wp),... Combi-
nando estas expresiones (con la continuidad de f) llegamos a

1 n f(Wla"'7Wn)
f(Zl K ) (27”) /(9Dn /aDl (Wl _Zl) T (Wn _Zn) . " ’

SWi,eeywn)
(Wl —Zl)...(wn —Zn
podemos aplicar el teorema de Fubini a la integral multiple y llegamos a

1\
<) / huctiu) dwy -+~ dwn.
2xi ) Jop (Wi —2z1) "+ (Wn —2n)
3=4 Sean a € U y r > 0 polirradio tal que D(a;r) C U. Sean z € D(a;r), w € dyD(a;r) entonces
|zj—aj‘ < rj ij ‘wj—aj| =7r; Vj, luego }zj—aj‘ < ‘wj—aj‘ V]

La funcién (wy,...,wy,) —

j es continua sobre el compacto dyD, por lo que

1 1 1 1
wW—z Wwi—21 Wpn—Zn wi—ai—(z1—a1) wip—ay—(Zn—an)
_ 1 1 -y (z—a)*
N z—al\ — - _ o+l

(Wl—al)(l_ﬁ) (Wn —an) <l—z" a”) az0 (w—a)

Wn —2n

Entonces intercambiando integral y serie, tenemos

10=(35) Sy -5 E | (55) o et -

4 = 2 Una serie es un limite uniforme sobre compactos de polinomios complejos en z. Para todo polino-

JdP d dh

mio complejo se tiene 95 = Oy 95 &8 lineal, luego continua. Por tanto, 0z = 0 Vh analitica.

Definicion. Decimos que una funcién f : U — C es holomorfa en U si satisface cualquiera de las
condiciones equivalentes del teorema 2.2. Se denota f € 77 (U).

Un ejemplo importante de funcién holomorfa es el que mostramos a continuacion.

Teorema 2.3 (Férmula integral de Cauchy multidimensional). Sea U C C" abierto 'y sea f : U — C
continua y separadamente holomorfa. Sean Dy, ...,D, dominios de Jordan de clase C' y sea D = D x
... X Dy, tales que D C U. Entonces f es representable mediante la férmula de Cauchy

f(z):< : >n/aD( SOe) g, v VeeD. (29)

27i w1 —21)e.(Wy — 21)

Asi f € € (D) y f es holomorfa en D.
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Demostracion. Para el caso n=1 se trata de la ya conocida férmula integral de Cauchy. Para simplificar,
veamos el caso n=2; el caso n > 2 es andlogo.
Sea zo € Dj. Aplicando la férmula integral de Cauchy (unidimendional) tenemos

1 f(zi,w2)

— dW2 VZZ € Dz.
27i Jop, w2 —22

flz1,22) =

Aplicando de nuevo la férmula integral de Cauchy (unidimendional) tenemos

L f(W17W2)

; dw Vz1 € D;.
27i Jop, w1 —21

f(Zl?WZ) —

Donde hemos usado que D; x D, C U. Asi, combinando ambas expresiones y teniendo en cuenta la
continuidad de f tenemos:

fwi,wa) 1 2 f( )
wi—21 wi, w2
21,2 2L dwidwy = | — / dwidw Vz e D.
flaz) <2m> /apz/ap1 wa—zp T <27U) ap (Wi —z1)(wa—2)" 0

Mostraremos mds ain que si f es separadamente holomorfa entonces f es continua, luego holomorfa.
Este resultado, cuya dificil demostracion veremos en el capitulo 3, es de Hartogs.

2.1. Propiedades de las funciones holomorfas

Aqui ahondamos en propiedades de las funciones holomorfas introducidas después del teorema 2.2.

Aplicaciones holomorfas. Derivacién
Podemos considerar aplicaciones entre dos espacios complejos multidimensionales. Sea f : U C C" — C?.
Entonces para cada z € U ponemos f(z) = (fi(z),..., fp(z)) donde f; : U — C.

Definicion. f se dice holomorfa en U si fi, ..., f,, son holomorfas en U.

Proposicion 2.4 (Regla de la cadena). Sea f: U C C" — CP y sea V C CP tal que f(U) C V. Entonces
gofeH(U) Vge A (V)s feH(U). Ademds,

o ) 2Lk (2.10)

Demostracion. Sea f holomorfa en U y sea g holomorfa en V, entonces g, f1, ..., f, € C!'(U). Considerar
las proyecciones z; = x; + iy; sobre R?", wy = s; + ity sobre R?? y fi = uy +ivg. Asi, por la regla de la
cadena en funciones reales tenemos:

d(gof) & [, 0g duy, dg dvi
P W (Cr i e it A v
d(gof) ¢ [ dg du, ,0dg QVk}
= —_— — 4+ (= -
ayj k;l (8skof)8yj (8tkof)8yj
Ademids f € 7 (U) %:% a—Zi‘.:—g—v’;porloque

Igof) _1[gof)  13(of)] _ {8 . (du v
[ Ix; +? 8yj }_k 1(8wk f)<8xj+8xj>

d Bfk u d fi
g‘ 3Wk (%) ; 3Wk <3ZJ>
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Donde hemos aplicado en la dltima igualdad la holomorfia de f.

d(gof) 1 9(8°f)1‘9(g°f)]: p(ag Of)(3uk .3vk):0

e dx;

8Z_j 2 an i 8))]'

ax; 'ax

k=1

Donde hemos aplicado en la dltima igualdad la holomorfia de g: % = (V. Asi hemos demostrado la
J
holomorfia de go f.

Para el reciproco, basta considerar la funcion holomorfa g;(zi,...,z,) = z; paracada i € 1,.., p. Asi
gio f = fies holomorfa paracadai € 1,.., p, luego f es holomorfa.

Derivacion de orden superior de funciones holomorfas

Definicién. Dada una funcién f: U C C" — C con U abierto tal que f € C"(U) y un multi-indice
o= (ay,...,0;) > 0con || = o) + ... + o, < m se define:

1% (0 “ o\ 1%f (0 “ d\*
9z (azl> (az,,> A <azl> <azn> ! @D
2% 2%
De forma que cuando f es holomorfa tenemos D% f := ﬁb{ = axb( .

Aplicando la regla de derivacién bajo el signo integral se tiene:

Proposicion 2.5. Sea f € 57 (U) Sean Dy, ..., D, dominios de Jordan de clase C' y sea D= D1 x ... x D,,
tales que D € U. Entonces f € C*(U) y

lD“f(Z):< : )/a i dwi...dw,  YzED.

a ﬁ D(W]—Zl)a1+l-.-(wn—2n)a"+l

En particular D*f(z) € 7€(U) Yo > 0.

Con la notacién z%* = z{'..z2% siz = (z1,...,2n), ¢ = (0, ..., &%) la ecuacion (2.5) es

%Daf(z) _ <21m)/aoD (W]:(;‘))Zxﬂdw

Desigualdades de Cauchy

Proposicion 2.6. Sea f : U — C holomorfa, si D,(z) C U. Entonces

1
al

D) <~ sup I£(2)] @.12)

™ z€0yD,(z)

Demostracion. Tomando D = D(z;r) en la proposicion 2.5 tenemos:

1 o _ 1 \" f(w)
EICE (m) '/rn_m_zn' /rl-lWI_ZI(W_Z)aHde..dwn

y con el cambio a coordenadas polares w; = z;+r je’ef tenemos:

1 1\ a4rne?, Lz ety e
—D%f(z) = =— / / /(i 7 la +1’ . ”.9 'Zx+1)zrle’9‘...lrne’e"del...den
o 27i 0<6,<27 o<g<2n (r1e®)a+l (7, )0

Acotando la integral, aplicando que ‘eief} =1 se tiene el resultado.
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Damos ahora otra version de las desigualdades de Cauchy.

Definicién. Un conjunto U C C" se dice £-equilibrado para & € C" si (1 —A)E+Az€ U, VzeU,
V|A| < 1. En el caso particular & = 0 se dice que U es equilibrado.

Definicion. Sea & € U abierto en C" y sea f: U — C tal que f € 7 (U). Se define el polinomio
m-homogéneo P, de f param =0,1,..., como
Df(S) o

Pu(z) = Z T

|at|=m

Proposicion 2.7. Sean & € U abierto en C"y f € 7 (U). Si U es &-equilibrado, entonces:
sup|Py(z—&)| <sup|f(z)|.
zelU zelU

Demostracion. Sea z € U fijo. Se define V ={A €C:(1-1){ +Az€ U} y la funcién holomorfa
g:V — Cdadaporg(A)=f((1-2)&+ Az).

Notar que D C V ! y que la serie de Taylor de g en 0 es: Yoo_,cnA™, donde ¢, = Py(z— &). Aplicando
la desigualdad de Cauchy unidimensional (1.6) tenemos:

g™ (0)
m!

(2= 8)| = lem| =

< sup [g(4)] < sup|f].
A|=1 U

Limite de funciones holomorfas

Teorema 2.8 (Weierstrass). Sea ( fj);f’: | una sucesion de funciones holomorfas en un abierto U C C",
tal que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de U a una funcion f cuando j — oo.
Entonces, la funcion limite f es holomorfa en U y para cada multi-indice o se tiene:

Dafj — Daf

Jore

siendo esta convergencia uniforme sobre cada subconjunto compacto de U.

Demostracion. Sea D(a;r) un polidisco cerrado en U. Por la férmula integral de Cauchy:

fiz) = (217”) /aD(m) de, Vz € D(a;r).
filw

w—z
Para cada z fijo, cuando j — oo: wi—z) — vjfz(lvl
Asi,

(Y fiw) o jme (1" flw) .
fit@) = <27ri> /BD(a;r) W—zdw——+ <27ci> /aD(a;r) w—zdw vz € Diar)

Por la unicidad del limite, como f; —— f tenemos que la representacion integral de Cauchy es también
Jjreo

uniformemente para w € dD(a;r).

vdlida para la funcion limite f. Asi, f es holomorfa en D(a;r) y desplazando D(a;r) sobre U, tenemos
que f es holomorfaen U.

Abhora, aplicando la férmula de Cauchy para las derivadas sobre un polidisco cerrado en U, D(a;r), sobre
la funcién f — f; que sabemos holomorfa, D*(f — f;) — 0 uniformemente sobre D(a; 5). Como todo
compacto puede ser recubierto por una cantidad finita de polidiscos de la forma D(a; 5

compacto y D(a; 5) C U, se sigue que D* f; — D*f.
e

) con a en el

D denota el disco de centro cero y radio 1.



Holomorfia en Varias Variables Complejas - Marta Recalde Villamayor 13

Incluimos sin demostracién el andlogo al teorema de Montel en una variable. Este resultado tiene
una estrecha relacion con el andlisis funcional y topologia de espacios de funciones. No lo demostramos
porque se desvia de nuestros objetivos y por falta de espacio.

Teorema 2.9 (Montel). Sea .% una familia de funciones holomorfas y acotadas sobre un abierto U C C".
Entonces, F es normal, es decir, cada sucesion infinita { fi.} C F, contiene una subsucesion convergente
en U y uniformemente convergente en cada subconjunto compacto de U.

Como caso particular se tiene

Corolario 2.10. Sea f; una sucesion de funciones holomorfas en U tal que |fi| estd uniformemente
acotado sobre cada subconjunto compacto de U. Entonces existe una subsucesion que converge unifor-
memente sobre cada subconjunto compacto de U a una funcion f holomorfa en U.

Series de potencias

Definicion. Una serie dada por una sucesion de funciones continuas (f,);;_, sobre un compacto E de C"
tiene convergencia normal, o converge normalmente en E si se cumple que

Z sup | fu(z)| < co.

n= IZEE
Se dice que la serie ), f,(z) converge normalmente en U abierto de C" si converge normalmente
en cada subconjunto compacto £ C U. La convergencia normal es por tanto una propiedad local y es
uniforme y absoluta en cada punto.

Proposicién 2.11 (Lema de Abel). Si la serie Y. ,~qcq(z—a)* tiene términos acotados en algiin punto
T=20yr= , entonces la serie es normalmente convergente en D(a;r) .

Demostracion. Sea 0 < p; < r; V. Siz € D(a;p), entonces

o o

lcalz = @) < |cal p* = leal 125 < supleaao )| 2.
o

o
Como ).~ Iz—a < oo (serie geométrica), tenemos:

sup |cg(z—a)?¥| < .
a>0z€D(a;p)

Como todo subconjunto compacto de D(a;r) estd contenido en algin D(a;p) y la convergencia
normal es una propiedad local, tenemos el resultado.

Corolario 2.12. Si Y~ ca(z—a)* converge en todos los puntos de un polidisco abierto, D(a;r), enton-
ces la serie converge normalmente en dicho polidisco y ademds su suma, f(z) es holomorfa en D(a;r).

Proposicion 2.13. Sea f holomorfa en algiin abierto U C C" tal que U contiene al polidisco D(a;r).
Entonces

)= ¥ D@ —a)f

a>0

con convergencia normal en D(a;r).

Demostracion. Para simplificar la demostracion consideramos el caso a = 0.

1 _ 1 _ ¢ - y
Sean z,w € C con |z| < |w]|. Entonces r— a z : =Ya>0 T con convergencia absoluta. As{,
w(l=2=

w

para z,w € C" tales que ‘Zj‘ < ‘wj‘ Vj tenemos:

1 1 %

(X
- I R
- : oc+1 o +1 o+1°
1 wn O{ZOW

w—2z wi _Zl Wn n g>0 W
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Para un z dado, esta serie tiene convergencia normal en {w eC: ‘wj’ > }zj‘ j=1, ,n}
Luego,size D,(n=0)y ‘Zj‘ < pj<r;j Vj,paracada z € D,(0) tenemos:

9 () o 0= () Lo 252~ v

a>0 a>0 7

La convergencia normal se sigue del corolario 2.12.
Definicién. La serie ¥, 2;0%f(17)(z—1)* se llama serie de Taylor de f en 1.
Teorema 2.14 (Liouville). Sea f € 7 (C"). Si f es acotada, entonces f es constante.

Demostracién. Sea M > |f(z)] <M Vz € C" y sea ¥ ,~¢aqz® su serie de Taylor en torno al punto 0.
Entonces, como en la proposicion 2.13 tenemos:

1 1\ Fwi,e,wy)
— = pero) = | / e dw,
|ag] ‘(x! f(O)‘ ’(27”-) D(0:) (wl)“1+‘...(wn)“"+1dwl dw
M

1" |f Wiy, )] M
— S T dwydwy, < 7/ dwi...dw, = ——21r = —
2mi /aoD(o;r) poatl gt SRR 7 2 P R 2mret! re

<

Para r un polirradio cualquiera, asi Vo > 0 se tiene aq = 0 de donde se sigue que f = ag constante.
Continuacion analitica

Teorema 2.15 (Unicidad de la continuacién analitica fuerte). Sea U un abierto conexo de C" y sea
feHAU) tal que In € U con D*f(n) =0 Yo > 0. Entonces f =0en U.

Demostracion. SeaA={z€ U :D*f(z) =0 Va > 0} . A es un conjunto cerrado y no vacio ya que por
hipétesis 7 € U. Por la proposicion 2.13 A es abierto. Asi, necesariamente A = U.

Corolario 2.16 (Unicidad de la continuacién analitica débil). Sea U un abierto conexo de C" y sean
f.g € H(U) tales que f = g en algiin subconjunto abierto y no vacio de U. Entonces f =g en U.

Nota: Veremos en el capitulo 3 que la continuacién analitica no se da en su forma fuerte de existencia
de punto de acumulacién de ceros.

Corolario 2.17 (Principio del médulo maximo). Sea U C C" abierto y conexo y sea f € 7 (U) tal que
daeU>|f(z)| <|f(a)] VzenunentornoV de a. Entonces f es constante en U.

Demostracion. Considerar un polidisco D(a;r) contenido en V (el méximo de |f| en D se alcanza en a).
Sea j € {1,..,n}, entonces la funcién fj(z) := f(ai,...,aj-1,2,aj41,...,a, es holomorfa en D(aj;r;) C C
y su médulo alcanza maximo en el centro del disco. Por el principio del médulo méaximo en C (teorema
1.7), fj es constante en D(aj;rj). Como esto ocurre Vj € {1,..,n}, f es constante en D(a;r). Como U es
conexo, por el corolario 2.16 necesariamente f es constante sobre U.

Teorema 2.18 (Aplicacién abierta). Sea U C C" abierto y conexoy sea f € 7 (U) no constante. Enton-
ces f(U) es un abierto de C.

Demostracion. Seaz € U yseaw:= f(z) € f(U). Sea V un entorno convexo de z. Como f no puede ser
constante en V, existe zo € V tal que f(z) # f(z0). Sean D ={A €C:z+A(z,—2)€V}yg:D—C
por g(A) = f(z+A(z, —z)). Entonces D es abierto en C, con 0,1 € D'y g(0) # g(1). Por el teorema de
la aplicacidn abierta en C, g(D) es un abierto de C que contiene aw y g(D) C f(U).



Capitulo 3

Teoria exclusiva de las varias variables
complejas

3.1. Teorema de Hartogs

El objetivo de esta seccién es demostrar uno de los resultados esenciales de la teoria en varias varia-
bles complejas, el teorema de Hartogs que dice que toda funcién separadamente holomorfa es holomorfa.
Este resultado es importante y peculiar de la holomorfia, pues estd muy lejos de tener andlogo en funcio-
nes de varias variables reales. Por ejemplo, tomemos la funcién g : R> — R dada por

Vs (x,y) #(0,0),

x2+y2

g(xy) =
0 si (x,y) =(0,0).

g es de clase C*” para cada una de las variables por separado, pero no es ni siquiera continua en el origen.

Recordamos los siguientes resultados que necesitamos para demostrar el teorema de Hartogs.

Teorema 3.1 (Teorema de Baire). Sea E un espacio métrico completo y no vacio. Si E es la union de
una familia contable de subconjuntos cerrados {Ey} .y entonces existe al menos un ko € N tal que Ey,
contiene un abierto no vacio.

Véase [0, pag. 97].
Funciones subarmonicas

2 2
Definicién. Una funcién f : U — R se dice arménica en U si es de clase C2 y Af = 375 + 3;2[ =0

Definicion. Sea un abierto U C C y sea una funcién f : U — [—o0,0). Se dice que f es subarménica si
1. {z€ U : f(z) < s} es abierto para cualquier s € R.

2. Para todo compacto K C U y para toda funcién 4 continua en K y arménica en int(K) tal que h > f
en JdK se tiene f < hen K.

Teorema 3.2. Sea {fi} una sucesion de funciones subarmonicas en un abierto U C C uniformemente
acotadas superiormente sobre cada subconjunto compacto de U. Silimy_,« f1(z) < C Vz € U, entonces
para todo € > 0y para todo compacto K C U existe ko tal que si k > kg entonces fi(z) < C+ € para todo
zeK.

Véase [3, Capitulo 1, seccién 6]
Con estos ingredientes pasamos a demostrar el teorema

15
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Teorema 3.3 (Hartogs). Sea f: U — C con U un abierto de C". Si f es separadamente holomorfa,
entonces f es holomorfa en U.

Notemos que el teorema es local, por lo que bastard demostrarlo sobre polidiscos. Lo haremos en
sucesivas etapas, haciendo uso de los siguientes lemas:

Teorema 3.4 (Corolario del Lema de Schwarz). Sea g(z) una funcion holomorfa en D(0;r) C C con
|g(z)| < M para algiin M > 0. Entonces Vz,§ € D(0;r)

r(z=¢)

o(2) ~a(6)| <2m |

Proposicion 3.5. Sea f: U — C con U un polidisco: {z eC: }Z.," <rj,j=1, ,n} Si f es separada-
mente holomorfa, y | f| es acotada en U, entonces f es holomorfa en U.

Demostracion. Por el teorema 2.3, basta probar que f es continua en U. Como | f| estd acotada, IM > 0 >
|f| <M en U. Entonces, si z,{ € U tenemos:

f&)—f(Cﬂféﬂwjirik”_éﬁ” (3.1)

= =28

En efecto, podemos poner la diferencia como una serie telescopica:
n
F@ =1 =Y f s G132 rzn) = F (G Cjo 2t 15 - 2n)]
j=1

y entonces basta aplicar la estimacién de (3.1) en el caso de una variable, que se tiene aplicando el

corolario del lema de Schwarz 3.4. Ahora, como z; — §; y r* —z;¢; — r? — ‘Cj‘z # 0 cuando z — ¢,
tenemos por (3.1) que f(z) —€> f(&) como queriamos probar.
—

Proposicion 3.6. Sea f: U — C con U un abierto de C", tal que f es separadamente holomorfa. Sea
D= [T D; un polidisco cerrado, con interior no vacio y contenido en U. Entonces existen discos
D/; C D de radio positivo y D, = D, tal que f es holomorfa en el interior de D = T l_);..

Para demostrar esta proposicion (y las siguientes) asumimos que el teorema de Hartogs se cumple
para funciones de menos de n variables (para n=1 se cumple de forma trivial).

Demostracion. Sea M >0y Ey = {z’ € H?;%D} Nf (7)) | <M Yz, € Dn}. El conjunto Ey; es ce-
rrado (por la hipétesis de induccién f es holomorfa, luego continua, en 7' para cada z, fija). Ademas
Up—1 Em = H?;} Dj, puesto que f(Z,-) es holomorfa y por tanto continua en D,. Por el teorema de
Baire 3.1 y para M suficientemente grande, E); tiene un punto interior luego escogiendo D’ tal que
D’ C Ey X Dy, se tiene que f es acotada en D' y se termina la demostracién aplicando la proposicién 3.5.

Proposicion 3.7. Sea f: D — C con D = {z eC": ‘zj —Zg‘ <R, j= 1,..,n} . Supongamos que
» fes holomorfaen? = (z1,...,2n—1) Si 2, estd fijo,

s f es holomorfa y acotada en D' = {z eC: ‘zj—z?) <rj=1,..,n—1, ‘zn—zg‘ <R} para al-
gunr>0.

Entonces f es holomorfa en D.



Holomorfia en Varias Variables Complejas - Marta Recalde Villamayor 17

Demostracién. Supongamos que z° = 0. Sean R, R; tales que 0 < R; < R, < R. Por la proposicién 2.13,
tenemos que, Vz € D,

1)) =X, 2 DF(0.2)(2)°

donde o recorre multi-indices de n-1 coordenadas. Ademas z, — %D“ f(0,z,) es holomorfa en z,, y para
cada z, fijo con |z,| < R se tiene:

R o, (3.2)

|at|—ee

1
’(X'Daf(oazn)

La desigualdad de Cauchy 2.6 implica ‘iD"‘f(O,zn) } rl® < M si M es una cota para |f| en D'.
Aplicando el teorema 3.2 a las funciones subarménicas
1 D%f(0
In 710g f(i"er

o]

(estas funciones estdn acotadas uniformemente por arriba cuando |z,| < Ry por (3.2) el limite superior

cuando |a| — oo es menor o igual que log(Riz) para un z, fijo) tenemos que para un |¢t| suficientemente

grande,

1 D%f(0,z,) 1

—log| ——""L | <log— silz,| <Ry

|| o8 o! - OgR1 silan| !
es decir,

o
‘D £(0,z,) R‘f“gl
o!

si |za| < Ry y || es suficientemente grande.
Con esto, queda probada la convergencia normal de la serie que representa a f en D. Como los términos
son holomorfos, se sigue que f es holomorfa.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 3.3
Demostracion. Dado § € U, escogemos R > 0 tal que el polidisco {z eC: ’Zj - Cj‘ <2R, j=1, ..,n}

queda contenido en U. Asi por la proposicién 3.6, podemos encontrar z° con z(} - j‘ < R de forma que

se cumplen las hipétesis de la proposicion 3.7 para algtin r > 0. Entonces, f es holomorfa en un entorno
de C.

3.2. Singularidades y continuacion analitica. Dominios de holomorfia

En el plano complejo puede ocurrir que una funcién f sea holomorfa en U \ {a} con U un abierto
que contiene al punto {a} sin que exista continuacién analitica a U. Esto lleva a la clasificacién de las

. . . . . . seniz
singularidades aisladas en evitables, polos y esenciales, como ocurre con las funciones Z( ) % y el/z

en el punto z = 0 respectivamente. Sin embargo, no existen polos o singularidades esenciales cuando f
es una funcién de al menos 2 variables complejas.

Proposicion 3.8. Sea U C C",n > 2 abiertoy seaa = (ay,...,a,) € U. EntoncesVf € 7 (U \ {a}) existe
una continuacion analitica de f a U.

Demostracion. Sea p > 0 tal que si |z —a1| < p,...,|za —ay| < p se tiene z = (z1,...,2,) € U. Sea
feA(U\{a}).
Definimos la funcién g como:

8(z1,20,y2n) = dam; si‘zj—aj’ <p Vj.

L/ f(n7Z27"'7Zn)
2ni Jin-—arl=p  M—21
Entonces g estd bien definida y es holomorfa en D(a; p). Ademas, por la férmula integral de Cauchy

en C, si (22,...,20) # (a2,..yan) Yy 2= (21,---,20) € D(a;p), f(z) = g(z). Entonces tenemos que f'y g
coinciden en un subconjunto denso de D(a;p) \ {a}, luego coinciden en D(a; p) por continuidad.
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Corolario 3.9. Sea f € #(U), U € C", n > 2. Entonces el subconjunto cerrado f~'(0) no tiene puntos
aislados.

Demostracién. Suponer que f~!(0) tiene un punto aislado p. Entonces la funcién 7 es holomorfa en un

entorno de p, V C U \ {p}. Por la proposicién 3.8 existe una continuacién analitica de -aV. Luego
es acotada en todo un entorno de p, lo que contradice que p sea cero de f.

Hemos visto que la proposicion 3.8 es sencilla de probar usando integrales de tipo Cauchy. Por otra
parte, tenemos que esa proposicion es consecuencia inmediata de un teorema mucho mas fuerte debido
a Hartogs.

Lema 3.10. Sea h= 27:1 h;dz; una (0,1)-forma 0-cerrada de clase C' en C", n > 2, y soporte compacto.
Entonces la funcion:

1 / hj(zla"')Zj*17nazj+17"')Zn)

dqndn; j=1,...,
27 Je n—z naan; Jj n

wi(z) = —

es de clase C' en C", con soporte compacto y cumple §‘uj = h. Ademds, si h € C*(C"), también u; €
c=(Cm).
Decimos que una forma diferencial es una (0,1)-forma si se puede expresar como combinacion lineal

de dz; y decimos que es cerrada si dh = 0, que equivale a decir que

oh; Oy

R _ My <ik<n
% 0% =7

Demostracion. Para la funcién u; definida en el enunciado tenemos, Vk # j,

oz 1 0 hi(zlyeos 21, C 427, 2ik 1o Zn) o2
gjzi)__zmazk/c A CC Pett) g2 gr =
L [[2h dZ ndC
_m/[& (1, ’2/1’§+Z/‘>Zj+1-~,zn)} ¢ -
AL dENdE
_27‘71/ l:azj (Z17 7Z]—17C+ZJ,Z]+]...,Zn):| C
Rl dn Adn

La funcion u; tiene soporte compacto ya que uj = 0 para |z| suficientemente grande, si k # j al
tener & soporte compacto.

Teorema 3.11 (Teorema fuerte de Hartogs). Sea U C C" abierto n > 2, sea K C U compacto y sea
fe A (U\K). SiU\K es conexo, entonces f tiene una continuacion holomorfa a todo U.

Demostracion. Sea y € C*(C") una funcién con soporte compacto contenido en U, que toma el valor 1
en un entorno del compacto K contenido en U. Tomamos la funcién ¢ := 1 — y, y definimos la funcién:

=~ Jo(2)f(z), sizeU—K;
f(z)_{ 0, sizeK.

Entonces fe C*U)yw:= gfes una (0,1)-forma , d -cerrada con soporte compacto contenido en U. Sea
u € C*=(C") una funcién cumpliendo Jd L = @ con soporte contenido en U. (La existencia de estd funcion
1t la tenemos por el lema 3.10). Entonces, la funcién F := f — y cumple dF = df — ot = w —w = 0,
es decir F es holomorfa. Como p es 0 en un entorno V de dU (por estar el soporte de p contenido en U)
tenemos que si V es suficientemente pequefio (para que ¢ valga 1):

F\V:(f_.u)\V:J;\V:f'
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Asi, como U \ K es conexo, por el principio de prolongacién analitica 2.16 aplicado a V, que es
abierto en U \ K, tenemos F = f en U \ K. Asi F es una extension analitica de f a U.

Corolario 3.12. Sea U C C", n > 2 abierto, y sea f € 5 (U), entonces el subconjunto cerrado f~'(0)
no es compacto o es vacio.

Demostracién. Supongamos que K = f~!(0) es compacto (y no vacio) y que U es conexo (si no lo
fuera, considerar cada una de sus componentes conexas por separado). K compacto implica que CcnK
tiene una Gnica componente conexa no acotada, y el resto de componentes conexas son relativamente
compactas. Sea K 1a unién de K con todas las componentes relativamente compactas de Cc»K.Entonces
K es compactoy V :=U UK es abierto y conexo. También W := = LK es abierto y conexo. Como
VUW = C" se tiene que V NW es conexo [Topologia en R*"]. Es decir, (U UK) NCenK =UNCeK es
conexo y no vacio.

Por el teorema de Hartogs 3.11, la funcién 1 7€ H(UN CoK ) tiene una extensién holomorfa a U,

llamémosla g, cumpliendo fg=1en UNCc» K, y por lo tanto, en U, lo que implica que no existen puntos
en U donde f valga 0, es decir, f -1 (0) es vacio, contradiciendo la hipétesis inicial.

Hemos visto en la seccién anterior, que para funciones holomorfas en C*, n > 1 no existen conjuntos
compactos de singularidades. Esta propiedad estd ligada naturalmente a cuestiones sobre continuidad
analitica peculiares en varias variables.

Recordemos el teorema de separacion de Hanh-Banach, que sera necesario en alguna demostra-
cién: "Sea E un espacio vectorial de dimensién finita. Sea un abierto convexo U C E,ysean € E>n ¢
U. Entonces 3¢ una forma lineal real sobre E tal que ¢(1) > ¢(x) Vx € U". Véase [0, pag. 105].

Definicion. Sea U un abierto en C". Se dice que U es un conjunto abierto de holomorfia si es imposible
encontrar dos subconjuntos abiertos, U, U; € C" cumpliendo simultdneamente:

1. Uj es conexo y no estd contenido en U.
2.0£U, CUNU;.
3. Ve (U) 3fi € (U))tal que f = fi enU,.

Se dice que un abierto es un dominio de holomorfia si es un conjunto abierto de holomorfia y ademas
€s conexo.

De aqui al final vamos a estudiar dominios de holomorfia.

Proposicion 3.13. Sea U C C" un abierto conexo tal que V1 € dU 3V C C" abierto conexo conteniendo
aUyalpuntony3fe#(V)con f(n)=0y f(z) #0 Vz€ U. Entonces U es un dominio de holomorfia.

Demostracion. Supongamos que 3U;, U, cumpliendo:
LO£U,CcUNU, yU €U
2. Vfes(U) 3fien(U))talque f=fienl,

y sea 5; la componente conexa de U NU; que contiene a U,. Consideramos dos puntos a € U,,b € U; \ U
y la linea poligonal I" que los une y estd contenida en U;. Sea 1 el primer punto de I' (empezando en a

y acabando en b) donde I corta a la frontera de U. Escogemos V, f con respecto a 1. Sea g = %| . Asi
U

g€ H(U)yaque f(z) #0Vz € U. Por la segunda condicién sobre U, U,, 315 (U;) > g= fien Uy,

luego 7 = f1 en Uz y por conexidn, coinciden en Us. Ahora, por un lado, lim,_,, % —=ooatravésde I,

desde a. Por otro lado, f; € 5 (U;) = fi(z) — f1(n) cuando z — 7. Esta contradiccion implica que
no existen tales Uy, U, luego, en efecto, U es un dominio de holomorfia.
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La anterior proposicion tiene una consecuencia remarcable en una variable compleja:
Corolario 3.14. Todo subconjunto abierto de C es un conjunto abierto de holomorfia.

Demostracion. Sea U un subconjunto conexo de C. Sin € dU, tomando V = C, la funcién f(z) =z—n
es holomorfa en V' y verifica que f(n) =0y f(z) # 0Vz € U. Basta aplicar la proposicion anterior 3.13
para tener que U es dominio de holomorfia, lo cual implica que es conjunto abierto de holomorfia.

El corolario precedente es la razén por la cual no se introduce el concepto de dominio de holomorfia
en el estudio de variable compleja, ya que todo abierto conexo es dominio de holomorfia, y da una razén
unificada para la coleccién de teoremas de series de potencias no prolongables a través de abiertos de su
disco de convergencia. Véase [0, 16.6].

Definicion. Sea U C V C C", U,V abiertos conexos. Se dice que V es una continuacion analitica de
U siy solo si toda funcién holomorfa en U tiene una continuacidn analitica a V. Ademas se dice que es
propiasi V #£U.

Proposicion 3.15. Sea U C C" dominio de holomorfia, entonces U no tiene ninguna continuacion ana-
litica propia.

Demostracion. Sea U C C" dominio de holomorfia. Suponer que U tiene una continuacién analitica
propiaV.Tomando Uy =V yU,=U,0£U,=U CUNU, =UyVfe ' (U) 3ficHU,)=x(V)
por definicién de continuacién analitica. Lo que contradice que U sea conjunto abierto de holomorfia y
por lo tanto que sea dominio de holomorfia.

En C" no se cumple el corolario 3.14 pero si existe una version para abiertos convexos.
Proposicion 3.16. Todo subconjunto abierto y convexo U C C" es dominio de holomorfia.

Demostracion. Aplicando el teorema de separacion de Hahn-Banach al espacio vectorial £ = C". Dado
neC"sn¢U,3¢:C"— R una forma lineal real tal que @(n) > ¢(z) Vz € U.

Definiendo y(z) := @(z) —i@(iz) Vz € C", tenemos que @(iz) = i¢(z), luego ¢ es una forma lineal com-
pleja. De hecho, w(n) # y(z) Vz € U yaque Re(y(n)) = (1) > ¢(z) = Re(y(z)) Vz € U. Aplicando la
proposicién 3.13 conV =C", f(z) = y(z) — y(n) Vz € C", tenemos que U es un dominio de holomorfia.

Proposicién 3.17. Sea (U),); 5 una familia de conjuntos abiertos de holomorfia. Entonces U := int((\; co Up)
es un conjunto abierto de holomorfia.

Demostracion. Sean U;,U, C C" cumpliendo: @ # U, CUNU, yVf € #(U) 3f; € 7 (U)) tal que
f=fienU,. Como U; ¢ U, 3A € A > U; ¢ U,. Por ser U conjunto abierto de holomorfia, 3f; €
A (Uy) tal que fy € #(Uy) con f; = f, en U,. Asi, U es conjunto abierto de holomorffa.

Teorema de Cartan-Tullen

Definicion. Sea X C C" y sea U un abierto en C". La envoltura holomoérfica de X respecto de U es
Xy :={z€U:|f(2)| <sup,ex |f(W)|, Vfex(U)}.

Definicion. Sea U un abierto en C”. Se dice que U es holomérficamente convexo si para todo compacto
K en U, la envoltura holomérfica de K respecto de U es un compacto.

Definicion. Dado un subconjunto X de U C C”" abierto, se llama envoltura convexa de X respecto a
J€(U) al conjunto Xy := {z € U : |f(z)| < sup,ex |f(W)| Vf € H#(U)}.

Algunas propiedades consecuencia directa de la definicién son las siguientes:
. XCXyCU

2. )/(\U es cerrado en U



Holomorfia en Varias Variables Complejas - Marta Recalde Villamayor 21

3. @U:(Z)yﬁU:U
4. X, CX CU = X1y C Xoy

5. X CUCYV (U,V abiertos) = Xy C Xy

o~

6. X\UU =Xy ( Es decir, la envoltura convexa de X respecto a .7 (U) es el mayor subconjunto Y de
U, en el que sup,,cy | f| = sup,.cx |f] Vf € #(U)).

7. Xy =Xy
Definicion. Sea f € #(U)yn € U ,

= 7] es un punto regular de f si 3U;,U, C C" abiertos y conexos cumpliendo: 0 # U, C (UUU) y
neU, y3fi € #(U)tal que f = fi en U,.

= 7] es un punto singular de f si AU, U, C C" abiertos y conexos cumpliendo: 0 # U, C (U UU)
yn €U, y3f; € #(U) tal que f = fi en Us.

Se denota por Sy el conjunto de todas las funciones holomorfas en U tales que todos los puntos de
dU son singulares.

Teorema 3.18 (Cartan - Tullen). Sea U C C" abierto y conexo. Entonces son equivalentes:
1. U es dominio de holomorfia.
2. Si K C U es compacto, entonces dist(K,CU) = dist(Ky,CU), respecto a la norma infinito.
3. U es holomorficamente convexo.
4. Sy # 0 o equivalentemente 3f € 7 (U) > f es singular en todo punto de dU.

Por falta de espacio no hacemos la demostracién, que puede encontrarse en [5, pag 49]. El teorema
tiene importancia en la descripcion de los abiertos de convergencia de las series de potencias.

3.3. Dominios de Reinhardt y Series de potencias

En el plano complejo el dominio de convergencia de una serie de potencias es siempre un disco,
sin embargo en C",n > 1, la naturaleza del dominio de convergencia de una serie de potencias es mas
complicada de precisar. De hecho, ni siquiera necesita ser un conjunto convexo.

Consideramos series centradas en el origen por simplicidad.
Definicién. Un conjunto X C C" se dice modularmente decrecientesize X =—=neX V|n|<|[z|.

Definicion. Sea C:={z€ C": Y ,|cqz*| < oo} (conjunto de convergencia). Entonces se dice que int(C)
es el conjunto abierto de convergencia de Y, cqz%. Esta serie ', cqz® se dice que es convergente si
0 € int(C).

Asi, toda serie de potencias produce un conjunto abierto de convergencia. Consideremos el reciproco,
qué condiciones son necesarias y suficientes sobre un conjunto abierto U C C" para que U sea conjunto
abierto de convergencia.

Definicion. Un conjunto X C C” se llama conjunto de Reinhardt (dominio de Reinhardt si X es abierto)
si cumple que z € X <= |z| € X, donde |z| = (|z1], .-, |zal) si 2= (21, -, 20)-
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Notamos que todo conjunto modularmente decreciente es en particular un conjunto de Reinhardt.

Si U C C" es abierto, existe un maximo abierto de Reinhardt contenido en U, que denotamos por
Ur:={z=(21,-,20) EU: (Mz1,.;. }nza) €U VA, €C con |Aj|=1(j=1,..,n)}.

Si 0 € U podemos considerar la componente conexa de Ur que contiene al 0, a la cual denotamos
por Ug(0), que es el maximo conjunto de Reinhardt conteniendo el 0 y contenido en U.

(0
Proposicion 3.19. Si U C C" es abierto, 0 € U y f € 7 (U), entonces la serie de Taylor'y., D ({,(0) 7%,

converge en Ug(0).

Demostracion. Podemos asumir que U = Ug(0). Sea € > 0 y definimos el abierto
Ae = {Z €U :dist(z,0U) > € HZ||°°} Notar que 0 € A, C U, y sea A¢(0) la componente conexa de A
que contiene al 0. Asi, U = [Jg o Ue, luego U = [z~ Ue(0). Para los z € A¢(0) definimos

1\" f(tiz1y s tnzn)
g(z) = <2m‘) /ME TR 1>dt1...dt,,
donde T; := {t : ‘tj‘ <l+eg, j=1, ..,n} = D(0; 1+ €). Veamos que esta integral tiene sentido: si z €
A¢(0) se tiene que (1+¢€)z € U ya que dist(z, (1 +€)z) = € ||z]|.. < dist(z,CU) por definicién de A;. Asi
ltz| = (|tiz1], -, [tnznl) = (1 +€) |z1], ..., (1 +€) |za]) = [(1 + €)z|. Como U es conjunto de Reinhardt,
(14¢€)ze U implica |tz] = [(1+€)zl e U <tz U.
Diferenciando bajo el signo integral tenemos que g € 7 (A¢(0)).

Por otro lado, por el teorema integral de Cauchy (2.3) tenemos que

oy F1y ) |
f(Z)—( ) /aOD(O;r)( dwi...dw, Vze€D(0;r)NU

27i w1 —21)..(Wy — 21)

Supongamos z; # 0 Vj. Haciendo los cambios de variable w; = t;z; tenemos

. 1\" f(tlzla thn)
f(Z) = <27U) /| | | (tl—l) ( _l)dl‘l...dl‘n.

En particular, para € suficientemente pequeiio,

(LY F(t1215 s tnZn)
fz)= <2m) /ang o —1)...(tn—1)dt1"'dt" Vi ET,.

Puesto que }tj‘ >1,j=1,...,n

1

(tl—l)...( ;tilerl . a,1+1
con convergencia normal. Entonces
1 " f(tlzlv 7thn)
E) <2m> (3.3)
€ n

y utilizando los cambios de variable 7;z; = 7n; llegamos a

_ 1y ) | e
=1 [<2m> /{y wl-tefe vy ne |

que es la férmula de Taylor de f en O.
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Ademads, si z estd lo suficientemente cerca de 0, la integral de Cauchy modificada (3.3) muestra que
f(z) = g(z). Pero como A¢(0) es conexo, tenemos que f = g en A¢(0).

Definimos ;
1 > f([lzl,...,tnzn)

H o1 a,+1
27 CLIPN A

dty...dt, € 7 (Ug(0)). (3.4)
aOTE tl (R

ftx (Z) = <
D*£(0)

ol z%, y por conexion tenemos la igualdad
en A¢(0) . Asi, g(z) = f(z) = ¥ fa(z) con convergencia normal en A (0). Finalmente, haciendo € — 0
tenemos la igualdad en U.

Para 7 suficientemente cerca de 0 tenemos fy(z) =

Denotamos por R’} el conjunto de vectores de R" cuyas coordenadas son todas positivas.
Definicion. Sea X un conjunto de Reinhardt de C" , su representacion real es:
|X|:= {(\zl\ voons|Zn]) ERL (21 0020) =2 EX}.

Definiciéon. Un conjunto X C R’ se dice logaritmicamente convexo o log-convexo si Vr,s € X ,
VYA, u>0 > A+pu=1setiene r's* € X.

Un conjunto de Reinhardt X se dice log-convexo si su representacién real |X| es un conjunto log-
convexo.

Proposicion 3.20. Sea F un conjunto finito de puntos en R", r = (ry,..,r,) con rj > 0V j. Consideremos
la union de polidiscos X ‘= J,cf D~(0;r) y n € C". Entonces, existe un monomio, f (z) =cz)" -z tal
que |f(n)| > 1> supy |f| & N ¢ X, donde X denota el minimo conjunto de Reinhardt log-convexo en
C" que contiene a X.

Demostracion. =- Supongamos que 3f como la descrita en el enunciado, entonces el conjunto R =
{z€ C":|f(z)] <1} es un conjunto de Reinhardt log-convexo que contiene a X, luego, contiene
también a X, y no contiene a 1, luego n ¢ X.

< Supongamos ahora que 71 ¢ X y que 1n; # 0 Vj. Sea logF el conjunto (finito)
logF := {logr = (logry,..,logr,) €ER":r€ F} y sea I' la envoltura convexa de logF, que
€s un compacto.
Tenemos que {log|n|+ R} NT" = 0: si no fuera vacio, tendrfamos que Iy = (y1,..,y :n) €' con
log |nj‘ <yjj=1,..,n. Asi. tendrfamos m/" < ¢, luego N € X ya que ¢¥ € X por convexidad,
y X es modularmente decreciente por ser X modularmente decreciente, lo que contradice que
ne¢x.
Por el teorema de separacion de Hahn-Banach, 3¢ : R” — R una forma lineal con coeficientes
positivos tal que ¢@(log|n|) > suppr@. [ Se sigue de que si la interseccién de un compacto
convexo, K, con un cerrado convexo, F, (en R") es vacfa, existe una forma lineal ¢ tal que
infp @ > supg @, luego si F = £ +R", ¢ ha de tener coeficientes positivos y ¢(&) > supg ¢
]. Como Q. es denso en R,, podemos asumir que los coeficientes de ¢ son racionales po-
sitivos, y multiplicindolos por un entero suficientemente grande, podemos asumir, que que
los coeficientes de ¢ son enteros positivos. Es decir, Ivy,..,v, > 0, A = sup@ € R tales que
vilog M|+ ... +valog |Na| > A >vit; + ...+ vty Y(t1,...,t,) €T. Tomando ¢ = e * tenemos
|c171V1 e >1> }czY1 <ozl Y(z1,...,20) € D(0;r) para algin r € R, en particular, Vz € X. Asi,
basta tomar f(z) = cz|' -~z
Si m tiene alguna coordenada nula, (reordenando podemos asumir que son las k primeras) basta
repetir el caso anterior con (M1, Mn)s (Fki1s-ees ) D (71, .00y 1y) € R, CPF R,

El siguiente teorema caracteriza los abiertos de convergencia de series de potencias.
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Teorema 3.21. Sea U C C" abierto. Entonces son equivalentes:
1. U es el conjunto abierto de convergencia de alguna serie Y., cqz* en C".
2. U es un dominio de Reinhardt que contiene al 0y es un dominio de holomorfia.
3. U contiene al 0, es modularmente decreciente y log-convexo.
Antes de demostrar el teorema introducimos el siguiente concepto:

Definicién. El conjunto de acotadores de )", ¢4z es el conjunto de todos los z € C" tales que

sup |cqz%| < oo
(04

y el conjunto de convergencia de )", c,z* es el conjunto de todos los z € C" tales que

Y lcaz®| <o

o

Ast, el conjunto de convergencia de una serie, estd contenido en su conjunto de acotadores. Ademds
veamos que el interior del conjunto de acotadores coincide con el interior del conjunto de convergencia,
que es lo que llamamos conjunto abierto de convergencia:

Proposicion 3.22. Considerar una serie Y, cqz*. Su conjunto de acotadores, B, y su conjunto de con-
vergencia, C, tienen el mismo interior, int(B) = int(C). Ademds, la serie tiene convergencia normal en
int(B) = int(C) .

Demostracion. Es claro que C C By por lo tanto, int(C) C int(B). Sea n € int(B). Entonces 364, ..., 8, >
0 tales que |Zj_nj‘ <9%j(j=1,.,n)=z=(21,....,2n0) €B. Seaze€ C" > ‘Ej_nj‘ <8;, (j=1,..,n).
Escogiendo r; = ‘Zj‘ > 0, por el lema de Abel 2.11 Y, cqz* tiene convergencia normal en D(0;r) ya que
7 € B. Podemos escoger 7 tal que 1 € D(0;r) C C. Luego n € int(C).

Hemos visto que para cada 1 € int(B) 3D(0;r) conteniendo a 1 donde Y, cqz® tiene convergencia
normal. Como la convergencia normal es una propiedad local, se sigue que la serie tiene convergencia
normal en int(B).

Ahora si, demostramos el teorema 3.21

Demostracion. 1= 3 Basta comprobar que es log-convexo ya que por la definicién de conjunto abierto
de convergencia, es claro que contiene al 0 y que es modularmente decreciente. Veamos que el
conjunto de acotadores, B es log-convexo, es decir, que su representacion real |B| es log-convexa.
Sean r = (ry,...,ry), s = (s1,...,8,) € |B| y sean A, >0 > A+ u = 1. Entonces 3C >0 >
lca| rit - 1% < Cy leg|sy! - 5% < C Vo > 0. Asi, elevando a A y U respectivamente, tenemos
que:

[l (K)o (rh sty = |co| M HH pOA IRk it

A
(leal i)™ (leal it --si) < c*et ==
luego r*s* € |B|. Asi B es log-convexo y por lo tanto int(B) es log-convexo. Por la proposicién an-
terior 3.22 tenemos que int(B) coincide con el conjunto abierto de convergencia, luego ya tenemos
el resultado.

3= 2 Todo conjunto modularmente decreciente es en particular un conjunto de Reinhardt conexo, luego
s6lo queda comprobar que U es dominio de holomorfia. Por el teorema de Cartan-Tullen 3.18 eso
es equivalente a ver que U es holomoérficamente convexo:

Sea un compacto K C U. Entonces, como U es modularmente decreciente, existe un conjunto
finito F de puntos r = (ry,..,r,),r; > 0V}, tal que K C X := U, D(0;7) C U, ya que U es
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2=1

modularmente decreciente por h1p0t651s Para ver que la envoltura holomérfica de K respecto de
U KU es compacto, basta ver que XU es compacto, ya que KU es cerrado en U.

Tenemos lo siguientes contenidos: XU C X(Cn, X(Cn cX (Suponer que In € XCn \XV . La existencia
del monomio de la proposicion 3.20 contradice que )?(Cn sea envoltura holomérfica.) y XcUU
es log-convexo). Asi )?U cXcCU.

Veamos ahora que X es compacto. Sea Y el conjunto de todas las combinaciones multiplicativas
de puntos de F. Como Y es la imagen continua de un conjunto compacto, ¥ es compacto. Como
X = {z€C": |z[ < [n|} paraalglin ,n €Y se tiene que X es compacto.

ComoXy CXCU y Xy es cerrado en U, se tiene que Xy es compacto, de donde se sigue que Ky
es compacto y por lo tanto que U es holomorficamente convexo.

Como U es dominio de holomorfia por la cuarta condicién del teorema de Cartan-Tullen 3.18
3f € S (U) que no puede ser extendida de forma analitica a través de ningdn punto de la frontera
de U. Como 0 € U la serie de Taylor de f en 0, ), cqz® tiene convergencia normal en U por ser
U un dominio de Reinhardt conexo que contiene al 0 (proposicién 3.19).

Por otra parte, el conjunto abierto de convergencia V de Y, coz%* es conexo y contiene a U, luego
necesariamente se tiene V = U pues de lo contrario, existirfa algin punto en dU a través del cual
f podria extenderse analiticamente.
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