6. ANEXOS

6.1 ANEXO I. Calculo de una soluciéon particular de una ecuacién no

homogénea de orden 1

Para el calculo de las soluciones particulares gamproceder por el método

de los coeficientes indeterminados. Se planteaodsss mas relevantes.

Caso (1):g(t)_es una constante

En este caso, la ecuacion (3.2.1.1) se convierte en

+tay,=B, (1.1)
donde B es una constante dada. Como solucion se pruebaumanconstante

indeterminada, a la que se llama Sustituyendo en la ecuacién (I.1) se obtiene
(1+a,)u =B, de donde
p=BI/(1+a),

y de este modg,” = B/(1+4a ) es una solucion particular de la ecuacion completa

Este método no sirve &i+a, =0, es decir, sg =—-1°".

En este caso la ecuacién (I.1) puede escribirs@com

Y, — Y., = B. (1.2)

Como solucién particular probamos ahora gan. Sustituyendo en (1.2)
tenemos
ut-ut-1)=8,
de donde

U=B.

Una solucion particular es entoncgs = Bt.

2! Esto significa quél = 1 es raiz de la ecuacion caracteristica asociad@euacion en diferencias.
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Es importante sefialar que el tratamiento antedarmeejemplo de la siguiente
norma general en el método de coeficientes indé@tados para calcular una
solucion particular de la ecuacion comple®:la funcion que se prueba como
solucion particular no nos sirved(=1 es solucién de la ecuacion caracteristica),

se debe intentar a rengldén seguido con esa misn@adin multiplicada pott.

Caso (2): g(t)_es una funcidn exponencial.

Cuandog(t)=Bd', en déndeB y d son constantes dadas, se debe probar

como solucion particularud' , siendo x una constante indeterminada.
Sustituyendo en (3.2.1.1) tenemos

pd' +apud™ = Bd.

Por tanto
d"*(ud+gu-Bd=0,
ud+au—Bd=0,
L= Bd .

d+a

Una solucién particular sera
_ Bd g
d+a

Yy

Este método no sirve si+a =0, es decir, sid es raiz de la ecuacion

caracteristica. Probamos entonces taa' como solucion particular. Sustituyendo
en (3.2.1.1) obtenemos:
tud' +a(t-1)ud™ = Bd,
d[(d+a)w-au- Bd =0,
comod+a =0
-a - Bd=0,
por tanto

u=-Bd/a.
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En este caso una solucién particular seria
-Bd
yP =——td".
a

Caso (3): g(t) _es una funcion polinomial de gradgo

Por ejemplo, seag(t)=B,+Bt en donde B, y B son constantes
determinadas. En este caso se pruebayfona + St, como solucion particular,

siendoa y pconstantes indeterminadas. Sustituyendo en (3)2eh&mos
(a+p)+aa+p(t-1)] =B + Bt
(1+a)pt+a(+a)-alf= B+ Bl

Igualando coeficientes de los dos polinomios neaslgleste sistema:
{(al +1)5=8
(a+ha-af=B
cuya solucion determina los valores @ey [, siempre que este sistema tenga

soluciorf?.

Caso (4): g(t) _es una funcidn trigopnométrica del tipo seno-coseno

En este caso(g(t)=Bcoswt+ B, sewt, donde B , B, son constantes
conocidas. Como solucién particular se debe prizb&uncion a cosat + 5 sinat
en dondea y [ son constantes indeterminadas. Sustituyendo eh1(B)
obtenemos

acosat + [ send +aa cosi—w Haf sewf-w =B cad+ B, set.

Por trigonometria se sabe que:
CoS(t £ w)= cosut coa)F Ssak sery

sin(at £ w) = sinat cCogvt CO&L Sem.

. 0 a, +1 . . -
2 Siempre qu+a i1 ! w | = —(a; + 1)% # 0. Esto se cumple si 1 no es solucion de la ecuacion
1 -

caracteristica.
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Entonces, con una transformacién de la ecuaci@riante obtiene:

[(1+a coswpr—ap semw— B Jcoat+ da saa+ g casfy B |ser=

Ambos sumandos tienen que ser 0 dando lugar ahsast

(1+a coswjr—a sem) = B
a senwa + (a cosw =B’

gue nos permitira determinar y S.

6.2 ANEXO II. Calculo de una solucion particular de la ecuacion no

homogénea de orden 2

Como ejemplo planteamos la forma de obtener ungigwol particular con el
método de los coeficientes indeterminados en @ o&&s sencillo. En el resto de
casos posibles, la forma de proceder es analayaeglida en ANEXO |.

Supongamos qug(t) = B, supongamos entonces que

Ytayatay,=E (I1.1)

Como solucion particular se puede probgr= x4, en dondex es una
constante indeterminada. Sustituyendo directameate (l1l.1) se obtiene
H+au+a,u= B, apartir de lo cual

__ B
Holva+a,

Sil+a +a,=0, es decirl es raiz de la ecuacion caracteristica, se prumia c
la solucion particulary” = ut. Sustituyendo queda
H+au(t-1)+a,u(t-2)=B
(d+a +a)ut-u(a+2a)=E,
_ -B
“av2a,
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Si tambiéna, +2a, = 0, 1 es raiz doble de la ecuacion caracteristicarg=a
entonces cory? = ut*. Tras sustituir y con transformaciones se obtieneeste
caso:

=B
2.

6.3 ANEXO IlI. Condiciones de estabilidad para ecuacioas lineales de orden
n

Sea
p(A)=A"+ai"t+..+3 A+3=0 (11.2)

la ecuacion caracteristica asociada a (3.4.11)pc& 0.

Existen criterios basados en calculos con los cesfies de esta ecuacion que
son condiciones necesarias y suficientes para agiesdluciones de la ecuacion
caracteristica tengan médulo menor que 1. Aqui @atemos el criterio d8hur-
Cohn?® aunque existen otras formulaciones alternativasoda deSamuelsono la
de Shur®.

Condiciones de Shur-Cohn

Todas las raices de la ecuacién caracteristica)(tlenen médulo menos que 1
si, y solo si, se verifican las condiciones:
l. p(1) > 0.
. (-1)"p(-1)>0.

I, Los menores interiores de las matrfces

? Fernandez, Vasquez y Vegas (2003).

4 Gandolfo (1976).

% Dada una matriz cuadrada de oraersus menores interiores son aquellos que resdkaeliminar
simultaneamente lasprimeras filas y columnas y ladiltimas filas y columnas (cah< r < n/2).
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son todos positivos.

6.4 ANEXO |V. Sistemas de ecuaciones lineales de primesrden con n

ecuaciones

Un sistema lineal de primer orden deecuaciones en diferencias lineales
autonomas sera

YT 8 itapYptt @ %t h_
Yorr1 = @uYr T 3nYytt 3y Yt B

yn,t+l:%1yll+ ar12y2t+"'+ Ehn Yt+ p

Vit Ya b, a; - &,
En notacion matricial ... |=A| ... [+| ...| conA=
Yntr Yot b, Qu - Gy
y° b
El estado estacionario seré. |=(1-A)"| ...| que existe si, y sdlo si,
y° b,

|l -AF 0.

Este equilibrio sera asintéticamente estable splg si, todos los valores

propios deA (soluciones de la ecuaci¢i—A1 | 0) son en mdédulo menores

que 1.

La aplicacién de las condiciones de estabilidadeexjue el determinante
| A=Al | sea desarrollado hasta obtener un polinomio etq@liy este

desarrollo es muy trabajosorsies grande. Existen condiciones que pueden ser
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aplicadas directamente con los coeficientes sirerteue desarrollar el

determinante. Hay que sefalar, que todas las dondg siguientes, excepto la

primera, son, o bien suficientes (pero no necesananecesarias (pero no

suficientes), lo cual debe de ser tenido muy emteua la hora de aplicarlas a

los modelos econémicts

VI.

Seaa 20. En este caso para que exista estabilidad asatda

condicidon necesaria y suficiente es que se cumjfdansiguientes

desigualdades.

1-a, -a,
1- > O' S 0'
" ‘ -8, 1-a,
1-a, -a, a3 1__ " 1__a12 :am
-8, l-a, -—ay|>0, %1 %z % >0.
_ _ 1mal | e e
83 A3, a a  -a, 1-a

Seaa; 20 (los coeficientes deben de ser positivos). Se dartasn

n
sumass, :Z g, 1=12,..n. En este caso un conjunto de condiciones
i=1

suficientes de estabilidad consiste en que ningsea mayor que 1, y

que al menos uno de ellos, sea menor que 1.

Seaa; 20. En este caso un conjunto de condiciones sufesente
inestabilidad es que todas I& (con S :Zn: g, 1=L2,..n) sean
i=1
mayores que la unidad.
Sean losy; arbitrarios. Se forman las sum Zn: lg I J=12,..n
i1

. El que todos lo$S, | sean menores que 1 constituye un conjunto de

condiciones suficientes de estabilidad.

Una condicién necesaria de estabilidad es|ﬁf|tﬂa@): <n.

D g
i=1

Una condicién necesaria de estabilidad es|mee(A)| <1

*® Fernandez, Vasquez y Vegas (2003).
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