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Resumen

Los espacios de Fock son espacios de funciones enteras cuyas integrales (o supremos) respecto de
cierto peso gaussiano son finitas. En 2012, K. Zhu publicé la primera monografia sobre ellos, llama-
da Analysis on Fock spaces [25]. En 2024, O. Blasco publicé un articulo titulado Boundedness and
compactness of Hausdorf{f operators on Fock spaces [5], donde estudia condiciones que caracterizan la
compacidad y acotacién de los operadores de Hausdorff, definidos para una medida positiva (& como

At @ [ 17 (Z) aut

t t

Bajo esas condiciones, el operador de Hausdorff se puede expresar como
Hf@)= [ TEIV),

donde v es la medida imagen de u a través de un cambio de variable, y (7(s))s>0 €s un semigrupo
fuertemente continuo de operadores.

La teoria de semigrupos proporciona potentes herramientas para el estudio de problemas como este.
Por ejemplo, el estudio espectral del operador .77, se puede reducir al estudio del espectro del generador
infinitesimal A del semigrupo (7(¢)),>0, gracias al célculo funcional. En particular, el teorema de la
transformacion espectral asegura que, bajo ciertas condiciones,

6(Huf) =0 (LVv(A)) = ZLv(5(A)),

donde 6 (A) denota el espectro extendido de A, y £’V denota la transformada de Laplace de v. Resultados
andlogos (o muy similares) son también vélidos para el espectro puntual y el espectro esencial.

Tras desarrollar brevemente la teoria de integracion vectorial de Bochner, estudiar las principales pro-
piedades de los semigrupos fuertemente continuos, y hallar los distintos tipos de espectro del generador
A, utilizaremos los resultados que nos brinda el cdlculo funcional para hallar las propiedades espectrales
del operador integral .7, sobre el espacio de funciones holomorfas F . Estos resultados son originales,
y estamos en proceso de elaboracién de un articulo de investigacién que enviaremos a publicar en los
préximos meses.
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Abstract

Fock spaces are spaces of entire functions whose integrals (or supremums) with respect to certain
gaussian wheigh are finite. In 2012, K. Zhu published the very first monograph on Fock spaces, entitled
Analysis on Fock Spaces [25]. In 2024, O. Blasco published the paper Boundedness and compactness
of Hausdorff operators on Fock spaces [5], where he studies conditions that characterize compacity and
boundedness of Hausdorftf operadors, defined for a positive measure U as

Z

At @ [ 17 (Z) aui

t t

Under those conditions, the Hausdorff operator can be expressed as
Hf@)= [ TEIV),

where p is the image measure of u through a change of variables, and (7 (s)),>0 is a strongly continuous
operator semigroup.

Operator semigroup theory provides us with powerful tools that can be used to approach this kind of
problems. Specifically, the spectral study of .7, can be reduced to that of the intinitesimal generator A of
the aforementioned semigroup, thanks to functional calculi. In particular, the spectral mapping theorem
guarantees that, under some conditions,

6(Huf) =0 (LVv(A)) = ZLv(5(A)),

where 0(A) stands for the extended spectrum of A and £V is the Laplace transform of the measure v.
Analogous (or similar) results hold for the point and essential spectrum.

After having developed the theory of vector-valued integration, having studied the main results con-
cerning strongly continuous semigroups, and having found the diferent kinds of spectra of the generator
A, we will use the results that functional calculi provides us in order to establish spectral properties of
the integral operator .7, on the holomorphic function space F. Those results are original, and we are
in the process of writing a research article that will be sent to publication in the upcoming months.
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Introduccion

El objetivo tdltimo de este trabajo es el estudio espectral del operador de Hausdorff

Auf@ = [ 17 (Z) an,

t t

donde u es una medida positiva sobre los borelianos de (0,0), en los espacios de Fock Fy definidos
como

Fi ={f € A (C) [ fllpa <o},

I£lla= (52 [ e

si 1 < p < oo (donde A denota la medida de area sobre C), o

donde 1
, 1
%)’

_a,2
|| fl|eo,c = sup|f(z)]e 2 lI®
zeC

El operador de Hausdorff tiene una larga historia, y ha sido estudiado por autores como O. Blasco en [5]
o P. Galanopoulos y G. Stylogiannis en [11]. El estudio de estos operadores puede parecer caprichoso,
pero realmente viene motivado por ser la generalizacion natural del operador de Cesaro clésico.

Para ver cémo se llega a la construccién de .77, vamos a restringirnos por un momento a un contexto
discreto. Tomamos una sucesién u = (U,);_, € C y construimos la matriz de Hausdorff Hy, cuyo
elemento en posicion (m,k) es

" Amiknuka k S m,
Hﬂ(mvk):{ (gk) k>m

donde Aty = g — M1 y A"l = A (A" i) . Estas matrices fueron estudiadas por G. H. Hardy en [14]
(capitulo X). Es fécil comprobar por induccién que para todo k < m se tiene que

m—k ) —k
A" F g = Z(—1)1<mi )Hk+i- (1)
i=0

Entonces Hy, es una matriz triangular inferior, que puede ser considerada como un operador que actia
sobre cada sucesion de la forma habitual, es decir, para toda sucesion s = (s,,);":1 C C definimos Hys
como la sucesién cuyo elemento m-ésimo es

(Hus), = Y Hyu(m,k)sy.
k=0

Notese que si elegimos la sucesiéon de momentos de la medida de Lebesgue

1
n+1

1
Uy = :/ t"dr, Vn>0,
0

IX



X Introduccion

entonces gracias a (1), al binomio de Newton y a las propiedades de la funcién Beta se puede comprobar

facilmente que

1
Hu(mvk):mv

luego para cada m € N se tiene que

l m
(H“S)m = TH/;)S]C = (Cs)m,

que es, precisamente, la sucesion cldsica de medias de Cesaro C. Es decir, el operador de Hausdorff H,
es una generalizacion del operador de Cesaro clésico.

El operador C ha sido ampliamente estudiado. Su acotacion se sigue de la desigualdad de Hardy
(véase [15], seccion 9.8), pero no fue hasta 1965, en el articulo [7], que los autores A. Brown, P. R.
Halmos y A. L. Shields lo consideraron como un operador C : /2 — 2, y encontraron su espectro y
espectro puntual. En [19], G. Leibowitz generaliz6 este estudio al caso £7, y en 2018 L. Abadias y P. J.
Miana también estudiaron en [2] propiedades espectrales de estos operadores (0 més bien de una versién
generalizada) usando semigrupos fuertemente continuos.

El operador de Cesaro discreto induce un operador que actda sobre funciones holomorfas en el disco
unidad D, de la siguiente manera: dada f € (D) con representacién en serie de potencias f(z) =
Yo—oanZ", definimos

[ 1 n
(Kf(z) = ay 7"
n;) n+1 kg;)
Este es el operador de Cesaro sobre 77 (ID) y ha sido estudiado, como operador en los espacios de Hardy
HP?(D) por autores como A. A. Albanese, J. Beltran y W. J. Ricker en [3], donde estudian su continuidad,

compacidad y propiedades espectrales. En ese mismo articulo se muestra que

12 flo)
€ =- /| *——do
=2 1o
Ya hemos visto que H;; generaliza a C en el contexto discreto, luego en el contexto complejo el operador
7, sobre D dado por

Huf(2) = i) (Zn: Hy (”vk)ak> 4 @)
n=| k=0

generaliza al operador de Cesaro %. Un caso particularmente interesante surge al considerar la sucesién
de momentos

1
o = /0 Mdu(r), 3)

donde 1 es una medida positiva sobre los borelianos de (0, 1). Nétese que el operador de Cesaro proviene
de considerar la medida de Lebesgue en (3). Ademads, en [1] se muestra que

1z

1 1
Hul(@) = [ l—(l—t)zf<1—(l—t)z> du(r). @)

De hecho, en ese mismo articulo los autores L. Abadias y J. Oliva-Maza hacen un estudio exhaustivo de
las propiedades espectrales de este operador (en realidad, de una version generalizada) sobre diferentes
espacios de funciones holomorfas en .

La situacion en C es ligeramente distinta, ya que el operador de Cesaro clasico en C se define direc-
tamente como

1) = [ f(o)do.

Nuestro objetivo es generalizarlo de manera similar a como hicimos en el disco D). Esto se puede hacer
definiendo el operador de Hausdorff en C como

Auf@ = [ 17 (Z) an).

t t
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Esta expresion es muy similar a la del operador de (4), pero la diferente naturaleza de D y de C exige que
sean diferentes. Resulta que, eligiendo la medida d () = X[ o) (t)% dr y haciendo un cambio de variable
se llega a que

Z

@ = [ 1) ga=- [r@do=-vse

t

(el caso z = 0 se extiende por continuidad).

Es decir, inspirados por la situacién en el disco D, hemos conseguido generalizar el operador de
Cesaro en C a través del operador de Hausdorff.

En los articulos [5], [11], [6] y [4] se estudian propiedades de compacidad y acotacién del operador
¢, en diversos espacios de funciones holomorfas con pesos. En todos los casos, para que los resultados
funcionen hay que imponer que la medida u satisfaga 1((0,1)) =0y la condicion de integrabilidad

/O“ dut(t) _1

Es fécil comprobar que la medida d(t) = x; ) (t)% dr que da lugar al operador de Cesaro satisface esta
condicion, luego todos los resultados que se prueben para 7}, serdn vélidos también para €.

Otra manera de construir el operador de Hausdorff sobre C, andloga a la construccién de .77, sobre
el disco consiste en considerar los momentos

|
o= [y duo) )

y probar que el operador que a cada funcion entera f(z) =Y. _a,Z" le asigna

Z .unanzn
n=0

es, precisamente, el operador de Hausdorff .7Z;,. Ademads, el operador de Cesaro proviene de elegir la

misma medida du(r) = ARLON (5).

t
La estructura del trabajo, a grandes rasgos, es como sigue:

= En el primer capitulo se presenta una breve introduccion a la teorfa de integracién vectorial de
Bochner, necesaria para dar sentido a expresiones tales como ;" 7'(¢) fdji(¢), en las que estamos
integrando vectores. También se introducird el concepto de espacio de Banach y se proporcionaran
algunas herramientas para trabajar con ellos.

= En el segundo capitulo se exploran propiedades basicas del objeto matemaético del que sacaremos
mads provecho a lo largo de todo el trabajo: los semigrupos de operadores. Se dard una motiva-
cién para definir estas familias de operadores, generalizando el concepto de funcién exponencial
matricial a espacios de dimension infinita.

= En el tercer capitulo estudiaremos una clase particular se semigrupos, llamados fuertemente conti-
nuos. Estos semigrupos, ademds de ser muy comunes, tienen buenas propiedades, como por ejem-
plo la existencia de un generador infinitesimal A, que en general es un operador no acotado y cuyas
propiedades espectrales serdn suficientes para deducir las del operador de Hausdorff. Ademds, da-
remos un breve repaso al resultado clasico de Hille-Yosida, que caracteriza los operadores A que
generan semigrupos fuertemente continuos.

= En el cuarto capitulo exploraremos los espacios de Fock y el operador de Hausdorff que hemos
motivado antes. Veremos cOmo representarlo como la integral de un semigrupo de operadores
(representacion de Hille-Phillips) y estudiaremos las propiedades de ese semigrupo, tales como la
continuidad fuerte, su generador A y los diferentes tipos de espectro de este generador.



Introduccion

= En el dltimo capitulo se presentan las herramientas que nos brinda en cdlculo funcional para ope-
radores sectoriales, ademads del célculo funcional de Phillips, especial para generadores de semi-
grupos fuertemente continuos. Estas dos herramientas nos van a permitir traspasar de manera muy
directa las propiedades espectrales del generador A al operador de Hausdorff.

En resumen, en este trabajo se realizan las siguientes aportaciones:

= Se presentan todos los conceptos necesarios para comprender la teorfa de semigrupos y de opera-
dores integrales de manera ordenada y autocontenida.

= Se fijan unos cimientos sélidos sobre los que construir toda la teoria que se desarrollard después.
Se ha puesto especial énfasis en que los conceptos béasicos queden bien definidos y en dar un
significado riguroso a todas las expresiones que aparecen en la memoria.

= Proporcionaremos demostraciones de muchos de los resultados que se utilizan, algunas de ellas
originales aunque el resultado sea conocido. Se proporcionaran referencias de aquellos resultados
que no demostremos por quedar fuera de las pretensiones del trabajo.

= Hacemos una contribucién original al estudio del operador de Hausdorff sobre los espacios de
Fock, calculando sus diferentes tipos de espectro a través de la teoria de semigrupos y del célculo
funcional.



Capitulo 1

Integracion vectorial

A lo largo de toda la memoria estaremos trabajando con integrales de operadores, que no son otra
cosa que integrales vectoriales. Es por ello que en esta seccién incluimos las nociones bésicas de la
integral vectorial, asi como de espacios normados y de Banach.

1.1. Espacios normados y de Banach

La mayoria de resultados de esta seccidon no se demuestran, y se pueden encontrar en libros basicos
sobre andlisis funcional, como por ejemplo [18].

Definicion 1.1. Sea X un espacio vectorial. Decimos que una aplicacion || - || : X — [0, o) es una norma
sobre X si se cumple que:

v x| >0, VxeX,
» ||x||=0siysélosix=0,
=[xyl <l + Iyl VxyeX.
En este caso diremos que el par (X, || -||) es un espacio normado.

Observacion 1. Si el contexto es claro y no hay ningtin tipo de ambigiiedad, omitiremos la mencién de
la norma y hablaremos de un espacio normado X. Si no se indica lo contrario, asumiremos ademas que
el espacio vectorial X es complejo.

Dado un espacio normado (X, || - ||), podemos definir la aplicacién d : X x X — [0, ) dada por

d(x,y) = [lx=yl-
Esta aplicacion verifica todas las condiciones que definen una distancia, es decir,
» d(x,y) >0, Vx,yeX,
» d(x,y) =0siysélosix=y,
» d(x,2) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,z€ X (desigualdad triangular).
Esto otorga al conjunto X una topologia de espacio métrico.

Un caso especialmente relevante de espacios normados es el de espacios normados completos, tam-
bién llamados espacios de Banach. Para ello necesitamos hablar brevemente sobre sucesiones en espacios
normados.

Definicion 1.2. Sea (x,)7_; C X una sucesién en un espacio normado (X, || - ||), y sea x € X. Decimos

que la sucesidn es:



2 Capitulo 1. Integracion vectorial

= convergente a x si
para todo € > 0 existe algtin ny € N tal que si n > ny, se tiene que ||x, —x|| < €.

Equivalentemente, si la sucesion real de término general ||x, — x|| tiende a 0.

= de Cauchy si

para todo € > 0 existe algiin ny € N tal que si n,m > ny, se tiene que ||x, — x| < €.

Una propiedad que tiene cierta relevancia es la continuidad de la norma.
Lema 1.1. Sea (X, || -||) un espacio de Banach. Entonces la norma es una aplicacion continua en X.

Estos conceptos estdn relacionados entre si. En particular, ser convergente es més fuerte que ser de
Cauchy.

Proposicion 1.2. Sea (x,)5_, C una sucesion en un espacio normado X convergente a algiin x € X.
Entonces (x,);_, es de Cauchy.

Se tiene ademds que si una sucesion es convergente, su limite es Unico.

Proposicion 1.3. Sea (x,);_, C X una sucesion en un espacio de Banach X convergente a x y a y.
Entonces necesariamente x = y.

El reciproco de este resultado no tiene por qué ser cierto. Los espacios donde esto sucede se llaman
espacios completos o de Banach.

Definicién 1.3. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Decimos que (X, | - ||) es un espacio de Banach o

completo si dada cualquier sucesion de Cauchy (x,)_, existe algin x € X tal que (x,);"_, converge a x.

Ejemplo 1. El ejemplo por excelencia de espacio de Banach es el siguiente: dado 1 < p < ooy un espacio
de medida positiva (Q,X, 1), tomamos el conjunto

LP(QE ) ={f:Q —C| fes u- medible y | f]|, < oo},

donde
171 = [ 176l du).

Resulta que el par (£7(Q,X, 1), - ||,) ni siguiera es un espacio normado, ya que si f(x) = 0 en casi
todo punto x € Q entonces || f||, = 0, luego no se cumple el segundo apartado de la definicién (1.1). Esto
se puede arreglar introduciendo la relacién de equivalencia

f~ gsi f(x) = g(x) en casi todo punto x € Q,
y considerando el conjunto cociente
LP(QX n)=2LP(QX,u)/~.

Resulta que ahora el par (L7 (€,X, 1), | - || ») es un espacio normado completo (para un tratamiento deta-
Illado de estos espacios puede consultarse, por ejemplo [24]).

El hecho de que este espacio es de Banach se usard cuando demostramos la completitud de los
espacios de Fock en el Capitulo 4.

Existen diversas caracterizaciones de los espacios de Banach, pero lo que nos interesard a nosotros
es cuando un subespacio vectorial M de un espacio de Banach X vuelve a ser un espacio de Banach.
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Proposicion 1.4. Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach, y sea M C X un subespacio vectorial de X.
Entonces el par (M, || - ||) es un espacio de Banach si 'y sélo si M es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que (M, || - ||) es completo, y tomemos una sucesion (x,)5_; € M conver-
gente a x € X. Como (X, || - ||) es completo, existe algiin y € M tal que (x,);_, converge a y. Por el Lema
1.3, necesariamente x =y, y por tanto x € M, es decir, M es cerrado.

Reciprocamente, supongamos que M es cerrado. Tomemos una sucesion de Cauchy (x,)>_, C M.
Entonces, como estamos considerando la misma normaen M y en X, (xn):f:l es de Cauchy en X, luego es
convergente a algiin x € X. Como M es cerrado, necesariamente x € M, y por tanto M es de Banach. [

El objeto al que vamos a prestar mas atencion a lo largo del trabajo son los operadores lineales entre
espacios de Banach.

Definicion 1.4. Sean (X,||-||x),(Y,| - ||y) dos espacios de Banach y consideremos un operador lineal
T : X — Y. Definimos la cantidad

171 = sup {1 Txlly | flxllx <1},

y el conjunto
L(X,)Y)=AT: X — Y |||T|| <o}.

A los elementos de .Z(X,Y) se les llama operadores continuos. Definimos también el espacio dual de X
como
X' =2(X,C),

y a sus elementos se les llaman funcionales.

Observacién 2. La aplicacién
[-]]: Z(X,Y) —[0,00)

define una norma sobre .2’ (X,Y), y ademds el espacio normado (.Z(X,Y), || - ||) es un espacio de Banach
siy s6lo si Y es de Banach.
Si X =Y, escribiremos .Z(X) := .2 (X,X).

El siguiente resultado ayuda a calcular normas de operadores en la prictica.

Proposicion 1.5. Sea T : X — Y un operador lineal entre dos espacios de Banach (X, || - ||x), (Y, |- |ly)
Entonces
IT|| = nf{C > O [ [|Txlly <Clixllx, VxeX}.

Recordemos que un operador T : X — X se dice invertible si existe otro operador S : X — X tal
que ST =TS =1

Proposicion 1.6. Sea T € Z(X), con X Banach. Entonces:

» Si || —TJ <1, entonces T es invertible.

n SiIA < ﬁ, entonces A — T es invertible.

Utilizando la nocién de norma de operador se caracteriza la continuidad de los operadores lineales.

Proposicion 1.7. Sea T : X — Y un operador lineal entre dos espacios de Banach X e Y. Entonces T
es continuo en X si'y solo si ||T|| < oo.

Observacion 3. Por esta razon, a los operadores continuos se les llama a veces operadores acotados.

En la practica, lo que se hace para encontrar la norma de un operador lineal y continuo es, primero
encontrar una constante positiva C tal que

ITx|ly <Clixllx, VxeX,
y después encontrar un vector xy tal que
ITxo0ly = Clixollx-

De esta manera, necesariamente ||7'|| = C.



4 Capitulo 1. Integracion vectorial

1.1.1. Los teoremas fundamentales del analisis funcional

Mencionamos ahora tres teoremas fundamentales en el estudio de los operadores lineales y continuos
en espacios de Banach: el teorema de Hahn-Banach, el teorema del grafico cerrado y el teorema de
Banach-Steinhaus.

El teorema de Hahn-Banach habla sobre extensiones que preservan la norma de funcionales lineales
y continuos.

Teorema 1.8 (Hahn-Banach). Sea (X, || -||) un espacio de Banach, M C X un subespacio vectorial, y
To : M — C una aplicacion lineal. Entonces existe un funcional T € X* tal que

» To(x)=T(x), VxeM,
= || Toll = [I7]-

Este teorema serd relevante cuando demostremos que la integral de Bochner estd bien definida.
El teorema de Banach-Steinhaus (también conocido como principio de acotacion uniforme) habla
sobre la acotacién uniforme de operadores lineales.

Teorema 1.9 (Banach-Steinhaus). Sea (X, || -||x) un espacio de Banach, y sea (T (t)),e; C Z(X). Si
para cada x € X se tiene que

sup [T (1)x]|x < e,

tel

entonces
sup||T'(z)]| < ee.
rel

Por ltimo, el teorema del grafico cerrado dice que el conjunto de operadores continuos y el conjunto
de operadores cerrados definidos en un espacio de Banach X son el mismo.

Definicion 1.5. Un operador 7 : D(T) C X — Y con X,Y espacios de Banach se dice cerrado si para
toda sucesion (x,);_; € D(T) tal que x, — xy Tx, — y se tiene que x € D(T') con Tx = y.

Teorema 1.10 (Grifico cerrado). Sea T : X — Y una aplicacion lineal, con X,Y espacios de Banach.
Entonces T es continua si y solo si es cerrada.

Observacion 4. El Teorema 1.10 sélo es aplicable si el dominio de T es Banach (por ejemplo si D(T)
es cerrado). En otro caso no lo podemos aplicar.

1.2. Integracion vectorial

1.2.1. Funciones medibles

Ya tenemos las nociones bésicas que necesitamos sobre espacios de Banach. Una pregunta que puede
surgir en este contexto es: asi como podemos definir la integral de Lebesgue para funciones f: Q@ — C
que toman valores complejos, ;podemos definir una integral analoga a la de Lebesgue para funciones
f:Q — X, donde X es un espacio de Banach?

Esta cuestion es especialmente relevante en este trabajo, ya que mas adelante trataremos con conjun-
tos de operadores de la forma

(T(t))r=0 € Z(X),
y consideraremos las integrales

/ T (0)xdr, (1.1)
0

dondex € X y T(t)x: [0,00) — X.

Aun no hemos dado sentido a una integral de este tipo, y eso es lo que vamos a hacer a continuacién.
Los resultados de este capitulo se encuentran en [8] y [9].

Para dar sentido a una expresion como (1.1), vamos a seguir un proceso similar al que se sigue cuando
se define la integral de Lebesgue.
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Definicién 1.6. Sea (Q,X, 1) un espacio de medida positiva y (X, || - ||) un espacio de Banach. Decimos
que una funcién f: Q — X es:

= simple si existen x,...,x, € Xy Ey,...,E, € X tales que
n
f= Y xjxe,
j=1

= p-medible si existe una sucesion de funciones simples (f,)5_; tal que

lfn—fll =0, n— oo, u-paracasitodo punto.
» débilmente |L-medible si para cada x* € X* la funcién compleja x* o f : Q — C es p-medible en
el sentido tradicional.

Lema 1.11. Sea f : 1 C R — X una funcion continua, con I intervalo. Entonces f es débilmente [L-
medible.

Demostracion. Sabemos que las funciones g : I —> C continuas son p-medibles. Ademas, dado un
funcional lineal y continuo x* € X*, tenemos que la funcién x* o f es continua al ser composicién de
funciones continuas, y por tanto es medible, luego f es débilmente y-medible. O

La nocién de p-medibilidad admite una caracterizacion en términos de funciones con valores esen-
cialmente separables.

Definicion 1.7. Se dice que una funcién f : Q — X toma valores esencialmente separables si existe
algiin E € £ con u(E) =0y tal que f(Q\E) es separable en X.

Teorema 1.12 (Pettis). Una funcion [ : Q — X es W-medible si y solo si satisface las dos condiciones
siguientes:

= f toma valores esencialmente separables,
» f es débilmente [L-medible.

Como consecuencia del Teorema 1.12 (cuya demostracién se encuentra en [8]) se deduce que pode-
mos aproximar uniformemente cualquier funcién medible por funciones simples.

Corolario 1.13. Una funcion f : Q — X es U-medible si y solo si existe una sucesion de funciones
simples que toman una cantidad contable de valores (f,)5_, tal que

sup {[|lf (@) = fu(@)[[} =0, n— e,
(DGQ\QO

para algtin conjunto Qg de medida nula.
Para nuestros propdsitos va a ser suficiente considerar el caso =/ C R, donde / es un intervalo.

Proposicion 1.14. Sea [ : I C R — X una funcion continua definida en un intervalo. Entonces f es
m-medible, donde m es la medida de Lebesgue en R.

Demostracion. Sabemos, por el Lema 1.11, que f es débilmente m-medible. Ademds, resulta que el
conjunto
E=INQ

satisface que m(E) = 0, y ademds su imagen f(E) es contable y satisface que
F(E)=f(I)

al ser Q denso en R, luego f toma valores esencialmente separables. Ahora basta aplicar el Teorema 1.12
para deducir que f es medible. 0
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1.2.2. La integral de Bochner

Una vez sabemos lo que es una funcién medible, podemos definir la integral de este tipo de funciones.
Para ello definimos primero la integral de funciones simples.

Definicion 1.8. Dada una funcién simple s : Q — X tal que

n
= Z XjXE;
j=1

definimos su integral de Bochner como

/ sdu = ZXj‘LL(Ej).

Una funcién simple puede admitir varias representaciones diferentes, luego a priori la integral de una
funcién simple depende de la representacion que elijamos. Vamos a detenernos un momento a demostrar
que la integral estd bien definida, ya que vamos a utilizarla durante todo el trabajo.

Lema 1.15. Sea X un espacio de Banach. Si dados x,y € X se tiene que x*x = x*y, Vx* € X*, entonces
necesariamente x = y.

Demostracion. Veamos primero que x e y son linealmente dependientes. Si no lo fueran, podriamos
definir el subespacio vectorial de dimensién 2

M = span{x,y} CX = {ax+by|a,b e C}.
Dado un elemento ax + by € M, definimos la aplicacién lineal
To(ax+Dby) := a.
Por el Teorema 1.8, existe un funcional 7 € X* tal que T (ax+ by) = a, Vx,y € X, luego
Tx=1, Ty=0,

y por tanto T'x # Ty.
Asfi, x e y son linealmente dependientes, pongamos x = ay, con a € C. Definimos el subespacio

M = span{x} = {cx| c € C},

y la aplicacién lineal
To(cx) =c¢, cxeM.

Por el Teorema 1.8, tenemos que existe un funcional 7 € X* tal que T (cx) = ¢, Vx € X, luego

Tx=1, Ty=T(ax)=a,
y como por hipétesis Tx = Ty, necesariamente a = 1 y por tanto x = y. O
Proposicion 1.16. La integral de una funcion simple s : Q — X estd bien definida.

Demostracion. Supongamos que s admite dos representaciones diferentes, pongamos
n m
=Y XX, = ) ViXa- (1.2)
j=1 j=1

Sean

n m
L= ZXjHE,-, L= ZYJ.UAj-
=1 j=1
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Dado cualquier funcional x* € X*, tenemos que

X' =x" ijqu = ZX*XJXE./ :/x*xjx(Ej)du :/x* ZXjXE,- du. (1.3)
j=1 =1 Q @ \j=l

Del mismo modo se demuestra que

x*'h Z/X* (Z)’jXA,) du, (1.4)

pero en virtud de (1.2), (1.3) y (1.4) se tiene que
X' =x'hL, x"eX*,
luego gracias al Lema 1.15 se tiene que I1 = b,. O

Observacion 5. Toda funcién simple admite una representacion de la forma

n
§= Z )ijEj,
j=1
donde los x; son todos distintos y los E; forman una particion de Q. Esta representacion de llama repre-

sentacion candnica de s.

Una vez tenemos bien definida la integral de una funcién simple, podemos definir la integral de una
funcién medible cualquiera.

Definicion 1.9. Sea f: Q — X una funcién p-medible. Decimos que f es integrable Bochner si existe

una sucesién de funciones simples (f,);_; tal que f, — f p-en casi todo punto y con

tim [ 1= flldu = 0.
n—e Jo
En tal caso, definimos
/fdu = 1im [ f,du.
Q n—eo JO

Observacion 6. No es trivial en absoluto que la integral esté bien definida. Por un lado, podriamos elegir
diferentes sucesiones (f,)_, tales que

tim [ 11y~ flldu =0,
*©JQ

n—r

y por otro lado tenemos que garantizar la existencia del limite

lim [ fdu.
Q

n—roo

Para demostrar que la integral estd bien definida utilizaremos algunos resultados sobre funciones
simples.

Lema 1.17. Sean s,t : Q — X funciones simples. Entonces

/(s+t)du:/sdu+/tdu.
Q Q Q
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Demostracion. Sean

n m
s = ijXEja = Zyk%Akv
=1 k=1

las representaciones candnicas de s y ¢, respectivamente. Entonces

n m
S+t = Z Z(’xj +yk)%EjﬁAk7

m

=Y GH(E;) + YkN(Ak)Z/Sd,U—i—/tdu.
1 Q Q

j=1 k=

Lema 1.18. Sea s : Q — X una funcion simple. Entonces

H / sdqu [ Islau
Q Q

n
s= Y XjXE,
=1

Demostracion. Sea

la representacion candnica de s. Entonces resulta que
n
sl =} Il xe;
j=1

y por la desigualdad triangular tenemos que

el

Con todo esto ya podemos demostrar que la integral de una funcién cualquiera estd bien definida.

Y ()| < ¥ () = [ fsldu. =
j=1 j=1 Q

Proposicion 1.19. Sea f : Q — X integrable Bochner. Entonces el vector |, f Al estd bien definido.
Demostracion. Tenemos que demostrar dos cosas:

= Si (fy):_, es una sucesion tal que

lim / | fn = flldp — 0,
n—o [0
entonces existe el limite

lim [ f,du.
Q

n—yoo

( |5 du) (15)
Q n=1

es de Cauchy. En efecto, usando el Lema 1.17 y el Lema 1.18, dados k,I € N se tiene que

Para ello basta ver que la sucesion

H/kadu—/gfzduHZH/Q(fk—fz)duH s/g\|fk—f+f—ﬁudu
< [ = flau+ [ 15— flldu,

de donde se deduce que la sucesion (1.5) es de Cauchy, y por tanto convergente.
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oo

» Dadas dos sucesiones (f,)5_,(gn)n; tales que

[ 1=l [ flga—flan =0, n—en
Q Q
se tiene que

lim [ f,du= lim/ gndu.

n—e JQ n—e /o

En efecto, siguiendo los mismos pasos de antes se llega a que

H/fndu—/gnduHS/\Ifn—f\ldu+/ lgn—flldu =0, n e,
Q Q Q Q
luego el limite es el mismo. O

1.2.3. Propiedades de la integral de Bochner.

Una de las caracterizaciones mas intuitivas de la integrabilidad Bochner es la siguiente (su demos-
tracion estd en [8], Teorema 11.2.2).

Proposicion 1.20. Sea f : Q — X una funcion p-medible. Si (Q,X, 1) es un espacio de medida finita,
entonces f es integrable Bochner si'y sélo si la funcion real ||f|| es integrable Lebesgue. En ese caso, se

tiene que
| [rau] < [110n
Q Q

Demostracion. Supongamos que f es integrable Bochner. Sea ( f,)_, una sucesion de funciones simples
tal que

tim [ I~ filldu 0.

n—r

Entonces || f|| es medible por la desigualdad triangular inversa, y dado n € N tenemos que

Lflan < [ 7= filldu+ [ 150w,

luego eligiendo n suficientemente grande tenemos que el lado derecho de la desigualdad es finito.
Reciprocamente, supongamos que || f|| es integrable. En virtud del Corolario 1.13 existe una sucesién

de funciones simples (f,);_; tal que f, — f en Q\ Qo, donde 1 (Qo) = 0. Sea la sucesién de funciones

8&n = anE,,a

donde
E,={xeQ|fu(x)| <2 f)}-

Entonces g, es simple para todo n € N, cumple que ||g,(x)|| < 2||f(x)| para casi todo punto x € Q, y
ademds 1im,_,« ||gn(x) — f(x)]| = 0, Vx € Q\ Qo, ya que dado x € Q\ Q) tenemos que

18n () = FO < Mlgn(x) = fu ()| + (15 (x) = F ().

El segundo sumando del segundo miembro de la desigualdad tiende a O trivialmente. El primer sumando
también tiende a cero, ya que

180 (x) = fa ()| = a1 (X, () = 1) = 0, n— o0, Vx € Q\Q,

ya que dado x € Q\ Qg se tiene que 1im,, . || /1 (x)|| = || f(x)||, y por tanto existe ny € N tal que

1@ <20 f @, Vn = no,
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luego xg,(x) —1 — 0.
Mas atin, para todo x € Q\ Qo se tiene que

lgn(x) = FO < 3[1F (),

ya que ||g,(x)|| < 2||f(x)|, y como por hipétesis || f]| es integrable Lebesgue, el teorema de la conver-
gencia dominada asegura que

tim [ flga— flldu = [ lim llg, ~ £l d =0,
n—eo [0 Q n—o

y por tanto f es integrable Bochner.
Veamos ahora que

forau| < [is1an

Q Q

En efecto, como la norma es una aplicacién continua por el Lema 1.1 se tiene que
- ]2 L]
pero como f;, es simple para todo n € N, por el Lema 1.18 tenemos que

H/ fduH < lim [ 1fildu
JQ n—ee JQ

Ademés, por el teorema de la convergencia dominada y usando de nuevo el Lema 1.1 se tiene que

H / fduHSh’m [ las = [ sim o = [ 1rlau. 0
Q n—o JQ) JQ n—roo JQ

Pata terminar el capitulo presentamos algunas propiedades fundamentales de la integral de Bochner,
algunas de las cuales tienen su andlogo en la teoria de la integracion de Lebesgue.

Teorema 1.21 (Hille). Sea T : D(T) C X — X un operador cerrado en un espacio de Banach, y f :
Q — X una funcion -medible tal que T f también es [-medible. Entonces

T</Efdu) :/Ede“'

Demostracion. Dado € > 0, en virtud del Corolario 1.13 podemos encontrar una funcién que toma una
cantidad contable de valores A y un conjunto de medida nula N; tal que

sup {|[f(@) —he(@)||} <

S
(DEQ\N 1 2
Podemos escribir

h&‘ - Z xn%E,,a
n=1

donde (E,);_, C X es una particion de Q. Del mismo modo, podemos encontrar una funcién que toma
una cantidad contable de valores g, y otro conjunto de medida nula N, tales que

sup {[|Tf(@)—ge(w)} <
WEQ\N,

)

N ™

y podemos escribir

8e = Z yn,menﬁ,,,v

n,m=1
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donde (E, ,);_, s una particién de E,, para cada n € N.

Para cada par (n,m), seleccionamos un @, , € E, »,, y definimos la funcién

oo

0= Z S (@nm) XE, -

n,m=1

Tenemos entonces que, para cada ® € Q\ Ny,

(@) =9 (@) < [If (@) = he(@)[| + [ e (@) — ¢ (@),
pero resulta que
/(@)= he(@)]| < 5.

y ademds existe un tnico E, ,, tal que ® = @, ,, € E;, 5, luego

lhe (@) = ¢(@)]| = [|7e(@nm) = f (@) || < g Vo € Q\N,
y por tanto
1/ (@) =9 (@)]| < [If (@) = he(@)[| + [ e (@) — ¢ (@) <&
Del mismo modo se demuestra que
ITf(0)-To(w)|| <&, VoecQ\N.
Asi, tenemos que

L7 =olldu. [ IITf-Tg]ldu < en(@),
Q Q

y ademds por la definicion de integral se tiene que

k
/E(Pd'u = Jm Z Z f(a)"am)»u(En,m),

k,l—reo n=1m=1

k l
[Todu=lim ¥ ¥ TS(00n)t(Ern).

n=1m=1

Ademads, como T es cerrado, entonces [ ¢du € D(T),conT ([p¢du) = [ Todpu.

11

Tomemos ahora una sucesion (&), con & — 0, y para cada i consideramos la correspondiente

funcién ¢;. Entonces
H/axdu—/fduH < [g:- 11,
E E E

sup ||¢i(@) — f(@)| <& =0, i— e,
(A)GQ\N]

pero

Iuego como el espacio es de medida finita se tiene que

| [oau= [ rau < [o-rlan<uie) s @)~ (@) 0, i
E E E

weQ\Nl

Del mismo modo se demuestra que

H/T(p,-d,u/deuHHO, [ — oo,
E E

(1.6)

(1.7)

pero como para cada i se tiene que? ([, ¢;du) = [ T¢;du, entonces en virtud de (1.6) y de (1.7) se

deduce que

T</Efdu> :/Ede“'

O]
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La integral de Bochner tiene una versién andloga del teorema fundamental del cdlculo integral, y que
tendrd importancia cuando estudiemos semigrupos uniformemente continuos.

Teorema 1.22. Sea f una funcion continua e integrable Bochner en un intervalo I C R. Entonces para
todot € I se tiene que

lim% /t " sy ds = £(0).

h—0

Demostracion. Como f es continua, en virtud del Teorema 1.12 f toma valores esencialmente separa-
bles, luego existe un subconjunto denso {x,}," ; C f(I). Entonces por el teorema fundamental del cdlculo
integral para la integral de Lebesgue tenemos que

1 t+h
h’mf/ LF(s) = xallds = || (1) —xall, Vi€l VneN,
h—0 h t

ya que f es continua y la norma también. Por tanto, para cada n € N, tenemos que
. 1 ptth ; 1 ptth
timsup [ [1£(s)~ f(0)l|ds <timsup . [ 1£(5) =l ds - L£(6) —5a = 20 £6) — ]
h—0 t h—0 t

Como {x,},_, es denso, existe ny € N tal que

1 (2) = xn, || <

)

N M

luego
1 rtth
timsup— [ 1£(s)— F(0)l|ds <,

h—0 t

luego necesariamente
t

3l L ds=0
tim > [ 1) = £ ds =,

y por la desigualdad triangular se obtiene el resultado. O



Capitulo 2

Generalidades de semigrupos

Durante gran parte de esta memoria estaremos trabajando con semigrupos de operadores. En particu-
lar, serdn especialmente importantes los semigrupos fuertemente continuos en el origen. Muchos de los
resultados de este capitulo se encuentran en [10].

2.1. Motivacion y definicion

Recordemos que habiamos definido -’ (X) como el conjunto de operadores lineales y continuos en

X.

Este conjunto, dotado de las operaciones -¢ (producto por escalar), o (composicién) y + (suma),
y de la norma usual de operadores || - || forma un dlgebra de Banach, es decir, satisface las siguientes
propiedades:

= To(S+R)=ToS+ToS+Ry(T+S)oR=ToR+SoR, VRS.Tec.Z(X),
. To(SoR) = (ToS)oR, WR.S,T c.Z(X),

e A-c(ToS)=(A-cT)o(h-cS), VAEC, VS,Tc.2(X),

» Existe K > 0tal que ||ToS| < K||T[||S|, VS,T € Z(X).

La motivacidén para definir el concepto de semigrupo es la que sigue: consideremos la ecuacién diferen-
cial
X=ax
{ 2.1

donde x: [0,00) — Cy x es de clase 1) Es facil demostrar que este problema de Cauchy tiene solucién
unica, que es de la forma
x(t) =e”.

Ademds, resulta que si consideramos la ecuacién funcional

{ x(t+5) = x(t)x(s) (2.2)

donde x : [0,00) — C, y encontramos una solucién x continua, entonces necesariamente es derivable, y
ademas x satisface (2.1) para un tnico a € C (para mas detalles consultese [10], seccion L.1).

Nos podemos preguntar si esto se puede generalizar a espacios mds complicados, no necesariamente
iguales a C. Resulta que si x satisface (2.2), entonces x(¢) € C, lo que puede ser interpretado como un
operador lineal x(¢) € Z(X), dado por x(¢)(z) := x(t)z. Asi, y tomando como base el problema (2.2),
podemos dar el salto a C", es decir, a matrices.

13
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Consideramos entonces el problema funcional

{ ;CEE) ;ri)l,_ x(t)x(s) 23)

donde x : [0,00) — M,,(C) = {M | M es matriz cuadrada n x n sobre C}, y I es la matriz identidad.
Este problema es facil de resolver usando la nocién de matriz exponencial, y se obtiene que para cada

A € M,,(C), 1a funcién

x(t) = e

satisface (2.3), y es continua. Mds atin, también satisface la ecuacién diferencial

X = Ax,
{ x(0) = 1. @4

(Y por qué parar aqui? Hemos generalizado el caso de dimensién 1 a dimension 7, pero nada nos
impide preguntarnos qué pasa para espacios de dimension infinita.

En efecto, si ahora consideramos un espacio de Banach X (nétese que en el caso X = C” se tiene que
Z(X) = M,(C)) podemos considerar el problema funcional

(2.5)

{ T(s+t)=T(s)oT(t), s,t>0
T(0) =1,

donde T : [0,00) — Z(C).
Las soluciones de (2.5) forman lo que se denomina un semigrupo de operadores.

Definicién 2.1. Una coleccién de operadores (7'(¢));>0 en un espacio de Banach X se dice que es un
semigrupo de operadores si satisface (2.5) y T (t) es acotado para todo ¢t > 0; es decir, si

(1) T(s+t)=T(s)oT(t), t,s>0(ley del semigrupo),
(11) T(0) =1, donde I es el operador identidad,
am [T ()] <o, Vi>0.

Si las condiciones se satisfacen también para ¢, s € R, entonces hablaremos de un grupo de operadores
(T(1))ser.

A la vista de los casos de dimension finita, es natural preguntarse si dado A € .Z/(X), tiene sentido
definir su exponencial como
A o l‘kAk
T(t) =€ = Z ?,

k=0

donde la convergencia ocurre en el dlgebra de Banach .Z’(X), si este operador forma un semigrupo y si
satisface el problema de valor inicial

dt

4T(t) =AT (), >0,
{ T(0)=1. 26

La respuesta a las tres cuestiones anteriores es afirmativa.
Lema 2.1. Dado A € £(X), el operador exponencial e estd bien definido.
Demostracion. Tenemos que demostrar que la serie

oo [kAk
|
= k!
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es convergente en el dlgebra de Banach .Z(X), para lo cual basta ver que la sucesion de sumas parciales

el
= N=0

es de Cauchy. En efecto, dados dos nimeros naturales N > M tenemos que

N kak M L kpk M+1 kg k N k Ak N k|| A |k
*A t*A *A t*A lt|“||A]l
— =) — = Z — < —_— Z —0, N,M— o
i k' = K i—o K il K e K 7 7 ,
ya que la serie
o JefllA]¢
= K

es convergente a e/l Tuego 1a sucesién es de Cauchy y al ser .2 (X) de Banach, es convergente. [
Observacion 7. De ahora en adelante omitiremos el simbolo o cuando escribamos la composicion de
dos operadores, y la denotaremos por yuxtaposicion.

tA

Veamos ahora que e es solucién de 2.5.

Proposicion 2.2. Dado A € £(X), la coleccion de operadores (T (t));>0 dada por

T(t) =e"
Sforma un semigrupo de operadores.
Demostracion. Como la serie -
i "l
= k!

es convergente, por la férmula de Cauchy para el producto de dos series y por el binomio de Newton,
para cada s, > 0 se tiene que

etAesA —

" "HAH" “sHlA]* i (s+1)"A" _ (454

=0 k! k=0 = ’
luego (7'(¢)),>0 es un semigrupo de operadores. Ademds,
= 0kAk
0A 0
L . §
kg;) k!
y
A
1T ()| < Z \r’ H I — Al < o, O

Antes de demostrar que este semigrupo satisface (2.6), vamos a demostrar que también cumple la
propiedad que més adelante motivara la definicién de semigrupo uniformemente continuo.

Proposicion 2.3. Dado A € £ (X), la aplicacion

[0,00) — Z(X)
t — e

es continua respecto de la topologia de norma de operador en £ (X).



16 Capitulo 2. Generalidades de semigrupos

Demostracién. Tenemos que demostrar que si s — ¢, entonces e’ — ¢'4 en el dlgebra de Banach £ (X).
Tenemos que
lime*™ = lime!"*"4, (2.7)
s—t h—0

y como (e™),>0 es un semigrupo, entonces
QA _ A _ 1A (ehA _ 1) ' (2.8)

Resulta ademds que

o AR (R A]*
hA — hllAll
1| = < = 1—-0, h—0
e == X < BN = . o,
y por tanto
lime™ =1 ,
h—0
y de (2.7) y (2.8) se sigue que la aplicacién del enunciado es continua. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar que la exponencial de un operador acotado satisface la
ecuacion diferencial (2.6).

Proposicién 2.4. Dado A € £ (X), el semigrupo (e/),> satisface la ecuacion diferencial (2.6).

Demostracion. Tenemos que demostrar que

) e(t+h)A _etA
Iim— = Ae’A

h—0

en norma de operador. En efecto, en virtud de la Proposicion 2.2 se tiene que

elt+h)A _ 1A B ehA _ 1 "
h h ’
luego basta probar que
hA
Ii =A
hlg(l) h

en norma de operador. Observamos que

et —1 H 1 [ & hFAk = hlAk
—All=|- Y 1A=}
h h\/5= k! = k!
= ALk Al 1
< = —|A h
<Y o lal=0. ko,
k=2
luego efectivamente
ehA _
Ii =A
oo h ’
y el resultado estd probado. O

De hecho, este tipo de operadores son los tinicos que satisfacen la ecuacién diferencial (2.6).

Proposicion 2.5. Si T (t) es una solucion de (2.6), necesariamente T (t) = e'A.
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Demostracion. Gracias a la Proposicién 2.4 basta ver que el problema (2.6) admite una tinica solucién.
Supongamos que T () = e™, y que S(t) es otra solucién. Para cada ¢t > 0 definimos el operador

Observamos que

o kak ook Ak+1 ook Ak
A SAT . S SATT G sAT
AT (s) =Ae =AY 0 0 ) A= T(s)A,
k=0 k=0 k=0

luego

d

d—Q,(s) = AT (5)S(t —5) —T(5)AS(t —s) =0,

s

luego necesariamente S(t) = Q,(0) = Q,(t) = T(t) = €', y la solucién es tdnica. O

2.2. Semigrupos uniformemente continuos

En el contexto anterior, el hecho de que la aplicacién ¢t — e/4 sea continua da lugar a lo que se
conoce como semigrupos uniformemente continuos.

Definicion 2.2. Sea (7(¢));>o un semigrupo de operadores sobre un espacio de Banach X. Decimos
que el semigrupo es uniformemente continuo si la aplicacion [0,00) — £ (X) dada por t — T'(¢) es
continua en norma de operador.

Esta condicién es muy restrictiva; de hecho los tnicos semigrupos unifmemente continuos son los
de la forma T (t) = &',

Proposicion 2.6. Sea (T (t));>0 un semigrupo uniformemente continuo sobre un espacio de Banach X.
Entonces existe A € L (X) tal que
T(r) =e™.

Demostracion. Para cada t > 0 consideramos el operador V (¢) en X dado por

V(t)x= /Ot T(s)xds,

donde la integral es de Bochner. Sabemos que la aplicaciéon s — T () es continua en norma de operador,
luego en particular la aplicacién
s — T(s)x

es continua para todo x € X. Asi, por la Proposicion 1.14 la aplicacion 7 (s)x es medible. Ademds, resulta
que la aplicacién ||T (s)x|| es integrable Lebesgue en [0, 7], luego T (s)x es integrable Bochner en [0,7] por
la Proposicion 1.20.

Ademds, de nuevo por el Teorema 1.20 se tiene que para todo x € X

_ H;/OZT(s)xds—;/Otxds /OI(T(S)—I)xds
<1 [ -nsas <l [ -1as

1
t

1 t
f/ T(s)xds—x
tJo

luego como consecuencia del teorema fundamental del célculo integral tenemos que

1 1/t
-1 <} 1761l 70 -11=0. 1-50
0
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yaque ||T(s) —I|| es continua y 7(0) = I. Con esto,

1
;V(I) -1, t—0 (2.9)

en norma de operador. Del mismo modo se demuestra que dado 7y > 0,

1 /'H-l()
- T(s)ds—T(t), t—0 (2.10)

t Jiy
en norma de operador. Ademas, en virtud de (2.9) existe algtin 7y > 0 tal que

1V(to)—lH <1, (2.11)
Io

y como consecuencia de la Proposicion 1.6 se tiene que %V(to) es invertible, luego V(1) es invertible.
Asf, realizando el cambio de variable r = s+ se tiene que

T(t)—1=V(to) 'V (to)T(t) —1=V(to)" (/(:T(s—H)ds—V(to))

V()] (/I(:HOT(r)dr—/(:T(r)dr) .

Por tanto, gracias a (2.9) y a (2.10) se tiene que

Teah =10 T =) — vy (;l '[OhHOT(r)dr—}ll/ohT(r)dr) T(1)
— V() (T(t)-1)T(t), h—0"

en norma de operador. Es decir, T'(¢) es derivable, con

d
$T(z‘) = AT (1),

donde A =V (to) "' (T (to) — I). Por la Proposicién 2.5 y la Proposicién 2.4, se tiene que T'(t) =4, [

Observacion 8. El operador A que cumple T (#) = e’ queda univocamente determinado por ser la deri-
vada de T'(¢) en t = 0, luego dicha aplicacion lineal A es tnica.

Gracias a la Proposicién 2.6 y a la observacidn anterior tiene sentido la siguiente definicién.

Definicion 2.3. Sea (7'());>0 un semigrupo uniformemente continuo en un espacio de Banach X. Defi-
nimos el generador de (T (t));>o como el tnico operador A € .Z(X) tal que T (t) = e, Vt > 0.

2.3. El teorema de la transformacion espectral

Para terminar este capitulo vamos a hablar brevemente sobre las propiedades espectrales de los se-
migrupos uniformemente continuos. No vamos a demostrar ningtin resultado, ya que no los vamos a
utilizar, pero si que vamos a mencionar el principal teorema espectral para este tipo de semigrupos.

Definicién 2.4. Dado un operador T : D(T) C X — X (no necesariamente acotado), se definen:

» El espectro de T como el conjunto

o(T)={A € C|A—T noesinvertible},

= La resolvente de T como el conjunto

p(T)=C\o(T)={A €C|A—T esinvertible}.
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Mis tarde se definirdn otros conceptos relacionados, como el operador resolvente, el espectro pun-
tual o el espectro esencial. De momento, mencionamos un resultado que relaciona el espectro de un
semigrupo con el espectro de su generador.

Teorema 2.7 (Teorema de la transformacion espectral). Sea (T (t));>0 un semigrupo uniformemente
continuo en un espacio de Banach X, y sea A su generador. Entonces para cadat > 0 se tiene que

o(T (1)) = {efl 1€ o(A)}.

Todos los resultados anteriores conforman una teoria con resultados muy buenos y muy directos.
La clave de que los semigrupos uniformemente continuos funcionen tan bien estd en que el generador
A es acotado. Sin embargo, la clase de los semigrupos uniformemente continuos es muy pequefia, ya
que como consecuencia de la Proposicion 2.6, todos los semigrupos uniformemente continuos son de la
forma e,

También nos damos cuenta de que el generador A de un semigrupo uniformemente continuo (7'(¢)),>0
viene dado por

Ax— tim LXZX
h—0* h

Esto nos puede llevar a pensar, ;por qué no intentar definir el generador de un semigrupo exigiendo
s6lamente lo minimo necesario, es decir, que exista el limite

lim ||T(h)x—x||=0

h—0t

para cada x? Esto es, precisamente, lo que da lugar a la nocién de semigrupo fuertemente continuo, que
va a ser el objeto de estudio de ahora en adelante.






Capitulo 3

Semigrupos fuertemente continuos

3.1. Definicion y caracterizacion

Definicién 3.1. Sea (7'(7));>0 un semigrupo de operadores en un espacio de Banach X. Decimos que
(T (1))s=0 es un semigrupo fuertemente continuo si para cada x € X existe el limite

lim ||T(h)x — x|

h—0t

y vale 0.

. s g . . . . . L. , T(h)x— .
Esta definicién viene motivada por el interés que suscita que el limite limy_,¢ % exista, pero
también podriamos haber pensado en relajar la definicién de semigrupo uniformemente continuo, y exigir
que para cada x € X las aplicaciones

sean continuas (en lugar de que ¢t — T'(¢) sea continua). Sin embargo, ambos conceptos son el mismo.

Proposicion 3.1. Sea (T(t));>o un semigrupo de operadores en X. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(@) (T(2));>0 es fuertemente continuo.
(b) Para cada x € X, la aplicacion &, : [0,00) — X (llamada 6rbita de x) dada por
E(t)=T(@)x, Vi>0
es continua.
(c) Existen 8 >0, M > 1y un subconjunto denso D C X tales que

a) |[T@)|<M, Vvtel0,6],
b) lim,_,o+ T(t)x =x, Vx € D.

Para demostrar este resultado vamos a necesitar un lema topolégico.

Lema 3.2. Sea X un espacio de Banach, K C R un subconjunto compacto, y sea F : K — £ (X) una
aplicacion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) Para cada x € X, las aplicaciones F (t)x, Vt € K son continuas.

(b) F estd uniformemente acotada y existe un subconjunto denso D C X tal que para cada x € D las
aplicaciones F (t)x, Vt € K son continuas.

21
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(¢) Para todo C C X compacto, la aplicacion K x C — X tal que (t,x) — F(t)x es uniformemente
continua.

Demostracion. La implicacion (c)=-(a) es trivial, ya que dado x € X, basta elegir el compacto C = {x}.
Para la implicacion (a)=-(b) tenemos que demostrar que F estd uniformemente acotada, es decir, que

sup [|F(1)[] < ee.
tekK

Sabemos que la aplicacién r — F(f)x es continua en K, que es compacto, luego necesariamente la
aplicacién t — ||F (¢)x|| estd acotada por el teorema de Weierstrass, es decir, sup,c ||F (t)x|| < co. Por
el Teorema 1.9 se tiene que sup, g || F ()] < oo.

Por dltimo, para demostrar la implicacion (b)=(c), supongamos que sup,¢ ||F ()| <M,y sean € >0
y C C X compacto. Como D es denso, existen xy,...,x, € D tales que

donde
B={xeX||x| <1}.

Ademds existe 6 > 0 tal que
[F(1)xi = F(s)xi|| < &/4,

paratodoi=1,...,my paratodot,s € K con [t —s| < §, yaque x; € Dyt —> F(t)x; es continua en D.
Ahora, tomemos x,y € Cy t,s € K tales que

=yl < 1 —s| <8,

€
aM’
y como D es denso podemos elegir alguno de los x; de manera que ||x —x;|| < £/M. Por tanto, usando la
desigualdad triangular se tiene que

1F(0)x = F()y[| < |[F()x = F()x[| + [[F(2)x; = F(s)xj|| + | F(s)x; = F(s)x]| + [ F(s)x = F(s)y]

< [FE @ =l +[[F (0)x; = F ()25 [1F ()b =6l + [[F () ][]l =y
E E € €
<M-—+—-+M_—+M

TV R TV IR TV AR

luego la aplicacion del enunciado es continua. Ademds, como €/M no depende del punto elegido, la
convergencia es uniforme. ]

Ahora estamos en condiciones del demostrar la Proposicién 3.1.

Demostracion (de la Proposicion 3.1). Veamos la implicacién (b)=-(c). El apartado (1) es trivial. Para
demostrar (2) procedemos por reduccién al absurdo, es decir, suponemos que para todo M > 1y para cada
0 > 0 existe algiin ¢ € [0, 6] tal que ||7'(¢)|| > M. Elijamos una sucesion (5,);"_; C [0,o0) tal que 8, — O,
y tal que ||T(6,)|| — oe. Por el Teorema 1.9 existe x € X tal que ||7(8,)x|| — oo, luego la aplicacion
t — T (¢)x no es continua.

Veamos ahora la implicacién (c)=-(a). Tenemos que demostrar que para cada x € X , se tiene que

lim 7 (¢)x = x.
t—0*

Tomemos una sucesién (t,)5_; C [0,e0) tal que 7, — 0, y el conjunto
K ={t,|ne N}U{0}.
Entonces K es compacto, y como para todo ¢ > 0 se tiene que ||7(7)|| < M, resulta que la restriccién

T(t)gk=T(t), VtekK
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es acotada. Ademds, gracias a la parte (2) del apartado (c), para cada x € X la restriccién T'(f)|gx es
continua. Asi, por el Lema 3.2 tenemos que para cada x € X, la aplicacién T'(¢)x es continua, y por tanto

lim T'(h)x = x.

h—0t

Por dltimo, veamos la implicacién (a)=-(b). Tenemos que demostrar que la aplciacién r — T'(f)x es
continua para todo x € X.
Sean #p > 0y x € X. Por un lado, si 4 > 0 entonces

1T (t0 +h)x =T (to)x]| = | T (t0) (T (h)x —x) | < | T (t) 1T (h)x — x| =0, h— 0",
luego

lim ||T(h)x—x|| =0.

h—0t

Por otro lado, si & < 0 entonces
T (to+h)x—T (to)x|| = || T (to + h) (x = T (=h)x) | < |T(t0 +h)|[[[x — T (—h)x]|.
Si vemos que

sup [|7(2)[] < oe,
1€0,10]

tendremos que
T (to +h)x— T (to)x|| < || T (to+h)||||x—T(=h)x|]] =0, h—0".
En efecto, como consecuencia del Teorema 1.9 existe algin 6 > 0 tal que

sup [T (1)[] < eo.
t€[0,6]

fijamos ahora #y > 0. Si 7y < &, entonces es trivial que

sup ||T(2)]| < ee.
1€[0,10]
Sitg > 8, por la propiedad arquimediana tenemos que existe n € N tal que 7y < nd, luego como (T'(¢));>0
es semigrupo, se tiene que

sup [|T(1)[| < sup [|T(#)]| = sup [[T(mt)]| < sup [|T(2)"]] < sup [[T(r)]" <ee.
1€(0,t0) t€[0,nd] t€[0,6] t€[0,0] 1€[0,0]

Esto concluye la demostracion. O

3.2. Generadores

Ya hemos hablado de generadores de semigrupos uniformemente continuos en el Capitulo 1, y ya
hemos mencionado en la Seccién 3.1 que la motivacién de la definicién de semigrupo fuertemente es
garantizar la minima condicién que hace que el generador pueda estar bien definido.

Definicion 3.2. Sea (T'(¢)),>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de banach X. Definimos
el generador de (T (t)),>o como el operador A : D(A) C X — X dado por

T —
Av= lfm LUx—x
h—0+ h
definido en el subconjunto
T(h)x—
D(A) := {x € X | existe lim ()xx}
h—0+ h




24 Capitulo 3. Semigrupos fuertemente continuos

Observacion 9. » Esigual de importante la expresién del generador A como el dominio D(A) donde
este estd definido. Es por ello que usualmente se denota al generador como el par (A,D(A)).

= El generador de un semigrupo fuertemente continuo estd bien definido como consecuencia inme-
diata de la definicién de continuidad fuerte.

» Podemos expresar también el dominio D(A) como
D(A) = {x € X | & es derivable por la derecha en 0} .
Lema 3.3. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo, y (A,D(A)) su generador. Entonces
D(A) = {x € X | & es derivable en [0,0)}.

Demostracion. Por la observacién anterior, sabemos que &, es derivable por la derecha en 0. Tomemos
t > 0. Entonces

. &t +h)—E(n) . T({t+h)x—T(t)x . T(h)x—x d, .
lim ————~ =1 =T(t) im ——— =T(t)—&,:(0
T T O = = TWg&O)
luego &, es derivable en ¢ por la derecha.
Por otro lado,
t+h)— & (t T(+h)x—TI(t —T(—h T(h)—
i SUER =6t g TERR=TOx (o gy 22 TERY o gy T =
h—0~ h h—0~ h h—0~ h—0" h
d
=T(t)—& (0"
(1) &(07),
luego &, es derivable por la izquierda, y como las derivadas laterales coinciden, es derivable en z. O

Mientras en el caso de semigrupos uniformemente continuos el generador siempre era un operador
lineal acotado que determinaba univocamente al semigrupo (ver la observacién que sigue a la Proposicién
2.6), en el caso de semigrupos fuertemente continuos no vamos a tener generadores acotados, sino una
condicién mds débil, pero los generadores van a seguir determinando univocamente al semigrupo y
ademads van a tener muy buenas propiedades.

Definicion 3.3. Un operador T : D(T) CX — Y, con X,Y espacios de Banach se dice que es densamente
definido si D(T) es denso en X.

Este concepto es clave en el estudio de los semigrupos fuertemente continuos.

3.2.1. Propiedades

Teorema 3.4. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X, y sea
(A,D(A)) su generador. Entonces A es un operador lineal cerrado y densamente definido, que determina
univocamente al semigrupo.

Para demostrar este importante resultado necesitamos un resultado previo, que es una especie de
analogo del teorema fundamental del calculo integral para semigrupos.

Lema 3.5. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo, y sea (A,D(A)) su generador. Entonces:
(a) Sixe D(A), entonces T (t)x € D(A), ¥t > 0, y ademds

%T(t)x =T(t)Ax=AT(t)x, Vt>0.
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(b) Paratodot > 0y para cada x € X, tenemos que
t
/ T(s)xds € D(A).
0

(c) Paratodot > 0 se tiene que:

a) Six € X, entonces

T(t)x—x :A/Ot T(s)xds.

b) Six € D(A), entonces
t
T(t)x—x:/ T (s)Axds.
0

Demostracion.

(a) Como (T'(1));>0 es un semigrupo, se tiene que

T(t+h)x—T(t)x
1’ = T 1, —_— = T A .
hgg+ h ®) hg(% h (1)Ax

Asi, T(t)x € D(A), y en virtud del Lema 3.3 se tiene que

Como ahora sabemos que 7'(¢)x € D(A) podemos escribir

T(t+h)x—T(t T(h)—1
lim Lethx—T)x . T(h)

Jm, ’ lim T(t)x=AT(t)x.

(b) Por el Teorema 1.10 tenemos que 7' (k) es cerrado, luego podemos utilizar el Teorema 1.21 para
afirmar que

% Ot $)rds — OZT sxds) :;l(/OIT(S—i—h)xds—/OtT(s)xds)
_ % </ht+hT(s)xds—/0tT(s)xds> .

Por otra parte, la aplicacién t — T'(¢)x es continua al ser el semigrupo fuertemente continuo,
luego por el Teorema 1.22 y gracias a (3.1) tenemos que

}g&% <T(h) /O T (s)xds — /0 IT(s)xds) :hli‘&% (T(h) /tf+h T(s)xds — /oh T(s)de)
=T(t)x—x,

3.1

luego [y T (s)xds € D(A).
(c) En el apartado anterior demostramos que, de hecho,
t
A/ T(s)xds=T(t)x—x, VxeX.
0

Sea ahora x € D(A). En la demostracién de la Proposicién 3.1 vimos que

sup [[T(s)]| <o,
s€[0,7]
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luego como (7'(2));>o es fuertemente continuo tenemos que

T(h)x—x

()=

sup —T(s)Ax -0, h—0". (3.2

5€[0,1]

T(h)x—x
< sup 7)) | TR - ax
s€[0,1]

Ademds, por el Teorema 1.21 y en virtud de (3.2) tenemos que

/OZT(S)T(h)hx_xds— /OIT(s)Axds

L@ [ e [ v

! T(h)x— T(h)x—
§/ T(s) ’()xx—Ax ds <t sup ()xx—AxH—>0, h— 0",
0 h s€[0.4] h
luego efectivamente
t t
A/ T(s)xds:/AT(s)xds. O
0 0

Ahora podemos demostrar el Teorema 3.4.

Demostracion (del Teorema 3.4). Veamos que (A,D(A)) es cerrado. En efecto, tomemos una sucesion
(xn)7>_; € D(A) tal que x, — x, con x € X y tal que Ax,, — y. Por el Lema 3.5 tenemos que

t
T(t)xy, —x, :/ T (s)Ax,ds.
0

Como ademds (7'(r));>0 es fuertemente continuo, siguendo las mismas ideas de la demostracién del

Lema 3.5 se prueba que
t

t
lim T(s)Axnds:/ T(s)yds,
0

n—oo J(

luego
t

t
T(t)x—x=UmT(t)x, —x, = lim | T(s)Ax,ds= / T(s)yds.
0

n—oo n—oo [

Ahora, multiplicando ambos lados por % y tomando ¢ — 0T, por el Teorema 1.22 se tiene que

T(t)x—x Iy

lim — 1im = [ T(s)yds=T(0)y =y,
t—0+ t t—0t 1 Jo (s)y s ( )y Y

es decir, x € D(A), y ademds Ax = y, luego el operador es cerrado.

Veamos que A es densamente definido. Por el Lema 3.5 sabemos que

1/0’ T(s)xds € D(A),

t

y de nuevo por el Lema 3.5 se tiene que para todo x € X

lim br T(s)xds = x,
=0+ 1 Jo
luego D(A) es denso en X.

Por tltimo, veamos que (A,D(A)) determina univocamente al semigrupo. En efecto, sea (S(¢));>0
otro semigrupo con el mismo generador (A,D(A)). Dados x € D(A) y t > 0, consideramos las aplicacio-
nes 7, : [0,7] — X dadas por 1, (s) = T (t —5)S(s)x, Vs € [0,¢]. Como (S()),>0 es fuertemente continuo,
el conjunto

h

es compacto para cada s € [0,7], ya que dada cualquier sucesién (x,)>_; C K, podemos encontrar una
subsucesion convergente a AS(s)x, descartando los posibles elementos iguales a AS(s)x.

K — {S(s—i—h)x—S(s)x

helo, 1]} U{AS(s)x}
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Por lo tanto, gracias al Lema 3.2 se tiene que

1 1

5 (Ne(s+h) —ne(s)) = A (T(t—s—h)S(s+h)x—T(t—5)S(s)x)
= %(T(t—s—h)S(s%—h)x— T(t—s—h)S(s)x+T(t—s—h)S(s)x—T(t—s)S(s)x)
_ %T(t—s—h) (S(s+h)x—S(s)x)+%(T(t—s—h) CT(—s))S(s)x

— T(t —s)AS(s)x — AT (t —5)S(s)x, h— 0%,
y por el Lema 3.5 se tiene que

%r[x(s) =T(t—s)AS(s)x—AT(t —5)S(s)x=0, Vse]0,z],

luego necesariamente 1,(s) es constante en [0, 7].
En particular, como 1,(s) = T(s)x y Nx(¢) = S(¢)x, tenemos que

T(t)x=S(t)x, VYxe€D(A),
pero D(A) es denso, luego necesariamente
T(t)=S(s), Vtel0,). O

En el comentario previo a la Definicion 3.3 deciamos que en general los generadores de semigrupos
fuertemente continuos no son acotados. De hecho, vamos a demostrar que si el generador es acotado, el
semigrupo es uniformemente continuo.

Teorema 3.6. Dado un semigrupo (T (t));>o fuertemente continuo X con generador (A,D(A)) en un
espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) El generador A es acotado.

(b) El dominio del generador es D(A) = X.

(c) Eldominio D(A) es cerrado en X.

(d) El semigrupo (T (t));>0 es uniformemente continuo.

Demostracion.

Demostremos (a)=-(b). Supongamos que A es acotado, y sea x € X. Como D(A) es denso por el
Teorema 3.4, existe (x,);_; C D(A) tal que x, — x, luego en particular la sucesién es de Cauchy, luego
dado € > 0 existe ng € N tal que si n,m > ng, entonces ||x, —x,,|| < €/||A]|. Como A es acotado, tenemos
que

|Axy — Axp || < ||A||||xXn — x| < €,  Vn,m > ng,

y como X es de Banach, existe y € X tal que Ax,, — y. M4s atin, sabemos que A es cerrado por el Teorema
3.4, luego necesariamente x € D(A) con Ax =y, y por tanto X = D(A).

La implicacién (b)=-(c) es trivial.

Demostraremos ahora (a)=-(c). En efecto, como (7'());>o es fuertemente continuo, por el Lema 3.5
se tiene que para todo x € D(A)

%T(I)x =AT(t)x, Vt>0.

Como (a)=-(b), tenemos que D(A) = X, luego

d
aT(t)x =AT(t)x, VxeX, Vt>0,
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y por la Proposicidn 2.5 se tiene que
T(t)=e", V>0,

luego (7'(t));>0 es uniformemente continuo.

La implicacién (c)=-(a) se sigue directamente de la Proposicién 2.6.

Veamos por tltimo la implicacién (c)=-(a). Como D(A) es cerrado, es un espacio de Banach por la
Proposicién 1.4. Como A es cerrado y D(A) es de Banach, por el Teorema 1.10 A es continuo, luego es
acotado. O

Una propiedad especialmente relevante a la hora de estudiar el espectro de un semigrupo es que su
norma crece, a lo sumo, exponencialmente.

Teorema 3.7. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X. Entonces
existen constantes ® € Ry M > 1 tales que

|T(2)|| < Me®”, Vt>0.
Demostracion. Sabemos que existe una constante M > 1 tal que
IT(s)]| <M, Vsel0,1].
Dadot > 1, llamamosn = [t| e Ny s=t¢—[t| € [0,1). Entonces
t=s-+n,
y como (T (t)),>0 es semigrupo, tenemos que

ITOI =T s+ =ITOT )| < [T@NIT ()]
=TT < ITEMTOI" < ITENT )"
SMC”IOg”T(l)H SMC”OgM,

ya que n < ¢, luego llamando @ = log M tenemos la cota deseada. O

Serd ttil en el estudio espectral de semigrupos considerar la menor constante @ que satisfaga el
Teorema 3.7.

Definiciéon 3.4. Sea (T'(¢));>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X. Llamamos
cota de crecimiento del semigrupo a la constante

wp=inf{w e R |existe M > 1 tal que ||T(¢)| < Me®, Vvt >0} .

3.3. Propiedades espectrales

Una propiedad que nos ayudard a distinguir entre semigrupos uniformemente continuos y fuertemen-
te continuos es la siguiente.

Proposicién 3.8. Sea T : D(T) C X — X un operador lineal acotado. Entonces o(T) es acotado.
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicion 1.6. O

Corolario 3.9. Sea (T(t));>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X, y sea
D(A) su generador. Si 6(A) no es acotado, entonces (T (t));>0 no es uniformemente continuo.

Demostracion. Si 6(A) no es acotado, entonces por la Proposicion 3.8 A no es acotado, luego por la
Proposicién 3.1 el semigrupo no es uniformemente continuo. O
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Ya hemos definido los conceptos de espectro y resolvente. En este trabajo vamos a manejar otros tres
conceptos mas: el espectro puntual, el espectro esencial y el operador resolvente.

Definicion 3.5. Dado un operador lineal 7 : D(T) C X — X, definimos:

» el espectro puntual de T como el conjunto

Cpoint(T) :=={A € C| A —T no es inyectivo},

= ¢l espectro esencial de T como el conjunto

Oess(T) := {A € C | dimker(A —T) = o 0 codimrg(A —T) = oo} .

Observacion 10. Recuérdese que, dado un espacio vectorial V y un subespacio M C V, se define la
codimension de M como

codim (M) = dim(V /M).
En particular, si V. =M @& N, entonces codim (M) = dim(N).

Definicion 3.6. Sea T un operador lineal en X, y A € p(T). Definimos el operador resolvente de T
asociado a A como el operador

RA,T)x:=(A-T)"'x, xeX.
Este operador es acotado siempre que 7 sea cerrado. Para verlo necesitamos el siguiente lema:
Lema 3.10. Sea A : D(A) C X — X un operador cerrado e invertible. Entonces A~" también es cerrado.

oo

Demostracion. Tenemos que A~! estd definido en X al ser A invertible. Sea (x,)>_; C X tal que x, — x €
X y con A"'x, — y. Como A es cerrado y (Aflx,,);:1 C D(A), tenemos que x, = AA~x, — Ay, luego
Ay = x y por tanto y = A~ ', es decir, A~! es cerrado. O

Lema 3.11. Sea A: D(A) CX — X un operador lineal cerrado en un espacio de BanachX. Si A € p(A),
entonces R(A,A) es un operador lineal acotado.

Demostracion. Como A € p(A), entonces A —A es biyectivo y por tanto R(A,A) es un operador definido
en X, que es un espacio de Banach. Como A — A es cerrado, entonces R(A,A) también es cerrado por el
Lema 3.10, y por el Teorema 1.10 tenemos que R(A,A) es acotado. O

Proposicion 3.12 (Identidad del resolvente). Sea A : D(A) C X — X un operador cerrado. Entonces,
para todo A, € p(A) tenemos que

R(A,A) = R(1,A) = (1 — M)R(L A)R(i,A).
Demostracion. Se tiene que
R(A,A) —R(p,A) = R(A,A) (1 —A)R(1,A) = R(A,A) (A —A)R(1,A) =R(A,A)R(p,A)(—21). O

Estaremos interesados en estudiar el espectro operadores integrales definidos a través de integrales
de semigrupos. Como veremos en el Capitulo 5, esto se hace a través del generador infinitesimal. Vamos
a estudiar algunas de sus propiedades espectrales.

Proposicion 3.13. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal en un espacio de Banach X. Entonces el
espectro 6(A) es cerrado en X.
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Demostracion. Por el Lema 3.11, el operador R(A,A) es acotado paratodo A € p(A). Sea g € p(A), y
tomemos A € C. Es facil ver que

A—A=(I-(A—2A)R(20,A)) (A0 —A),

y por la Proposicién 1.6, resulta que A — A es invertible si

1
A=Al < s
IR(20,A)|
luego
1
B (4o ) cpta),
R(20,A)|

donde B(a;r) denota la bola abierta de centro a y radio r, y por tanto p(A) es abierto, con lo que 6(A)
es cerrado. t

Una de las propiedades espectrales mds basicas e importantes es la que sigue.

Proposicion 3.14. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo con generador (A,D(A)) en un
espacio de Banach X, tal que
T ()| < Me®, Vt>0.

Entonces:
1. Si A € C es tal que la integral
R(A)x= / e MT (s)xds (3.3)
0
es convergente en sentido impropio, entonces A € p(A), y R(A,A) = R(A).

2. Si Red > @, entonces A € p(A) y el resolvente viene dado por la expresion (3.3).

M

3. Seti RAA)| < —
e tiene que |IR(2,4)]| < ———

Demostracion.

1. Lo probamos primero para el caso A = 0. Por hipétesis podemos escribir

T(h)—1
() R(0)x = T - /T )xds = lim — </ T(s+h) xds—/ T(s xds>
h t—>°° h t—oo

1 1
:tlggh</h T(s xds—/T xds>—}gr§oh</t T(s xds—/ T(s xds)

(3.4)

Resulta que el limite

t
lim | T(s)xds

t— JO

existe por hipdtesis, luego el limite

hm/ |7 (s)x|| ds

también existe. Por tanto,

t+h
lim / T(s)xds
'

t—roo

t+h
.
<tim [T ()l s

t+h t
— lim </ HT(s)des—/ HT(s)des) —0,
1= \ Jo 0
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y en virtud de (3.4) y del Teorema 1.22 tenemos que

T(h)—1
h

1 rh
R(0)x = _E/ T(s)xds — —T(0)x=—x, h—0",
0

luego R(0)x € D(A), Vx € X, y ademds AR(0) = —1.
Mas atin, si x € D(A), entonces por el Teorema 1.21 se tiene que

t

t
limA | T(s)xds=lim | T(s)Axds= R(0)Ax.

t—roo 0 t— J0

Como A es cerrado, de las dos igualdades anteriores se deduce que AR(0)x = R(0)Ax = —I, y por
tanto

Si A # 0, tomamos el semigrupo reescalado
S(t) =e MT(1).
El generador de (S(¢)),>0 viene dado por la expresion

h)x — AT (R)x — AT (Wx—T(h T(h)x—
Bx = ll’mmzh’mw:h’me (h)x ()x—i-lim (h)x —x
h—0+ h h—0+ h h—0+ h h—0+ h

= —Ax+Ax, VxeD(A),

luego D(B) = D(A), y si A € p(A) entonces 0 € p(B). De esta manera, si denotamos R(A) al
operador

R(A)x = /0 e hs(s)ds,

tenemos que

R(A)=R(0) = (—-B) ' = (A—A)"' =R(1,A).

2. Sea A € C con ReA < w. Entonces por el Teorema 3.7 se tiene que

‘ / " T (5)ds

0
luego gracias al apartado (1) tenemos que A € p(A).

t t
< / le 25T (s)||ds < / Me @ ReA) g5 f = oo,
0 0

®—Rel’

3. Se deduce inmediatamente de la desigualdad anterior. 0

Un hecho que se desprende de forma inmediata de la Proposicion 3.14 es el siguiente.

Corolario 3.15. Sea (T (t));>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X,y sea A
su generador. Si @y es la cota de crecimiento del semigrupo, entonces

0(A) C{A €C|ReA <p}.

Nos gustaria poder demostrar alguna versién del Teorema 2.7 para semigrupos fuertementente con-
tinuos. Para ello, vamos a necesitar la siguiente igualdad para el operador resolvente.

Lema 3.16. Sea (T(t)),>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X, y (A,D(A))
su generador. Entonces, para todo A € C y para todo t > 0 tenemos que:

1. Six € X, entonces

e MT()x—x = (A—A) /0 " T (5)xds.
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2. Six € D(A), entonces
1
e HT(1)x—x = / e 5T (5)(A — A)xds.
0

Demostracion. Basta aplicar el reescalado utilizado en la demostracion de la Proposicién 3.14, es decir,
considerar
S(t) =e 1T (1),

cuyo generador es B=A — A, y aplicarle el Lema 3.5. O

3.3.1. Teoremas de la transformacion espectral

En el Teorema 2.3 vimos la inmediata relacién que existe entre el espectro de un semigrupo uni-
formemente continuo y su generador. Para nosotros va a ser mas interesante encontrar algin resultado
similar para semigrupos fuertemente continuos, aunque realmente tampoco vamos a utilizarlos.

Para el espectro puntual tenemos un resultado casi andlogo al caso uniformemente continuo. Este
resultado se encuentra en [10], Teorema 3.7.

Teorema 3.17 (Transformacion espectral para el espectro puntual). Sea (T'(t));>0 un semigrupo fuerte-
mente continuo en un espacio de Banach X, y sea A su generador. Entonces

G (T (1)) {0} = {e“

Ae Opoint (A)} .

Sin embargo, para este tipo de semigrupos el resultado para el espectro es mas débil.

Teorema 3.18 (Inclusion espectral). Sea (T (t)),>0 un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de
Banach X, y sea (A,D(A)) su generador. Entonces

o(T(1)) 2 {efl 1€ o(A)}.
Demostracion. En virtud del Lema 3.16, tenemos que para todo x € D(A),
A )
T (O —x= [ T (s)(A~A)rds,
0
luego si A — A no es biyectivo, entonces e*’“T(t)x — x tampoco es biyectivo, y trivialmente se sigue el
enunciado. 0

Observacion 11. La debilidad de este resultado no es mayor problema para nuestros propésitos, como
veremos en el Capitulo 5.

3.4. Los teoremas de Hille-Yosida

Un resultado clasico de la teorfa de semigrupos, aunque no le vamos a sacar mucho partido en este
trabajo, es la coleccién de teoremas de Hille-Yosida, que caracterizan a los operadores A en un espacio
de Banach X que generan un semigrupo fuertemente continuo. No los vamos a demostrar, ya que no son
resultados esenciales para este trabajo.

El primero de estos resultados se encuentra en [10], Teorema 11.3.5.

Teorema 3.19 (Hille-Yosida, caso contractivo, 1948). Dado un operador lineal (A,D(A)), con equiva-
lentes:

(a) (A,D(A)) genera un semigrupo de contracciones (es decir, de norma menor que 1).
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(b) (A,D(A)) es cerrado, densamente definido y para cada A > 0 se tiene que A € p(A), con

IR(2,A)[ <

> =

(c) (A,D(A)) es cerrado, densamente definido y para cada A € C con ReA > 0, se tiene que A € p(A),

con 1
< —F.
IR, A) | < =

Existe una version totalmente general del teorema de Hille-Yosida, m4s reciente, y que fue demos-
trada en 1952 por Feller, Miyadera y Phillips. Su prueba se puede encontrar en [10], Teorema I1.3.8.

Teorema 3.20 (Hille-Yosida, caso general). Sea (A,D(A)) un operador lineal en X, y sean @ € R y
M > 1 constantes. Entonces son equivalentes:

1. (A,D(A)) genera un semigrupo fuertemente continuo con cota exponencial

IT(@)] < Me®".

2. (A,D(A)) es cerrado, densamente definido y YA > @ se tiene que A € p(A), y la cota

(A —@)R(X,A))"|| <M, VneN.

3. (A,D(A)) es cerrado, densamente definido, y VA € C con ReA > @ se tiene que A € p(A) y la cota

M
n < - .
IRV < oo g n €N






Capitulo 4

Operadores de Hausdorff en espacios de
Fock

El objetivo fundamental de este trabajo es el estudio espectral del operador de Hausdorff sobre los
espacios de Fock. En esta seccion los definimos y exploramos sus propiedades basicas y espectrales.

4.1. Espacios de Fock. Resultados basicos

Los espacios de Fock son colecciones de un tipo muy particular de funciones enteras. En concreto,
son funciones cuya integral respecto de cierta medida gaussiana es finita. Los resultados de esta seccién
se encuentran, en su mayoria, en [25].

Definicién 4.1. Sean 1 < p < oy a > 0. Para cada funcion entera f € .5 (C), definimos

= (52 [ |74 ”dA(z>)l/p,

donde dA(z) es la medida de drea en C sobre los borelianos.
Definimos el espacio de Fock de pardmetros p y o¢ como

Fg :={f e AC)|Ifllp.a <o}

Si P =°% tomamos
_a,2
fleo.cc == sup | £ (z)]e~ 21,
zeC
y definimos el espacio de Fock Fg” de la misma manera.

Observacion 12. = Puede parecer antinatural que la medida con respecto de la que integramos de-
penda del pardmetro p. Sin embargo, esto hace que los espacios de Fock tengan propiedades muy
buenas, como por ejemplo la Proposicion 4.28.

= Podemos extender la definicién de los espacios F a 0 < p < 1, pero en este caso los espacios de
Fock no son espacios de Banach. Si que son completos, pero no son espacios normados. Para mas
detalles, consultar [5].

Lanorma || - ||« puede ser reescrita en términos de integrales radiales.

Definicion 4.2. Sean f € 7 (C), 1 < p < ooy r> 0. Definimos la media radial de orden p como

i = (g2 (=) o0)

M (f;r) := sup [ f(z)]-

ll=r

Si p = oo, definimos

35



36 Capitulo 4. Operadores de Hausdorff en espacios de Fock

Proposicion 4.1. Sea f € 7 (C). Entonces

Iim M,,(f,r) = M(f,r), Yr>D0.
p—ree

Demostracion. Denotemos
rIT={zeCllz=r},

y para cada € > 0 tomemos el subconjunto
Se ={zerT||f(z)| =2 Mw(f,r) — €}

Entonces, denotando ¢ a la medida de longitud de arco sobre »T tenemos que

My(f.r) = ( /rT|f|Pdo)’l’ > ( /| |f|Pdo>’l’ > < [ ot -ey do)”

= (Ma(f,r) —€) 0 (Se)'”,

luego
liminfM,(f,r) > Mw(f,1). 4.1
p—reo

Por otra parte, si p > g tenemos que
Myt = [ Ufirdo = [ |ppiifitdo < [ me(fnrfido
rT rT rT
= Mo(f.ry [ |f17do,
rT

luego
1
() <ma(r) = ([ Irirac)”
r

y por tanto

limsup M, (f,r) < Mu(f,7), 4.2)

p—reo

luego gracias a (4.1) y (4.2) se sigue el resultado. O

El siguiente resultado jugard un importante papel a la norma de estudiar la norma del operador de
Hausdorff.

Proposicion 4.2. Sea f € 7(C) y 1 < p < oo. Entonces, si r < s, se tiene que

Mp(f7 r) S Mp(f7s)‘
Para demostrarlo necesitaremos recurrir al concepto de funcién subarmoénica y funcién semicontinua.

Definicion 4.3. Sea u : Q C C — R una funcién definida en un abierto Q. Decimos que u es semicon-
tinua superiormente en zo € € si para cada sucesion (z,);_; C Q con z, — zo tenemos que

limsupu(z,) < zo.
n—soo

Definicion 4.4. Sea u : Q C C — R una funcién definida en un abierto Q. Decimos que u es subarma-
nica si se cumplen todas las siguientes condiciones.

(@) —oo <u(z) < oo.

(b) u es semicontinua superiormente.
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(c) SiB(a;r) C Q, entonces u(a) < 5- foznu (a-+re®) do, donde B(a;r) es la bola cerrada de centro
ay radio r.

(d) SiB(a;r) C Q, entonces 21 "u(a+re®) do # —co.

Teorema 4.3 (Desigualdad de Jensen). Sea (Q,X, 1) un espacio de medida, f : Q — R una funcion
medible y ¢ : R — R una funcion convexa. Entonces

¢</deu> < [ oofan.

Teorema 4.4 (Igualdad de Jensen). Sea g € 5#(C), y sean ...,y sus ceros en B(0;r), repetidos de
acuerdo con su multiplicidad. Entonces

27 Jo " log| f(re®)|d6
e2r Jo
0)| H |an
La demostracién del Teorema 4.3 y del Teorema 4.4 se pueden consultar en [22], Teorema 3.3 y
Teorema 15.18 respectivamente.

Lema 4.5. Sea u : C — R una funcion subarmonica y sea ¢ : R — R mondtona creciente y convexa.
Entonces la composicion ¢ ou es subarmonica.

Demostracion. Es claro que ¢ ou satisface las condiciones (a) y (d) de la Definicién 4.4. Verifiquemos
la condicién (b). Sea (z,);_, con z, — zo. Sabemos que limsup,_,., f(z,) < zp, como ¢ es creciente y u
es subarmonica entonces

9 (h’m supu(z@) = (Hmsupu(zn)) < ¢ (u(z0))-

n—oo k>n n—so0

Sabemos ademads que las funciones convexas son continuas en el interior de sus dominios (véase [23],
paginas 128-129), luego

limsup ¢ (supu(zk)> =¢ <h’msupu(zn)> < ¢ (u(zo)). 4.3)

n—oo k>n n—oo

Ademds, como ¢ es no decreciente y u(z,) < sup;~, 4(zx), en virtud de (4.3) se tiene que

limsup ¢ (u(z,)) < limsup ¢ (Supu(zk)> < ¢(u(z0)),

n—oo n—oo k>n
es decir, ¢ ou es semicontinua superiormente.

Sélo falta verificar la condicién (c). Si tomamos » > 0, entonces como ¢ es no decreciente y u es
subarmonica tenemos que

1 [ : 1
o(u(a)) < ¢ (277:/0 u(a+re’9)d9> </ 7 o (u(a+re®))do,
ya que ¢ es convexa, y podemos utilizar el Teorema 4.3. O

Lema 4.6. Sea f € 7 (C) no idénticamente nula. Entonces, si 0 < r < s < oo, tenemos que

2T ) 2 X
/ log |f(re®®)|d6 < / log | f(se®)|d6.
0 0
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Demostracion. Sabemos que existen m € N (posiblemente m = 0) y g € 7 (C) tales que g(0) # 0y con
f(z) =7"g(z), ¥z € C. Sean ..., oy, los ceros de g en el disco B(0;r). Resulta que si r < s, entonces
gracias al Teorema 4.4 se tiene que

21 i) Ne NS N 1 2m i6
62" o log|g(re’”)|do _ H —exmho log |g(se )\de,
:1

luego como la funcién exponencial es creciente se tiene que

2 . 2 .
| roglsre) 106 < [ toglg(se®) do. @4
0 0

y ademds

21 ) 2 . 2n .
/ log |f(re'®)|d6 = / log |"g(re'®)|d6 = 2wmlog(r) + / log |g(re'®)|d@. (4.5)
0 0 0

Por tanto, gracias a (4.4) y (4.5) se tiene que

2 . 2 .
/ log | f(re®)[d6 — / log | f(s¢'®)|d6
0 0
27 . 2z .
— 2mlog(r) + / log |g(re®)| d6 — 2mlog(s) — / log |g(s¢®)[ 6 < 0.
0 0

O]

Teorema 4.7. Sea f € 5 (C) no idénticamente nula. Entonces, para cada 1 < p < oo, la funcion |f|P es
subarmonica.

Demostracion. Veamos primero que log|f| es subarménica. En efecto, como log es creciente y |f] es
continua, entonces log | f| es semicontinua superiormente. Ademds, —eo < log|f(z)| < o, Vz # 0, luego
por el Lema 4.6 es inmediato que log | f| es subarménica.

Ahora basta elegir la funcién

¢ (X) =e,

que es estrictamente creciente y convexa, y aplicar el Lema 4.5 a log | f]. O

Teorema 4.8. Sea u : C — C subarménica en C, K C C compacto y h : int(K) — R una funcion
arménica con u(z) < h(z), Vz € dK. Entonces

u(z) <h(z), VzeKk.

Demostracion. Sea u; = u— h, y supongamos que #;(z) > 0 para algin z € int(K). Como u; es continua
y K es compacto, entonces alcanza su maximo M € R, y como u; < 0 en dK, entonces

0#E:={z€K|u(z) =M} Cint(K).

Sea zo € JE. Entonces existe r > 0 con B(zg,r) C int(K), pero parte de su frontera estd contenida en
int(K) \ E, luego

2
ui(z0) =M > — / 1(z0 +re?)do,
es decir, u; no es subarmonica. O

Teorema 4.9. Sea u: C — C continua y subarmoénica. Si r < s, entonces

2 . 2 .
/ u(re®)do < / u(se'®)de.
0 0



Propiedades espectrales de operadores integrales en espacios de funciones holomorfas 39

Demostracion. Sea h la extensién continua y arménica de u en B(0, s) tal que u(z) = h(z), ¥z € IB(0;3s).
Por el Teorema 4.8, tenemos que u(z) < h(z), Vz € B(0;s), luego como r < s,

27 . 27 . 21 . 21 .
/ u(re®)de < [ h(re®)d6 =27h(0)= | h(se®®)do = / u(se®)de. O
0 0 0 0

Ahora es inmediato demostrar la Proposicion 4.2.

Demostracion (de la Proposicion 4.2). Basta aplicar los resultados anteriores a la funcién |f|?, que es
subarménica. O

Vamos a ver como utilizar la funcién real de variable real M, (f,-) para manejar la norma || - ||, «-
El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema de Fubini.

Teorema 4.10 (Integracion el coordenadas polares). Sea f : C — [0,0] una funcién medible. Entonces

[r@a@= [ ([ o) asw)

Proposicion 4.11. Sean oo > 0y 1 < p < oo. Entonces, para toda f € 7 (C) se tiene que

o 1/p
S Y N T

Si p = oo, entonces se tiene que

_ap 2

[[fl[oo,c = supMeo(f r)e
r>0

Demostracion. Gracias al Teorema 4.10 y al Teorema de Fubini se tiene que paratodo 1 < p < oo

2 bl 7l

drdf

ap a2
Hf”poc— 27 e f(z)e Z‘ZI

2w oo
= @/ / r f(re’e)ef
271 ap
/ / Pd0re 7" dr = Otp/ r)pefT"Zrdr.

Ademds, para p = oo tenemos que

drdo(u)

flru)e 2 Sl

g ‘reze|2

_oap2

a2
||f||c><»,of:Su}g’f(z)le $6F = supsup | f(2)[e ™ = sup M (f,r)e 7. N
z€

r>0 |z|=r r>0

Ahora vamos a estudiar los asuntos bdsicos relativos a espacios de Fock, es decir, demostrar que
|| ||, define una norma, y que el espacio de Fock FJ es un espacio de Banach.

Lema 4.12. Sea 1 < p < co. Entonces |- || .o define una norma sobre el espacio vectorial 7 (C).

Demostracion.

» Es claro que || f||y,¢ > 0 para cada f € 7(C).
» Es trivial que para cada A € C se tiene que |4 f||p.o = |4 ||| f||p,a> para cada f € Ff.

= Si p < oo, la desigualdad triangular se deduce de la desigualdad de Minkowski para espacios L”.
Si p = oo se deduce de la desigualdad triangular para el valor absoluto. O

Vamos a verificar que, en efecto, F es un espacio de Banach. Para ello vamos a necesitar el teorema
de Egorov, que cuya demostracién se puede encontrar en [17], Teorema V.41.5.
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Teorema 4.13 (Egorov). Sea (Q,X, 1) un espacio de medida finita, y (f,);r_, una sucesion de funciones
definidas en Q tal que f,(x) — f(x) en casi todo punto x € Q. Entonces (f,)5_, converge casi uniforme-
mente, es decir, para cada 6 > 0 existe Q5 € X con

tal que f,, converge uniformemente a f en Qg.

Ademas, como consecuencia del teorema de Morera, el limite casi uniforme de funciones holomorfas
es holomorfo.

Proposicion 4.14. Sea (f,);;_; C 7 (C) una sucesion de funciones tal que f, — f casi uniformemente.
Entonces f € 7 (C).

Ahora podemos demostrar que F, es un espacio de Banach.
Lema 4.15. El espacio normado (FY,|| - || p.«) es un espacio de Banach, para 1 < p < oo,

Demostracion. En virtud de la Proposicién 1.4 basta ver que F{ es cerrado en L?, considerado como
espacio de funciones integrables si p < 0 0 como espacio de funciones acotadas si p = oo (siempre
respecto del peso correspondiente).

El hecho de que F es subespacio vectorial de L? es trivial. Para ver que es cerrado, sea ()5, C Ff
una sucesion convergente a algin f € L” en la topologia dada por la norma || - ||, .. Veamos que f € F§.

Evidentemente || f|| ¢ < oo ya que f € L?.

Para verificar que f € .7 (C), notamos que como f,, — f en || - || , o, entonces existe una subsucesién
(fu)re1 € (fu)sr_; tal que f,, — f en casi todo punto (de hecho, si p = co la propia sucesién (f,);_,
cumple esto). Por el Teorema 4.13 se tiene que f, — f casi uniformemente, luego por la Proposicion
4.14 se tiene que f € 5(C). O

Las funciones de F, admiten una cota puntual éptima.

Proposicion 4.16. Sea 1 < p < ooy f € Fj. Entonces

1f@)] < [Ifllpae®, vzec.

Demostracion. Veamos el caso p = oo. Por la definicién de la norma en F, para todo z € C se tiene que

F@)e F <sup|f(2)le 2 = | fllwas

zeC

y por tanto
a2
f@)] < [ fllwae®, VzeC.

Si 1 < p < o, entonces |f|” es subarménica por la Proposicién 4.7, y por tanto para cada r > 0 se tiene

que
Lo i0
£ < o [ 177 d0 = My (£,

—2r

De esta manera, se tiene que

7P =ap [0 Fe E rar <ap [T My E rdr = |l
0 0 )

y por tanto
a2
£ O)] < [1£1lp.ae.

Si z # 0, entonces tomamos la funcién

F(w) = f(z—w)e™* 5,
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que cumple que F(0) = f(z)e—%lzl2 y por tanto se tiene que
Q o . » »
’f(z)‘peiTp‘Z‘z S HFHP,O( — 2771‘:/ ’f(Z_W)eawzifkpeTlW‘Z dA(W)
C
-5 ‘ —w)eth | da(w) = %/ ‘ ]2
2m /c fle=we (W)=~ - fwe

de donde se sigue que

"dAw) = 1%

@] < [ llpae

Si ademds F es constante entonces se tiene la igualdad, y por tanto la cota es éptima. O

Observacion 13. En [25] (pagina 40) se demuestra ademas que si 1 < p < oo, entonces

—a,2
lim |f()|e ¥ =0, vfeFs,
pero si p = oo esto no es necesariamente cierto. De hecho, el conjunto

J = {f €A O] Hfg;\f(@lﬁﬂdz = 0}

es un subconjunto propio y cerrado de F, y es la clausura en F; del conjunto de polinomios P.
Veamos algunas propiedades estructurales de los espacios Fy.

Lema 4.17. Seanm € N, ot >0y 1 < p < oo, Entonces P C F}. Ademds, si u(z) = z*, entonces

4 1/p
2 \?2 kp
= (o) T(F 1)

oy = ()
Uklloo.p = | — .
klloo,p oe

Demostracion. Como FZ es un espacio vectorial, basta demostrar que u; € FY, para todo k € N. Supon-
gamos primero que p < oo. Es trivial que u; € 5#(C), y ademds se tiene que

1 2r .
My(r)? = 5= [ | do = 4.
0

luego

el = al/“’ e~ % g,
pJo

y haciendo el cambio de variable u = %rz resulta que

kp kp
2\2 [ & _ 2\ 72 kp
||uk||§,oc: <(Xp> /0 uze “du= (OCp) 1"<2_|_1>7

que es finito, luego u; € FY. Si p = o, entonces

a2
—5r
e 2,

[t ]| o, = SUp Moo (1, 7)
r>0

pero como
Moo (ug,r) = sup |zk] = rk7
|z|]=r
entonces ,
o
ety || oo, = suprFe 2",
' r>0

y es fécil ver (derivando) que ese supremo se alcanza en r = (%) 1/ 2, de donde se sigue el resultado. [
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Observacion 14. De aqui en adelante serd muy habitual el uso de la siguiente notacién: escribiremos
f(z) < g(z) si existe alguna constante C independiente de z tal que f(z) < Cg(z), Vz € C, y escribiremos

~

f(z) = g(z) si existe una constante C independiente de z tal que f(z) = Cg(z), Vz € C. Algunas veces
escribiremos también f(z) =< g(z) si f(z) S g(2) y g(2) < f(2).

Corolario 4.18. Sean ke N, 1 < p <oy a > 0. Entonces

n\: 1
ltallpa = (=) .

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la férmula de Stirling

X
[(x+1)~+V2mx (g) .
y del Lema 4.17. O

Lema 4.19. Sean oo > 0y 1 < p < oo, Entonces, para cada m € N se tiene que
Fo? = Im—1 @Zm’

donde
Py—1 ={p:C— C| p es un polinomio de grado menor o igual que m}.

7" = { f € Fy | f tiene un cero en 0 de orden al menos m} .

Demostracion. Por un lado, por el Lema 4.17 sabemos que P, C F?, y es trivial que Z™ C FY. Ademis,
como FZ es un espacio vectorial tenemos que

Pn_1+2Z" CFL.

Por otro lado, tomemos f € F}. Entonces en particular f € #(C), luego admite un desarrollo en
serie de potencias, pongamos

f(Z) = Z a,7", VzeC.
n=0

Tomemos el polinomio
m—1
p(z) = Z anZ"
n=0
y la funcién
gx) =) a.?".
n=m
Entonces es claro que p € P,,_1, que g € Z™ y ademads resulta que
f(2) = p(2) +2(2),

y por tanto se sigue que
Py +Z"=Ff.

Ademds, si f € P, NZ™ entonces necesariamente f(z) =0, Vz € C, luego la suma es directa. O
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4.2. Operador de Hausdorff

Los resultados conocidos de esta seccidén se encuentran en [5].
Introducimos la siguiente notacion: para cada intervalo I C R definimos

M(I) = {u | 1 es una medida positiva o-finita sobre los borelianos de 7} .

Ademas, cuando escribamos
| sau)
entenderemos que estamos integrando sobre (0, o) en sentido Lebesgue (o Bochner).

Definicion 4.5. Sea u € M((0,0)). Definimos el operador de Hausdorff asociado a la medida u como
el operador .77, dado (formalmente) por

1

%f(z):/jf(?);du(t), Vf e #(C), VzeC.

Observacion 15. Nuestro objetivo final es estudiar propiedades espectrales de este operador sobre los
espacios de Fock, luego lo minimo que deberemos exigir es que .7}, esté definido en F}. En particular,
tendrd que estar definido en los monomios uy, paratodo k € N, es decir, se tendrd que cumplir la condicién

~d
.un::/ 1) < oo,
0

thrl

W) < oo,

o equivalentemente, que f;°

Con objeto de utilizar los teoremas espectrales del Capitulo 5, debemos exigir que 77}, sea un opera-
dor acotado sobre F,. Para ver cudndo sucede esto sobre Fy serd necesario trabajar con los espacios de
Fock mixtos.

Definicion 4.6. Sean @ > 0y 1 < p,g < . Definimos el espacio de Fock mixto de pardmetros p,qy o
como

FU={feAC)| flpga <},

donde
1/q

oo ag 2
11l p.g.c = <O£p/0 My(f,r)e 2y rdr> , 1< g<oo,

2

Hf”p,oo,oc = SupMp(f, rje 2"
r>0
Observacion 16.

» De la misma manera que con los espacios F}, se puede demostrar que F4*? es un espacio de
Banach.

= Si p = g entonces se tiene que
F{P =F.

Entre los espacios de Fock mixtos existen varias relaciones de inclusién.
Proposicion 4.20. Sean 1 < p,g <o, 1 <p; < pr <o, 1 < gy < gy < oo,y < . Entonces
(I) F;:q g Fé’z»‘l g Fé)l’q.

() FL C FL™ C FY™.
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(1) FL1C Fé”".
Demostracion.

(1) Sabemos que, como consecuencia de la desigualdad de Holder, si p < g entonces dada una funcién
medible f en un espacio de medida finito (Q,X, i) se tiene que

weyr([irran) " <pert( [ irpa)”

de donde se deduce inmediatamente que si r >0y f € 5 (C) entonces

MPl(f7r) SMpz(f7r) SMw(fvr)v

y por tanto
1A llpra.a S 1 fllp2g S 11 lleog.00s

de donde se sigue la inclusién del enunciado.

(11) Como M, (f,r) es creciente por la Proposicién 4.2, entonces para todo r > 0 se tiene que

£l e = g2 /pr(f’s)qze_%SZSds > M,(f,r)"aq /we‘%szsds
= Mp<fjs>42e*%2 '
de donde se sigue que || f1|p.e,a < ||f]lp.g2,a ¥ PO tanto se tiene que
Fg® CFY™.

Por otra parte resulta que, como || f|| p.eo. < || f|| p.g1,» €0tONCES

aqq

o0 o 2 - o
Hfugfqz,am/o My (F,r) e B g (£ ) e

alar—q1) 2
S

) _mrz _Erz q2—4q1
g/ My(f,r)"e” 2" r| supM,(f,r)e 2 dr
0 r>0
= | e 1 P < NN Fgr 0

Yy por tanto se tiene que
Fgafh g F01677q2°

ap .2 .
(1) Se deduce del hecho de que, como e™ 2" es decreciente en ¢, entonces

LI < I, 0

Corolario 4.21. Sean 1 < p < g < . Entonces
Fa? CFYP CFj CFy CFY C R

Ahora estamos en condiciones de caracterizar la acotacién de .77,. Para ello necesitaremos la des-
igualdad integral de Minkowski. Su demostracion se puede consultar en [15], teoremas 198-202.

Lema 4.22. Sean (Q1,XZ1,1) y (Q2,X2,V) dos espacios de medida o-finitos, y f: Q1 x Qy — R una
funcion medible. Entonces para todo 1 < p < oo se tiene que

(f pdv@)’l’ <[ (L |f<x,y>|”dv<y>)'l’ du ().

[ feeyau
Qg




Propiedades espectrales de operadores integrales en espacios de funciones holomortas 45

Proposicion 4.23. Sea p € M((0,0)) tal que

/0“’ dut(t) _1

1. El operador 7, : Fl — F{ es acotado para todo 1 < p < ooy para todo o > 0.

Entonces son equivalentes:

2. Existen algunos 1 < p < ooy o0 > 0 tales que 7, : FY — Ff es acotado.
3. Existe 1 < p<ooya >0 tales que 7 : Fy ' — FL™ es acotado.

4. Se cumple que 1 ((0,1)) =0.

5. El operador 7, : F{" — F{! es acotado para todo 1 < p,q < ey ot > 0.

Demostracion.

(a) Laimplicacién (1)=(2) es trivial.
(b) La implicacién (2)=(3) se deduce del hecho de que F,** C F{ C F™.

(c) Para la implicacién (3)=-(4), notamos que

e [ () 02 ()",

y gracias a la Proposicién 4.16, dado 1 < p < o se tiene que

= (&) ((2)") < (&) 1ttt ) < (2)" iy

Si p = oo, por el Lema 4.17 se tiene que

n 11/2
ool = (=)

w s ()" (L) e =1,

y por tanto, dado cualquier & > 0 se tiene que

n+1 %)
(;) po.)< [BD <y <1 wmen
0

y resulta que si § < 1, entonces (1/8)"*! — oo, luego necesariamente p((0,8)) = 0 para todo
0 €(0,1),y por tanto u((0,1)) =0.

Si 1 < p < oo, entonces gracias al Corolario 4.18 se tiene que

o\ /2 oNM2n\2 1 L
S () Nnllpae s (2 () e = o,
n n oe

luego

luego necesariamente

1

Del mismo modo de antes, resulta que si 8 € (0, 1) entonces (1/8)"+!/n'/(??) — oo por 6rdenes
de infinitud, y se sigue que u((0,1)) =0.
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(d) Veamos la implicacién (4)=-(5). Dada f € F}* se tiene que
Aig@=[ s (F) aut)
z)= -fi- ;
H e 2? \g)H

luego por el Lema 4.22 tenemos que

2 1 i
mp )= ([Tt (%) o

<o (0 ()

pero como M,, es creciente en r y estamos integrando en [1, ) tenemos que

My () 5 [y (£.5) aut) < rr) [ D

1700) t

PN
a9 )

; de) ") ~ [ (r.5) auc),

SMp(f7r)7 vr>07

y como f € F§', entonces de la desigualdad anterior se sigue que .7, f € F§'!, y ademés

[Eami

raa S I fllpg.e

luego 77}, es un operador acotado.

(e) Laimplicacién (5)=-(1) es trivial, pues basta tomar p = g. ]

4.2.1. Representacion de Hille-Phillips del operador de Hausdorff

Los resultados de esta seccion son originales. Para estudiar las propiedades espectrales de este ope-
rador, un paso clave va a ser representarlo como la integral de un semigrupo de operadores. Asumiendo
que 1((0,1)) = 0 tenemos que .7, es acotado, y ademds haciendo el cambio de variable # = e* tenemos
que

A=) = [ r(G)iamn= [ reeerav

t)t t)t [0,00

donde v es la medida imagen de u por el cambio de variable.
Resulta que ahora el integrando forma un semigrupo de operadores.

Proposicion 4.24. Sea 1 < p < o, y consideremos la familia de operadores (T (t)),;>0 en F} dada por

T(t)f(z):= f(ze e ™.

Entonces (T (t));>0 forma un semigrupo de operadores. Mds aiin, forma un semigrupo de contracciones,
con
\T()||=e", Vt>0.

Demostracion. Tenemos que demostrar que para cada t € R, T'(¢) es un operador lineal sobre el espacio
de F, y que ademds se cumple la ley del semigrupo de la Definicién 2.1.

= Son operadores lineales. En efecto, dadas f,g € F{, y A, € C tenemos que
T)(Af+ag)(z) = (Af +ag)(ze e = (Af(ze™") + ag(ze™))e™ = AT (1) f(2) + aT (1)g(2)-
» Cumplen la ley del semigrupo. En efecto, dada f € F} y t,s > 0, tenemos que

T(t+5)f(z) =fze™")e " = flze e M)e e = T(s)f(ze e = (T(s)T (1)) f(2)-
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» Se tiene que 7'(0) = I. En efecto, es trivial que para toda f € F se tiene que
T(0)f(2) = f(ze")e" = f(z) = If(2)-
» El operador T'(¢) es acotado para todo ¢ > 0. Supongamos que p < oo. Por una parte, si up(z) = 1,
Vz € C, entonces
p ] ” do =1
M = — =
P(u07 r) 27 Jo )
luego realizando un cambio de variable se llega a que
ol =ap [ e ¥ rar=1.
’ 0
Ahora, notamos que
T(t)uo(z) = uo(ze™")e™" = e "uo(2),
luego
IT(#)uollp.a =" [luollpa =e™",
y por tanto |7 (z)|| > e~". Por otra parte, resulta que dada f € F} entonces
My OF 77 = 5 [T T Ofre) | a0 = 5L [T e et a
r)Pf=— r =— f(r
b ’ 21 Jo 21 Jo
__ .—tp 1 2m —1 .16\ |P do = e P —1\p
=¢e 27 ) ‘f(re e )| = "My(f,re”")”,
luego gracias a la Proposicion 4.2, si ¢ > 0 tenemos que
MP(T(t)fv r) - eitMP(f; reit) S eitMp<f7 I")7
y por tanto
ITOf = ap | M e 7 rar <erap [ My(fnre Frdr—e | £
0
es decir,
1Tl <e™,
luego el operador T'(¢) es acotado, y ademds su norma es
IT(@)]|=e", t>0.
Supongamos ahora que p = . Es facil ver que, de nuevo,
1T (#)ttolloo.cc = €™ [[ 0 0.0
Ademads, gracias a la Proposicién 4.1 y a la Proposicion 4.2 se tiene que, para cada f € F,
_a2
IT (1) Il = SUpMec(T (1) f,r)e 2 = sup lim M, (T(1) f,r)e "
r>0 r>0 P
<supe”’ lim M, (f,r)e” i —e "supM..(f,r)e” i = =e || f]leo.s
>0 P r>0
con lo que necesariamente ||7'(¢)|| =e™". O

También es posible dar una expresion distinta de la norma de ||7 () f
esa expresion de la norma también es vélida para t < 0.

, para cada f € F{. De hecho,
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Lema 4.25. Sean 1 < p <, f € F} yt € R. Entonces

e 1/p
1T (1) f | = €/ C1H2/P) (ap [ s e d> .

Demostracion. Se tiene que

MyT )17 = 5 [ 1) d0 = e a1 re ). @)
Entonces, en virtud de (4.6) y haciendo el cambio de variable u = re™" tenemos que
IT()fllpa = OCP/ My( Pe= T rdr = ape P /ooMp(f, re ' )Pe= 7€ rdr
=e ’p(xp/ Pe*Te 2 2 4y — ot (P2) / L (For)P L
0

O

Observacion 17. Es claro que la familia de operadores (7'(¢)),cr satisface (2.5). Sin embargo, esta
familia no va a ser un grupo de operadores.

Proposicion 4.26. Los operadores T (t) de la Proposicion 4.24, con t < 0, no son acotados para 1 <
p =

Demostracion. Para demostrar esto basta encontrar una funcién f € F} tal que T(¢)f ¢ F}.
Supongamos primero que p < oo. Fijamos ¢ < 0, y elegimos la funcién

Tenemos que f € 5 (C), y ademds

1 [ i0 1 (27 2000
, rao = []ef " ap
Mo =5 [ e pde = o
— 2i /ZTC e%eZ’rZ(cos(29)+isin(29)))p de = 2i /zneo‘zpeZ’rzcos(ZG) do (4'7)
T Jo T Jo
< i 2 ‘1[’ eZt’,Z dG 11[7 2tr2
— 27 Jo '
Por tanto,
i My(f,r Pe= %" rdr <o e T Fr 4y
2 p ) p 0
—Ocp/ e 7 (el )rdr < oo,
yaquet <O.
Por otra parte, por el Lema 4.25 y gracias a 4.7 se tiene que
12— &2 2 2pap 2m ocp2/2 ap 212
ITOf =P ap [ My(fr)re ¥ rar [ [ et emenane ¥y
Llamamos o)
tH2—p o
c== P
2

y usando el teorema de Fubini tenemos que

2r ap o
IT( f||pa—C// G eos20)-1) 4.
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Haciendo el cambio de variable o
u= 71)62[7‘2(008(29) —1),

tenemos que

T r?(cos(20)—1) dr — 1
2 € et
/o ¢ rer aper(1—cos(20))’

y sustituyendo esto en la férmula originalse obtiene que

C e 1
17O e = = [ a6 = =,

ya que
( : )
T 1—cos(20) 1

" (1e02)

no es integrable en (0, 27), por el criterio de comparacién por paso al limite la

y como la funcion - (2 g

funcién % tampoco.
Con esto, hemos demostrado que ||7'(7) f|| p.« = oo, y por tanto T (¢) f ¢ FJ,.
Si p = oo elegimos la funcién f(z) = e3¢, Entonces

1f e = sup|f(z)] e~ 2% = supe R F) < qupesFE= < oo,
zeC zeC zeC

es decir, f € F;, pero resulta que

T 7)o 8 = [etefe(€9R o SR = gora SR )

donde el limite es para |z| — oo en la direccién Re(z) > 0y Im(z) = 0. Por tanto, T'(¢) f ¢ F;. O

Para terminar el estudio bdsico del semigrupo (7'(¢));>0, vamos a demostrar que de hecho este es
fuertemente continuo si 1 < p < co. Para ello necesitaremos utilizar el principio del médulo maximo.

Lema 4.27 (Principio del médulo méaximo). Sea f € 7 (D), donde D es un disco en C centrado en el
origen. Entonces existe un zo € dD tal que |f(z)| < |f(z0)], ¥z € D.

Proposicion 4.28. El semigrupo (T (t));>0 de la Proposicion 4.24 definido sobre el espacio de Banach
Fl es fuertemente continuo, para todo 1 < p < oo

Demostracion. Tenemos que demostrar que lim,_o+ |7 () f — f|| .« = 0, 0 equivalentemente,

oo

lim [ My (T(t)f — f.r)Pe” *" rdr=0.

t—0t Jo

Vamos a utilizar el teorema de la convergencia dominada, en dos pasos.

» Es fécil ver que para todo x,y € R se tiene que
ey lP < 27711317+ [y]P) (4.8)

y como M), es una funcion creciente por la Proposicién 4.2, y en virtud de (4.8) tenemos que
MyT @~ 1.0 = o [Tl e ) (e a0

2 27r
< 2P~ 1(2171 7”’/0 |f(re®e” |pd9+ / (re' |pd0>
<277 (M, (f,re ™) + My (f,r)) < 2pMp(f7r)7
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y por tanto tenemos que para cada r € (0,),

My(T(1)f — f.r)Pe™ 3" r <2PM,(f,r)e” 7" r,

que es integrable ya que f € F}, y ademas no depende de ¢. Por tanto, podemos aplicar el teorema
de la convergencia dominada para afirmar que

lim [ M (T = forye ¥ rar= [t M7 ~ frre Erar @9)
0

t—0*+ Jo t—0t

= Ahora basta demostrar que

Usaremos de nuevo el teorema de la convergencia dominada. De nuevo gracias a (4.8), para cada
0 € (0,27) se tiene que

e f(re%e) = f(re)|P < 2771 (e )P+ £

Ahora, por el Lema 4.27 existe 8y € (0,27) tal que |f(re"e®)|,|f(re?®)| < |f(re’®)], VO €
(0,27), luego

e f(re®e™) = f(re )P <277 (£ (™) P + | f(re®))7)

que obviamente es integrable en (0,27) y no depende de 7. Por tanto, por el teorema de la conver-
gencia dominada tenemos que

1 21 . ,
tl_i)r(gM( (O f - f,r)P = 27:/ lim e~ f(re®e™") — f(re!®)|Pd6 =0, (4.10)

t—0t

ya que como f € s (C), en particular es continua en 0, luego

lim e " f(re®e™") — f(re®)| = 0.

t—0t

Asi, en virtud de (4.9) y de (4.10) se tiene que

1 |7(0f = £l = lim [ “My(T(0)f = f.r)e 7 r =0,

luego el semigrupo (7'(¢)),>0 es fuertemente continuo. O

Observacion 18. Si p = o, el semigrupo (7'(¢));>0 no es fuertemente continuo. Lo veremos en la si-
guiente seccion, pero para demostrarlo necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.29. Si g € 7 (C) es tal que g’ € Fy, entonces g € F;.
Demostracion. Como g’ € FZ, entonces por la Proposicién 4.16 se tiene que

1g'(2)| S el

Por tanto tenemos que

lg(z) ' +/g da)‘<g H—‘/ da)‘ lg(0 H—‘/ gRe’e)’edR‘

v 5l
<150 y+/ ¢ (Re'®)| dR < [g(0) |+/ %R %‘g(O)H—/O et dr,
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luego

a a 2 o
T e C ] (YAE) BTATY

donde D es la funcién de Dawson, definida como
X 2 2
D(x) = / edre™, VxeR.
0

En [20] se estudian propiedades de esta funcion. En particular, se demuestra que es acotada, luego en
virtud de (4.11) se tiene que

supg(z)le 2 < oo,
zeC

y por tanto g € F,;. O

4.2.2. Propiedades espectrales del generador infinitesimal

En el Capitulo 5 veremos que para conocer los diferentes tipos de espectro del operador de Haus-
dorff 77}, es suficiente conocer las propiedades espectrales del generador infinitesimal A del semigrupo

(T(1)):20-

Observacion 19. Sera habitual de ahora en adelante cometer el abuso de notacién de referirse de igual
forma a una funcién g que a la evaluacién de dicha funcién en un punto genérico g(z), cuando el contexto
lo permita. Esto nos permitird escribir cosas del estilo g(z) € Fy.

Proposicion 4.30. Sea 1 < p < o. Entonces el generador del semigrupo (T (t)),>o de la Proposicion
4.24 es el operador diferencial

Af(z) = —f(2) —2f'(2), VfeD(A),

donde
={feFl|zf'(z) eFy}.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que f € D(A). Entonces el generador de (7'());>0 viene
dado por

are) = tim TOTDZIE _ & 7y iy
t— =0
Como el semigrupo venia dado por
T(t)f(z) =e"f(ze™), (4.12)

podemos derivar en (4.12), y con la ayuda del Lema 3.5 obtenemos que

= —f(2) —2f'(2).

t=0

Af(z) = (—e " flze) +e " (—ze ™) f(ze™))

Por tanto, para que exista Af(z), es necesario que — f(z) — zf"(z) esté en el espacio de Fock F¥, pero
esto ocurre si y s6lo si zf'(z) € F{. Por lo tanto,

={feFy|zf'(z) eF{}. O

Si en el la Proposicion 4.28 no hemos considerado el caso p = oo, es porque el semigrupo deja de ser
fuertemente continuo.

Proposicion 4.31. El semigrupo (T (t));>0 de la Proposicion 4.24 no es fuertemente continuo en F .
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Demostracion. Si el semigrupo fuera fuertemente continuo, entonces su generador serfa el operador

Af(z) = —f(2) —zf'(2),
definido en el dominio
D(A)={feFy |zf'(z) €Fy},
y por el Teorema 3.4 el conjunto D(A) es denso en F;.

Por otro lado, si f € D(A) entonces zf(z) € F;, luego

(2f(2)) = f(2) +2f'(z) € Fy,

y gracias al Lema 4.29 zf(z) € F;7, y por tanto
suplef(@)le 5 = suplel (1F@)le 55°) <o
zeC 72eC

luego necesariamente
lim |f(z)e#" =0,

|z]—e0

con lo que f € fg. Ademas es trivial que P C D(A). Por tanto
PCD(A) C fo,

y por la Observacién 13 se tiene que

fo=PCDA)C Tz =13,

es decir, D(A) = fg # Fg, con lo que A no es densamente definido, y por tanto el semigrupo (7'(¢)),;>0
no es fuertemente continuo. O

Estudiemos ahora el espectro puntual del generador del semigrupo. Recordamos que se define el
espectro puntual de un operador (7,D(T)) en un espacio de Banach X como

Opoint(T) ={A € C| A —T no es inyectiva} .

Proposicion 4.32. Sea 1 < p < e, y sea A el generador del semigrupo (T (t)),;>0 de la Proposicion 4.24.
Entonces
Cpoint(A) ={—n|neN}.

Demostracion. Sea A € O point (A), con funcidn propia asociada f. Entonces se tiene que (A —A)f =0,
es decir,
(1+4)f(z)+zf'(z) =0, VzeC,
A

que es una ecuacién diferencial ordinaria. Para resolverla formalmente, primero multiplicamos por z*,
obteniendo
(14+ )2 f(z) + 2 f'(2) =0,

es decir, q
& A+ _
= (@) =o.

luego necesariamente existe una constante K € C tal que
A+1 —
T f(z) =K, VzeC,

y despejando f se tiene que

f(Z):Z,lﬁ-
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Por tanto, si A = —k para algin k € N la funcién f es de la forma
flo) =K,

que es un polinomio, y por tanto es analitica y f € F} paratodo 1 < p < o por el Lema 4.17, es decir, A

es valor propio de A con funcién propia asociada f(z) = zl%

Si por el contrario A # —k para todo k € N, entonces f no es analitica, y en particular f ¢ Fy/, luego
A no es valor propio de A. 0

Como consecuencia se sigue que el semigrupo (7(7));>o no es uniformemente continuo.

Corolario 4.33. Sea 1 < p < o. Entonces el semigrupo (T (t));>0 de la Proposicion 4.24 no es unifor-
memente continuo.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 4.32, 6,0 (A) no es acotado, luego por el Corolario 3.9 el
semigrupo (7'(¢));>0 no es uniformemente continuo. O

Estudiaremos ahora cudl es el espectro del generador. Recordemos que el espectro de un operador
(T,D(T)) en un espacio de Banach X se definia como

o(T)={A € C|A —T noes invertible} .
Resulta que el espectro y el espectro puntual de A son iguales.
Teorema 4.34. Sea 1 < p < oo, y sea A € C tal que A # —n, Vn € N. Entonces rg(A —A) = F{.

Demostracion. Recordemos que, por el Lema 4.19, para cada m € N se tiene que
Fo’cj = Im—1 @Zma
luego dada f € Ff, existen p € P,,_1 y g € Z™ nicas tales que

f(z)=p(z)+g(z), VzeC.

Asi, si demostramos que existe m € N con P,_; Crg(A —A) y Z" Crg(A —A), entonces existirdn
pPED(A)y f€D(A) tales que (A —A)p=py (A —A)g =g, conlo que
(A=A)p+8) =p+e=1

luego f € rg(A —A), y por tanto
Fl =rg(A—A).

Veamos en primer lugar que P,_; C rg(A — A). En efecto, sea p € P,_, pongamos

m—1

p(Z) = Z anzku
k=0

y tomemos
m—1 a '
PO= LA

que esta bien definido al ser A # —n, Vn € N. Es fécil ver que, de hecho,
(A—=A)p(z) =p(z), VzeC,

y ademds p € D(A) al ser un polinomio. Asi, tenemos que p € rg(A —A).



54 Capitulo 4. Operadores de Hausdorff en espacios de Fock

Veamos ahora que Z" C rg(A —A). Tomemos g € Z™, y supongamos que g(z) = 7"h(z) para alguna
funcién h € F}. Supongamos también que

oo

g(z) = Z aZ*, VzeC,

k=m

y de manera similar a como haciamos con los polinomios, tomamos la funcién

oo

~ ay
g(z) = Z mzk, vz e C.

k=m

Entonces g € 7 (C), ya que eligiendo m > —ReA se tiene que para todo k > m,

< ’akzk

)

ak Zk
k+A+1

y como la serie Y5, a;z* es absolutamente convergente para todo z € C, entonces la serie

I e
S kA +1
es absolutamente convergente Vz € C por el criterio de comparacién por mayoracion, luego g € 77 (C).
Vamos a ver que § € F} y que ademés (A —A)g = g.
Para verificar que (A —A)g = g basta utilizar el teorema de derivacién de series de potencias, y
tenemos que para todo z € C

oo oo

(A—A)32) = (14220 +8 @) =(1+A1) Y — % x4y

kak k
<
k=m k + 2’ +1 k=m

k+At+1°

Veamos ahora que |||, o < 0. Para ello vamos a encontrar una representacién integral de g en casi
todo punto de C.
Tomemos z € C\ (—eo,0]. Entonces

LI AN [ AR S AT}
W/@ o g(w)dwzﬁfo Y a0 do.

k=m

Veamos que podemos intercambiar la serie y la integral. Para ello basta ver que la serie del integrando
converge uniformemente el segmento [0, z]. En efecto, eligiendo de nuevo m > —ReA se tiene que

sup = sup < ||
0€e(0.z] 0€e(0.z]

N
< sup {‘wl+m|} sup { ak+m(0k*zak+mwk
0 k=0

N
C())Lg((l)) _ Z ak(l))H_k
k=m

o0 N
Z Ak+m o* — Z Qcm o*
k=0 k=0

oo

0€e[0,7] €0,z | |k=

}%0, N — oo,

ya que sup e {|@* [} = |47| < ooy la serie ¥ axsm®" converge uniformemente.
Asi, podemos intercambiar la serie y la integral y tenemos que

—_ (0] w)aw = 0] w =
Z?Hrl /0 g( ) kgmak/o Z?L+l kg;nakl +k+1

_ ek _ e
_kgnk+/1+1z g(z), VzeC\(—,0].
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en otras palabras,

§@) = | o"g(w)do, paracasitodozeC,

ya que A((—ee,0]) = 0.
Ahora, usando esta representacion integral en casi todo punto se obtiene que
! / o*g(0)do
rel'g)l—i-l 0 8

1
27 . P ? 2
M ~7 ~ g 6 ’ d@ — /
»(&r) (/0 g(f@) > (0 (

1
1 T e\ 0 o 1| ’

_<r(Re/l+l)p/o /0 <se ) g(se )e ds| de

PN

d9>

Abhora, usando el Lema 4.22 resulta que
1
1 r( rm o\ A |7 »
S m\/o <A (Sele) 8 <Sele> ele d9> ds

. 1 o\ (o) o
Mp(g7r)f':’5 m/o /0 (Se ) g(se )e dS
1 21 5
_ " A+m i) |” P
= mA </0 N h (Se ) ’ d@) ds

1 " Red+ e 0 |7 % 1 " ReA+
— m 1 — m
_rReM/O s (/0 I (se)] d6> ds_rmﬂ/o SRAEINL (B, 5) ds.

De esta manera, se tiene que

||g~H£,a§/O (rRe/l+1/OSRe’l+mMp(h,S)ds) eTprZFdl’. 4.13)

Supongamos de momento que p # 1. Entonces, usando la desigualdad de Holder con g = —*5 tenemos

que
.
/sRel+mMp(h,s)ds§ (/ (Rd”qus) (/M (h,s)? > ,
0 0

y como m > —ReA, resulta que

r p
</ sRe;HmMp(h,s) ds> < (/ (Red+m) qu) / M, (h,s)? ds,
0 0

)2
Re)Lerqulq/M hS

N
de>

22

luego en virtud de (4.13) y usando el teorema de Fubini se tiene que

s 1 Rel e ap
I8l S [ e S [ My s ase Frar

—// "M, ( hs”ledsdr—/ M, (h,s) / PPe =" drds.

Si p =1, entonces usamos la desigualdad de Holder extendida, obteniendo que

r r
/ SRATM (h,s) ds < rRe}Hm/ M, (h,s)ds,
0 0

luego gracias a (4.13) y al teorema de Fubini tenemos que

- < 1 r a2
el S [ ™ [ M) dse ¥ rar

:/ rm/ Ml(h,s)dse%arzdr:/ Ml(h,s)/ Pe " drds
0 0 0 s
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Por tanto, en cualquier caso se obtiene

181l7.c N/ Mp(h,s)”/ PPe 2" drds. (4.14)
0 K
Ahora hacemos el cambio de variable
_ap 5
=

lo que en particular implica que dr ~ % y r &= +/u, y gracias a (4.14) obtenemos que

i - mp 1 4 1 ap
mp 2 ~ 2,; 2 Ydu=T @ 772
/S r'fe dr ~ / e du (2 +2 >

N © ° —ap 2 [ mp 1 Otpz
el [ Myt [ e ¥ aras s a4 P o

donde I" denota a la funcién Gamma incompleta, que viene dada por

F(x,s):/ rledr.
)

Sabemos que esta funcion tiene el siguiente comportamiento asintético:

luego

C(x,s) ~sle™, 5 — oo,

luego en particular

m 1 o (04 i ap [0
F<f+252> (39) 7 e tTarle t e

Esto implica que existe algtin so > 0 (podemos asumir que sy > 1) tal que

m 1 o ap 2
F<p+,ps2> < grlem T , 85> 8.

~y

op , mp 1 op
HngO(N/ M hS < 57 )ds+/ (2+2,2s2>d5
‘ mp 1l ap, mp—1 %5
< MP““’S)”F(z 32" >ds+/ Mp(h,s)7s™e™ 2 ds
Por un lado, es trivial que

1 o 1
r(w+,mﬁgr<@ud>gh Vs >0,

luego

pero como h € 7 (C) entonces en particular es acotada en D = {z € C| |z] < 1}, y por tanto

2
(s ~ [
0

Con esto se tiene que, al ser (0, sy) acotado,

50 mp 1 oap 50
/0 M, (h,s)’T <2+2 5 2) dsfj/0 M, (h,s)P ds < co.

h ( se® pd0< 2”su P
< plh(z)|” ds < oo.
0

z€D
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Por otro lado, resulta que

27 . P 21
S"P M (h,s)? %silsm”/ ‘h (se’e)‘ do :sfl/
0 0

:SilMp(gJ)p?

(seie)mh (5) )p d6

y como ademads sy > 1, entonces
/S Mp(h,s)"’s"””_]e_%s2 ds S/S Mp(g,s)ps_le_%s2 ds < /0 Mp(g,s)"’se_%s2 ds
0 0
= lgllp.a <,

yaque g € Ff.
De esta manera, hemos demostrado que ||Z|| 5o < o0, y como ademas g es holomorfa, entonces g € Fy.
Por ultimo, como ¢ cumple la ecuacién diferencial, entonces necesariamente § € D(A). Asi, queda
demostrado que rg(A —A) = Fy. O

Como consecuencia inmediata se obtiene que el espectro y el espectro puntual de A coinciden.

Corolario 4.35. Sea 1 < p < oo, y sea A el generador infinitesimal del semigrupo (T (t)),>o de la Pro-
posicion 4.24. Entonces
O-point(A) = G(A) = {—I’l | nec N} .

Estudiemos ahora el espectro esencial de A. Recordemos que el espectro esencial de un operador T’
sobre un espacio de Banach X se define como

Oess(T) ={A € C | dimker(A —T) = o0 0 codimrg(A —T) = oo} .
Lema 4.36. Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. Entonces
dim(V /W) < dimV.
Demostracion. Sea (v;);c; una base de V. Entonces es claro que el conjunto
(vi+ W)iel
es un generador de V /W, luego se tiene que dim(V /W) <#(vi+W),.; = #(vi)ics = dimV. O

Proposicion 4.37. Sea V un espacio vectorial y W, W, dos subespacios de V tales que W) C W,. Enton-
ces
codimW; < codimW,.

Demostracion. Resulta que W /W, CV /W, luego por el tercer teorema de isomorfia se tiene que
(V/Wa) /(W1 /Wa) =V /Wi,
con lo que, en virtud del Lema 4.36
codimW; = dim(V/W;) = dim ((V /Wa)/(W;/W2)) < dim(V /W>) = codim W>. O

Teorema 4.38. Sea 1 < p < oo, y sea A el generador infinitesimal del semigrupo (T (t));>0 de la Propo-
sicion 4.24. Entonces
Oess(A) = 0.

Demostracion. Analicemos cada condicion del espectro esencial.
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s dimker(A —A) = o0. Sabemos que si A # —n, Vn € N, entonces A — A es un operador inyectivo,
luego ker(A —A) = {0} y por tanto dimker(A —A) = 0.

Si A = —n para algiin n € N, entonces A € Gpin:(A), y por la Proposicion 4.32 se tiene que
ker(A —A) = (up—1),

luego dimker(A —A) = 1.

En ninguno de los dos casos se cumple la condicién. Analicemos la otra.

» codimrg(A —A) =oco. Si A # —n, Vn € N entonces F} = rg(A —A) por el Teorema 4.34, luego
codimrg(A —A) =0, y no se cumple la condicion.

Si A = —n par algin n € N entonces resulta que
Z" Crg(A—A)

para m suficientemente grande (la prueba es la misma que la del Teorema 4.34), luego en virtud de
la Proposicion 4.37 se tiene que

codimrg(A —A) = codimZ" = dimPB,_; =m—1 < oo,
yaque F{ = Z™ @ P,,_1. Asi, no se cumple la condicién.

Como no se cumple ninguna de las dos condiciones para ningtin valor de A, G, (A) = 0. O



Capitulo 5

Calculo funcional y teoremas espectrales

En este capitulo se proporcionan las herramientas necesarias para, a partir de las propiedades espec-
trales del generador infinitesimal A dadas en el Capitulo 4, encontrar los diferentes tipos de espectro del
operador de Hausdorff .77, . Gran parte de los resultados se pueden encontrar en [12].

5.1. Calculo funcional abstracto

Comenzaremos definiendo la nocién de calculo funcional abstracto y demostrando algunas propie-
dades basicas sobre él.

Definicion 5.1. Sea X un espacio de Banach, .# un dlgebra conmutativa unitaria, & C .# una subélgebra
y ®: & — Z(X) un homomorfismo de dlgebras. Entonces la terna (&,.# ,®) se denomina cdlculo
funcional abstracto (6 simplemente cdlculo funcional) sobre X.

= Se dice que el célculo funcional abstracto (&,.# ,®) es no degenerado o propio si el conjunto
Reg (&) :={e € & | ®(e) es inyectivo}
es no vacio.
» Dado f € ., se dice que f es regularizable si existe algin e € Reg(&) tal que ef € &.

Notamos que el homomorfismo P estd definido sélo sobre elementos de la subédlgebra &. Mediante
un proceso de extension podremos definirlo para algunos elementos mas de .7 .

Definicién 5.2. Dado un célculo funcional (&, .# ,®), definimos el regularizador de .4 como
My = {f € M | f es regularizable},

y dado f € .#,, definimos
D(f) := D(e) ' D(ef). (5.1)

La Definicion 5.2 no depende de la eleccion del regularizador e que elijamos, y ademds es una
extension del homomorfismo original.

Lema 5.1. Sea (&,.# ,®) un cdlculo funcional propio. Entonces la aplicacion ® : M, — £ (X ) dada
por (5.1) estd bien definida, y extiende al homomorfismo ® : & — £ (X).

Demostracion. Tomamos f € .,y sean e, h € Reg(&) tales que ef,hf € &. Entonces resulta que
D(e)D(h) = P(eh) = D(he) = D(h)D(e),

luego
O(e) 'd(h) " =D (h) " 'd(e) L

59
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Por tanto, se tiene que

D(e) ' D(ef) = P(h) "' D(e) ' P()D(ef) = P(h) ' P(e) " D(hef)
=®(h) "' ®(e) ' D()D(hf) = D(h) ' D(hf),

con lo que la aplicacion estd bien definida. Ademads, si f € &, entonces para todo regulrizador e se tiene
que

D(e) ' ®(ef) = D(e) ' P()D(f) = D(f),

luego es una extension del homomorfismo original. O
Pasamos ahora a definir el cdlculo funcional meromorfo, para funciones de variable compleja.

Definiciéon 5.3. Sean Q C C abierto, X un espacio de Banach, .# (Q) el dlgebra de las funciones mero-
morfas en Q y &(Q) una subdlgebra de .# (Q). Consideremos también un homomorfismo @ : £(Q) —
Z(X). Decimos que el célculo funcional (&'(Q),.Z (Q),®P) es meromorfo si:

= La funcién u;(z) = z es regularizable, y
s SiT € Z(X) conmuta con A = ®(u ), entonces también conmuta con ®(e), Ve € &(Q).
Observacion 20. En este contexto escribimos
M(Q)a =AM (Q)r, f(A)=D(f),

y definimos

H(A) ={f € #(Q)a]f(A) € Z(X)}.
Evidentemente, si f € &(Q) entonces f € H(A).

El siguiente teorema serd de utilidad cuando demostremos el teorema de la transformacién espectral.
Su demostracion puede encontrarse en [12], Teorema 1.3.2.

Teorema 5.2 (Teorema fundamental del cdlculo funcional). Sea A un operador cerrado en un espacio de
Banach X, y sea (8 (Q), 4 (Q),®) un cdlculo funcional meromorfo para A. Sea f € .4 (Q)4. Entonces
se tiene que:

1. SiT € Z(X) conmuta con A, entonces también conmuta con f(A). Si f € H(A), entonces f(A)
conmuta con A.

2. Se tiene que ug(A) =1y ademds uy(A) = A.
3. Sige M (Q)a, entonces
f(A)+g(A) € (f+8)(A), y f(A)g(A) € (f8)(A),
donde F C G denota que F es una restriccion de G. Ademads,

D((fg)(A))ND(g(A)) = D(f(A)g(A))-

4. La aplicacion ¥ : H(A) — £ (X) dada por ¥ f = f(A) es un homomorfismo de dlgebras.

5. Sige H(A) y g(A) es inyectivo, entonces

6. SiAeCestal que 1/(A—z) € M (), entonces 1 /(A — f(z)) € #(Q) siy silosi L — f(A) es

inyectivo.
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Corolario 5.3. Sea Q C C abiertoy f,g € M (Q)a, donde A es un operador cerrado en un espacio de
Banach X. Supongamos que D(g(A)) C D(f(A)). Entonces

f(A)g(A) C g(A)f(A).
Demostracion. En virtud del Teorema 5.2 tenemos que
f(A)g(A) C (fg)(A), &(A)f(A) C (fg)(A),

con D((fg)(A))ND(g(A)) = D(f(A)g(A)) y D((f8)(A)) ND(f(A)) = D(g(A)f(A)). Entonces por hi-
pésesis se tiene que

D(f(A)g(A)) = D((f8)(A))ND(g(A)) € D((fg)(A)) ND(f(A)) = D(g(A)f(A)),
luego dado x € D(f(A)g(A)) se tiene que
f(A)g(A)x = (fg)(A)x =g(A)f(A)x,
y por tanto f(A)g(A) € g(A)f(A). =

5.2. Calculo funcional para operadores sectoriales

Ahora que sabemos lo que es un cdlculo funcional meromorfo, vamos a construir un cdlculo funcional
para operadores sectoriales.

5.2.1. Operadores sectoriales
Definicion 5.4. Sean @ > 0 y A un operador en un espacio de Banach X. Decimos que A es sectorial de
angulo @ (denotado como A € Sect(®)) si es cerrado y cumple

= G(A) C S,

. sup{MR()L,A)|] | A€ (C\ST,/} <o, Vo'e(o,n),

donde
S _ {zeC|z#0y |Argz| < @}, siwe (0,7
o (0’00)’ siw=0.

Observacion 21. Si existe algin A € R tal que A + A es sectorial, se dice que A es cuasi-sectorial.

sup[[AR(A,A)| <o

Figura 5.1: Espectro de un operador sectorial
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Observacion 22. Si A es el generador de un semigrupo fuertemente continuo (7°(¢));>0, entonces —A es
cuasi-sectorial, ya que por la Proposicién 3.14 se tiene que

6(A) C{A €C|ReA <y},
donde @y es la cota de crecimiento de la Definicion 3.4, y por tanto
o(—A)C{A€C|ReA > -y},
luego —A es cuasi-sectorial de dngulo 7 /2.

Observacion 23. Todos los resultados vdlidos para operadores sectoriales son también vélidos para
cuasi-sectoriales, ya que basta realizar una traslacién para obtener un operador sectorial.

5.2.2. Calculo funcional natural

Nuestro objetivo es construir un cdlculo funcional con buenas propiedades para operadores sectoria-
les, y en particular para generadores de semigrupos. Para ello necesitamos varias definiciones previas.

Definiciéon 5.5. Sea ¢ € (0,7]y f € .#(Sy). Decimos que f tiene limite polinémico ¢ € C en 0 si existe
algtin a > 0 tal que f(z) = ¢+ O0(|z]%) si z— 0. Decimos que tiene limite polinémico e en 0 si 1/ f tiene
limite polinémico O en 0.

Del mismo modo, decimos que f tiene limite polinémico d € C. (la esfera de Riemann) en oo si
f(z™") tiene limite polinémico d en 0.

Decimos que f tiene limite polindmico finito en 0 (resp. en o) si existe algin ¢ € C tal que f tiene
Iimite polinémico ¢ en 0 (resp. o0); y decimos que f decae regularmente en O (resp. o) si f tiene limite
polinémico 0 en O (resp. o).

Observacion 24. Los limites polinémicos se comportan bien con la suma y el producto de funciones.

Lema5.4. Sea ¢ € (0,7]y f € .#(Sg) con limite polinomico no nulo en 0 (resp. ). Entonces la funcion
1/ f tiene limite polinémico en 0 (resp. oo).

Demostracion. Supongamos que existen ¢ € C\ {0} y o > 0 tales que f(z) —c = O(|z|%). Entonces

L1 c—fz) _O(z%

f) ¢ cfe)  cfz)’

y como existe C € C tal que O(|z|%)/|z|* — Cy f(z) — ¢ si z— 0, entonces

O(|z]* c
(9 |, € ¢
e|%cf(z) ¢
con lo que
1 1
== =0(1%), z—0.
flz) «
Si el limite polinémico de f es oo, entonces por definicién 1/f tiene limite polinéimico 0. El caso de
limite polinémico en oo se demuestra igual cambiando z por 7. O

Para nuestros propésitos sera util dotar de algin sentido a la expresion

) = [ FRREA)dz, (5.2)

- 2mi aS(P/
donde A € Sect(w), f € H#(Sy), ¢ € (0,7 y ¢’ € (w,¢), usando algin célculo funcional.

Observacion 25.
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» En la férmula 5.2 estamos cometiendo un pequefio abuso de notacion. Lo correcto serfa escribir,

para cadax € D(A),

f(A)x L f(2)R(z,A)xdz.

2mi ISy
Usualmente omitiremos la mencion del vector x.

= Para poder definir el operador de (5.2) necesitamos asegurarnos de que f no presenta problemas
de integrabilidad, ademds de que f(A) no depende de la eleccién de ¢ y ¢'.

Lema 5.5. Sean f € #(Sy) y A € Sect(w) tales que f decae regularmente en 0y en oo. Entonces el
operador f(A) de (5.2) estd bien definido.

Demostracion. Tenemos que demostrar que f(A) no depende de la eleccién de ¢ y ¢’ y ademds que la
integral es finita (en norma).
Por un lado, como A es sectorial, en particular se tiene que

C
IR(z,A)]] < EE Vz € 9Sy, (5.3)

donde C es una constante que depende de ¢'.

dSy
Figura 5.2: Sectores Sy y S¢r

Vamos a parametrizar el camino dS, de la siguiente manera: escribimos dS, = I'j UT", donde

I = {rei"’/ |re [0,00)},

o= {re™ |re0,)},
con lo que

/ FORGA) = [ FRGA) dz+ [ fRR(z,A)dz.
8S(p/ I I,
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Nos centramos en I'j. Tenemos que verificar que

/Hf R(z,A)|| dz < co.

En efecto, parametrizando el camino y aplicando la cota (5.3) se tiene que
e dr

[ r@rGA d:= [ |7 R )
< [ [, U,

|rei®’| o |ret?| |rei?’|

Sabemos ademds que f decae regularmente en 0 y en oo, luego se tiene que

) )
fre?)=<|re®|=r, r—07,

o 1 1
oy o _ 2 +
f(re'?) < e r—0",
luego resulta que

[ 1rerea s [ ) d+/|fw¢

el(P | el‘P |

o) <

y por tanto la integral es finita en norma. Para I'; la demostracion es andloga.
Por otro lado, tenemos que ver que f(A) no depende de la eleccién de ¢'. En efecto, tomemos
¢, 0" € (w,9), con " > ¢@'. Tenemos que verificar que

/z9$(p/u(3sq)u) f(Z)R(Z7A) dz=0.

Para ello, para cada R,r{,r, > 0 con R > r| > r, consideramos el camino cerrado Cg , ,, de la imagen,
donde la orientacién es positiva (es decir, en sentido antihorario):

S /aS(p/' / aSq;

v
A\,

Figura 5.3: Camino considerado en la demostracién del Lema 5.5.
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Los caminos C, son arcos de circunferencia de radio r. Ademds suppCg, ,, € Sp, y denotando
fR(z) = f(2)R(z,A) se tiene que

/as o U(~95,) JR()dz = P (/CR o JR(z)dz
/ fR(z dz—/ fR(z) / fR(z dzdz—/ fR(z dz)
:_Iy_rf;</f zAdz+/ ZAdz>

— lim f(z)R(z,A)dz— lim f(2)R(z,A)dz,

r1—0 (o rn—0 C,

ya que Cg,, , s un camino cerrado en Sy, y f(2)R(z,A) es holomorfa ahf (tras evaluar en algtin vector
x), luego por el teorema de Cauchy se tiene que

/ f(2)R(z,A)dz=0.
Crry

Ademds, parametrizando Cg se tiene que

| S@R(A)dz = / (P f (Reie) R (Reie,A) iRe® do,

9

pero como A es sectorial y f decae regularmente en oo, entonces resulta que
, . 11 1
‘ 7 (Re‘e) R (Re’B,A) iRe®| < —

R=—=<1, VR>1,
que es integrable en (¢, "), luego por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

~ R%R R* ™

lim | [ f(z)R(z,A)dz| = / 1im ‘f (Re’9> R (Reie,A> iRe®| d6
R—o0 Cr ¢ R—oo
1
< hm — =0.
R—o RO
Del mismo modo se demuestra que
Ii R(z,A =
im | [ 7RG )6z =0
y usando el decaimiento regular de f en 0 se demuestra de manera andloga que
lim [ f(z)R(z,A)dz= lim | f(z)R(z,A)dz=0,
n—eJc, n=Jc,
con lo que finalmente se obtiene que
z)R(z,A)dz =0,
/8S(p/u(8s //)f( ) ( )
y por tanto f(A) esta bien definida. O

A la vista del Lema 5.5, parece natural definir el siguiente conjunto.
Definicion 5.6. Sea ¢ € (0, 7). Definimos la clase de Dunford-Riesz como
Hy (Se) = {f € H"(Sy) | f decae regularmente en 0y e} ,

donde
H”(Sp) = {f € #(Sy) | f es acotada} .
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Observacién 26. El conjunto H*(S,) es un dlgebra de Banach, dotado de la norma

£ llee.p = sup {[£(2)| |z € Sp} -
Ademids, es claro que Hj'(Sp) es un ideal de H*(Sy).

Sin embargo, ni la funcién constante u ni la funcién racional r(z) = %ﬂ pertenecen a la clase de
Dunford-Riesz, y esto es algo que necesitaremos mds adelante. Es por ello que definimos la clase de
Dunford-Riesz extendida como

&(Sp) = Hg (o) ® (r) @ (uo) -
Este conjunto es una subdlgebra de H*(S,) gracias a la identidad

1 Z
(1422 1-z (142)?%

Vamos a ir acercandonos a la construccion del calculo funcional natural.
Lema 5.6. Sea A € Sect(w) cerrado, y sea ¢ € (0, 7). Entonces se tiene que:

1. La aplicacion ® : Hy (Sg) — Z(X) dada por ®(h) = h(A) es un homomorfismo de dlgebras,

donde
A)d
27[1/ fl2R(, ©

con ' € (@,9).

2. Si B es un operador cerrado que conmuta con R(A,A), entonces B conmuta con f(A). En particu-
lar, f(A) conmuta con A’y con R(A,A) para todo A € p(A).

3. Resulta que

ROLA)F(A) = (A —2)"'£(2) (A), VA ¢,

Demostracion. Ya vimos en el Lema 5.5 que h(A) estd bien definido, es decir, que no depende de la
eleccion de o',

1. Es claro que @ es lineal. ademds, si tomamos h;,h, € Sect(®) y elegimos @', 0" € (o, @) tales
que ®” > @', entonces como h;(A) y ha(A) no dependen de la eleccién de @ resulta que

D) D(hy) = — / hl(z)R(z,A)dz% /F (RO A)

271'1
? 5.4
/ / h1 h2 (Z,A)R(W,A) deZ7
27'L'l

luego en virtud de la Proposicién 3.12 (identidad del resolvente) y gracias a (5.4) se tiene que

hl

D(h)P(hy) = (R(z,A) —R(w,A)) dwdz

:(2;_)2 ( /Fw/hl(z)R(z,A) /F " dwdz / / h(@)ha(w) (w,A)dwdz).

Ahora, gracias a la férmula de Cauchy, a las propiedades de decaimiento de /i, y utilizando técnicas
similares a las que ya hemos utilizado se puede ver que

l/r 20 ha(2),

2mi Jr,, w—z2

o'
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y usando también el teorema de Fubini tenemos que

®(hy )P /h1 )ha(2)R(z,A) dz

h
/ Iy (W)R(w,A) / 13 e,
27” | w—2z

pero como ®” > @', de nuevo por las propiedades de decaimiento de 4 (z) se puede demostrar,
utilizando el teorema de Cauchy, que
h
/ 1(2) dz =0,
Fw/ w—2z

con lo que finalmente se obtiene que

CI)(/’ll / h] h2 Z A) dz = q’(hlhz).

2. Por el Teorema 1.21 se tiene que

1 1
_ TmB/f(Z)R(Z’A)dZZ Tm/rBf(Z)AR(Z’A)dZ
27‘171/f R(z,A)Bdz = f(A)B.

Como Ay R(A,A) con cerrados, el resultado se cumple para B=Ay B=R(1,A).

3. Seala funcién g(z) = (A —z 1) f(z), y denotemos por simplicidad I" = ['sy. Entonces, gracias a la
identidad
(A —A)R(z,A) = (A —2)R(z,A) +1

se tiene que
(=A)A) = 5 [ )2~ ARG A) e = / 8(2) (A~ R(z.A) +1) de

zzlm,/rf(z) (z,A) dz+—/g dz=f

ya que gracias al teorema de Cauchy y al decaimiento de g se puede ver que

[otree=
De esta manera, se tiene que
(A =2)7"f(2) (4) = g(A) = R(A,A) f(A). O

Nuestro objetivo es desarrollar un cédlculo funcional para la clase de Dunford-Riesz extendida & (Sy).
Para ello, parece razonable definir, para f € &(S),

fA) =g(A) +c(1+A) 44,

donde f(z) = g(z) +c(1+z) "' +d.
Vamos a verificar que esa aplicacion es, en efecto, un homomorfismo.

Lema 5.7. Sea A € Sect(®), o' € (0,9), § € (0 1) y la funcion f(z) = (1+z)~'. Entonces

(I+A)” / f(2)R(z,A)dz,
27rl Ty

donde 'y g es el camino de la imagen.
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Fa)’ 0

Figura 5.4: Camino del Lema 5.7.

Demostracion. Tomemos el camino I” = I'y g, donde R > 1, y para cada p > R el camino cerrado Cg o
como en la imagen.

J/
9

Figura 5.5: Camino Cg .

Tomemos también el camino C,, parametrizado como C,(0) = pe~®, V0 € (— @', ®’). Entonces es
claro que

[ rereayte=tim ([ forEAE- [ fORCA)E),

p—roo

pero como f(z)R(z,A) es holomorfa en un entorno del camino Cg p y este es cerrado, entonces

f(2)R(z,A)dz =0,

Crp
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con lo que

/ F@REAYE = 1im — [ fQREA) 6

p—=Jc,

o 1

. . _ig . _i0

Ahora, como A € Sect(w) y usando el teorema de la convergencia dominada es facil ver que
lim — Z)R(z,A)dz =0,
tim— [ fR(A)
luego
/r' f(2)R(z,A)dz = 0.

Por razonamientos parecidos se puede verificar que si I es un desplazado de I" hacia la izquierda,
entonces

[ 1R (.A4)dz =0,

luego

/f(z)R(z,A)dzz/ f(2)R(z,A)dz. (5.5)
r ru(-I7)

Abhora, consideremos el camino 7, de la imagen, donde }/g y yg son dos arcos de circunferencia definidos
entre los dngulos fijos o y 0 (resp. —o y — o).

\VS\

Figura 5.6: Camino 7.

Es claro que

/ FR(zA)dz
ru(-I7)

_ (5.6)
= lim ( f(2)R(z,A)dz — 1f(z)R(z,A)dz— 2f(z)R(z,A)dz) ;
% 7 7

p—eo

y de la misma manera que antes se demuestra que

lim | f(z)R(z,A)dz= lim [ f(z)R(z,A)dz=0.

p—roo ylg p—roo yg
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Por otro lado, ¥, es una curva cerrada simple que encierra a la singularidad —1, luego (teniendo en cuenta
que el sentido de giro es horario) por la férmula de Cauchy se tiene que

f(2)R(z,A)dz = —2miR(—1,A) = 2mi(1 +A) !, (5.7)
Yo
luego en virtud de (5.5), (5.6) y (5.7) tenemos que
1
1+4)7' = — R(z,A)dz. O
Ay = o [ FORGA) i

Corolario 5.8. Sea A € Sect(w). y @' € (o,7). Entonces

(1+/4)*1(1+A)*1=/F mlz)zR(z,A)dz:(1+A)2.

Demostracion. Siguiendo los mismos pasos que en el Lema 5.6 (es decir, utilizar la identidad de la
resolvente y el teorema de Fubini), y usando la representacion integral de (1+A)~! del Lema 5.7 se
sigue el resultado. O

Ahora estamos en condiciones de construir nuestro calculo funcional.
Proposicion 5.9. Sea A € Sect(w) y ¢ € (w,x). Entonces la terna
(éD(S(P)v‘%(S(P)aq)A) )

es un cdlculo funcional meromorfo, denominado cdlculo funcional primario para el operador A, donde
para cada f € &(Sg) dada por f(z) = fi(z) +c(142)"' +d con c,d € C definimos

Da(f) = f(A) = fi(A) +c(1+A4)" +4,
y donde f1(A) viene dado por la férmula (5.2).
Demostracion. Es claro que @4 es una aplicacion lineal, luego basta ver que
f(A)g(A) = (Fg)(A), Vf.ge€&(Sy)
En efecto, si escribimos

fR=fk)+a(l+2) ' +di, gz2)=g1@)+ea(1+2) '+

entonces
f2)g(2) = £1(2)81(2) + /i) (1+2) " +dafi()
+egi(14+2) +erea(142) 2 +daer (1+2) 7!
+di1g1(2) +diea(1+2) 7" +dids,
luego

(£2)(A) = (fig1)(A) +c2(fi(z)(1+2) ") (A) + dafi (A)
+ei(g1(2)(1+2) ) (A) +erea(1+4) 2 +dae (1+A4) 7!
+digi(A) +dic;(14+A) " +dyds.

Ahora, en virtud del Corolario 5.8 y del Lema 5.6 y como f +—— f(A) es un homomorfismo en Hg (Sy),
resulta que

(f8)(A) = fi(A)g1(A) + c2fi(A)(1+A) " +da /i1 (A)
+ergi(1+A) " Herea(1+A4) " (1+A4) " +daei (1+A) 7!
+di1g1(A)+dicr(1+A) " +didy = f(A)g(A),

luego efectivamente ®4 es un homomorfismo. O
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Observacion 27. Es interesante notar que, en este caso, el conjunto de funciones regularizables es
M(Sg)a={f € M(Sy)|Te € &(Sy) tal que e(A) es inyectivoy ef € &(Sp) } -
Es necesario que e(A) sea inyectiva para poder definir

F(A) = e(A)~" (ef)(A).

Observacion 28. El calculo funcional primario depende de la eleccion del angulo ¢. Por ello parece
natural definir

ESol= U &Sp), AlSol= |J A#(Sy)

pe(w,m) o<(0,m)

y tomar la terna
(&'[Sal, A (S0l ®),

donde @ : &[Sy — Z(X) es algtin homomorfismo. Esto es precisamente lo que vamos a hacer, pero
antes necesitamos comprobar algunos detalles.

La primera pregunta que nos podemos hacer es: ;Como definimos el homomorfismo ®? La manera
mds natural es la siguiente: si tomamos f € &S], entonces existe algtin ¢y € (@, 7) tal que f € &(Sy,),
y si @XO es el homomorfismo del célculo funcional primario asociado a S¢,, definimos

D(f) = DL (f). (5.8)

Proposicion 5.10. Sea A € Sect®. La terna (&'[Sw), # [Sw), P), donde ® viene definida como en (5.8),
es un cdlculo funcional meromorfo para A, llamado cdlculo funcional natural.

Demostracion. Veamos que & estd bien definido. En efecto, si f € &(Sg,) entonces f € &(Sy), Vo €
(¢o, ), luego parece que hay ambigiiedad en la definicién de ®. Sin embargo ya hemos visto que

f(2)R(z,A)dz
Ty

es independiente de la eleccidn de ¢ por la Proposicién 5.5, luego de hecho

DL (f) =@ (f), Vo< (po,7)

y por tanto P estd bien definida. Ademas es trivialmente un homomorfismo.

Por otro lado, &[S, es una subdlgebra de .#[Sy), ya que &[Se| C #[S»] y cada &(Sp) es una
subdlgebra de .7 (S).

Por dltimo, para todo ¢ € (o, ) se tiene que

M S0 € A (So),
yaque .#(Sy) C M (Sw) paratodo ¢ € (@, ), luego de hecho el cilculo funcional es meromorfo. [J

Observacion 29. Definimos el dominio del calculo funcional natural como

MSola= ] A (Sg)a-

Recordemos que el dominio de un cdlculo funcional era la subdlgebra de elementos regularizables, y
sobre los que podiamos definir @ por el procedimiento de extension (Proposicién 5.1).



72 Capitulo 5. Célculo funcional y teoremas espectrales

5.3. Calculo funcional de Phillips para semigrupos

El cédlculo funcional natural va a ser de gran utilidad para encontrar el espectro del operador de Haus-
dorff a partir del espectro del operador (7'()),>0 que hemos estudiado. Sin embargo, con lo que hemos
construido hasta ahora no es suficiente, y en ningiin momento hemos asumido que A es el generador de
un semigrupo fuertemente continuo, propiedad que vamos a utilizar ahora.

Definicion 5.7. Sea u € M([0,00)). Definimos su transformada de Laplace como
Zu(z) = / e “du(t), VzconRez>0.
[0,0)

La transformada de Laplace se comporta bien con la convolucién de medidas.

Definicion 5.8. Sean u,v € M([0,0)). Definimos la convolucién de pt 'y v como la medida u * v tal que

(u=xv)( / / xa(t+s)du(r)dv(s), VA boreliano de [0,c0).

Lema 5.11. Sean p,v € M([0,%0)). Entonces
L(uxv)=ZLu-Lv.

Demostracion. Por el proceso habitual de aproximacion por funciones caracteristicas se tiene que

v / /[0 A+ 4y (1) dv (s) = /[O7m)e_“ /[O’w) e dp(r)dv(s)
_ /[0 S LRDAVG) = L) 2V ().

Observacion 30. Resulta que
Zu(is) = Fu(s), VseR,

donde .# denota la transformada de Fourier, y como .% es inyectiva, entonces .Z también lo es, de
manera que U queda determinada por £ (para mds detalles consultar [12], pagina 73).

Observacion 31. Es fécil ver que si &y denota la medida de Dirac en 0, entonces
up = 3507

y ademds
Z(e'dt) =(1+2)"!

Proposicion 5.12. Sea ¢ € (%,7) y w € Hy(Sy). Entonces existe una iinica funcion g € L'([0,e0),m)
(donde m denota la medida de Lebesgue) tal que W = L |1, donde | es la medida absolutamente continua
respecto de m con densidad g. En particular, g viene dada por

-1
80 = 5= [ v

dondeT = 9dS.y y @' € (%,9) es arbitrario.

Demostracion. Sea w € C.. Gracias a las propiedades de decaimiento de y, a la férmula de Cauchy y
al hecho de que para todo z € T" se tiene que Re(z — @) < 0 (ya que ¢ € (7/2, 7)), resulta que

— 1 Z W[
yiw) =5 2ni Jrz—w 2%1// dtdz
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Nétese que, si denotamos por comodidad

J1r@l1dzd = [ I renty )] e,
donde y(t), Vt € I es una parameterizacion de I', entonces gracias al decaimiento de y en 0y oo, y al

hecho de que como Re(w) > 0 se tiene que

*° 1 1
Re(z—w) dr = <
/0 © Re(w—2) — [Re(z)|’

podemos afirmar que
2]

/F /0 w(2)le el = L1 e 161 = 398 { et S

Por tanto, gracias a (5.9) podemos usar el teorema de Fubini para afirmar que

—1 o 0o —1
- (z=w)t _ —wt [ T 1 at _
vw) =5 /0 v(2) /F e dz dr /0 e < e /F v(2)e dz) dr = Lu(w),

como queriamos demostrar. O

v(z)

dz] <. (5.9)

El resultado fundamental de esta seccidn, y que nos va a permitir calcular el espectro del operador
de Hausdorff, es el siguiente.

Teorema 5.13. Sea —A el generador de un semigrupo fuertemente continuo (T (t));>0 en un espacio de
Banach X. Si v € M([0,)) y suponemos que f = £V cumple f € .M [Sy>]a, entonces el homomorfismo
del cdlculo funcional natural se puede expresar como

f(A) = /[ T0an)

Esta representacion de f(A) se conoce como cdlculo funcional de Phillips.

Demostracion. Notamos que tiene sentido hablar del célculo funcional natural para A, ya que al ser
—A el generador de un semigrupo fuertemente continuo entonces 6(A) estd contenido en un semiplano
izquierdo S por la Proposicion 3.14, y ademads gracias al teorema de Hille-Yosida (Teorema 3.20) se tiene
que
sup [[AR(A,A)| < ee,
AeC\S

con lo que —A es cuasi-sectorial, y sin pérdida de generalidad podemos asumir que —A es sectorial de
angulo /2.

Veamos primero el caso f € &(Sy), y luego veremos el caso general f € . [Sy 5]a.

Sabemos que si f € &(Sy) entonces la podemos escribir como

f)=w(@)+c(14+2) +d,

donde y € H(Sp), luego por linealidad basta demostrar el resultado para y € H'(Sg), para r(z) =
(1+2)~ 'y parauy(z) = 1.

» Es trivial que el resultado se cumple para uo(z) = 1, ya que por el Teorema 5.2 se tiene que

wo(A) :I:/[OM)T(t)d&)(t).
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= Veamos el caso r(z) = (1 +z)~'. Gracias a la Proposici6n 3.14 se tiene que
(1+4)" = / e T (1) dr,
[0,02)

y el resultado estd probado.

= Veamos el caso y € Hy'(Sy). Gracias a la Proposicion 3.14 y al teorema de Fubini (recuérdese el
decaimiento de y en 0 y oo y la cota exponencial de ||7'(7)x|| para x € X) tenemos que

= Zim./l//(z)R(z,A)dz: ;ﬂll./rlll(z)R(—z, —A)dz

IR / &7 () drdz = /[ . (2;1! / l//(z)e“dz) T(r)dt = /[O’w)T(t)d/.L(t),

donde u es la medida absolutamente continua de la Proposicién 5.12.

Sélo falta demostrar el caso general, es decir, f € .#[Sy/>]a. Tenemos que demostrar que dado un regu-
larizador e de f, podemos escribir

F(A) = e(A)~" (ef)(A).

En efecto, dado un regularizador e de f, tomemos la medida v proporcionada por la Proposicion 5.12,
de manera que .Z’v = e. Entonces

L(vxu)=2Lv-Lu=ef,

con lo que al ser (7'()),>0 un semigrupo y por el Teorema 1.21 se tiene que
(ef)(A)—/[ T / / T(t+5)dv(s)du(r)
0,00
—[ 1w/ Twmmmmnz/ T(t)e(A) du (1)
[0,00) [0,00) [0,00)

)

:dmAMme@,

como querfamos demostrar. O

5.4. Teoremas de la transformacion espectral

Con estos dos célculos funcionales estamos listos para traspasar las propiedades espectrales del ge-
nerador A del semigrupo (7'(¢));>o de la Proposicion 4.24 al operador de Hausdorff sobre los espacios
de Fock.

El siguiente lema se sigue inmediatamente de la representacion de Phillips de .77, de las propiedades
de la medida u y del Teorema 5.13.

Lema 5.14. Sea p1 € M((0,)) tal que j1((0,1)) =0y [°1du(t) = 1, y sea v la medida imagen de 1
por el cambio de variable t = °. Entonces

Huf =ZLVv(A)f, VfEFg,
donde A es el generador del semigrupo (T (t));>0 de la Proposicion 4.24.

Usando esta representacién del operador de Hausdorff vamos a ser capaces de calcular su espectro,
espectro puntual y espectro esencial. Para ello necesitamos varios resultados previos.
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Lema 5.15. Sea A € Sect(®) y A € C\ Gpoin:(A). Supongamos que existen e €« H(A) y ¢ € C\ {0} tales
que la funcion

cumple que f € H(A). Entonces e(A)(A —A)~! = (A —A)le(A).
Demostracion. Como e € H(A), entonces
D((A—A)"") CX =D(e(4)),
Iuego por el Corolario 5.3 tenemos que
e(A)(A—A)"LC (A —A)"le(A).

Para ver la otra inclusién basta ver que D(e(A)(A —A)~!) = D((A —A)~'e(A)). En efecto, sea x €
D(e(A)(2 —A)~"). Entonces existe algtin y € D(A) tal que

e(A)x= (A —A)y.

Sabemos por hipétesis que
e(z) = (A —2)f(z)+¢, Vz€Sq,

luego en particular rg(f(A)) C D(A) (yaque e € H(A)), y como f € H(A) podemos escribir
(A—=A)y=(A—-A)f(A)x+cx,

luego
cx=(A—A)(y— f(AW),

pero ¢ # 0 por hipétesis, y por tanto x € rg(A —A) = D((A —A)~"). Finalmente, por el Teorema 5.2 se
tiene que

x€D((A—A)"HND((A —A)"'e(A))
=D((A—A)")ND((e(A —2)"")(A)) = D(e(A) (A —A) ™),
luego efectivamente D(e(A)(A —A)~!) = D((A —A)~'e(A)). O

Lema 5.16. Sean A € Sect(®), f € M [Sp|a y A € S. Entonces existe un regularizador e de f tal que

e(1) #0.

Demostracion. Tomamos un regularizador g de f, es decir, g(A) es inyectivo y gf € &[Se]- Sea n el
orden de A como cero de la funcién f (es posible que n = 0), y definamos

_ 8@
e(z) = G0

Entonces es claro que e(A) # 0, y como ademas &'[S] es un algebra y la funcién 1/(A —2)" € &[Sw],
entonces e € &S], y por tanto
8(A) = (A —A)"e(4),

luego necesariamente e(A) es inyectiva. Por dltimo, es claro que ef € &[Sy], luego e es un regularizador
de f. O

Proposicion 5.17. Sean A € Sect(®), f € M [Spla y A € S \{0}. Si f(A) =0y f(A) es invertible,
entonces A € p(A).
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Demostracion. Por el Lema 5.16 existe un regularizador e de f tal que e(A) # 0. Se tiene que la funcién
h definida a través de

ZF A,

y extendida por continuidad en z = A. Esta funcién cumple que h € &S], y por tanto

h(A)(A —A) C (ef)(A) = f(A)e(A)

(no podemos afirmar que se de la igualdad porque f ¢ &[Sy]), y como f(A) es inyectiva por hipdtesis y
e(A) también al ser un regularizador, entonces necesariamente A — A también es inyectiva.
Para ver que A — A es suprayectiva tomamos la funcién g definida como

e(z) —e(A
g(Z)Zi( Zl ( ), Vz# A,
-z
y extendida por continuidad a z = A cumple que g € &S], y como e(A) #0y &[Sp| C H(A), en virtud
del Lema 5.16 se tiene que

e(A) ' (A —A) = (A —A)e(A)",

y por tanto

)= (=04 ) =etay* (-2 )

—Z

=e(A)"'(A -A) (e(z)f(z)> (A) = (A —A)e(A)™! ((z —z)e(zmz)) (A)

>

A—z
-~2-0(12) @),

pero como f(A) es suprayectiva por hipétesis, entonces necesariamente A — A es también suprayectiva,
de modo que A € p(A). O

El siguiente resultado proporciona la mitad del resultado que estamos buscando. Para ello necesita-
mos introducir la nocién de espectro extendido, que serd muy utilizada en lo que resta de trabajo.

Definicion 5.9. Sea A un operador lineal en un espacio de Banach X. definimos el espectro extendido de

A como
~ [ o), siA € Z(X),
o(4) = { o(A)U{=}, en otro caso,

donde entendemos oo como el punto que afiadimos a C para construir la esfera de Riemann C...

Teorema 5.18 (Teorema de la inclusion espectral). Sean A € Sect(®) y f € . [Sw)a. Entonces
f(o(A)\{0}) S o(f(A)),

donde f(c(A)\{0}) ={f(A) [ € 6(A)\{0}}.

Demostracion. Sea A € o(A)\ {0}. Tenemos que demostrar que u = f (1) € o(f(A)).

» Si Ul # oo, consideremos la funcién
8(z) =p—f(2).

Resultaque g € .#[Spa, con g(A) =0,y como A € 6(A), por la Proposiciéon 5.17 g(A) = u— f(A)
no puede ser invertible, con lo que p € o(f(A)).
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s Si [ = oo, procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que it ¢ f(G(A)). Entonces, por de-
finicién de espectro extendido se tiene que f(A) € £ (X). Por teoria espectral basica de operadores
acotados sabemos que existe algin Ay € C tal que f(A) — Ay es invertible.

Consideremos la funcién |

)=
IO
Noétese que como f(A) = o en el sentido de la esfera de Riemann, entonces g(A) = 0. Ademas, g
es regularizable a través de la funcion e(z) f(z) — Ao, donde e es un regularizador de f(z) — Ao, es
decir, g € A [Sw]a. Ademds, g(A) es invertible, ya que al ser f(A) € -Z(X) entonces f € H(A), y
por el Teorema 5.2 podemos afirmar que

luego g(A) es invertible con g(A4) = 0, luego por la Proposicién 5.17 se tiene que A € p(A), lo cual
contradice la hipédtesis de que A € 6(A). O

Todavia queda un poco de trabajo para poder establecer la el teorema de la transformacién espectral.
El siguiente teorema es fundamental, pero no lo demostraremos ya que su demostracion es bastante
técnica y queda fuera de las pretensiones del trabajo. Puede consultarse en [12], Teorema 2.7.5.

Teorema 5.19. Sean A € Sect(A) y Ay € {0,o0}. Si f € M [Sw)a tiene limite polinémico | en Ay € G(A),
entonces L € 6(f(A)).

Como consecuencia inmediata se obtiene una de las inclusiones buscadas.

Corolario 5.20. Sean A € Sect(®) y f € M [Se|a con limites polindmicos en 6(A) N{0,}. Entonces

a(f(A)) 2 f(c(A)),
donde
f(6(A)) ={f(A) | A € a(A)} U{f(0),f(=)},
y £(0) y f(c0) son los limites polinémicos de f en 0y en oo, respectivamente.
La demostracién del siguiente lema se basa en el uso de cdlculos funcionales especiales para opera-

dores invertibles y operadores acotados, y tampoco la vamos a ver. Puede consultarse en [12], Teorema
2.7.6.

Lema 5.21. Sean A € Sect(w) y f € M [Sw)a. Supongamos que f tiene limites polinémicos finitos en
6 (A)N{0,00} y que todos los polos de f estdn contenidos en p(A). Entonces f(A) € £ (X).

La otra inclusién que necesitamos se establece en el siguiente resultado.

Proposicién 5.22. Sean A € Sect(®) y f € M [Se)a con limites polindmicos en 6(A) N{0,}. Entonces

o(f(A)) C f(o(A)).

Demostracion. Probaremos el contrarreciproco, es decir, que si 4t ¢ f(G(A)) entonces u ¢ o (f(A)).
En efecto, sea it ¢ f(0(A)) tal que i # oo (luego verificamos el caso |1 = ), y sea la funcién

g@):44147

n—flz)
Entonces g € .#[Sy) (no necesitamos que sea regularizable, aunque de hecho lo es), y tiene limites
polinémicos finitos en {0,00} NG (A), ya que como f tiene limite polinémico finito para todo ¢ € {0,e0} N
G(A), pongamos f(c) (vale para 0 y o), entonces i — f tiene limites polinémicos finitos i — f(c) en c.
Como u # f(6(A)), entonces (L — f(c) # 0, y por el Lema 5.4 g tiene limite polinémico finito en c.
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Por otra parte, el conjunto de polos de g es

Po={Ae€Su| f(A)=n} Cp(A),

yaque i ¢ f(c(A)). Asi, por el Lema 5.21 tenemos que (it — f(z)) (A) = g(A) € £ (X), luego como
consecuencia del Teorema 5.2 se tiene que u — f(A) es invertible, luego u ¢ o(f(A)), y como u # e

entonces L ¢ o(f(A)).

Sig=coyu¢ f(c(A)),entonces Pr C p(A), luego de nuevo por el Lema 5.21 se tiene que f(A) es
acotado, luego 1 = ¢ G(f(A)). O

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos el teorema que buscdbamos.

Teorema 5.23 (Teorema de la transformacion espectral). Sean A € Sect(w) y f € M [Se|a con limites
polindmicos en 6(A) N{0,o0}. Entonces

Podemos demostrar de manera muy sencilla un resultado similar al anterior para el espectro puntual.

Teorema 5.24 (Teorema de la transformacion espectral para el espectro puntual). Sean A € Sect(®) y
f € M[Se|a con limites polinémicos en 6(A) N{0,}. Entonces

f(cpoint(A)) g Gpaint(f(A)) g f(Gpoint(A)) Uf(M)7
donde M = 6(A) N {0,00}.

Demostracion. Para la inclusion
F(Opoint (A)) € Opoint (f(A))

se siguen los mismos pasos que para el Corolario 5.20, con la diferencia de que ahora no usaremos el
Lema 5.17 y por tanto los razonamientos también valen para A = 0.

Para la inclusion Gppin (f(A)) C f(Opoins(A)) U f(M) la demostracién es parecida a la del Teorema
5.18. Tomamos p & f(OCpoint(A)) U f(M), y consideramos la funcién

Como en la Proposicién 5.22 se demuestra que pt — f(z) tiene limites polinémicos finitos en M. Como
ademds estamos asumiendo que u ¢ f(M), entonces u — f(c) # 0, Vc € M, con lo que por el Lema 5.4
de la inversa tenemos que g tiene limites polinémicos finitos en M. El resto de la demostracién es igual
que en la Proposicién 5.22. O

Por dltimo, enunciamos un teorema de la transformacion espectral para el espectro esencial. Este
resultado puede encontrarse en [21], Teorema 5.4.

Teorema 5.25 (Teorema de la transformacion espectral para el espectro esencial). Sean A € Sect(w) y
f € M[Se|a con limites polinémicos en 6(A) N{0,}. Entonces

6ess(f(A)) - f(a-ess(A))
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5.5. Aplicacion al operador de Hausdorff sobre espacios de Fock

Una vez hemos demostrado todos los teoremas espectrales, podemos calcular de manera muy sencilla
los distintos tipos de espectro del operador de Hausdorff. Para ello, recordamos que dada u € M((0,<0)),
teniamos que

Huf@) = [ TRV, Ve R,

[0,00)

donde v es la medida imagen de u por el cambio de variable t = €, y donde
T(t)f(z) =e " flze ™).
Sabemos ademds que el generador del semigrupo fuertemente continuo (7'(¢));>0 para 1 < p < oo es
Af(z) = —f(2) —2f'(2),
y hemos demostrado que, como A no es acotado, entonces
6(A) ={-n|[neN}U{e}, Gpoim(A) ={-n|n€eN}, GCes(A)={eo}.
Ademds, usando el cédlculo funcional de Phillips tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.26. Sea 1 < p <o, y sea L € M((0,0)) tal que p((0,1)) =0 con

/0“’ d,ut(t) _1

Supongamos que LV € M [Sy»]a, donde Vv es la medida imagen de | a través del cambio de variable
t =e°. Entonces 7, es un operador acotado sobre FY y ademds

I, =ZLV(A).
Demostracion. Es una aplicacion directa de la Proposicién 4.23 del Teorema 5.7. O
Por fin damos las propiedades espectrales del operador de Hausdorff.

Teorema 5.27. Sea 1 < p < oo, y sea € M((0,0)) tal que p((0,1)) =0 con

/Omd“t(t)zl.

Supongamos que LV € M [Sy»]a, donde Vv es la medida imagen de |1 a través del cambio de variable
t = e, y supongamos también que LV tiene limite polindmico en . Entonces

ot ={ | ldu(t)}:_l U{o},

1,00) "

Opoint (H) = {/[1700) tlndu(t)}:l’
Oess () = {0}

Demostracion. Sea v la medida imagen de U a través del cambio de variable ¢ = e°. Entonces gracias al
Lema 5.26 se tiene que
LV(2) = S (2),

y ademas si Rez > 1 entonces
‘e*” ‘ <e™*

)
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pero e ® es v-integrable, ya que

1
e*SdVS:/ —du(r) =
/[Om) ()= 70

luego por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

lim Zv(z) = /[ : lim e ¥ dv(r) = 0 (a través de Sz ),

[z]—reo 1,00) 2[00

luego en particular el limite polinémico de £V en o es 0, es decir, £V (o) = 0. Ademds, sabemos que
0(—A) ={—n|neN}U{co}, luego

6(A) ={n|neN}U{e=},

luego en particular {0,00} NG (A) = {0}, y asi £V tiene limites polinémicos finitos en {0,00} NG (A).
Ademds, como 77, es acotado, gracias al Teorema 5.7 y al Teorema 5.23 se tiene que

oo ={ [ )tnduo}:lu{oy

oo

oot =2uE) ={ [ emavin)}

n=1

Para el espectro puntual, primero notamos que

(=

flopu)={[_emavio} ~{[ Lo} —atm\ o}

n=1

Ademds hemos visto que .Zv ({0,e0} NG (A)) = {0}, luego por el Teorema 5.24 se tiene que
6 (H) \ {0} C point (H,) C 0(H),

luego solo falta demostrar que 0 & G0in: (7} ), €8 decir, que 77, es inyectivo.
En efecto, supongamos que f € ker.7Z, tiene desarrollo en serie de potencias

= Z a,?', VzeC.
n=0

Entonces
0=,f(z) / Z;)a”zn =

Ahora, para cada ¢ > 1 y para cada n > 0 se tiene que 1/t""! < 1/t, luego

" 1 1
du(t </ —du(t) =
/{Lm)tm piy< [ Gam)

y por tanto para cada z € C se tiene que

Y/ o N=Ylalld [ S du@ < Y lanlll <,
n=0 n=0 [17°°)t n=0

ya que la serie es absolutamente convergente. Por tanto, podemos intercambiar serie e integral para
afirmar que

z»n+1

1
0=, f(2) Zanz/ e, e

luego necesariamente a, =0, Vn € N, ya que [ In%d/.t(t) >0, Vn € N. Es decir, f(z) =0,Vz€Cy
por tanto 77}, es inyectiva y 0 ¢ Gpoin (H7,).
En cuanto al espectro esencial, como G, (A) = {eo} entonces por el Teorema 5.25 se tiene que

Oess (M) = LV (0ess(A)) = {L V() } = {0} . o
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Observacion 32. Si p = oo, entonces no podemos aplicar los teoremas espectrales para el espectro,

espectro puntual y espectro esencial, ya que el semigrupo (7'(¢));>0 no es fuertemente continuo por la

Proposicién 4.31. Sin embargo, si que podemos demostrar algin resultado, pero mucho m4s limitado.
Aunque el semigrupo no sea fuertemente continuo, la representacién de Phillips

HufD) = [ TOFE) V()

[0,00)

sigue siendo vélida, ya que el semigrupo es acotado por la Proposicién 4.23, siempre que se satisfagan
las condiciones habituales sobre las medidas.
Tomemos A = e para algtin n € N, y la funcién g,(z) = 7"~ !. Entonces resulta que

T(1)gn(z) =€ (e7'2)" = e 2" ' = Agu(2),

—nt

y como g, € Fy, entonces A = e~ es valor propio de 7' (7). Ademas,

Hipgn(z) = /[O’M) T(1)gn(2)dv(1) = /[0700) T(1)7" " dv(r) = /[O’M) e dv ()

=71 /[o,oo) e " dv(r) = ga(2) /[o,oo) e av() =) /

1
[1,00) ﬁdu(t)7

luego Jj; o) L du(t) es valor propio de 7. Esto demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 5.28. Sea p € M((0,)) =0 tal que 1((0,1)) =0, con

/0°° d,ut(t) _1

Entonces 7, : Fy — Fg es un operador acotado con

1 [ee]
Gpaint(%) 2 {/ nd,u(t)} .
[1700) t n=1

Para terminar, vamos a calcular los distintos espectros del el operador de Cesaro € : F} — FJ para

1 < p <o usando que ¢ = 7, donde du(t) = % A[1,0)(t) dt, tal como explicamos en la introduccion.

Corolario 5.29. Sea 1 < p < oo, y consideremos el operador

€10 = [ f@do, Ve, vito,

y definido como € f(0) = f(0). Entonces € es un operador acotado en FY, y

o(%) = {1}1 U{o},

Gpoint(%) = {’11}:17
Gus(€) = {0}

Demostracion. Como vimos en la introduccién, se tiene que ¢ = ., donde du(t) = 1 A1) (1) dt.
Veamos que esta medida cumple las hip6tesis del Teorema 5.27.

= Esclaro que u € M((0,00)) y que p((0,1)) = 0 por definicién.

ood oo
/ u(t):/ lzdt:
0 t 1t

= Se tiene que
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= Si v es la medida imagen de u a través del cambio de variable, entonces resulta que

1
dv(s) = gesl[o,oo) (s)ds = X[0,00) (s)ds,

luego
o0 1
Zv(z) :/ e “dr=—-, Vz#0.
0 Z

Entonces que .£v(z) es una funcién meromorfa regularizable a través de la funcién u (z) = z, es
decir, £v € A4S, /2] 4. Ademds es claro que tiene limite polindmico finito en oo.

Asi, u cumple todas las condiciones del Teorema 5.27, y teniendo en cuenta que

<1 | 1

se tiene el resultado. OJ

Observacién 33. En [5] se demostré que si p((0,1]) = 0 entonces .7}, es compacto. Ademds, se sabe
que si T : X — X es un operador compacto en un espacio de Banach, entonces

G(T) - Gpoint(T> U {0} )

y si X es de dimensién infinita, entonces 0 € o(T') (véase, por ejemplo, [ 18], pagina 420). Entonces, sin
utilizar otro tipo de argumentos podriamos afirmar que

Opoint (H)  O(H) S Cpoint (A1) U{0},

y por tanto sélo calculando Gp(,in,(%) y viendo que .77, es inyectivo tendriamos probado el Teorema
5.27, ya que F{ es de dimensién infinita. La ventaja es que no haria falta calcular el espectro del gene-
rador infinitesimal A, sino s6lo si espectro puntual, que es mucho mds facil. El inconveniente es que la
condicién p((0,1]) = 0 es més restrictiva que 1 ((0,1)) = 0.



Bibliografia

[1] L. ABADIAS, J. OLIVA-MAZA, Spectral sets of generalized Hausdorff matrices on spaces of ho-
lomorphic functions on D. Journal of Functional Analysis 286 (2024) 110298,

[2] L. ABADIAS, P. J. MIANA, Generalized Cesaro operators, fractional finite differences and gamma
functions. J. Funct. Anal. 274 (2018), no. 5, 1424-1465,

[3] A. A. ALBANESE, J. BELTRAN, W. J. RICKER, Generalized Cesaro operators in the disc algebra
and in Hardy spaces. Advances in Operator Theory (2025) 10:5,

[4] M. J. BELTRAN, J. BONET, C. FERNANDEZ, Classical operators on weighted Banach spaces of
entire functions. Proceedings of the American Mathematical Society 141 (2013), 4293-4303,

[5] O. BLASCO, Boundedness and compactness of Hausdorff operators on Fock Spaces. Transactions
of the American Mathematical Society 377 (2024), 5165-5196,

[6] J. BONET, Hausdorff operators on weighted Banach spaces of type H”. Complex Analysis and
Operator Theory 16, 12 (2022),

[71 A. BROWN, P. R. HALMOS, A. L. SHIELDS, Cesaro operators. Acta Sci. Math. (Szeged) 26
(1965), pp. 125-137,

[8] J. DIESTEL, J. J. UHL, Vector measures. Mathematical Surveys and Monographs, 15 (American
Mathematical Society, Providence, R1 1977), ISBN 0-8218-1515-6,

[9] 1. D. DINOV, Bochner integrals and vector measures. Open Access Master’s Report, Michigan
Technological University (1993),

[10] K. ENGEL, R. NAGEL, One-Parameter semigroups for linear evolution equations. Graduate Texts
in Mathematics, 194, Springer-Verlag (2000), ISBN 978-0-387-22642-2,

[11] P. GALANOPOULOS, G. STYLOGIANNIS, Hausdorff operators on Fock spaces and a coefficient
multiplier problem. Proceedings of the American Mathematical Society 151 (2023), 3023-3035,

[12] M. HAASE, The functional calculus for sectorial operators. Operator Theory: Advances and Ap-
plications, 169, Birkhduser-Verlag (2006), ISBN 978-3-7643-7697-0,

[13] M. HAASE, Spectral mapping theorems for holomorphic functional calculi. Journal of the London
Mathematical Society (2) 71 (2005) 723-739,

[14] G. H. HARDY, Divergent series. AMS Chelsea Publishing 334 (1949), ISBN 978-1-4704-7785-1,
[15] G. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD, G.POLYA, Inequalities. Cambridge University Press (1934),

[16] O. HOLDER, Grenzwerthe von Reihen an der Konvergenzgrenze. Mathematische Annalen, 20
(1882) 535-549,

[17] A. N. KOLMOGOROV, S. V. FOMIN, Elements of the theory of functions ans functional analysis.
Graylck press, Rochester, N. Y (1954), ISBN 978-1-61427-304-2,

83



84 Capitulo 5. Bibliografia

[18] E. KREYSZIG, Introductory functional analysis with applications. John Willey and Sons (1978),
ISBN 0-471-50731-8,

[19] G. M. LEIBOWITZ, Spectra of discrete Cesaro operators. Tamkang J. Math. 3 (1972), pp. 123132,

[20] J. H. McCABE, A Continued Fraction Expansion, with a Truncation Error Estimate, for Dawson’s
Integral. Mathematics of computation 28, 127 (1974), 811-816,

[21] J. OLIVA-MAZA, Spectral mapping theorems for essential spectra and regularized functional cal-
culi. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 1-23 (2023),

[22] W. RUDIN, Real and complex analysis. 3rd Edition, McGraw-Hill, New York (1987), ISBN 0-07-
054234-1,

[23] M. SPIVAK, Supplement to Calculus W. A. Benjamin (1967), ISBN 0805390197,

[24] A.J. WEIR, Lebesgue integration and measure. Cambridge university press (2006), ISBN 0-521-
09751-7,

[25] K. ZHU, Analysis on Fock spaces. Graduate Texts in Mathematics, 263, Springer (2010), ISBN
978-1-4419-8801-0.



	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Integración vectorial
	Espacios normados y de Banach
	Los teoremas fundamentales del análisis funcional

	Integración vectorial
	Funciones medibles
	La integral de Bochner
	Propiedades de la integral de Bochner.


	Generalidades de semigrupos
	Motivación y definición
	Semigrupos uniformemente continuos
	El teorema de la transformación espectral

	Semigrupos fuertemente continuos
	Definición y caracterización
	Generadores
	Propiedades

	Propiedades espectrales
	Teoremas de la transformación espectral

	Los teoremas de Hille-Yosida

	Operadores de Hausdorff en espacios de Fock
	Espacios de Fock. Resultados básicos
	Operador de Hausdorff
	Representación de Hille-Phillips del operador de Hausdorff
	Propiedades espectrales del generador infinitesimal


	Cálculo funcional y teoremas espectrales
	Cálculo funcional abstracto
	Cálculo funcional para operadores sectoriales
	Operadores sectoriales
	Cálculo funcional natural

	Cálculo funcional de Phillips para semigrupos
	Teoremas de la transformación espectral
	Aplicación al operador de Hausdorff sobre espacios de Fock


