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1. Introducciéon

Desde hace milenios los seres humanos han convivido cuestionédndose la realidad, preguntéandose:
iqué es?, jde qué estd hecha?, jcomo se formo6? o jqué pasard en el futuro? Generacion tras
generacion el entendimiento de la realidad ha ido evolucionando. Desde los primeros mitos y
religiones hasta las corrientes filoséficas y fisicas mas modernas, existe un elemento comun:

siempre se ha intentado ubicar al hombre en un momento y lugar.

A lo largo del siglo XX la fisica teodrica se dividio en dos corrientes principales: la fisica cuantica
v la relatividad general, cada una de ellas enfocada en dar explicacién a fenémenos distintos.
Durante las tltimas décadas, los fisicos tedricos han dedicado sus esfuerzos a unificar ambas
teorfas bajo una tnica teoria del todo, una formulacién capaz de explicar y predecir tanto los
fendmenos cuénticos como gravitatorios. Para la construccién de este formalismo no solo es
necesario conocer la fisica implicada, sino también ser capaz de incluirla en un marco espacio-
temporal compatible con ambas teorfas, ya que tanto el espacio como el tiempo juegan un papel
esencial en la formulacién y entendimiento de la realidad.

El objetivo principal de este trabajo es hacer un estudio de las nociones de espacio y tiempo
a través de la fisica, desde las definiciones semi-filosoficas de Newton (1643-1727), hasta las
abstracciones matematicas mas modernas. Se busca identificar estos elementos fundacionales
de la realidad, deducir sus propiedades y estudiar sus efectos, prestando atenciéon a cémo a
medida que la formulacién de la fisica evoluciona, también lo hace la comprensién del espacio
y del tiempo. Para ello, se realiza un recorrido a través de los marcos teéricos establecidos;
mecénica clasica, relatividad especial y general, fisica cuantica y teoria cuéntica de campos.
Se introducen los conceptos de trayectorias y localidad, definiendo un formalismo mediante la
accion y construyendo un marco espacio-temporal a través de las interacciones. Se realiza un
analisis de las implicaciones que presentan las construcciones de cada marco espacio-temporal
para, posteriormente, determinar las propiedades que ha de presentar un espacio-tiempo que sea
capaz de albergar una fisica tanto cuantica como gravitatoria. Finalmente se presenta la teoria
de la relatividad doblemente especial, una propuesta moderna y un acercamiento a la teoria del
todo a través de una reformulaciéon de la relatividad especial de Einstein.

La metodologia seguida para la redacciéon de este documento se divide en dos partes. Para las
secciones comprendidas entre[2} Espacio-tiempo en mecdnica cldsica y [} Espacio-tiempo en teoria
cudntica de campos, se ha realizado una busqueda de informacién en libros de texto, mientras
que para las secciones posteriores, dedicadas a marcos més modernos de gravitaciéon cuantica y
relatividad doblemente especial, se ha recurrido principalmente a articulos cientificos, algunos
de los cuales vienen referenciados directamente dentro del texto. Al final de cada secciéon puede
encontrarse un recopilatorio de la bibliografia consultada para su redaccion.



2. Espacio-tiempo en mecanica clasica

La cuestion principal de la mecanica es el estudio del movimiento de los cuerpos; su variacion
en el espacio y en el tiempo. En su libro "Philosophie naturalis principia mathematica (1687)",
Newton identifica el tiempo y espacio absolutos como entidades distinguibles con naturaleza
propia, cuyas propiedades no sufren alteraciones por ninguna causa externa. Todos los cuerpos
se posicionan en el espacio en un orden de situacién y en el tiempo en un orden de sucesion.
Sin embargo, nuestros sentidos no son capaces de percibir estas entidades absolutas, por lo que
estudiamos en su lugar mediciones sensibles de las mismas, es decir, entidades relativas. Una
medicién del tiempo nos indica la duracion aparente del movimiento, mientras que una medicién
del espacio nos permite identificar la posicion, que no es tanto el lugar o parte del espacio en el
que se encuentra un cuerpo sino las propiedades de ese lugar. Las traslaciones a través de estos
espacios y tiempos relativos conforman los movimientos.

Para el estudio de estos movimientos en el marco de la mecanica clésica se hace uso de un
sistema de referencia. Este consiste en la eleccion de un origen espacial junto a unos ejes, en pos
de clasificar las distintas posiciones del espacio, y la eleccién de un origen temporal a partir del
cual comenzar a medir los tiempos. Utilizando terminologia moderna: se puede asociar a cada
posicién P de un espacio tridimensional un vector posicional r que especifique la distancia de
P con respecto a un origen O. El tiempo se puede definir como un parametro t que es comin
para todos los observadores. Aparte de la ambigiiedad que puede originar la eleccién del origen
de éste (t9p = 0), todos los observadores coincidiran en el tiempo en el que suceden los eventos,
es decir, en la duraciéon de los mismos. Tanto las coordenadas espaciales como temporales seréan
continuas, y por lo tanto, tomaran valores reales. Considerando, ademaés, que los tiempos medidos
son comunes para todos los observadores, se puede describir la posicién de los cuerpos utilizando
éste como variable independiente:

r(t) = 2(t)% + y(O)y + 2(t)z dr/dt = ¥ (1)

Las leyes de Newton describen el movimiento de los cuerpos a lo largo de trayectorias definidas.
Se entiende como trayectoria una funcion r(t) que, para cada tiempo t,, tiene un valor concreto
r(t,) = ro. Posteriormente, se determina cuél de entre todas las posibles trayectorias representa
el movimiento del cuerpo, a través del principio de minima accién, o principio de Hamilton. Este
principio atribuye a cada posible trayectoria un parametro S llamado accion. La trayectoria que
describe el movimiento es aquella que minimiza dicho parametro. Este se obtiene a través del
Lagrangiano (L), que es una funcion que deriva de las leyes de Newton y a partir de la cual
se puede obtener la evolucién temporal de un sistema. Si la masa del cuerpo viene dada por
m y estd sometido a un potencial V' obtenemos las siguientes expresiones para representar los

movimientos:
t m d (0L oL
S = L(r,r,t)dt L=—1*—V(r,t — =) —5=0 2
Y " V(e #(%)-5 )
(Accion) (Lagrangiano) (Ecuaciones de movimiento)

Galileo Galilei desarroll6 las llamadas transformaciones de Galileo para analizar qué ocurre con
las trayectorias al cambiar el sistema de referencia O — O’. Este cambio puede deberse tanto a

una rotacién como a una traslaciéon temporal, espacial o inercial. Mientras que las duraciones se



mantienen invariantes independientemente del sistema de referencia, las distancias pueden verse
modificadas si la traslacion es inercial. Las transformaciones propuestas por Galileo permiten
relacionar estas distancias medidas desde distintos sistemas de referencia y quedan resumidas en

la siguiente tabla:

T. temporal | T. espacial/Rotacion | T. inercial (r'= r — vt)
Tiempo origen ty # to th = to ty # to
Duracion At =nt At =)t At =nt
Posicion origen ry =1p r) # ro r, # ro
Distancia AT =ArT AY =ArT AT =Ar — VAL

Tabla 1: Cambios en las coordenadas de espacio-tiempo segun las transformaciones de Galileo.

En otras palabras y volviendo a la terminologia de Newton: los cuerpos se mueven por el espacio
y el tiempo independientemente del sistema de referencia elegido, es decir, por un tiempo y
un espacio absolutos. Sin embargo, desde distintos sistemas de referencia se pueden realizar
mediciones distintas de estos movimientos, es decir, mediciones relativas. De esta forma, aunque
sean absolutos, nuestra percepcion del espacio y el tiempo esté, en este sentido, sujeta al sistema
de referencia que elijamos.

Pese a ello, cuando dos o mas trayectorias coinciden en el mismo lugar y en el mismo instante,
se produce una interaccion de contacto. Si ésta se da en un sistema de referencia, sabremos,
gracias a las transformaciones de Galileo, que se dard en cualquier otro sistema de referencia.
Se puede definir asi, a través de las interacciones obtenidas en nuestras mediciones, un marco

espacio-temporal comtiin para todos los observadores.

Existe otro tipo de interacciones que no son de contacto, como por ejemplo la electromagnética.
Estas son las interacciones a distancia y se describen formalmente a través del concepto de
campo. En la teoria clasica de campos, la localidad de las interacciones es un pilar basico. Esto
quiere decir que el campo en un punto r a un tiempo t solo puede influir sobre una particula
que se encuentre en ese mismo punto r y tiempo t. Estas interacciones, pese a no ser necesarias
para hacer una construcciéon del marco espacio-temporal, serain mas adelante esenciales para
representar sobre éste teorias fisicas donde el marco no esté bien definido. De una manera no
rigurosa, podriamos decir que utilizaremos los campos como una herramienta para convertir
al mundo cléasico fendémenos que escapan a nuestra percepcion del mundo. Al fin y al cabo, la
interaccion del ser humano con su entorno se limita al dominio de la fisica clasica.

Referencias bibliograficas:|1][2][3][4][5]

3. Espacio-tiempo en relatividad especial

En 1887, Michelson y Morley realizaron un experimento para medir el movimiento de la Tierra
a través del espacio. En este experimento comprobaron que la velocidad de la luz se mantenia



constante en todas las direcciones, lo cual, de acuerdo a las transformaciones de Galileo, no tenia
sentido si la Tierra estaba en movimiento. Esto llevd a Albert Einstein a publicar en 1905 los

postulados de la relatividad especial.

= Las leyes de la fisica son iguales para todos los sistemas de referencia inerciales.

» La velocidad de la luz en el vacio (¢) es la misma para todos los sistemas inerciales.

Estos postulados invalidan las transformaciones de Galileo, por lo que, para seguir utilizando el
marco espacio-temporal comtn definido por las interacciones, se ha de emplear un nuevo juego
de transformaciones. Para ello, se utiliza el espacio-tiempo de Minkowski, que agrupa en un
mismo modelo matematico las cuatro coordenadas que se utilizan para medir posiciones; tres
espaciales en un eje y una temporal en el otro. Los puntos dentro de este espacio-tiempo son
eventos, los cuales corresponden a la particula en un lugar y momento dado de su historia. Una
rotaciéon hiperbodlica de este marco espacio-temporal equivaldra a un movimiento relativo entre
dos sistemas de referencia inerciales O y O’, una forma esquematica y visual de representar estas

rotaciones es la siguiente:

Figura 1: Relacion entre O y O a través de una rotacion hiperbdlica. 6]

Lorentz desarrolld, a través de la geometria de estas rotaciones, las siguientes transformaciones
que sustituyen a las de Galileo:

Yo _Xovtje po tovr/e )
V1= (v/c)? V1= (v/c)?

Estas expresiones dejan de ser validas para velocidades mayores que la de la luz. Se puede estudiar
la consecuencia de este resultado analizando la distancia espacio-temporal entre dos eventos de
una misma trayectoria. Esta distancia entre eventos toma el nombre de intervalo s* y permite
redefinir el concepto de acciéon S (que en el marco clasico se utilizaba para describir el movimiento
de los cuerpos) de acuerdo a este nuevo marco espacio-temporal. Utilizando A como pardmetro
arbitrario de la trayectoria, representando la métrica del espacio de Minkowski como 7,,, y los
cuadrivectores dentro de éste espacio como x# = (—ct,r) se obtiene la siguiente relacion entre el

intervalo y la acci(’)nﬂ

dxz# dxv
2 22 _ Sy, EEAT
s =—(ct)*+r S m/d)\ Moi 3 I m/ds (4)

! Anexo Accion relativista y consideraciéon sobre el tiempo propio.
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Esta nueva definiciéon de la acciéon permite, de nuevo, estudiar el movimiento de los cuerpos
mediante la minimizaciéon de S, lo que equivale a la minimizacion del intervalo ds. Pero, jqué
ocurre con las particulas sin masa como el fotéon? Para estas particulas no podemos minimizar
la accién ya que el término de masa anula la propia funcién. Para estudiar éstas, se utiliza el
método de los multiplicadores de Lagrange: aplicando la ligadura ptp, = m?, que es la relacion
de energia—moment(ﬂ de una particula relativista donde p* representa su cuadrimoment(ﬂ y se
han tomando unidades naturales ¢ = 1. Este cuadrimomento puede obtenerse a partir de la
ecuacion ()

oL 0 — at ah .
p'uzaijju:77167].:,u (M):mm:m\/&:mmu (5)

Se puede entonces recuperar las mismas ecuaciones de movimiento que las desarrolladas a partir
de la ecuacién para particulas con m = 0. Aplicando la ligadura a una expresion alternativa

para la accién:
S = /dT [p“i:# - [p“p# — mQH (6)

De esta forma, se obtiene una expresion general que, al ser minimizada, describe la trayectoria
de una particula en el contexto de la relatividad especial, es decir, sus ecuaciones de movimiento

p"(7) v x,(7), independientemente de si la particula tiene masa o carece de ella.

Al analizar los posibles valores del intervalo relativista (tabla se comprueba que hay una
correlacion directa entre el signo de éste y la velocidad de la particula. Cémo se comentaba an-
teriormente, las transformaciones de Lorentz dejan de ser validas para velocidades superiores
al umbral marcado por la luz. Asi se concluye que, para que el movimiento de una particula sea

posible entre dos eventos, el intervalo entre estos ha de ser definido positivo:

v<ec V=¢C vV >c

As2>0| As2=0| As2<0

Tabla 2: Relacion entre la velocidad y el intervalo.

Del mismo modo que ocurria en el marco de la fisica clésica, todos los observadores miden
el tiempo y las distancias de manera similar; es al comparar las mediciones entre sistemas de
referencia que aparecen las discrepancias. A través de las ecuaciones de Lorentz se llega a la
conclusion de que no solo las mediciones relativas de las distancias pueden variar dependiendo del
observador, sino que también las duraciones entre eventos pueden verse modificadas. Sin embargo,
al igual que en la fisica clésica, se puede construir a través de las interacciones un marco espacio-
temporal comun, relacionando los distintos sistemas de referencia inerciales entre si. Utilizando
para ello las transformaciones de Lorentz de forma anéloga a como se utilizaban las de Galileo
en el marco clasico. Ademaés, como la velocidad de la luz en el vacio es un limite independiente
del sistema de referencia, se deduce que es una propiedad intrinseca del espacio-tiempo absoluto.

Referencias bibliograficas:|[4][5][6]|7][8][9][10][11]

2E? = (pe)? + (moc?)? — siendo E la energia, p el momento de la particula y mo su masa en reposo.
3pt = (E/c,p) — Cuadrivector en el espacio de Minkowski.



4. Espacio-tiempo en relatividad general

Newton identifico que la intensidad con la que los objetos se atraen entre si a causa de la gravedad
estd determinada por una propiedad que poseen todas las particulas de materia del universo, a
la cual denominé masa gravitacional mg. A su vez, la masa inercial m; es una medida de la
resistencia de un objeto a cambiar su estado de movimiento. Determin6 entonces que ambas
masas coinciden; esta idea condujo a Einstein a deducir que todos los efectos producidos por
una aceleraciéon son equivalentes a los producidos por la gravedad, postulando asi el principio de
equivalencia: “En cualquier pequena region del espacio, los efectos producidos por la gravitacion

son los mismos que los producidos por una aceleraciéon”.

LA qué se debe que este principio de equivalencia se aplique a pequenas regiones del espacio?
A que en caso contrario si se podria hacer una distincion entre los efectos gravitatorios y una
aceleracion del sistema. Por ejemplo, pongamonos en el caso de dos particulas en caida libre bajo
un potencial gravitatorio: si las particulas estan lo suficientemente alejadas, no solo se apreciaria
un movimiento de caida libre, sino que se veria como éstas se acercan también entre si, fruto
de los efectos gravitatorios. Dicho de otra forma: “En pequenas regiones del espacio, las leyes
de la fisica se reducen aproximadamente a las de la relatividad especial, por lo que es imposible
detectar la existencia de un campo gravitatorio a partir de experimentos locales”. Esta idea llevo
a Einstein a entender la gravedad como una propiedad del fondo sobre el que se propaga la
materia. Dicho de otra forma, que la gravedad sea una propiedad del fondo quiere decir que es

intrinseca al espacio-tiempo absoluto.

En relatividad especial no se puede distinguir un sistema de referencia como “en reposo”’. Sin
embargo, podemos considerar un conjunto de ellos que estén no acelerados unos respecto a
otros, es decir, inerciales. En relatividad general ocurre algo similar, no existen cuerpos que no
sufran la aceleracion de la gravedad y, por tanto, puedan ser usados como referencia para medir
la aceleracién gravitatoria sufrida por el resto de cuerpos. Por ello, tiene més sentido definir
el término “no acelerado” como “en caida libre” refiriéndose éste a moverse libremente en la
presencia del campo gravitatorio de su alrededor. Se puede entonces definir como sistemas de
referencia localmente inerciales a aquellos que siguen el movimiento de particulas individuales,
en caida libre, en pequenas regiones del espacio-tiempo. Manteniendo asi una nocién similar a
la de los sistemas de referencia inerciales, pero descartando que sea extensible a todo el espacio-
tiempo. Esto nos impide hablar con certeza sobre la velocidad relativa de objetos lejanos, ya que
los sistemas de referencia inerciales de esos objetos pueden ser completamente diferentes a los

nuestros.

Se ha construido un modelo mateméatico que representa este espacio-tiempo que incluye la gra-
vedad como propiedad intrinseca del mismo, utilizando una geometria curva. La gravedad seria
una manifestacion de esta curvatura. No podemos probar que la gravedad sea, de hecho, una
curvatura del espacio-tiempo, pero la identificacién del espacio-tiempo como una variedad con
curvatura se fundamenta en la similitud entre la indetectabilidad de la gravedad en regiones
locales, con nuestra capacidad de encontrar sistemas de coordenadas inerciales de una varie-
dad. Localmente el espacio-tiempo parecera plano, pero a grandes escalas se manifestara dicha

curvatura. De esta forma, una reinterpretaciéon de la ultima frase del parrafo anterior seria: No



podemos saber la aceleracion que sufren los objetos lejanos porque la curvatura en esos puntos

puede ser completamente distinta a la nuestra, no estariamos midiendo con la misma vara.

La curvatura del espacio-tiempo depende claramente de la métrica g,,,, que define la geometria
de la variedad. Las formas en las que puede manifestarse esta curvatura se representan con las
conexiones, las cuales proporcionan un modo de relacionar los vectores de los espacios tangentes
de un punto con los de los puntos cercanos. El simbolo de Christoffel " incluye la conexién que
se construye a partir de la métrica y esta definido como:

1
]‘—‘,)ly = 59/\0 (8ugucr + 51/90“ - aog,uy) (7)

Y la expresion final de la curvatura viene dada por el tensor de Riemann

_ P TA L A
R, = 0.0, — 0,10, + FMFW =\ (8)
que recoge toda la informaciéon de interés sobre la curvatura de la variedad; esta seré cero si la
métrica es perfectamente plana. La posibilidad de encontrar sistemas de coordenadas inerciales
en cada punto de una variedad

uv = Nuv ap Juv = 0 (9)

conduce directamente al principio de acoplo minimo o principio de covariancia general, a través
del cual se puede coger una ley fisica valida en un sistema de coordenadas plano (inercial),
escribirla en su forma tensorial y, comprobar asi que la ley fisica resultante se mantiene valida
para un espacio-tiempo con una geometria curva. Se puede estudiar asi como se ven afectadas
las trayectorias a lo largo de un espacio-tiempo con curvatura. Para el caso de una particula libre

se obtienedd ,
d*xt (1) + TR dxP(7) dz? (1)
dr2 Pedr dr

que se corresponde con la ecuacion de una geodésica. A esta descripcion de las trayectorias me-

=0, (10)

diante geodésicas de un espacio-tiempo curvo se puede llegar también a través de la acciéon. Sim-
plemente tomando la expresioén para la accion relativista obtenida en la ecuacién @ e incluyendo
en ella la métrica g,, en lugar de 7,, (la cual estd implicita en @ al escribir p*p, = pn""'pu;
ya que serfa equivalente a multiplicar por la identidad). Obteniéndose asi

) . oL
S = /dT [pui? — N(7) [ppg"’ vy — mQH Pu= 50 (11)

expresion de la cual se puede obtener, al ser minimizada, tanto las trayectorias geodésicas de los

cuerpos como sus ecuaciones de movimiento & y puﬂ

Existen dos enfoques sobre la aplicacion de la relatividad general: el primero es el marco de
trabajo espacio-temporal y su curvatura, asi como su influencia en la materia (cémo el campo
gravitacional influye sobre la materia) y, el segundo es la dindmica de la métrica como respuesta
a la energia y el momento (como la materia determina el campo gravitacional). La ecuacion de

campo de Einstein indica cémo la métrica responde a la energia y el momento, relacionando

4 Anexo E Particula libre en relatividad general.
5 Anexo [C} Integral de camino de una accién jacobiana.
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ciertos componentes del tensor de Riemann y el escalar de Ricci RH con el tensor de energia-

momento 1T’

1
Ry — 5 Rgu = 87G T,

G = 8nGTy,, (12)

La teoria de la relatividad general es, como su nombre indica, una generalizaciéon de la teoria
de relatividad especial. Es capaz de explicar y predecir, con gran éxito, un elevado niamero de
fendémenos que eran inexplicables utilizando tnicamente la fisica no relativista. En el proceso, no
solo deduce el por qué de ciertas discrepancias a la hora de realizar mediciones del espacio-tiempo
desde sistemas de referencia diferentes, sino que atribuye propiedades y cualidades al espacio-
tiempo absoluto, enriqueciendo nuestra comprension del mismo. Sin embargo, la teoria genera,
bajo ciertas condiciones, una serie de singularidades que son una evidencia de que la teoria o
estd incompleta, o es errénea. Otro aspecto convincente es el hecho de que se fundamenta sobre
un espacio y tiempo clasicos, mientras que existen una serie de fenémenos que solo se explican
si éste se comporta cudnticamente a nivel fundamental. Para estudiar esta teoria cuantica hay
que dejar, de momento, de lado esta teoria de la gravitaciéon y ver como se comporta la materia

en regiones muy pequenias del espacio y el tiempo.

Referencias bibliograficas:|[5|(8][9][10]|11][12]

5. Espacio-tiempo en mecanica cuantica

Al realizar medidas de precisién sobre objetos microscopicos se obtienen resultados intrinseca-
mente probabilisticos. Al medir la posicion de una particula en un instante dado (¢g) se obtiene
una distribucién probabilistica de resultados en una regiéon Ar en torno a rg. La densidad de
probabilidad V(r,t) es la probabilidad de que una particula esté, en el tiempo ¢, en un elemento
de volumen d3r. A la amplitud de esta probabilidad se la conoce como funcion de onda ((r,t))
y contiene toda la informacién que es posible obtener de la particula.

U(r,t) = |o(r, 1) (13)

En la descripcion clésica, el estado de una particula en un instante ¢ estd especificado por 6
pardametros que determinan su posicion y velocidad (z, y, 2; vy, vy, v2), sin embargo, los estados
cuénticos de una particula estan especificados por un ntimero infinito de parametros: los valores de
la funcion de ondas ¢ (r, t) para cada posicion del espacio. Promediando estos infinitos pardmetros
se pueden obtener sus valores esperados, que no son més que el valor medio de los observables
medidos. De esta forma se obtienen los valores esperados de magnitudes como la posicion (r) o
el momento (p). Sin embargo, la naturaleza probabilistica de estas medidas conduce al principio
de incertidumbre de Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir con precisién arbitraria
ambas magnitudes en un instante dado. Este principio de incertidumbre surge a partir de la

no conmutaciéon de los operadores de posiciéon y momento, y relaciona las desviaciones estandar

°R= Rl = g" R = g" R},



(medidas de la incertidumbre) de ambas magnitudes o, y op en una misma inecuacion:

(r) = / e / (’Z;) Ve owoy zg (14)

Debido a esta incertidumbre, ya no se puede emplear la idea cléasica de trayectoria (sucesion en el
tiempo de las distintas posiciones ocupadas por la particula), por lo que el principio de Hamilton,
fundamentado en éstas, dejaria de ser valido. Como contrapartida, Richard Feynmann desarrollo
una formulacién de la mecénica cuantica en la que el movimiento entre dos posiciones queda
descrito como la suma de todas las posibles trayectorias ¢[r(t)] entre ellas, teniendo en cuenta
la contribucién de cada una; no todas tendrén la misma probabilidad, ya que ésta dependera de
la acciéon S. A esta suma se le denomina kernel (K (rp,r,)) v se corresponde con la amplitud de
probabilidad de ir desde r, a ry.

K(rp,tyiTasta) = > @[r(t)] : [r(t)] = /M (15)

Todas las

trayectorias
Se puede entonces estudiar el movimiento de los cuerpos relacionando la funcién de ondas y
el kernel de tal manera que la densidad de probabilidad de encontrar una particula en (r,t)

encontrandose previamente en (rg, o) sea

Y(r,t) = /K(r,t; ro, t)1(ro, to)d>rg (16)

En mecénica clasica se definian las interacciones a través de la coincidencia entre las trayecto-
rias. Sin embargo, en mecénica cuantica no solo existe una, sino infinitas trayectorias para las
particulas. A pesar de que las transformaciones de Galileo siguen siendo validas en la mecanica
cuéntica (considerando un marco no relativista), las interacciones no definen un tinico punto en
el marco espacio-temporal. ;Qué implicaciones se derivan de esta imposibilidad de definir la po-
sicibn de un cuerpo? Utilizando Gnicamente sistemas cuénticos no se puede hacer una distincion
precisa entre los distintos puntos del espacio. No se puede decir, por ejemplo, donde esta situada
una particula ni qué trayectoria traza en un intervalo de tiempo. Entonces, ;qué queremos decir

cuando hablamos de la probabilidad de una particula de estar en una posicion?

No tiene sentido hablar de un espacio-tiempo definido de una manera intrinsecamente cuantica
y por tanto, de interacciones de contacto. Sin embargo, podemos hacer interaccionar un sistema
cuantico con un campo clasico y ver como evoluciona la funcién de onda en el tiempo. El campo
empleado estara definido sobre el marco espacio-temporal clésico y, debido a la localidad de la
interaccion, se pueden utilizar las coordenadas del campo como argumentos de la funcion de onda.
Esta localidad implica que un potencial clasico cualquiera V' (r,¢) afecta solo a la funcion de onda
en las coordenadas (r,t) correspondientes. Esta relacion entre un campo clasico y un sistema
cuantico viene entonces sustentada por la localidad de la interaccion mutua, cuya expresion
formal fue desarrollada por Schrodinger:

0 —h?

th—W(r,t) =

- = |5 V24 V(e t)| U(r,t) (17)

Esta ecuaciéon se denomina ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo ya que describe la

evoluciéon temporal de un sistema cuéntico, pero hay que notar que no lo hace bajo un marco



espacial cuantico sino que lo torna clasico al evaluar la evolucién del sistema al interaccionar con

un campo clésico.

Retornando a la analogia empleada en los apartados previos, se puede inferir que el espacio-
tiempo absoluto tiene equivalencia con ese espacio-tiempo cuantico del cual no se pueden reali-
zar mediciones certeras con precisiéon arbitraria; un espacio-tiempo del que solo es posible rea-
lizar mediciones sensibles (o relativas) a través de evaluar los fenomenos emergentes frente a
un marco espacio-temporal clésico previamente definido. El desconocimiento de la estructura
espacio-temporal absoluta se debera entonces, no sélo a la imposibilidad de elegir un sistema de
referencia privilegiado sobre el resto, sino también a la incertidumbre inherente a las mediciones
realizadas sobre él.

El siguiente paso en este recorrido a través de la evolucién del entendimiento sobre el tejido
espacio-temporal serd entonces estudiar cémo se entrelazan las nociones de este marco cuantico

con las de la relatividad especial. Con ese fin se desarroll6 la teoria cuéntica de campos.

Referencias bibliograficas:|12][13][14][15][16]

6. Espacio-tiempo en teoria cuantica de campos

Hay ciertos procesos en la naturaleza donde el nimero de particulas no se conserva. Por ejem-
plo, dependiendo de la energia implicada, una colisién entre un electréon y un positron puede
generar tanto una plétora de particulas como aniquilarse en un par de fotones. Estos procesos
no estan contemplados en los marcos tedricos previos, por lo que, para explicarlos, es necesaria
una formulacién mas completa de la mecéanica. Esta nueva formulaciéon debera ser, a su vez,
capaz de explicar los fenémenos relativistas y cuanticos tratados en los marcos expuestos an-
teriormente. Hay dos vias directas para unificar ambos marcos: mediciones a nivel cuéntico de
sistemas relativistas y la aplicacion de energias relativistas a sistemas cuénticos. Sin embargo,
hay dos motivos principales por los cuales ninguno de estos procedimientos es viable. El primero
es que el principio de incertidumbre dice que, al tratar de localizar una particula en regiones

2 0 mayores, lo cual da lugar a la

inferiores a ii/mc, se requiere de energias del orden de mc
posibilidad de que se produzcan o generen nuevas particulas en esa region, dejando asi de tener
sentido el concepto de posicion precisa de una 4nica particula. El segundo motivo es que si se
intenta implementar directamente en la formulaciéon de la mecanica cuantica el hamiltoniano de
la energia relativista, se llega a situaciones en las que las particulas pueden moverse a velocidades
superiores a la velocidad de la luz, dando la posibilidad a la ruptura de la relacién causa-efecto
de las transformaciones de Lorentzm El punto clave para el desarrollo de una teoria que explique
estos fendmenos conjuntamente esté en la sustituciéon de un modelo basado en la descripciéon de
los cuerpos como sistemas puntuales por una basada en campos. Se puede expresar la posicion y
el momento de un sistema cuantico a través de la funcién de ondas, a partir de la cual se obtiene
una densidad de probabilidad. La evolucion temporal de estas funciones de onda es similar a la

7 Anexo @ Problema de la causalidad en QFT.
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de los campos. El ejemplo mas simple es el de una onda plana gbpﬁ

J' = (p,j) = i(¢"0"¢p — (0"9")¢) (18)
JO = p=i(¢*00d — (009*)9) (19)

De esta forma se pueden escribir, a partir de una funcién de onda, una densidad de probabilidad
JY y una corriente de probabilidad J*. Estos elementos permiten hacer una descripcion de la
mecanica de los sistemas. Recalquemos que los objetos a cuantizar en este nuevo modelo son los

campos, es decir, las funciones de onda de la mecanica cuantica.

Con el objetivo de formular esta nueva teoria, veamos qué le ocurre a la suma de trayectorias
de una particula relativista. En un espacio métrico de Minkowski las coordenadas espaciales r
y temporales t de la trayectoria de una particula dependeran del observador. A pesar de ello,
como el tiempo propio de la particula siempre avanzard 7 > 0, se podran parametrizar ambas
variables como variables dependientes del tiempo propio 7. Esto quiere decir que, mientras que
la mecanica cuantica se centraba tnicamente en las trayectorias que avanzaban en el tiempo
newtoniano ¢, ahora se han de considerar caminos cuyo tiempo ¢ medido podra ser positivo o
negativo, dependiendo del tramo de la trayectoria y del sistema de referencia del observadorﬂ Si
en la ecuacion para la accién relativista de un cuerpo se interpreta el parametro independiente
como el tiempo propio A = 7, y %(7) representa la curva parametrizada que conecta los eventos
x1 y x2. La amplitud de propagacion K (zo;x1) se obtendra al realizar la suma de caminos,

limitandose Gnicamente a los caminos z'(7) que avancen en su tiempo propio 7.

w2 dxH dxv
K(zo;21) = Zexp [—im/dﬂ/—nwdeT]

0,21
t,x2 T~

=> exp {—im / drv 2 — fQ] (20)
0,21 0

Si desde un sistema de referencia se considera, para la suma de caminos, una trayectoria que “viaje
atrés en el tiempo”, es decir, cuyo tiempo newtoniano tome valores negativos en algin tramo,
se podra descomponer su propagador T, herramienta equivalente a la amplitud de probabilidad
dentro del contexto de los campos, en dos campos escalares invariantes bajo Lorentz (¢(r) =
A(r) + B(r)) de tal forma que:

K (x2;21) = (0| T[¢(22)¢ (1)] |0)
= 0(t) (0] A(r2) A'(r1) |0) + 6(—t) (0] B(r1) B (r2) |0) (21)

Sean dos eventos distintos: que la particula esté en ry y que esté en ry. La nocién de causalidad
bajo las transformaciones de Lorentz indicara cuanto contribuye cada amplitud al kernel total,
de tal forma que cuando t < 0, la propagacién de una particula r; — rs estard gobernada por la

propagacion hacia adelante en el tiempo de una antiparticula, representada por los operadores
By Bf.

» Si estamos en un sistema de referencia con ¢ > 0, la amplitud G(ra;r;) sera la de una

particula propagandose de ri—rs

) — h
8¢p — eiz(Et px) _ 6i1p Ty

9 Anexo Accion relativista y consideraciéon sobre el tiempo propio.
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» Si estamos en un sistema de referencia con ¢ < 0, la amplitud G(ra;r;) sera la de una

antiparticula propagandose de ro—r

En cualquier sistema de referencia habremos creado siempre una particula (o antiparticula) antes

de destruirla, solucionando asi el problema de la causalidad.

En un sistema de referencia un protén p; se desintegra en r; en un neutrén n; y un
pion positivo (71); este pion interacciona luego en ra con otro neutrén distinto ng
para dar lugar a un protén nuevo py. Desde otro sistema de referencia inercial primero
interaccionan el pién con el neutrén en ro y posteriormente se realiza la desintegracion
en ri. Este caso seria sorprendente, ya que el observador habria visto absorberse una
particula antes de ser producida. Sin embargo, desde su punto de vista, este mismo
proceso podria entenderse de tal forma que en rs un neutrén se desintegrase en un protéon
y un pién negativo 7~ que luego avanzase hasta su absorcién en r; por un protén para
dar lugar a un neutréon. Ambos procesos son equivalentes y ambos explican el mismo
fenomeno. Aunque este piéon negativo seria considerado por el primer observador como
una antiparticula viajando hacia atras en el tiempo, para el segundo observador seria el
pion positivo el visto como una particula que retrocede en el tiempo (se destruye antes
de ser creado).

p1—ng+at — 7t 4+ ng — po

p1+mT —ny <— ng —> P2+ 7

Para cada tipo de particula cargada existe por tanto una particula con carga opuesta,

de igual masa, llamada antiparticula.

De esta forma, para integrar coherentemente los fenémenos cuanticos y relativistas simultédnea-
mente, el espacio y el tiempo dejan de considerarse magnitudes independientes y se formulan
como coordenadas de un tinico espacio-tiempo, tomando como parametro fundamental el tiempo
propio 7. Sin olvidar que el espacio-tiempo absoluto ha de ser esencialmente cuéntico, el tiempo
absoluto de Newton queda reemplazado conceptualmente por el tiempo propio 7, que desem-
pefia un papel similar como pardmetro comin e invariante en la descripcién de un sistema a
lo largo de su linea de mundo. En este contexto, las mediciones del espacio y del tiempo no
son independientes, sino que estén relacionados a través de la métrica de Minkowski. Teniendo
ésto en consideracion, del mismo modo que era imposible definir un punto espacial de manera
intrinsecamente cuéntica, no es posible definir un punto espacio-temporal en la teoria cuantica
de campos. Sin embargo, al igual que se utilizan los campos para realizar una interpretacion
clasica del espacio-tiempo cuéntico, se puede hacer uso de los propagadores T que, al utilizar
como argumentos los valores del cuadrivector r’(7), asignan a cada interaccion unas coordenadas
espacio-temporales bajo una ordenacioén clasica. Permitiendo asi estudiar la evolucién de los sis-
temas desde un punto de vista clasico y realizar mediciones sensibles de los mismos que puedan
ser representadas e interpretadas de manera coherente.

La teoria cuantica de campos no contempla la accién de la gravedad y esta, por tanto, construida

12



sobre un espacio-tiempo plano, es decir, bajo una métrica de Minkowski. Se podria pensar que
la forma natural de incluir esta accién gravitatoria es construir una teoria cuéntica de campos
en un espacio-tiempo curvo, sobre el cual se propaguen los campos de materia. A pesar de que
este formalismo con curvatura permite describir fenémenos cuénticos en presencia de gravedad
clasica, y ha sido clave para entender procesos como la radiaciéon de Hawking o el efecto Unruh,
presenta la limitacién de que la interacciéon materia—geometria no es completa, pues los campos
de materia cuantizados influyen solo a través de su valor promedio en la geometria clasica de la
métrica g,,,. Por esa razon, en lugar de detenernos en ese marco intermedio, avanzaremos hacia el
estudio de teorias de gravitaciéon cuéntica, donde la propia estructura del espacio-tiempo se trate
de manera cuantica y, tanto los cuerpos como la geometria interaccionen entre si a nivel cuantico.
Estas teorias atin inacabadas forman parte de los temas de vanguardia en la fisica teodrica actual
y, aunque en este trabajo no se pueda recoger una interpretacion final de esta teoria completa,
si es posible analizar las caracteristicas que ha de tener el tejido espacio-temporal que albergue

una teoria de gravitacién cuantica.

Referencias bibliograficas:|11][|12][14][15][17][18]

7. Espacio-tiempo en una teoria de gravitacién cuantica

Llegados a este punto se han desarrollado paralelamente dos marcos teéricos fisicos que explican
fendémenos distintos, ambos apoyados sobre un espacio-tiempo clésico. Por un lado, la teoria
cuéntica de campos junta la relatividad especial y la mecénica cuantica para describir el com-
portamiento de los cuerpos sobre este espacio-tiempo y, por otro lado, la relatividad general, que
curva el espacio-tiempo en funcién de los cuerpos que se encuentran en él. Actualmente los fisicos
son incapaces de unificar ambos marcos teéricos en uno comin de manera satisfactoria pero se
puede, sin embargo, deducir algunas de las caracteristicas que un espacio-tiempo comiin habria
de tener.

Asi como hizo Newton, preguntémonos cémo serian las mediciones sensibles que podriamos hacer
en un escenario en el cual hubiéramos de tener en cuenta tanto la relatividad general como
la teoria cuantica de campos. Por un lado, la minima distancia que pudiera ser medida entre
dos cuerpos 4l habria de ser mayor que la incertidumbre entre la posiciéon de ambos. Por el
principio de incertidumbre se sabe que la posicidén de un cuerpo no puede conocerse con una
precision oy menor que oyop, = /2. En la seccién anterior se comenté también que al tratar de
localizar una particula en regiones inferiores a //mc, se requieren de energfas del orden de mc? o
mayores, es decir, 0, < mec. Sin embargo, la relatividad general muestra que es necesario tener en
consideracion la curvatura del espacio-tiempo cuando uno se aproxima a un objeto de masa m a
una distancia del orden de su radio de Schwarzchild rs = 2Gm/c?, ya que un objeto mas pequeiio
que su radio de Schwarzchild es un agujero negro, y ninguna sefial proveniente del interior del
radio de Schwarzschild puede alcanzar el exterior. Se asume entonces que, efectivamente, el radio
de Schwarzchild de cada cuerpo ha de ser menor que la distancia que los separa rs < dl:

h
> —_ > —_
o> ALz - (22)
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Se puede asegurar que si tenemos en cuenta las propiedades antes mencionadas, la distancia
minima que se puede medir entre dos cuerpos no es menor que la llamada longitud de Planck Ip;.
A través de la relatividad especial se concluye que la velocidad méaxima a la que puede moverse
un cuerpo para no violar la relaciéon de causalidad es la de la velocidad de la luz en el vacio c.
Se puede deducir entonces de manera directa que el minimo instante de tiempo que es posible
medir es la duracion que tarda la luz en recorrer la longitud de Planck en el vacio dt > Ip;/c, el

Lpy hG
e Vi (24)

Si se quiere construir una fisica que permita describir tanto los fenémenos descritos por la rela-

tiempo de Planck:

tividad general como por la teoria cuantica de campos, se habra de tener en consideracién que
ambas se construyen sobre un espacio-tiempo que, por propia su propia naturaleza, no permite
mediciones por debajo de la escala de Planck. Pero, por otro lado, las transformaciones de Lorentz
permiten contraer las longitudes arbitrariamente al considerar observadores con velocidades
relativas suficientemente altas. Esto implicaria que, desde un sistema de referencia adecuado,
una distancia podria verse contraida por debajo de Ip;. Si todos los observadores inerciales son
equivalentes, puesto que no existe un sistema de referencia privilegiado sobre el resto, jcémo se

puede compatibilizar esta longitud minima universal con las transformaciones de Lorentz?

Referencias bibliograficas:|19]]20]

8. Relatividad Doblemente Especial

Al plantear una cohesién entre la fisica cuéntica y la relatividad general se observa la existencia
de una escala minima de medida, la longitud de Planck [p;, por debajo de la cual las mediciones
sensibles del espacio y el tiempo dejan de tener significado operacional. Esta escala minima emerge
directamente de las propiedades del espacio-tiempo, por lo tanto es propio de él e independiente
del sistema de referencia. Con el objetivo de formular una teoria concordante con este espacio-
tiempo, la relatividad doblemente especial propone deformar las transformaciones de Lorentz
de tal forma que coexistan dos invariantes universales: la velocidad de la luz ¢ y la longitud de
Planck [p;.

8.1. Transformaciones x-Lorentz

A través de la longitud de Planck [p; se puede definir una escala de energia asociada KH Esta
escala de energia es extremadamente alta (=~ 10'® GeV) comparada con lo alcanzable en ex-
perimentos (~ 10% GeV)E En consecuencia, a energias mucho menores que «, los efectos de la
relatividad doblemente especial son despreciables y la relatividad especial clasica funciona perfec-

tamente. Actualmente se investiga como podrian manifestarse estos efectos cuantico-gravitatorios

] =[1/L]
"En el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) se han llegado a alcanzar energias de 13 TeV.
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en procesos de altas energias, como la posible dispersion de la radiaciéon electromagnética en el
vacio, que podria observarse a través de los estallidos de rayos gamma asociados a explosiones cos-
micas de gran energia, o la apariciéon de anomalias en los umbrales de la producciéon de particulas,
cuyos valores predichos por la relatividad clasica no coincidirian con los datos astronémicos. Este
tipo de fendémenos son compatibles con un espacio-tiempo con longitud minima y su formulacion
obligaria a realizar cambios en la relaciéon de dispersiéon de los cuerposH teniendo en cuenta
esta escala de energia . Estos cambios en la relacion de dispersion se ven reflejados en una de-
formacion de las transformaciones de Lorentz, dando lugar a las denominadas transformaciones
k-Lorentz.

Del mismo modo que, para conservar la velocidad de la luz, se construian las transformaciones
de Lorentz reemplazando la suma de velocidades clasica por una composiciéon no trivial de éstas,

T+@— 7O, (25)

para conservar la energia x habremos de reemplazar la suma de momentos por una composiciéon
no trivial de éstos,

p+q—pdq. (26)

Una composicién de momentos se puede interpretar como una traslacién en el espacio de momen-
tos. Asi, la composicion lineal de relatividad especial corresponderia a un espacio de momentos
llano, con traslaciones conmutativas, mientras que la composicién no lineal se corresponde-
ria con un espacio de momentos curvo, con curvatura determinada por la escala x. Un espacio
de curvatura constante positiva es maximalmente simétrico y se le denomina de Sitter, puede

observarse la geometria de un espacio de este tipo en la siguiente imagen:

Figura 2: Espacio de de Sitter

252 2 4 p2
Bhttps://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_de_de_Sitter

15


https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_de_de_Sitter

Por el principio de invariancia general en el espacio de momentos —inspirado en la equivalencia y
la covariancia general de la relatividad general—, las cantidades fisicas definidas en este espacio
de fases deben ser independientes del sistema de referencia considerado. Esto proporciona una
libertad de eleccion entre las variables de energia-momento y las posibles deformaciones de los
generadores que permite estudiar distintos formalismos de relatividad doblemente especial. Un
ejemplo de ello serian los formalismos propuestos por Amelino-Camelia (DSR1) o por Magueijo
y Smolin (DSRZ)E que surgen de utilizar diferentes sistemas de coordenadas sobre el espacio de
de Sitter. El hecho de que las interacciones sean invariantes bajo las isometrias de este espacio
de momentos curvo conduce a una consecuencia asombrosa: la localidad de las interacciones en

el espacio-tiempo convencional se pierde, dando paso a lo que se conoce como localidad relativa.

8.2. Localidad Relativa

Hasta ahora se ha analizado cémo la consideracién de la longitud de Planck [p; como constante
universal conduce a la formulacién de un espacio de momentos curvo pero, jqué consecuencias
tiene esto en el desarrollo del marco espacio-temporal? Para responder a esta pregunta se estudia
coHmo afecta la composicion no lineal de momentos a la accién de una interaccion. Si ésta ocurre
en un instante 7 = 0 puede describirse como la suma del lagrangiano libre de las particulas
involucradas —las que llegan y las que se van— junto con el lagrangiano de interaccién, sobre el

cual se imponen la ley de composicién de momentos deformada

S=3° [ ar (w00 + Ny () [0 it )

+ 2 (P,SO“W (0) — Pl (0)) , (27)

donde C(p) es la funciéon que define la relacion de dispersion, N(7) es el multiplicador de La-
grange que la implementa, P,(7) representa el cuadrimomento total obtenido a través de la ley
de composicién deformada de las particulas entrantes y salientes, y 2% es el multiplicador de

Lagrange que implementa la conservaciéon de energia y momento de la interaccion.

Aplicando el principio variacional, se obtiene que las trayectorias estdn caracterizadas por un
momento constante, independiente de 7, y las coordenadas espacio-temporales de los puntos
final e inicial de las trayectorias de entrada y salida respectivamente quedan de la forma:

¢
, 8PV(°" )

(Salida) : z#(0) = z ) (28)

op},

(Entrada) : 2£'(0) = 2
En los casos donde la ley de composicién no esta deformada, como en relatividad especial, se
obtiene z/'(0) = x’; (0) = 2z*. En este resultado las trayectorias coinciden en la misma coordenada
y, por tanto, representan una interaccién local. Sin embargo, una ley de composiciéon deformada
conduce a una pérdida de localidad en la que las trayectorias no coinciden sobre la misma coorde-

nada. Asi, la interaccién serd iinicamente interpretada como local en el sistema de referencia que

Pyede encontrarse mas informacion en el articulo de la bibliografia:|21]
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asigne a interaccion un valor z# = (, cualquier otro sistema de referencia con un valor distinto de
z* no observara las trayectorias coincidir sobre una tnica coordenada x*. Los valores z* de los
distintos sistemas de referencia estan relacionados a través del cuadrimomento total P, es decir,
estaran relacionadas por traslaciones de distintos sistemas de coordenadas dentro del espacio de

momentos. De esta forma se obtiene lo que se denomina localidad relativa de las interacciones.

Una forma maés intuitiva de entender este fendémeno es pensar que, mientras que en relatividad
especial todos los observadores coinciden en situar el vértice de interaccién en el mismo punto
del espacio-tiempo, en la relatividad doblemente especial cada observador asigna a una misma
interacciéon una regiéon distinta de su espacio-tiempo propio. Esta discrepancia constituye la
localidad relativa; para cada observador solo seran locales las interacciones ubicadas en su mismo
lugar espacio-temporal. Sin embargo, es dentro del espacio de momentos curvo donde, a través de
las transformaciones k-Lorentz, se garantiza un acuerdo universal sobre la interacciéon mediante
la ley de conservacién deformada; lo que cambia entre observadores es donde sittan el vértice de
interaccién en sus respectivos espacio-tiempo. Puesto que cada observador construye a partir de

su espacio de fases una proyeccion distinta de espacio-tiempo.

Por ello, al considerar las caracteristicas que surgen de los fenémenos cuantico-gravitatorios, no
se puede a priori construir un marco espacio-temporal comtn para todos los observadores. Lo que
para un observador serd un evento puntual dentro de su espacio-tiempo, para otro dicho evento
abarcara una pequena region de su espacio-tiempo. Dichas regiones de tamano ¢ ~ 1/, ademas,
variardn de forma y extension en funcién del observador, cuanto mayor sea la distancia a la
interaccion, mayor sera la deformacion de la region, de acuerdo a las coordenadas asociadas

a dicha interaccion.

(a) Interaccion en z# = 0. (b) Interacciéon en z* # 0.

Figura 3: Localidad relativa en DSR.

Para resolver el problema aparente de la localidad relativa, se ha propuesto abandonar la idea de
utilizar coordenadas espacio-temporales candnicas para representar el movimiento de los cuerpos.

En su lugar se pueden utilizar una serie de coordenadas generalizadas
~a o 2)a ~a o 1o
iy = a8 (0V) +alysn(0®) 3y = el dn(0?) g (0V)  (29)
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para un sistema de 2 cuerpos, donde ¢(p) es una funciéon dependiente del momento que cumple
2)a Do « o
B (0) = By (0) =0 62(0) = o8 (30)

para asegurar la localidad de las interacciones. A través de este método de generalizacién se
obtienen dos elecciones posibles para las coordenadadas de una particula:

l l
% =zt h’mM 0 ¢ = gt Hmw

=0 Ol -0 Ol (31)

Utilizando estas coordenadas generalizadas en lugar de las del espacio-tiempo candénico, se obtie-
nen expresiones locales para las interacciones, por tanto, se puede construir un marco fisico del
mismo modo que se construfan marcos espacio-temporales comunes para todos los observadores.
Sin embargo, hay que aclarar que este juego de coordenadas no construye un marco espacio-
temporal candnico, sino un marco matematico sobre el cual las interacciones son locales para
todos los observadores. El hecho de que estas coordenadas generalizadas se construyan utilizando
tanto coordenadas como funciones dependientes del momento, sugieren que se ha de poder cons-
truir una descripcién geométrica del espacio-tiempo dependiente de la energia. La formulacién de
la métrica asociada a esta geometria dependera, por tanto, del sistema de coordenadas definido
sobre el espacio de momentos[™|

A diferencia de la relatividad especial, donde todos los observadores median el tiempo y las
distancias de manera similar, y era al comparar estas mediciones donde surgian las discrepancias;
desde el foco de la relatividad doblemente especial, las diferencias surgen directamente al realizar
las mediciones relativas, ya que son ahora las posiciones y los momentos de los mismos eventos
sobre los que discrepan los observadores. Ya no se discute sobre cdmo de largo o durante cudnto
tiempo, ahora las preguntas son jcudndo? y ;donde?

8.3. Problemas abiertos

A pesar de todo lo previamente establecido con respecto a la relatividad doblemente especial, la
teoria presenta una serie de problemas que han abierto debate entre los fisicos que trabajan a
diario para asentar esté nueva fisica. Algunos de estos problemas a contemplar son el problema

del balon de futbol o el problema del espectador.

El problema del balén de futbol sefiala incongruencias al realizar la suma macroscopica de mo-
mentos. Debido a la no linealidad de la composicién de momentos, cuando se intenta realizar la
suma de un numero elevado de particulas, por ejemplo, las que componen un balén de fatbol, se
obtienen predicciones de la energia de este balén extremadamente altas en comparacién con lo
que experimentamos a diario. Fisicos como G. Amelino-Camelia proponen caracterizar los siste-
mas multiparticula a través de una ley de composicién producida por el analisis de la invariancia
traslacional. Donde las escalas de energia necesarias para apreciar los efectos a nivel macroscé-
pico son mucho mayores que la escala de energia para niveles microscépicos, es decir, la escala
de energia es propocional al niimero de constituyentes del cuerpo.@ Otros como J.M. Carmona,
J.L. Cortés o M.A. Reyes, directores de este trabajo, sugieren que los efectos procedentes de la

5Mas informacion en los articulos de la bibliografia: |22|[23]
16Mas informacion en el articulo de la bibliografia: |24
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relatividad doblemente especial proceden tnicamente de las desviaciones en la localidad de las

interacciones entre particulas elementalesm

Por otro lado el problema del espectador surge al analizar una interaccién de dos particulas en
presencia de una tercera que actiie como espectador: la definiciéon del momento total puede hacer
que la particula espectadora afecte formalmente a la conservaciéon de la interacciéon a pesar de no
participar en ella, perdiéndose asi la propiedad de clusterizacién. De nuevo, para este problema
hay numerosas interpretaciones y muchos fisicos han escrito al respecto: Camelia, Carmona,
Cortes, Reyes o F. Girelli son algunos ejemplos entre otrosE

Por ultimo, no hay que olvidar que la relatividad doblemente especial es una reformulacion
de la relatividad especial de Einstein, dentro de una descripcién del espacio-tiempo coherente
con la coexistencia de fendémenos tanto cuanticos como gravitatorios. Sin embargo, no es una
teoria cuantica, ni tiene en consideraciéon la accién gravitatoria in situ. En caso de lograrse una
formulacion completa de la teoria, seria 16gico continuar la bisqueda de una gravitacién cuantica
a través del estudio de una teoria cuantica de campos doblemente especial, asi como de una
teoria de relatividad general doblemente especial.

Referencias bibliograficas: [21][22][23][24] 25 [26] 271 [28] 29 [30] [31) [32) [33]

9. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha estudiado la evolucion de las nociones de espacio y tiempo a través
de diferentes marcos teéricos de la fisica. A partir de la concepcion de Newton de estas nociones
como entidades propias en si mismas y de una naturaleza inmutable o absoluta, y entendiendo
que de estas entidades solo se pueden obtener abstracciones que permiten la comprensiéon de
la realidad, se alcanza una concepcién platoénica que sirve como base para la formulaciéon de
una fisica tedrica. Esta fisica permite el estudio del espacio-tiempo a través de lo inherente a
la realidad, esto es, mediante el estudio de invariantes bajo cambios de sistemas de referencia.
Estos invariantes los encuentra gracias a las interacciones entre los cuerpos, ya que estas han de

ocurrir en un lugar y momento concretos.

Mas adelante se ha comprobado cémo esta fisica queda obsoleta y se han descubierto nuevas
propiedades de lo que han de ser los absolutos newtonianos. Con la fisica relativista se interpreta
la velocidad de la luz en el vacio como una propiedad emergente directamente del espacio y del
tiempo y, con la inclusién de la gravitacion, se asocia al espacio una geometria curva. Con la
fisica cuantica se modifica el significado de ubicarse en un lugar concreto del espacio, otorgandole
propiedades intrinsecas de indeterminacion a los absolutos. La teorfa cuéntica de campos busca
unificar ambas fisicas y, para ello, fusiona al espacio y el tiempo en una tnica entidad: el espacio-
tiempo. Sin embargo se ve incapaz de incluir la gravitacion en la formulacion de esta descripcion

espacio-temporal.

A partir de aqui, el objetivo principal de la fisica tedrica es encontrar una teoria capaz de explicar

1"Mas informacion en el articulo de la bibliografia: [25]
!8Mas informacion en los articulos de la bibliografia: |25|[26][27]
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los fenémenos gravitatorios y cuanticos de manera unificada y satisfactoria. Se puede enfocar este
problema por dos vias distintas: ora a través de una formulacién cuantificada de la gravitacion, ora
mediante una descripcion del espacio-tiempo cuéntico que permita una representaciéon geométrica
de la gravedad. Por esta segunda via, se induce que un espacio-tiempo de estas caracteristicas
ha de incluir, asi como la velocidad de la luz en el vacio, la escala de energia de Planck como

invariante.

La relatividad doblemente especial busca construir una reformulaciéon de la relatividad especial
consonante con dicho espacio-tiempo. En el proceso se teoriza sobre distintos fenémenos que
emergen de manera natural: de especial interés es la llamada localidad relativa de las interac-
ciones, fenémeno que distorsiona la estructura espacial de las regiones alejadas del observador.
Esta distorsion provoca que, dependiendo del sistema de referencia, cada observador perciba
un espacio-tiempo distinto, perdiéndose por tanto la capacidad de formular un marco espacio-
temporal comun. Esto no impide a los fisicos trabajar con esta teoria, ya que se puede construir
una formulacién a partir del espacio de momentos que si es comiin para todos los observadores.

Todas estas teorias fisicas no son méas que intentos de explicar la realidad que experimentamos,
una forma de responder a las preguntas fundamentales. Sin embargo, todavia estamos lejos de
entender el verdadero funcionamiento de ésta. Es posible que, en la busqueda de una teoria del
todo, se descubran nuevas leyes de la naturaleza, se reformulen las existentes y, quizé, se alcance
una nueva forma de concebir la realidad. El camino hasta aqui ha sido largo y nada indica que
la meta esté cerca. Asi, este trabajo no pretende dar respuestas cerradas, sino sumarse a ese
esfuerzo colectivo y continuo por comprender mejor el tejido del espacio y del tiempo. Lo que si
pretende este trabajo es retornar el foco a las preguntas esenciales, ya que quiza sean éstas las

mas importantes.
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Anexos

A. Accién relativista y consideraciéon sobre el tiempo propio

A la hora de convertir las coordenadas del espacio métrico de Minkowski en variables dependientes
del tiempo propio surgen ciertas consideraciones a tener en cuenta, pero antes de valorar la accion

de una particula relativista, hagamos una pequena consideracién sobre el tiempo propio.

El tiempo propio de una particula 7 es estrictamente positivo. Como comprobacién, conside-
raremos el tiempo propio como la medida de tiempo entre dos eventos desde un sistema de
referencia en el que ambos ocurren en la misma posicién espacial, es decir, dos eventos de una
linea espacio-temporal de tipo tiempo. En este sistema de referencia podemos ordenar ambos
eventos en un orden de sucesion, digamos que primero sucede el evento A y a un ¢t + At posterior
sucede el evento B. Desde cualquier otro sistema de referencia inercial podremos medir el tiempo
transcurrido entre ambos eventos y, aunque este valor dependa del sistema de referencia, el orden
de los eventos se mantendra invariable independientemente del sistema en que se midan.

Esta ordenacién solo se mantiene estricta en sucesiones de eventos de tipo tiempo, pero es
justamente esto lo que interpretaremos como tiempo propio 7. Si asignamos a cada evento de
una particula un valor (71, 72, 73...) podemos ordenarlos de forma que 67 > 0.

Veamos ahora qué le ocurre a la accién de una particula no relativista al parametrizar la variable

temporal ¢ con respecto a un parametro (7) de tal forma que:

t=t(r) x(t) = z(t(r)) = x(7) (32)

La accion de una particula libre no relativista se puede expresar de la siguiente forma:

2 1 [dr 7 dt\ 1 (dr/dr)?
swa= [ gm () = [0 () m () )

Ahora veamos lo que ocurre al realizar la misma parametrizacion sobre la trayectoria de una

particula relativista libre dentro del marco espacio-temporal de Minkowski:

to
Sp=-m [ dt 1— —m/ \drtny,dr, = —m/ \/ d UW dary (34)
1

En este caso, lo que queda dentro de la iltima integral se corresponde con un intervalo del espacio
de Minkowski, es decir:

Sr = —m/ds (35)
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Entonces; la accion de una particula libre relativista acepta una parametrizacién que la relacione
con los intervalos del espacio-tiempo de Minkowski. Esto es de gran importancia, ya que sabemos
que, para que no se viole la causalidad, los intervalos han de ser estrictamente positivos. Por tanto,

si admiten una parametrizacion:

ds\? [dt\? [dr)?
ds? = dt? — dr® > 0 — <dj> _<dT> —<d:> >0 (36)

Esta tltima expresién nos permite notar un detalle importante: mientras que; en un marco
newtoniano la variable temporal es mon6tona y estrictamente creciente, lo que implica que su
derivada respecto al parametro también lo sea, en el marco relativista la variable temporal no

tiene un signo definido y, por lo tanto, su derivada tampoco.

dt dt

>0 eR

dr NR dr R
Nada nos impide dar una interpretacién fisica a este parametro. Podemos, entonces, definir 7
como el tiempo medido por un reloj que se mueve junto a la particula, es decir, su tiempo
propio. Esto nos conduce a la siguiente reflexiéon: si esta descripciéon nos permite tratar las
coordenadas espaciales y temporales de la trayectoria de una particula, respecto a
cualquier observador inercial, como variables dependientes del tiempo propio de la
particula. Al realizar la suma sobre las trayectorias que avanzan en la variable independiente
7, debemos considerar trayectorias cuya variaciéon temporal con respecto a 7 sea tanto positiva
como negativa. En este contexto, trataremos la variable ¢(7) del mismo modo que tratamos las
variables espaciales r(7), es decir, como componentes de un cuadrivector en el espacio-tiempo de
Minkowski.

B. Particula libre en relatividad general

La segunda ley de Newton dice que:
d?at(T)
dr?

Pero ésta no es una ecuacion tensorial (en coordenadas generalizadas) ya que si, por ejemplo, se

=0 (37)

utilizase un sistema de coordenadas polares se estaria describiendo el movimiento de un cuerpo

en circulos. Usando entonces la regla de la cadena:

dQ.’E”(T) B alq:”(T)8 dxH(T)
dr2  dr Y dr

(38)

Se puede generalizar esta ecuacién a un espacio-tiempo curvo escribiéndola en su forma tensorial

convirtiendo la derivada parcial en una derivada covariante:

dxP(7) dx® ()

da:“(T)a dxt(T) R da:“(T)v dzt () d?at(T)
dr dr

v v = T~
dr dr dr dr dr? t o

(39)
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De esta forma se obtiene que la trayectoria de una particula libre en un espacio-tiempo curvo
se puede describir a partir de la ecuaciéon de una geodésica, la cual se ha obtenido desarrollando
una version relativista-general de la segunda ley de Newton:
d?at(T) L dxP(7) dx?(T)

dr? Pedr dr

=0 (40)

C. Integral de camino de una accién jacobiana

Desde el contexto no relativista; la forma clasica de la accion A[z®(t)] se corresponde con una
integral en el tiempo del lagrangiano L = T'(z%,4%) — V(z%). Minimizandola de forma que
0A = 0 obtenemos las ecuaciones de movimiento a través de las trayectorias z%(t) que satisfacen
las condiciones de contorno dx® = 0. Este procedimiento no solo determina el camino seguido
por las particulas en el espacio, sino también las coordenadas de estas como funciéon del tiempo
t.

Supongamos que estamos tnicamente interesados en la ecuacién de camino que siguen las par-
ticulas en el espacio. Podemos entonces utilizar un principio de accién diferente —la accion de

Jacobi-Maupertuis— cuya condicién extremal conduce directamente a la trayectoria.

Si consideramos un lagrangiano cuyo término de energia cinética T es una funcién cuadrética

homogénea de la velocidad:

1 dl 1
T=3 = Y i 41
m () = mtgusis? (a)

Donde df? = gnz5 (z#)x*2” es el elemento de linea espacial y A es el tiempo, siendo #® = dz®/dA.
Como los lagrangianos no tienen una dependencia explicita con el tiempo podemos considerar
t1 = 0, to = t. Utilizando la relacion entre el lagrangiano y el hamiltoniano L = p,2®* — H,

podemos escribir el funcional de la accién como:

s= [y () e

—Aﬁm ] (43)

Esta accion nos conduce a considerar un nuevo funcional para la accion:

x2 oL
S;= / Padx® = / dA ( ) e 44
= N e (44)

Se puede comprobar que aplicado el principio variacional a todas las trayectorias que conectan
los puntos z{ y x§ cuando §5S; = 0 obtenemos, como resultado, las trayectorias en el espacio,
éstas tendran energia E pero no contendran informacioén acerca de la coordenada temporal.
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Podemos reescribir esta expresion Sy utilizando el hecho de que el lagrangiano L es una funcion

cuadréatica de las velocidades:

% i —or —m (% 2:2[E—V(ﬂco‘)] (45)
(8m ) <dA>

Sustituyendo entonces en la ecuacion (44)) obtenemos:

Sy = /:2 m <ji>2 dl = /:2 dt\/2m(E — V (z®)) (46)

1 1
El resultado de Sy para un cierto valor de E,

Si consideramos el espacio métrico Gog = 2m(E —V')gqg, €l resultado de S; para un cierto valor
de E es la longitud de un camino calculado con esta métrica G,p3. Los caminos (en el espacio)
seguidos por las particulas seran las geodésicas de un espacio con esta métrica. Aplicando este
método a la ecuacion se obtienen las trayectorias geodésicas en el espacio-tiempo dentro de

una métrica gh”.

D. Problema de la causalidad en QFT

En mecéanica relativista la variacién en la ordenacién temporal de dos sucesos relacionados no
genera problemas, ya que se asume que ninguna particula viaja mas rapido que la luz. Si al aplicar
las transformaciones de Lorentz a una sucesién de eventos vemos que, para que se produzcan,
alguno de los cuerpos implicados ha de viajar por encima de esa velocidad, se consecuencia que
los sucesos no pueden estar relacionados. Sin embargo, en mecanica cuéntica, el principio de
incertidumbre nos dice que al especificar que una particula esta en rq con (@ = ¢, no podemos
definir su velocidad con precision. La probabilidad de que una particula alcance ro desde ry es

no nula siempre que se cumpla:

2
0 0 h
(1 —r2) = (" =) S 5 (47)
m
Mientras ésto se cumpla, nada nos impide que una particula viaje méas rapido que la luz, y por
ende, creando paradojas en cuanto a la causalidad de eventos relacionados entre si.

i, Por qué no podemos cuantificar particulas relativistas de la misma forma que cuantificamos
particulas no relativistas? Quizé el mejor acercamiento sea ver que le ocurre al representar la
evolucién de una particula con energias relativistas. Comprobaremos que lleva a estados de
energia negativa y otras incongruencias. Consideremos la amplitud de una particula libre que se

propaga derg ar

U(t) = (r| e |ro) (48)
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En mecéanica cuantica no relativista tenemos que E = p? /2m:

U(t) = (r] e /P20 py) (49)
3 .
= [ o 72 ) (ol (50)

I
oo \

(2m)3

_ (M N2 im(r—ro)?/2t 9
(2m't ¢ (52)

N———

(53)

Esta expresion no se anula independientemente de los valores de r y ¢, indicando que la particula
puede propagarse entre dos puntos cualesquiera en un tiempo arbitrariamente pequenio. En una
teoria relativista esta conclusion significaria una violaciéon de la causalidad, por ello seria de
esperar que la correccion se obtuviese al utilizar la expresion relativista E = /p? + m?2:

U(t) = (r] e tVP* M ) (54)
1 . ) 3 .
_ d3p e~ tVP+m ip(r—rop)
(27r)3/ pe e (55)
1 0 .
- / dp psin(plr — rol)e VP (56)
27|r — ro| Jo

Esta integral se puede evaluar explicitamente en términos de funciones de Bessel. Pero nos
podemos contentar con estudiar su comportamiento asintético para r? > t? (afuera del cono
de luz) utilizando el método de la fase estacionaria. La fase pr — t4/p? + m? tiene un punto
estacionario en p = ima/ V2 — 2. Introduciendo este valor para p, obtenemos que:

U(t) ~ eVt (57)

La amplitud de propagacién es pequeiia, pero no es cero fuera del cono de luz, y la causalidad

sigue violandose.
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