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Abstract:

En este trabajo buscamos una forma de implementar una formulaciéon unificada entre la mecénica
clésica y la mecénica cudntica para asi poder entender el limite entre ambas dindmicas, dejando abierta
la puerta a plantear modelos con una parte hibrida de ambas mecanicas y una parte puramente
cuantica. Todo ello con el objetivo de poder simular a&tomos y moléculas de una forma mas simplificada.
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1. Introduccion

Uno de los problemas que surgieron desde el nacimiento de la mecdnica cudntica (MQ) es el limite a
partir del cual es necesario prescindir de la mecénica cldsica (M C) y comenzar a estudiar desde un punto
de vista cudntico. Uno podria pensar que la solucién es modelizarlo todo desde dicha vista y prescindir
completamente de las representaciones anteriores. Sin embargo los efectos cudnticos solo son patentes en
escalas muy pequenas que en muchas ocasiones no son detectables experimentalmente, y por tanto carece
de sentido representarlos. Otro problema que surge a la idea de usar unicamente teorias cudnticas es la
complejidad operacional que esta modelizacién encierra. Por ejemplo, un sistema clasico en 1D se puede
modelizar con 2 grados de libertad, y para componer sistemas usamos el producto cartesiano de espacios,
lo que genera que para N particulas lo modelicemos como 2N grados de libertad. Sin embargo, para M
particulas cudnticas con spin 1/2 la composicién se lleva a cabo a partir del producto tensorial, haciendo
que los grados de libertad escalen como 2M. Visualizando ambas dependencias se observa claramente
la diferencia en complejidad. El problema incluso es mas acusado si tenemos en cuenta problemas en
espacios de Hilbert de dimension infinita.
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Figura 1. N? frente a 2™

Todo lo visto anteriormente motiva el uso de aproximaciones como la de Born — Oppenhaimer para
modelizar sistemas complejos como son atomos con Z alto, donde el nicleo se considera clasico y la nube
de electrones se acopla de forma cudntica. Cuando esta aproximacién no es suficiente se pueden buscar
modelos mas complicados en los que los grados de libertad clasicos y cuanticos evolucionan acoplados.
En este trabajo buscamos analizar el limite a partir del cual podemos prescindir de la mecanica cuantica
sin perder las propiedades observables experimentalmente. Para ello vamos a estudiar los formalismos de
Koopman y ODM, que permite definir en el espacio de Hilbert una familia de modelos mediados por un
parametro continuo que indica su naturaleza. A partir de ello vamos a realizar experimentos nimericos
con el objetivo de entender cémo converge y como la no-conmutatividad del algebra de observables puede
emplearse para modelizar la transicién entre ambas dinamicas. Como posibilidad a futuro comentaremos
el implementar sistemas hibridos en los cuales acoplar mecanica clasica y cuédntica.



2. Marco teorico

Partiendo de primeros principios, la M@ se define sobre un espacio de Hilbert, pudiendo variar de dimen-
sién finita a infinita. Sobre ello se construye un algebra con sus relaciones de conmutacion bien definidas
y una teoria de probabilidad basada en funciones, observables y una serie de axiomas. Para definir la
evolucién de un sistema en M@ partimos de la ecuacion de Schrodinger en funcién del Hamiltoniano:

d .
ih [) = H|9) (1)

Mientras que para el caso clasico podemos usar la ecuacién de Liouville como modelo dindmico de la
curva de evolucién del sistema. Tomando un espacio de fases (g, p), la evolucién de la funcién densidad
p(x, p;t) sometido a un potencial U(x) es:

0 [pa 8U8} _0 @)
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Puesto que queremos unificar ambas representaciones, carece de sentido hacerlo para un sistema cldsico
aislado, ya que éste presenta un caracter determinista que en la formulacién de la mecénica cuantica seria
imposible. Por tanto basaremos todo el trabajo en mecanica estadistica, que permite esa representacién
probabilistica que necesitamos para que ambos formalismos converjan. Encima de eso nos centraremos
en el formalismo de Koopman para expresar la parte clasica, ya que hay que construirla sobre un espacio
de Hilbert. En el caso de la parte cudntica también serd necesario introducir la funcién de Wigner para
poder estudiar el espacio de fases correctamente.

2.1. Formalismo de Koopman

Como acabamos de citar, necesitamos del formalismo de Koopman para poder escribir la mecanica clasica
sobre un espacio de Hilbert y poder definir operadores. El desarrollo estd basado en la referencia [1], que a
su vez se basa en el trabajo original de Koopman en [2]. Comenzamos tomando un sistema Hamiltoniano
clésico definido sobre una variedad simpléctica (P,2), es decir, que contiene una dos-forma 2 cerrada
y no degenerada (para un resumen de la mecdnica geométrica ver 6,5). El espacio cldsico P cuenta con
una forma canénica de volumen dyu que consiste en el producto exterior de n copias de €2, donde 2n es la
dimensién de P.

dp:=QAN . AQ (3)

Podemos entones tomar un espacio de Hilbert £2(P,du) de funciones de cuadrado integrable en P:
e ={r:p el [aulr? <ol (4
Con un producto hermitico interno:
(flo) = [ dut's o)

Para cualquier par f, g que pertenezcan a £2. La proposicién de Koopman era que cualquier transforma-
cién canonica sobre P, véase una aplicacién que deje el paréntesis de Poisson invariante,

Y:P =P (6)
da lugar a un operador unitario en £2(P,dpu).

U(f) =4 f=Fot f €L (P,dp) (7)



U tiene la caracteristica de ser lineal y biyectivo, lo que permite que cualquier g € £2(P,du) se pueda
representar como g = U(f) para algin f € L2(P,du), tal que f = g o1 ~!. Esta propiedad nos permite,
a partir de funciones, definir operadores sobre el espacio de Hilbert. Ademdas U es una isometria debido
a la invarianza de du bajo v:

IIU(f)||2=/Pdu(x)|f(w(x)|2=/Pdu|f(x)\2= 1112 (8)

Con todo esto definido, tomemos ahora un H € C*°(P) que llamaremos hamiltoniano y F; que corres-
ponde con el flujo hamiltoniano sobre P.

(x(t), p(t)) = Fi(zo, po) t € [a,b] 9)

Con ello, F} define una transformacién candnica en Py, si el flujo es completo, es decir, esta bien definido
en todo t € R entonces:

U(t)(f) = fo Fi (10)
Define un grupo unitario de transformaciones £2(P,du) tal que:

U(t) =e " (11)

Donde L := iXp es el operador de Koopman y Xy se corresponde con el campo vectorial Hamiltoniano,
que por el teorema de Stone (ver (6.2)) es autoadjunto y unitario. En representacién x y p tendriamos:

(O0H 0 0H 0
L=~ Get 3 ~ %) -

Con ello bajo el formalismo de Koopman podemos escribir la mecanica cldsica en una forma que se ase-
meja a la ecuacion de Schrodinger:

i =L (13)

2.2. Funcién de Wigner

Merece la pena tratar las funcién de Wigner en algo de profundidad, ya que seran una herramienta clave
para entender los experimentos numéricos y el caso unificado.

Baséndonos en el trabajo [3], que se basa en el original de Wigner [4], podemos introducir dicha funcién
como una representacién alternativa, surgida en 1932 de manos de Wigner, a las funciones de onda en
mecanica cuantica. Esta funcién permite, con un solo objeto matemaético, encapsular la evoluciéon de un
sistema sobre el espacio de fases y, en muchos casos, relacionar con la mecanica clasica. Sin embargo
la funcién de Wigner, que busca representar la probabilidad de dicho sistema, presenta el problema de
ser una cuasi-probabilidad, ya que cuenta con regiones de probabilidad negativa por lo que no tiene una
interpretacién directa fisica. Para enunciarla debemos partir primero del espacio de fases en = y p. En
MA@, definiremos entonces dos probabilidades para el espacio de fase relacionadas por la transformada
de Fourier y usando que p = hk.

Pa) = W@l PO =l6®F o) = o= [ dev(ye (14)



Uno querria tener un objeto matematico que encapsulase a la vez la probabilidad de medir z y medir p
para poder obtener valores esperados de operadores fl(a?, p) en el espacio de fases.

<A>= //dxdpP(x,p)A(x,p) (15)

Eso es lo que intenta reproducir la funcién de Wigner, sin embargo por el principio de incertidumbre de
Heissenberg es imposible tener una funcién de probabilidad estricta para ello, de ahi que se defina como
una cuasi-probabilidad con zonas negativas.

Para poder construir la funcién de Wigner va a ser necesario usar un nuevo formalismo para la mecanica
cudntica basada en el espacio de fase, lo que nos crea la necesidad de tener un mapa que relacione los
operadores del espacio de Hilbert en la visién de Schrédinger con dicho espacio. Para ello podemos usar
la transformacién de Weyl. Nos definimos:

A(z,p) = / dy (& + y/2) A3, p) [ — y/2) e—Pv/ (16)

Esta transformacién toma un operador en un espacio de Hilbert y lo representa como una funcién de x
y p. Ademds cuenta con una propiedad de gran importancia para el desarrollo.

Tr(AB) = //dmdpA (z,p)B(z,p) (17)

Cabe demostrar esta propiedad, para ello tomamos la transformada de Weyl de cada uno de ellos y es-

//dwdpfl(x,p)B(x,p):
1p(y+y )

- / / / / dedpdydy (z + y/2| A2 ) |z — y/2) & + 9/ /21 B, ) |e — v /2) e 22 (18)

cribimos:

Usando el siguiente resultado para poder integrar sobre 3/':
/ dye™/" = 21 hd (y); / / dxdpA(z,p)B(z,p) = (19)
— [ [ ] [ dodvavy’ (o4 v/21 466 o~ u2) o+ 21 BB 2 = o' 2) 500+ )
=2t [ [ dedy o+ y/20 Ao ) o~ u/2) (@~ 32 B@B) o+ u/2) (20)
Haciendo un cambio de variable u = z — y/2 y v = x + y/2, la expresién se simplifica a:

//da:dprp) (2.p) —27rh//dudv o Az, ) [u) (u| B, p) [v) =
= 2rhTr(AB) (21)

Con eso queda probada la relacién (17).

Continuando con la funciéon de Wigner, tomamos la matriz densidad del sistema a estudiar, definida sobre
un sistema puro como:

p =) (Yl (@] pla’) = ¢(z)y (2) (22)



Una propiedad de la matriz densidad, si los [¢)) estdn normalizados, es que su traza es 1.

Trip] =Y (n|pln) =D (@ln) (n|y) = (Yl) =1 (23)

n n

Usando esta propiedad podemos obtener el valor esperado de A como:

<A>=Tr[pAl =3 (nle) W Aln) = Y~ (W] Aln) (nfy) = (0] Aly) (24)

n n

Con esto usando, la ecuacién (17) podemos escribir:

< A>=Tr[pA] = //dxdppxp ,D) (25)

De esta expresion es directo deducir la funcién de Wigner:

W) = oo = 5= [ dyplo+y/2)0" (@ — y/2)e 7" (26)

27h

Y repitiendo la ecuacién (15) tenemos la cuasi-probabilidad para obtener valores esperados.
<A>= / / dadpW (z, p) A(z, p) (27)

En general, la transformada de Weyl no es facil de realizar, sin embargo, en el caso en el que el operador
a medir no tenga términos cruzados en x y p, los calculos se simplifican mucho. Supongamos un operador

A que solo depende de z:

Az) = / dy (x +y/2| Alx —y/2) e ¥/ = / dy (x| A|z) e Y/ "5(y) = A(x) (28)

En el caso de p, la transformada de Weyl se puede definir en términos del momento y por tanto el cdlculo
es andlogo. Como se vera en la seccién (2.4.3), en la ecuacién (91), quedard claro que la funcién obtenida
es proporcional a la funcién de Wigner y por tanto se comportard igual a la misma. Dos propiedades que
se obtienen de forma casi directa de la funcion de Wigner son que estd normalizada sobre el espacio de
fase y que siempre toma valores reales:

Tripll=1= //dmde(x,p)l = //dxde(Lp) (29)

W*(2,p) = / / dyePI B (o 4 y )2 (x — y/2)y — —y =>
—> W (z,p) / / dye= /Py (2 — /2 + y/2) = W (. p) (30)

Solo nos queda ver de dénde viene que sea una cuasi-probabilidad. Supongamos que tomamos dos matri-
ces densidad p, y pp tales que provienen de dos estados distintos ortogonales entre si.

Trljos] = [ [ dodpWae. ) Wie.p) = | (alin) [ =0 (31)
Esto nos permite deducir la siguiente relacion:

/ / dadpW, (, p)Wy(, p) = 0 (32)



Que solo se puede cumplir si una de ellas es 0 para todo el espacio, lo cual no se cumple ya que anulariamos
todas la funciones de Wigner; o que haya regiones del espacio que tengan valores negativos, impidiendo
que sea una probabilidad bien definida. Esta caracteristica de valores negativos es consecuencia directa
del principio de incertidumbre. También se puede demostrar que el médulo de la funciéon de Wigner esté
acotado. Vamos a prescindir de demostrarlo y simplemente enunciar que |W(z,p)| < %h

2.3. Preparacién de los modelos

Una vez unificado bajo el mismo espacio ambas representaciones, necesitamos una forma de escribir ambas
evoluciones, que son esencialmente distintas, bajo una misma ecuacién. Nos basaremos en la visién de
Operacional Dynamic Modeling (ODM ), que serd la base de todo lo que resta del marco tedrico (para
verlo en mas detalle ir a [5]). Necesitamos por tanto dos condiciones independientes para poder definir la
cinematica en ambos casos a la vez: una forma de definir correctamente los valores esperados junto con
su evolucién y un algebra de observables generalizada que encapsule tanto los cuanticos como clasicos.

Para la construccién nos basaremos en el teorema de Ehrenfest (ver 6.1), desde el cual, experimentalmente,
se pueden deducir cosas como el dlgebra de operadores y sus reglas de conmutacion, cosa que nos permite
plantear los modelos acordes a su algebra.

Antes de definir evolucion es necesario construir los valores esperados citados anteriormente. Partimos
de 2N copias de un sistema, independientemente sean cuanticas o clésicas, y suponemos que para cada
instante de tiempos {tz ¢ medimos con absoluta precisién el momento {p,,(tx)} y posicion {z,(tx)} de
los sistemas (usamos sistemas unidimensionales en pos de facilitar los desarrollos, y dos copias idénticas
de cada uno para no alterar los resultados al medir). Con ello podemos reconstruir la evolucién temporal
de ambas magnitudes z,(t) v p,(t) interpolando las 2K N medidas.

El siguiente paso serd definir los respectivos momentos [ de las distribuciones [Z(t)]' = & Ziv:l[:cn(t)]l y

[P
de las medias Z(t) = [Z(t)]* y p(t) = [p(t)]* usando una expansién en coeficientes.

)=+ Zﬁ;l[ . (t)]! pudiendo, a partir de ellos, realizar una aproximacién a las derivadas temporales

L3 = Y@l + b)) + Y el O] )" (33)
l k,1£0

Lp0) = S +elp®)]) + Y fuls@)] b)) (34)
l k,l1#£0

Centrandonos en el caso no disipativo, estas relaciones se reducen a las ya conocidas:

m () = p(t) Splt) = ~U'(w;1) (3)

Donde —U’(z;t) = >, di[z(t)]’

2.4. Descripcion de la dinamica

Recuperando lo citado en la introduccién, vamos a modelizar todo en funcién de la formulacién de la
mecénica cudntica (desde la visién de Schédinger). Esta se escribe sobre varios postulados. Los que nos
interesan dicen: I) Los estados del sistema se representa por vectores |¥) sobre un espacio de Hilbert
complejo y los observables son operadores autoadjuntos sobre dicho espacio. La composicién de varios
sistemas se compone del producto tensorial de los subsistemas que lo componen. IT) El valor esperado de
un observable A en un tiempo t es A(t) = (U(t)| A |¥(t)). III) La probabilidad de medir el valor a en un
tiempo ¢ al medir el observable A es | (A|¥(¢)) |2, dado que A|A) = a|A).



Aunque estos axiomas se usen para definir la M@, nada obliga a que sean unicamente vélidos en ese
entorno por lo que vamos a reescribir las ecuaciones (35) en funcién de estos postulados:

m— (W) Z[¥(t)) = (W) p[¥(1) (36)

d

2 (YOI [¥(@) = (¥@) - U'(2) [¥(1)) (37)

2.4.1. Estudio de la parte clasica

Entonces, usando el formalismo de Koopman vamos a aplicar ODM [5] ya que es el método que per-
mitird unificar ambas dindmicas. Tomemos que 4 y p son operadores autoadjuntos sobre £2(P,du) que
representan la posicién y el momento respectivamente. Es directo de la experimentacién comprobar que
clasicamente la relacion de conmutacion entre ambos es:

[,p] =0 (38)

Este hecho encapsula dos resultados claves de la MC, podemos medir simultdneamente el momento y
la posiciéon con un precisién arbitraria y el orden de medida de observables es irrelevante. Tomando las
ecuaciones ((36) y (37)) y aplicando la regla de la cadena tenemos:

(@U(t)/dt| & [W(t)) + (V(t)| & [dW(t)/dt) = (¥ (t)[ p/m [¥(t)) (39)

(dU(t)/dt|p |V (@) + (W) p|dP(t)/dt) = (U(t)] — U'(2) [¥(t)) (40)

Que a partir del teorema de Stone (ver 6.2) permite sustituir la siguiente relacién en ambas ecuaciones:
. d -

i [9(t) = L¥(t) (41)

Puesto que el resultado no puede depender del estado que se escoja podemos eliminar los valores esperados
y obtener las siguientes relaciones para el operador L:

i[L,&] = p/m i[L,p] = ~U'(2) (42)

La condicién de que momento y posiciéon conmute impone una limitaciéon en L, L no puede depender
unicamente de Z y p ya que en ese caso ambos conmutadores se anulan y deja de existir dindmica. Es
necesario extender nuestro conjunto de operadores con dos nuevos fuera del subespacio clasico que per-
mitan imponer nuevas relaciones de conmutacién que insuflen dindmica, A, y A, que cumplen:

[*%7 5‘30] = [ﬁ7 5‘P] =1 (43)

Cualquier otro conjunto de parejas de estos operadores se anula. Haciendo uso del célculo de Weyl (ver
6.3) podemos convertir las ecuaciones de conmutadores en ecuaciones diferenciales:

0
mai/\wL(%P, Azy Ap) =P (44)
0 o
—8)\pL(ac,p7 Az Ap) = =U'(z) (45)

Resolviendo obtenemos el valor del generador L como:

L =phe/m —U' (&)}, + f(#,D) (46)



En esta ecuacién, f(Z,p) es una funcién arbitraria de valor real que no cambia en nada la dindmica
del sistema. Hasta este punto hemos conseguido encapsular la evolucién de la dindmica de un conjun-
to de sistemas cldsicos en una funcién de un espacio de Hilbert, sin embargo no hemos recuperado la
ecuacion de Liouville, para ello hay que ver la ecuacién del movimiento para la funcién densidad. La
funcién densidad nos devuelve la probabilidad de que en un instante de ¢, el sistema se encuentre en el
valor xp v pr. Volviendo a los postulados expuestos al inicio de esta seccion, esa probabilidad viene de
evaluar | (px|¥(t)) |2, puesto que hasta ahora estdbamos trabajando con operadores, es necesario escoger
una representacion, en este caso tomaremos la representacion x — p donde & = x, p = p, Ao = —i0y,
A\ = —id, y U'(x) = 8,U(x) siendo U = U(x) el potencial al que se somete el sistema. Ambas A las
podemos entender como los "momentos” de cada uno de las magnitudes de nuestro modelo y cumplen
las relaciones de conmutacién que habiamos propuesto. Reescribimos la ecuacién (41):

0 0
— +i—— — iU ()~ — U(t)) =0 47
i i@ = )] ) (47)
Con ello, usando la definicién anterior de funcién densidad en el espacio de fases z — p, p(z,p;t) =
| (xp|¥(t))|? la ecuacion anterior nos devuelve el resultado que buscdbamos, la ecuacién de Liouville para

el caso clésico: 5 5 5
p
—plz,pit) = |——7= + U’(w)ap} p(z,p;t) (48)

ot m Ox
En la ecuacién anterior, f ha sido fijado a 0 por eleccién ya que la caracteristica de que f(z, p) conmute con
todos los demas observables clasicos imposibilita su deteccién experimental, por tanto se vuelve irrelevante
para la dindmica del sistema (para un cdlculo més detallado, ver el célculo de F en el apartado 2.4.3)

2.4.2. Estudio de la parte cuantica

Una de las caracteristicas que diferencian a la M@ de la M C es la relacién de conmutacién entre Z y p:
[&,p] = ih (49)

Igual que en el caso clasico esta relacion tenia dos importantes consecuencias, en el cudntico tenemos el
principio de incertidumbre de Heissenberg, que dicta que no podemos medir momento y posicién a la vez
con absoluta certeza; y que importa el orden en el que se miden los observables. Repitiendo el uso del
teorema de Stone (ver 6.2), escribimos el generador de dindmica de la parte cudntica que denotaremos
H y lo introducimos en la ecuaciones (39) y (40).

L, d -
ih= [¥(8)) = H[¥(t)) (50)
im[H, &] = hp i[H,p| = —hU' (&) (51)

A diferencia del caso clésico donde la conmutacién de & y p nos dejaba sin dindmica, obligando a anadir
dos operadores; en este caso no es necesario anadirlos, permitiendo que H=H (z, ;z;) y podiendo usar el
célculo de Weyl para obtener las ecuaciones diferenciales mo,H = p y 0, H = 9,U; que nos devuelven el
generador de dindmica H , que coincide con el Hamiltoniano del sistemas:

N P2
H=—+U(z 52
T+ U) (52)
Este resultado da un punto importante a comentar, puesto que la ecuacién de Schrodinger la hemos
obtenido a partir de la relacién de conmutacién y el teorema de Ehrenfest, el teorema de Ehrenfest es
mds fundamental en la M@ que la ecuacién de Schrodinger. (Para la funcién densidad para un sistema

cudntico ver el apartado 2.2 sobre las funciones de Wigner)



2.4.3. Estudio del caso unificado

Como hemos visto en los dos casos anteriores, la tnica diferencia en el célculo cldsico y cuédntico es la
relacién de conmutacién entre & y p. Para poder unificar ambas tenemos que trabajar sobre los diferentes
planos que se crean al elegir 2 operadores de los 4 que hemos definido en la parte clasica y sus reglas de
conmutacién. Tomando Z, p, Ay, )\ tal como se han definido en (38) y (43), vamos a definir 4 operadores
clésico-cudnticos 4, Pq, 0, y 9 con nuevas relaciones de conmutacion:

[quﬁq]:ihﬁ [xqv ] [plb } (53)

El valor de & estd definido en el intervalo [0, 1], permitiendo que se mantenga la consistencia de la parte
cudntica para cualquier valor K # 0 y que recuperemos la dindmica cldsica de manera suave cuando
k — 0. Esta definicién, continua en &, va a ser la que nos permite estudiar como se acerca el sistema a la
transicion. Puesto que i aparece en las derivadas temporales y en el operador p en la parte cuantica, la
condicién A — 0 es mas estricta que k, motivando el uso de la misma. Siguiendo el desarrollo de las dos
secciones anteriores, vamos a aplicar ODM a nuestro caso:

s (W0 2 [9(0) = (9(0)] 5, |2(0) (54)
S5, [9(0) = (W) - U'(2,) [2(0) (59)

Volvemos a aplicar la regla de la cadena y sustituimos el teorema de Stone en las dos ecuaciones anteriores
para obtener un nuevo generador H y sus ecuaciones en conmutadores:

in s [W(0) = 71 (1) (56)
im[H, &q) = g i[H, fa) = ~U'(7g) (57)

Usando el célculo de Weyl podemos obtener dos ecuaciones en derivadas parciales para H:
Km0y, H + %aeﬁ = Py KOy, H — %agﬁ = U'(z,) (58)

La soluciéon mas general posible para H queda:

— +U(Zq) | + F(pg — hikby, &4 + hxb)p) (59)

En esta solucién, F' es una funcién diferenciable de 2 variables arbitrarias. Merece la pena demostrar
que F' no es observable experimentalmente a partir de un observable O(iq, Pq), ¥y Por tanto queda a libre
eleccién. El teorema de Ehrenfest para O nos asegura:

i (W(0)] O W(1)) = (w(H)] [0, 7] [w(1) (60)

dt
Para que F' tuviese relevancia en el teorema de Ehrenfest, serfa necesario que el conmutador [F, O] fuese
distinto de 0, entonces solo queda estudiarlo.

[F7 O] X [ﬁqyﬁq - hﬂoac]; [iqaﬁq - h“@c]? [ﬁqa iq + hKap]? [fitp Tq+ h"@ap] (61)

Es inmediato con las definiciones de los conmutadores de la expresién (53) ver que todos los de la
expresién anterior se anulan, forzando que [F, O] = 0, por lo que su contribucién es nula y no medible
experimentalmente, quedando como un grado de libertad en el sistema a fijar como queramos (de aquf
extraemos que en el caso cldsico podamos fijar f a 0).



A partir de este punto necesitamos ver como fijar F' para asegurar que el Hamiltoniano del caso cuanti-
co converja correctamente al Liouvilliano cuando x — 0. Puesto que el dlgebra clasica y cudntica son
isomorfas en esta representacion, los operadores clasico-cuanticos se pueden expresar como diversas combi-
naciones lineales de los clasicos. Es necesario entonces estudiar cudles, fijado F', convergen correctamente.
Para ello hace falta tomar el caso mas general posible en el que dos pardmetros, a y [, sirven de constantes
de proporcionalidad:

lim &y = @ (62)
lim j, = ap (63)
lim H = BhL (64)

Un primer analisis puede sugerir intentar fijar F' a 0 como en el caso clasico, quedando H = ﬁq =
1/m[ﬁ3/2m + U(&,)], sin embargo podemos probar que en este caso la condicién @ = 8 = 1 no se
puede alcanzar, por ende el sistema no converge correctamente. Para ello nos hace falta enunciar un
primer lema: asumiendo que U’(z4) # 0, si existen Z, y p, tales que sean combinacién lineal de los
operadores clédsicos tnicamente y cumplen las condiciones (62), (63) y (64), entonces su conmutador es
[Z¢,Dq] = iB(a + 1/a)lik + o(k); siendo o(k) el resto definido al hacer tender & a 0.

Para demostrar este lema partimos de expresar 2, y py como la combinacién lineal (en favor de aligerar

la notacién durante la demostracién, asumiremos que todos son operadores y prescindiremos del acento Z):

T = %‘Zq +%—i)‘1 +gqu +g§q/\ (65)
Py = %7;" +%—7;q gqu +§§u (66)
De las ecuaciones ((62)-(64)) tenemos:
i = i, G = o =l | B0 Sl T ]~ i | e+ S ]
e = N G5 => o) = i [ B 22 ) D] = g [ 20 200 4 LR

Con ello solo queda despejar las siguientes relaciones:

Opg _ Bh oz,
o = T+ olr) o = o) (69)
Oxq Opq
— _B8h I G 70
i =~ of) oL = olr) (70)
Derivando en las expresiones (62) y (63) respecto a = y a p obtenemos el resto de relaciones que nece-
sitiAbamos:
Oz ox dp dp
e’ Ry | — — =1 - =1 _ 1
e + o(k) op o(k) o a+ o(k) D o(k) (71)

Para finalizar la demostracién sustituimos todos los resultados en (65) y (66) y calculamos el conmutador
usando las relaciones conocidas de los operadores clasicos:

h
zy = x — BhrA, + o(k) Py = ap + %)w + o(k) (72)

] = Bhaslp ]+ 2l ]+ o) = i (a3 ) ot ol (73)
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Con el lema probado es inmediato ver por qué con F' fijado a 0 no podemos obtener a la vez las ecuaciones
((62)-(64)) con @ = B = 1y el conmutador de [Z4,P,] = thk. Si usamos el lema anterior para las
condiciones impuestas a a y 8, el conmutador que obtenemos es [£4, p4] = 2ihik, por lo que no recuperamos
el limite clésico y con F' = 0 el generador es inconsistente.

Este problema de inconsistencia lleva a pensar que F' debe de tener una forma funcional explicita, para
lo cual es necesario demostrar otro resultado més que lleva a la forma de F.

Resultado 1: Asumiendo que F = F(z,p) = Q(p) + G(z) y U’ # 0, si existen los operadores &, pq, 0
y 9}, tales que son combinaciones lineales de Z, p, Ao y 5\1, y cumplen:

=i Jiasp iAo Jid =, iy el i
La forma de F' es: )
__pr 1
Flp,a) = 5L~ 20()+0(1) (5 0) (75)

La prueba de este resultado transcurre igual que la prueba del lema anterior (también prescindimos del
acento en los operadores para aligerar notacién).

) 9 o .0
Pt = o M hanL =l anH (76)
P p 9pq | U'(zg) Oxg y opg . 00, , Ozg 90
Fom = i, [nm e Wi RN it U ywl R CE N oy wiak o ywl | IR

—hU'(z) = lim

!
Ho[p %+U(xQ)%+F{(p,w) (8pq— naem>+Fé(p,w) (axq_ 89?)] (78)

km oA, | KO\ ax,  on, ax,  on,

En ambas ecuaciones definiremos que F} es la funcién F derivada respecto a su primer argumento y Fj
respecto al segundo argumento. Bajo la condicién de F' separable y los limites propuestos para todas las
variables, las ecuaciones anteriores se simplifican a las dos siguientes condiciones para G y @ que a su
vez satisfacen F":

Q) =-L+00) @) =-U)+00) (79)

Si ahora tomamos que dx,Z, = o(k) y 0,0y = 0o(k), que no es una condicién muy estricta, podemos
definir una forma funcional para F' que permite que H cumpla todo lo que queriamos para que el isomor-
fismo entre el dlgebra cudntico y clasico sea completo:

k1 h 1 h
Hoe = —pho+ U (x - ;Ap) -—U <x + ;Ap> (80)

Ademas, con este desarrollo concluimos que la combinacién lineal que satisfacen los operadores clasico-

cuanticos es:

(81)

>
Q

Il

>

|

>
i
=B
)

I
3>

I

>
8

>
8

Il

b
8
‘t}%>

I

P
bS]

Queda comprobar para qué potenciales es valida la funcién, ya que hasta ahora la tnica condicién que
habiamos impuesto es que no fuera nulo, para ello vamos a estudiar dos casos. El primero serd que para
todo k € [1,0], Hqe = hL. Tomando la representacién en x — A, nuestros operadores se convierten en:

. . .0 Q .0 :
=z p=—i— Az = —io- Ap = Ap (82)
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Con esta representacion expandiendo el potencial U en serie llegamos a:

Ulx —a) = Uz +a) = —2aU'(z); a = hr)p/2 (83)

El siguiente paso es obtener el espectro del potencial y para ello realizamos una transformada de Fourier
sobre la variable x obteniendo:

[aw — sin(aw)|U(w) = 0; U(w) = /dgc\/%e_i“”J (84)

La tnica solucién posible para y = sin(y) es 0, lo que implica que las soluciones no triviales de la ecua-
cién anterior pasan por el origen, lo que implica, obtenido de [6], que la forma més general del potencial es:

Uw)=> cnd™(w) (85)
n=0

Donde 6 son las derivadas n-esimas de la delta de Dirac. Estos no son un resultado trivial y usaremos
directamente el valor obtenido de la referencia [7].

(—1)m 2o ) smm(w) si m<n

(n—m)!
W™ (w) = (—=1)"n!d(w) si m=n (86)

0 st m>n

Siguiendo de este resultado uno puede demostrar que los tres primeros términos de la expansion en serie
quedan libres mientras que los demds quedan con una relaciéon en funcién de «, y como tiene que ser
vélida para cualquier o concluimos que:

U(w) = cod(w) + 18" (w) + c26" (w) (87)

Con ello es la transformada de Fourier de un potencial cuadratico, lo que nos lleva a considerar que
?:[qc = hL V k se cumple inicamente para potenciales de este tipo. Este caso lo estudiaremos en la siguiente
seccién aunque es menos interesante que el siguiente, ya que con esto la funcién clasica evoluciona igual
que la funcién cudntica, es decir no hay diferencia en el comportamiento en el sistema que nos permita

estudiar el limite.

El segundo caso a estudio es el limite asintético al mismo, es decir vamos a considerar que solo queremos
que Hqge = AL si &k — 0. En ese caso tomamos la expansién en serie de U(x — a/2) — U(z + a/2)

Ur—a/2) - Uz +a/2) =Y 60;() K;;)n - (;;)n] —-% m (;)2 a2+ (88)

n S

Donde en este caso a = fikA,. Lo tinico que necesitamos comprobar es si cuando k — 0, 1/kU (x — ar/2) —
1/kU(x + a/2) = —hU’(x)\,. El resultado es casi directo si tenemos en cuenta que cualquier término en
la expresion (88) en el que a sea mayor a orden 1, se anula al aplicar kK — 0. Con ello

2s+1
1 1 86275(?) 1\ 2 28+l )

Con este resultado comprobamos que, a partir del limite asintético, no tenemos ninguna limitacién en
la forma del potencial. Este caso citabamos que era mas interesante por un motivo, permite anadir
correcciones unicamente cuanticas y que se aprecien con mayor o menor intensidad en el sistema en
funcién de qué plano en k tomemos.

12



Para terminar esta seccién, recuperando la ecuacién (56), podemos obtener una expresién para el caso
unificado que cumple la distribucién de cuasi-probabilidad de Weigner (ver 2.2). Para ello retomamos
la representacién z — A, y haciendo lo mismo que en el caso cldsico, escribimos una ecuacién para
pr o< | (A, |¥(2)) |* bajo dos nuevas variables, u = & — ht),/2 y v =  + Ak, /2:

{ 0 (hk)? < 02 0?

ih/—@a o 3 8u2> —U(u) + U(v)} P =0 (90)

Ante este resultado py define una cuasi-funcién densidad para un sistema tanto cudntico como clésico
después de sustituir 7~ — hx. Con esto, solo queda realizar la transformada de Fourier de A, a p para
2

obtener la funcién de onda | (xp|¥(t)) | que serd proporcional a la cuasi-probabilidad de Wigner.

h )
| (zp| () |* = 4/ % /d)\ppk(m — kA /2, + hk),/2;t)ePAr (91)

Como resumen del objetivo del trabajo, una vez visto el marco teérico, con este formalismo unificado y el
uso de la construccion de Koopman; vamos a poder caracterizar una familia continua de modelos que va
a capturar la transicién entre la modelizacién clésica (con un dlgebra de observables conmutativa), y la
cudntica (con un algebra de observables no conmutativa), con una familia de modelos dindmicos también
continua. Este era uno de los objetivos tedricos del trabajo, el poder construir un marco para el limite
clasico en un formalismo unificado y con una familia de dindmicas continua. En el siguiente capitulo

vamos a analizar ejemplos concretos para hacer un primer andlisis de las conclusiones.
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3. Experimentos numéricos

En esta secciéon nos centramos en analizar la evoluciéon de nuestros sistemas frente al tiempo con el
objetivo de comprobar si el formalismo es valido y como varia al acercarnos al limite clasico. Para ello
disenamos en python tres experimentos que analizan el caso puramente clasico y el caso unificado.

3.1. Caso clasico

En esta primera parte del caso clasico, partiendo de lo visto en la seccion 2, estudiaremos la evoluciéon que
genera el Liouvilliano en la ecuacién (41) para un potencial arménico en una dimensién, con el objetivo
de entender el caso clasico sobre un espacio de Hilbert y para tener los valores esperados. Pensando en
la solucién del oscilador armoénico sobre un espacio de Hilbert puramente cuantico, es logico tratar de

realizar lo mismo en el Liouvilliano.

Comenzamos adimensionalizando el operador L para poder aplicarlo a la ecuaciéon. Un anélisis de dimen-
siones devuelve lo siguiente.

A A - 1
_ [mWQX)\p} :mil—l_m,t—zl.i:z (92)

t
m-t m -1

Esto nos permite definir el operador £, necesario para poder definir los operadores escalera como solucién
del oscilador. R

s L P < R - o 4 . .

L=—=——)\ —m-wi\, =PA, — XA,; [L] = adimensional (93)

14 P
w m-w

En favor de aligerar la notacién, durante lo que queda de seccién los operadores se escribirdn en mayuscu-
las, eliminando el circunflejo. De la ecuacién anterior se extrae también que los operadores P, X, A\, y
Ap también quedan adimensionalizados. Para ello es necesario introducir una longitud caracteristica del

sistema que denotaremos como .

_pr
m-w-ly
X

X =—
lo

P:

Ap=Xp - m-w-ly
A =X o (94)
Puesto que estamos trabajando con R?*, tanto x como p funcionan como coordenadas independientes,

convirtiendo el problema en dos osciladores arménicos acoplados por el Liouvilliano, cada uno con su

propio conjunto de operadores escalera.

1
ap = 72(7D+Z.Ap)
1
af = —(P —iA,)
2
1 .
a; = —(X +1A,)
2
1
af = 75 (X —ily) (95)



Operando con el conjunto de operadores escalera podemos reescribir el Liouvilliano sobre un espacio de
Fock como un producto de operadores de ambos espacios; cabe resaltar que hasta ahora, el producto de
operadores de z y p es un producto tensorial implicito entre ambos espacios, siendo el primero el de p y
el segundo el de z (PA; =P ® Ay).

Ez—i-(aL@ai—ap(@al) (96)

Es directo comprobar que £ es hermitico, por lo que define una evolucién unitaria bajo la ecuacién (41).

A partir de este punto se plantea un problema sobre los operadores del sistema, ya que son de dimensién
infinita, y aunque el operador a si que cuenta con autoestados, no existen autoestados para el operador
a’. Esto impide obtener una solucién exacta en dimensién infinita y nos obliga a acotar el sistema a una
N finita, imponiendo que la accién del operador a' sobre el estado N es 0. Esto nos permite escribir las
matrices de ambos operadores para cualquiera de los dos espacios.

0 0 . 0
N —1 0 0 0
0 N—-2 0 0 0
a= 0 0 .0 0 0 (97)
0 0 V1 0
0 VvN=1 0 0
0 0 N —2 0 0
0 0 0 N-3 0 0
ot = 0 (98)
V1
0 0 0 0 0 0

Con estas dos matrices construimos los productos a£ ®a; y a, ® al, y por tanto tenemos el operador £
(lo que es también tener el L) en forma matricial, lo que nos permite calcular su accién sobre la base del
producto tensorial de los espacios de Fock de x y p.

Aunque antes se ha comentado que el limitar a dimensién finita es un problema, por las caracteristicas
del Liouvilliano L es hermitico para potenciales del tipo z", por lo que la evolucién unitaria conserva
la norma de cualquier vector que esté dentro de la dimensién N que hemos fijado, es decir que estén
acotados a cierta energia. Esto significa que la evolucién es unitaria y se restringe la dimensién finita que
hemos fijado, lo que falsea la dindmica real al contacto con el borde.

La expresién exacta para potenciales de 23 y 2* quedarfa:

7 ,
L3 = §(ap ®al —a,®a, +a) @al —af ©a,)+ (af — ap) @ [(az + al)?] (99)

i

22
1 .

Ly=-(ap,®al —ap®a; +a @al, —al ®a,) +

5 (a, —ap) ® [(az + al)?] (100)

2V2
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Comprobamos, a modo de ejemplo, que L3 es hermitico:

—i 1
ch= - (-0, ® al +a,®a, —al ®@al, +al ®a,) - m(—ag +a,) @ [(az +al)?]=Ls  (101)

Con ello es claro ver que el término PA, es hermitico por si mismo, y que el término X™A, también
lo es para cualquier n. La justificacién es que tanto P, X, A, y A, son definidos hermiticos, por lo que

cualquier producto de ellos lo es también, por lo que todos definiran una evolucién unitaria.

Planteamos un cddigo que permite estudiar a la vez osciladores con potenciales de orden 2, 3 y 4 (ver
6.10 para el cdédigo). Obteniendo asi que para un estado inicial |p,z) = |0,2) sobre N = 10, con w = 1,

bajo un potencial de orden 2, tenemos:

10
08

=
=]

06

=
=

04

=
.

Valor del estado
Valor del estado

02 02

00 - 00
o 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Estado del sistema Estado del sistema
Figura 2. ¢t = 0.0 Figura 3.t = 0.2
10 06
08 04
8 06 g 02
& g
3z 04 z
= h=]
5 5 -0.2
g 02 g
—0.4
00 ]
—0.6
-0.2
0 2 40 & 8 100 0 0 P & & 100
Estado del sistema Estado del sistema
Figura 4.t = 0.5 Figura 5.t = 0.9

Figura 6. Simulacion clasica orden 2

Para este caso, tras la simulacién, observamos que el sistema solo puebla los niveles esperados, es decir,
solo llega al nivel |20) en la base |[p ® z) que corresponde con el |2,0) en la base |p, x). Esto es logico
puesto que el sistema oscila entre tener solo energia potencial o tener solo cinética, pero mantiene la
energia como conjunto. Este hecho verifica que para orden 2 es correcta la aproximacion de dimensién
finita en los operadores. Merece ahora la pena revisar uno de los otros dos casos para comprobar porque
la aproximacién de dimensién finita deja de ser valida para cualquier otro potencial. Para ello tomamos
el de orden 4 U(x) = 2% +2*, ya que esperariamos que sucediera algo similar al orden 2, con un p maximo
y un & méaximo. Por tanto, bajo las mismas condiciones de antes tenemos:

16



10 4 0.6

0.8 4 0.4 4
0.6 4

0.2 1

0.4
00 4

Valor del estado
Valer del estado

0.2+
—0.2 1

oo4 -

T T
40 B0 80 100

T
0 20 0 & 80 100 0 n
Estado del sistema Estado del sistema
Figura 7.t = 0.0 Figura 8. t = 0.2
041 03 4
034
0.2 1
o 021 2
g g o1
01 i
w Lt
» 2 0o
4 00 ]
5 5 14
E -01 A g 0.1
0.2 1 —0.2 4
034 -0.3
-0.4 T T T T T T —0.4 4 T T T T T T
o 20 40 B0 a0 100 o 20 40 =] a0 100
Estado del sistema Estado del sistema
Figura 9. ¢t = 0.5 Figura 10. £ = 0.9

Figura 11. Simulacion clasica orden 4

A la vista de estos nuevos resultados es claro ver que al evolucionar, se propaga paulatinamente a niveles
cada vez maés altos. A primera vista es un resultado que carece de sentido hasta que consideramos que los
estados usados para representar estos sistemas son unicamente autoestados para el orden 2, por lo cual
nada nos asegura que en otros érdenes también lo sean. Dicho esto, al no ser autoestados, el sistema no
se restringe a esos subespacios, lo que nos impide que la aproximacién finita sea vélida en este rango ya
que nada impide que pueble niveles superiores, y al acotar N estamos cambiando la trayectoria aunque
sea unitario. Aun asi, los resultados anteriores reproducen correctamente la evolucién del sistema hasta
t = 0,2, que es cuando se puebla el tultimo nivel de nuestra aproximacién. Por tanto podemos obtener
valores esperados hasta ese instante y asi poder comparar como evolucionan los distintos observables.

En el experimento que realizaremos, dado que queremos estudiar la transicién entre un algebra clésica
conmutativa y una cudntica no conmutativa, vamos a considerar valores esperados que caractericen esa
transicién. Asi, considerares operadores que serén X, P, [X,P|, Az y Ap; usamos el hecho de que
conocemos las formas matriciales de los operadores escalera por lo que podemos calcular (¥ (¢)| A |¥(t))
como el producto de matrices sobre el espacio de Fock. Se discutiran esos valores al final de la seccién de
experimentos. Cabe destacar que como fijamos C' del potencial de orden 4 més pequena, las simulaciones
tardan mas en llegar al borde por lo que la simulacién es fiable en intervalos méas amplios.
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Como complemento al analisis del caso clasico que estamos modelizando sobre un espacio de Hilbert em-
pleando el formalismo de Koopman, merece también la pena simular la evolucién de la funcién densidad
p(x, p; t) acorde a la ecuacién (48) para asf tener una comparativa con el caso unificado del comportamien-
to de un paquete Gaussiano. Para ello vamos a realizar una simulacién usando el método de Runge-Kutta
a orden 4. Este método sirve para calcular numéricamente la evoluciéon de una ecuacién diferencial y hace
uso de 4 pendientes medias pesadas en distintos puntos del intervalo temporal que se defina. Para apli-
carlo partimos de la ecuacion diferencial a resolver y una condicién inicial:

dy _

i f(y,t) y(to) = vo (102)

Ahora tomamos un paso temporal At > 0 y aplicamos la evolucién al instante ty + At con la siguiente
forma:

At
y(to + At) = %Yo + F(kl + 2]€2 + 2k3 + k4) (103)

Repitiendo este proceso un ntimero n arbitrario de veces obtenemos cémo evoluciona nuestro sistema.
Las distintas k son las pendientes citadas anteriormente y se calculan de la siguiente forma:

k= f(t,y) (104)
k2=f<y+A2tk1,t+A2t) (105)
k3f<y+A2tk2,t+A2t) (106)
ko = f (y + At - ks, t + At) (107)

Con el método explicado, lo siguiente es aplicarlo a nuestra ecuacion, por lo cual empezamos con el caso
de orden 2, f = [—p/md, + mw?xd,|p(x, p;t), que no depende explicitamente del tiempo, por lo que eso
simplifica el célculo, pero si que cuenta con derivadas espaciales. Para solucionar esta situacion decidi-
mos realizar la simulacién sobre un mallado discreto de N - N, de tal forma que p(z,p) pasa a ser p; j,
siendo estas las coordenadas de la matriz IV - N que representa los valores de p sobre el mallado. Con ello
podemos definir las derivadas sobre el mallado como los incrementos en cada una de las dos direcciones.

dpij _ Pit1j = Pij dpij _ Pij+1 = Piy (108)
dzx Ax dx Ap

El dltimo paso de la simulacién es asegurar cuanto tiempo es fiable la misma, es decir, cuando los valores
obtenidos se desvian de los reales. Para ello vamos a usar la siguiente propiedad, la evolucién del sistema
ha de ser unitaria, y por tanto la norma de p deberia permanecer constante. Con esto en mente, cuando
la norma de la simulacién varfe un 1 % respecto al valor original, terminaremos las iteraciones, en caso de

las condiciones elegidas ese tiempo ronda unos 0,14 segundos en unidades de la simulacién. (cédigo 6.11)
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A partir del cédigo obtenemos una serie de mapas de calor que representan como evoluciona el sistema
con la condicién inicial de una gaussiana cuya integral vale 1 para que p sea consistente.
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En la simulacién anterior, la gaussiana esta centrada en 100-100 sobre el mallado (z = 10 y p = 10) y

Figura 16. Simulaciéon clasica orden 2 de la funcién densidad

su sigma vale 15 en unidades del mallado, en cuanto a las constantes del sistema, se han fijado todas a 1
por comodidad de simulacién. El interespaciado en los puntos de la red es de 0,1; con un paso temporal
de 0,001.

Puesto que la solucién exacta cldsica para una gaussiana es bien conocida (para un célculo detallado y las
gréficas ver (6.7)), podemos comprobar que evoluciona siguiendo la trayectoria descrita por la ecuacién
tedrica, asegurando que la simulacién es fiable para comparar con la unificada y que el haberla discretizado
no supone una pérdida de informacién notable en este intervalo de tiempo.

Con ello continuamos con el potencial de orden 4, el cual, como se ha discutido en el marco tedrico, es uno
de los que nos permitird estudiar claramente el limite ya que la evolucion cldsica y cudntica se separaran.
Por tanto vamos a repetir todos los pasos anteriores para la simulacién, pero en este caso cambiamos f
asignando que ahora se le afiade un potencial C/4 - z*

—p d

0
= —— 2 3 —_— M 1
f 0. + (mwz + Cx )3p plx,p;t) (109)
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Las condiciones de la simulacién son las mismas que el caso anterior con C fijado a 1 para la nueva f
y un paso temporal 0,0001. Elegimos un caso de C' alto a diferencia de en el resto de simulaciones para
poder analizar claramente sus efectos.
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Figura 20. t = 0.03
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Figura 22. Simulacién clasica orden 4 de la funcién densidad

Figura 21. t = 0.04

Queda a la vista de la simulacién que el paquete de ondas se deforma para este potencial. Igual que con
la otra forma de estudiar el caso clésico, podriamos obtener los valores esperados de X, P, [X, P], Ax y
Ap como [ dzdpO(z,p)W (z,p) donde O es el observable.
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3.2. Caso unificado

Igual que con la primera parte cldsica, podemos tomar la ecuacién (80) y escribir el generador de dindmica
H,. adimensionalizado igual que lo hicimos anteriormente (seguimos prescindiendo del acento circunflejo
en pos de aligerar notacién).

h 2
Hyo = pha — 2hy — C | 282, + & Z> % (110)

En la ecuacién anterior consideramos que los operadores ya estan adimensionalizados, C' se corresponde
con la constante del potencial cuértico que fijaremos a 0,1. Con ello es directo realizar el paso al espacio
de Fock usando los mismos operadores que se habian introducido en la seccién anterior ecuacién ((95)).
Con ello solo nos queda aplicar el valor esperado de X, P, A;, A, y con ello obtener X, y P, que permite
estudiar cémo cambia el conmutador al variar el valor de x (para ver el cddigo ir a 6,12).

Cabe resaltar que se intento tambien el otro formalismo visto en la parte clasica aunque no se obtuvieron
resultados utiles, para ver esa forma ir al anexo 6,9

3.3. Comparacion entre el caso unificado y los casos cuanticos y clasicos

Conseguido tener los valores esperados del caso clasico y del caso unificado solo nos queda exponer las
graficas de cada uno y comprobar si los resultados obtenidos casan con lo esperado. Como se ha citado
al final de la parte anterior, prescindimos de comparar en el espacio de fases y solo lo haremos sobre
Hilbert. Para ello cabe destacar que se han fijado las constantes del sistema a 1, menos C' que se ha fijado
a 0,1 quedando el potencial U(x) = 0,522 + 0,25Cz*. Merece la pena parar a explicar la eleccién de la
condicion inicial. A diferencia del espacio de fases, donde la intuicién de lo que sucede es bastante clara,
en el espacio de Fock es complicado entender que condicién inicial reproduce la gaussiana que habiamos
propuesto. Es donde entran los estados coherentes, definidos como
Z’I’L

) = e*‘z'”?zﬁ In) (111)

Nos quedamos con solo los primero N. La caracteristica de estos estados es que el valor esperado de X
y de P se comporta como una aproximaciéon a una gaussiana clasica permitiéndonos implementar una
condicién inicial sobre la cual si que podemos intuir qué sucede. Para ello el centro de la gaussiana queda
definido con x = 7,55 y el momento p = 7,55. Simulando con un paso temporal de 0,00125 para un
tiempo total de 0,05 obtenemos las siguientes gréficas (para la explicacién de por qué este tiempo ir a
anexo 6.8).

~ ~
S ®
G =3

~
N
=)

Posicion
Momento

7.65 4

Tiempo Tiempo

Figura 23. X Figura 24. P

Figura 25. Simulacién clésica
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Figura 34. Simulaciéon ODM
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Figura 40. Comparacién del conmutador y la incertidumbre del sistema

A la vista de los resultado obtenidos hay que comentar varias cosas, la primera es que el caso Kk = 0
reproduce exactamente igual el caso cldsico que era lo que queriamos por lo cual el caso limite cumple
correctamente nuestras estimaciones. Cabe comentar también que en todas las simulaciones solo son
fiables hasta ¢t = 0,01 aproximadamente, que es el momento en el que el paquete de ondas se ve reflejado
con el borde del dominio , atin asi el criterio esta explicado en el anexo 6.8. Podemos ver entonces que
fijado i = 1, el conmutador de mod([Xy, P;]) deberfa ser igual a k y el principio de incertidumbre ser
|Az,Apy| > k/2. Para el tiempo inicial se cumple correctamente, empezando a desviarse del valor real
por los ya citados efectos de borde. Fijandonos en el cldsico, la incertidumbre es sobre |AzAp|, que viene
de la propia gaussiana, no del principio de incertidumbre ya que son las variables cldsicas, y aumenta, a
parte de por efectos de borde, por el propio potencial cuartico que deforma el paquete.
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Por dltimo vemos que todos los modelos cumplen que la trayectoria clasica es la misma, cambiando
solo la trayectoria cuantica, anadiendo una parte imaginaria muy pequena. Esto también casa con la
teoria propuesta y verifica que el formalismo es conveniente para tratar el limite y que todo converge

suavemente.

4. Conclusiones y lineas de trabajo futuras

Patente queda a lo largo del trabajo que modelizar sistemas clasicos sobre espacios de Hilbert es posible
y que a partir de eso podemos generalizar un formalismo que reproduce a la vez sistemas de dos natura-
lezas muy diferentes como son la M C' y la M @Q. Hemos visto que al hacerlo, y emplear el formalismo de
Koopman para modelizar la mecanica estadistica clasica sobre espacios de Hilbert, podemos considerar
el problema del limite clasico de una forma simple. Hemos visto cémo podemos definir una familia con-
tinua de modelos dindmicos cudnticos indexadas por un pardmetro s € [0, 1], cuyo limite en k = 0 es el
sistema clasico que, cuantizado, da el sistema cuantico del extremo x = 1. Este hecho abre las puertas
a un objetivo que se ha discutido al principio del trabajo, modelizar sistemas complejos como &tomos o
moléculas bajo este formalismo. La idea seria tomar dos estados sobre el espacio de Fock del producto
tensorial de ambos y anadir un término de interaccién. A partir de esto, seria estudiar qué sucede cuando
uno de los dos sistemas presenta k = 0 y el otro k # 0. Sobretodo seria bueno estudiar si ambos sistemas
sienten la interaccién, ya que un problema que presentan la mayoria de aproximaciones hibridas, es que
no se consigue que ambos sistemas sientan la interaccién. Se deja como linea futura de trabajo ya que no

se ha contado con el tiempo suficiente para realizarlo.

Otro de los puntos a futuro es estudiar nuevas formas de la funcién F' de la seccién 2.4.3 que nos permitia
interpolar las dindmicas de forma continua e implementar mejor las correctiones cudnticas, manteniendo
el resto de sus propiedades. Todo esto con el afdn de que en su forma actual solo admite correcciones
en el momento A,, no en z. Aun asi son correcciones prometedoras ya que al estudiar el caso de Wigner
(anexo 6.4), vemos que las correcciones se realizan sobre las derivadas tercera del momento.

Siguiendo con lineas de trabajo a futuro, seria conveniente tratar los experimentos sobre el formalismo
unificado con precisiones mayores, véase aumentar la complejidad del mallado o el orden de las simulacio-
nes de Runge-Kutta en el caso del segundo experimento. De hecho, para conseguir que la simulacién sobre
el espacio de fases funcione seria conveniente barajar opciones como elementos finitos. Para la primera
simulacién seria conveniente buscar formas de aumentar el tamano de N, sin embargo es problemético ya

que la implementacion del estado coherente lleva implicito un factorial que limitaba esa N en gran medida.
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6. Anexos

6.1. Teorema de Ehrenfest

El teorema de Ehrenfest permite relacionar la variacion temporal de un operador con su conmutador, para
ello vamos a enunciarlo formalmente. Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert y |¥)
una funcién de onda sobre el mismo espacio. En ese caso bajo el generador de dindmica del sistema, que
denotaremos como el operador autoadjunto H, la variacién del valor esperado de A respecto al tiempo
es:

DA ) =~ w49 + (] O ) (112)

L
di h

La demostracién del teorema es bastante directa y sigue los siguientes calculos. Tomando que el sistema
esta definido sobre un volumen V', calculamos explicitamente la variacién del valor esperado de A.

d . d . vt . AU dA
— (V| A|) = — d3\I/TA\IJ:/d3—A\I! /dS\PTA— /d?’\Iﬁ—\IJ:
dt<|‘>dt/vx S T S a )Y

= (dU/dt| A|W) + (| A|dW/dt) + (V| DA/t | D) (113)

Puesto que |¥) cumple el teorema de Stone ((6.2)), podemos escribir el generador de dindmica del siste-
ma. Y por tanto:

d .
ih— |U) = H |¥) (114)
dt
Por lo que sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos que:

d - i - - A
a<w|AI‘P> = ﬁ<‘I’IHAI‘1’> (V| AH |¥) + (V| EM (115)

i
h
Con ello queda probado el teorema ya que los dos primeros términos de la expresién se corresponden
con el conmutador. La importancia de este teorema para el desarrollo de los resultados es que midiendo
experimentalmente la evoluciéon del operador A y asumiendo que no depende explicitamente del tiempo,
podemos obtener las relaciones de conmutacion del mismo con el generador de dindmica. Y conocer estas
relaciones permite, a partir del célculo de Weyl ((6.3)), conocer la forma explicita del generador.

6.2. Teorema de Stone

El teorema de Stone, obtenido de [5], dice: Si U (t) es un grupo uniparamétrico unitario fuertemente
continuo (en general la evolucién de un sistema sucede bajo un grupo unitario de este tipo; por ejemplo
SU(2) para el Spin o SO(3) para el momento angular de un 4tomo), en ese caso existe un tinico operador
autoadjunto H , que denotaremos generador de dindmica, que cumple:

U(t) = e At (116)
La interpretacion de este teorema es que la solucién a la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo

y a la ecuacién de Liouville son unicas, ademéas de conservar la norma. A nivel fisico, este teorema refleja
que los estados (o los observables en funcién de la visién) dependen suavemente del tiempo.
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6.3. Calculo de Weyl

El anédlisis no conmutativo, obtenido de [5], en lo que concierne a este trabajo, busca relacionar funciones
de variables que no conmutan entre si y obtener resultados a partir de los mismo. Estos calculos nacen a
la vez que la mecdnica cudntica por la creciente necesidad de trabajar con variables no conmutativas. En
este caso nos centraremos en el cdlculo de Weyl, siendo una de las representaciones mas comunes, mas
estrictamente en el teorema 1 que servirda para relacionar ecuaciones de conmutadores con ecuaciones
diferenciales. El punto de partida del desarrollo es que bajo transformada de Fourier, una funcién de
n variables lo suficientemente suave no cambia. Con ello podemos escribir una funcién arbitraria f de
operadores que no conmutan como:

f(Al,---, n) 271- /Hdéldulexp [ Z.uq ] F(&1,e6n) (117)

Teniendo en cuenta que la exponencial de un operador esta definida como la serie de Taylor de la misma:

. 2 An

exp(d) =3 — (118)
n=0

La siguiente identidad, ff(A;,..., A,) = f(/q, ..., Al) asegura que una funcién de operadores autoad-

juntos es autoadjunta en si misma: Podemos demostrar esa igualdad a partir de:

~ :Hmi[f(Ala Ak}+€ A’I’L)_f(Ala"'7Aka"'7An) =

/Hd&dulzukexp l Z,Uzq ] f(fla o 7511) =
1 n (i) . n ~
= G /Hd&dulf(fh oy én) (‘651) exp [ZZMq(Aq - fq)] =
=1

q=1
N 1 of(&, .-, &)
i3 oAy — ) | 2L ) (119)
[ q=1 08
Con esto tenemos definido un mapa uno-uno entre la funcién f(fll, . ,An) y f(&,...,€,) v entre sus

respectivas derivadas. Obtenido esto podemos enunciar el llamado teorema 1 que es de vital importancia:

Sean Ay, ..., A, algunos operadores y sea C} = [Ak,B] conk=1,...,n Si [Ak,é'l] = [B,C’k] =0

Vk,l =1,...,n, entonces:
[f(Ar,.. Ay, Bl = [Ag, Bl—f(A1,..., A,) (120)
k=1
Con f(Al, LA, ) definido como en la ecuacién (117). Para la prueba de este resultado partimos de
definir A := ZZ . pe(Ag =€)y C:=[A,B] =i Z _, 114Cy. Si ahora tomamos que el conmutador de
[A,C] = [B,C] = 0 bajo las condiciones del teorema podemos usar la siguiente identidad:
[A; .. ZAl Ap_1[Ag, BlAj .. A, (121)

27



Obteniendo asi que [fl’“ , B] = kCA+1 y usando la expansién de la exponencial tenemos:

; 0 exp(A) (122)

Sustituyendo esta expresién en (117) y haciendo el conmutador con B llegamos a la expresién que

queriamos demostrar.

En favor de ejemplificar los calculos que realizamos en el marco tedrico, vamos a calcular explicitamente
la conversién de una de las ecuaciones de la parte clésica.
. « 0

- . P 0
'L7A =D => L AaAanv)\ 7A = )‘QMAfL AvAa)‘:m)\ => 2 L: g
i[L, 2] = p/m => [L(Z,p )y & = [Aa, 2] A (%,p ») 5N p/m

28



6.4. Calculo de la evolucion temporal de la funcion de Wigner

Siguiendo el mismo desarrollo usado en 2,2, obtenido del mismo desarrollo en [3], partimos de considerar
que para un hamiltoniano no dependiente del tiempo, la evolucién temporal de sus autoestados es

Yn(x,t) = un(x)e_i%t (123)

Si recuperamos la expresién (26), es directo comprobar que la dependencia temporal siempre se anula
entre estados, por lo que la funciéon de Wigner no depende explicitamente del tiempo. Sin embargo, esto no
implica que la funcién de Wigner no tenga una dependencia temporal, ya que tanto  como p dependen
del tiempo. Por ello vamos a derivar respecto a t y usar la ecuaciéon de Schrodinger para eliminar las
derivadas parciales.

o = e [ v [wx by VD) | VTR ey (124)
p 20t ROt (125)

ot 2m Ox2

Cabe destacar que ¢(z,t) no tiene porque ser un autoestado. Introduciendo la ecuacién (125) en (124) y
reorganizando podemos separar la evolucién en la parte cinética y la parte potencial, quedando

oW oW Wy

oo T e (126)

oW’ : O** (w — o2
Ve [y [w<x+y/z> e Zul2) | ORI oy (127)
agU . %ﬂ dye™ "M U ( + y/2) — Ulx — y/2)] ¥ +y/2)0" (z — y/2) (128)

Ahora vamos a integrar cada una de las dos partes de la expresiéon anterior, para ello empezamos con
Wr. Para cada uno de los dos sumandos de la expresiéon podemos usar que

9" (e — y/2)
Ox?

0" (x — y/2)

12
0xdy (129)

[ v Mot u/2) =2 [ dye o 1 y2)

Esta expresién la integramos por partes quedandonos

Si ahora repetimos el proceso para el segundo sumando, obtenemos la misma expresién pero con el
segundo termino cambiado de signo, lo que permite expresar (127) como:

9 - , o* (x — 0
%:Wih/eﬂpy/n [z/)(:c+y/2) Y (%x v/2) | w(“"a;y/%*@_y/z)
= 20 [ty @yl = 25T (131)
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Para integrar (128), partimos de tratar U como una expansion en serie

U+y/2) - Ulw—y/2) = 67;1%!9) K;;)n - (;;)n]

n

625+1U(w) 1 2s
_ Ox2s+1 - 2s+1
—ZS: (25 + 1) (2) Y (132)

Introduciendo este resultado en (128) y escribiendo la derivada completa de W tenemos

ot 2m ox

OW (z,p) _ —p OW (x,p) e L (1T RHU(2) 92 W (x, p)
+ Y (=17 ( < ) (133)

25+ 1)1 \ 2 Ox2s+! Op?s+1

Puesto que nuestro hamiltoniano es el del oscilador armoénico en el primer caso, vamos a ignorar las
derivadas de orden mayor que dos, puesto que no aparecen en el oscilador. Esto reduce la expresiéon en
gran medida a

oW (x,p) _ —p W (z,p) N oU (z) OW (x, p)

ot - 2m Oz ox dp (134)

Vista esta expresion, lo primero que llama la atencién es que es una ecuacién puramente clasica, ya que
no aparece el termino h. Otro detalle importante es que cumple que no depende explicitamente del tiempo
como habiamos dicho al comenzar el desarrollo. Por tultimo, si usamos el paréntesis de Poisson, lo que
hemos obtenido es que W cumple una ecuacién de Liouville

OW (z,p)
ot

_OW(z,p) OH oW (z,p) OH

(135)

Este hecho nos asegura que la funcién de distribuciéon de Wigner evoluciona temporalmente igual que
una funcién de densidad puramente clésica en el orden 2, resultado de gran importancia para nuestros
experimentos numéricos.

Por otro lado vamos a anadir términos de orden 4, en ese caso sera relevante para nuestro otro potencial.
Con ello la expresion (133) se reduce a

OW (@.p) _ —pOW(w,p) | OU(2) W (w,p) 1 5U(@) 9*W(a.p)

ot 2m O Ox Op 43! Oz op?

(136)

Observamos que la evolucion se compone del paréntesis de Poisson més un termino puramente cuantico
que varia con la derivada tercera del sistema
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6.5. Resumen de la mecanica hamiltoniana geométrica

El objetivo de esta seccién es aclarar el concepto geométrico que hay detras de la proposicién de Koopman.
Para ello vamos a partir de tomar R™ como nuestra variedad P. A partir del mismo podemos definir un
fibrado tangente implicito a la variedad TR™, y por tanto un fibrado cotangente a la misma T*R™ cuyo
cuerpo lo tomaremos como las funciones infinitamente diferenciables C*°(R™) (vamos a prescindir de
explicar como llegar a ello puesto que no es necesario para entender la explicacién). Con ello podemos
tomar las uno-formas (aplicaciones que toman un campo vectorial sobre la variedad y lo convierten a un
campo escalar sobre el cuerpo) definidas sobre dicho fibrado contangente A'(T*R™) donde denotaremos
{¢"} la base de R™ y {px} la base de la fibra. De entre todas las uno-formas vamos a tomar 6 = ppdq*
donde dg* son los vectores en la direccién de la base. A partir de ello podemos definir una dos-forma
(aplicacién sobre dos campos vectoriales antisimétricas al cuerpo de funciones) de la siguiente forma:
w = —df = dq® A dpy. Si esta forma es definida cerrada, es decir, que proviene directamente de la
diferencial de una uno-forma (por lo cual su diferencial es 0) y ademds exigimos que sea no degenerada
tenemos una variedad simpléctica.

Con todo esto podemos tomar una funcién H € C*°(R™) que denotaremos como Hamiltoniano y a partir

de la misma definiremos el campo vectorial Xy = %a%k - %a%k. Ya podemos definir la siguiente

ecuacién tensorial que reproduce las ecuaciones de Hamilton sobre cualquier sistema de coordenadas:

ix,w=dH (137)

En favor de ejemplificar como se aplican los operadores para recuperar las ecuaciones de Hamilton vamos
a desarrollar la expresién. Antes de comenzar el desarrollo, puesto que w es un tensor, tomamos un
sistema de referencia en el que w = w(q, p)dg A dp = dg A dp. Tomando ahora el campo Xy realizamos la

operacién ix,w.
) 0 0
ixpW = q(q,p)aqu + p(q,p)aTjk (dg ® dp — dp ® dq) = q(q, p)dp — p(q, p)dq (138)

Ahora realizamos la diferencial del hamiltoniano:

OH OH
dH = “Zdg+ Za 139
H 94 q+ op P (139)

Igualando ambas expresiones recuperamos las ecuaciones de Hamilton como habiamos propuesto:

oH OH
- _ = 4
g p(q,p) g q(q,p) (140)
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6.6. Calculo exacto del oscilador armonico cuantico

Recuperando de los experimentos numéricos, el oscilador armdnico cudntico requiere un tratamiento
idéntico para la primera parte clasica, pero con ecuacién de Schrédinger bajo un potencial de orden 2,

vista anteriormente en (2).

p? m2-12 m-? m - 12
[H] = [+ fw?e?) = 2 o T (141)

Usando la adimensonalizacién del Hamiltoniano hw, los operadores X y P pasan a ser:

[mw
X=4/—X
h

1
=4/ —P
P mhw
1o 1.,
H= 577 + 5/’\,’ (142)

Usando los operadores a y a', definidos en forma matricial en ((97)) y ((98)) podemos reescribir H. Cabe
resaltar que en este caso solo tenemos un par de operadores a, ya que en el caso cuantico, P depende
directamente de x como —ihd,.

1 ‘
a= E(A’ +1iP)
1 .
al = E(X —iP)
H = hwH = hw(aTa 4+ 1/2) (143)

El producto de afa es el operador N, el cual si cuenta con autoestados y es de la forma:

0O ... 0
N — 0 3 SR (144)
0 0 1

Claramente es una matriz diagonal por lo que la evolucién temporal es directa:

[U(to)) =D Culn) => [U(t)) = Y Coe™ @YD) ) =5 " C,(t — to) In) (145)

Donde C), son los coeficientes del estado en ¢ = 0. Por tanto para el caso cuantico una simulacién carece
de sentido, ya que existe una solucién exacta al sistema en orden 2. Para ordenes superiores sucede lo

mismo que en el caso clsico al implementar la base.
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6.7. Calculo exacta del oscilador armodnico clasico

Partiendo de la ecuacién de Liouville (ver (2)) y de las soluciones del oscilador arménico clésico x(t) =
A - cos(wt+0) y p(t) = —mwA - sin(wt + 6), podemos escribir la funcién densidad, teniendo en cuenta
que la hemos definido como una gaussiana de la siguiente forma:

_@oz@)?  (pop()?
2 2

p(z,pit) = Ne™ a (146)
Donde z(t) y p(t) corresponden con la posicién del centro de la gaussiana en funcién del tiempo, ¢ y
d son las sigmas en cada direccién y N es el factor de normalizacion para que la funciéon valga 1 en
todo el espacio definido. Para calcular esta N realizamos la integral en  y en p a todo el dominio y la
introducimos en p(x, p;t) quedando:

0 0 z—xz(t))2 p—p(t))2
N/ / o~ T - dxdp = Nedm =1 (147)
— 00 —0o0
1 (x — A-cos(wt+0))? (p+ Amw - sin(wt + 0) — b)?
plr.pit) = ——exp {— — - = (148)

Podemos representarla, ajustando a las mismas constantes que la simulacién, para comparar con la
solucion obtenida por métodos numéricos.
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-0.0007 -0.0007

- 0.0006 - 0.0006
- 0.0005 - 0.0005

- 0.0004

0.0003
0.0002
0.0001
0.0000

Figura 44. t = 0.09

- 0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
0.0000

Figura 46. Célculo exacto de la funcién densidad cldsica para un potencial de orden 2

0.1x
0.1x

33



6.8. Tiempo de simulacion

Debido a que en las simulaciones sobre el espacio de Fock hemos considerado dimensién finita, tanto
que el estado coherente funciona igual que una gaussiana cldsica, como que el conmutador queda bien
definido, son aproximaciones que se cumplen mientras los efectos del borde sean despreciables, por tanto
hay que elegir un criterio, ya que a partir de cualquier minimo paso de integracion, el modelo diverge del
real. El criterio a seguir fue el siguiente: Cuando la cola de la gaussiana coincide con el nivel mas alto del
sistema, terminamos la simulacién. En nuestro caso, usando la gaussiana propuesta en el experimento,

sobre un espacio de N = 40, es decir 1600 en total, obtenemos lo siguiente.

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

°

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 47. t = 0.00 Figura 48. ¢t = 0.01 Figura 49. t = 0.02

0125 0125 0125

0100 0100 0.100
0075 0.075
0075
0050
0.050
0050
0.025
0025
0025 0000
0.000
0.000 -0.025
-0.025
0025 —0.050

~0.050

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

°

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 50. t = 0.03 Figura 51. t = 0.04 Figura 52. t = 0.05

Figura 53. Célculo del tiempo de simulacion sobre el espacio de Fock

Usando este criterio no eliminamos completamente los efectos de borde, que se observan en la parte
reflejada, pero si que podemos considerar que las variaciones respecto a los valores reales seran controladas,
por tanto tomamos que el t final es 0,05 con paso temporal de 0,00125.
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6.9. Caso unificado parte 2

Para el otro enfoque del caso unificado vamos a usar un desarrollo andlogo a la segunda parte clésica,
vamos a buscar resolver la ecuacién (90) bajo un mallado discreto. Sin embargo esta ecuacién se encuentra
sobre el espacio x — A,, que es necesario ya que para que la dindmica tenga sentido hay que realizarla
sobre dos variables que conmuten en todos los espacios, a diferencia del resto de parejas que se pueden
elegir. Sin embargo, esto complica el implementar una gaussiana idéntica a la clésica, para ello hacemos
uso de la ecuacién (91) con la cual vemos como pasar entre espacios. Discretizando la expresién podemos
llegar a una forma funcional sobre el mallado como en la parte clasica

hk —2¢m hl‘i)\p
plx —m,x+m) = \/gzp:Apa(x,p)e A m=-—= (149)

2 pm hRA
afx,p) = \/;ZAmp(x —m,r+ m)e*m%; m — ’; P (150)
P

Donde p es la funcién densidad sobre z — A, y « sobre x — p. Usando la ecuacién (90) igual que en el
caso clasico buscabamos calcular la evolucién en cada espacio, sin embargo la complejidad numérica no
ha permitido llegar a resultados con esa simulacién ya que aun para el caso unicamente cuadratico con

k = 0,. los resultado no tenian sentido.
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Figura 56. t = 0.02 Figura 57. t = 0.03
Figura 58. Simulacién Wigner en ODM
Antes de abandonar esta via y comparar solo los resultados de la primera, decidimos tomar un enfoque

distinto para por lo menos poder tener la intuicién sobre el espacio de fases. Para ello usando el anexo
(6.4) planteamos la ecuacién exacta de la funcién de Wigner.
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Para ello tomamos las ecuaciones de evolucién de ese anexo, que para el caso cuadratico se corresponde

con:

ot - 2m Oz ox dp

W(z,p) _ —pOW(z,p)  OU(x) OW(z,p)

Y para el caso cudrtico se corresponden con:

oW (z,p) ;p3W($,p)+3U($) oW (z,p)  h* 0°U(x) O°W(z,p)
ot 2m Oz ox op 4.3 Ox® op3

(151)

(152)

A diferencia de usar ODM, estas evoluciones no permiten el parametro x para estudio del limite, por lo

cual solo podemos simular 2 = 0 y i = 1. Puesto que al implementar un cédigo, el & = 0 es idéntico al

clasico solo vamos a exponer el caso h = 1 y para el potencial U(z) = 0,522 + 0,25Cz* con C = 0,1.

- 0.0007
- 0.0006

- 0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
0.0000

- 0.0006

0.1x

- 0.0005

- 0.0004

0.1x

0.0003

0.0002

0.0001

0.0000

- 600

- 400

- 200

0.1x

Figura 63. t = 0.12 Figura 64. t = 0.16

Figura 65. Simulacién cuantica de Wigner
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6.10.

Estan todos en el repositorio de https://gitfront.io/r/Andres/ksx4REaU60CR/TFG/

Coddigos clasico 1

(Oscilador clésico)

import numpy as np

import numpy.linalg as linalg

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.linalg import expm

N = int (40)
w =1
C =0.1
= np.zeros ((N,N)) #destrucci n
al = np.zeros((N,N)) #creaci n

for k in range(N):

for i in range(N):
==k - 1:
,i np.sqrt (N - k)

alpha

beta =

if

else:

i

[k

if i

1 =

==k + 1:
al[k,i] = np.sqrt(N - 1 - k)
1/np.sqrt (2) *x(al+a)
1j/np.sqrt(2)*(al-a)

P = np.kron(alpha,np.identity (N))

lambda_p =

np.kron(beta,np.identity (N))

X = np.kron(np.identity(N),alpha)

lambda_x =
coM1 =

H = P@lambda_x - X@lambda_p - C*(X@X@X@lambda_p)

Psi =

al =

XeP

np.kron(np.identity (N) ,beta)

PeX

np.zeros ((np.power(N,2) ,1), complex)

0

for k in range(N):

for i in range(N):
np.exp (-0.5*(k*N+i-4*(N) -5) *(k*xN+i-4*(N)-5)/30/30)

al =

Psi =
V=1
B = [

Psi[k*N+i] =
#Psi [k*xN+i] =

#Psi [k*N+i]

Psi_p[k]l*Psi_x[il
1

Psi.T.conjugate () @Psi

Psi/np.sqrt(al)

]
]

for i in range (N*N):

V.append(Psi[i].real)

B.append (i)

plt.plot(B,V)

7 aux = 0

C1 =
C2 =
C3 =
c4 =

53 C7 =

DD =
auxl
aux2
aux3
aux4
aux7

(]
[]
(]
(]
[]
(]

o O ©O O O
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j =0
for k in range (10):
L = expm(-1j*H*j*0.1)
psi = L@Psi

auxl = (psi.T.conjugate () @X@psi) [0]

aux2 = (psi.T.conjugate () @P@psi) [0]

aux3 = (psi.T.conjugate () @lambda_x@psi) [0]
aux4 = (psi.T.conjugate()@lambda_p@psi) [0]
aux7 = (psi.T.conjugate()@COMi@psi) [0]

C1l.append(np.sqrt (auxl*auxl.conjugate ()))
C2.append (np.sqrt (aux2*aux2.conjugate ()))
C3.append(np.sqrt (aux3*aux3.conjugate ()))
C4.append (np.sqrt (aux4*aux4.conjugate ()))
C7.append (np.sqrt (aux7*aux7.conjugate()))
DD.append (j*0.1)

j +=1

print (j)

#plt.savefig("prueba" + str(j) + ".png")

s plt.figure(j+1)

plt.xlabel (’Tiempo’)
plt.ylabel(’Posici n?’)
plt.plot(DD,C1)
#plt.savefig("Fock_c_1.png")
;3 plt.figure(j+2)

plt.xlabel (’Tiempo’)
plt.ylabel (’Momento’)

6 plt.plot(DD,C2)

#plt.savefig ("Fock_c_1.png")
plt.figure (j+3)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Momento de la posici n’)
plt.plot (DD, C3)

2 #plt.savefig("Fock_c_1.png")
3 plt.figure(j+4)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Momento del momento’)
plt.plot (DD, C4)
#plt.savefig("Fock_c_1.png")

s plt.figure(j+5)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Conmutador cl sico’)
plt.plot (DD,C7)
#plt.savefig("Fock_c_1.png")
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6.11. Cdbdigo clasico 2

Estan todos en el repositorio de https://gitfront.io/r/Andres/ksx4REaU60CR/TFG/

(Funciénpensidad.lasico; Wigner)

import numpy as np

import numpy.linalg as linalg

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from scipy.linalg import expm

import seaborn as sns

N = 199

m = 1

w =1

cC =0

du = 0.1

dv = 0.1

b = 0.5%N

d = 0.5%N

c = 15

f = 15

a =20

x =1

x0 = 0

pO = 0
Sigma_x = 0
Sigma_p = 0
com = O

rho = np.zeros ((N,N), float)
k1 = np.zeros((N,N), float)
k2 = np.zeros((N,N), float)
k3 = np.zeros((N,N), float)
k4 = np.zeros((N,N), float)

t =0

3 dt = 10e-4

for i in range(N):
for j in range(N):
rho[i,j] = np.exp(-0.5%x(i-b)*(i-b)/c/c-0.5*(j-d)*(j-d)/f/f)
#if (i+j-b-d)*(i+j-b-d) > 50%50:
#rhol[i,jl = 0
#rho[i,j] = 1
a += rhol[i,j]
rho = rho/a
a =20
#for i in range (N):
#for j in range (10):
#1ho [100+j,i] = 0
for i in range(N):
for j in range(N):
com += (ixduxj*dv-j*dv*i*du)*rholi,j]
x0 += (i*du)*rholi,j]
p0 += (j*dv)*rhol[i,j]
Sigma_x += (i*du*i*du)*rhol[i,j]
Sigma_p += (j*dv*j*dv)*rhol[i,j]
Sigma_x = (Sigma_x - x0*x0)*(Sigma_x - x0%*x0)
Sigma_p = (Sigma_p - pO*pO)*(Sigma_p - pO*p0)
S = sns.heatmap(rho,annot=False, cmap="hot", linewidths=.0005)

; plt.ylabel(’0.1x°)

plt.xlabel(’0.1p’)
plt.show(S)
figure = S.get_figure()
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90

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

print (’Tiempo:’,t)

print (’ Conmutador’,com)

print(’Posici n:’,x0)

; print (’Momento:’,p0)

print (’Varianza”2 x:’,Sigma_x)

print (’Varianza"2 p:’,Sigma_p)

X =
P =
CcoM

Sigma_x
Sigma_p

T =

[]
[]
=A[

(]
]

[]

X.append (x0)

3 P.append (p0)
COM.

append (com)

Sigma_x.append (Sigma_x)

Sigma_p.append (Sigma_p)

T.append (t)

aux

#figure.savefig("c" + str(aux) +

=0

.png", dpi=400)

while (x-1)*(x-1) < 0.0001:

t += dt
x =0

com = 0
x0 = 0
p0 = 0

Sigma_x = 0
Sigma_p = 0
for i in range(N-1):
for j in range(N-1):
k1[i,j]l = (-(j)*dv/m*(rho[i+1,jl-rho[i,jl)/du + (m*xw*w*ixdu+Cxi*i*i*xduxduxdu)
*(rho[i,j+1]-rhol[i,j])/dv)
for i in range(N-1):
for j in range(N-1):
k2[i,j] = (-(j)*dv/m*x(rho[i+1,j]+0.5*dt*k1[i+1,jl-rho[i,j]-0.56*xdt*k1[i,j])/du
+ (mxwkxw*ixdu+Cxi*i*i*xduxduxdu)*(rho[i,j+1]1+0.56*dt*k1[i,j+1]-rhol[i,j]l-0.5*xdt*k1[i,j
1)/dv)
for i in range(N-1):
for j in range(N-1):
k3[i,jl = (-(j)*dv/m*(rho[i+1,j]1+0.5%dt*k2[i+1,jl-rholi,j]l-0.5*dt*k2[i,jl)/du
+ (m*w*w*i*du+Cxixixi*du*du*du)*(rho[i,j+1]1+0.5*xdt*k2[i,j+1]-rho[i,j]-0.5*dt*k2[1i,j
1)/dv)
for i in range(N-1):
for j in range(N-1):
k4[i,j]l = (-(j)*dv/m*(rho[i+1,jl+dt*k3[i+1,jl-rho[i,jl-dt*k3[i,j]l)/du + (m*w*
wxixdu+Cxixixi*xdu*duxdu)*(rho[i,j+1]+dt*k3[i,j+1]-rhol[i,jl-dt*k3[i,jl)/dv)
for i in range(N):
for j in range(N):
rhol[i,j] = rholi,j]l + dt/6é*(k1[i,j] + 2xk2[i,j] + 2*k3[i,j] + k4[i,jl)
if rhol[i,j] < O:
rho[i,j] = 0
x += rholi,j]
if int(t/dt) % 10 == O:
S = sns.heatmap(rho,annot=False, cmap="hot", linewidths=.0005)
plt.ylabel (’0.1x’)
plt.xlabel(’0.1p’)
plt.show(S)
figure = S.get_figure ()
aux += 1
#figure.savefig("c" + str(aux) + ".png", dpi=400)
print (’Tiempo’,t)
for i in range(N):
for j in range(N):
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8 p0=

com += (ixduxj*dv-j*xdv*xi*du)*rholi,j]
x0 += (i*du)*rholi,j]
p0 += (j*dv)*rhol[i,j]
Sigma_x += (i*dux*i*du)=*rholi, j]
Sigma_p += (j*dv*j*dv)*rhol[i,j]
Sigma_x = (Sigma_x - x0*x0)*(Sigma_x - x0%x0)
Sigma_p = (Sigma_p - pO*pO)*(Sigma_p - pO*p0)
print (’ Conmutador’,com)
print(’Posici n:’,x0)
print (’Momento:’ ,p0)
print (’Varianza®2 x:’,Sigma_x)
print (’Varianza“®2 p:’,Sigma_p)
X.append (x0)
P.append (p0)
COM. append (com)
Sigma_x.append(Sigma_x)
Sigma_p.append(Sigma_p)
T.append (t)

print (’Bucle 1 terminado’, x)
S = sns.heatmap(rho,annot=False, cmap="hot", linewidths=.0005)
plt.ylabel(’°0.1x’)
plt.xlabel(’0.1p?)
plt.show(S)
figure = S.get_figure ()
aux += 1
#figure.savefig("c" + str(aux) + ".png", dpi=400)
print (’Tiempo’,t)
com = 0
x0 = 0
0
Sigma_x = 0
Sigma_p = 0
for i in range(N):
for j in range(N):
com += (i*duxj*dv-j*dvxixdu)*rhol[i, j]
x0 += (i*du)*rhol[i,j]
pO0 += (j*dv)*rholi,j]
Sigma_x += (i*du*i*du)*rhol[i,j]
Sigma_p += (j*dv*j*dv)*rhol[i,j]
Sigma_x = (Sigma_x - x0*x0)*(Sigma_x - x0%*x0)
Sigma_p = (Sigma_p - pO*pO)*(Sigma_p - pOxpO0)
print (’Conmutador’,com)
print(’Posici n:’,x0)
print (’Momento:’,p0)
print (’Varianza"2 x:’,Sigma_x)
print (’Varianza“"2 p:’,Sigma_p)
X.append (x0)
P.append (p0)
COM. append (com)
Sigma_x.append (Sigma_x)
Sigma_p.append (Sigma_p)
T.append (t)
plt.figure (0)
plt.xlabel (’Tiempo’)
plt.ylabel(’Posici n”’)
plt.plot(T,X)
plt.savefig("Posici n_c.png")
plt.figure (1)
plt.xlabel (’Tiempo’)

; plt.ylabel (’Momento’)

plt.plot(T,P)
plt.savefig("Momento_c.png")
plt.figure (2)
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: plt.

3 plt.

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

xlabel (’Tiempo’)
ylabel (’Conmutador’)
plot (T,COM)
savefig("Conmutador_
figure (3)
xlabel (’ Tiempo ’)
ylabel (’varianza”2 x
plt.
plt.
plt.
plt.

plot (T,Sigma_x)
savefig("Varianzax_c
figure (4)

xlabel (’Tiempo’)
ylabel (’varianza®2 p
plt.
plt.

plot(T,Sigma_p)

savefig("Varianzax_p

6.12.

Estan todos en el repositorio de https://gitfront.io/r/Andres/ksx4REaU60CR/TFG/

(Oscilador Unificado)

import numpy as np

import numpy.linalg as 1
import matplotlib.pyplot
from scipy.linalg import

N
kappa
hbar
C
a
al

int (40)
0

=1
0.1

alpha
beta np.zeros ((N,N))

P np.zeros ((N*N,N*N) )
theta_p np.zeros ((N*N,
x np.zeros ((N*N,N*N))
theta_x
for k in range(N):

np.zeros ((N,N))

np.zeros ((N*N,

for i in range(N):

if i == k - 1:

alk,i] = np.
else:

if 1 == k +

allk,il
alpha = 1/np.sqrt(2)*(al
beta = 1j/np.sqrt(2)*(al
P = np.kron(alpha,np.ide
lambda_p = np.kron(beta,
X = np.kron(np.identity(

lambda_x np.kron(np.id

P_q = P + O0.5xhbarx*kappa
X_q = X - 0.5xhbarx*kappa
COM1 = X@P - P@X

COM2 = X_q@P_q - P_q@X_q
H = P@lambda_x - X@lambd

c.png")

)

.png")

?)

. pngu)

Cédigo unificado

inalg
as plt
expm

np.zeros ((N,N)) #destrucci n
np.zeros ((N,N)) #creaci n

N*N))

N*N))

sqrt (N - k)

il g

np.sqrt(N - 1 - k)
+a)

-a)

ntity (N))
np.identity (N))
N) ,alpha)
entity (N),beta)
*lambda_x
*lambda_p

a_p - C*(X@X@X@lambda_p - hbarxkappaxhbarx*kappa/4x*

X@lambda_p@lambda_p@lambda_p)

L
Psi_x

expm (-1j*Hx*1)

np.zeros ((N,1),

Psi_p = np.zeros((N,1),

Psi np.zeros ((np.power
Psi_x[2] = 1

complex)
complex)

(N,2),1), complex)
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i3 Psi_p[2] = 1

15 al = float (0)

6 for k in range(int(N)):

47 for i in range(N):

18 Psi[k*N+i] = np.exp(-0.5%(k*N+i-4%(N)-5)*(k*N+i-4%(N)-5)/30/30)
19 #Psi[k*N+il = Psi_p[k]*Psi_x[il]

50 #al += Psi[k*N+i]

52 al = Psi.T.conjugate ()@Psi
53 Psi = Psi/np.sqrt(al)

56 for i in range (N*N):

57 V.append (Psi[i].real)
58 B.append (i)

50 plt.plot(B,V)

60 L expm (-1j*H*0)

61 psi = L@Psi

62 psi.T.conjugate () @Ppsi

65 C1 = []
66 C2 = []
67 €3 = []
6s C4 = []
6o C5 = []
70 C6 = []
71 C7 = []
72 C7i = []
73 C8 = []
72 C81i = []
75 DD = []
76 auxl = 0
77 aux2 = 0
75 aux3 = 0
79 aux4 = 0
s0 auxb = 0
81 aux6 = 0
82 aux7 = 0
83 aux8 = 0
81 aux9 = 0
g5 j = 0

s6 dt = 0.1
g7 for j in range (10):

88 L = expm(-1j*H*xj*xdt)

89 psi = L@Psi

90 auxl = (psi.T.conjugate () @X@psi) [0]

91 aux2 = (psi.T.conjugate () @P@psi) [0]

92 aux3 = (psi.T.conjugate () @lambda_x@psi) [0]
93 aux4 = (psi.T.conjugate()@lambda_p@psi) [0]
94 aux5 = (psi.T.conjugate () @P_q@psi) [0]

95 aux6 = (psi.T.conjugate () @X_q@psi) [0]

96 aux7 = (psi.T.conjugate () @COM1@psi) [0]

97 aux8 = (psi.T.conjugate () @C0OM2@psi) [0]

98 aux9 += np.sqrt(aux8xaux8.conjugate ())

99 print (auxl)

100 print (Psi [N*xN-1])

101 print (Psi.T.conjugate () @Psi)

102 C1l.append (aux1)

103 C2.append (aux2)

104 C3.append(np.sqrt (aux3*aux3.conjugate ()))
105 C4.append(np.sqrt (aux4*aux4d.conjugate()))
106 C5.append (np.sqrt (auxb*aux5.conjugate ()))
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C6 .append (np.sqrt (aux6*aux6.conjugate ()))

C7.append (np.sqrt (aux7*aux7.conjugate ()))

#C71i.append (aux7.imag)

C8.append (np.sqrt (aux8*aux8.conjugate ()))

#C71i.append (aux8.imag)

DD . append (j*dt)

#plt.savefig ("prueba" + str(j)
aux9 = aux9/3
plt.figure(j+1)
plt.xlabel (’Tiempo’)
plt.ylabel(’Posici n’)
plt.plot(DD,C1)
#plt.savefig("Fock_uni_10_1.png")
plt.figure(j+2)
plt.xlabel (’Tiempo’)
plt.ylabel (’Momento’)

3 plt.plot(DD,C2)

#plt.savefig("Fock_uni_10_2.png")
plt.figure (j+3)

s plt.xlabel(’Tiempo’)

plt.ylabel (’Momento de la posici
plt.plot(DD,C3)
#plt.savefig("Fock_uni_10_3.png")
plt.figure (j+4)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Momento del momento’)
plt.plot (DD, C4)
#plt.savefig("Fock_uni_10_4.png")
plt.figure(j+5)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Momento Unificado’)
plt.plot (DD,C5)
#plt.savefig("Fock_uni_10_5.png")
plt.figure (j+6)

plt.xlabel (’Tiempo’)

2 plt.ylabel(’Posici n unificada’)
; plt.plot(DD,C6)

#plt.savefig("Fock_uni_10_6.png")
plt.figure (j+7)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Conmutador cl sico’)
plt.plot(DD,C7)
#plt.savefig("Fock_uni_10_7.png")
plt.figure (j+8)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Conmutador unificado’)
plt.plot (DD, C8)
#plt.savefig("Fock_uni_10_1.png")

+

n’)

" 'pngu)
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6.13. Coddigo Unificado 2

Este codigo es el que
esta disponible en el

no se consiguio lograr que funcionase asi que prescindimos de anadirlo aqui, aun asi

repositorio

6.14. Codigo Wigner

Estan todos en el repositorio de https://gitfront.io/r/Andres/ksx4REaU60CR/TFG/

(Funcionpensidad lasico; Wigner)

import numpy as np
import numpy.linal
import matplotlib.
from mpl_toolkits.
from scipy.linalg
import seaborn as

N = 199
hbar = 1.5
=1
w =1
C =0.1
du = 0.1
dv = 0.1
5 b = 0.5%N
s d = 0.5%N
c = 15
f = 15
coM = []
com = 0
sigma_x = 0
sigma_p = 0
3 NUM = []
rho = np.zeros ((N,

k1 = np.zeros ((N,N

; k2 = np.zeros ((N,N

k3 = np.zeros ((N,N
k4 = np.zeros ((N,N
a =20
x0 0
pO 0

for i in range(N):

for j in range

rho[i,j] =
a += rhol[i
rho = rho/a
a =20
t =0
dt = 10e-6
x =1

for i in range(N):
for j in range

com += (ix*

g as linalg

pyplot as plt

mplot3d import axes3d
import expm

sns

N), float)
), float)
), float)
), float)
), float)

(N):

np.exp(-0.5*%(i-b)*(i-b)/c/c-0.5*%(j-d)*(j-d)/£f/f)

:J]

(N):

du*j*dv-j*dv*ixdu)*rho[i, j]

x0 += (i*du)*rholi,j]
pO0 += (j*dv)*rholi,j]

sigma_x +=
sigma_p +=

(i*du*ixdu)*rho([i, j]
(j*dv*j*dv)*rho[i,j]

sigma_x = (sigma_x - x0*x0)*(sigma_x - x0*x0)
sigma_p = (sigma_p - pO*pO0)*(sigma_p - pO*p0)
S = sns.heatmap(rho,annot=False, cmap="hot",

plt.ylabel(’0.1x7)
plt.xlabel(’0.1p’)

3 plt.show(S)

figure = S.get_fig

ure ()
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66

print (’Tiempo:’,t)

print (’ Conmutador’,com)

print(’Posici n:’,x0)

print (’Momento:’,p0)

print (’Varianza"2 x:’,sigma_x)

print (’Varianza"2 p:’,sigma_p)

X =
P =

; COM
Sigma_x
Sigma_p

T =

[]
[]
=A[

(]
]

[]

67 X.append (x0)

8¢

90

91

99

100

101

103

104

105

106

P.append (p0)

coM.

append (com)

Sigma_x.append (sigma_x)

Sigma_p.append (sigma_p)

T.append (t)

aux

figure.savefig("w" + str(aux) +

=0

.png", dpi=400)

while (x-1)*(x-1) < 0.0001:

t += dt

x =0

com = O

x0 = 0

p0O = 0
sigma_x = 0

sigma_p = 0
for i in range(N-3):
for j in range(N-3):
k1[i,j]l = (-(j)*dv/m*(rho[i+1,jl-rho[i,jl)/du + (m*w*w*i*du+Cxi*i*ixduxduxdu)
*(rho[i, j+1]-rho[i,j])/dv)-hbar*hbar/4*C*i*xdu*x(rho[i,j+3]-3*rho[i,j+2]+3*rho[i,j+1]-
rho[i,jl)/dv/dv/dv
for i in range(N-3):
for j in range(N-3):
k2[i,j] = (-(j)*dv/m*x(rho[i+1,j]+0.5*dt*k1[i+1,jl-rho[i,j]-0.5*xdt*k1[i,j])/du
+ (mxwkxw*ixdu+Cxi*i*i*xduxduxdu)*(rho[i,j+1]1+0.5*%dt*k1[i,j+1]-rhol[i,j]l-0.5*xdt*k1[i,j
])/dv)-hbar*hbar/4*Cxi*du*(rho[i,j+3]+0.5*xdt*k1[i,j+3]-3*rho[i, j+2]-3%0.5*xdt*k1[i,j
+2]+3*rho[i,j+1]1+3%0.5*%dt*k1[i,j+1]-rho[i,jl-0.56*%dt*k1[i,jl)/dv/dv/dv
for i in range(N-3):
for j in range(N-3):
k3[i,j] = (-(j)*dv/mx(rho[i+1,j]l+0.5*dt*k2[i+1,jl-rho[i,j]l-0.56*xdt*k2[i,j])/du
+ (mxwkxw*ixdu+Cxi*i*i*xduxduxdu)*(rho[i,j+1]+0.5*dt*k2[i,j+1]-rhol[i,j]l-0.5*xdt*k2[1i, j
1) /dv)-hbar*hbar/4*C*i*du*(rho[i, j+3]1+0.5*xdt*k2[i,j+3]-3*rho[i,j+2]-3%0.5*%dt*k2[1i,j
+2]+3*rho[i, j+1]1+3%0.5*xdt*k2[i,j+1]-rho[i,j]-0.5*%dt*k2[i,j]l)/dv/dv/dv
for i in range(N-3):
for j in range(N-3):
k4[i,jl = (-(j)*dv/m*(rho[i+1,jl+dt*k3[i+1,jl-rhol[i,jl-dt*k3[i,jl)/du + (m*w*
wxikdu+C*ixi*i*du*du*du)*(rhol[i,j+1]+dt*k3[i,j+1]-rho[i,jl-dt*k3[i,j])/dv)-hbar*hbar
/4*Cxixdu*(rho[i, j+3]+dt*k3[i,j+3]-3*rho[i,j+2]-3*xdt*k3[i,j+2]+3*rho[i,j+1]+3*dt*k3[i
,j+11-rhol[i,jl-dt*k3[i,jl)/dv/dv/dv
for i in range(N):
for j in range(N):
rho[i,j] = rhol[i,j]l + dt/6*(k1[i,j]l + 2*xk2[i,j] + 2xk3[i,j] + k4[i,jl)
x += rhol[i,j]
if int(t/dt) % 100 == O:
S = sns.heatmap(rho,annot=False, cmap="hot", linewidths=.0005)
plt.ylabel(’0.1x°)
plt.xlabel(’0.1p’)
plt.show(S)
figure = S.get_figure()
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108 aux += 1

109 figure.savefig("w" + str(aux) + ".png", dpi=400)
110 print (’Tiempo’,t)

111 for i in range(N):

112 for j in range(N):

113 com += (i*duxj*dv-j*dvxi*du)*rholi,j]
114 x0 += (ix*du)*rholi,j]

115 pO += (j*dv)*rhol[i,j]

116 sigma_x += (i*duxi*du)*rholi,j]

117 sigma_p += (j*dvxj*dv)*rhol[i,j]

118 sigma_x = (sigma_x - x0*x0)*(sigma_x - x0%*x0)
119 sigma_p = (sigma_p - pO*pO)*(sigma_p - pO*p0)
120 print (’Conmutador’,com)

121 print (’Posici n:’,x0)

122 print (’Momento:’,p0)

123 print (’Varianza“®2 x:’,sigma_x)
124 print (’Varianza“2 p:’,sigma_p)
125 X.append (x0)
126 P.append (p0)

127 COM. append (com)

128 Sigma_x.append(sigma_x)
129 Sigma_p.append(sigma_p)
130 T.append (t)

132 print (’Fin’ ,x)

133 S = sns.heatmap (rho,annot=False, cmap="hot", linewidths=.0005)
134 plt.ylabel(’0.1x7)

135 plt.xlabel(’0.1p’)

136 plt.show(S)

137 figure = S.get_figure ()

138 aux +=

130 figure.savefig("w" + str(aux) + ".png", dpi=400)

140 print(’Tiempo’,t)

141 com = 0
142 x0 = 0
143 pO = 0
114 sigma_x = 0

145 sigma_p = 0

146 for i in range(N):

147 for j in range(N):

148 com += (ixduxj*dv-j*dv*i*du)*rholi,j]
149 x0 += (i*du)*rholi,j]

150 pO0 += (j*dv)*rholi,j]

151 sigma_x += (i*dux*ix*du)*rholi,j]

152 sigma_p += (j*dvxjxdv)*rhol[i, j]

155 sigma_x = (sigma_x - x0*x0)*(sigma_x - x0%*x0)
154 sigma_p = (sigma_p - pO*pO)*(sigma_p - pO*pO)
155 print (’ Conmutador’,com)

156 print(’Posici n:’,x0)

157 print (’Momento:’,p0)

158 print(’Varianza"2 x:’,sigma_x)

5o print (’Varianza®2 p:’,sigma_p)

160 X.append(x0)

161 P.append (p0)

162 COM.append (com)

163 Sigma_x.append(sigma_x)

164 Sigma_p.append(sigma_p)

165 T.append (t)

166 plt.figure (0)

167 plt.xlabel (’Tiempo’)

168 plt.ylabel(’Posici n?’)

160 plt.plot(T,X)

170 plt.savefig("Posici n_w.png")

171 plt.figure (1)
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plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
s plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
; plt.
plt.
5 plt.
plt.
plt.
. plt.
plt.

plt

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’Momento’)

plot (T,P)

savefig ("Momento_w.png")
figure (2)

xlabel (’ Tiempo ’)

ylabel (’Conmutador’)
plot (T, COM)

savefig ("Conmutador_w.png")
figure (3)

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’varianza”™2 x’)
plot (T,Sigma_x)
savefig("Varianzax_w.png")
figure (4)

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’varianza”2 p’)
plot (T,Sigma_p)

.savefig("Varianzax_w.png")
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