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CAPITULO 1

Introduccion

Los principios fundamentales de la fisica cldsica son la base de toda la fisica conocida hasta
el siglo XIX y permiten la descripcién de sistemas fisicos a bajas energias, generalmente aquellos
de masas elevadas y bajas velocidades. Su base se encuentra en las conocidas Leyes de Newton
para la mecénica clasica, complementadas por las Leyes de Maxwell para la descripciéon de la
electrodindmica clésica. Se caracteriza por ser una teoria determinista, esto es, el estado fisico de
un sistema cldsico determina univocamente su estado en todo tiempo posterior. La modelizacién
matematica de un sistema fisico requiere la descripcion de los estados, observables, y la dindmica
del mismo, siendo los observables estructuras matemaéticas asociadas a magnitudes fisicas reales, de
manera que, actuando sobre los estados, permiten realizar medidas sobre el sistema. En mecéanica
clésica, los estados se representan usualmente como puntos de un espacio de fases, esto es, un
espacio euclideo abstracto de dimensién el ntimero de variables de estado del sistema, de forma
que la dinamica de los estados se corresponde con una trayectoria en dicho espacio de fases. El
tratamiento matemaéatico mas general de la mecanica cldsica estd escrito en términos de geometria
diferencial: el espacio de fases es una variedad de Poisson, los observables son funciones reales sobre
dicho espacio de fases y la dindmica viene descrita por las ecuaciones de Hamilton. Asimismo, en
mecanica estadistica clédsica, los estados se corresponden con medidas sobre el espacio de fases y su
evolucion viene dada por la denominada ecuacion de Liouville.

La fisica cudntica surge a principios del siglo XX por la necesidad de describir fenémenos fisicos
microscépicos no explicables mediante la fisica clasica, tales como la naturaleza dual onda-particula
de la luz y de los electrones o la existencia de magnitudes fisicas que toman unicamente valores
discretos (es decir, estdn cuantizadas). Sus principios fundamentales difieren por completo de los
relativos a la fisica cldsica, con un enfoque probabilistico que se opone al determinismo cldsico. Los
principios clasicos se obtienen tomando un limite de los cuanticos. Al modelizar matematicamente los
sistemas cuanticos, los estados son usualmente representados por funciones de onda pertenecientes a
un espacio de Hilbert, mientras que los observables son operadores autoadjuntos sobre dicho espacio,
siendo éstos elementos de una C*-algebra. Asimismo, los estados también se pueden representar
como elementos del espacio dual a la C*-dlgebra de observables, correspondiéndose con el conjunto
de operadores lineales semidefinidos positivos y de traza unidad, es decir, matrices densidad. Para
la modelizacion de la dindmica surgen dos perspectivas equivalentes. En la imagen de Schrodinger,
los estados evolucionan temporalmente, mientras que los observables son constantes, de manera que
la dindmica unitaria la rige la ecuacién de Schrodinger sobre funciones de onda o la ecuacién de von

Neumann sobre matrices densidad, segiin la representacién. En cambio, en la imagen de Heisenberg,



los estados se mantienen constantes en el tiempo mientras que los observables evolucionan siguiendo,

cuando la dindmica es unitaria, la ecuacién de Heisenberg.

Un sistema fisico hibrido clasico-cuantico es aquel consistente en dos subsistemas, uno clasico
y uno cuantico, acoplados. Se trata de un limite parcial clasico de un sistema puramente cuantico
en el que existen dos escalas de masa y velocidad diferenciadas, siendo asi posible aproximar los
grados de libertad mas lentos y pesados por variables clasicas. La utilidad de este limite radica en
disminuir la complejidad de sistemas cuanticos con un niimero de grados de libertad elevado, cuyas
simulaciones nuimericas requieren un coste computacional elevado, en muchos casos no alcanzable
con ordenadores actuales. Sin embargo, para poder modelizar los sistemas hibridos, es preciso poder

describir los subsistemas clasico y cuantico a través de un mismo formalismo matemaético.

Si bien existen diversas vias para solucionar esta incompatibilidad entre formalismos, este trabajo
se va a basar en una cuya idea principal consiste en tratar el subsistema clésico a través de la
formulacion caracteristica de la mecanica cuantica. Esta construccién tiene su base en el formalismo
de Koopman, el cual es introducido por Bernard Koopman en 1931 y constituye una herramienta
que permite definir los estados de un sistema estadistico clasico como elementos de un espacio de
Hilbert y trasladar la mecédnica regida por la ecuacion de Liouville a una ecuacién analoga a la
de Schrodinger sobre el espacio de Hilbert de estados clésicos, H¢. Lo anterior deriva en que los
observables clésicos, que estdn contenidos en una C*-dlgebra conmutativa que se denotarda Ac,
se puedan representar como operadores lineales sobre el espacio de Hilbert. Esta representacion,
cuya existencia se justificard posteriormente, es una aplicaciéon ¢ : Ac — B(H¢) cuya imagen,
mc(Ac), es un subconjunto del espacio de operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert
clasico y contiene a los observables clasicos.

De forma similar a la formulacién usual de la mecédnica cudntica, es posible asociar a cada estado
clésico un elemento del espacio dual a 7¢(A¢), més especificamente una matriz densidad sobre el
espacio de Hilbert, esto es, un elemento de D(H¢). Sin embargo, mientras que en el caso cuantico
la correspondencia entre estados y matrices densidad es una biyecciéon y el conjunto de matrices
densidad sobre el espacio de Hilbert cuantico representa uno a uno los estados cudnticos; en el caso
clasico esto no es asi. A lo largo de este trabajo se justificard precisamente el hecho de que los estados
fisicos clasicos no se correspondan uno a uno con el espacio de matrices densidad, sino que matrices
densidad diferentes representan el mismo estado, y se tratard de dar una mejor caracterizacion del

espacio de estados fisicos cldsicos.

Las construcciones descritas anteriormente permiten la descripcién de los sistemas hibridos a
través de un espacio de Hilbert de estados hibridos Hy = He ® Hg, con Hg el espacio de Hilbert
cuantico habitual, definiendo asi una C*-algebra de observables hibridos como el producto tensorial
de las C*-algebras clasica y cudntica Ay = Ac ® Ag y una representacion sobre el espacio de
operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert hibrido como producto cartesiano de las
representaciones clasica y cuantica 7y = m¢ X 79 : Ay — B(Hp). Asimismo, los estados hibridos
se pueden representar como elementos del espacio dual a 7y (Ax) = 7o (Ac) @ mg(Ag), que es un
subconjunto del espacio de matrices densidad sobre Hp.



Sobre estos estados y observables se pueden estudiar diferentes dindmicas. En [I], se caracterizan
las condiciones que debe cumplir el generador de una dindmica hibrida unitaria; y en [2] se realiza el
mismo estudio con un caso particular de dindmica lineal que generaliza el caso unitario, la dinamica
lindbladiana. Estas dindmicas describen, en imagen de Schrédinger, la evoluciéon de una matriz
densidad cualquiera de D(Hp).

El principal objetivo de este trabajo es la caracterizacion del espacio de estados hibridos re-
presentados como matrices densidad hibridas, pasando previamente por el estudio analogo de los
estados puramente clasicos; y la verificacién de que las dindmicas unitaria y, mas generalmente,
lindbladiana, definidas sobre D(H ), estan correctamente definidas sobre el nuevo espacio de esta-

dos.

Asimismo, se abordard una perspectiva alternativa para caracterizar el espacio de estados, ba-
sada en la denominada funcion de Wigner. Esta funciéon permite trasladar la formulacién de un
sistema cudntico en términos de operadores y matrices densidad a una formulacién similar a la de

la mecanica estadistica clasica, donde los estados se corresponden con medidas de probabilidad.

En el Capitulo 2 se dard una descripcién formal de la construccién de Koopman, su generalizacion
a sistemas hibridos y se daran las ideas bésicas de la caracterizacién de las dindmicas unitaria y
lindbladiana. En el Capitulo 8 se planteard el problema que supone considerar los estados clasicos e
hibridos como el espacio completo de matrices densidad y se tratara de caracterizar mejor el espacio
de estados a través de las dos formulaciones: en términos de matrices densidad y en términos de

funciones de Wigner.



CAPITULO 2

Marco teorico

La construccién de las representaciones de estados y observables hibridos requiere una compren-
sién previa de los formalismos matematicos fundamentales que describen los estados y observables
clasicos y cudnticos, asi como de la aplicacién del formalismo de Koopman a un sistema clasico para
construir una representacién alternativa. En este capitulo se pretende dar unas nociones bésicas
de estos formalismos a través de la definicién de sus elementos basicos y la presentacién de los
principales resultados que permiten la descripciéon completa de los sistemas.

2.1. Formalismo de la mecanica cuantica

En la formulacién habitual de la mecénica cudntica, los estados de un sistema son elementos de
un espacio de Hilbert H. Para su tratamiento, se introduce la notacién de Dirac.

Notacién 2.1.1. A un elemento ¢ del espacio H se le denomina ket y se denota por |p). El teorema
de representacion de Riesz asegura que cada elemento del espacio dual p* € H*, al que se denomina
bra, tiene asociado un unico ket |@) tal que la evaluacion de ¢* sobre un estado cualquiera 1) € H

es p*p = |) - |¥), con - el producto escalar en H. Asi, el bra ¢* se denota (p|, de manera que

e = o) - [¥) = (pl), Vb € H.

Los principios fundamentales de la mecénica cuantica con esta formulacién se resumen en cinco

postulados.

» Postulado 1: El estado del sistema se representa por un ket |¢) € H, denominado funcién
de onda. En una representacién alternativa, cada estado |1)) € H se representa por el corres-

pondiente proyector sobre el subespacio vectorial de H de dimensién 1 de base |¢), p = %:
p:H—H
{W]p) (2.1)
o) — )
(¥[¥)

A estos proyectores se les denomina matrices densidad y el espacio de matrices densidad se
denota D(H). Usualmente se toman funciones de onda normalizadas, (¢|¢) = 1, de forma
que la matriz densidad correspondiente a [¢) es p = |¢)(¢|. El conjunto de matrices densidad



contiene, ademas de a los proyectores asociados a un elemento del espacio de Hilbert, que
es lo que se denominan estados puros, a todos los proyectores p : H — H sobre subespacios
de dimensién uno, esto es, a todos los operadores lineales semidefinidos positivos y de traza
unidad: p = > ;7 Ai|[vs) (Y], con [¢;) € H, A\ € [0,1],Vi € I, I C Nytal que Y, ;A\ = 1.
Todos los proyectores no asociados a estados puros se denominan estados mezcla.

= Postulado 2: El espacio de observables O es el conjunto de operadores lineales autoadjuntos

sobre el espacio de Hilbert.

= Postulado 3: El resultado de la medida de un observable sobre el sistema es siempre uno de
los autovalores del operador correspondiente a dicho observable.

» Postulado 4: Si el estado del sistema es una funcién de onda [i)) € H normalizada ((|y)) =
1), la probabilidad de que el resultado de la medida de un observable A € O sea su autovalor
an, € R, de vector propio (normalizado) |p,) € H se corresponde con P(ay) = |{pn|t)|?. Al
realizar una medida y obtener el resultado a,, se produce colapso de la funcién de onda y el
estado pasa a ser |p,). El valor esperado del observable A para el estado |¢)) o p = [)(¢)] es

(4) = (¥[A[y) = Tr(Ap) (2.2)

= Postulado 5: En imagen de Shrodinger, la evolucion temporal de los estados viene dada por
la ecuacién de Schrodinger:

dy(t))

ih
BT

= H)b(t))  VtelCR, Vyt) eH (2.3)

con H (t) el operador Hamiltoniano en el tiempo ¢, que es el observable asociado a la energia del
sistema. Alternativamente, la evolucién de las matrices densidad viene dada por la ecuacién

de von Neumann
= —ﬁ[H,p(t)] Vte I C R, Vp(t) € D(H) (2.4)

En imagen de Heisenberg, la evolucién de los operadores sigue la ecuacién de Heisenberg

dAlt) _ @

o h[H,A(t)] Vte I CR,VA(t) € O (2.5)

2.2. Formalismo geométrico de la mecanica clasica

La modelizacion matematica de un sistema fisico cldsico a través de variedades simplécticas
consiste en una generalizacion de las ecuaciones de Hamilton, que a su vez derivan de las leyes de
Newton. A continuacién se van a resumir los principales conceptos de esta formulacion siguiendo
[B] (ver Apéndice |[A] para un desarrollo més detallado). Se parte de un sistema cuyo estado viene
descrito por un punto {¢, ..., ¢", p1,...,pn} = {7, 7} € R?", con n la dimensién del sistema fisico, y



donde ¢ son las coordenadas generalizadas del sistema y p los momentos generalizados. La dindmica
viene descrita por las ecuaciones de Hamilton ([2.6)).

dg  OH(7.p)

— = Vied{l,...,n
doi _OH@D) oy
dt oq’ T

donde H(q,p) es el Hamiltoniano del sistema. Asi, el espacio de fases es la variedad diferenciable
R?", mientras que los observables fisicos son las funciones de C*°(R?").

Una primera generalizacién de este formalismo consiste en considerar una variedad diferenciable
cualquiera M, de dimensién n formando el conjunto de posiciones del sistema (de coordenadas
{qi}ie{l,_.,n}). En este caso los momentos {p; }ie{1,....n} son coordenadas sobre las fibras del fibrado
contangente de la variedad, T* M. Las propiedades geométricas de las variedades diferenciables per-
miten asegurar que esta formulacién es localmente equivalente a la dada en R?" (ya que T*R" = R").
Esta descripcién se puede extender, asimismo, de un fibrado cotangente a variedades diferenciables
mas generales, las denominadas variedades simplécticas .

El teorema de Darboux permite establecer asi un conjunto de coordenadas generalizadas
{q", pz’}z‘e{l,...,n} de forma que una variedad simpléctica general M es localmente equivalente a R?".
Esto, a su vez, permite modelizar los estados de un sistema fisico como puntos del espacio de fases M,
siendo los observables las funciones de C*°(M; R). Es posible comprobar que un fibrado cotangente
es una variedad simpléctica, de forma simpléctica w = —df, donde 6 = " | pidg’ es la llamada
1-forma de Liouville. Veamos a continuaciéon que es posible obtener una expresion equivalente a
las ecuaciones de Hamilton sobre R?" para el caso de una variedad simpléctica general M, que
describa trayectorias sobre el espacio de fases que representen la evolucién. Para ello se considera
la aplicacién dada por

O:TM) — T"M

(2.7)
X — 0(X) = w(X, ")

la cual, restringida a X' (M), & : X(M) — AY(M) es un isomorfismo.

Proposicién 2.2.1. Sea H € C>*(M), decimos que una curva v : R — M es solucion de la
dindmica Hamiltoniana definida por la funcion H si y solo si es la curva integral del campo vectorial
Hamiltoniano X definido como Xy = &~ (dH), esto es, tal que ©(Xy) = dH.

Esto ha permitido definir una mecénica hamiltoniana. Se puede comprobar ademas que el campo
n QH & _ 9H 9

i=1 0p; O’ aqt op; Y
sus curvas integrales {q(t),p(t)} se corresponden con las soluciones de las ecuaciones de Hamilton,

vectorial Hamiltoniano en coordenadas de Darboux es de la forma Xpg = )

recuperando la formulacién habitual de la mecénica cldsica en R?". Asimismo, la definicién del
denominado paréntesis de Poisson permite escribir estas curvas hamiltonianas en el espacio de fases
como curvas en el espacio C*°(M) (ver Apéndice [A)).



2.3. El formalismo de Koopman en la mecanica clasica

El formalismo de Koopman [4] es el mecanismo que va a permitir trasladar la mecénica clasica
de una variedad simpléctica a un espacio de Hilbert, estableciendo asi un formalismo comiin para la
descripcion de los sistemas cldsico y cudntico. La descripcién del formalismo se dard siguiendo [5].

Se parte, asi, de una variedad simpléctica (M¢,w) de dimensién 2n y con coordenadas de
Darboux {7, 7} (de forma que w = >, dg' A dp;).

Definicion 2.3.1. Se define la medida de Liouwville como

n veces

dp=wA ... \w (2.8)

La Proposicion garantiza la correcta definiciéon de la medida. Se tiene que el conjunto
de observables es C*°(M¢c;R) C C(Mc;C). Ademas, el subconjunto de funciones continuas de
soporte compacto, Co(Mc; C), es denso en L' (M, u; C) y es precisamente el conjunto de funciones
integrables (con respecto a la medida de Liouville) el que contiene a todos los observables que
tienen valor esperado bien definido y, por tanto, sentido fisico. Es por ello que es posible restringirse
unicamente a observables de Co(M¢; C) para describir correctamente un sistema fisico y es este el
espacio que se considerara en este trabajo que contiene los observables fisicos del sistema clasico.

De esta forma, el espacio de estados se corresponde con el conjunto de funcionales lineales positi-
vos de norma unidad (con la norma de operador inducida por la norma supremo en Cc(M; C)) sobre
Cc(M;C). Dado que las variedades simplécticas en las que tiene sentido definir mecénica cldsica
son localmente Hausdorff, el teorema de la representacién de Riesz-Markov [E.0.19] garantiza que
cada funcional lineal positivo sobre Cc(Mc,C), w € Cc(Mc, C)* tiene asociada una tnica medida
de Radon /i verificando Vf € Ac, w(f) = [ Me fdii. Por lo tanto, el espacio de estados se corres-
ponde con el conjunto de medidas de Radon sobre M. Asimismo, el subconjunto de las medidas
de Radon absolutamente continuas con respecto a la medida de Liouville es denso en el espacio
total de medidas de Radon, por lo que es posible considerar como espacio de estados el conjunto
de las medidas de Radon absolutamente continuas respecto a u. A su vez, cada elemento de este
ultimo espacio tiene asociada a través de la derivada de Radon-Nikodym una funcion densidad de
probabilidad, tinica salvo conjuntos de medida nula. Por lo tanto, el espacio de estados se corres-
ponde con el conjunto de funciones densidad de probabilidad de L'(Mg¢, u; C), P(Mc, ). Estas
evolucionan segun la ecuacién de Liouville: p = Xy (p), Vp € P(M¢, i1). Es precisamente a partir
de los estados representados como funciones densidad de probabilidad que Koopman construye el

espacio de Hilbert que constituira el nuevo espacio de estados del sistema clasico.

Definicion 2.3.2. Se define el espacio de Hilbert de estados cldsicos del sistema como el espacio
de las funciones complejas definidas sobre M de cuadrado integrable con la medida de Liouville

He = L2 (M, dp) = {f:Mc—>C'/M |f]2d,u<+oo} (2.9)



dotado del producto escalar

(flg) = /M Tgdp (2.10)

Se puede comprobar que es, en efecto, un espacio de Hilbert y a cada ¢ € H se le puede asociar
una densidad de probabilidad p = 1) € P, esto es, un estado. Reciprocamente, para cada p € P
existe un ¢ € H tal que p = ). Nétese que a este p se le pueden asociar infinitas funciones de
onda diferentes, ya que V0 € R ¢/ = %9 € H satisface también ¢/’ = p. La eleccién de la medida
de Liouville permite a Koopman demostrar en [4] la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.3.3. Sea ¢ : Mo — Mc una transformacion que mantiene invariante el parénte-

sis de Poisson (transformacion candnica), entonces existe una isometria unitaria biyectiva

U: LY Mg, dp) — L2 (Mg, dp)

(2.11)
fr=U(f)=¢"f=Ffop

Consideramos el flujo hamiltoniano del sistema F; : Mo — M, (4(0), p(0)) — (q(¢), p(¢)).

Proposicién 2.3.4. Si el flujo Hamiltoniano Fy es completo, esto es, toda curva integral Hamilto-

niana estd definida para todo t € R, entonces el conjunto
{Up: feHe— foF € Heolt € R} (2.12)
es un grupo de transformaciones unitarias continuo sobre un unico pardmetro.

Fl teorema de Stone(E.0.24)) permite asegurar la existencia de un generador infinitesimal de la
evolucién, un operador autoadjunto L, denominado operador de Koopman, tal que U; = e V¢t €
R. Este operador depende del campo vectorial Hamiltoniano como L = iXp, lo cual se traduce

localmente en coordenadas de Darboux a

OH 0 OH 0
__.(9H 9 0H 0 1
L Z<5qk Opr  Opy 3qk> (213)

Proposicién 2.3.5. Sea 1), € L2(Mc,dp) un estado tal que @pz/)p =p € P, con p evolucionando

segun la ecuacién de Liouville, entonces 1), evoluciona segin

iq/}p = L, (2.14)

El formalismo desarrollado por Koopman ha permitido construir un espacio de Hilbert que con-
tiene a los estados de un sistema clasico y describir la dindmica de los mismos a través de una
ecuacién analoga a la de Schrodinger, pero en la que el generador de la evoluciéon no es el Hamil-
toniano cldsico del sistema sino un operador dependiente del mismo, el operador de Koopman. A
continuacién se mostrara que, en esta nueva formulacion, los observables se corresponderan con
operadores lineales autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert. En el modelo clasico usual, los obser-

vables se modelizaban como funciones sobre una variedad diferenciable. Estas funciones conmutan



trivialmente entre ellas, y esto tiene una gran implicacion sobre el conjunto de operadores que se
identifican con observables en el nuevo formalismo: forman un algebra conmutativa. El conjunto de
operadores cudnticos carece de esta propiedad y ésto introducird posteriormente grandes diferencias

entre la formulacién de la dindmica de ambos sistemas.

La idea de esta nueva formulacion es, ahora que se tienen los estados cldsicos y cudnticos repre-
sentados como elementos de dos espacios de Hilbert distintos, seguir la idea utilizada usualmente
en mecanica cuantica y tomar como estados del sistema hibrido, que mezcla grados de libertad
clésicos y cudnticos, los elementos de un espacio de Hilbert producto tensorial, Hy = Hc ® Hg. Sin
embargo, la formulacién de una dindamica sobre los elementos de este espacio no es trivial, dada la
diferente estructura matemaética de los elementos de los dos espacios de Hilbert, lo cual lleva a tratar
el sistema desde un formalismo alternativo basado en la generalizaciéon de la usual formulacion de la
mecéanica cudntica que representa los observables como elementos de una C*-algebra y los estados
como elementos del espacio dual.

2.4. (*-algebras de observables clasicos y cuanticos

La modelizacién habitual de la mecanica cudntica sobre el espacio de Hilbert H¢ representa los
observables fisicos como el conjunto de operadores lineales acotados autoadjuntos sobre el espacio de
Hilbert: Og = {A € B(Hg)|AT = A} C B(Hg). Denotando Ag = B(Hg) (conjunto de operadores
lineales acotados sobre Hg) y dotando a este espacio de las operaciones adecuadas, se justifica en
el Apéndice @ que Ag es una C*-dlgebra. Ademds, el teorema de Gleason , asegura que los
estados cuanticos, se corresponden uno a uno con los elementos del espacio de matrices densidad
sobre el espacio de Hilbert cuantico, que es un subespacio de AE?'

D(Hq) = {p € B(HQ)lp = p', Tr(p) = 1,p > 0} (2.15)

El objetivo principal de esta seccién es generalizar este formalismo, de manera que, a partir del
espacio de Hilbert de estados clasicos construido a través de Koopman, se logre una representacion
de los observables clasicos dentro del espacio de operadores lineales acotados sobre el espacio de
Hilbert cldsico B(H¢) y de los estados en el espacio de matrices densidad sobre dicho espacio de
Hilbert D(H¢). De esta manera, la forma equivalente de los observables cldsicos y cuanticos en las
C*-algebras, asi como de los estados representados como matrices densidad, facilitara la formulacién
de dinamicas del sistema hibrido.

La herramienta que permitird reproducir el formalismo sobre el espacio de Hilbert clésico es la
construcciéon GNS [6], caracterizada por el Teorema El proceso descrito a continuacién se
sigue de [7]. Se pretende encontrar un estado sobre la C*-algebra A¢x w € Af tal que la
aplicacién del teorema asegure la existencia de una tnica representaci(’)n, salvo isometria,
de A¢ sobre B(Hc¢); es decir, que el espacio de Hilbert cuya existencia asegura el teorema se
corresponda con el espacio de Hilbert clasico.



En el caso del subsistema cuantico, dado que se define la C*-algebra que contiene a los observables
como B(Hq), es evidente que existe una biyeccién mg : Ag — B(Hg) que es trivialmente la
identidad. En dimension finita, la identidad es precisamente la representacién obtenida al aplicar
GNS a la C*-dlgebra Ag y un estado w : Ag — C definido como w(A) = (¢, Ap), VA € Ag
con ¢ € Hg tal que {Ap|A € Ag} sea denso en Hg, como por ejemplo puede ser un miltiplo
normalizado de la identidad (ver Apéndice @ Esto no ocurre generalmente en dimension infinita,
puesto que el espacio de Hilbert no tiene por qué contener un vector ciclico. Dado que el espacio de
Hilbert H,, del teorema contiene un vector ciclico, este espacio no puede ser el original si se partia de
un espacio de Hilbert en dimensién infinita que no contenga vectores ciclicos. Asi, esta formulacién
a través de la representacion GNS es tinicamente valida en espacios de dimensién finita o aquellos

de dimensién infinita que contienen algin vector ciclico.

Para el subsistema clasico, se ha justificado previamente que se puede considerar que todos
los observables estan contenidos en Ac = Co(Mc,C), espacio que, dotado de las operaciones
adecuadas, es una C*-dlgebra (ver Apéndice @ También se demuestra en el Apéndice @ que el
espacio de Hilbert del teorema de la representacién GNS es el espacio de Hilbert cldsico definido a
través del formalismo de Koopman (#¢) si se aplica el teorema sobre la C*-dlgebra A¢ y un estado
w € A%, definido como w(f) = [ Mo fdu, Vf € A, con p la medida de Liouville. Asi, existe una
representaciéon o : Ao — B(He), de forma que 7o (A¢) es un subédlgebra de B(H¢) y representa
al conjunto de observables clasicos. Es importante remarcar que la conmutatividad de los elementos
de A¢ (son funciones escalares) deriva en que el dlgebra 7o (Ac) sea asimismo conmutativa. Esto
se debe a que m¢ es la aplicacion que lleva f € Ac al operador sobre H¢ correspondiente a la
multiplicacién punto a punto por f (ver Apéndice @

Por otro lado, conocida la C*-algebra Ac que representa a los observables fisicos, el conjunto
de estados debe ser un subespacio de Af, que denotamos £¢, ya que éstos son los funcionales
lineales continuos positivos y normalizados. Se ha justificado previamente que se puede considerar
que, dada una medida de referencia (en particular tomamos la medida simpléctica), el espacio de
las funciones densidad de probabilidad (cocientado por el espacio de las funciones nulas en casi todo
punto respecto a dicha medida) contiene a los estados clasicos. En [I] se demuestra la siguiente

proposicion

Proposicién 2.4.1. Sea w € & un estado sobre Ac y Fo € LY (Mc,p) la funcion densidad
de probabilidad asociada a w con respecto a la medida simpléctica . Sean [€) y |£') dos bases
generalizadas de Mc. Entonces la matriz densidad sobre el espacio de Hilbert cldsico pc € D(He)
definida por

po = /M dp(€) /M a(€ VW EFe @ Fo@)]e) e (2.16)

satisface la relacion
Tr(peme(a)) = w(a) Va € Ac (2.17)

Noétese que, en la expresién 2.17) el primer término de la igualdad es el valor esperado del

observable que representa mc(a) (esto es, el representado por a) para el estado que representa pc,
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mientras que el segundo término es el valor esperado del observable a para el estado w. Este resultado
implica que a cada estado w se le puede asociar un elemento de D(H¢), pc, que mantenga el valor
esperado de todos los observables clasicos y, por tanto, w y pc representan el mismo estado fisico.
Esto se debe a que dos estados, aunque tengan estructura matematica diferente, son iguales siempre
que todas las magnitudes fisicas medibles sobre ellos sean iguales.

Con esto, se ha logrado una identificacién entre el espacio de estados cldsicos y un conjunto de
matrices densidad. Mientras que en el subsistema cuantico los estados estan representados uno a uno
por el conjunto completo D(Hg), para el caso clasico se ha demostrado inicamente que cada estado
tiene asociado al menos un elemento de D(H¢). Sin embargo, en principio, no se ha comprobado
que toda matriz densidad sobre H¢ esté asociada a un estado o que no existan mas posibilidades
de asignaciones que satisfagan la ecuacién A continuacion, se va a ver que esta cuestién deriva
en una andloga al tratar de estudiar los estados del sistema hibrido como matrices densidad sobre
el espacio de Hilbert hibrido.

Dado que el sistema hibrido es un limite parcial clasico de un sistema puramente cuantico
formado por dos subsistemas, en el cual la C*-algebra de observables es producto tensorial de
las C*-algebras correspondientes a sus subsistemas, es natural construir un algebra de observables
hibridos como producto tensorial de las C*-algebras clasica y cudntica: Ag = Ac®Ag, que, dotada
de las operaciones adecuadas, es una C*-dlgebra (ver Apéndice @ Se define asimismo la aplicacién
my = mc X 7 de forma que g (Ap) = mo(Ac) ® 1q(Ag) C B(He) ® B(Hg) = B(Hri). Ademas,
el espacio de Hilbert Hy se corresponde, en efecto, con el del teorema de la representacién GNS
aplicado con la eleccion de un estado producto tensorial de los utilizados para las representaciones
clasica y cudntica. Asi, se tiene una representacién de los observables hibridos en el espacio de
operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert hibrido definido como producto tensorial del
cldsico y el cudntico. Nétese que el conjunto de operadores de mp(Ap) que representan observables
fisicos no es el espacio total, sino el subconjunto del mismo formado por operadores autoadjuntos,

que denotaremos Oy .

Por otro lado, el espacio de estados hibridos se corresponde con el subconjunto £y C Aj; de
los funcionales lineales sobre Ap definidos positivos y de norma unidad. Se prueba en [I], que cada
estado hibrido w € £y tiene asociada una matriz densidad p € D(Hp) satisfaciendo

Tr(prp(A)) = w(Ad) VA€ Ay (2.18)

Por lo tanto, se tiene, de forma andloga al caso puramente clasico, que a cada estado hibrido se le
puede asociar al menos una matriz densidad, pero no se ha comprobado si cada elemento de D(H )
tiene asociado un elemento de £ o si a cada estado no se le pueden asociar varias matrices densidad
diferentes satisfaciendo [2.18] En el Capitulo 3 se demostrara que, de hecho, existen més posibles
asignaciones y, por tanto, matrices densidad diferentes representan el mismo estado fisico. Asi, no
va a bastar con considerar que el espacio de estados se corresponde con el de matrices densidad vy,
por tanto, al definir dindmicas en este ultimo espacio, va a ser necesario verificar que estan bien
definidas sobre los estados. Para ello, es precisa una mejor caracterizacion del espacio de estados
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representados como matrices densidad, cuestion que se abordara en el Capitulo 3. En la siguiente
seccion se daran las caracteristicas basicas para que una dindmica esté bien definida sobre el sistema
hibrido sin tener en cuenta la anterior puntualizacién sobre el espacio de estados, tal y como se hace
en [I] y [2], de manera que se busca una dindmica que verifique que, en imagen de Heisenberg, define
curvas en O v, en imagen de Schrodinger, define curvas en D(Hp).

2.5. Dinamica del sistema hibrido

En mecéanica cuantica, una vez se tienen representados los estados y observables como matrices
densidad y operadores de una C*-algebra, la dindmica de un sistema cerrado, que es unitaria, esta
regida por la ecuacién de Heisenberg sobre los operadores de Og C mg(Ag) (2.19) en imagen de
Heisenberg y por la ecuacion de von Neumann sobre las matrices densidad en representacién
de Schrodinger.

CAD =il A®M)], YA€ mo(Ag) (2.19)
& p(t) = ~ilH,p(0),  ¥p e DHo) (2.20)

donde H € Og es el Hamiltoniano del sistema. Estd dindmica estd siempre bien definida ya que
i[H,A] € OgVA € Og y —i[H,p] € D(Hq)Vp € D(Hg). Més generalmente, si se considera un
sistema cudntico arbitrario con dindmica lineal, existe un superoperador, es decir, un operador
lineal que actia sobre el espacio de operadores lineales B(Hq), Lo : B(Hg) — TB(Hg), con
TB(Hg) el fibrado tangente y tal que la dinamica viene dada por

dA . dp, . At

E(t) = LQA(t)VA e mg(Ag) A E(t) = EQp(t) Vp € D(Hg) (2.21)
De esta forma £ debe satisfacer necesariamente e*(Og) C Og y eﬁgt(D(HQ)) C D(Hg), Vt € R.
La primera de las condiciones se satisface siempre que e“ € Ogq, mientras que la segunda es mads
complicado de verificar para una dindmica general y, por tanto, nos restringiremos a casos concretos

de dinamica que la verifican.

Para el sistema hibrido, la escritura de los estados y observables en forma de matrices densidad

y operadores permite la bisqueda de ecuaciones lineales andlogas que reproduzcan la mecanica
clasica no lineal definida sobre el espacio de fases M sobre el subsistema clasico y la dindmica
anteriormente descrita sobre el subsistema cudntico. Asi, se busca qué condiciones debe cumplir un
superoperador L : w7y (Apg) — Trg(Ag) para que la dindmica de los observables y estados venga
dada por R
dA

dt

y esté bien definida, es decir, se verifique

dpy

(t) = LA)VA € m(Ag) A o

(t) = L1 (t) Vpu € D(Hu) (2.22)

1. eﬁt(OH) C On
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2. £"(D(Hy)) C D(Hy)

con O C wp(Ag) el conjunto de operadores lineales que representan observables hibridos. Nétese
que, en realidad, no es seguro que estas condiciones garanticen la correcta definicién de la dindmica
sobre los estados al no conocer la correspondencia exacta con las matrices densidad; pero nos
restringimos por el momento a comprobar que la dindmica esté bien definida sobre el conjunto
completo de matrices densidad.

La segunda condicién no es sencilla de verificar para una dindmica lineal general, pero se puede
comprobar que se satisface para un caso especial, la dindmica lindbladiana [8][9], que es aquella en
la que vamos a centrar el estudio sobre el sistema hibrido. Las ecuaciones que rigen este tipo de
dindmica se obtienen de la modelizacion de sistemas fisicos abiertos, esto es, sistemas que interac-
cionan con el entorno, que verifican una serie de condiciones particulares. La evolucién lindbladiana

de operadores y matrices densidad tiene como forma general:

d A SN A 1. 1.
SA() = L(A®) =il AW+ Y % (V,JA(t)Vk ~ SAOVIV - SV va(t)> . (@3
k=1
VA € ny(Ag)
< = —i[H,p N Vepn (OV — SV PNy 2.24
g7 (0) = il pu(0]+ 3 (Vo (V] = Vian() - ponOVi) 221

Vo € D(Hy), con H € Oy el Hamiltoniano del sistema, {Vk}]kvjf ' ¢ B(Hg) los denominados
operadores de Kraus, {’Yk}évjf ! pardmetros reales no negativos y N la dimensién de Hz. El su-
peroperador L caracteristico de esta dindmica se denomina lindbladiano. Nétese que en el caso
de operadores de Kraus nulos se tiene una dindmica unitaria, por lo que ésta tultima es un caso
particular de dinamica lindbladiana.

En el caso puramente cudntico, la primera condicién se satisface siempre para una transforma-
cién entre operadores lineales acotados y autoadjuntos. Sin embargo, esto no es asf si se considera el
caso puramente clésico, ya que m¢(A¢) es un subconjunto propio del espacio de operadores lineales
acotados sobre H¢. En particular, dado que los elementos de A¢ son funciones de coordenadas y
momentos generalizados {q’, Piti=1,..n y dado que m¢ lleva dichas funciones a operadores multipli-
cativos, éstos ultimos se podran escribir siempre como funciones de los operadores correspondientes
a las coordenadas y momentos generalizados, que denotaremos {Qi,pi}i:17,.,n. El subespacio de
7o (Ac) de observables clasicos, O¢, serd el formado por todas las funciones reales de {Q’, Jf’z}z:ln
Por otro lado, las coordenadas y momentos conjugados {Hqi,Hpi} no son observables clasicos, pero

tienen asociados operadores autoadjuntos {ﬂ@i,ﬂ p,} que pertenecen a B(H¢) pero no a o (Ac).

Si se considera una dinamica puramente unitaria sobre el subsistema clédsico, se puede deducir
de 1) que un Hamiltoniano H perteneciente al dlgebra de observables derivaria en una dinamica
nula, puesto que el Hamiltoniano conmutaria con todos los observables. Asi, se tiene que el Hamil-
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toniano que rige la dindmica unitaria cldsica debe ser un elemento de B(H¢) que no pertenezca a
mc(Ac). En particular, si se toma un Hamiltoniano dependiente de {ﬂQi,ﬁPi}, éste estard fuera
del algebra de observables y sera autoadjunto, manteniendo asi la dindmica dentro del espacio de
operadores autoadjuntos. Mas generalmente, cualquier dinamica lineal sobre el subsistema clasico
debe tratarse de un automorfismo externo al algebra de observables clasicos si se quiere una dindmi-
ca no constante interna al espacio de operadores autoadjuntos. Ademads, es preciso comprobar que
esta dindmica se mantenga también dentro del subélgebra conmutativa ¢ (A¢).

Lo anterior condiciona a su vez el generador de la evolucién hibrida. En [I] se estudian las
caracteristicas que debe cumplir el Hamiltoniano de una dinamica unitaria para regir una evolucion

bien definida, que se resumen en:

ﬁ:ﬁc®HQ+Hc®ﬁQ+ﬁcQ:ﬁc®HQ+Hc®IA{Q+ZCjkh‘Z®h% (2.25)
Jik

con c¢j; € Ry tales que

= He sea autoadjunto y lineal en {f_[qi, I, }i.
] ﬁcQ no dependa de ﬁqi y ﬁpi- Esto implica que ﬁCQ € Oy
u I:IQ < OQ.

Ademids, para que la dindmica sobre el subsistema clasico sea la equivalente a la ecuacién de Liouville
sobre M¢ con un Hamiltoniano He (g, p) € Ac se debe tomar

=Y [Wc (ch(qp)) 7o (W) ﬂpj] (2.26)

ko Opr

Por otro lado, en [2], se prueba que una dindmica lindbladiana con operadores de Kraus de la forma
(2.27) y Hamiltoniano verificando las condiciones anteriores estd bien definida sobre el sistema
hibrido.

dp QZ A -I—Z <€kqs Q p i g +€kps(Qi,]3i)ﬂps> & ag (2.27)

con di, €xps, ergs € mo(Ac) y ar € Z(rg(Ag)), Vk = 1,..,N?> -1, Vs = 1,..,n, donde
Z(mq(Aqg)) es el centro del dlgebra mg(Ag).

El estudio de estas dindmicas hibridas se ha realizado considerando que el conjunto de estados se
corresponde con el espacio completo de matrices densidad. En el préximo capitulo se va a realizar
un estudio de la estructura del conjunto de matrices densidad que representa a los estados y se

tratard de analizar cémo esta nueva estructura afecta a las dindmicas anteriormente definidas.
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CAPITULO 3

Espacio de estados

3.1. Espacio de matrices densidad

En la Seccion se ha visto como a cada estado del sistema hibrido se le puede asociar al menos
un elemento de D(Hpr) que represente al estado. A continuacién, vamos a comprobar que existen
distintas posibilidades de asignaciones cumpliendo la ecuacién anterior. Para ello, comenzamos
probando que toda matriz densidad representa a un unico estado.

Proposicién 3.1.1. Sea p € D(Hp), existe siempre un inico estado w € Eg tal que

Tr(pre(a)) = w(A)VA € Ay (3.1)

Demostracion. Se define la aplicacion

w:Ag — R

(3.2)
Av— Tr(prg(A))

el cual es un funcional bien definido sobre Apg que cumple la condicién del enunciado y es un estado
ya que
» Es lineal ya que tanto Tr : B(Hy) — R como 7y : Ay — B(Hp) son lineales.

» w(A*A) = Tr(pru(A*A)) = Tr(prp(A)*tr(A)) > 0 ya que my(A)*mg(A)es un operador
definido positivo.

= Se tiene Vp € D(H ), que se puede escribir de la forma p = >, A\g|vg) (¥r|, con |¢) € Hu'y
YoM =1, que VA € Ay,

Tr(prp(A)) = Mellma (A)|vn) < |lma (AD)lsae) Y M = lIma (A5
k k

y, por definicién de norma en Ay, se tiene ||Al| 4, = ||[7a(A)||B(3,), por lo que

|w[laz, =sup{lw(A)[; A € An, [|Allay = 1} = sup{|Tr(pru(A)); A € A, |l7a(A)llpae,) =1} <

<sup{||7 (A)||5ap); A € An, |Imc(A)llpa, =1} =1
(3.3)
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Ademis, [w(Idg)| = Tr(p) = 1, por lo que [lw||.4z, = 1. Se tiene que w es tinico cumpliendo
la condicién del enunciado ya que cualquier otro & € Aj; que la verifique cumplirfa &(A) =
w(A)VA € Ay, y por tanto @ = w.

O]

Por lo tanto, cada matriz densidad de D(Hp) representa bien un estado hibrido. Ahora, la
cuestién principal es saber si la aplicacion ¢y : D(Hy) — g que a p € D(Hy) le asigna el tnico
w € &y cumpliendo existente por la Proposicion es una biyeccion sobre el subespacio
de estados hibridos. Ya se ha visto, por el resultado de [I] que la aplicacién es sobreyectiva. Falta
comprobar si la aplicacién es inyectiva o, por lo contrario, existen distintas matrices densidad que

representan el mismo estado fisico. En la Figura se esquematiza la construccion anterior.

An Ay
* SH
_—
TH OH
(B(Hu))"
B(Hpy)
Dl(H
wr(Ax) * (Ha)

Figura 3.1: Esquema de los espacios de estados y observables hibridos
Proposicion 3.1.2. La aplicacion ¢g no es inyectiva.

Demostracion. Sea w € Ex un estado, veamos que existen dos matrices densidad p; € D(Hy) v
p2 € D(Hp) de forma que se verifique w(A) = Tr(p17mr(A)) = Tr(perg(A)) VA € Ay y que, por
tanto, ¢ (p1) = ¢u(p2) y ¢m no es inyectiva. Sabemos que existe al menos una matriz densidad
verificando lo anterior (expresién en [1]). Sea p € D(Hp) esta matriz. Como m¢(A¢) es un algebra
conmutativa y B(H¢) es un algebra no conmutativa, necesariamente mc(Ac) es un subespacio
propio de B(Hc¢), y, en consecuencia, 7y (Apg) = mc(Ac) ® mg(Ag) es un subespacio propio de
B(Hu) = B(Hc) ® B(Hg). Sean 11,72 € R tales que 71 # r2. Definimos wy € (B(Hp))* y w2 €
(B(Hm))* como

Wi . B(HH) — R

Tr(pP) si Peng(Ag) (3.4)
b= { 5 si. PeB(Hu)\ mu(An)
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con i € {1,2}. Estdn bien definidos como funcionales lineales sobre B(Hy ) y ademds son positivos y
de norma unidad (demostracién andloga a la de la Proposicién. Por tanto, wi y wo son estados
sobre B(Hp). Ademas, como B(Hp) \ ma(Ag) # 0, son distintos estados sobre B(Hy). Sabemos,
por el teorema de Gleason, que los elementos de D(H ) representan uno a uno los estados sobre
B(H), por lo tanto, deben existir dos matrices densidad distintas p1, p2 € D(Hp), p1 # p2 tales
que wy(P) = Tr(p1 P)VP € B(Hpu) y w2(P) = Tr(p2P) VP € B(Hpu) y que, por tanto, VA € Ag, se
tiene

Te(prmi(4)) = Tr(pami (A)) = Tr(pmr (4)) = w(A) (3.5)

O]

Por lo tanto, se tiene, en efecto, que existen matrices densidad distintas que representan el
mismo estado hibrido. Esto tiene gran importancia a la hora de describir la dindmica sobre los
estados como curvas en el espacio de matrices densidad. La representacién de los estados en forma
de matrices densidad sobre el espacio de Hilbert hibrido ha permitido la definicién de dindmicas
unitaria y, més generalmente, lindbladiana como curvas en el espacio de observables Oy C wp(Apf)
en representacién de Heisenberg y como curvas sobre el espacio de matrices densidad D(Hy) en
representacion de Schrodinger. Sin embargo, el hecho de que existan diferentes matrices densidad
representando el mismo estado fisico deriva en que una curva bien definida sobre el espacio de
matrices densidad puede no estar correctamente definida sobre el espacio de estados. Para que una
dindmica de la forma p(t) = Lp(t),p € D(Hpg) esté bien definida sobre el espacio de estados,
es preciso, por tanto, que si p1(0) € D(Hg) v p2(0) € D(Hp) representan el mismo estado, se
tenga que p1(t) y p2(t) representen el mismo estado para cualquier ¢ € R. En consecuencia, es
necesario un analisis de la estructura del espacio de estados representados como matrices densidad
para garantizar la correcta definicion de las dinamicas estudiadas en el capitulo anterior. Seria
razonable tratar de definir una relacién de equivalencia sobre D(H ) de manera que matrices que
representen el mismo estado fisico sean equivalentes y, asi, el espacio cociente tenga como clases de
equivalencia los estados. De esta forma, el espacio de estados debe corresponderse con D(Hp)/R

con R la relacién de equivalencia generada por
Vpl,pQ € D(HH) lepQ < Tl“(plﬂ'H(A)) = Tl“(pgﬂ'H(A)),VA S .AH (3.6)

Se puede comprobar que se trata, en efecto, de una relaciéon de equivalencia bien definida sobre
D(Hp). Ademds, las dindmicas unitaria y lindbladiana con las caracteristicas establecidas en la
Seccidn (2.5 estan bien definidas sobre el espacio de clases, ya que dado £ : mg(Ag) — Tr(Am)
verificando ! (mg (Ap)) C mr(Am)Vt se tiene Vpy, p2 € D(Hy) con p1 = 7z, VA € m(Ag) y Vi

Te(e“ ! (p1)A) = Te(e“ ! (p2) A) = Tr(p1e ! (A)) = Tr(pae™(A)) (3.7)

y la segunda igualdad se cumple porque e£(mg(A)) € i (An) v p1 = po.

Asi, hemos podido describir formalmente el espacio de estados representados como matrices
densidad y comprobar que las dindmicas estudiadas sobre el espacio completo de matrices densidad
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estan bien definidas sobre el espacio de clases. Sin embargo, la relacion de equivalencia impone una
condicion sobre todos los observables, lo que dificulta estudiar la estructura analitica de este espacio.
Por tanto, seria deseable poder describir la relacién de equivalencia en términos de transformaciones
entre matrices densidad de forma que, dada una matriz densidad, podamos obtener a través de dichas
transformaciones todas las matrices equivalentes a ella.

Asi, sea L : mg(Ag) — Tru(Ag) tal que Vp € D(Hy) se tenga ﬁ = P, necesariamente
cumple Vp € D(Hp) v VA € ng(Ag) que Tr(pef A) = Tr(pA). Esto, cumpliéndose para cualquier
p € D(Hy) implica necesariamente que e“A = A VA € my(Apy). Asi, toda transformacién 7T :
D(Hy) — D(Hy) de la forma T = e~ con L : ny(Ay) — Trg(Ag) que cumpla que deja
invariante las clases, necesariamente debe verificar TA = AVA € my(Ap).

La pregunta ahora es si, dada una matriz densidad p cualquiera, seria posible a través de estas
transformaciones alcanzar todos los elementos de la clase de equivalencia de p. Asimismo, podriamos
preguntarnos si es posible restringirse a un conjunto mas pequeno de transformaciones que permitan
alcanzar todos los elementos de una clase a partir de uno y cuyas propiedades podamos controlar

mejor.

Podemos considerar qué ocurre al restringirnos a transformaciones de la forma e* : D(Hy) —
D(Hy) con £ un lindbladiano. La eleccién de estas transformaciones permite asegurar e“D(Hp) C
D(Hp). Si se toma L de la formay H,V;, € mc(Ac)Vk € {1,...,N}, se verifica ¢ A = AVA €
7w (Apm). Se puede tratar de definir una relacién de equivalencia que asocie matrices densidad
relacionadas a través de una transformacién de este tipo y comprobar si el espacio cociente es
equivalente al definido previamente. El conjunto de generadores de la evolucién lindbladiana

~ A . 2 A 2— A
VpeDMn), LTp=—ilH, o]+ 331 (VkaJ—

L= ﬁ:ﬂ'H(.AH)—)TWH(.AH) Lirttr ~ 1 At t N
~SViVip = SViVR)  H Vi € B(Mr)¥h

(3.8)

es un semigrupo, no un grupo, por lo que el hecho de que dadas pi,p2 € D(Hp) exista un lind-
bladiano £; € L de forma que ps = e“'p; no implica que exista un lindbladiano £y € L tal que
p1 = €2 py. Denotamos LO¢ = {L € L|H,Vj € mc(Ac) ® {Ig}Vk € {1,..., N}} Se puede definir la
siguiente relacién Re: Vp,p € D(Hp)

pRrp <= L1, Lo, ... L, € L, n € N tales que p = eFn...eF2eb1p 0 p = ebn.eF2e51 5 (3.9)

Se trata de una relacién de equivalencia bien definida y, por tanto, se podria considerar también
el espacio cociente. Sin embargo, esta relaciéon en principio no tendria por qué ser equivalente a la
definida por Mientras que dados p1, p2 € D(Hp) tales que p1Rrp2 es evidente que p1Rp2, no
es sencillo comprobar que dados p1, p2 € D(Hp) que representen el mismo estado, exista siempre
E"...eﬁlpl o p1 = eL"...eﬁlpg.
Es por ello que vamos a reducir inicialmente el problema a considerar unicamente el espacio de

un conjunto de lindbladianos Ly, ..., £, € L de forma que py = e

matrices densidad puras y transformaciones unitarias, dado que el grupo de operadores unitarios

actia transitivamente por conjugacion sobre este espacio.
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Consideremos el subespacio Dpura(Hpu) = {p € D(Hu)|Tr(p?) = 1} de matrices densidad puras.
Denotaremos U = {U € B(Hg)|U'U = T} el grupo de operadores unitarios sobre el espacio de
Hilbert hibrido y Uc = {U € U|[A,U] = O0VA € wy(Ap)} el subgrupo de operadores unitarios
que conmutan con todo elemento del dlgebra de observables hibridos. Los elementos de la forma
Uc ®1g, con Uc € mc(Ac) tal que U'U = I, estéan en este grupo. Sin embargo, no se ha probado
que no existan elementos fuera de m¢(A¢) que conmuten con todos los elementos de m¢(Ac), ya
que la dimensién infinita de este espacio lo dificulta en gran medida, por lo que se consideran en
general todos los elementos de U que conmuten con todos los observables hibridos. Consideremos
ahora el espacio cociente Dpum(”;’-lﬂ) /Uc con Ue actuando por conjugacién sobre DPWG(HH). A
continuacién, va a tratarse de comparar la relacion de equivalencia restringida a Dpyrq(H i) con
la relacién de equivalencia generada por el grupo Uc actuando por conjugacion sobre Dpypq.

Proposicién 3.1.3. Sean p1, p2 € Dpura(Hu) Y P1, P2 € Dpura(Hu)/Uc sus clases de equivalencia.
Si p1 = P2, entonces p1 y pa representan el mismo estado fisico.

Demostracion. Si p1 = pz, entonces 3U € Uc de forma que ps = Up U, Asi, VA € m(Ag), se
tiene A = UTAU y
Tr(poA) = Te(Up UTA) = T (plUT/iU) = Tr(p A) (3.10)

por lo que p; y p2 representan el mismo estado fisico. O

Ahora la pregunta serfa si el reciproco es cierto, esto es, si cualesquiera dos matrices que re-
presentan el mismo estado fisico estdn relacionadas por una transformacién de Ug, de forma que
el espacio de clases Dpyrq(Hu)/Uc se corresponda con el espacio de estados hibridos asociados a

matrices densidad puras. Sin embargo, vamos a ver que esto, en general, no tiene por qué ser cierto.

Sean pi,p2 € Dpura(Hp). Denotemos Rpyrq la restriccion de la relacién R a Dpyrq(Ha),
P, "
Dpura(H i) /Uc las clases de p1 y p2 en el espacio cociente Dpyrq(H i) /Uc respectivamente. Supon-

€ Dpura/Rpura las clases de p1 y p2 en el espacio cociente Dpyra/Rpura ¥ ﬁ“,ﬁ“ €

gamos que pi y po representan al mismo estado fisico, es decir, 71 = 72%. Dado que U actia
transitivamente sobre Dpyrq(Hp), U € U tal que py = UpU . Asi, por se tiene necesariamen-
te Vp € D(Hg) tal que p* = 1%, que WR = p”®, es decir para cualquier p € Dpyra(Hpy) que
represente el mismo estado que p;

Tr(pA) = Tr(pUT AU) VA € mg(Ag) (3.11)

Si esto se cumpliese para todo p € Dpyra(Hp), entonces necesariamente se tendria UTAU = fl, de
forma que U € Ug y por tanto o1 = p1¢. Sin embargo, esto no tiene por qué ser cierto en general,
y puede cumplirse la ecuacién |3.11] para todos los p que representen el mismo estado que p; pero
no para aquellos que representen a otros estados. Por lo tanto, en general, la accién de Ug no tiene
por qué ser transitiva en cada clase de equivalencia de Dpyrq(Hp)/Re, sino que pueden existir
diferentes érbitas. Ademas, la transformacion U anterior actia de forma que mantiene algunas
matrices densidad dentro de su misma clase bajo R (dejando el estado invariante) y transforma
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algunas matrices en otras de diferente clase bajo R (se trata de una transformacién entre estados).
Esto imposibilita el tratar de encontrar transformaciones que permitan alcanzar todos los elementos
dentro de una clase de equivalencia a partir de uno dado, pues estas transformaciones dependen de
la clase concreta. Asi, no es posible encontrar un conjunto de transformaciones que permitan escribir
la relacién de equivalencia R restringida al subespacio de matrices densidad puras en términos de
dichas transformaciones. Dado que el problema para el espacio de matrices densidad completo es
mas complejo y que, incluso restringiendonos inicamente a matrices densidad puras, no podemos
reescribir la relacién de equivalencia en términos de un conjunto de transformaciones, vamos, a

continuacién, a abordar el problema a través de un formalismo alternativo.

3.2. Funciones de Wigner

En la mecénica estadistica cldsica en su formulacién habitual, cada estado fisico se corresponde
con una medida absolutamente continua respecto a la medida simpléctica. Cuando el espacio de fases
es R?" de coordenadas de posicién x € R™ y momentos conjugados II, € R”, la medida simpléctica,
es la medida de Lebesgue (que denotamos d"xd"II,), de forma que para un estado dado existe
una funcién densidad de probabilidad f : R?® —s [0, 1] tal que el valor esperado de un observable
a € C(R*";R) viene dado por (a) = [[ f(z,I;)a(x,I1,) d"x d"11,,.

Con la idea de construir un formalismo similar para la mecédnica cudntica y describirla en un es-
pacio de fases, Eugene Wigner y Jean Ville introducen en 1932 la denominada funcién de Wigner[10].
Su formulacién se basa en la transformada de Weyl, que permite trasladar operadores sobre el espa-
cio de Hilbert cuantico usual de dimensién n a funciones sobre el nuevo espacio de fases R*". Esta
transformada viene dada por

~ - _illgy y y n
Az, II,) = [ e (x+ 5 Az, I1;) |x — 5 d"y (3.12)
donde A(z,1II,) es el operador sobre el espacio de Hilbert cudntico. Asi, si un estado cudntico viene
representado por una matriz densidad cuya transformada de Weyl es p(x,I1,,), la funcién de Wigner
se define como 3. 11,)
p T, Ly
Wy(x,1l;) = ——= 3.13
P(x7 27) (27Th)n ( )

Esto permite escribir el valor medio de un operador A como
(A) = // W,(z, 1) A(z, 11,)) d"a d"11,, (3.14)

al igual que en el caso cldsico. Sin embargo, hay una importante diferencia: la funciéon W (z,II,)
no es una densidad de probabilidad, pudiendo, por ejemplo, tomar valores negativos, y no tiene
significado fisico por si misma. Es lo que se conoce como distribucion de cuasiprobabilidad.

El objetivo de esta seccién es el estudio del conjunto de estados hibridos a través del analisis

de los estados representados como funciones de Wigner. Asi, se parte del espacio de matrices den-
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sidad D(Hu) = D(Hc) ® D(Hg), que representan los estados hibridos. Como se ha desarrollado
previamente, no existe una biyeccion entre este espacio y el de estados, sino que sabemos que exis-
ten matrices densidad diferentes que representan el mismo estado. Nos restringiremos al estudio de
casos en los que la dindmica cldsica inicial estd definida sobre la variedad R?", ya que es en este
espacio donde se puede definir de manera trivial la funcién de Wigner.

Comencemos estudiando qué ocurre al transformar las matrices densidad de D(H¢) en funciones

de Wigner. Dichas matrices densidad dependen de 4n coordenadas: ¢ = {¢*}q, p = {pi}?",

M, = {H}7y, O, = {Il,,}j-;, donde Il es el conjugado de ¢ y II,, es el conjugado de p;.

Por tanto, la distribucién de Wigner asociada a una matriz p € D(Hp) serd un espacio de 4n
dimensiones, representado en R***! como el grafo de la funcién W, : R4 — R dada por

q'T szy y
W, (g, p, 11, 11,) ; < p+ 2 o p 0, L) g = £, ——>d”d”
»(q,p, 10, %h //R% q+2p+2p(qp g 1Ip) g 2p z
(3.15)

Proposiciéon 3.2.1. La transformada de Weyl de los observables depende tunicamente de q y p,
siendo independiente de I1, y II,. Ademds, sea A € mc(Ac), su transformada de Weyl es la funcion
fa:R2 — R cuyo operador correspondiente al aplicar el formalismo de Koopman es A.

Demostracion. Los observables clasicos dependen tnicamente de g y p por lo que queremos demos-

trar que

~ Ilg -z Iy
A(q,p,Hq,Hp):// e e <q+§,p+%’fl(qm))q—g,p—%> d"zd"y (3.16)
RQn

es independiente de II; y II, para cualquier operador A € Il¢(Ac). Sea A € mc(Ac). Tenemos
Y (q,p) € R?™ que el estado |g, p) es un estado propio de A(g,p) y de valor propio real que denotamos

fa(q,p), de forma que induce una aplicacién de clase C*,

fa:R™ —R
(3.17)
(¢,p) — falq,p) = (q,plAlq,p)

Es esta funcién la que origina el operador A al aplicar el formalismo de Koopman, por lo que se
puede suponer que es infinitamente diferenciable y de soporte compacto (f4 € C&F(R*™)). Asi, sea
(q,p,114,11,) € R fijo, V(x,y) € R?", se tiene

Ty z Yl T oy
5P f) <q+§7p+ 31— 5P *> (3.18)

<Q+2’p+2‘AqP’q_*’p > fA( 2 P73 2P 79

La ortonormalidad de los estados deriva en que Vo € C&(R*™)

X X
//R% <q +5pt %‘ 4= 5P g> o(x,y)d"zd"y = 6,0 le] = ¢(0,0) (3.19)

con §(g ) la distribucién delta (E.0.21)) en el punto (0,0) € R?". Por lo tanto, ¥(q, p, I1;, I1,) € R,
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illg-x illp-y

denotando gff’p’nq’np) : R?" — R tal que V(z,y) € R?", gff’p’nq’np)(x,y) =e ~n e falgq,p)

A(q,p, 11y, 11) = 60,0} [gff’p’nq’n")} = falg,p) (3.20)

O]

Esta independencia de coordenadas y momentos conjugados permite enunciar la proposicién

siguiente.

Proposicién 3.2.2. Sean p1,p2 € D(Hc) y sean Wi, Wo : R — C las funciones de Wigner
correspondientes a p1 y pa respectivamente. Notamos para i € {1,2} la funcién d; : R>* — R dada

por

di(q,p) = / o Wi(q, p, 114, I1,)d" 11 ,d"11,, ¥(q,p) € R*" (3.21)

que es la densidad marginal en las variables (q,p). Entonces p1 y pa representan el mismo estado
fisico cldsico si y solo si se cumple ¥(q,p) € R?" d1(q,p) = da(q,p).

Demostracion. Sea A € mo(Ac) un observable cualquiera y A : R — C su transformada de
Weyl. Entonces para un sistema fisico en el estado correspondiente a p;, con i € {1,2}, el valor
esperado del operador A viene dado por

= [[[], Wi 1 1) Alg.p 1, 1) g pa g, =

=/R2 falq,p) (/ - Wi(q, p, Hq,Hp)d”qu"Hp) d’"qu’””IJZ//R2 falg,p)di(q,p)d"qd"p
(3.22)

por lo que si se cumple V(gq, p) € R?" di(q,p) = da2(q, p), el valor esperado de todos los observables

es igual para ambas matrices densidad, de manera que representan el mismo estado fisico.

Reciprocamente, si ambas matrices representan el mismo estado fisico, se tendra (A); = (A)y
para cualquier operador A € mc(Ac). Ademéds, para cualquier funcién de CF(R**;R) existe un
operador tal que su transformada de Weyl es dicha funcién (dado que cada operador se construye
a partir de una de estas funciones). Por lo tanto,

/ Faq.p)d (g, p)d"qd"p = / / (g, )da(q, p)d"ad"p Vfa € CE(R™R)  (3.23)
R2n R2n

Esta igualdad para cualquier funcién fa € C¥(R**;R), que es denso en C*®(R*",R), implica ne-
cesariamente que di(q,p) = da(q,p) para casi todo (g,p) € R**. Adem4s, por propiedades de las
funciones de Wigner (ver Apéndice @, d1 y dg son funciones densidad de probabilidad, por lo que
en particular son continuas y necesariamente d; = ds. O

Veamos, a continuacién, qué ocurre al transformar matrices de D(H¢) @ D(H¢) en funciones de
Wigner. Ahora las mismas dependerdn de 4n+ 2m coordenadas: (q, p, 114, 1I,) € R*™ correspondien-
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tes al subespacio clasico, como se ha denotado hasta el momento; y (Q, P) € R?™ correspondientes a
coordenadas y momentos conjugados del subespacio cuantico. Las siguientes proposiciones, andlogas
a las anteriores, se demuestran en el Apéndice [D}

Proposicion 3.2.3. La transformada de Weyl de los observables hibridos depende unicamente de
4,p,Q y P, siendo independiente de 11, y II,,. Sea A=, AL, ® AiQ € D(Hc) @ D(Hq), se tiene

Alq,p,Q,P) = Z fai(g,p)AG(Q, P) (3.24)

con fai : R* — R la transformada de Weyl de A%, independiente de I, y IL,; y flb la transfor-
mada de Weyl de Aég.

Proposicién 3.2.4. Sean p1,ps € D(He) @ D(Hg) y sean Wi, Wy : R H2m 5 C las funciones

de Wigner correspondientes a p1 y p2 respectivamente. Notamos para i € {1,2}

Won.Q.P) = [[ | Wilap 11,1, Q. P, (325)

la densidad de cuasiprobabilidad marginal de las variables (q,p, Q, P). Entonces p1 y pa representan
el mismo estado fisico si y solo si se cumple ¥(q,p, Q, P) € R*" dy(q,p,Q, P) = d2(q,p, Q, P).

Sea W el conjunto de todas las funciones de Wigner asociadas a matrices densidad sobre Hp
(caracterizacién de [I1] descrita en el Apéndice[C). Podemos definir la relacién de equivalencia sobre
W generada por: VWi, Wy € W

WlRWWQ <:>/ Wl(QapquvnpaQ?P)dnnqdnnp :/ WQ(qapanqvHpvQ’P)dandan

R2n
(3.26)
La relacién de equivalencia esta bien definida y, por tanto, se puede considerar el espacio de clases

R2n

W/Rw, en el cual cada clase de equivalencia se corresponde con un unico estado fisico. Se tiene
ademés WiRw Wy si y solo si W = W; — Ws cumple ngn Wd"1l,d"1l, = 0, por lo que podria
pensarse en definir un espacio G = {G € L*(R*"*?™) | [ [o0, W(q,p, 114,11, Q, P)d"II,d"II, = 0 }
de forma que se tiene que (G, +) es un grupo y, si se pudiese probar que su accién sobre W mediante
la suma de funciones estd bien definida (es decir si se prueba que VG € G,VW € W, se tiene
G+W € W), se tendria que la relacién de equivalencia Ry sobre W es equivalente a la generada por
el grupo G actuando sobre W. Sin embargo, los elementos W cumplen propiedades de normalizacion
y positividad (Apéndice @, siendo esta ultima la que dificulta garantizar que la accion esté bien
definida.

No obstante, a través de esta formulacion se ha logrado escribir el espacio de estados como un
espacio cociente donde la relacion de equivalencia, en lugar de depender de los observables como en
el formalismo con matrices densidad, es intrinseca al espacio W, lo que permite analizar de manera
maés sencilla la relacién entre funciones de la misma clase de equivalencia. Si bien esto es una gran
ventaja de esta formulacién, la complejidad de la estructura del espacio W y de las dindmicas sobre

el mismo supone una dificultad a la hora de modelizar los sistemas con este formalismo.
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CAPITULO 4

Conclusiones

En este trabajo se ha resumido cémo la aplicacién del formalismo de Koopman a un sistema
clasico permite la modelizacién matematica de los sistemas hibridos clasico-cudnticos a través de la
construccion de un espacio de Hilbert que contiene a los estados hibridos. Se ha definido asimismo
una C*-algebra de observables hibridos y su representacion en el espacio de operadores lineales aco-
tados sobre el espacio de Hilbert construido y se ha establecido que cada estado fisico se corresponde
con al menos una matriz densidad sobre este espacio de Hilbert. Asimismo, se han detallado las con-
diciones que las dindmicas lindbladiana y, en particular, unitaria, deben satisfacer para estar bien
definidas tanto sobre el espacio de observables hibridos como sobre el espacio de matrices densidad.

La principal aportacién del trabajo ha sido el estudio del espacio de estados representados como
matrices densidad, justificando que el espacio completo de matrices densidad no esta en biyeccién con
el espacio de estados, sino que diferentes matrices densidad representan el mismo estado. Asi, se ha
definido un espacio cociente de manera que cada estado estd representado por un tnico elemento de
este espacio y se ha comprobado que las dinamicas anteriormente definidas sobre el espacio completo
de matrices densidad estan también bien definidas sobre el espacio de estados. Se ha visto que la
complejidad de la relacién de equivalencia, que supone una condicién sobre todos los observables,
plantea el problema de la busqueda de una definicién de relacién de equivalencia mas sencilla que
facilite el andlisis de la estructura del espacio cociente. Asi, finalmente, se ha abordado este problema
desde dos perspectivas alternativas: por un lado se ha tratado de dar una mejor caracterizacién del
espacio cociente descrito anteriormente, buscando escribir la relacién de equivalencia en términos
de transformaciones de matrices densidad y se ha comprobado que ésto no es posible; por otro lado,
se ha considerado una caracterizacion alternativa de los estados en términos de funciones de Wigner
que ha permitido obtener un espacio cociente que se corresponde con el espacio de estados y donde
la relacién estd definida intrinsecamente sobre el espacio de funciones de Wigner.

Tras el estudio realizado existen varias lineas de trabajo futuro: por una parte continuar el
estudio del espacio de estados representados como matrices densidad, analizando las drbitas de
las transformaciones definidas dentro de las clases de equivalencia de estados; y por otra parte,
profundizar en el formalismo a través de funciones de Wigner mediante un analisis mas exhaustivo
del espacio de funciones y estableciendo el comportamiento del espacio de estados ante diferentes

dindmicas.
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APENDICE A

Mecanica clasica en variedades simplécticas

Definicién A.0.1. Sea M una variedad diferenciable y w € A*(M) una 2-forma. Entonces w se

denomina simpléctica si y solo si es cerrada y no degenerada.

Definicién A.0.2. Un par (M,w) representa una variedad simpléctica si y solo si M es una

variedad diferenciable y w € A2(M) es una forma simpléctica definida en ella.
Proposicién A.0.3. Sea M una variedad diferenciable, w € A2(M) es no degenerada si y solo si

n veces

dp=wAN..ANw (A.1)

es una forma de volumen. Por lo tanto, toda variedad simpléctica es orientable.

Teorema A.0.4. (de Darbour) Sea M una variedad diferenciable de dimensién par 2n y w €
A%(M) una 2-forma no degenerada. Entonces w es cerrada si y solo si existe una carta (U, ¢) para

cada punto p € M de forma que ¢p(p) = 0 y la expresion de la 2-forma en coordenadas locales
{qzapi}ie{l,...,n} es

n
(6™ wly =) dq Adp; (A.2)
=1
Esta carta se denomina carta de Darbouz.

Definicion A.0.5. Se define el atlas de Darboux como el atlas formado por las cartas de Darboux.

Proposicién A.0.6. Consideremos la aplicacion dada por

& T(M) — T*M

(A.3)
X — 0(X) = w(X, ")

Entonces la aplicacion & restringida a X (M), & : X(M) — AL (M) es un isomorfismo.

Definicién A.0.7. Sea f € C*°(M), se define el campo vectorial hamiltoniano asociado a f
como el campo vectorial
X; =& (df) (A.4)

Proposicién A.0.8. Sea H € C*®(M), decimos que una curva v : R — M es solucion de la
dindmica Hamiltoniana definida por la funcion H si y solo si es la curva integral del campo vectorial
Hamiltoniano Xy definido como

O(Xpy) = ix,w = dH (A.5)
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Esto ha permitido definir una mecéanica hamiltoniana. Se puede comprobar ademaés que, con-

siderando el conjunto de coordenadas {qi,pi}ie{lw’n}, el campo vectorial Hamiltoniano es de la

forma
“~0H 0 O0H 0
Xpg= —_——— A6
" ; Opi d¢*  Oq" Ip; (A9
de forma que la dindmica viene localmente descrita por
d¢® OH vie (1 )
— = ie{l,...n
dt Opi (A7)
dp; oH i e 11
%——aqz ZG{,...,n}

Asi, la dindamica, generada por el Hamiltoniano, se escribe como curvas en el espacio de fases
{@(t),p(t)}. Fijado t € R, se pueden considerar las funciones ¢'(t), p;(t) € C*°(M) Vi € {1,...,n},
que estan bien definidas localmente cerca de (g(t),p(t)) de forma que a un punto (¢o,pp) en el
entorno de ((t), 5(t)) le asocian ¢*(£)(d, Fo) = ¢*(), pi(dos Fo) = ps(t)- Asi, una curva en el espacio
de fases M estd directamente asociada a una curva en el espacio de funciones C*°(M). Ademds,
se tiene H € C*°(M). Por tanto, es razonable definir una estructura sobre el espacio C*°(M) que

defina intrinsecamente las curvas, esta estructura es el paréntesis de Poisson.

Definicién A.0.9. Sean (M,w) una variedad simpléctica, f,g € C*°(M) dos funciones en M y
X, Xy € X(M) sus correspondientes campos vectoriales Hamiltonianos. Se define el paréntesis

de Poisson de f y g como la funcion

{f,9} = w(Xy, Xy) (A.8)

Dado que la correspondencia entre funciones y campos vectoriales estd bien definida, se puede definir

una operacion en el conjunto de las funciones:

{,-}: C®(M) x C®(M) — C°(M)

(A.9)
(fr9) —{f. g}

Definicién A.0.10. EI conjunto C*°(M) dotado de la operacion {-,-} es un dlgebra anticonmutativa

que satisface:

» La regla de Leibniz
{f,ghy ={f.gth +g{f.h} Vf . g,heC*(M) (A.10)
» La identidad de Jacobi
{fidg.h3y +{h. A, 90 +{9,{h. f}} =0 Vf,g,h € C*(M) (A.11)
El conjunto (C*°(M),{-,-}) es el dlgebra de Poisson de la variedad simpléctica M.
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Con esta definicion es posible formular la dindmica Hamiltoniana directamente sobre el algebra
de Poisson, a través de
WO _ i) vie (L)
dt ’ Y (A.12)

dp;it) = {pi(t), H} Vie{l,..,n}

Esto permite generalizar la formulacion de variedades simplécticas a variedades mas generales, va-

riedades de Poisson, que son aquellas en las que se puede definir una estructura como el paréntesis de
Poisson que permita definir la dindmica Hamiltoniana intrinsecamente sobre el espacio de funciones
sobre la variedad. Sin embargo, para la aplicaciéon del formalismo de Koopman nos restringimos a

considerar dinamicas definidas sobre variedades simplécticas.
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APENDICE B

C*-algebras y representacion GNS

A continuacion, se va a desarrollar el proceso de construcciéon de las representaciones de las
C*-algebras clasica, cuantica e hibrida en los espacios de operadores lineales acotados sobre los
espacios de Hilbert cldsico, cuantico e hibrido respectivamente. Para ello se hace uso del teorema

de representacién GNS (B.0.1)).

Teorema B.0.1. (GNS): Dada una C*-dlgebra A y un estado w sobre ella, entonces existe un
espacio de Hilbert H,, y una representacion w,, : A — B(H,) tales que

1. H,, contiene un vector ciclico ),

2. w(A) = (Yo, 7w(A)Yy), VA A

3. Cualquier otra representacion m en un espacio de Hilbert H, con un vector ciclico i tal que
w(A) = (¢, m(A)), VA e A (B.1)

es equivalente a m, a través de una isometria unitaria, esto es, existe una isometria
U:Hr— H, de forma que

Urn(AUt=n,(A),YVAc A AN Uip=1, (B.2)

B.1. (C*-algebra cuantica

Se ha definido el algebra Ag = B(Hg) que contiene a los observables fisicos de un sistema
cuantico. Veamos en primer lugar que en efecto es una C*-dlgebra. Este conjunto es un espacio de
Banach dotado de la composiciéon como producto interno (denotado -g) y la norma de operador
definida como

1A]lq = sup{|[A¢[l2, ¥ € Hq, [[¢[l =1} (B.3)

Es ademds un algebra sobre C y la norma satisface ||AB||g < [|Al|gl|Bllg, VA, B € Ag, por lo
que se trata de un 4lgebra de Banach. Finalmente, dotado de la involucién T (autoadjunto), es un
dlgebra de Banach involutiva que cumple ||ATA||g = ||A%||g, VA € Ag, por lo que se trata de una
C*-algebra.
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Aunque es evidente la existencia de una biyeccién entre Ag y B(Hg) (la identidad), veamos como
el espacio de Hilbert del teorema de la representacion GNS H,, es el espacio de Hilbert cuantico y
la aplicacién m,, es la identidad si se aplica el teorema sobre Ag y un estado w : Ag — C definido
como

w(A) = (p, Ap), VA € Ag (B.4)

con ¢ € Hq unitario tal que {Ap|A € Ag} sea denso en Hg. Para ello supondremos que el espacio
de Hilbert cuantico contiene un vector ¢ con estas caracteristicas, esto es, ciclico, lo cual estd
garantizado en espacios de dimensién finita (multiplo normalizado de la identidad) pero no siempre
en dimensién infinita. Sean ¢ € Hg y w € A definidos de esta forma. El estado w es un estado
bien definido, dado que w € Ay y

n w(ATA) = (p, ATAp) = (Ap, Ap) = ||Ap|[3 > 0, esto es w > 0
» Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la definicién de norma en Ao,

]

Az, = sup{|w(A)[, A € Ag, ||Allg = 1} < sup{|[y[2/|A¥[]2, A € Ag, ||Allg =1} < 1

y |w(D)| = ||¢]|3 = 1, con I la identidad, por lo que ||w| 4y =1

Asi, Hy = Hg, Yw = ¢ ¥y mw = Id 4, satisfacen las condiciones 1 y 2 del teorema y cualquier

otra representacién que las satisfaga es equivalente a la identidad a través de una isometria unitaria.

B.2. C*-algebra clasica

Para el subsistema cldsico, se ha definido el conjunto Ac = Co(Mc,C) como el dlgebra de
observables fisicos del sistema. Se dota a este espacio de las siguientes operaciones

» Producto interno -¢ como el producto punto a punto: (f -¢ g)(z) = f(z)g(x) Ve € Mg,
Vf,g € Ac.

= Involucién * como la conjugacién compleja: f* = fVf € Ac.

» Norma supremo: ||f||c = sup{|f(z)|,z € Mc}, Vf € Ac.

El producto interno y la norma le dan estructura de algebra de Banach y es trivial comprobar
que la involucién le dota de la estructura de C*-algebra.

En este caso, no es tan trivial asegurar la existencia de un estado tal que al aplicar la repre-
sentacion GNS el espacio de Hilbert del teorema se corresponda con el espacio de Hilbert clasico
construido a través de Koopman. Veamos que esto ocurre si se toma un estado w € A7, definido

como

w(f) = fdu, VfeAc (B.5)



con i la medida simpléctica. El teorema de representacion de Riesz-Markov garantiza que, en efecto,
w € Af, ya que AF se corresponde con el conjunto de las medidas de Radon y la medida de Liouville

es un elemento de este conjunto.
Definimos

ot Ao — B(He)

B.6
fos (B.6)

con - el producto punto a punto de funciones, de manera que V¢ € Ho y Vf € Ac, na(f)(W) =
f-c v € He. Esta aplicacion esta bien definida ya que

/ \f-c¢|2du=/ |fI[0Pdp < Hfuc/ W12 = || fllc| ] ne < oo (B.7)
Mo Mce Mece

por lo que Vf € A¢, mo(f) es un operador que envia vectores de He a Heo. Ademds es claramente
lineal por la linealidad del producto punto a punto y acotado por ser f acotada de soporte compacto.

Se tiene que H, = Hc, Yo = 1 y m, = 7 satisfacen las condiciones 1 y 2 del teorema de
representacién GNS y cualquier otra representacién que las satisfaga es equivalente a w¢o a través

de una isometria unitaria.

Observando la aplicacién wo definida, es evidente que el hecho de que A¢ sea un dlgebra con-
mutativa deriva en que 7o (A¢) también lo sea: Vi) € Hpy

freg=g-cf= (mc(f)eomc(9)W)=1Ff-g9-v=g-f ¢=(mc(g)omc(f)(¥) (B.8)

B.3. (C*-algebra hibrida

Finalmente, se ha definido el dlgebra Ag = Ac ® Ag que contiene a los observables hibridos
del sistema y la aplicacién g = m¢ X mg. La forma general de un elemento f € Ag es

f= Zakak ® A, ai € Ac, A € Ag,Vk (B.9)
k
Veamos que este espacio es una C*-algebra con las operaciones siguientes:

= Producto interno -g:

fag= (Z agag @ Ak) (Z Bibr ® Bz) =Y afilar-c b) @ (Ax - Bi)Vf,g € Ao
K .

k,l

= Involucién *:

f* = (Z apap X Ak) = Zakaz &® AL, Vf € .AC
k k
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» Norma || - ||z:

ez = 1 (B

El producto interno y la norma le dotan de la estructura de espacio de Banach y las propiedades
de la norma en B(H ) le dan la estructura de dlgebra de Banach. Ademés, la involucién estéd bien
definida y es sencillo comprobar que se verifica || f * f||z = ||f?||&, por lo que se trata, en efecto, de
una C*-algebra. La eleccién de la norma para la que el conjunto es una C*-algebra no esta fijada;
se toma la definida anteriormente, siguiendo [12], porque es invariante bajo representaciéon GNS.

La aplicacién 7 estd bien definida de Ac a B(Hp), y el producto tensorial de los vectores
ciclicos de las representaciones GNS clésica y cuantica da un vector ciclico que, junto con 7y v Hy
cumple las condiciones 1 y 2 del teorema de la representacion GNS, por lo que, en efecto, 7z es la
representacion sobre B(H ) del teorema y cualquier otra representacion estard relacionada a través

de una isometria unitaria.
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APENDICE C

Las funciones de Wigner

Sea un espacio de Hilbert H de dimensién n, se ha definido la funcién de Wigner de una matriz
densidad p € D(H), W : R —; C como

1 _illy-y
W(z,11,) = (arh) /n e h

<$+%’p‘x—%>dny (C.1)

Esta definicién garantiza que se cumplen ciertas propiedades sobre los estados y observables del
sistema fisico. Por ejemplo, se verifica que las densidades marginales son

W(z,I1;)d"11, = (z|p|x) A W(z,Il;)d"z = (Il;|p|I1) (C.2)
Rn R

que, de hecho, son densidades de probabilidad, o que el valor esperado de los observables es
(A) = / W (z,11,) A(z, 1, ) d"zd" 11, (C.3)
R2n

para cualquier A € B(#) con A la transformada de Weyl de A.

El espacio de todas las funciones de Wigner, es decir, de todas aquellas funciones W : R?" —; C
tales que existe p € D(H) de manera que W es la funciéon de Wigner asociada a p es un conjunto
de funciones con propiedades particulares que derivan de las propiedades que satisfacen las matri-
ces densidad. Estas condiciones que debe verificar toda funcién de W se detallan a continuacién
siguiendo [I1].

En primer lugar, el hecho de que las matrices densidad sean autoadjuntas deriva en que las
funciones de Wigner sean reales, ya que

*
n = —Z\d = h z —Z)Y dy =
(/ne <az+2px 9 y> Rne m—|—2px 5 Y
- Lo /.Y ‘ Q> L —"“1‘9< y‘ ‘ _y> n
/neh<x 2‘px+2dy /ne h x+2p:c 2dy

Ademés, se debe tener W € L'(R?", d"zd"I1,;R) (denotando d"xd"Il, la medida de Lebesgue en

(C.4)
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R?") y la propiedad de traza unidad de las matrices densidad deriva en que se deba verificar
/ W(z,Il;)d"zd"II, =1 (C.5)
R2n
Las matrices densidad estédn asimismo semidefinidas positivas, de manera que V|¢) € H se verifica
(¢|plp) > 0. Esto sobre las funciones de Wigner se traduce en que, si Wy, es la funcién de Wigner
asociada al estado |1), entonces toda funciéon de Wigner W € W debe cumplir
/ W (x, )Wy (x,IL,)d"xd "I, > 0 (C.6)
R2n
Las condiciones anteriores son necesarias y suficientes para que una funcién W : R?® — C cumpla,
W € W. Por tanto, el espacio W es el formado por todas aquellas W € L'(R?*", d"zd™II,; R) tales
que
/ W(z,1l;)d"zd" 11, =1
R2n

2. Para cualquier |¢)) € H cuya funciéon de Wigner es Wy, € W, se cumple

/ W (@, TL )W (2, Ty )d"d" T, > 0
]RQTL

Mientras que la primera de las condiciones es sencilla de verificar, la segunda resulta mas com-
plicada, lo que dificulta la caracterizacion del espacio W.
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APENDICE D

Demostraciones auxiliares

Proposicion D.0.1. La transformada de Weyl de los observables hibridos depende unicamente de
q,p,Q y P, siendo independiente de 11, y II,,. Sea A=, AL, ® AiQ € D(Hc) @ D(Hq), se tiene

con fai : R* — R la transformada de Weyl de A%, independiente de 1, y IL,; y fl% la transfor-
mada de Weyl de Ai?.

Demostracion. (de la Proposicion . Sea A=), AZC ® AZQ € D(Hc) ® D(Hg). Se tiene Vi y
V(g,p) € R, VQ € R™ que |g,p, Q) es autoestado de AL, @ Ay

(A ® Ab)lg, p, Q) = Ablg, p) ® A|Q) (D.2)
de forma que por linealidad de la integral
q p, g, I, @, P)
[ e o a0
R/ <q+§,p+g‘% LY R S LT

=" Al (q, pl,, T1,) A: ZfAz 0,p)A5(Q, P)

(D.3)
O

Proposicién D.0.2. Sean p1, p2 € D(Hc) @ D(Hg) y sean Wi, Wy : RI2m s C las funciones
de Wigner correspondientes a p1 y pa respectivamente. Notamos para i € {1,2} la funcion d; :
R2+2m s R dada por

di(vaanp) = /]R2 Wi(Q7p7 HQ7HP7Q7P)dandnHP V(Q7P7Q7P) € R?n-‘er (D4)

que es la densidad marginal en las variables (q,p, Q, P). Entonces p1 y pa representan el mismo
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estado fisico si y solo si se cumple ¥(q,p, @, P) € R*™ di(q,p,Q, P) = da(q,p, Q, P).

Demostracion. (dela Proposicion|3.2.4)). Sean py, p2, W1, Wa como en el enunciado. Sea A € 7w (Ap)
un observable y A R¥H2m _y C gu transformadad de Weyl, que es independiente de II; y II, por
la, Proposicion m Entonces para un sistema en el estado p;, con ¢ € {1,2}, el valor esperado de

A viene dado por
()i = /R . Wi(q,p, 11, 10,, Q, P)A(q, p, Q, P)d" qd" pd"T1,d"I1,d" Qd"™ P =
:/me A(q,p,Q, P) < o Wi(q, p, 114, I, Q,P)d"qu"Hp> d"qd"pd™Qd"P =  (D.5)
= /R . Ala, p,Q, P)di(q, p, Q, P)d"qd"pd" Qd™ P

Si di(q,p, @, P) = da(q,p,Q, P) es evidente que (A); = (A)9VA € my(Ap), por lo que necesaria-
mente p; y p2 representan el mismo estado.

Reciprocamente, supongamos que p; y p2 representan el mismo estado. Entonces (A); = (A)y
VA € mg(Apg). Es decir, se cumple

Lo A0 QP 0.0, Q PYadpd" QP = [ (0.1 Q. Pia(0.p. Q. P)ad"pd" Qu" P

(D.6)
Para cualquier funcién A : R?"2™ 5 C que sea transformada de Weyl de algin elemento de
71 (Ag). Se puede aplicar la transformada de Weyl inversa sobre cualquier funcién de L (R*+2m)
y se obtiene un elemento de 7y (Ag), dada la independencia de estas funciones de las coordenadas
I1,,1I,. Por tanto, la igualdad anterior se cumple para cualquier Ae L™ (R27+2m) siendo dy,do €
LY (R?7+2m) implica necesariamente que di = ds. O
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APENDICE E

Definiciones y resultados auxiliares

Geometria diferencial

Definicion E.0.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto. Se llama vector tangente
a M en p a cualquier aplicacion lineal X, : C*°(p) — C>°(p) que cumpla la regla de Leibniz, es decir,
tal que Vf,g € C*(p)

[(Xp(f - 9)l(p) = Xp(f)(p) - 9(p) + f(p) - Xp(9)(p) (E.1)

Definicion E.0.2. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto. Se define el espacio
tangente a M en p, denotado T, M como el conjunto de todos los vectores tangentes a M en p.
Se trata de un espacio vectorial con la suma de vectores como operacion interna y la multiplicacion

por un real como operacion externa.

Definicion E.0.3. Sea M una variedad diferenciable. Se define el fibrado tangente de M, TM,
como la unién de todos los espacios tangentes a la variedad, es decir,

TM= | T,M (E.2)
peEM

Definicion E.0.4. Sea M una variedad diferenciable y TM su fibrado tangente. Un campo vec-
torial es una aplicacion

X M—TM

(E.3)
pr— X(p) = Xp € TyM

que asocia a cada punto de la variedad un vector del espacio tangente a la variedad en dicho punto.
El campo vectorial X es diferenciable si define una derivacion del dlgebra (C*°(M),-) de la forma
Dx f = X(f). El conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables se denota X (M).

(*-algebras y representaciones

Definicién E.0.5. Un dlgebra de Banach A es un dlgebra asociativa sobre R o C tal que es al
mismo tiempo un espacio de Banach y la norma asociada satisface ||xy|| < ||z|| - ||y||, Vz,y € A.
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Definicién E.0.6. Una x—dlgebra A es un dlgebra en la cual estd definida una aplicacion

*: A — A, denominada involucion, tal que

(

(x+y) =z"+y*, Vae,yedA
w (zy)* =2yt Ve,ye A
(A\z)* = Xz*, VezeA N eC

Una *—dlgebra se denomina también dlgebra involutiva.

Definiciéon E.0.7. Una C*—dlgebra A es un dlgebra de Banach involutiva que satisface

[l ]| = ||z|” (E.4)

Lema E.0.8. Dada una C*-dlgebra A y su espacio dual A*, se puede definir una norma || - || en
A* a partir de la norma en A como

|lw|las = sup{|w(a)l, [lal[a = 1}, Vw € A (E.5)

Definicion E.0.9. Sea A una C*-dlgebra y A* su espacio dual, se dice que w € A* estd definido
positivo si satisface w(a*a) > 0, Ya € A.

Definicién E.0.10. Un estado sobre una C*-dlgebra A es un funcional lineal positivo sobre A tal
que su norma es igual a la unidad.

Definicién E.0.11. Un *-homomorfismo entre dos x-dlgebras A1 y Ao es una aplicacion

7w A1 — As que preserva todas las relaciones algebraicas, esto es,

= Es lineal:
T(AAL + pAz) = Am(Ay) + pr(A4z), VA € A, Ay e A, \,ueC
= Preserva la operacion involutiva:
m(A]) = (w(A41))* VA € Ay
= Preserva la operacion multiplicativa:

m(A1Ag) = w(A1)7m(A2) VA € A1, Ay € Ay A 7T(]1_A1) =14,

Definicién E.0.12. Una representacion « de una C*-dlgebra A en un espacio de Hilbert H es
un *-homomorfismo de A a la C*-dlgebra B(H) de operadores lineales acotados sobre H. Se dice que

la representacion es irreducible si {0} y H son los inicos subespacios cerrados invariantes bajo

m(A).
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Teorema E.0.13. (Gelfand-Naimark) Una C*-dlgebra A es isomorfa a un dlgebra de operadores

acotados sobre un espacio de Hilbert.

Teoria de la medida

Definicién E.0.14. Sea (2, F) un espacio medible y p una medida de probabilidad definida sobre
F. St u(Q) < oo se dice que la medida es finita. Si el conjunto Q2 se puede descomponer como la

union numerable de subconjuntos de medida finita, se dice que la medida es o-finita.

Definicién E.0.15. Sea (Q, F, ) un espacio de medida y v una medida definida en este espacio.
Se dice que v es absolutamente continua respecto de i si

v(M)=0 VM e Ftal quep(M) =0 (E.6)

Teorema E.0.16. (Radon-Nicodym). Sea (0, F,u) un espacio de medida o-finito, v una medida
definida en el espacio medible (2, F) y absolutamente continua respecto de p. Eziste una funcion

integrable f € L' (u, C) que cumple
v(A) = / fdu, VA medible (E.7)
A

Se dice que f es la derivada de Radon-Nicodym de v respecto de .

Definicion E.0.17. Una medida pu es regular exterior sobre un conjunto medible Borel E si
w(E) =inf{u(U)|U D E, U abierto} (E.8)
y es regular interior sobre un conjunto medible Borel E si
w(E) = sup{u(K)|K C E, K compacto} (E.9)

Se dice que p es una medida de Borel regular si es reqular exterior e interior sobre todos los
conjuntos de Borel.

Definiciéon E.0.18. Una medida de Radon es una medida de Borel que es finita en conjuntos
compactos, reqular exterior sobre todos los conjuntos de Borel y regular interior sobre todos los
abiertos.

Teorema E.0.19. (Riesz-Markov). Sea £ un espacio localmente Hausdorff y w un funcional lineal
positivo sobre Cc(2) (siendo Cc(S2) el conjunto de las funciones continuas de soporte compacto).
Entonces existe una dnica medida de Borel reqular u sobre € tal que

w(f) = /Q fdu,  Vf € Ce(@) (E.10)
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Otras definiciones y resultados

Definicién E.0.20. Sea A un dlgebra de Lie. Se dice que la aplicacion X : A — A es una
derivacion del dlgebra si satisface la regla de Leibniz, esto es, Va,b e A

X ([a,b]) = [X(a),b] + [a, X (b)] (E.11)

Definicién E.0.21. Sea 2 un abierto de R". Sea xo € 2. Denotemos D(Q2) el conjunto de las
funciones reales infinitamente derivables y de soporte compacto sobre ). Se define la distribucion

delta en el punto xg como la aplicacion

0z, : D(Q) — R

(E.12)
p— <6500’ 30> = 30('7:0)
Definicion E.0.22. Se define el centro de un dlgebra A como el conjunto
Z(A) = {z € Alax = zaVa € A} (E.13)

Teorema E.0.23. (de Gleason). Sea H un espacio de Hilbert de al menos dimension 3 y sea
una medida definida en los subespacios cerrados de H. Entonces, existe un operador autoadjunto

semidefinido positivo p de clase traza que satisface que, para cualquier subespacio cerrado A de H,
u(A) = Tr(pPa) (E.14)

donde Py es la proyeccion ortogonal de H sobre A.

Teorema E.0.24. (Stone). Sea {U(t)|t € R} una familia de transformaciones unitarias cumpliendo
las propiedades (I) y (I1):

(1) U(ty +t2) =U(t1)U(t2), Viti,te €R (propiedad de grupo)
t1—to

(II) U(t1) ——= U(t2) (propiedad de continuidad)

entonces existe una unica transformacion autoadjunta H (denominada generador infinitesimal del
grupo) tal que
U(t) = H (E.15)
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