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Resumen

Dado un cuerpo convexo K C R" su cuerpo polar se define como
K°={xeR"; (x,u) <1, Vue K},

y el producto de los volimenes de K y K° se conoce como el producto de volimenes o producto de Mah-
ler, P(K). El principal objetivo de este trabajo es abordar el problema de encontrar un minimizador y
un maximizador de este producto. Mientras que el problema de encontrar un maximizador esta resuelto,
siendo la bola Euclidea dicho maximizador, el problema de encontrar un minimizador sigue abierto.

Para esto, en el capitulo 1 presentaremos algunas nociones bésicas en convexidad. Definiremos la
distancia de Haudorff y mostraremos algunas de sus propiedades. Por ejemplo, demostraremos que dada
una sucesion de cuerpos convexos tales que convergen a la bola euclidea cerrada de radio 1, la sucesion
de sus cuerpos polares también converge a la bola euclidea cerrada de radio 1. Este hecho serd funda-
mental en el problema de maximizacién de P(K).

Después, demostraremos la desigualdad de Brunn-Minkowski, que afirma que dados dos conjuntos
no vacios medibles Borel A, B en R”, se cumple

V01;1(A+B)]/n > Voln(A)l/” +V01n(B)]/n,

donde A + B denota la suma de Minkowski definida como A+ B = {a+b : a € A, b € B}. Obtendremos
esta desigualdad como consecuencia de la desigualdad funcional de Prékopa-Leindler.

Por otra parte, demostraremos la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb, que extiende la de Prékopa-
Leindler. Es una desigualdad muy importante y citada en la literatura de la que, sin embargo, es compli-
cado encontrar una demostracién detallada.

Una vez vistas todas las nociones previas, podremos comenzar a estudiar el objetivo principal del
trabajo: maximizar y minimizar el producto de volimenes.

En 1923 Balschke demostré que, para n < 3, el maximizador era la bola euclidea cerrada de radio 1
y en 1948, Santalé demostrd que esto era cierto también para n > 3.
En el capitulo 2 mostraremos dos posibles demostraciones de este resultado. La primera hace uso de la
simetrizacién de Steiner, que, como veremos, aumenta el volumen del polar. Ademads, se puede obtener
una sucesion de cuerpos convexos aplicando simetrizaciones de Steiner a un cuerpo inicial de manera
que converge a un multiplo de la bola euclidea cerrada de radio 1.
La segunda aplica la nocién de sistema de sombras, definido por primera vez por Shephard en 1964,
siendo la simetrizacién de Steiner un caso particular de un sistema de sombras concreto. La ventaja de
esta técnica es que nos servird también para abordar el problema del maximo en el capitulo siguiente.

En 1930 Mahler conjeturé que el minimizador es la bola de radio 1 con la norma infinito, el cubo
n—dimensional. Sin embargo, esto sélo se ha podido demostrar para algunos casos concretos. Mahler lo
probo en dimensién n = 2 pero no fue hasta afios mds tarde, en 2020, que Iriyeh-Shibata lo demostraron
para dimensién n = 3.
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1AY Resumen

En el capitulo 3, demostraremos que es cierto para dimension 2, as{ como para un tipo de cuerpo conve-
x0 en dimensién arbitraria, denominado cuerpo incondicional. Aunque la primera demostracién de este
hecho la dio Saint-Raymond, en este trabajo damos la demostracién de Meyer.

Finalmente, observemos que demostrar que el minimizador es el que conjeturé Mahler es muy com-
plicado ya que, en tal caso, existen multiples posibles minimizadores. Estos son los politopos de Hanner,
que estudiaremos en el trabajo. El producto de volimenes de este tipo de cuerpos convexos es exacta-
mente el minimo conjeturado.



Abstract

Given a convex body K C R” its polar body is defined as
K°={x; (xeR"u) <1, VueK},

and the product of the volume of K and K° is called the volume product or Mahler product, P(K). Our
main purpose will be to approach the problem of maximizing and minimizing this product. Even though
the maximizer is already known to be the Euclidean ball, the problem of finding a minimizer remains
open.

To this end, we first show some basic notions on convexity. We define the Hausdorff distance and
show some of its properties. For example, we show that given a sequence of convex bodies that con-
verges to the Euclidean closed ball of radius 1, the sequence of their polar bodies also converges to the
Euclidean closed ball of radius 1. This will be a fundamental fact for the problem of maximizing P(K).

We then prove the Brunn-Minkowski inequality, that states that given two non-empty Borel measu-
rable sets A, B in R", then
vol,(A+B)"/" > vol,(A)'/" +vol, (B)"/",

where A + B denotes the Minkowski sum, defined as A+B = {a+b; a € A, b € B}. We obtain this
inequality as a consequence of the Prékopa-Leindler functional inequality.

After this, we prove the Borell-Brascamp-Lieb inequality, which is an extension of the Prékopa-Leindler
inequality. It is also a very important inequality that is cited multiple times in literature but such that it is
hard to find a properly detailed proof.

Once we have seen all the needed previous notions, we can get back on track with our main objective:
maximizing and minimizing the volume product.

In 1923 Blaschke proved that, for n < 3, the maximizer was the euclidean closed ball of radius 1 and
in 1948, Santal6 proved this was also true for all n > 3. In chapter 2, we show two different approaches
to prove this. The first one applies the Steiner symmetrization, which increases the volume of the polar
body. It is used to find a sequence of convex bodies obtained by applying multiple Steiner symmetriza-
tions to a given initial convex body such that it converges to a multiple of the euclidean closed ball of
radius 1.

The second way to prove this result applies the notion of shadow system, first defined by Shephard in
1964. The Steiner symmetrization is a particular case of a specific shadow system. The advantage of this
technique is that it will be useful when the problem of maximizing P(K) is approached.

In 1930, Mahler conjectured that the minimizer is the ball of radius 1 with the infinity norm, the
n—dimensional cube. However, this has only been proved for some specific scenarios. Mahler proved it

for dimension 2 but it was not until 2020 that Iriyeh-Shibata proved it for dimension 3.

In chapter 3, we prove this for dimension 2, as well as for a specific type of convex body for an
arbitrary dimension, known as unconditional body. Even though the first proof of this fact was given by
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VI Abstract

Saint-Raymond, in this dissertation we show Meyer’s proof.

Finally, observe that proving that the minimizer is the one Mahler conjectured is extremely difficult
due to the fact that, in such case, there are multiple possible minimizers. These are the Hanner polytopes,
which are studied in this dissertation. These convex bodies’ product volume is exactly the same as that
of the conjectured minimizer.



Indice general

Resumen

Abstract

1. Preliminares

1.1. Nociones basicas en convexidad . . . . . .. ... .. ... . L.
1.2. Elproductode volimenes . . . . . . . . . . . . ..
1.3. Desigualdad de Brunn-Minkowski . . . . . ... ... ... ... ... .. ... ...
1.4. Desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb . . . . . ... ... ... ... ... ... ...

2. Desigualdad de Blaschke-Santalé
2.1. Lasimetrizacionde Steiner . . . . . . . . . . . e e e e e

2.2. Sistemas de sombras

3. La conjetura de Mahler
3.1. Conjetura de Mahler

ENAN =2 . . . . e e

3.2. Cuerposincondicionales . . . . . . . . . . . .. ...

3.3. Politopos de Hanner

Bibliografia

VII

111

13
13
18

21
21
22
24

27






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo introduciremos las nociones bdsicas que apareceran a lo largo del traba-
jo, ademés de introducir el producto de volimenes, tema central de este trabajo. Presentaremos ciertas
propiedades del conjunto polar que pueden encontrase en [8]. También enunciaremos y demostraremos
dos importantes desigualdades, la de Brunn-Minkowski (Teorema 1.9) y la de Borell-Brascamp-Lieb
(Teorema 1.12).

1.1. Nociones basicas en convexidad

Antes de introducir el producto de volimenes, fijamos cierta notacion que aparecerd lo largo de todo
el trabajo e introducimos algunos conceptos generales.
Denotamos por B}, a la bola cerrada de radio 1 con la norma |-/, en R", con 1 < p < +oo, que viene
dada por ||x||, = (X%, [x|")/7 si 1 < p < 4o0y ||x]J = MaX <j<n{|x;|}. Dado A C R”, vol,(A) denota
la medida de Lebesgue de A en R”. Cuando sea claro cudl es la dimensién n, escribiremos vol(A).

Definicion (Cuerpo convexo). Dado un conjunto K C R” se dice que es un cuerpo convexo si es com-
pacto, tiene interior no vacio y cumple que para cualesquiera x,y € K se tiene que

Ax+(1—-A)yeK, VA €[0,1].

La clausura convexa de un conjunto A C R” se denotard por conv(A) y esta definida como
conv(A) = NAcB, B convexoB- Llamamos cuerpo 0—simétrico a un cuerpo K C R” tal que
K=-K={—x;x€K}
Dado un cuerpo convexo y 0—simétrico K, siempre existe una norma ||-||g tal que K es la bola unidad
definida mediante el funcional de Minkowski ||x||x = inf{r > 0; x € rK}. Asi, podremos entender los
cuerpos convexos y 0—simétricos como bolas unidad de ciertas normas.

A lo largo de este trabajo, la nocién de continuidad de cuerpos viene dada por la distancia de Haus-
dorft:

Definicion (Distancia de Hausdorff). Dados A,B C R" compactos,

AB) — mix fnmin e — vl i e — vl
8(A,B) := max {maxmin|x —y|, maxmfn v —y|}

Se puede ver que esto es en efecto una distancia en el conjunto de los compactos de R” y por tanto
podemos definir una topologia y asi obtener una nocién de continuidad. La siguiente proposicién nos
permite escribir la nocién de distancia de Hausdorff de una manera diferente para un caso concreto, la
usaremos mds adelante para ver un resultado de continuidad.

Proposicion 1.1. Dado K C R" un cuerpo convexoy A > 0 un escalar,

S(K,ABY) =inf{e >0|K C (A +€)B% A ABY C K +€Bl}.

1



2 Capitulo 1. Preliminares

Demostracion. Denotamos d(K,ABj}) =inf{e >0|K C (A+¢€)B5 N AB; C K+¢B}}.

Ahora, supongamos que d(K,ABj) = €. Entonces, Vx € K, Jy € B} tal que x = (A + €)y y por tanto,
[x— Ay] < €y asi, mingepy {[x— 71} = minyep{lr— Ay]} < e.

Anidlogamente, Yy € B}, 3x € K y 3§ € B tales que Ay = x+ €J y entonces,
min.cx{|x —Ay|} < €. De esto deducimos que 6 (K,ABj) < &€ =d(K,AB}).
Por otro lado, supongamos que 6 (K,ABj) = €. Entonces, por la definicion sabemos que Vx € K, Jy € B}
tal que [x — Ay| < € y entonces x € (A +€)Bj. Ademds, Yy € B}, 3x € K tal que [x — Ay| < € y también
Ay € K +¢B). Por tanto, d(K,ABj) < € = §(K,ABY}).

Entonces, 0(K,AB}) = d(K,ABY). O

x—Ay| < € por lo que

Ahora si, introducimos los conceptos principales del trabajo.

Definicion (Conjunto polar). Dado un subconjunto A C R” se define su conjunto polar, A° como
A°:={xeR"; (x,a) <1,VacA}.

Un conocido ejemplo es (BZ)O =By, donde % + é =1.EnlaFigura 1.1 seilustrael caso p =, g =1.

Figura 1.1: Ejemplos conjunto polar

Vemos también una serie de propiedades de este, que aparecerdn en lo que sigue.

Proposicion 1.2. Dados A,B,A; i € I subconjuntos no vacios de R", se verifican las siguientes propie-
dades:

1. (UietAi)° = NiclAs.

2. A° es cerrado, convexoy 0 € A°.
3. Si A C B entonces B° C A°.

4. (comA)® =A°.

5. Dado A >0, (LA)° = (1/1)A°.

6. Dada M € R™" tal que detM # 0, entonces (MA)° = (M~)TA°, donde M~ denota la matriz
inversa de M.

7. AC (A°)° =:A*.
Demostracion. 1. Es inmediato por la definicidn.

2. Notar que dado a € R”, se tiene {a}° = {x € R"; (x,a) < 1}, que es un subconjunto cerrado y
convexo. Entonces, A° = (Ugea{a})” = Nuea{a}°. Es decir, es interseccién de conjuntos cerrados
y convexos y por tanto es convexo y cerrado. Es inmediato ver que contiene al origen.

3. Como A C B podemos escribir B=AU (B\ A) y entonces B° = (A°N(B\A)°) C A°.
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4. Como A C conv(A) ya sabemos que conv(A)° C A°. Tomamos ahora x € A°, es decir (x,a) < 1
Va € Ayseaa € conv(A). Entonces, @ =YY | Aia;donde q; €A, 4, >0Vi=1,... NyYY A =1
y asi es inmediato ver que

N

=
=l

I
=
1=
b
B

I
g
>
=
B
IA
1=

Ai=1

i=1 i=1 i=1

y entonces x € conv(A)°.
5. Es inmediato por las propiedades del producto escalar y la propia definicion.
6. Por las propiedades del producto escalar tenemos que
(MA)” ={xeR"; (x,a) <1,Vae MA} = {x e R"; (x,Ma) <1, Va € A}

={xeR"; M x,a) <1,Vac A} ={(M") x€R"; (x,a) <1,Vac A}
=M {xeR"; (x,a) <1,Vac A} = (M")"A°.

7. Es directo por la definicién.
O

A continuacién definimos los conceptos de funciones soporte y radial, la primera nos permitira ver
un resultado respecto de la continuidad de la aplicacién polar.

Definicion. Dado un cuerpo convexo K, se define la funcion soporte de K, hg : R" — R, como

hg(u) = max{(z,u) ; z€ K}.

Si 0 € int(K) se define la funcion radial de K, px : R" — R, como

px(u) :=max{A >0; Au e K}.

I~

p (u)

Figura 1.2: Funcién soporte y funcién radial

Es inmediato comprobar que dados dos cuerpos convexos K, L se cumple hg.; = hgx + hy y también
es sencillo ver que K C L si 'y solo si g (u) < hr(u); Yu € R siy solo si hg(u) < hy(u); Yu e S L.
Ademds, si K C R" es un cuerpo convexo 0—simétrico, dado u € R"\ {0}, Vx € K se tiene que

(x, =) < 1y por tanto, % € K°. Esto implica que pg-(u) > ;——. Reciprocamente, pg-(u)u € K°y

» g (u) = hi(u)
entonces (x,u) < %(u), Vx € K y por tanto hg(u) < p#u).
Asi, hemos demostrado que
= Yu # 0. 1.1
pK(u) h[(o (u) u 7& ( )

Veamos ahora el resultado de continuidad mencionado anteriormente.

Proposicion 1.3. Dados K,, C R" cuerpos convexos tales que K, 2%, ABY, donde A > 0 es un escalar,

entonces se cumple que
—>00 1
K, 1B
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Demostracion. Notar que como K, mee, A B} entonces, si 0 (K, AB}) = &y, se cumple que &, 270

Sea ahora K C R" un cuerpo convexo tal que 5(K ,ABj) < €. Entonces, por la Proposicién 1.1 sabemos
que K C (A +¢€)By y AB} C K+¢€Bj.

Veamos primero que ABj C K +¢€B)} <= (A —¢€)B; C K paratodo 0 < € < A.

Sabemos que AB} C K + B} <= Ahp(u) < hg(u)+ehpy(u); Yu € S"~!. Notar ahora que

hpy(u) = [lul|2; Vu € R"\ {0}. Esto se demuestra viendo la doble desigualdad. Notar que

th( ) > <H o u) = ||u||, y por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

higy(u) = sup [ {x,u)| < Supll%lleullz— [l -
XEB 2

Asi, tenemos que

ABy CK+eBy < A <hg(u)+&VueS™"' <= (A—e) <hg(u); Vue S
<~ (A—¢)B; CK.

Ahora, por las propiedades del conjunto polar, notar que K° C ﬁBg C (% + 2%)33 para un ¢ suficien-
temente pequefio.
Por otro lado, K° D 1 + =B 2 (f 2%)33 para un € suficientemente pequefio. Aplicando lo anterior,
obtenemos que entonces AB” CK°+ Z%Bg.
Ahora, volviendo a la sucesion de cuerpos convexos, hemos visto que si B(Km,lB ) < &y para un &,
suficientemente pequefio, entonces 6 (K}, iB”) < 2‘€2 y por lo tanto, si &, 2%, 0, entonces,

1 m—roo
o(K,,7B5) —— 0y

1
m—soo
K, —— IBg.
O

Proposicion 1.4. Dada una sucesion de cuerpos convexos { Ky} men en R" tal que K,,, — ABj para A >0
un escalar, entonces

vol,(Ky,) — vol,(AB3).

Demostracion. Sea K un cuerpo convexo tal que 6 (K,ABj) < € < A, entonces por lo visto en la demos-
tracion anterior sabemos que K C (A +€)B} y (A —€)B C K. Entonces,

(A —¢)"vol,(B}) < vol,(K) < (A +¢€)"vol,(B5).
Ast, si 6(Kiy, ABj) = €, — 0, entonces,

vol,(K,,) — A" vol,(B3) = vol,(AB3).

1.2. El producto de volimenes

A continuacién definimos el tema central del trabajo, el producto de volimenes. El objetivo a conti-
nuacion serd demostrar que el méaximo del producto de volimenes es el dado por B y presentar algunos
casos en los que se ha podido demostrar que el minimo es el minimo conjeturado, el dado por BL.

Definicion. Dado K C R” un cuerpo convexo, se define el producto de volimenes como

P(K) = vol(K) vol(K®).
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Notar que de manera inmediata, por las propiedades del conjunto polar, obtenemos que el producto
de volimenes es invariante bajo transformaciones lineales.

Antes de seguir, calculemos el valor de P(B%), ya que es el minimo conjeturado.

Lema 1.5. Dado n € N, se tiene que el producto de voliimenes de Bl es:

7l 71 4”
P(BL) = P(BY) = .

Demostracion. Sabemos que (BL,)° = B} y, entonces, P(B.,) = vol(BL,) vol(B}) = 2" vol(B}). Este volu-
men, vol, (BZ), lo estudiamos en general paraun 1 < p < oo,

Notar que; aplicando la definicién de norma, el teorema de Fubini y la paridad de la funcién || en cada
integral, obtenemos que

/ e—uzuxdt:/ -.-/e*\nl".-.e*\fn\”dtl-.-dtn: (/ exl"dx> _on (/‘”expdx> _
R~ R R R 0

oo _ _ p g . . .
Por otro lado, como f”xug e~'dt = ¢~ IMl> | podemos escribir lo siguiente:

/ e by = / / " e tdidx
R nJ Il

que, aplicando el teorema de Fubini, es

fnxuﬁdx:/“’ ,,/ ,
/Rne b ¢ Rnx[o-fl/‘](

vol(B) = mfn/p) ( /0 ) e_xpdx>

y, en particular, vol(B}) = fl—',' y por tanto P(B%) = % O

n!*

1x[l,)dxds = vol (B") /0 e~'1"/Pdt = vol(B")T(1 4 n/p).

Asi,

n

Otro importante resultado respecto del producto de volimenes que aplicaremos mds tarde es el si-
guiente lema.

Lema 1.6. Sean K, K,, CR", m € N, cuerpos convexos 0—simétricos de modo que K, UK. Entonces,

lim P(Km) :P(K)

m—>—+oo

La demostraciéon de este resultado puede encontrarse en el Lema 3 de [5]. Observamos que, en
el caso particular de que K = A B}, para algiin A > 0, este lema se deduce de la Proposicion 1.3 y la
Proposicion 1.4.

1.3. Desigualdad de Brunn-Minkowski

El siguiente objetivo de este capitulo es demostrar la desigualdad de Brunn-Minkowski (Teore-
ma 1.9), que afirma que dados dos conjuntos no vacios medibles Borel en R", A y B, se cumple

vol, (A +B)'/" > vol,(A)'/" 4 vol,(B)/",

donde A + B denota la suma de Minkowski definida como A+B={a+b : ac€ A, b € B}.

Para obtenerla, demostraremos primero la desigualdad de Prékopa-Leindler. La demostraremos siguien-
do [1, pag. 137-140], en donde se sigue la demostracién de Ball [3]. M4s adelante veremos que también
se puede obtener como caso limite de la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb (Teorema 1.12).

Antes, debemos ver un lema previo.
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Lema 1.7. Dado y > 0 un escalary f : R" — [0,+o0) tal que f7 es integrable Borel en R" se cumple:

/ 1= /wyﬂflvoln({x eR"; f(x) >1t})dt.
R 0

Demostracion. Notar que vol,({x € R"; f(x) >1}) = Jgu Xfxerr ; f(x)>r} (¥)dx y entonces,

/0 '}’[’)/71\/01”({)( S Rn 5 f(x) Z t})dt :/0 }’l?’*l /IR” %{xeRn sf(X)zt}(x)dxdt
B /o - Y Kppern s fayzey (X)dxdz.

Podemos aplicar el teorema de Fubini obteniendo lo siguiente

| tvol(tx e R ) 2 ndr= [ [0 e s (9dids

0
1)
:// yﬂ—ldzdx:/ F7(x)dx.
n O RYI

Este es el resultado que buscdabamos. O
Ahora si, podemos demostrar la desigualdad de Prékopa-Leindler.

Teorema 1.8 (Prékopa-Leindler). Sean f,g, h tres funciones no negativas y medibles Borel definidas en
R"y0 <A < 1tal que f(x)'"*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — A)x+ Ay. Entonces,

Rﬂ

< ! <X>dX>”< Rng(y)dyy < | h(z)dz.

Demostracion. Vamos a realizar esta demostracién mediante un argumento de induccién en la dimen-
sién. Asi, sean = 1.
Supongamos primero que || f||» = ||g||« = 1. Notar que para cualesquiera A,B C R compactos no vacios
se cumple lo siguiente:

A+B D (minA+B)U (A +méixB)
y por otro lado , (minA + B) N (A + max B) = {minA + max B} que tiene medida nula. Entonces,
vol; (A+ B) > vol;(A) + vol; (B). Esto es cierto para compactos, pero también puede extenderse a cual-
quier conjunto medible debido a que la medida de Lebesgue es regular. Esto puede verse en la Proposi-
cién 1.2.3 de [6].
Sea ahora 0 <7 < 1y consideremos H; = {x e R; h(x) >t}, F ={x€R; f(x) >t} y
G, = {x € R; g(x) > t}. Estos dos ultimos son no vacios precisamente porque las normas de f y g son
1. Entonces, (1 —A)F, + AG; C H, y aplicando el Lema 1.7, tenemos lo siguiente

/Rh(z)dz:/owvoll({xER;h(x)2t})dt2/01V011(H,)dt
1 1
2(1—/1)/0 voll(F,)dt—HL/o vol, (G,)dr.

De nuevo, como || f || = ||g]| = 1 tenemos que

/Rh(z)dzz (1—l)/olVoll(F,)dt+7L/olv011(G,)dt:(1—ﬂt)/owvoll(Ft)dt+7L/Omvoll(Gt)dt

y si volvemos a aplicar el Lema 1.7, obtenemos lo siguiente

/Rh(z)dzz (1—l)/omvoll(F,)dt+7L/OwV011(Gt)dt:(l—l)/Rf(x)dx+l/Rg(x)dx

> (/RJ"(X)dX)]_;L (/Rg(y)dyy,
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donde en la dltima desigualdad hemos aplicado la desigualdad aritmético-geométrica.
Ahora, si || f]|« 0 ||g]|. son nulas, el resultado es trivial y, si no son nulas ni 1, debemos considerar las

funciones f = =Y g= ﬁ que sf tienen norma 1. Tomando también s = m tenemos que f, g

y h cumplen las hipétesis del teorema y por lo que acabamos de demostrar tenemos que

(/, Feoax) - (f g<y>dy)k - T (/. reoax) - (o)

~ 1
< [ M= s O

(/Rf(’“)dx)]_)L (/Rg(y)dyy S/Rh(z)dz.

Finalmente, solo nos queda aplicar el paso de induccién. Entonces, supongamos que se cumple para
funciones definidas en R” y consideremos f, g y & definidas en R"*! tales que cumplen los requisitos del
teorema. Ahora, fijamos xj,y; € R y definimos f;, : R” — [0, 4e0) como fy, (x2,...,%,) = f(x1,...,%)
y de manera andloga definimos gy, y &, donde z; = (1 — 4)x; + Ay;. Entonces es facil comprobar que
estas funciones cumplen las hipétesis del teorema y ademas estdn definidas en R” por lo que, por el paso

de induccidén, cumplen
1-2 A
(fomea) ([ o) < [ nu
Rn R)l RVL

Ahora, podemos definir otras tres nuevas funciones definidas en R y dadas por f(x;) = [ga fy, (x)dx y las
andlogas para g y h. Entonces, por lo que acabamos de escribir estas tres funciones cumplen que
Fx))'"*&(y1)* < h(z;) para todo z; tal que z; = (1 — A)x; + Ay; y entonces,

( /Rf (’“)d’c)l_)L (/R g(y)dyy < /R h(z)dz.

Si aqui aplicamos la definicién de estas nuevas funciones y el teorema de Fubini enseguida obtenemos

- ( L. f(x)dx) - ( L. g<y>c1y>l < [, ne

y asi acabamos la prueba del teorema. O

A

y entonces,

Como consecuencia de la desigualdad de Prékopa-Leindler podemos obtener la desigualdad de
Brunn-Minkowski.

Teorema 1.9 (Brunn-Minkowski). Sean A,B dos conjuntos de Borel no vacios en R". Entonces, dado
0 < A < 1 se cumple que vol,(A)'~* vol,(B)* < vol,((1 —A)A + AB). Ademds,

vol,(A)'/" 4 vol,(B)'/" < vol,(A+ B)'/".
Demostracion. Dados dos conjuntos de Borel no vacios A 'y B, VA € [0, 1] se cumple que
vol,(A)'~* vol,(B)* < vol,((1 —A)A+ AB)

ya que podemos aplicar el Teorema 1.8 a las funciones f = xa, § = Xp Y h = X(1-2)a+25, que cumplen
las hipétesis de la desigualdad de Prékopa-Leindler.

Ahora, veamos que esto implica que vol,(A)'/" + vol,(B)'/" < vol,(A + B)"/".
Si vol(A) o vol(B) son nulos, el resultado es inmediato por lo que podemos suponer que no lo son y

) A ' B . ., . vol,,(B)l/"
definir A’ = - i Y B = VoI, (B)1/" Definimos también 0 < A = VoL, (A) -t vol, (B)

7» < 1 y entonces,

l_4— vol,(A)!/"
~ vol,(A)V/n 4 vol,(B)l/n’
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Y,

1-A A
vol,((1—A)A"+AB) = vol, (A +5) >< VO]"(Mn)n) <( VO]"(B)n)n> ~1.

(vol,(A)1/7 4vol,(B)'/n)" (vol,(A)!/

Asi, vol,(A)'/" 4-vol,(B)'/" < vol,(A+ B)'/". -

1.4. Desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb

Ahora vamos a demostrar la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb (ver Teorema 1.12), que usare-
mos mds adelante. Este resultado puede verse como una extension de la desigualdad de Prékopa-Leindler
(Teorema 1.8), demostrada en la seccién anterior. Es importante notar que, pese a que este resultado apa-
rece citado multiples veces en la literatura, es dificil encontrar una demostracién detallada. Asi, seguimos
las ideas presentadas en [7] y escribimos la demostracién detallada.

Proposicion 1.10 (Generalizacion de la desigualdad de Holder). Dados r,p,q > 0 tales que % + é = %
(Q, 9, ) un espacio de medida, f € £P(Q)y g e L1(Q) se cumple

(o)< (o) ()

Demostracion. Notar primero que si ¥ = 1, entonces p y g se denominan exponentes conjugados y

podemos escribir F = ([, |f|pdu)1/p yG=(Jo \g]qdu)l/q. Podemos asumir que tanto F' como G son
distintas de 0 ya que en otro caso el resultado seria trivial (las funciones serian nulas en casi todo punto).
Ahora,
P 4 1FP 1GY

oF G o pF? o qG1 pFr  qGi
donde hemos aplicado la desigualdad de Young, es decir, dados a,b > 0 se cumple, Vp, g > 0 exponentes
conjugados lo siguiente: ab < % + b—qq. Esta desigualdad puede obtenerse de la concavidad de la funcién
log en (0,+o0). Asi, si r = 1 el resultado es cierto.
Abhora, si r # 1 podemos escribir p’ = p/ry ¢’ = q/r y entonces # + % =1y por lo anterior

, 1/p . 1/q r/p r/q
[ 1relran < < / !f\"du> ( i ngdu> _ ( i !fl"du) < i !glqdu)

aplicando el caso r = 1 para las funciones |f|" y |g|".
Finalmente, notar que si r = o0 entonces ¢ = p = o y denotando por ||-||. la norma en .Z*°(Q) tenemos

que |f(x)g(x)| = f ()| g(x)| < [[f]l--[|g]l para casi todo x € Qy por tanto, || fg[l < [ fll-llglle O

Observacion: Notar que cuando r, p,q < 0 la desigualdad se invierte ya que en este caso 1/f €
L7P(Q),1/ge L78(Q)y }p + —%1 = -L con lo que podemos aplicar el resultado para —p, —q,—r >0
y obtenemos lo siguiente:

</g(1/!fg\)’du> < (/g)(l/\fl)”du)r/p </Q(1/gy)qdu>r/q;$
</S.2|fg]’du> < (/Q|f|pdu>r/p (/ng|qdu>r/q.

Como r < 0, al elevar a 1/r la desigualdad se invierte de manera que queda

(o) () (frse)”
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Como consecuencia podemos obtener el Lema 1.11, que serd necesario para demostrar la desigualdad de
Borell-Brascamp-Lieb.

Antes de enunciar y demostrar este lema, introducimos una nueva notacion.

Sean a,b >0, €[0,1] y & € RU {400, —co}. Primero, si ab = 0 se define M2 (a,b) = 0.

Ahora, supongamos ab # 0. Entonces, si o # 0, se define M2 (a,b) = ((1—A)a* + lb"‘)l/“ .

Por otro lado, M{ (a,b) = a'""*)p*. Y finalmente M?_,(a,b) = méx{a,b} y M*(a,b) = min{a,b}

Lema 1.11. Dados a,b,c,d >0, A € [0,1] y o, B,7 tales que o+ 3 > 0, é—l—é = 71, si ooy B no son
nulos 'y vy =0, si lo es cualquiera de los dos. Entonces,

M}, (a,b)Mf (c,d) > My (ac,bd). (1.2)

Demostracion. Notar que para demostrar el caso o = ¥ = 0 y andlogamente 3 = y = 0 simplemente
debemos aplicar la desigualdad aritmético-geométrica.

M (a,b)Mg (c,d) = """ PbH (1=1)cP +2dP)' /P > oMbt "M ah = (ac) ™M) (bd)* = M (ac, b)

Ahora podemos asumir que @, 3 # 0. Para el resultado en este caso, definimos Q = {z1,z,}, & = Z(Q)
yu{zi}) =1-24, u({z}) =212y u(Q) =1, A € [0, 1]. Entonces (Q, <, 1) es un espacio de medida.
Ahora, definimos f : Q — R como f(z1) =a, f(z2) =by g: Q— R como g(z1) = ¢, g(z2) = d. Es facil
ver que dada una funcién /4 : Q — R, su integral en este espacio serd [ hdy = (1 —A)h(z1) + Ah(z2).

Notar que si o, B > 0 entonces solo tenemos que aplicar la desigualdad de Holder generalizada con
valores p = o, ¢ = B y r = y para las funciones descritas antes. Ahora, si & < 0y o+ B > 0 entonces

B > 0 necesariamente. Entonces tomamos r = o, p=7Yy qg= —f y asi % = % + é con r < (. Sabemos que

en este caso la desigualdad de Holder se invierte por lo que, aplicdndola a las funciones que teniamos,
nos queda que
M} (a,b) > My (ac,bd)M?(1/c,1/d)

y escribiendo la definicién esto es lo mismo que

(1 =2)a®+Ab%) % > (1= A)(ac) + A(bd)) V(1 —=2)(1 /)P +2(1/d)P)~1/B
= ((1=2)(ac)”+A(bd)N/T((1=A)(c)P + A (a)P)~'/P
y entonces M* (a,b)Ml’} (c,d) > Mf; (ac,bd). O

Ahora ya estamos listos para demostrar la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb.

Teorema 1.12 (Desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb). Dados 0 <A <1, —1/n<p <ooy f g h fun-
ciones no negativas e integrables Borel en R" tales que

h((1—=A)x+Ay) > Mr(f(x),8() Vx,y€R" (1.3)

Entonces

pax =ty ([ o [ etir).
Rn np+1 R~ Rn

Demostracion. Antes de continuar, notar que si p = oo el resultado es inmediato y si p = O se trata de
la desigualdad de Prékopa-Leindler (Teorema 1.8), por lo que podemos suponer 0 # p < +oo. Vamos a
realizar la prueba por induccion en la dimension, empezamos por el caso n = 1. Llamamos F = [ f(x)dx
y G = [gg(x)dx, podemos asumir que F,G > 0 ya que en otro caso el resultado serd trivial. Ahora
definimos dos funciones u,v : [0,1] — R de la siguiente manera,

u(t) := min {u ER: 1= ;/:f(x)dx}
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y v se define de manera andloga para G y g(x). Asi, para cada t
L dx L dx 1.4
t= [ = [ g (14

Estas funciones pueden no ser continuas pero es inmediato que si son estrictamente crecientes y, por lo
tanto, diferenciables en casi todo punto. Ahora derivamos en (1.4) respecto de ¢ y obtenemos lo siguiente,

Definimos ahora w(z) = (1 —A)u(z) + Av(t) y entonces,

W) = (1= )l (1) + AV () = (1= 4) (f(it))) 42 <8(V(?t))> .

Notar que w'(r) > 0 para todo ¢ € [0, 1] y entonces podemos tomar el cambio de variable x = w(r) de un
[0,1] en un intervalo I de R en [; 2(x)dx de manera que obtenemos lo siguiente

h(x)dx > [ h(x)dx = 1h(w(t))w’(z‘)dl‘
R 1 0

> | M (1)), 500) ((1 M5 5@)) +Ag(jt)>) dr.

Ahora podemos aplicar (1.2) tomando B =1, x =p, y= % ya=f(u(t)),b=gWw(t)),c=F/f(ur))
y d =G/g(v(t)), entonces,

ptl ptl

/Rh(x)dxz/o1 ((1—/1)Fn% +7LGP%)7dz: ((1—/1)Fn”? +7LG,;%)7,

Asi hemos obtenido el resultado paran = 1.

Ahora hacemos el paso de induccion. Supongamos que el resultado es cierto Vm < n. Definimos, para
cada z1 € R, h;,(z2,...,20) = h(z1,22,---,22) que es una funcion integrable de R"!. Anédlogamente
definimos f;, y gy, para cada x1,y; € R, y entonces,

h(l—l)xﬁ—lyl ((1 _A)XZ +Ay2,. ., (l _A)xn +)~Yn) > M]% (fxl (x2, e axn)agyl (yZ’ “e- 7yn)) .

Por tanto, podemos aplicar el resultado en R"~! y asf,

. 2 N N
i @20 ([ e [ e, 005).

Rn—1

Ahora, podemos definir /2(Z) = [g.—1 ;(2)dZ, que es una funci6n integrable en R. Andlogamente defi-
nimos f y g. Notar que estas funciones cumplen la hipétesis del teorema con j = 0 por lo

Tt ¥
tanto,
[z wt, ( [ ez, | ato).
R p+l1 R R

Ahora, observar que FT = ademads, podemos aplicar el teorema de Fubini de manera que

: = b 3. ade
Jr 1(2)dZ = [ga h(z)dz (y lo mismo para f, §) y entonces,
h(x)dx > M*,

R i ( /R,,f (x)dx, /Rng(y)dy> :

Asi acabamos la prueba. O
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Un importante (para lo que sigue) corolario de este resultado tratard de funciones céncavas.
Dada una funcién no negativa f en R” se llama p-cdncava sobre un cuerpo convexo A (p # 0) si
FUL=2)x4+2Ay) > (1 =2)f(x)? + A f(y)?)"/?, para todo x,y €Ay 0 < A < 1.

Corolario 1.13. Sea F(x,y) una funcion p -concava en R" x R" con p > —1/n. Entonces, si Yy € R™

. .z p z
existe, [pa F(x,y)dx es una funcion piT "concavaeny.

Demostracion. Dados yg,y; € R"y A € (0,1) definimos y; = (1 —A)yo+ Ay, f(x) = F(x,y0), g(x) =
F(x,y1)y h(x) = F(x,y; ). Entonces, se cumple la hipétesis del Teorema 1.12 por la p—concavidad de
F y podemos aplicar la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb (Teorema 1.12). El resultado tras aplicar
la desigualdad es precisamente el deseado.

O

Notar ahora que la desigualdad de Prekopa-Leindler (Teorema 1.8), que es el caso particular de p =0
en la de Borell-Brascamp-Lieb (Teorema 1.12), se puede obtener ademds como caso limite cuando p — 0
en dicha desigualdad. Para ver esto, notar que dados a,b > 0 tenemos lo siguiente:

lim ((1—A)a” + AbP)'/P = Iim o3 log((1-A)a"+2b7)
p—0 0

ademas,

. log((1—=A)a? +Ab?) . loga(l—A)a’ +logbAb?
Iim = lim
p—0 p p—0 (1 —l)al’—klbp

=(1—A2)loga+Alogh

aplicando la regla de I’'Hpital. Por tanto 1im,_,o((1 — A)a” + 1b”)'/? = (loga)'~*) (log b)*.
Entonces, simplemente nos queda sustituir a,b por f,g primero y por [p. f, [g» & después y tomar p y

p .
npl respectivamente.
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Capitulo 2

Desigualdad de Blaschke-Santalo

El problema de maximizar el producto de voliimenes sobre todos los cuerpos convexos 0—simétricos
fue resuelto por Blaschke en 1923 para el caso n < 3, viendo que este se encontraba en P(B}). En 1948
Santal6 pudo demostrar que también era maximo para n > 3. De esta manera, se resolvié el problema
del maximo para un cuerpo convexo cualquiera, dando lugar a la desigualdad de Blaschke-Santal6é que
presentamos en este capitulo.
En 1990, Meyer, junto con Pajor, publicaron otra demostracién usando la simetrizacion de Steiner; esta
es precisamente la primera que presentamos en este trabajo y puede encontrarse en [11].
Notar que, puesto que el producto de volimenes es invariante bajo transformaciones lineales, P(K) tam-
bién es mdximo cuando K es un elipsoide. Sin embargo, no fue hasta 2019 que Meyer y Reisner pudie-
ron demostrar que los elipsoides eran los Gnicos mdximos locales, esta demostracién puede encontrarse
en[12].

2.1. La simetrizacion de Steiner

Como ya hemos comentado, empezamos presentando la demostraciéon que aplica la simetrizacion de
Steiner. Seguiremos [2] y [8].
Antes de poder demostrar la desigualdad de Blaschke-Santalé debemos definir la simetrizaciéon de Stei-
ner, que podremos realizar sucesivamente sobre un mismo cuerpo, buscando estudiar la convergencia de
la sucesién de conjuntos resultante.
En lo que sigue, K|H denotard la proyeccion ortogonal de un cuerpo K sobre un hiperplano H.

Definicion (Simetrizacion de Steiner). Sea K un cuerpo convexo y H un hiperplano de R” y denotamos
por H+ = (u) donde u € §"~! al complemento ortogonal de H. Entonces, Vx € K|H, x+H" cortaa K en
un segmento de longitud vol; (KN (x+H")), que denotaremos |K N (x-+H*)|. Consideramos s(x-+H")
el segmento de longitud ‘K N(x+H L)} pero esta vez con punto medio x.

Entonces definimos la simetrizacion de Steiner como

1
sty (K) := UXeK‘Hs(x—i—HL) = {x—i—)lu sXxEKHA A < 2|Kﬁ(x+HL)]}.

Es inmediato ver que este conjunto es simétrico respecto al hiperplano H.

Proposicion 2.1. Sean K, K dos conjuntos convexos y compactos en R" y H un hiperplano. Entonces,
1. vol,(K) = vol,(stg(K)).
2. Si K C K entonces sty (K) C sty (K).

3. Si 0 € H entonces sty (B5) = Bj.

13



14 Capitulo 2. Desigualdad de Blaschke-Santalé
H
Figura 2.1: Simetrizacion de Steiner

4. Si 0 € H entonces sty(AK) = Asty(K) para todo A € R.

5. sty(K) es convexo y compacto.

6. sty(KNK') C sty (K)Nsty(K'), sin embargo el reciproco no es cierto en general.

7. conv(styr (K) Usty (K')) C sty (com(KUK')), de nuevo, el reciproco no es cierto en general.

8. 8i 0 € H, entonces sty (K) +sty(K') C stg(K+K ).

Demostracion. 1. Inmediato aplicando Fubini.

2. Si K C K entonces es inmediato que KN (x+H") C K' N (x+H") para todo x € K|H y enton-
ces, sg(x+H") C s (x+H") donde estos denotan los segmentos de la definicién para K y K’
respectivamente. Ahora, por la definicién de la simetrizacién tenemos que sty (K) C sty (K).

3. Como 0 € H, B} es simétrica respecto a este y entonces, s(x+H~') = x+ H*, Vx € B3|H, asi
sty (Bg) = Bg.

4. Esta claro que [AKNA(x+H")| = |A||K N (x+H")| para todo x € K|H y entonces, denotando
por §(y+ H™*) a los segmentos de la definicion en AK tenemos que, §(Ax+H*) = As(x +H') y
como 0 € H tenemos que (AK)|H = A(K|H) y entonces

StH(),K) = UXGK‘HE(),erHL) = Ux€K|H7Ls(x+HL) = A«StH(K).
5. Primero, notar que la simetrizacion de Steiner describe una aplicacién biyectiva de K en sty (K).

Ademis, se puede probar que st, g (K) = x|[H" + sty (K), Vx € R" y por tanto, podemos asumir
sin pérdida de generalidad que O € H. Ahora, vamos a demostrar que dado K convexo y compacto
sty (K) también es convexo y compacto.

En primer lugar, dado K acotado sabemos que 36 > 0 tal que K C B3 y como podemos asumir que
0 € H, si aplicamos las propiedades que ya hemos demostrado, tenemos que sty (K) C sty (0B}) =
Osty (B) = OB} y por tanto, sty (K) estd acotado.

Veamos ahora que también es cerrado. Sea {x;} C sty (K) una sucesion que converge a x, queremos
ver que x € sty (K). Entonces, para cada i sabemos que x; € sty (K) y por tanto 3%; € K|H y A;
escalares tal que |4;] < % ‘Kﬂ (X;+H*Y) } y X; = X;+ A;u. Sean ahora X € H y A tales que x = X+ Au,
queremos ver que [A| < 5 |[KN (¥+H"Y)|.

Ahora, dado y € K|H denotaremos por ¢t(y) :=min{yt e R; y+uu €K}y
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B(y) :=max{u € R; y+pu € K}, que cumplen que B(y) — ot(y) = }Kﬂ (y—}—HL){. Notar ademas
que, como la proyeccién ortogonal es una funcién continua, se cumple que lim; X; = lim; (x;|H) =
x|H = X y como lim; x; = x tenemos que 1im; 4; = A.
A continuacién, vamos a definir y; = % + a(%))u € K 'y z; = % + B(£;)u € K que, como K es
compacto, tienen subsucesiones que convergen ay € K y z € K respectivamente. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que lim;y; = y y lim;z; = z, ademds como lim; X; = X si escribimos
op = lim; a(%;) y Bo = lim; B(X;) y entonces se cumple que o < Bo y y = X+ oou, z = X+ Pou.

Entonces,

1 1 1 1
4] :h'lm!M < Elflm(ﬁ(fi) —o(%)) = E(ﬁo—ao) =5 lz—y| < 3 ’Kﬂ(f‘i‘HL)‘

y entonces sty (K) es un cerrado acotado y por tanto es compacto.

Sélo falta ver que también es convexo, si tomamos dos puntos x,y € sty (K) y A € (0,1) queremos
ver que Ax+ (1 —2)y € sty (K). Notar que x = £+ 8u 'y y = + pu donde § < § |[KN(@&+H*Y)|y
1 < 3 |KN(F+H")|. Entonces, si llamamos z = A%+ (1 — 4)§ tenemos que % € K|H y ademis,
AMKN(E+HY))+(1-A)(KNGF+HY)) C KN (Z+H') y por tanto,

IAS+(1—A)u| < §|KN(Z+H"Y)|y entonces, Ax+ (1 —A)y =7+ (A8 + (1 —A)u)u € sty (K).

Asi, sty (K) es convexo y compacto.

6. Esto es inmediato aplicando la primera propiedad, ya que K N K cK,K y por lo tanto sty (KN
K Csty(K),stg(K') y sty(KNK') C sty (K) Nsty(K). Es sencillo encontrar contra ejemplos
tomando rectangulos y tridngulos adecuados. Un ejemplo se puede observar en la figura 2.2:

K’

— ~ay1 (K)
7 A
it (KNK')
st ( st (K')

Figura 2.2: sty (K) Nsty (K') € sty(KNK)

7. Siguiendo un razonamiento similar, sabemos que K, K C conv(KU K/) y por lo tanto
sty (K) Usty (K') C sty (conv(KUK')). Ademds, sabemos que este dltimo es un conjunto convexo
y por tanto conv[sty (K) Usty (K )] C sty (conv(K UK)). Se construyen contraejemplos sencillos
tomando bolas correctamente localizadas respecto al hiperplano. Un ejemplo se observa en la

figura 2.3:

B,

H N (\
L/ o
st (K) Ustg (K') sty (conv(KUK'))

Figura 2.3: sty (conv(K UK")) € conv(sty (K) Usty(K'))

8. Finalmente, vamos a tomar x € sty (K) y y € sty(K ), entonces x = %+ A, y = 5+ A,u donde

YEKHy|A<|KN(E+H)

, se cumple lo mismo para y. Entonces, x+y = X+ 3+ (A + A, )u
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donde i +5 € K|H+K |H = (K+K)|H y ademds,

st A < ||+ [Ay] < % (‘Kﬂ(f—kHl)‘ + ‘K/m(yUrHi)D < % ‘(K+K/)m(f+y”+Hi) .

Asi, tenemos que x+ € sty (K +K ).
0

Presentamos ahora un resultado sin demostracién que nos da la convergencia de una sucesion de
simetrizaciones de Steiner. La demostracion puede encontrarse en [8]. De este resultado podemos ver
quién serd el candidato a maximo para el producto de volimenes.

Teorema 2.2 (Teorema de esfericidad de Gross). Sea K un cuerpo convexo en R" y J el conjunto de
todos los cuerpos convexos obtenidos tras realizar una cantidad finita de simetrizaciones de Steiner a K
respecto a hiperplanos que contengan el origen de coordenadas. Entonces, existe una sucesion K; € A,
i € Ntal que
limK; = (VOI”(K)Y/”BZ.
i vol,(B})

Lema 2.3. Dado K C R" un cuerpo convexo 0-simétrico y H un hiperplano conteniendo al origen.
Entonces,
vol, (sty(K)°) > vol,(K?).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que H = {x € R" ; x,, = 0}. Entonces,
1
sty (K) = {(x, E(b—a)) eR"; (x,0) € K|H (x,a),(x,b) € K} .
Veamoslo:

Es inmediato que (x, 5 (b —a)) = (x,0) + % (b — a)e,, donde e, denota el vector correspondiente de H-.
Ademds, |%(b—a)’ =1lb—al < 1|KN((x,0) +HL)’ y por tanto

st (K) o {(x, %(b—a)) ER": (x,0) € K|H (x,a), (x,b) € K} .

Por otro lado, es facil ver que cualquier A como los que aparecen en la definicién de simetrizacion de
Steiner puede escribirse como %(b —a). Podemos escoger a como el “primer” elemento del segmento y
b =a+2A. Asi, tenemos la igualdad de conjuntos.
Ademds,

K°={(yt) e R"; (x,y)+st <1, (x,0) €eK|H, (x,5) € K}

1
sn(K)” ={ 0u0) €5 1)+ (a8 <1, (0) € KIH. (x.0) (D) €K |.
Ahora, dado A C R" definimos A(t) := {x € R"!; (x,1) € A(t)}. Veamos que J (K°(t)+K°(—t)) C
sty (K)°(t) para todo ¢ € R tal que K°(r) # (. Para esto, tomamos y; € K°(t) e y, € K°(—t). Entonces, si
(x,a), (x,b) € K se cumple que

1 1 1 1

1 1
<x,2(y1+yz))+2(a b)t 2<x,y1>+2<x,yz>+2at+2b( 1) <1

Asi obtenemos lo que buscdbamos ya que hemos obtenido que (y‘%,t) € sty (K°) y asf,
T(K°(t) +K°(—t)) C sty (K)°(2).
Por otro lado, como K es O-simétrico, K° también lo es, es decir K°(r) = —K°(—t) y por lo tanto
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vol,—1 (K°(t)) = vol,—1 (K°(—1)).
Si ahora aplicamos la desigualdad de Brunn-Minkowski (Teorema 1.9) obtenemos lo siguiente,

vol,_1 (st (K)° (1))=Y > vol,,_ <;(K°(t) +K°(—t))>

> Dvol, (K7 (0) 1)+ Lol (k7<) 0
= vol,_ (KO(,))l/(n—l)

cuando ¢ € R tal que K°(¢) # 0. Si ahora integramos en ¢, obtenemos el resultado,
vol, (sty (K)°) > vol,(K°).

O]

Finalmente, obtenemos el resultado mds importante del capitulo, que nos da el maximo del producto
de volimenes. Como esperdbamos, este se da en la bola euclidea cerrada de radio 1, B3.

Teorema 2.4 (Desigualdad de Blaschke-Santald). Sea K un cuerpo convexo, 0 -simétrico en R". Enton-
ces,

vol,(K) vol,(K°) < vol,(B3)?.

Demostracion. Por el Teorema 2.2, existe una sucesion {K;};cn de cuerpos convexos obtenidos al reali-
zar una cantidad finita de simetrizaciones de Steiner a K respecto a hiperplanos que contienen el origen
de coordenadas, tal que

VOln(K) > l/an
S\ .

K, =styi o---osti (K) —
= st oesug () (1

Y por la continuidad de la aplicacién polar vista en la Proposicion 1.3 vemos que

—1/n
K° <V°1”(K> ) BL.

! vol,(B})

Entonces, por la continuidad del volumen respecto de la distancia de Hausdorff vista en la Proposi-
cién 1.4, vemos que

. or [ VOly(K) 1n 1 [ vol,(K) —1/n i
ilggvoln(K,)Voln(Ki)— (VOI,,(B)> vol,(B3) W vol,(B3)

= vol,, (B2

NS

Por otra parte, para cada i € N fijo, por Lema 2.3 y como la simetrizacién de Steiner preserva el volumen,
se tiene que

vol,(K;) vol,(K;') = vol,(sty; o0 Sty (K)) volu((stgi o+ 0 Sty (K))°).
> vol,(K) vol,(K°).

Entonces,
vol,(K) vol,(K°) < vol,(B3)?.
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2.2. Sistemas de sombras

En la siguiente seccién, vamos a ver otra posible demostracion de la desigualdad de Blaschke-Santald
(Teorema 2.4). La idea es similar a la de la simetrizacién de Steiner, pero antes debemos introducir
algunos conceptos nuevos. La demostracion del teorema principal se basa en la de [4].

Necesitaremos algunas nociones respecto a integracion en coordenadas polares, que introducimos a
continuacién. Usaremos la siguiente notacion:

» Sli={x e RS x)a =1}
» Dados A C (0,4),B"CS" L,A-B={rucR"; rc A, ucB}
» DadoACS"™ ! A:={tx;xcA tc[0,1]}

Ahora si, definimos la medida de Borel en S"~! como 6(A) = nvol,(A) para A € B(S" ).
Con esta medida, se tiene la siguiente férmula de integracion en coordenadas polares en R”:

Para toda f : R” — R integrable,

/R”f(X)dx:/S’FI /Omrn_lf(ru)drdc.

Una demostracién como ejercicio guiado se puede ver en [13, Capitulo 8, Ej. 6]. Entonces, tomando
K C R" obtenemos lo siguiente:

vol, ( /XK )dx = /1/ )(K ru)drdo
Sn

:/ / Ry gy /()
sn—=1 /0 §n—1 n

1
vol,(K) = . /S'H (px=(u))"do. (2.1)

A continuacién introducimos la nocién de sistema de sombras y un importante resultado respecto de
estos.

Es decir,

Definicion. Un sistema de sombras es una familia de cuerpos convexos K; C R” dados por
K; :=conv{x+ a(x)t0 : x € B}
€ [a,b], donde
» 0 € S" ! esladireccion del sistema,
= B C R" es un conjunto acotado (base del sistema),
= ¢ : B — R es una funcion acotada (velocidad).

Observar que la simetrizacién de Steiner es precisamente un elemento de un cierto sistema de som-
bras donde la base es el borde del cuerpo convexo.

Teorema 2.5 (Campi, Gronchi 2006). Sea K, C R, t € [0, 1] un sistema de sombras tal que K; es 0
-simétrico para todo t. Entonces, vol,(K?)~! es una funcién convexa en't.

Demostracion. Primero, dada hg, (4) = méax,ek, (u,x) la funcion soporte de cada K; para cada r € [0, 1],
notar que g, (#) = max,cp(u,x+ 0t(x)10) = maxyep(u+1{u,0)e,r1,x+ t(x)e,+1) yaque x,u,0 € R"y
a(x),t € R. Asi, si definimos K := conv{x+ a(x)e 1| : x € B} CR", tenemos que hy(u+1t(u,0)e, 1) =
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B = {vértices} p)=—1, alg =

a0 A

Figura 2.4: Sistema de sombras

méxyep(u—+1(u, 0)eni1,x+ t(x)e,11) y por tanto, hg (1) = hp(u+1{u,0)e, 1)
Por otro lado, por (2.1) sabemos que
1 1
Vol (K) =+ [ (pxtu))y'do = [ () "d
n . Jsn—1 n .Jsp—1
y por la simetria de K;” tenemos que

2
(K%)= = “ndu,
Vo n( ! ) n /gnlﬂ{u s (u,0)>0} th (u) du

Notar ahora que la superficie S"~! N {u : (u,0) > 0} puede parametrizarse mediante

¢o:B 'Ot ={xecR"INO : || <1} —=S" ' {u : (u,6) >0}
x x+ /1= 276 = (x, /1= [Ix]3).
Asi, el vector normal de esta superficie serd N = . T que tiene norma ||N||, =
VISR V1=l

1

VAN

Entonces, la integral anterior aplicando la integracion sobre superficies queda

(41— lBe) *

nvol,,(K,")=2/ni1 A
B7ine 1= /3
—n
i (w4 /1= X130 1 (e /1= 41138, 0)ens1)
-2/ d
B ine 1= 3

NS} ]

Y CERVARH I ICER)
:2/ . dx
B, 'n6 1— “

x|

[\S1 8]

—n
he + 0 +te,
_2/ K<\/1 R e“) "
- n+l
5Nt (1—=1Ix[13)2

Ahora, vamos a continuar aplicando de nuevo coordenadas polares. Para facilitar la escritura llamamos
f(x) =hg(x+ 6 +re,y1)”". Notar que las coordenadas n—ésimas de x + 6 + e, son fijas y por tanto
f se puede ver como una funcién en R"~!. Entonces,

=) f(
/ 1—||x||2 dx = 1- ||x|2 VTR gy = / / e 2 \/72 drdG(u)
By 'net ( Sn-2

n+1 1 n+1 n
1—|Jx[3) 2 B (1= x03)

L (o)
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' _ de manera que ds = —L5—~dr y la integral que-

Vi ESEE
da [ [y 5" 2 f(su)dsdo (u), entonces podemos aplicar de nuevo las coordenadas polares (esta vez
deshaciendo el cambio) y obtenemos que

Ahora realizamos el cambio de variable s =

o 2 2 _
Vol (k7)== [ g0y =7 [ g (8 +1ens1) "y
Notar ahora que como /g es convexa, tenemos que llamando F(y,1) = hg (y+ 0 +te,1 + (y,0)ten1) "
esta es una funcién (—1/n)—coéncava. Asi, aplicando el Corolario 1.13 tenemos que la funcién
t— vol,(K?) es % = (—1)—concava.

1

Entonces, la funcién 7 — vol,(K) ™" es convexa (en t). O

Notemos que con este resultado obtenemos una nueva prueba del Lema 2.3. Dado K C R" un cuerpo
convexo 0—simétrico y H un hiperplano conteniendo al origen, podemos construir un sistema de sombras
{K:}ie0,1) de modo que Ko = K, K/, = sty (K). Ademds, la funcion # — vol,(K;) serd constante y la
funcién ¢ — vol,(K;) simétrica respecto de r = 1/2. Como ademds, por el Teorema 2.5, la funcién
t > vol,(K?)~! es convexa vemos que

vol,(K°) ™' > min{vol,(K’) ™' ; r €[0,1]} = Voln(l(i’/z)*1 = vol,((sty(K))°) ™.
Entonces, obtenemos el Lema 2.3:
vol,(K?) < vol,(sty(K)°).

A partir de este resultado podemos demostrar la desigualdad de Blaschke-Santal6 2.4.

Ademads de permitirnos dar una demostracion alternativa para el Lema 2.3, los sistemas de sombras y el
Teorema 2.5 son importantes resultados que dan pie a una demostracion de la conjetura de Mahler en el
caso n = 2. Esta demostracidn la veremos en el préximo capitulo.



Capitulo 3

La conjetura de Mahler

Al contrario que en el caso del maximo, el problema de minimizar el producto de volimenes sobre
los cuerpos convexos 0—simétricos sigue abierto. Segin la conjetura de Mahler, el minimo deberia en-
contrarse en P(BL) pero este resultado s6lo estd demostrado para algunos casos particulares.

En 1939 Mahler demostré que es cierto para n = 2, pero no fue hasta 2020 que Iriyeh y Shibata demostra-
ron que también es cierto para n = 3, esta demostracion puede verse en [9]. Antes de esto, Saint-Raymond
demostré que la conjetura era correcta para unos ciertos cuerpos llamados incondicionales; la demostra-
cién que presentd puede encontrarse en [14]. En este capitulo daremos la prueba dada por Meyer en
1986, que puede encontrarse en [10]. También, esta vez gracias a Reisner, se sabe que es cierto para los
cuerpos llamados zonoides.

Como veremos mas adelante, la dificultad principal a la hora de demostrar la conjetura para un caso
general viene de que cuerpos como los politopos de Hanner cumplen que su producto de volimenes es
precisamente P(BL).

3.1. Conjetura de Mahler en n =2

En esta seccién vamos a demostrar la conjetura de Mahler en el caso n = 2 aplicando los sistemas de
sombras descritos en el capitulo anterior. Esta idea estd tomada del Teorema 3 de [4].
Veamos primero que dado K C R? un poligono simétrico se cumple P(K) > P(B" ). Para ello, asumimos
que K tiene al menos 6 vértices, denotamos el niimero de vértices de K por m.
Tomamos vy, v, y v3 vértices consecutivos de Ky u € S! vector en la direccién de la recta que une v; con
v3. Asi, tomamos un sistema de sombras (2.2) dado por B = {vértices de K}, a(v2) = 1, o(—vp) = —1
y a(-) = 0 en otro caso. Tomamos como intervalo de definicién [a,b], tal que el drea de K; es constante
Vit € [a,b].

PR —v
2 KI 1

Figura 3.1: Sistema de sombras K;

21
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Observar que entonces Ky = K y, ademads, K, K, son poligonos con m — 2 vértices.

Figura 3.2: Sistema de sombras K; parat =ayt=>b

Ahora, sabemos por el Teorema 2.5 que la funcién ¢ — vol,(K°)~! es convexa y por tanto
vol,(Kg) ™" < max{vol,(K:)™", vol,(K;)~'}

y entonces
P(K) = P(Kp) = vol,(Kp) vol,(Ky) > vol,(Ko) min{vol,(K} ), vol, (K }

ademads, como vol, (Ky) = vol,(K,) = vol,(Kj) esto es
P(K) > vol,(Ko) min{vol,(K}), vol,(K,)} = min{P(K,), P(Kp)}.

Observar que ahora podemos repetir este proceso con K, o Kj, el que dé el minimo producto de vold-
menes, de manera que eliminamos otros dos vértices. Reiterando este proceso sucesivamente llegamos a
P(K) > P(L) donde L es un poligono simétrico de 4 vértices, o lo que es lo mismo, un paralelogramo.
Ahora, es ficil ver que existe una transformacién lineal M : R? — R? tal que AL = B2 y por tanto

P(K) > P(L)=P(L 'B%) = P(B%).

Por lo tanto hemos visto que dado K C R? un poligono O—simétrico la conjetura de Mahler es cierta.
Tomando ahora K C R? un cuerpo convexo 0—simétrico sabemos que existe una sucesién de poligonos

simétricos K; tales que K ﬁ—w> K. Este resultado se deduce del Teorema 1.8.16 de [15]. Entonces, por
el Lema 1.6,
P(K)= lim P(K;) > P(B2).

jrteo
3.2. Cuerpos incondicionales

En esta seccién demostraremos que los cuerpos convexos incondicionales verifican la conjetura de
Mahler. Seguimos la demostracién en [5].

Definicion (Cuerpo incondicional). Dado K C R" un cuerpo convexo, se dice que es incondicional si para
alguna base {e;}! , de R" se tiene que xje; +- - +x,e, € K si y sélosi |xi|e; +-- -+ |x,| e, € K. Decimos
que K es casi incondicional si para alguna base {e;}! , de R" y V1 <i < n se tiene que K|H; = KN H;
donde H; es el hiperplano generado por {e; ; j # i}.

Notar que si K es un cuerpo incondicional con respecto a la base {b;}"_|, {e;}"_, es la base candnica
y B la matriz de cambio de base de la inicial a la candnica, tenemos que P(BK) = P(K) y ademds, el
conjunto BK es incondicional con respecto a la base canénica. Esto nos indica que en lo siguiente, pode-
mos asumir que el conjunto K es incondicional con respecto a la base candnica.
Observar también que si un conjunto es incondicional, entonces es simétrico con respecto al origen y
casi incondicional.
Los ejemplos mds basicos de cuerpos incondicionales son las bolas B, con 1 < p < +oo.

Veremos ahora la conjetura de Mahler para cuerpos incondicionales. Recordemos que en el Lema 1.5

hemos visto que P(BL) = %.
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Teorema 3.1 (Saint-Raymond, 1981). Dado K C R" un cuerpo incondicional, se cumple que
P(K) > P(BL).

Demostracion. Vamos a realizar esta prueba por induccién en la dimensién, entonces notar que tomando
n =1 el resultado es trivial. Asi, supongamos que se cumple para 1 <i <n.

Sea {e;}"_, la base candnica de R". Dado K como en el enunciado, definimos K, = K ﬂRﬁ’r, donde
R ={xeR";x,>0,i=1,...,n},y K = K°NR’, y entonces, P(K) = 4" vol,(K) vol,(K?) por ser
K un cuerpo incondicional. Por otro lado, paracada 1 <i<n deﬁmmos Ki:=KNn{xeR"; x; =0}
y es inmediato comprobar que esto es un cuerpo incondicional de e , identificado con R"~! y ademas,
(K;)° = (K°); tomando la polaridad en e;-, identificado con R"~!.

Consideramos (K;)+ definido como antes, x € K y definimos C;j(x) la envoltura convexa de {x} con
(Ki)+, que serd un cono de base (K;) y vértice x con lo que vol,(C;(x)) = 3 vol,—1 ((Ki)+).

K K }l?
/Cl,

Figura 3.3:

Notar que U?_,Ci(x ( ) C K por la propia definicion (ademds, K, es convexo) y por lo tanto vol,(K;.) >
vol, (UL, Ci(x )) " vol,(Ci(x)) = % " xivol,—1((Ki)+) donde la primera igualdad se debe a que
estos conjuntos sélo coinciden en conjuntos de medida nula. De aqui deducimos que

1 n
o () e ()2 <
y por lo tanto, si definimos
1 n
a = m (VOInfl((Kl)Jr), . ’VOln*l((Kn)Jr)) c R

tenemos que (a,x) < 1 Vx € K, lo que significa que a € K.
Ahora, si repetimos este proceso de manera completamente andloga en K° obtendremos

1

ZM(VOInA((Kf)H Vol 1((Ky)4)) €R"

tal que a° € K. Entonces, (a,a°) < 1y esto es lo mismo que

Liz1 Vol,1((Ki)+ ) vol, 1 ((K7)+)
n?vol, (K, ) vol,(K%) =1

Notar que entonces,

P(K) =4"vol,(K) vol,(K Zvoln 1 +)vol,— 1 ((K7)+).

Ahora, notar que por ser K; un cuerpo incondicional se cumple que vol,_{(K;) = 2" vol,_{((K;)),
V0 < i <ny entonces vol,_((K;);)vol,_; ((K?)+) = 4" vol,_ (K;) vol,_1(K?). Ademés, como los K;
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. .. . . . ., n—1
son cuerpos incondicionales de R"~!, por hipétesis de induccién se cumple que P(K;) > h para todo

i y entonces, reescribiendo todo tenemos que
1 4r

= —pB).
n* = (n—-1)!" n! (B)

Asi, hemos visto que para los cuerpos incondicionales la conjetura de Mahler se cumple.

3.3. Politopos de Hanner

Como ya hemos comentado, uno de los motivos principales por los que encontrar un minimo general
para el producto de volimenes es dificil es porque, pese a tener un candidato, B”, también existen mu-
chos otros cuerpos convexos cuyo producto de volimenes es precisamente %. Estos son los politopos de
Hanner, que estudiaremos en este capitulo.

Este tipo de cuerpo se define recursivamente, basdndonos en unas “sumas” definidas en cuerpos conve-
x0s 0—simétricos.

Definicion. Dados K C R", L C R™ cuerpos convexos 0—simétricos, definimos la suma ¢., como
K®L=Kx{0}+{0} x L C R"™

0, equivalentemente, la bola unidad de || (x,y)|| k.. = max{||x||x, ||y/|L}-
Definimos la suma ¢; como

K@) L=conv(K x {0} U{0} x L) C R*"™"
0, equivalentemente, la bola unidad de ||(x,y)| ke, = [Ixllx + |I¥|lL-

Notar que (K @ L)° = K° @, L° y, equivalentemente, (K $w L)° = K° @ L°.
Vamos a probar la primera. Tomamos (x,y) € (K@) L)°, es decir, para cada (a,b) € K& L se cumple
que
<(x>y)v (avb»KEB]L <L

Abhora, es facil ver que esto puede escribirse como ((x,y), (a,b))ka,L = (x,a)x + (y,b)r < 1 y por tanto
x € (AK)° YA €0,1] y en particular x € K°. Andlogamente y € L° por lo que (x,y) € K° @ L°.
Reciprocamente, tomamos (x,y) € K° ®e L° y (a,b) € K &, L. Entonces,

<(x7y)’ (a’b»KEBlL = <x7a>K+ <y7b>L‘

Ademds, tenemos que (a,b) puede ser (Ad+ (1 —24)a,0), (0,Ab+ (1 —2)b) o (Ad, (1 — A)b) donde
a,acK,b,pbcLyAc|0,1]. Asi,

<(xay)v (avb)>K€B1L = <X,Cl>](+ <y7b>L <1
y, por tanto, (x,y) € (K®1L)°y (KD L)° = K° Do L°.

Definicion (Politopo de Hanner). Un politopo de Hanner se define de manera recursiva. Asi, un cuerpo
convexo 0—simétrico se dice que es un politopo de Hanner si es 1-dimensional, o si es de la forma M & L
0 M @ L donde M, L son politopos de Hanner.

Equivalentemente podemos considerar los politopos de Hanner como los conjuntos de la forma
I®---@ldonde I=[-1,1]y® =D 0P = Pe.
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K@]L/

K=K°

Figura 3.4: Sumas (. y ¢

Proposicion 3.2. Dados K C R", L C R™ cuerpos convexos y 0—simétricos, se cumple
P(K®1L) = P(K®wL) = - P(K)P
Demostracion. Notar que |K @. L| = |K||L| y asi
P(K&L) = |K&1 LI [K°[|L°] 'y P(K®wL) = |K||L|[K® &1 L.

Estudiemos cémo es |K @) L|. Razonando como en el Lema 1.5, notar que dado M C R" convexo y
0—simétrico tenemos que

[t [ ([ erar)av= [ [ o= el
n (][ a2 R JO 0

Rn
:/ e"|tM|dt:/ " M| dr = |M|T(n+1) = n! |M]
0 0

x||p < t}|de

donde hemos aplicado el teorema de Fubini. Recordar que ||-||3; denota la norma dada por el funcional
de Minkowski. Entonces,

‘K@IL,(H,”)!:/ efn<x,y>uwd(x’y):/ / oWl g I dydy = 1 |K | m! L]

Rnt+m
Entonces hemos acabado, ya que

n'm!

P(KD L) = |K°[|L°[|[K @1 L| = ntm)!

e |2 1K L = P(K)P(L) = P(K &..L).

Im!
(n+m)
]

Sabemos que P([—1,1]) = 4, vamos a aplicar un paso de induccién para ver que dado K un politopo
de Hanner en R” se cumple P(K) = i—': = P(B') = P(B.). Asumimos que se cumple para todo m < n'y
tomamos K C R”" un politopo de Hanner. Entonces K = M @ L donde & =P 0 P = P y M C R™,
L C R™, n; 4 ny = n, son politopos de Hanner. Aplicando el resultado que acabamos de ver, obtenemos
lo siguiente:
ni !nz!

:nl!nz!ﬂi”ziﬂ
(n1+n2)!

n! ni'!'np! nl

P(K) = M)P(L)
aplicando el paso de induccién.

Hemos obtenido un tipo de cuerpo convexo 0—simétrico, los politopos de Hanner, que no tienen por
qué ser BZ y sin embargo su producto de voltimenes es P(B.) = %. Esto complica en mayor medida la
demostracion de la conjetura, ya que si bien para maximizar el producto s6lo teniamos una posibilidad,
ahora encontramos muchas opciones nuevas y esto dificulta el problema.
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