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Introduccion

Este documento presenta el Trabajo de Fin de Master correspondiente al Master
Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria, Bachillerato,
Formacion Profesional y Ensefanzas de Idiomas, Artisticas y Deportivas, concretamente
en la especialidad de Matematicas. Este trabajo corresponde a la modalidad A, es decir,
un trabajo sobre el estudio de un objeto matematico y el posterior disefio y desarrollo de
una propuesta didactica sobre €l. El tema seleccionado para esta memoria son los Sistemas
de ecuaciones lineales de dos incognitas, enfocado al curso de 2° de ESO.

Este objeto matematico se presenta como una respuesta a necesidades practicas del
ser humano, por lo que tienen una gran importancia a lo largo de la historia desde
civilizaciones antiguas como la babilonica o griega. A lo largo de los siglos, este objeto
matematico ha evolucionado hasta ocupar un papel fundamental en el dlgebra elemental,
permitiendo modelizar y resolver situaciones en las que intervienen varias incognitas.

En los ultimos afios han surgido distintas propuestas para ensefar este contenido en
secundaria, muchas de ellas incorporando herramientas digitales como GeoGebra o
metodologias activas centradas en la resoluciéon de problemas. Sin embargo, sigue
habiendo dificultades recurrentes en el aprendizaje del alumnado, lo que muestra que, a
pesar de los avances, alin quedan aspectos por mejorar en su ensefianza.

Seglin el curriculo de Matematicas en Aragén, en consonancia con la LOMLOE
(Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, 2022), los sistemas de ecuaciones
lineales se introducen por primera vez en este curso dentro del sentido algebraico y del
pensamiento computacional. Su ensefianza combina los métodos graficos y algebraicos,
y pone el foco en la resolucion de problemas, la interpretacion de resultados, la conexion
con situaciones reales y el uso de herramientas digitales. De esta manera, se desarrollan
de manera transversal todas las competencias especificas.

Como futura docente, considero fundamental que el alumnado no solo sepa aplicar un
método, sino que comprenda qué esta haciendo y por qué, desarrollando asi su
pensamiento matematico y critico. Al mismo tiempo, este proceso contribuye a su
crecimiento personal. Por ello, la propuesta que se presenta busca crear una experiencia
de aula mas significativa, basada en el trabajo cooperativo, el aprendizaje por
descubrimiento y el uso de recursos digitales.

El trabajo se organiza en diferentes apartados, comenzando con un andlisis de
antecedentes en torno al objeto matemadtico, incluyendo estudios previos, una revision
histdrica y su presencia en el curriculo y en los libros de texto. Seguidamente, se expone
el marco teoérico que fundamenta la propuesta, centrado en la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico. Finalmente, se describe la propuesta didéctica disefiada para 2° de ESO, asi
como su evaluacion, para terminar con unas conclusiones sobre la propuesta y esta

memoria.



1. Antecedentes

En este capitulo, vamos a investigar sobre el objeto de estudio, analizando diversos
articulos sobre los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, prestando atencion
a las propuestas innovadoras para su ensefianza en educacion secundaria, mediante
metodologias que faciliten su comprension y aplicacion en el aula. Asimismo,
analizaremos articulos sobre el tratamiento del objeto en los libros de texto, analizando
como trabajan el concepto. Finalmente, se analiza la situacion de los sistemas de
ecuaciones lineales en el curriculo de Aragdén, asi como los conocimientos previos
necesarios que este mismo indica.

1.1.  Investigaciones previas

A lo largo de los afos, diversos autores han estudiado nuestro objeto matematico desde
diversos enfoques, como el estudio de su tratamiento en los libros de texto o diversas
propuestas metodologicas para la ensefanza. Para analizar las investigaciones previas
sobre los sistemas de ecuaciones, nos centraremos en estudios realizados en los Gltimos
quince afos con el fin de conocer el estado actual de su proceso de ensefianza.

Carrillo (2017) disefio, desarrollé e implement6 una propuesta para la ensefianza de
sistemas lineales en secundaria mediante la integracion de las tecnologias en el aula. Esta
propuesta surge del auge de las tecnologias en la educacion en los ultimos afios, siendo
una fuente de motivacion para el alumnado, tal como sugiere la autora. Para la propuesta
se emplearon materiales interactivos, como la aplicacion GeoGebra y la plataforma de
aula virtual, Moodle. El principal resultado de este trabajo es la mejora del proceso de
ensefanza-aprendizaje a través de la incorporacion de las TIC, lo que ha permitido
obtener una evaluacion positiva tanto en el cumplimiento de los objetivos establecidos en
el curriculo como en la adquisicion de un aprendizaje significativo.

Falcon (2018) presentd una experiencia llevada a cabo con alumnos de 3° y 4° de
ESO, donde propone, como mejora en la ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales
con dos incognitas, realizar un estudio previo de los intereses del alumnado. Las fases de
la experiencia se dividieron en el recordatorio de los métodos de resolucion de sistemas,
el uso de tecnologias para afianzarlos, que tal como comentaba Carrillo (2017) resultan
beneficiosos; y posteriormente, la resolucion de problemas, dejando a los alumnos crear
sus propios problemas. Esto lo present6 ya que, a la hora de resolver problemas, los
alumnos rechazan intentarlos bajo las premisas de incomprension del texto, o el no haber
adquirido los conocimientos matematicos. La dindmica que propone el autor es que los
alumnos creen sus propios problemas, centrados en sus intereses, con la premisa de que
uno de ellos puede entrar en el examen. De esta manera, se potencia su motivacioén y
facilitar su implicacion en la creacion y resoluciéon de problemas, promoviendo un
aprendizaje mas significativo, también de esta manera se muestra la evidencia de que la
contextualizacién de problemas facilita la comprension de los conceptos y refuerza las
habilidades de razonamiento l6gico y comunicacion.



Sabemos que la herramienta GeoGebra ha supuesto un cambio en la forma de
impartir matematicas en el aula. Hernandez (2013) abordé diversos aspectos sobre el uso
de GeoGebra en la ensefianza de sistemas de ecuaciones lineales, haciendo hincapié en
su uso con el fin de que los alumnos visualicen y comprendan los conceptos matematicos.
También menciona que es una herramienta interactiva que resulta de utilidad para que los
alumnos experimenten con los distintos tipos de soluciones que pueden tener los sistemas,
y comprobando graficamente las soluciones que obtienen, logrando asi un aprendizaje
mas profundo. Asimismo, destaca la importancia de guiar a los alumnos en el uso de la
herramienta, para que comprendan los procedimientos utilizados. El autor concluye con
que el uso de GeoGebra en la ensefianza de sistemas de ecuaciones contribuye a un
aprendizaje mas significativo.

Por su parte, Pérez y Vargas (2019), centrados en la ensefianza de sistemas de
ecuaciones lineales para Bachillerato, estudiaron, mediante el disefio de una secuencia
didactica, el uso de GeoGebra como herramienta didactica, para hace frente a las
dificultades que encuentran los alumnos en el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones
lineales. Los autores destacan como el programa ayuda a facilitar la comprension de los
conceptos mediante la relacion de las expresiones algebraicas con las graficas,
visualizando asi las soluciones y permitiendo a los alumnos manejarse entre las distintas
representaciones, de manera interactiva con el uso de hojas de trabajo y applets (incluidos
en el articulo). Concluyen también con los beneficios que presenta el trabajo colaborativo
de los estudiantes, promoviendo el aprendizaje activo. La conclusion de los autores es
que la secuencia que presentan ayuda a la comprension de los alumnos, ayudando también
a entender el concepto de solucion mediante un aprendizaje significativo basado en el
aprendizaje dindmico y la resolucion de problemas.

De la mano de las conclusiones de estos autores, Pusda et al. (2022) evaluaron el uso
de GeoGebra como recurso didactico en el contexto de los sistemas de ecuaciones
lineales, destacando el potencial que presenta para ayudar a los alumnos a la comprension
de los conceptos, asi como fomentar el aprendizaje activo y manipulativo. La metodologia
de la investigacién consisti6 en una revision bibliografica sistémica de estudios
publicados entre 2017 y 2022, y termind concluyendo con que GeoGebra facilita la
visualizacion de los conceptos que pueden resultar de mas dificultad a los alumnos, lo
que afecta positivamente en su motivacion, mejorando asi su rendimiento. Asimismo, los
autores destacan que los estudios concluyen que este software permite que los alumnos
desarrollen destrezas mas alla de las puramente académicas, como habilidades cognitivas,
criticas y sociales, Utiles en el &mbito laboral y social. De esta manera, muestran coémo
las metodologias activas pueden ser de ayuda para mejorar el aprendizaje matematico.

Con respecto a los libros de texto, Guerrero et al. (2014) examinaron como se abordan
los problemas relacionados con nuestro objeto matematico en libros de texto del curso de
3° de ESO. Los autores destacaron que, a pesar del protagonismo que tiene la resolucion
de problemas en el curriculo, en los libros de texto predominan los ejercicios rutinarios y
sencillos, sin estar apenas contextualizados ni conectados con otras areas del
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conocimiento. Para llegar a esta conclusion, realizaron un analisis cualitativo de los
problemas del libro de texto mas vendido de Espaiia (editorial Anaya). Concluyen con la
necesidad de mejorar los materiales didacticos para fomentar un aprendizaje mas
profundo en relacion con las lineas que establece el curriculo, impulsando el desarrollo
del razonamiento matematico.

Bruno y Rivas (2014), analizaron el tratamiento de la soluciéon en los sistemas de
ecuaciones lineales en los libros de texto de educacion secundaria, mostrando que estos
materiales se centran en el algoritmo de resolucidn, sin abordar el significado de la
solucion. A través de un analisis exhaustivo, las autoras concluyeron que esto deriva en
dificultades para los alumnos, que terminan dando prioridad al proceso algoritmico y no
a la comprension de la solucion, sin entender qué estan haciendo y, por tanto, sin verificar
que las respuestas sean correctas ni si satisfacen las condiciones del problema. De esta
manera, las autoras evidencian la necesidad de llevar a cabo metodologias que trasciendan
la préctica algoritmica, promoviendo una comprension mdas profunda del objeto
matematico y llegando asi a un aprendizaje mas significativo.

Para completar el estudio sobre este objeto matematico, es importante atender los
errores que, segun los investigadores, se cometen habitualmente por parte de los alumnos.
Los autores Muiiz-Rodriguez et al. (2022) investigaron sobre los errores que cometen los
alumnos de 2° de ESO al resolver sistemas de ecuaciones lineales a través de un estudio
realizado en un aula de 20 alumnos en Oviedo. A través del estudio encontraron tres
categorias de errores principales: la primera, relacionada con el uso incorrecto del
lenguaje matematico y el cambio entre distintos registros de representacion (algebraico,
grafico, tabular, verbal); en segundo lugar, errores aritméticos y la tercera son errores
propios que cometen los alumnos al aplicar formulas, teoremas o definiciones
matematicas, resultado de intentar mecanizar los procedimientos. Ademads, destacan un
error especifico en la resolucion de sistemas de ecuaciones, que es la dificultad para
comprender el concepto de solucion de un sistema.

A su vez, Chicoma Mauro (2024) identifico las dificultades que presentan los
alumnos en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales que evidenciaron la
necesidad de implementar una estrategia de ensefianza. Estas dificultades comenzaban
por el propio planteamiento e interpretacion grafica de los sistemas, lo cual se relaciona
con el error mencionado previamente sobre el paso del lenguaje verbal al algebraico, asi
como la falta de motivacion. De nuevo, menciona errores aritméticos, y de manipulacion
algebraica (despejar variables y sustituirlas). El autor concluye que los estudiantes no
poseen una comprension profunda de los conceptos fundamentales necesarios para
dominar los distintos métodos de resolucion de sistemas, lo que afecta en la eleccion de
la estrategia a emplear. Asimismo, destaca que los alumnos tienen dificultades para
conectar este objeto matematico con la realidad.

Asimismo, resulta interesante estudiar qué errores relacionados con este objeto
matematico se siguen cometiendo en cursos superiores, ya que esto permite identificar



dificultades persistentes en el aprendizaje y asi disefiar propuestas didacticas mas eficaces
que contribuyan a su comprension en profundidad. La autora Diaz (2016) investigd y
analiz6 errores que cometen los alumnos en las Pruebas de Acceso a la Universidad con
respecto a los sistemas de ecuaciones lineales. Entre los errores que encontrd, destacan
los planteamientos incorrectos, los cuales relaciona con la mala interpretacion de los datos
de los problemas por una mala lectura del enunciado y una mala traduccién del lenguaje
verbal al algebraico. Con respecto a la resolucion del sistema, la mayoria de los errores
que encontrd son técnicos, principalmente de célculo, y se evidencian en la falta de
comprobacion de la solucion. La autora indico que los fallos de calculo més habituales se
dan entre los alumnos que optan por el método de reduccion. De esta manera expone
errores similares a los que presentaban los autores Mufliz-Rodriguez et al. (2022).

En resumen, estas investigaciones ponen de manifiesto la necesidad de mejora en la
ensefanza del objeto, aprovechando las nuevas tecnologias para facilitar y profundizar en
la comprension de los conceptos que provocan los principales fallos reiterados por el
alumnado. Igualmente, con el fin de mejorar la motivacion de los estudiantes, es preciso
disefiar propuestas que contextualicen el objeto.

1.2.  Curriculo de Aragéon

La elaboracion de esta propuesta esta regulada por la Ley Organica 3/2020, de 29 de
diciembre, conocida como LOMLOE.

El curriculo de Educacioén Secundaria en Aragdn ha sido disefiado y propuesto por el
Departamento de Educacion, Cultura y Deporte (DECD) en el afio 2022. En ¢l se
establece la progresion de la ensefianza de los conocimientos necesarios para enfrentarse
a nuevos aprendizajes. El pensamiento algebraico se va desarrollando desde las primeras
etapas del aprendizaje matematico, a través del reconocimiento de patrones, manipulacién
de nimeros y resolucion de problemas aritméticos. En la Educacion Secundaria
Obligatoria este pensamiento se formaliza mediante el lenguaje algebraico.

Segtin el Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la
ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria Obligatoria y mas en
concreto, la Orden ECD/1172/2022, de 2 de agosto, por la que se aprueba el curriculo
para el caso de la Comunidad Autonoma de Aragon, los sistemas de ecuaciones lineales
se estudian por primera vez en el curso de 2° de ESO. A continuacion, se expone el
tratamiento de este objeto matematico en el curriculo de Aragén a lo largo de los cursos.

Los sistemas de ecuaciones aparecen dentro del sentido algebraico y de pensamiento
computacional, que durante este curso pretende consolidar los conocimientos del anterior,
donde se introduce por primera vez el lenguaje algebraico. En este curso, se pretende que
el alumno adquiera una correcta manipulacion de las expresiones algebraicas cada vez
mas complejas y una comprension de ellas para su uso en la resolucion de ecuaciones
desde un punto de vista de resolucion de problemas, generalizacion de patrones y



situaciones funcionales. En el curriculo también se especifica la importancia de establecer
conexion con el resto de sentidos, especialmente el numérico y el espacial.

En este curso, el objeto matematico se presenta dentro del conocimiento, destreza y
actitud D.4. Igualdad y desigualdad de la siguiente manera (DECD, 2022, p. 44):

- Relaciones lineales y cuadraticas en situaciones de la vida cotidiana o
matematicamente relevantes: expresion mediante algebra simbdlica.

- Equivalencia de expresiones algebraicas en la resolucion de problemas basados
en relaciones lineales y cuadraticas.

- Estrategias de busqueda de soluciones en ecuaciones y sistemas lineales y
ecuaciones cuadraticas en situaciones de la vida cotidiana.

- Ecuaciones: resolucion mediante el uso de la tecnologia.

El objetivo es que el alumnado desarrolle la habilidad de manipulacion de las
ecuaciones lineales para la resolucion de los sistemas, sin dejar de lado la resolucion
grafica de ellos. Dentro de esta resolucion se encuentran las técnicas manuales y con
herramientas tecnologicas, para poder trabajar el elemento transversal de las TIC. Con la
representacion grafica de los sistemas se busca que el alumnado sea capaz de interpretar
la solucion del sistema, a la par que pueda relacionar la expresion algebraica y la grafica.

Mediante el trabajo de este objeto matematico, se van a desarrollar distintas
competencias especificas que se recogen en el curriculo, entre ellas encontramos las
correspondientes al bloque competencial de resolucion de problemas, que son CE.M.1.
Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y propios de las
matematicas, aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento, para explorar
distintas maneras de proceder y obtener posibles soluciones; y CE.M.2. Analizar las
soluciones de un problema usando diferentes técnicas y herramientas, evaluando las
respuestas obtenidas, para verificar su validez e idoneidad desde un punto de vista
matematico y su repercusion global. Estas dos competencias son fundamentales, ya que
los sistemas de ecuaciones lineales se presentan como una herramienta de gran utilidad a
la hora de abordar problemas contextualizados. Ademas, en su ensefianza se trabajan
distintos métodos de resolucion, siendo necesaria la comprobacion de los resultados y el
analisis de su validez en el contexto del problema.

Asimismo, se trabajan las competencias relacionadas con el razonamiento y prueba,
siendo estas la CE.M.3. Formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas
de forma autonoma, reconociendo el valor del razonamiento y la argumentacion, para
generar nuevo conocimiento; y la CE.M.4. Utilizar los principios del pensamiento
computacional organizando datos, descomponiendo en partes, reconociendo patrones,
interpretando, modificando y creando algoritmos para modelizar situaciones y resolver
problemas de forma eficaz. Esto se debe a que, dado que el aprendizaje basado en
problemas es un pilar fundamental en la ensefianza de matematicas, el trabajo con los
sistemas de ecuaciones busca que el alumnado desarrolle su pensamiento matematico
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mediante la organizacion de los datos y la descomposicion de los problemas en partes,
identificando el método de resolucion mas adecuado en cada caso.

También se desarrolla la competencia relacionada con la comunicacion y
representacion de conceptos, la CE.M.8. Comunicar de forma individual y colectiva
conceptos, procedimientos y argumentos matematicos, usando lenguaje oral, escrito o
grafico, utilizando la terminologia matematica apropiada, para dar significado y
coherencia a las ideas matematicas. Esta competencia se trabaja al fomentar que los
estudiantes expliquen, justifiquen los procedimientos y representen sus razonamientos
matematicos de manera clara y estructurada, guiando a los alumnos hacia un uso del
lenguaje matematico riguroso.

Cabe destacar que las competencias especificas relacionadas con las destrezas
socioafectivas deben estar presentes en el proceso de ensefianza-aprendizaje a lo largo de
todo el curso.

A partir de su introduccién en el curso de 2° de ESO, el objeto matematico se sigue
desarrollando en los cursos posteriores, profundizando su estudio mediante la
incorporacion de mas incognitas o el analisis de los sistemas no lineales. Asimismo, se
exploran las aplicaciones de los sistemas de ecuaciones a través de la resolucion de
problemas en diversos contextos reales.

Encontramos nuestro objeto matematico en el curso de 3° de ESO en el sentido
espacial, en el conocimiento C.2. Localizacion y sistemas de representacion, donde se
explica que la geometria analitica emplea los sistemas de ecuaciones para abordar
distintos problemas geométricos. De nuevo, la encontramos en el sentido algebraico y
pensamiento computacional, en los conocimientos D.4. Igualdad y desigualdad, y D.5.
Relaciones y funciones, donde se introducen y estudian los sistemas no lineales.

En 4° de ESO A aparece nuevamente en el sentido algebraico y pensamiento
computacional en los conocimientos D.4. Igualdad y desigualdad, donde se especifica que
se profundiza en el objeto mediante la resolucién de problemas. Y finalmente, en 4° de
ESO B aparece de la misma manera, buscando la profundizacién y comprension del
objeto.

Tras el andlisis del curriculo, cabe destacar la importancia que se da al hecho de que
el alumnado sea capaz de enfrentarse a la resolucion de problemas, tanto planteandolos
como interpretando las soluciones en diferentes contextos.

1.3.  Conocimientos previos del alumnado

Para abordar adecuadamente el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en 2° de
ESO, es fundamental que el alumno posea ciertos conocimientos previos que le sirvan de
base para la construccion de los nuevos conocimientos. Conocer estos saberes previos
permite detectar posibles dificultades y disefiar estrategias didacticas adecuadas para
facilitar el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones.



Para comenzar, es preciso que, acorde a los objetivos generales de etapa de
Educacion Primaria de la Orden ECD/1112/2022, de 18 de julio, por la que se aprueban
el curriculo y las caracteristicas de la evaluacion de la Educacion Primaria y se autoriza
su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén, elaborado
por el Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, se espera que los alumnos tengan
un dominio adecuado de las operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion y
division).

Con respecto a los conocimientos previos de Educacion Secundaria, en 1° de ESO se
agrupan en torno al sentido algebraico y pensamiento computacional. En este curso es
cuando se introduce por primera vez el lenguaje algebraico, elemento imprescindible en
el estudio de sistemas de ecuaciones. En 1° de ESO el alumno se familiariza con los
mecanismos de célculo algebraico enfocados en la resolucion de problemas, la
generalizacion de patrones y las situaciones funcionales.

Para el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, en el curso anterior se espera
que el alumno haya trabajado en el reconocimiento y generalizacion de formas
equivalentes de expresiones algebraicas sencillas, asi como de la resolucion de ecuaciones
lineales junto a su interpretacion y comprobacion de sus soluciones atendiendo a la
contextualizacion de los ejercicios. Es preciso destacar el apartado D.4. Igualdad y
desigualdad dentro del sentido algebraico, donde aparecen estos conocimientos.

También en el curriculo se especifica que el alumno trabaje en este curso previo la
comprension del concepto de variable en sus diferentes naturalezas. Ademas, en este
curso también se introduce la relacion entre graficas y algebra mediante el uso de
coordenadas de puntos de una recta. Esto se relaciona con el uso de las tecnologias, como
el software GeoGebra, para que establezcan la conexion entre expresion algebraica de
una funcion afin y la representacion grafica. Esto es util a la hora de resolver los sistemas
de ecuaciones de manera grafica.

Para finalizar los conocimientos previos, es importante que los alumnos en este curso
se familiaricen con las conexiones entre ecuacion, tabla de valores y grafica de una recta.
Todos estos conocimientos establecen una base consolidada que permite el estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales en el curso de 2° de ESO.

2. Objeto matematico
2.1.  Definicion del objeto matematico

En la siguiente propuesta didéctica, el objeto matematico a enseflar son los sistemas
lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas. A continuacion, se presenta una primera
definicion de este objeto matematico.

Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas tiene la siguiente forma:



{ A11X1 + A12X; = by
A1X1 + QX7 = by

donde todos los coeficientes a;; y b; son nimeros reales dados (Stanley et al., 2012, p.16),
y el problema consiste en determinar la solucion del sistema, es decir, los valores (x4, x,)
que satisfacen ambas ecuaciones.

Sin embargo, esta definicion es propia del saber sabio, es decir, es una definicion
propia del lenguaje matematico profesional, ya que emplea una notaciéon compleja
mediante el uso de subindices. Por lo tanto, seria preciso hacer una transformacion del
objeto para poder ser ensenado, debido a que podria suponer un obstaculo en el proceso
de aprendizaje para los alumnos del curso en el que se plantea el objeto matematico. Esta
transformacion se conoce como transposicion didactica.

Una definicion mas propia del saber escolar, como las que encontramos en los libros
de texto seria la siguiente:

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas se puede expresar de la forma:
{ ax+ by =c
a'x+b'y=c
Donde a, b, a’ y b’ son numeros reales que se denominan coeficientes y ¢ y ¢’ también

son numeros reales llamados términos independientes. Llamamos solucion del sistema al
par de valores (X, y) que satisfacen las dos ecuaciones del sistema (Caro, 2024, p.266).

2.2.  Origen y desarrollo historico del objeto matematico

Para comprender el tratamiento del objeto matemético en la actualidad, es preciso
observar sus antecedentes y su evolucion a lo largo de los afios.

Desde los inicios de la humanidad, los nimeros surgieron como respuesta a la
necesidad de medir y resolver problemas complejos presentes en la vida cotidiana, como
las mediciones, los repartos de bienes o salarios. Las operaciones aritméticas estaban
ligadas a acciones fisicas concretas, como juntar, afiadir, repartir o quitar. Esta busqueda
constante por dar solucidn a situaciones reales y mejorar las condiciones de vida sento las
bases del desarrollo de las matematicas a lo largo de la historia.

La historia del algebra se puede empezar a contar desde hace 2000 a.C. con la cultura
babilonica. Los babilonios determinaban con palabras como longitud y anchura
incognitas, y llegaron a plantear ecuaciones lineales, cuadraticas y cubicas, asi como
sistemas de ecuaciones. En una tablilla babilonica encontramos un ejemplo de
planteamiento y resolucidon de un sistema, de la siguiente manera:

1
7 anchura + longitud = 7 manos

longitud + anchura = 10 manos



Su manera de proceder con la resolucion fue tomar el valor mano = 5, obteniendo:

1
7 anchura + longitud = 35 dedos

anchura + longitud = 50 dedos

y observando que tomando en la segunda ecuacion anchura = 20 dedos y longitud =
30 dedos obtienen un resultado que la verifica, y que ademas cumple la primera
ecuacion, llegando de esta manera a la solucion.

La resolucion que llevariamos a cabo hoy en dia resulta muy sencilla aplicando el
método de reduccion, por el que restariamos la primera ecuacién menos la segunda,

obteniendo —%anchura = —3, y despejando llegamos a que anchura = 4.

Sustituyendo en cualquiera de las dos ecuaciones se tiene que longitud = 6. Ambos
métodos comparten ciertas similitudes, aunque se observa que los babilonios recurrian
principalmente a la observacion y al método de prueba y error, sin obtener un método
general para todos los sistemas.

En la cultura egipcia se conservan papiros como el de Rhind o Ahmes, que data del
afio 1650 a.C., y en el que se encuentran ejemplos del algebra que desarrollaron los
egipcios. Este documento es el mas extenso de los que contienen informacion, siendo de
aproximadamente 30 centimetros de largo y 6 metros de ancho, y contiene alrededor de
80 problemas resueltos de cardcter aritmético, geométrico y algunos que pueden
considerarse algebraicos.

Estos ultimos destacan porque no se referian a objetos concretos como pan o cerveza,
a diferencia del resto, sino que piden lo equivalente a resolver ecuaciones lineales de la
forma x + ax = b, 0 x + ax + bx = ¢, donde q, b y ¢ son numeros conocidos y x es el
numero desconocido, al cual llamaban “aha” o montén, como podemos leer en el libro
Historia de la matematica (Boyer, 1968).

Figura 1.1. Papiro de Rhind.

Un ejemplo destacable que encontramos es el Problema 24, cuyo enunciado es:

Calcula el valor del monton si el monton y un séptimo del monton es igual a 19.
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Para proceder con su resolucion, los egipcios empleaban un procedimiento basado
en tomar un valor concreto para el monton (el cual seria seguramente incorrecto) , efectuar
las operaciones del problema y ajustar la respuesta mediante comparacion y el uso de
proporciones hasta alcanzar la solucion, método que se denominaba como de la “falsa
posicion” o “regla flasi”, lo que se puede comparar hoy en dia con el método de “ensayo
y error”. Ademads, destaca que siempre comprobaban la respuesta por el método de
sustitucion del valor numérico, mostrando que nos encontramos en otra etapa significativa
del desarrollo de 1a matematica.

El método de resolucion egipcio seria de la siguiente forma: se toma como valor del

montoén 7, de manera que la expresion x + %x es 8 en lugar de 19. Observan que 8(2 +
% + é) = 19, luego hay que multiplicar 7 por el paréntesis para obtener el valor correcto

r .y 1 1 ,
del montdén. De esta manera encuentra la solucion 16 + Sty la comprueba sumandole

un séptimo de esta, viendo que obtiene el nimero que busca, 19.

Por otro lado, en el siglo IV a.C., el matematico pitagérico Thymaridas de Paros ideo
una formula que permitia resolver un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas, conocida
como la flor de Thymaridas, respondiendo al siguiente enunciado:

Si se conoce la suma de n cantidades, y también la suma de cada uno de
los pares que contienen a una particular de ellas, entonces esta cantidad
particular es igual a In—2 de la diferencia entre las sumas de estos pares
y la primera suma dada. (Marcos, 2018)

Este enunciado se representa de la siguiente manera:

(c+ 2y +To+... 4+, 1 =S
r+x =aq

{ T+ Xy =ay

\ L + Lp1 = Ap1

Y su solucion viene dada por: x = anz [(ay +a, +-+a,_;)—S].

En nombre de la férmula viene dado de esta manera porque las ecuaciones
involucradas en el sistema se pueden expresar de la siguiente forma:
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Figura 1.2. Flor de Thymaridas.

En el siglo III d.C. Diofanto realiz6 su mayor obra conocida, Arithmetica, una de las
mayores aportaciones de los griegos al algebra. En esta obra, Diofanto se desmarca del
algebra geométrico que caracteriza su época y emplea numeros abstractos sin
contextualizaciéon. Empieza a utilizar simbolos para las incégnitas y no para las
operaciones. Otro rasgo caracteristico de la obra es que no se plante6 encontrar todas las
soluciones de un problema, le bastaba encontrar una; ademds, no consideraba las
soluciones negativas. De esta manera, la obra Arithmetica no se muestra como una
exposicion sobre las operaciones o la resolucion de ecuaciones algebraicas, sino como
una coleccion de unos 150 problemas resueltos.

Un problema que encontramos en esta obra sobre sistemas de ecuaciones es:
“Encontrar dos niameros tales que su suma sea 20 y la suma de sus cuadrados sea 208.”
(Medina y Albarracin, 2012, p.31)

Su manera de resolverlo es llamar a uno de los numeros x + 10, y al otro x — 10.
Elevandolos al cuadrado, obtenia (x + 10)? = x? + 20x+ 100 y (x — 10)? = x? —
20x + 100. Sumando los cuadrados llegaba a 2x% + 200 = 208, y por lo tanto x? = 4,
con lo que x = 2, ya que como hemos comentado, descartaba las soluciones negativas.
Sustituyendo en las primeras ecuaciones, obteniaque x = 12 ey = 8.

La resolucion que llevariamos a cabo hoy en dia consiste en plantear el siguiente
sistema de ecuaciones, y aplicar uno de los métodos de resolucion.
{ x+y=20
x%+y? =208

Vemos que, si aplicamos el método de sustitucion, se aprecian algunas similitudes
entre ambos procedimientos de resolucion.

Finalmente, las civilizaciones chinas hicieron numerosas aportaciones, destacando en
el siglo III d.C. la obra Los Nueve Capitulos sobre el Arte Matemdatico. El capitulo XIII
tiene relevancia por la resolucion de problemas que llevan a sistemas de ecuaciones
lineales. Para resolverlos, empleaban un sistema de palillos y tableros, aplicando un
procedimiento comparable al método de matrices que usamos hoy en dia, aunque no
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presentan una justificacion de la técnica. Uno de los problemas que encontramos, es el
siguiente:

Hay tres clases de granos; tres gavillas de primera clase, dos de la segunda
clase y una de la tercera hacen 39 medidas; dos de la primera, tres de la
segunda y una de la tercera hacen 34 medidas; y una de la primera, dos de
segunday tres de la tercera hacen 26 medidas. ;Cuédntas medidas de granos
estan contenidas en una gavilla de cada clase? (Deivi y Pefia, 2006, p.156)

Su forma de resolucion era mediante operaciones sobre las columnas de la matriz que
generaban a partir del enunciado de la siguiente manera (Figura 1.3), la cual reducian a la
forma de la Figura 1.4:

1 2 3 0 0 3

2 3 2 0 5 2

31 1 36 1 1
26 34 39 99 24 39

Figura 1.3. Matriz 1 y Matriz 2 Los Nueve Capitulos sobre el Arte Matemdtico

De esta manera llegaban a: 36z =99, 5y +x = 24, 3x+ 2y +z = 39, y de ahi
se obtenian las soluciones. Este procedimiento es el que hoy en dia conocemos como
método de Gauss. La diferencia es que, en la actualidad, para plantear el problema se
formularia el siguiente sistema de ecuaciones:

3x+2y+z=39

2x+3y+z=34
X+ 2y+3z=26

A diferencia de Diofanto, en China si que se consideraban las soluciones negativas,
aunque se desestimaban por el contexto del problema.

3. Marco teodrico

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos que sustentan el disefio de la
secuencia didactica que se expondra mas adelante, proporcionando un marco de
referencia para la ensefianza y aprendizaje del objeto matematico. En particular, se va a
abordar la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), un enfoque desarrollado por
Yves Chevallard, profesor de matematicas e investigador de la Universidad de Aix-
Marseille.
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3.1.  Teoria antropoldgica de lo didactico

La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) es un enfoque que entiende las
matematicas como un conocimiento cultural. Este marco tedrico coloca el proceso de
ensefnanza-aprendizaje dentro de un contexto social; no se limita a la mera transmision de
contenidos, sino que implica también funciones sociales, culturales y saberes
compartidos.

Este enfoque parte de la idea de que lo didactico, ademas de una materia o contenido
a ensefiar, es también una practica social que forma parte de la cultura de una comunidad
y que involucra a distintos actores (docentes, estudiantes, instituciones) y a diversas
formas de conocimiento.

La teoria fue desarrollada por Yves Chevallard y supuso un cambio importante al
ampliar el objeto de estudio de la didactica. No se centra Unicamente en lo que ocurre
dentro del aula, sino que analiza todo el proceso: desde la produccion del saber
matematico hasta su transformacion en contenido escolar como saber enseiado, lo que se
conoce como transposicion didactica.

El hecho de que la practica didéctica no se puede entender aislada, al estar influida
por el contexto cultural en el que se desarrolla, es un aspecto fundamental de la TAD.
Esto implica que, al analizarla, hay que tener en cuenta como el conocimiento, las tareas,
las técnicas y las tecnologias estan conectados con los aspectos sociales y culturales del
entorno para describir las practicas docentes y de aprendizaje.

Para desarrollar las actividades didacticas, Chevallard analiza los tipos de tareas, las
técnicas y las tecnologias, entendiéndolas como elementos que contribuyen a la
construccion del saber a ensefar. A continuacion, veamos qué se entiende en relacion con
cada uno de estos términos en el marco de la TAD:

- Tipos de tareas. Son las acciones concretas que se llevan a cabo en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, es decir, las actividades que los estudiantes deben realizar
para aprender un conocimiento o habilidad. Estas tareas presentan distintos niveles de
complejidad, y constituyen el nucleo de la actividad didactica. De acuerdo con
Chevallard (1999):

Concretamente, un género de tareas no existe mas que bajo la forma de diferentes
tipos de tareas, cuyo contenido esta estrechamente especificado. Calcular... es, se
ha dicho, un género de tareas; pero calcular el valor (exacto) de una expresion
numérica conteniendo un radical es un tipo de tareas, lo mismo que calcular el
valor de una expresion conteniendo la letra x cuando se da a x un valor
determinado. Durante los afos de colegio, el género calcular... se enriquece de
nuevos tipos tareas; ocurrird lo mismo en el instituto, donde el alumno va en
primer lugar a aprender a calcular con vectores, después, mas tarde, a calcular una
integral o una primitiva, etc. Y se repetird lo mismo, por supuesto, con los géneros
Demostrar ...
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- Técnicas. Son los procedimientos empleados para llevar a cabo las tareas, es decir, es
el “saber hacer”. Entre ellos, se encuentran las estrategias de ensefianza, como
explicaciones o ejercicios, asi como procedimientos especificos para realizar
actividades. Las técnicas no son necesariamente algoritmicas, aunque existe una
tendencia general a la algoritmizacion.

- Tecnologias. Son los conocimientos, herramientas y recursos que apoyan las técnicas.
Estas tecnologias tienen una doble funcién: por un lado, aseguran que se puedan
realizar las tareas concretas, y por otro, justifican el por qué una técnica funciona y es
valida.

3.2.  Tipos de tareas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto matematico

A continuacion, se exponen los tipos de tareas, técnicas y tecnologias asociados a este
objeto matemadtico, con los que se pretende trabajar en el aula mediante la propuesta
didactica disefiada.

Tipos de tareas

Antes de comenzar, es preciso sefialar las diferencias existentes entre “problema” y
“ejercicio”. Por problema entendemos una situacion que requiere de modelizacion
matematica, y la busqueda de las técnicas necesarias para poder llegar a la solucion;
mientras que, por ejercicio se entiende una tarea donde se busca la solucion mediante la
repeticion de técnica para practicar lo aprendido, sin contextualizacion. Asi pues,
consideramos los siguientes tipos de tareas asociados a este objeto matematico:

e TT.1. Modelizar situaciones mediante ecuaciones lineales con dos incognitas.

e TT.2. Modelizar situaciones mediante sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas.

e TT.3. Resolver ecuaciones lineales con dos incognitas.

e TT.4. Resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Técnicas
e TC.1. Asociadas a las ecuaciones lineales con dos incognitas.
o TC.1.1. Establecer la ecuacion lineal con dos incognitas.
o TC.1.2. Comprobar si el par (a,b) es solucién de una ecuacion lineal.
e TC.2. Asociados a los sistemas de ecuaciones lineales.
o TC.2.1. Establecer el sistema de ecuaciones lineales.
o TC.2.2. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método de sustitucion.
o TC.2.3. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método de igualacion.
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TC.2.4. Determinar la(s) solucién(es) mediante el método de reduccion.
TC.2.5. Determinar la(s) solucidén(es) mediante el método grafico.

TC.2.6. Construir tablas de valores.

TC.2.7. Determinar la(s) solucion(es) mediante las tablas de valores.
TC.2.8. Comprobar si el par (a,b) es solucion de un sistema de ecuaciones.

TC.2.9. Clasificar los tipos de sistemas en: compatibles determinados, compatibles
indeterminados y sistemas incompatibles.

TC.2.10. Determinar la(s) solucion(es) mediante el uso de GeoGebra.

TC.2.11. Generar un sistema de ecuaciones equivalente.

Tecnologias

e TG.1. Asociadas a las definiciones.

O

o

@)

(@)

TG.1.1. Definicion de ecuacion lineal con dos incégnitas.
TG.1.2. Definicion de sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas.
TG.1.3. Definicidon de ecuaciones equivalentes.

TG.1.4. Definicion de sistemas de ecuaciones equivalentes.

e TG.2. Asociadas a las soluciones de los sistemas de ecuaciones.

TG.2.1. Definicion de solucion de una ecuacion lineal.
TG.2.2. Definicion de solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

TG.2.3. Conocer los tipos de sistemas de ecuaciones lineales segin el nimero de
soluciones: compatible determinado, compatible indeterminado e incompatible.

TG.2.4. Conocer los tipos de sistemas de ecuaciones lineales segun su
representacion grafica.

4. Analisis de libros de texto

En este capitulo se aborda el andlisis del tratamiento de nuestro objeto matematico en

diferentes libros de texto de 2° de Educacion Secundaria Obligatoria, que como ya se ha

comentado previamente, es el primer curso en el que se estudian atendiendo al curriculo

de Aragon. Dado que los libros de texto constituyen una herramienta muy empleada por

los docentes en la ensefanza, es importante realizar este analisis, tanto para observar el

proceso de ensefianza-aprendizaje del objeto, como para atender sus fortalezas y

deficiencias.

Para llevar a cabo este andlisis, seguiremos los principios de la Teoria Antropologica

de lo Didactico, analizando la presencia o ausencia de los distintos tipos de tareas, técnicas
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y tecnologias asociadas a los sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas expuestas
en el subapartado 3.2 de esta memoria.

Los libros de texto que se van a analizar a continuacion se enmarcan todos dentro de
la Ley Organica 3/2020, de 29 de diciembre, por la que se modifica la Ley Orgéanica
2/2006, de 3 de mayo, de Educacién, conocida como LOMLOE. Esta eleccion responde
al interés de estudiar y comparar los distintos enfoques y tratamientos didacticos del
objeto matematico en cuestion. Los libros de texto seleccionados los podemos encontrar
en la siguiente Tabla 4.1.

Editorial Proyecto editorial Afo
Santillana Construyendo mundos 2023
Oxford Geniox 2023
SM Revuela 2023

Tabla 4.1. Libros de texto.

En los tres libros de texto se dedica una unidad entera al estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas, la cual viene tras el estudio de las ecuaciones de
primer y segundo grado con una incognita. Todas las editoriales siguen un esquema
similar en sus libros: una introduccion en la portada de la unidad, la presentacion de los
contenidos y, finalmente, una serie de actividades para repasar dichos contenidos, ademas
de un breve resumen de los conceptos y métodos de la unidad.

A continuacidon, veamos coOmo cada editorial presenta estas partes de la unidad,
atendiendo a los tipos de tareas, técnicas y tecnologias.

La introduccién a la unidad tiene diferentes aproximaciones dependiendo de la
editorial. Para comenzar, la editorial Santillana presenta el tema “Sistemas de
ecuaciones” con una serie de actividades llamadas “;Qué sabes ya?”, de repaso sobre la
elaboracion de tablas de valores y la resolucion de ecuaciones de primer grado. En ambos
casos se incluyen los pasos detallados, un ejercicio resuelto a modo de ejemplo y otro
propuesto para resolver. Ademas, se plantea un “DESAFIO” como actividad
introductoria.

jor ;Qué sabes ya?

Cinco dedos
tiene tu mano

Coloca los nimeros del 1 al 5 para
que se cumplan las igualdades.

ACTIVIDADES
ACTIVIDADES

Todos los nimeros se repiten

. dos veces, excepto uno.

Figura 4.1. Introduccioén del libro de texto de Santillana (Alejo, S., et al., 2023, p.119).
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En el libro de texto de la editorial Oxford, el tema llamado “Sistemas de ecuaciones”
se presenta mediante una propuesta visualmente atractiva y con distintas
contextualizaciones. Al comienzo encontramos un breve indice de lo que se va a trabajar
a lo largo de la unidad, y posteriormente elementos que pretenden captar el interés del
alumnado mediante una noticia real sobre un profesor que utiliza el rap para ensefiar
matematicas, conectando asi los contenidos con situaciones del mundo actual y recursos
audiovisuales, y realizando preguntas que invitan al alumnado a reflexionar, fomentando
una actitud critica ante el papel de las matematicas en la vida cotidiana. Asimismo,
encontramos un enlace a un video llamado Matemagia. Con esta presentacion se busca
despertar la curiosidad y el interés de los alumnos, asi como mostrar la presencia de las
matematicas en contextos no académicos.

oo

Un profesor triunfa con sy
ptgadlz'o‘rap Para ensefiar
matematicas en clase o

Figura 4.2. Introduccion del libro de texto de Oxford (Machin y Rey, 2023, p.101).

Finalmente, en la editorial SM el tema de sistemas de ecuaciones recibe el nombre
de “;Qué llega la y!”. En la introduccién encontramos, ademas del indice de los
contenidos titulados “jVAMOS A APRENDER!”, una breve historia sobre Hipatia de
Alejandria, en la que se expone su relevancia en el ambito de las matematicas y su tragico
final. De esta manera, se visibiliza el papel de las mujeres en la ciencia, ya que luego se
proponen unas preguntas de debate sobre la igualdad de género. Ademas, se presenta un
adelanto de “NUESTRO RETO”, una actividad que se desarrolla tras el estudio de los
contenidos de la unidad que pretende continuar con el debate de la igualdad de género a
través de problemas con sistemas de ecuaciones lineales. Esta forma de comenzar la
unidad pretende llamar la atencién de los alumnos, mostrando las matematicas desde una
perspectiva mas contextualizada, acorde con los valores de la LOMLOE.
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La pelicula Agom,dirigida por el cineasta espafiol Alejandro Amenabar,

Hipatia: una matematica y astrénoma se basa en la historia de Hipatia. Su vida y su obra son un recordatorio
pionera en la Antigiiedad del importante papel gue las mujeres han tenido y siguen teniendo en

) ) ) el mundo de la ciencia y las matematicas.
Hipatia de Alejandria fue una importante matematica, astrénoma vy

fildsofa que vivié en el siglo iv en la ciudad de Alejandria, en Egipto. U] - y v

Durante su vida hizo contribuciones significativas a la geometriay a la - b .4
astronomia y su trabajo sigue siendo reconocido y valorado hoy en dia . . | .

Sin embargo, a pesar de sus logros, Hipatia fue asesinada en el afioc H iConocias la figura de Hipatia de Alejandria?

415 dC. Es i que la historia detra asesinato de - . " . . - .
Hipatia no es e clara'y hay:m ias diferentes M iConoces matematicas, investigadoras o divulgadoras cientificas de este siglo?

sobre lo que sucedié realmente. Lo que si se sabe es que su muerte fue e dif i2del de Hi - - I - Idad d
una gran pérdida para la comunidad matematica y cientifica de la m ;Crees que, a diterencia del caso de Hipatia, existe actualmente igualdad de

época oportunidades profesionales en el ambito académico entre hombres y mujeres? ;Por qué?

Figura 4.3. Introduccion SM (Nieto et al., 2023, p.194).

Una vez analizada la introduccion de la unidad de sistemas de ecuaciones lineales
con dos incognitas, vamos a estudiar el contenido de los libros de texto. Para comenzar,
conviene sefialar que las tres editoriales ofrecen gran cantidad de actividades a lo largo
de la unidad. Entre ellas, observamos que predominan los ejercicios centrados en la
repeticion de técnicas frente a los problemas contextualizados. A continuacién, vamos a
estudiar en detalle los tipos de tareas, las técnicas y las tecnologias que se muestran en
los libros.

Tipos de tareas

Vamos a estudiar la presencia de los tipos de tareas expuestos en el subapartado 3.2, como
ya se ha comentado, ya que son los tipos de tareas que se han considerado necesarios para
llevar a cabo la propuesta de 2° de ESO, expuesta en apartados posteriores.

e TT.1. Modelizar situaciones mediante ecuaciones lineales con dos incognitas.

En todos los libros de texto encontramos trabajo con relacion a las ecuaciones lineales
con dos incégnitas como paso previo al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales con
dos incognitas. De esta manera, en todas las editoriales encontramos problemas donde se
plantean diversas situaciones con el fin de que el alumnado modelice los problemas. Es
conveniente introducir este tipo de tareas como introduccion al planteamiento de los
sistemas de ecuaciones lineales.

@ § Expresa estas oraci diante una
lineal con dos incognitas.

a) Elprecio de dos boligrafos y tres lapiceros es de
2 euros.

b) La diferencia de nuestras edades es de S afios.

¢) La estatura de una persona es 5 centimetros
- menor que la de otra.

d) Elperimetro de un rectangulo es 10 centimetros.

Figura 4.4. Ejemplo de TT.1 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.103).
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e TT.2. Modelizar situaciones mediante sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas.

De nuevo, en todos los libros de texto encontramos problemas que requieran la
modelizacion de situaciones mediante el uso de sistemas de ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Estos problemas para modelizar aparecen en las editoriales desde distintas
representaciones, como la grafica o tabular, destacando la modelizacion a partir de la
representacion verbal del enunciado.

Hace dos afios, la edad de Ana era la quinta parte de la edad de su
padre. Dentro de siete afios, sus edades sumaran 60 afios. Calcula sus
edades actuales.

Figura 4.5. Ejemplo de TT.2 (Nieto, M., et al., 2023, p.207).
e TT.3. Resolver ecuaciones lineales con dos incognitas.

En todas las editoriales se trabaja con la resolucién de ecuaciones lineales con dos
incognitas, empleando la representacion tabular para exponer las distintas soluciones
obtenidas, y en ocasiones, la representacion grafica.

Marta esta renovando su armario. Por cada prenda que se compra va

a donar una que ya no use. Decide comprarse tres sudaderas y dos
pantalones por un total de 100 €.

Escribe la ecuacion correspondiente.
Representa graficamente las soluciones de la ecuacion.

;Puede ser una solucidon que cada sudadera cueste 18 €, y cada
pantalén, 22 €7 ;Por qué?

Figura 4.6. Ejemplo 1 de TT.3 (Nieto, M., et al., 2023, p.197).

) E Escribe un par de soluciones de |as siguientes
ecuaciones lineales con dos incognitas.

AIESx =2y =1
b) —2x+5y=0
¢) —x+3y=5
d) 4x—5Sy=1

Figura 4.7. Ejemplo 2 de TT.3 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.103).
e TT.4. Resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Este es el tipo de tarea mas abundante dentro de los libros de texto, ya que
encontramos tanto ejercicios como problemas cuyo objetivo principal es la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales. Todas las editoriales presentan actividades que requieran
esta resolucion, desde todas las representaciones, siendo las mas habituales la verbal y la
simbolica, a través de los diversos métodos que muestra cada editorial.
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&) Resuelve por los métodos de igualacion
y sustitucion, y comprueba qué coinciden

las soluciones. -

. = SWE=

a>2x—3y=7} ¢ gﬁisyy/ﬂ]
X+ =-3

Figura 4.8. Ejemplo de TT.4 (Alejo, S., et al., 2023, p.125).

A continuacion, encontramos la Tabla 4.2 donde se resumen todos los tipos de tareas
que encontramos en cada libro de texto. Es importante destacar que la tabla solo expone
la presencia o ausencia del tipo de tarea, no su frecuencia.

Libro/TT Santillana Oxford SM
TT.1 Si Si Si
TT.2 Si Si Si
TT.3 Si Si Si
TT.4 Si Si Si

Tabla 4.2. Tipos de tareas presentes en los libros de texto.

Al analizar esta Tabla 4.2, observamos que todas las editoriales presentan actividades
para los tipos de tareas que se han expuesto anteriormente. Atendiendo al niumero de
tareas que incluye cada editorial, encontramos un mayor niimero en SM, ascendiendo a
102, frente a los 88 de Santillana y 76 de Oxford.

Técnicas

En los libros de texto, la mayoria de las técnicas presentadas se plantean como métodos
a seguir para resolver ecuaciones o sistemas de ecuaciones, generalmente explicados a
través de ejemplos resueltos exponiendo los pasos necesarios, actuando como “recetas” a
seguir.

e TC.1. Asociadas a las ecuaciones lineales con dos incognitas.

o TC.1.1. Establecer la ecuacion lineal con dos incognitas.

e nuestras edades es 255
x+y= 25

e [a diferencia entre ty edad

esdelano:x — y=1 YIo,mO

o [asumad

Caba AartiariAn Siam <

Figura 4.9. Ejemplo de TC.1.1 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.102).

o TC.1.2. Comprobar si el par (a,b) es solucion de una ecuacion lineal.
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D Ejemplo
Comprobamos si los siguientes pares de nimeros son solucion de la ecuacion 2x + 4y =32,
a. (5,-3) b. {12, 2)
a. 2x+4y=32=2.-5+4-(-3)=10-12232= No, (5, -3) no es solucion.
b. 2x+4y=32=2.12+44-2=24+8=32= Si, (12, 2) es solucién.

Figura 4.10. Ejemplo de TC.1.2 (Nieto, M., et al., 2023, p.195).
e TC.2. Asociados a los sistemas de ecuaciones lineales.
o TC.2.1. Establecer el sistema de ecuaciones lineales.

faso 1

Comprender el problema: hacemos un dibujo o esquema de la situacion si es necesario e
identificamos en lenguaje algebraico lo que conocemos (datos) y asignamos una letra alo que

no (incégnita).
Asignamos al primer nimero la incognita x, y al segundo, la y.
Paso
Trazar un plan para resolverlo: planteamos un sistema de ecuaciones que permite resolver el
problema.
x+y=157
x—y=41

Figura 4.11. Ejemplo 1 de TC.2.1 (Nieto, M., et al., 2023, p.206).

Figura 4.12. Ejemplo 2 de TC.2.1 (Alejo, S., et al., 2023, p.129).

o TC.2.2. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método de sustitucion.
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Figura 4.13. Ejemplo de TC.2.2 (Alejo, S., et al., 2023, p.124).

o TC.2.3. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método de igualacion.

METODO DE IGUALACION
: Sx-4y=23
Resol | sist .
esolvemos el sistema {2“5‘(:_4
faso 1 Paso 3
Despejamaos la misma incognita en las dos Resolvemaos la ecuacion obtenida y hallamos el valor
ecuaciones. de laincégnita.
2314y 2(23+4y)=5(-4-5y)= 46+8y =-20-25y
_dy= x= 66
Sx-dy=23_, 5 =33y =-tbmy=—2=2
2x+by=-4 | _-4-5y 33
2
faso Z Paso 't
Igualamos las expresiones obtenidas. Sustituimos el valor obtenido en una de las ecuaciones
23+4y -4-5y despejadas y obtenemos el valor de |a otra incégnita.
5 2 yoT4=5:2)_—4+10

2 2

La solucion del sistema es (3, -2).

Figura 4.14. Ejemplo de TC.2.3 (Nieto, M., et al., 2023, p.205).

o TC.2.4. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método de reduccion.

Figura 4.15. Ejemplo de TC.2.4 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.108).

23



o TC.2.5. Determinar la(s) solucion(es) mediante el método grafico.

Figura 4.16. Ejemplo de TC.2.5 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.105).
o TC.2.6. Construir tablas de valores.

Damos valores a x para obtener los posibles valores
de yvy los representamos en una tabla.

X y=30-2x
-2 30-2-(-2)=34
0 30-2-0=30
5 30-2-5=20
15 30-2-15=0

Figura 4.17. Ejemplo de TC.2.6 (Nieto, M., et al., 2023, p.196).

o TC.2.7. Determinar la(s) solucion(es) mediante las tablas de valores.

Figura 4.18. Ejemplo de TC.2.7 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.102).

o TC.2.8. Comprobar si el par (a,b) es solucion de un sistema de ecuaciones.



EJEMPLO

4. Indica si estos valores son solucién del sistema il 7].

X —y=7
ax=1y=3
S n = B No es solucion.
Sy = 7}X—X—3> et 7’ > Lasegunda ecuacion
no se cumple.
b x=3y=2
X+2r=7 =3y= R 29i—=77
3X_y=7l—’—}'——2'3_3772:7J—»Essofuc:én.
C)x=0,y=—7
i Noes solucion.
X+2/=7] xmoy=—7 0+2:(-7)#7
Iy = 7]—-L—> 3-0— (—7) — 7{ = Laprimera ecuacion
no;se cumple.

Figura 4.19. Ejemplo de TC.2.8 (Alejo, S., et al., 2023, p.122).

o TC.2.9. Clasificar los tipos de sistemas en: compatibles determinados, compatibles
indeterminados y sistemas incompatibles.

En ninguno de los libros de texto se presenta una clasificacion en funcion del numero
de soluciones. En las editoriales de Oxford y SM se indica el nimero de soluciones que
puede tener un sistema, pero sin llegar a clasificarlos segiin si los sistemas son
compatibles o incompatibles.

o TC.2.10. Determinar la(s) solucidon(es) mediante el uso de GeoGebra.

Notas:

Introduce coeficientes enteros; si es preciso, elimina previamente los denominadores presentes
en la ecuacién (multiplicando por ellos toda la ecuacion).

Puedes recuperar las ecuaciones introducidas en la barra de Entrada haciendo clic en ella y
pulsando las teclas Ty L.

-

el: x 4+ 3y = § (-3) —3x — 9y = -1§ -
{cz -+ 5y 2 X P Sy = 1 o (wmando) 0x-lay = -4 = y=1=x=2

iz, 1

Figura 4.20. Ejemplo de TC.2.10 (recurso digital) (Nieto, M., 2023, et al).

o TC.2.11. Generar un sistema de ecuaciones equivalente.

Para obtener una ecuacion
equ'\va\eme 2 otra dada, basta
con multiplicar o dividir

\a gcuacion por un nimero
distinto de cero.

Figura 4.21. Ejemplo 1 de TC.2.11 (Alejo, S., et al., 2023, p.120).
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Encuentra tres sistemas equivalentes al sistema {

Sumamos 3 en los dos miembros de la primera ecuacion

Dividimos la segunda ecuacién entre 2.

Sustituimas la sequnda ecuacidn por la suma de ambas

Figura 4.22. Ejemplo 2 de TC.2.11 (Nieto, M., et al., 2023, p.199).

gi l;y:j‘lo quetiene como solucién (3,-2).

{2% +y+3=4

[2x=2y=10

x+y=4
2y 10

{2:( ty=4

[2x+ 2+ y =2y

[2x+y+3=T

2.3+(-2)43=7__[7=7

M\ax-2y=10 ’{2-3-2-{-2:-:1c *110=10

24 -
lx=y=5

L+ y=4
=4+10 >{4x—y:'|-1

[2x+y=4 , 2.34(-2)=4 );4:4
3-{-2=5 " 15=5

{23»{—2]:4 _’d:d
+

|4-3-(-2)=14 " |14=14

A continuacion, se muestra la Tabla 4.3 que resume toda esta informacion sobre la

presencia de las distintas técnicas en los libros de texto.

Libro / TC Santillana Oxford SM
TC.1.1 No Si No
TC.1.2 Si No Si
TC.2.1 Si No Si
TC.2.2 Si Si Si
TC.2.3 Si No Si
TC.2.4 Si Si Si
TC.2.5 No Si Si
TC.2.6 Si Si Si
TC.2.7 Si Si No
TC.2.8 Si Si Si
TC.2.9 No No No

TC.2.10 No No Si

Tabla 4.3. Técnicas en los libros de texto.

A partir de la Tabla 4.3, podemos realizar varias observaciones. La primera es que

llama la atencion que solo el libro de la editorial SM trabaja con sistemas de ecuaciones

equivalentes, mientras la editorial de Santillana solo lo hace para ecuaciones. Asimismo,

llama la atencion que solo hay un libro de texto que presenta todos los métodos de

resolucion algebraicos junto con el método grafico, a la par que técnicas para resolucion

de sistemas, que es el de la editorial SM. Esto podria terminar limitando las estrategias de

resolucion por parte del alumnado.

Finalmente, también destaca el hecho de que solo uno de los libros de texto incluye

técnicas sobre la resolucion de sistemas con el uso de GeoGebra.

26



Tecnologias

A continuacion, veremos las tecnologias presentadas en el subapartado 3.2, es decir, las
diferentes definiciones, propiedades y teoremas relacionados con el objeto matematico
que estamos tratando. Antes de proceder, es preciso sefialar que en este curso es comun
la ausencia de teoremas o justificaciones formales, de acuerdo con el nivel de los alumnos
a los que van destinados estos libros de texto, ya que es necesario un alto nivel de
abstraccion. Es por eso por lo que la mayoria de las tecnologias que vamos a encontrar en
los libros son definiciones o interpretaciones y aplicaciones de propiedades.

e TG.1. Asociadas a las definiciones.
o TG.1.1. Definicion de ecuacién lineal con dos incognitas.

Una ecuacién lineal con dos incégnitas es una igualdad que puoln
expresarse de la forma ax + by =c, donde:
e gy bsonndmeros conocidos, llamados coeficientes de la €cuacion,

o ¢ es otro namero conocido, que recibe el nombre de térming
independiente.

Figura 4.23. Ejemplo de TG.1.1 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.102).

o TG.1.2. Definicion de sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas es un par de ecuaciones de primer
grado de la forma:

[ X+Dy=¢e-
Coeficientes Términos independientes

[ex+dy=Ff —

Incognitas

Figura 4.24. Ejemplo de TG.1.2 (Nieto, M., et al., 2023, p.198).

o TG.1.3. Definicién de ecuaciones equivalentes.

] si tienen las mismas
Dos ecuaciones lineales son equivalentes si tienen las mism
0s S

soluciones.

Figura 4.25. Ejemplo de TG.1.3 (Alejo, S., et al., 2023, p.120).

o TG.1.4. Definicion de sistemas de ecuaciones equivalentes.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Figura 4.26. Ejemplo de TG.1.4 (Nieto, M., et al., 2023, p.199).

e TG.2. Asociadas a las soluciones de los sistemas de ecuaciones.

o TG.2.1. Definicion de solucion de una ecuacion lineal.

Cada par de valores de las incognitas que hace cierta la igualdad se
denomina solucién de la ecuacion lineal con dos incognitas.

Figura 4.27. Ejemplo de TG.2.1 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.102).
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o TG.2.2. Definicidon de solucidon de un sistema de ecuaciones lineales.

Un par de nimeros (x, ¥) es una solucién del sistema cuando verifica las dos ecuaciones a la vez.

Figura 4.28. Ejemplo de TG.2.2 (Nieto, M., et al., 2023, p.198).

o TG.2.3. Conocer los tipos de sistemas de ecuaciones lineales segtin el nimero de

soluciones: compatible determinado, compatible indeterminado e incompatible.

En ninguno de los tres libros de texto se definen los tipos de sistemas de ecuaciones

con esos términos, aunque si encontramos una clasificacion segun el numero de

soluciones del sistema de la siguiente manera, aunque relacionada con Ia

representacion grafica:

Los sistemas de ecuaciones pueden tener una solucién Unica, infinitas soluciones o no tener

solucién. La posicién de las rectas indica el nimero de soluciones del sistema

Si las rectas se cortan en Si las rectas coinciden, Silas rectas son paralelas,
un Gnico punto, entonces entonces el sistema tiene entonces el sistema no
el sistema tiene una Unica infinitas soluciones. tiene solucion.

solucioén.

Figura 4.29. Ejemplo de TG.2.3 (Nieto, M., et al., 2023, p.201).

o TG.2.4. Conocer los tipos de sistemas de ecuaciones lineales segin su

representacion grafica.

Al dibujar dos rectas en el plano estas pueden ser:
Rectas secantes Rectas paralelas Rectas coincidentes

~

} 4|
|

l |
|
1 1
0 i X O 4 X
Sistema con una sola Sistema sin solucion Sistema con infinitas
solucion soluciones

Figura 4.30. Ejemplo de TG.2.4 (Machin, P. y Rey, M.J., 2023, p.104).

A continuacion, se presenta la Tabla 4.4 resumen de toda esta informacion.

Libro / TG Santillana Oxford SM
TG.1.1 Si Si Si
TG.1.2 Si Si Si
TG.1.3 Si No No
TG.1.4 No No Si
TG.2.1 Si Si Si
TG.2.2 Si Si Si
TG.2.3 No Si Si
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TG.2.4 No Si Si

Tabla 4.4. Tecnologias en los libros de texto.

Observando la Tabla 4.4, observamos que el trabajo con ecuaciones o sistemas
equivalentes es distinto en cada editorial, ya que hay una que solo presenta la definicion
de ecuacion, otra que solo presenta la de sistema, mientras que la de Oxford no trabaja en
ningiin momento las equivalencias. Asimismo, llama la atencion que en ninguna editorial
se presenta el término de cada sistema de acuerdo con el nimero de soluciones que tenga,
ya que en las dos editoriales que presentan el nimero de soluciones que puede tener un
sistema lo justifica exclusivamente con la representacion grafica.

En los dos libros de texto donde se trabaja el método de resolucion grafico se aprecia
el hincapié que hacen en la interpretacion de las graficas. Pero por el nivel del alumnado
en este curso, se tiene que la presencia de tecnologias en los libros de texto es muy escasa.

Como conclusiones del andlisis de libros de texto, vemos que los tres que hemos
estudiado se cifien a los contenidos que dicta el curriculo, aunque en algunos libros de
texto no se muestran todas las técnicas que se han expuesto. Otra conclusion relevante es
que, en el curriculo se encuentra la resolucion de problemas como un enfoque
metodologico para el aprendizaje de las matematicas, y es un aspecto que no destaca
especialmente en los libros de texto. Este enfoque metodoldgico permite que el alumnado
analice las distintas estrategias de resolucion, implicando la toma de decisiones de manera
auténoma, y, aunque las editoriales presenten ejercicios donde no se especifica el método
a tener en cuenta, no muestran el aprendizaje basado en problemas, donde el alumnado
deba razonar los pasos que sigue y el por qué. En las distintas editoriales a lo largo de la
unidad apenas emplean metodologias activas que resulten motivadoras para el alumnado,
aunque es destacable que al final de la unidad todas presentan alguna actividad de estas
caracteristicas en las que se pone en practica tanto el objeto matematico que estamos
tratando, como de otras unidades. En el libro de SM encontramos un reto que, mediante
el uso de sistemas de ecuaciones, ayuda a reflexionar sobre la igualdad de género en las
universidades; en Oxford se presenta un proyecto sobre reciclaje, que ademas involucra
el uso de herramientas digitales; y finalmente, en Santillana encontramos una situacion
de aprendizaje sobre la compra de un vehiculo, analizando distintas caracteristicas
mediante los sistemas de ecuaciones. Estas actividades ayudan a los alumnos a ver la
utilidad del objeto matematico que estan trabajando, lo que puede reforzar su motivacion.

5. Propuesta didactica

En este capitulo se presenta la propuesta didactica disenada, enfocada al curso de 2° de
ESO que, como se ha comentado previamente acorde al curriculo de Aragdn, es el primer
curso donde se trabaja este objeto matematico.
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Antes de presentar la secuencia en detalle, es preciso sefialar qué competencias se
pretenden movilizar con el trabajo del objeto matematico. Atendiendo a las competencias
especificas del curriculo de Matematicas, se tiene que, mediante el desarrollo de esta
propuesta didactica, se pretenden trabajar de forma transversal todas ellas, aunque
destacan las mencionadas en el apartado sobre el Curriculo de Aragon. De esta manera, a

pesar de que todas en mayor o menor medida van a estar presentes durante la unidad, en
cada sesion se van a destacar aquellas que considero de mayor relevancia de cara a la
consecucion de los objetivos propuestos en cada sesion durante el proceso de ensefnanza-
aprendizaje.

De cara a las competencias clave, a continuacidon, se expone de qué manera se
pretenden trabajar:

- Competencia Matematica y Competencia en Ciencia, Tecnologia e Ingenieria
(STEM). El objetivo principal de esta propuesta es que los alumnos sean capaces
de plantear y resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante razonamientos
que pueden aplicar en su dia a dia.

- Competencia Digital (CD). Esta competencia se trabaja especialmente con el uso
de la herramienta digital de GeoGebra, que permite a los alumnos visualizar y
comprender mejor los conceptos que se exponen en el aula.

- Competencia en comunicacion lingiiistica (CL). El trabajo de esta competencia
durante la propuesta se basa en la comprension lectora de los problemas para su
correcta comprension, ademas de la exposicion por parte de los alumnos de los
distintos procesos y métodos que llevan a cabo, especialmente en la realizacion
de problemas en la pizarra.

- Competencia Persona, Social y de Aprender a Aprender (CPSAA). Esta
competencia se desarrolla al enfrentarse a nuevos métodos de resolucion,
favoreciendo su autonomia, perseverancia y capacidad de reflexion sobre su
actuacion y errores en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Ademas, mediante
el trabajo en grupo se fomenta la colaboracion, el respeto y la comunicacion entre
iguales.

5.1. Cronograma de las sesiones

Tal y como se ha disenado, la propuesta didactica consta de 8 sesiones de 50 minutos
cada una. A continuacion, se presenta la Tabla 5.1, donde se resumen de las actividades
de cada sesion junto a la duracion estimada para cada una. Es preciso sefialar que esta
duracion es orientativa, ya que se debe adaptar al ritmo de los alumnos de manera que se
asegure un completo entendimiento y manejo del objeto matematico que se esta
trabajando.
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SESION ACTIVIDAD DURACION
Inicio + Activacion 10°
1 Desmos 15’
Problema autobus + Puesta en comtin 20°
Institucionalizacion 5
Inicio + Problema fiestas + Puesta en comun 20°
Resolucion problema fiestas 15°
2 Resolucion problema equivalente 10°
Institucionalizacion 5
Inicio + Actividad Desmos 35
3 Actividad GeoGebra 10°
Institucionalizacion 5
Inicio + Actividad 1 Descubrimiento del método 20°
4 Problemas + Observacion trabajo de los grupos 20°
Puesta en comun + Institucionalizacion 10°
Inicio + Actividad 1 Descubrimiento del método 20°
Problemas + Observacion trabajo de los grupos 20°
: Puesta en comun + Institucionalizacion 10°
Inicio + Actividad 1 Descubrimiento del método 20°
6 Problemas + Observacion trabajo de los grupos 20°
Puesta en comun + Institucionalizacion 10°
Inicio 5’
7 Resolucion problemas 35’
Correccion + Puesta en comun 10°
Inicio 5
Problem posing 20°
E Resolucion problemas 15’
Correccion + Puesta en comun 10°

Tabla 5.1 Cronograma de las sesiones.
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5.2.  Disefio de las sesiones

La propuesta didactica se ha disefiado en torno a 8 sesiones. El nimero de sesiones se
debe a la relevancia de los sistemas de ecuaciones como objeto matematico en el
Curriculo, que se contintia trabajando en cursos posteriores, tal y como se ha comentado
anteriormente, asi como a la diversidad de métodos de resolucion que se pueden trabajar.
Es preciso tener en cuenta que, a la hora de implementarla en el aula, es posible que no
se siga la secuenciacion estrictamente, o incluso que sea necesaria la introduccion de
sesiones de repeticion de técnicas. Todas las sesiones dependen del progreso del
alumnado en las anteriores, por lo que, si algin concepto no ha sido comprendido
correctamente, serd necesario insistir en €l en la siguiente sesion, llevando a cabo un
segundo proceso de institucionalizacion del contenido. Por ello, esta propuesta actiia
como un esquema flexible que permite adaptaciones en funcion de las necesidades de
cada aula.

Otro aspecto que destacar en el disefio de esta propuesta es que va a estar basada
en metodologias activas que fomentan el trabajo colaborativo y la argumentacion
matematica, mediante tareas de suelo bajo techo alto. En todas las sesiones se plantea que
el alumnado trabaje en pequefios grupos heterogéneos, formados por el docente y distintos
en cada sesion, para favorecer el intercambio de ideas, la colaboracion con distintos
compafieros y construir el conocimiento de forma conjunta. Esta organizacion se inspira
en el enfoque de las Thinking Classrooms (Liljedahl, 2020), donde el trabajo en grupo, el
razonamiento compartido y la participacion activa del alumnado son fundamentales. Esta
forma de trabajar no solo busca promover la implicacion de todos los miembros, sino que
permite a los alumnos desarrollar estrategias, confrontar distintos puntos de vista y
construir su propio pensamiento matematico. En algunas sesiones, ademas, se apuesta por
el aprendizaje por descubrimiento, potenciado por esta dindmica colaborativa. Este
aprendizaje por descubrimiento busca que los alumnos lleguen a la formalizacion del
conocimiento matematico a partir de sus descubrimientos, partiendo de los conocimientos
que ya poseen, y se apoya en una orientacion dirigida e institucionalizacion final para
evitar errores a los que el alumnado puede llegar por induccion (Dominguez, 1991). El
enfoque principal de la propuesta es la ensefianza a través de la resolucion de problemas,
ya que, acorde a Beltran y Martinez-Juste (2021), esta permite que los contenidos
matematicos surjan de la propia actividad de los alumnos, favoreciendo asi la
construccion activa del conocimiento y el desarrollo del pensamiento matematico. El
proceso de esta metodologia de ensefianza sigue una estructura de la siguiente manera, de
acorde a Beltran y Martinez-Juste (2021):

* Los escolares se enfrentan a situaciones problematicas sin haber recibido
instruccidn previa sobre los contenidos que quieren ensefiarse.
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* Los problemas deben promover la reflexion y la indagacion hacia la
busqueda de estrategias que permitan resolverlos.

* El profesor utiliza las respuestas de los alumnos para organizar una
puesta en comun que permita introducir los nuevos conceptos.

* Por ultimo, los alumnos resuelven problemas para afianzar los nuevos
contenidos. (p. 2-3)

Antes de comenzar con la propuesta didactica, es preciso sefalar que no se considera
necesario realizar una evaluacion inicial especifica para esta unidad, ya que la unidad
anterior, acorde con los contenidos del curso, trata sobre ecuaciones lineales. Por tanto,
el desempefio de los alumnos y su evaluacion a lo largo de la unidad actian como
evaluacion inicial previa para obtener informacion sobre el punto de partida del
alumnado. A partir de esa informacion, el docente puede preparar su actividad adaptando
las metodologias y los feedback que se consideren adecuados en las actividades, con el
objetivo de que todos los alumnos puedan seguir la unidad sin dificultades. Con respecto
al trabajo con los ejes cartesianos, se repasara a lo largo de las sesiones en caso de que no
se haya abordado durante el curso escolar, a pesar de haberlo trabajado en cursos
anteriores, como se ha mencionado previamente.

A continuacion, se detallan cada una de las sesiones, incluyendo las competencias
especificas que se trabajan, los criterios de evaluacion, los objetivos, metodologias y
actividades a realizar, incluyendo posibles dificultades del alumnado.

SESION 1. ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Competencias especificas | CE.M.1, CE.M.2 y CE.M.8.

Criterios de evaluacion 1.1,1.2,2.1,2.2 y 8.1.

Objetivos de la sesion -Introducir el concepto de ecuacion lineal con dos incognitas
y solucion de una ecuacion lineal con dos incognitas.

-Observar que una ecuacion con dos incognitas tiene
infinitas soluciones.

-Trabajar con las distintas representaciones de una ecuacion
lineal con dos incognitas.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.1, TT.3. TC.1.1, TC.1.2. TG.1.1, TG.2.1.
tecnologias empleadas

33



ACTIVIDADES DE LA SESION

1. Dos nimeros suman 10. ;De qué nimeros se trata? ;Cémo podriamos expresar esta
operacion si no conocemos los nimeros?”

2. Realiza las actividades propuestas en Desmos para encontrar el equilibrio en las
siguientes balanzas.

3. Un autobuts llega a una parada con 15 personas dentro. En esa parada, suben algunas
personas y bajan otras. En la siguiente parada, hay 20 personas en el autobus.
(Cuantas personas subieron? ;Cudantas bajaron? ;Se puede saber solo con esta
informacion?

Buscad y anotad distintas combinaciones posibles de personas que subieron y que
bajaron.

(Qué relacion se cumple entre las personas que suben y que bajan?

Representad los datos en los ejes cartesianos. ;Qué forma tiene la representacion?
Comprobadlo con GeoGebra. ;Cuantos datos necesitdis para poder hacer la
representacion?

(Es posible que en una parada suban 24 y bajen 6? ;Y que x=15e y=10? ;Y x =
5ey = —5? ;Como lo habéis sabido?

La actividad 2 de Desmos (adaptada de los autores Jay Chow y Kayla Mufioz) se
encuentra en el siguiente  enlace, que  reciben  los alumnos:
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6842be3a2{8b4b065315a013?lang=e
S

Encuentra el equilibro

Encuentra los valores de x y y para que |la percha se mantenga
en equilibrio.

Haz clic en "Probar" para ver si la percha esta nivelada.

o ¢Encontréis més de una pareja de valores? Anotad la(s)
respuesta(s) que encontréis.

app

x ¥

Percha A
x+3=y

A @0 HEs3b
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¢Qué se forma?

La gréfica muestra los puntos cuyos valores de x y ymantienen el equilibrio de la percha. Discute lo que notas y lo que te preguntas sobre estos puntos.
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A o ’ B Peso del triangulo (Ib) ~
Logra que se mantenga en equilibrio
Encuentra tres pares diferentes de valores x y y que harén que la percha esté en equilibrio moviendo el punto y haciendo clic en "Probar’
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2
3
£
2
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°
g
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Percha B (0.0) | &&Mueve el punto.
e+ y=15 !
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ORGANIZACION DE LA SESION

Durante toda la sesion, el alumnado trabajara en grupos de 3 o 4 personas, fomentando el
trabajo colaborativo. La sesion esta centrada en el aprendizaje por descubrimiento,
potenciado por esta dindmica grupal. Las actividades han sido seleccionadas para
promover un aprendizaje activo mediante tareas de suelo bajo y techo alto, de manera que
todos los estudiantes puedan participar y avanzar desde su propio nivel de partida.

Inicio de la sesion. Los primeros 5’ de la sesion se dedican a organizar la clase en los
grupos heterogéneos formados por el profesor buscando el intercambio de ideas que
ayude al trabajo grupal. Se reparte la ficha con el primer enunciado.

Desarrollo de la sesion.

Los siguientes 5° se dedican a que los distintos grupos resuelvan la primera actividad, que
actiia como actividad de iniciacion, mientras el docente se pasea por el aula observando
el trabajo que realizan, atendiendo a las posibles dudas y ofreciendo diversos feedback en
funcién de las necesidades de cada grupo.

Seguidamente, se destinan 15° a que los alumnos realicen la actividad de Desmos,
donde los alumnos comienzan a ver la representacion tabular y grafica de las ecuaciones
lineales con dos incognitas, asi como afianzar la idea del nimero de soluciones que han
comenzado a ver en la actividad 1.
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Tras acabar estas actividades, se entrega una segunda ficha con la actividad 3, para
la que se dejan 20’ y se sigue la misma metodologia que para la actividad anterior. Con
esta actividad los alumnos deben llegar a las diferentes formas de representar la
informacion: verbal, algebraica, tabular y grafica. Se pide que también que los alumnos
comiencen a trabajar con el software de GeoGebra, para afianzar la representacion
grafica. Para llegar a esto, las preguntas de la ficha actiian como orientacion dirigida. La
cuarta pregunta se plantea para que los alumnos comprendan que es tan importante la
solucion como su veracidad en el contexto.

Al acabar ambas actividades se hace una puesta en comun del trabajo que han estado
haciendo los grupos, a la par que las conclusiones que han extraido.

Cierre de la sesion. Los tltimos 5’ de la sesion se dedican a la institucionalizacion de la
definicion de ecuacion lineal con dos incognitas y solucion de una ecuacion, junto con la
propiedad de que tienen infinitas soluciones. Asimismo, se exponen formalmente las
formas de representacion. Los alumnos deben anotar en sus cuadernos con sus palabras
lo trabajado en la sesion bajo el titulo “Qué he aprendido hoy”, para asi favorecer la
reflexion sobre su propio proceso de aprendizaje, consolidar los contenidos abordados y
fomentar la autonomia.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

En la primera actividad, se espera que los alumnos comiencen a dar respuestas empleando
nimeros naturales como “/+9”, o “4+6”, sin incluir respuestas con nimeros negativos
o numeros racionales. Aun asi, de esta manera comienzan a observar que hay multiples
soluciones y el posible feedback para esta actividad consiste en indicar que qué ocurre si
uno de los nimeros es negativo o una fraccion. En el enunciado encontramos preguntas
que sirven de orientacion dirigida para que los alumnos lleguen a la representacion
algebraica. De esta manera, los alumnos llegan a la solucion: x +y = 10.

La segunda actividad de Desmos pretende actuar como introductora a la actividad
final de la sesion. En la primera ficha de nuevo se esperan soluciones en las que los
alumnos de nuevo no empleen niimeros negativos ni racionales. Con respecto a la
segunda, se espera que los alumnos no encuentren gran dificultad en razonar que la grafica
que se obtiene es una recta, aunque se esperan dificultades en la interpretacion de la recta
como las infinitas soluciones de la ecuacion. Con el fin de solventar esta dificultad, se
realiza la tercera ficha, en la que cada grupo puede obtener soluciones distintas.

La tercera actividad sobre el autobus se usa para modelizar la situacion mediante una
ecuacion lineal con dos variables, lo que puede suponer una dificultad inicial para algunos
estudiantes, con respecto a la interpretacion del problema y el planteamiento de la
situacion. Al haber trabajado ya en Desmos con tabla de valores y gréfica, se espera que
los alumnos no encuentren grandes dificultades en las distintas representaciones. Se pide
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la comprobacion con la herramienta GeoGebra para que comiencen a familiarizarse con

ella.

El trabajo colaborativo ayudard a que los alumnos contrasten ideas y argumenten

diferentes soluciones, aunque puede ser necesario que el docente intervenga para guiar la

reflexidon y corregir errores conceptuales.

SESION 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Competencias especificas | CE.M.1, CE.M.3 y CE.M.4

Criterios de evaluacion 1.1,1.2,3,1y4.2.

Objetivos de la sesion -Introducir el concepto de sistema de ecuaciones lineales con

dos incognitas y solucion de un sistema.
-Resolver sistemas mediante el uso de tablas de valores.

-Introducir el concepto de ecuaciones y sistemas
equivalentes.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.6, TC.2.7, TC.2.11. TG.1.2,
tecnologias empleadas TG.1.3, TG.1.4, TG.2.2.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1.

iSon las fiestas del instituto! Este afio, los grupos de 2° de ESO han montado varios
puestos para vender bocadillos y refrescos. Necesitan recaudar dinero, asi que han
apuntado lo que han vendido para ver si les sale rentable. Vamos a ayudarles a
averiguar cuanto estaban cobrando por cada cosa.

- En2° A, vendieron 4 bocadillos y 6 refrescos, y recaudaron 17€.
- En 2° B, vendieron 6 bocadillos y 4 refrescos, y recaudaron 18 €.
¢(Cuanto han cobrado por cada bocadillo y por cada refresco?
Encontrad la(s) combinacion(es) que funcionen para los dos grupos.

Hemos preguntado a los otros grupos de 2° de ESO, y nos han mostrado lo que han
vendido apuntado en la siguiente tabla:
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Curso Bocadillos Refrescos Recaudado
2°C 8 12 34€
2°D 3 2 9€

(Estos grupos han cambiado el precio de los bocadillos y refrescos? ;Como varian
los precios en los cursos de 2° A y 2° C? ;Y entre 2° By 2° D?

ORGANIZACION DE LA SESION

Aligual que en la sesion anterior, esta esta enfocada en el aprendizaje por descubrimiento
mediante el trabajo colaborativo entre alumnos. Por ello, durante toda la sesion, el
alumnado trabajara en grupos de 3 o 4 personas.

Inicio de la sesion. Los primeros 5’ de la sesion se dedican a organizar la clase en los
grupos heterogéneos formados por el profesor buscando el intercambio de ideas que
ayude al trabajo grupal. Se reparte la ficha con el primer enunciado, haciendo una lectura
en voz alta para que todos los grupos entiendan la tarea que se pide.

Desarrollo de la sesion.

Los siguientes 10’ se dedican a que los distintos grupos traten de plantear la situacion del
primer problema, sin haber mencionado en ningiin momento el concepto de sistema de
ecuaciones lineales. El docente mientras tanto se pasea por los distintos grupos
observando los trabajos y tratando de resolver cualquier posible duda que pueda surgir.

Cuando todos los grupos tengan planteado el problema, en los siguientes 5°, se hace
una puesta en comun para reconducirlo al planteamiento del enunciado y se realizan en
alto las siguientes cuestiones: “;Qué estamos buscando? ;Por qué necesitamos dos
ecuaciones?”. De esta manera, se realiza un pequeno debate con toda la clase donde
comienza a surgir la idea de un sistema de ecuaciones lineales.

Durante los siguientes 15° se deja al alumnado tiempo para que intente resolver el
sistema planteado en la actividad 1. El objetivo es que lo resuelvan mediante tablas de
valores, para lo que el docente indicara que vayan probando distintos precios posibles
para los dos casos. Asi, los alumnos deben descubrir que la solucidon del sistema sera la
solucion que encuentren en comun en las dos tablas de valores.

Tras acabar esta actividad, se entrega una segunda ficha con la actividad 2, que deben
resolver en los siguientes 10°. Se plantea con el fin de que los alumnos descubran que los
conjuntos de soluciones coinciden con los de la actividad 1, asi como que trabajen con el
registro tabular.

Al acabar ambas actividades se hace una puesta en comun del trabajo que han estado
haciendo los grupos, a la par que las conclusiones que han extraido.
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Cierre de la sesion. Los ultimos 5’ de la sesion se dedican a la institucionalizacion de la
definicion de sistema lineal con dos incdgnitas y solucién de un sistema. También se
presenta la definicion de ecuacion y sistema equivalente, asi como las técnicas para
obtenerlos. De nuevo, los alumnos deben anotar en su diario reflexivo los conocimientos
que hayan adquirido durante la sesion.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

4x + 6y =17

La solucion de la primera actividad es (2,1.5) tras plantear el sistema { 6x + 4y = 18

La solucion de la segunda actividad es la misma, al tratarse de sistemas equivalentes ya
que la primera ecuacion de este segundo sistema es la primera ecuacion del primer sistema

multiplicada a ambos lados por 2, y la segunda ecuacion corresponde con la segunda del
8x+ 12y = 34

primer sistema dividida entre 2: { 3x+2y =9

En la primera actividad, se espera que al alumnado le cueste entender qué representan
exactamente las incognitas, ya que pueden confundir si se refieren al precio o a la cantidad
de objetos vendidos.

Con respecto a la resolucion, se espera que los alumnos comiencen a dar valores sin
organizar la informacion que obtienen en una tabla, lo que hard més complicado el
proceso de llegar a la solucion del sistema. Para ello, es preciso que el docente realice
comentarios que actien de orientacion dirigida, recordando las tablas de valores de la
sesion anterior. No se espera que prueben con numeros negativos, lo que resulta adecuado
en este contexto. En la resolucion de los problemas aparecen numeros decimales, lo que
va a hacer que los alumnos piensen que lo estdn haciendo mal, o incluso que el problema
es mas complicado. Es preciso que sean conscientes de que la solucion debe tener sentido
en relacion con el contexto con el que esta relacionada.

Si han comprendido la primera actividad, no se esperan grandes dificultades en la
segunda mas alla de encontrar la relacion entre los dos sistemas.

El trabajo colaborativo serd clave para que los estudiantes contrasten ideas y
argumenten sus resultados, aunque es probable que el docente tenga que intervenir para
clarificar conceptos y evitar malentendidos. También es posible que algunos alumnos
muestren dificultad para expresar verbalmente o por escrito las conclusiones a las que
llegan, por lo que, de nuevo, sera clave la intervencion del profesor.
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SESION 3. METODO GRAFICO DE RESOLUCION DE SISTEMAS

Competencias especificas

CEM.3, CEM.4, CEM.8.

Criterios de evaluacion

3.1,3.2,3.3,4.1, 8.1

Objetivos de la sesion

-Conocer y aplicar el método grafico para resolver sistemas
de ecuaciones.

-Resolver problemas mediante el método grafico.
-Usar GeoGebra para comprobar las soluciones.

-Conocer los distintos tipos de sistemas de ecuaciones segun
el nimero de soluciones.

-Clasificar sistemas segun su representacion grafica.

Tipos de tareas, técnicas y
tecnologias empleadas

TT.2,TT.3,TT.4.TC.2.1, TC.2.5,TC.2.9, TC.2.10 TC.2.11.
TG.1.2,TG.1.3, TG.2.2, TG. 2.3, TG.2 4.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1. Resolved las actividades de Desmos. (Los enunciados se encuentran en Anexo II)

2. Usando ahora GeoGebra, responded a las siguientes preguntas:

a) Prueba a mover los deslizadores para que las dos rectas se corten en un solo punto.

(Qué relacion observas entre los coeficientes de ambas ecuaciones?

b) Ahora intenta que las dos rectas sean paralelas. ;Coémo son los coeficientes de las

dos ecuaciones en este caso? /Y qué ocurre con el numero de soluciones del sistema?

¢) Modifica los deslizadores para que las dos rectas coincidan. ;Qué puedes decir

sobre los coeficientes y los términos independientes de ambas ecuaciones?

d) Resume lo que has descubierto: ;como influye la relacion entre los coeficientes de

dos ecuaciones lineales en el numero de soluciones que tiene el sistema?

*Los alumnos recibiran el enlace de Desmos, adaptado de la autora Lola Morales dado

por

https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6845ala01c6ba5d35191a247?lang=¢

S

Junto con el applet de GeoGebra, que tiene la siguiente forma:
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Entrada:

ORGANIZACION DE LA SESION

Esta sesion estd enfocada de nuevo en el aprendizaje por descubrimiento a través del
trabajo colaborativo por parte de los alumnos, para trabajar y comprender el método
grafico de resolucion de sistemas lineales, asi como los tipos de sistemas segiin su nimero
de soluciones, junto con su representacion grafica. Es por ello por lo que van a estar
colocados en grupos de 3 o 4 distintos a los de las sesiones anteriores.

Inicio de la sesion. Los primeros 5’ de la clase se dedican a la formacion de los grupos y
el comienzo de la primera actividad.

Desarrollo de la sesion.

En los siguientes 30’ deben resolver la primera actividad. Esta actividad trata de una
exploracion guiada con la herramienta digital de Desmos, en la que se hace un repaso de
las ecuaciones lineales y su representacion grafica, para que los alumnos lleguen a la
representacion grafica de un sistema y la interpretacion de la solucion del sistema como
el punto de corte de las rectas. Esta actividad hace reflexionar a los alumnos mediante la
representacion grafica el nimero de soluciones que pueden tener los sistemas, mediante
actividades de reflexion e invencion de sistemas. Dentro de las diapositivas también
encontramos preguntas que favorecen la reflexion y la comunicacion y argumentacion
matematica. La actividad finaliza con la institucionalizacion de los tipos de sistema segin
el nimero de soluciones y su representacion grafica.

Los siguientes 10’ se dedican a exploracion abierta con la actividad de GeoGebra
para que descubran la relacion entre los coeficientes de los sistemas seglin el nimero de
soluciones que tienen. De esta manera relacionan los sistemas compatibles indefinidos
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con las ecuaciones equivalentes y pueden, de manera manipulativa, afianzar la
comprension de los conceptos trabajados en la primera actividad.

Cierre de la sesion. Los ultimos 5’ se hace una puesta en comun de lo aprendido en la
sesion, a la par que se institucionaliza el método grafico de resolucion de sistemas de
ecuaciones.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

Esta sesion estd disefiada para que los alumnos, desde un repaso de las ecuaciones
lineales, sepan identificar la solucion del sistema como el punto de interseccion, para lo
que no se esperan grandes dificultades. Dentro de las respuestas esperadas, especialmente
en la invencidn de sistemas en Desmos, se esperan sistemas similares a los que hayan
visto en los ejemplos, para lo que el docente ofrece un feedback para que traten de ser
originales.

Asimismo, se espera que la mayor dificultad esté en la comprension de los sistemas
compatibles indeterminados, aunque la representacion grafica sirve de ayuda para la
comprension. Ademads, se espera que a los alumnos les cueste relacionar este tipo de
sistemas con las ecuaciones equivalentes, vistas en la sesion anterior.

Es posible también encontrar dificultades relacionadas con el uso de Demos y
GeoGebra, para lo que el profesor va pasando por los distintos grupos asegurandose de
que todos comprenden las herramientas que se emplean. Asimismo, en el applet de
GeoGebra se hard hincapi¢ en que hagan multiples pruebas, para evitar que saquen
conclusiones precipitadas.

Algln error que se espera, en el ejercicio de inventar un sistema con infinitas
soluciones, se puede esperar que algin grupo escriba dos ecuaciones con la misma
soluciodn sin que sean equivalentes, es decir, que cree un sistema compatible determinado.

SESION 4. METODO DE SUSTITUCION

Competencias especificas | CE.M.1, CE.M.3, CE.M 4.

Criterios de evaluacion 1.1,1.2,3.1,4.1,4.2

Objetivos de la sesion -Conocer y aplicar el método de sustitucion para resolver
sistemas de ecuaciones.

-Resolver problemas mediante el método de sustitucion.
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-Usar GeoGebra para comprobar las soluciones.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.2, TC.2.8, TC.2.9 TC.2.10.
tecnologias empleadas TG.1.2, TG.2.2, TG.2.3.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1. En una granja hay gallinas y cerdos. Hay el doble de cerdos que de gallinas, y en total
hay 36 animales. ;Cuantos hay de cada tipo?

- Leed con atencion el enunciado y pensad qué informacion tenéis.
- Asignad a cada animal una incognita.

- (Coémo podéis resolverlo sin tablas de valores ni graficas? ;Podéis expresar una
de las incognitas en funcion de la otra y llegar a una ecuacion con una incognita?

- Anotad los pasos que habéis seguido para resolver el problema.

Resolved los siguientes problemas empleando el mismo método que acabais de descubrir.
Usad GeoGebra para comprobar vuestros resultados.

2. Calcula dos niimeros que si se suman dan 10, y el doble del primero menos el triple
del segundo da el nimero cero.

3. El profesor de Matematicas de un instituto les prometié un dia libre sin clase a sus
. . o . —2x+y=1
alumnos si encontraban la soluciéon del siguiente sistema: _
—4x +2y =—6

(Tuvieron los alumnos un dia libre?

ORGANIZACION DE LA SESION

Esta sesion se ha organizado de manera que, mediante una orientacion dirigida, los
alumnos descubren por si solos los pasos del método de sustitucion en grupos reducidos
de 4 personas distintos a los de la sesion anterior. Seguidamente, en los mismos grupos,
resuelven dos problemas contextualizados aplicando el método. Esta ultima parte resulta
especialmente importante, ya que, como se ha mencionado anteriormente, el enfoque
principal de la propuesta se basa en la resolucion de problemas, fomentando asi la
modelizacion, la discusion y la aplicacion de los procedimientos aprendidos a situaciones
reales.

Inicio de la sesién. Los primeros 5’ de la sesion se destinan a la formacion de los grupos
y la entrega de la ficha con el enunciado de la primera actividad, haciendo una lectura en
voz alta para que los alumnos comprendan la tarea que deben realizar.

Desarrollo de la sesion.
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Los siguientes 15’ de la sesion estan destinados a que traten de resolver y descubrir el
método de sustitucion con la actividad 1. La actividad 1 tiene un par de preguntas que
sirven como orientacion dirigida a los alumnos para lograr que sustituyan una incognita
en la otra ecuacion mediante trabajo colaborativo. Mientras los grupos trabajan en esta
primera actividad, el docente pasa por las mesas observando la labor que realizan y
atendiendo cualquier duda que pueda surgir. Finalmente, se hace una breve puesta en
comun de los pasos que han seguido en la resolucion.

Seguidamente, se dejan 15° para que los alumnos, en los mismos grupos, resuelvan
dos problemas para profundizar en la técnica. Estos problemas incluyen uno sin solucion,
y dado que en la sesion anterior ya se abordaron los tipos de sistemas segun el nimero de
soluciones mediante el método grafico, esta actividad busca que los estudiantes
consoliden esa comprension desde el punto de vista algebraico. Antes de comenzar, el
profesor hace hincapié en que comprueben los resultados que obtienen como manera de
comprobar si la solucion es correcta. Durante este tiempo, de nuevo el docente va
observando el trabajo de cada grupo, en busca de dificultades o posibles errores. En caso
de que se observe alglin error reiterado, lo explicara en voz alta para todos los alumnos.
Se pide que los alumnos comprueben las soluciones que han obtenido mediante el
software de GeoGebra.

En los siguientes 5’ se exponen las resoluciones de los grupos en la pizarra, de modo
que el alumnado pueda observar y comparar las diferentes maneras de aplicar el método
de sustitucion. Aunque todos los grupos han utilizado el mismo procedimiento general,
pueden apreciarse diferencias en el planteamiento, el orden de los pasos o la claridad en
la resolucion.

Cierre de la sesion. Finalmente, en los tltimos 10’ se realiza una breve puesta en comun
en la que se comentan estas diferencias y se reflexiona sobre las estrategias utilizadas, y
el docente institucionaliza el método de sustitucion para la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas, argumentando que se puede despejar cualquier
incognita de cualquier ecuacion, evitando que los alumnos interioricen procedimientos
erroneos y motivandoles a reflexionar a la hora de hacer los problemas cudl es la incognita
que resulta mas sencilla. Para finalizar, entre todos se recuerdan los pasos del método de
sustitucion, que el alumnado anota a modo de diario de aprendizaje con la pregunta “;Qué
he aprendido hoy?”.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

Para la primera actividad de descubrimiento del método, el principal error o dificultad
que se puede encontrar es que lo planteen como una Uinica ecuacion con una incognita, al
ser similar a los que pueden resolver en la unidad anterior. Para ello, el docente hace
hincapié¢ en que buscamos tanto el nimero de gallinas como el de cerdos, y para ello
deben plantear un sistema.
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Los principales errores que se esperan en el aprendizaje del método de sustitucion estan
relacionados con el despeje de variables, especialmente cuando las incognitas tienen
coeficientes negativos. Un ejemplo puede ser:

2x—y=4 >y=4—-2x
También se esperan errores al sustituir las expresiones despejadas si aparecen
coeficientes negativos, de la siguiente manera:

3x — 2y=28

Sistema para resolver: { X+y=6

Despeje: y = 6 — x

Al sustituir en la otra ecuacion: 3x —2(6—x) =8=3x—12 —x = 8.

Para tratar de evitar estos errores, el docente va pasando por las mesas revisando el
trabajo de las distintas parejas o grupos en el caso de los problemas.

En relacion con el método de sustitucion, puede ser que algunos alumnos interioricen
que siempre hay que despejar, por ejemplo, la incoégnita x de la primera ecuacién. Por
ello, el docente debe insistir en que son ellos quienes eligen qué variable y ecuacion
despejar, promoviendo asi el desarrollo de su pensamiento matemadtico y la reflexion
sobre qué opcidn es mas sencilla o conveniente en cada caso.

Respecto al sistema sin solucion de la ltima actividad, a pesar de que en la sesion
anterior con el método grafico se vieron los diferentes tipos de sistemas, es probable que
aparezcan dificultades para reconocer esta situacion desde la representacion algebraica.
Esto se debe a que los alumnos pueden llegar a 0x = —8, y pueden escribir x = —8.
Cuando realicen esta actividad, se hard una relacion con la anterior preguntando qué
ocurre con las rectas de este sistema.

Por tultimo, se espera que el planteamiento de los problemas contextualizados
suponga una dificultad afadida para algunos alumnos. Por este motivo, en todas las
sesiones se destina un tiempo especifico a la resolucion de problemas, para trabajar la
modelizacién de diversas situaciones y la aplicacion practica de los contenidos.

SESION 5. METODO DE IGUALACION

Competencias especificas | CE.M.1, CE.M.3, CE.M.8

Criterios de evaluacion 1.1, 1.2, 3.1, 8.1

Objetivos de la sesion -Conocer y aplicar el método de igualacion para resolver
sistemas de ecuaciones.

-Resolver problemas mediante el método de igualacion.

-Usar GeoGebra para comprobar las soluciones.
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Tipos de tareas, técnicasy | TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.3, TC.2.8, TC.2.9 TC.2.10.
tecnologias empleadas TG.1.2, TG.2.2, TG.2.3.

ACTIVIDADES DE LA SESION
1. Miriam y Vera estan resolviendo el siguiente problema que tienen de deberes:

Dos empresas de reparto calculan el precio del envio seglin la distancia que recorren,
medida en kilometros.

- Laempresa 1 cobra 2€ por cada kilémetro mas 1€ de tarifa fija.
- Laempresa 2 cobra 1€ por cada kildmetro mas 7€ de tarifa fija.
(Con qué distancia recorrida ambas empresas cobran lo mismo?

Miriam resuelve el problema de la siguiente manera, afirmando que ha empleado el
método de sustitucion:

x = kilometros que recorre,y = precio del envio

{y=2x+1
y=x+7 ~
1=

y=2x+1=>2x+1=x+7 =22x—x=7— x=6

y=2-6+1=12+1= | y=13

Solucion: Cuando recorren 6 kilometros ambas empresas cobran lo mismo, 13€.
Vera lo resuelve de la siguiente manera, mediante el método de igualacion:

x = kilometros que recorre,y = precio del envio

{y=2x+1
y=x+7"

y=2x+1>y=2-6+1>

Solucion: Si recorren 6 kilometros ambas empresas cobran lo mismo, que son 13€.

2x+1=x4+7 22x—x=7—-1 > XxX=6

(Qué diferencias y similitudes encontrais en las resoluciones con cada método?

Utilizando el procedimiento del método de igualacion, resolved los siguientes problemas.
Comprobad los resultados que obtenéis con GeoGebra.

2. Una familia tiene periquitos y perros como mascotas. Averigua cuantos perros y
cuantos periquitos tienen, sabiendo que en total hay 6 animales y el nimero total de
patas es 16.

3. En una heladeria hay dos helados del mes, chocolate y pistacho, a los que aseguran
haber hecho una rebaja. Antes el helado de chocolate costaba 2€, y el de pistacho 3€.
Las ofertas que han puesto son:
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- Oferta 1: 5 conos de chocolate y 3 de pistacho por 23€.
- Oferta 2: 2 conos de chocolate y 4 de pistacho por 16€.
(Hay realmente una oferta? Razonad la respuesta.

4. En una cafeteria se preparan dos tipos de zumos: naranja y manzana. El lunes se
vendieron 3 zumos de naranja y 6 de manzana, con un total de 21€ recaudados. El
martes se vendieron 2 zumos de naranja y 4 de manzana, recaudando 14€. ;Podéis
determinar el precio de cada zumo? ;Tengo informacion suficiente para saber cudnto
vale cada zumo?

ORGANIZACION DE LA SESION

En esta sesion, al igual que en las anteriores, se pretende introducir el método de
igualacion a través de un ejemplo por descubrimiento por grupos reducidos, mediante una
orientacion dirigida por el docente, que se lleva a cabo mediante preguntas que invitan a
la reflexién. De nuevo, la sesion finaliza con problemas donde el alumnado debe poner
en practica la técnica que han aprendido.

Inicio de la sesion. En 5’ se organizan los grupos de 3-4 personas y se entrega la ficha
con el primer enunciado, haciendo una lectura en alto para que el docente se asegure que
los alumnos entienden la tarea que deben realizar.

Desarrollo de la sesion.

Los siguientes 15’ se dejan para que el alumnado plantee y resuelva la primera actividad.
Mientras tanto, el docente se pasa por los distintos grupos observando su trabajo, y
atendiendo las dudas y errores que observe. Al finalizar, se hace una puesta en comin con
todos los grupos, donde se trate la principal diferencia que observan con respecto al
método de sustitucion, pregunta que se les ha pedido que argumenten en la ficha. De esta
manera, se observa cdmo va evolucionado la argumentacion matematica del alumnado.

En los siguientes 20’ se reparte la segunda ficha con los enunciados de las actividades
2,3y 4, donde se pide a los alumnos que trabajen con el mismo método que han observado
en la primera actividad. La actividad 3 se plantea como una actividad que invita a la
reflexion critica sobre las soluciones que se obtienen, y la actividad 4 corresponde a un
sistema compatible indeterminado, donde los alumnos deben razonar que no tenemos
informacion suficiente. Finalmente, se exponen las resoluciones de los grupos, y los
alumnos se dedican a observar y analizar el trabajo de otros grupos.

Cierre de la sesion. Los ultimos 10’ se dedican a la puesta en comtn de las observaciones
de las resoluciones del alumnado, asi como las diferentes estrategias que han visto. Para
finalizar, se lleva a cabo la institucionalizacion del método de igualacion, donde el
docente expone los pasos que se han de seguir, haciendo hincapié¢ en que se puede
despejar cualquier incognita mientras sea la misma en ambas ecuaciones, evitando que
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los alumnos saquen conclusiones erroneas. Toda esta informacion la deben anotar los
alumnos en su diario de aprendizaje.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

La principal dificultad que se plantea en esta sesion es que los alumnos pueden no
diferenciar este método con el de sustitucion. Por ello, se hace una puesta en comun antes
de la resolucion de los problemas 2 y 3, para tratar de encaminar a los alumnos mediante
una orientacion guiada hacia el nuevo método, para el cual la actividad 1 actia como tarea

. . . =2x+1
activadora de conocimientos, al plantear un sistema de la forma {y

y:x+1 con X =

distancia recorrida e y = precio que cobra la empresa.

Entre los errores que se esperan de los alumnos, de nuevo pueden ser errores al
trabajar con expresiones algebraicas, o errores aritméticos en el caso de que aparezca el
trabajo con fracciones.

Con respecto a la actividad 3, sobre la reflexion de la oferta, no se espera grandes
dificultades en la resolucion, aunque pueden existir diversos razonamientos. Esto se debe
a que la solucién es que el helado de chocolate ahora vale aproximadamente 3,14, es decir,
ha subido de precio, y el de pistacho 2,43, es decir, ha bajado de precio. Entre las posibles
respuestas de los alumnos se encuentra que alguno dé esta respuesta y ya, o algunos
alumnos mas adelantados puedan comprobar cémo cambia el precio con las
combinaciones de las ofertas y el precio inicial, razonando que es una oferta o no
dependiendo del nimero de helados de cada tipo que escojas.

La actividad 4 se plantea para que los alumnos trabajen de manera algebraica con un
sistema con infinitas soluciones, aunque se espera que al llegar a Ox = 0, algunos
alumnos consideren que la solucion es x = 0. Para ello, es clave la labor del docente
ofreciendo feedback como ;Qué ocurre si x es 47 ;se cumple esta igualdad? Asimismo,
se espera que algunos alumnos encuentren dificultad en comprender en este contexto qué
significa que haya infinitas soluciones, y no razonen que es porque falta informacion.
Para ello, de nuevo es clave la labor docente.

SESION 6. METODO DE REDUCCION

Competencias especificas | CE.M.1, CEIM.2 y CEIM 4.

Criterios de evaluacion 1.1,2.1,4.1y4.2.

Objetivos de la sesion -Conocer y aplicar el método de reduccion para resolver
sistemas de ecuaciones.
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-Resolver problemas mediante el método de reduccion.

-Usar GeoGebra para comprobar las soluciones.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.1, TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.4, TC.2.8, TC.2.10. TG.1.2,
tecnologias empleadas TG.2.2.

ACTIVIDADES DE LA SESION
1. Maria se ha presentado a un concurso de Matematicas. Para conseguir el premio, en
. . . 3x — 2y =8
la prueba final le han pedido que resuelva el sistema de ecuaciones { 9; +y 3; 6

Ella ha resuelto el sistema de la siguiente manera:

{Bx— 2y =28 {3x—2y=8 N
x+y=6 2x + 2y =12
5x =20
x_ZO
5
x=4
Entonces:
4 +y=6
y=6—4
y=2

,Se va a llevar el premio del concurso? ;Podriais explicar los pasos que ha seguido?

Resolved los siguientes problemas empleando el mismo método que ha usado Maria.
Usad GeoGebra para comprobar vuestros resultados.

2. Durante la Semana de las Matematicas, varios institutos de Zaragoza participan en un
concurso para ganar un viaje a PortAventura. Los puntos se consiguen publicando
videos en Instagram y TikTok resolviendo problemas matematicos. En cada red social
hay una puntuacion distinta, pero no la han publicado. Sin embargo, sabemos esta
informacion de dos institutos que ya han participado:

- El Instituto Norte subi6 3 videos a TikTok y 12 a Instagram, y consiguio 69
puntos.

- El Instituto Sur subié 8 videos a TikTok y 6 a Instagram, y obtuvo 80 puntos.
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(Cuantos puntos se consiguen por cada video en TikTok y en Instagram? Si nuestro
instituto participa y queremos obtener al menos 100 puntos, ;cudntos videos habria que
publicar como minimo en cada red social?

3. Dos cajas de peras y una de manzanas pesan 37 kilos. Si una caja de manzanas pesa
4 kilos més que una de peras, ;Cuantos kilos pesa cada una de las cajas?

ORGANIZACION DE LA SESION

Esta sesion se ha disefiado de manera que, mediante un ejemplo dado, los alumnos
descubren los pasos del método de reducciéon en grupos reducidos de 4 personas.
Seguidamente, en los mismos grupos, resuelven dos problemas contextualizados. De
nuevo la resolucion de problemas es el eje central del proceso de ensefianza-aprendizaje.

Inicio de la sesion. Los primeros 5’ de la sesion se destinan a la formacion de los grupos
y la entrega de la ficha con el enunciado de la primera actividad, haciendo una lectura en
voz alta para que los alumnos comprendan la tarea que deben realizar.

Desarrollo de la sesion.

Los siguientes 15’ de la sesion estan destinados a la resolucion de la actividad 1, donde
deben comprobar la solucion que se expone en el problema, y enunciar los pasos a seguir
en el método de reduccion. De esta manera los alumnos, mediante trabajo colaborativo
trabajan con el ultimo método algebraico de resolucion de sistemas de ecuaciones.
Mientras los grupos trabajan en esta primera actividad, el docente pasa por las mesas
observando la labor que realizan y atendiendo cualquier duda que pueda surgir.

Seguidamente, se reparte otra ficha con los dos siguientes problemas y se dejan 15’
para que los alumnos, en los mismos grupos, los resuelvan para profundizar en la técnica.
Antes de comenzar, el profesor hace hincapié en que comprueben los resultados que
obtienen como manera de comprobar si la solucion es correcta. Durante este tiempo, de
nuevo el docente va observando el trabajo de cada grupo, en busca de dificultades o
posibles errores. En caso de que se observe algln error reiterado, lo explicara en voz alta
para todos los alumnos. Se pide que los alumnos comprueben las soluciones que han
obtenido mediante el software de GeoGebra.

En los siguientes 5° se exponen las resoluciones de los grupos en la pizarra, de modo
que cada grupo pueda observar y comparar las diferentes maneras de aplicar el método
de reduccion. Aunque todos los grupos han utilizado el mismo procedimiento general,
pueden apreciarse diferencias en el planteamiento, como la incognita que eliminan, o la
claridad en la resolucion.

Cierre de la sesion. Finalmente, en los tltimos 10’ se realiza una breve puesta en comin
en la que se comentan estas diferencias y se reflexiona sobre las estrategias utilizadas, y
el docente institucionaliza el método de reduccion para la resolucion de sistemas de
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ecuaciones lineales con dos incognitas. Para finalizar, entre todos se recuerdan los pasos
del método de reduccion y los anotan en su diario de aprendizaje.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

3x + 12y =69
8x + 6y =80
4, con x siendo el numero de puntos que se ganan por cada video en TikTok, e y los

El planteamiento de la actividad 2 es: { y tiene como solucion x = 7,y =

puntos que se ganan con cada video en Instagram. Esta segunda actividad se plantea para
que los alumnos no interioricen que siempre aparecen las ecuaciones con coeficientes
opuestos, y pueden surgir distintas formas de proceder. Como siempre, el docente actia
como guia en caso de que algun grupo encuentre dificultades. Asimismo, la segunda
pregunta se plantea para que el alumnado desarrolle su pensamiento matematico, como
refuerzo de los conocimientos que ha ido adquiriendo a lo largo de la unidad.

2y +x = 37

x=y+4

11, donde x representa el peso de una caja de manzanas e y el de la caja de peras. En esta

El planteamiento de la actividad 3 es: { , Yy su solucién es x = 15,y =

actividad la dificultad de los alumnos puede encontrarse en que el sistema no estd
dispuesto de la forma general, y pueden pasar por alto la necesidad de reagrupar las
incognitas en un mismo lado, procediendo directamente con el método sin haber
organizado previamente el sistema.

En esta sesion es donde se espera que el alumnado tenga més dudas con respecto al
método que se va a trabajar de resolucion de sistemas, tanto por comprender el método
como por ejecutarlo. Esto se debe a que el alumnado suele encontrar dificultad con el
método de reduccion para identificar qué coeficientes buscamos. En ocasiones optan por
multiplicar los coeficientes, sin buscar cudl es el minimo comin multiplo, que puede
ayudarles a simplificar los calculos. Es muy habitual que los alumnos cometan errores de
tipo aritmético en este método en particular (Diaz, 2016).

Asimismo, entre estas dificultades se espera que en alglin momento solo multipliquen
las incognitas, ignorando el término independiente, de la siguiente manera:

x—3y=4 =>2x—-6y=4

En esta sesion es de gran importancia la institucionalizacion por parte del docente
sobre el método, para que los alumnos comprendan en profundidad cuél es el objetivo del
método, y no confundan la suma o resta de ecuaciones.
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SESION 7. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Competencias especificas | CE.M.1, CE.M.4, CE.M.8.

Criterios de evaluacion 1.1,1.2,1.3,4.2, 8.1.

Objetivos de la sesion -Trabajar con sistemas que no vengan dados en su forma
general.

-Resolver problemas mediante sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.2, TC.2.3, TC.2.4, TC.2.5, TC.2.8,
tecnologias empleadas TC.2.10. TG.1.2, TG.2.2.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1. jUn mago ha realizado un hechizo sobre nuestros sistemas! Pero algo no encaja...
Parece que estas ecuaciones estan disfrazadas, como si ocultaran su verdadera forma.
Con inteligencia y astucia, debéis encontrar la solucion de estos sistemas.

) {3x—2(y—1)=y—x+1
a 2x—-y=x+y-—9

{ Sxfy =2x+5

32x+1)—4y=4(1-2y)+8

2. Laedad de un padre es el doble de la del hijo. Hace 10 afios la edad del padre era el
triple de la del hijo. Halla sus edades.

3. Mateo y Natalia han conseguido 48 puntos entre los dos en el ultimo partido. Si
hubieran anotado 6 puntos mas cada uno, Natalia habria conseguido 5 veces los
puntos de Andrés. ;jcuantos puntos ha conseguido cada uno?

4. Quieren construir una piscina en el instituto. Encuentra de cuanto tienen que ser los
lados si su perimetro quieren que sea de 60 metros y la longitud debe ser el doble que
la anchura. Dibujad la piscina resultante.

ORGANIZACION DE LA SESION

Para esta sesion se sigue una metodologia basada en el trabajo en grupos reducidos, en
linea con las Thinking Classrooms (Liljedahl, 2020). El objetivo es fomentar la
autonomia, el razonamiento y la colaboracion entre el alumnado, partiendo de tareas con
suelo bajo y techo alto, para que todos los alumnos puedan participar en la resolucion de
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las tareas. Se pretende trabajar con sistemas que no vengan dados en su forma general,
dejando al alumno razonar cuales han de ser los pasos previos a la resoluciéon con
cualquiera de los métodos vistos. Asimismo, se realizan problemas con el objetivo de
profundizar en todos los conceptos vistos a lo largo de la unidad.

Inicio de la sesion. En los primeros 5°, el docente presenta la dindmica de trabajo y
recuerda brevemente todos los métodos y conceptos vistos en las sesiones anteriores para
poder abordar problemas con sistemas de ecuaciones. El alumnado se organiza en grupos
de tres personas, para promover la interaccion entre distintos companeros y el intercambio
de ideas. En la linea de las Thinking classrooms, se trabajara en pizarras verticales, lo que
permite a los estudiantes mantenerse activos, visualizar mejor los procedimientos y
colaborar de forma mas dindmica y eficiente en la resolucion de los problemas.

Desarrollo de la sesion.

Se entrega una ficha a cada grupo donde se proponen varios problemas que deben
resolverse utilizando un sistema de ecuaciones. Se destinan 35° para que resuelvan las
tareas en grupo, haciendo hincapié¢ en que deben participar todos. No se especifica qué
método deben usa, para que el alumnado elija entre los métodos aprendidos (sustitucion,
igualacion o reduccion) en funcién de su criterio, lo que contribuye a desarrollar su
capacidad de decision matematica. Se pretende que los alumnos debatan entre ellos,
justifiquen sus pasos y utilicen GeoGebra para verificar las soluciones que obtienen.

Este uso de GeoGebra es especialmente interesante en la comprobacion de la
actividad 1, para que introduzcan tanto el sistema del enunciado, como el que han
obtenido, para observar que llegan a la misma solucion, es decir, son sistemas
equivalentes.

Cierre de la sesion. En los ultimos 10’ se realiza una puesta en comun. Los grupos
exponen en la pizarra sus resoluciones, y entre todos se corrigen y se comparan las
distintas estrategias, métodos y formas de representar la informacion. De esta manera, los
alumnos observan de manera critica estas diferencias en las resoluciones. Asimismo, el
docente expone de manera formal qué pasos se han de seguir cuando el sistema no viene
dado en su forma general.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION
Sistemas y soluciones de la actividad 1:

4x — 3y = —1
a){x Y

X —2y = —9 Solucion (5,7)

x—3y =10 (5 -5\ _
b) {6x 4 4y = 5 Solucion (3,5) = (25,-2.5)
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x =2y
x—10=3(y —10)
edad actual hijo. Solucion (40,20).

Actividad 2: { donde x = edad actual padre,y =

x+y=48
(x+6)-5=y+6
puntos Natalia. Solucion (4,44).

2x + 2y =50
x =2y

Actividad  3: { con x = puntos anotados por Mateo,y =

Actividad 4: { con x = largo piscina,y = ancho piscina.

Solucion (20,10).

Con respecto a la sesion, las principales dificultades se encuentran en la
reorganizacion de los sistemas para llegar a la forma general. Con respecto a las
ecuaciones en las que aparecen paréntesis, no se esperan dificultades al haber trabajado
con este tipo de expresiones algebraicas en la unidad anterior. Se puede esperar algin
error al operar con los signos en la propiedad distributiva de la forma —2(y — 1) =
—2y — 2. Aqui se pone de manifiesto la importancia de comprobar las soluciones, ya que

de esta manera les permite identificar que ha habido un error, y les orienta a encontrar
donde.

Asimismo, se pueden esperar fallos principalmente de célculo, especialmente en el
trabajo con fracciones, que suele generar mas fallos aritméticos entre los alumnos.

Con respecto a los problemas de enunciado verbal, se pueden esperar algunas
dificultades al plantear las ecuaciones a partir del texto, como malinterpretar “el doble
de” y multiplicar por dos la incognita erronea; o en “Hace 10 afios la edad del padre era
el triple de la del hijo” escribirlo como 3y — 10.

Todos estos errores de planteamiento y de calculo algebraico y aritmético se pueden
tratar con el andlisis y comprobacion de la validez de las soluciones que obtienen,
desarrollando su pensamiento matematico y logico a la hora de corregir posibles fallos.

Se espera que los alumnos empleen los métodos que encuentren mas sencillos, por
lo que se pide que traten de resolver los problemas aplicando diversos métodos de
resolucion, ya que el objetivo principal es repasar las distintas técnicas vistas a lo largo
de la unidad.

SESION 8. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Competencias especificas | CE.M.2, CE.M.3, CE.M.8.

Criterios de evaluacion 2.1,2.2,3.1,3.2,8.1
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Objetivos de la sesion -Resolver problemas mediante sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas.

Tipos de tareas, técnicasy | TT.2, TT.4. TC.2.1, TC.2.2, TC.2.3, TC.2.4, TC.2.5, TC.2.8,
tecnologias empleadas TC.2.10. TG.1.2, TG.2.2.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1. - *Plantea un problema que se resuelva mediante un sistema de ecuaciones lineales,
que tenga la siguiente solucion:

a) (274) b) (_193) C) (570)
- Resuelve el problema de tu compaiiero.
- Corrige los posibles errores en la resolucion de tu compaiiero.

2. Enuna balanza, el peso de uno de los platillos es igual a dos tercios del peso del otro
platillo. Si pasamos 70 gramos de uno a otro, la balanza esta en equilibro. ;Cuantos
gramos habia inicialmente en cada platillo?

3. Laedad de Marta hace 2 afios es igual a la de su prima Carla dentro de 3 afios. Dentro
de 2 afios Carla tendra la mitad de los afios que Marta. ;Qué edades tienen ahora cada
una?

*En la actividad 1 cada miembro del grupo recibird una solucion, y el resto de los
compafieros no sabran si es correcta hasta el final de la actividad.

ORGANIZACION DE LA SESION

Esta sesion pretende ir en la misma linea de la anterior, siguiendo una metodologia de las
Thinking Classrooms (Liljedahl, 2020). De esta manera, se pretende continuar con la
labor de repaso de los conceptos de la unidad a través de la resolucion de problemas y un
problem posing en el que los alumnos llevan a cabo un aprendizaje més significativo, ya
que tienen libertad para contextualizar el problema en sus gustos e intereses.

Inicio de la sesién. Al igual que en la sesion anterior, en los primeros 5’ el docente
recuerda la dindmica de trabajo y los métodos y conceptos vistos en la unidad para poder
llevar a cabo las actividades. El alumnado se organiza en grupos de tres personas, para
promover la interaccion entre distintos companeros y el intercambio de ideas, y se sigue
trabajando con las pizarras verticales para que los estudiantes se mantengan activos,
visualicen mejor los procedimientos y colaboren de forma més dindmica y eficiente en la
resolucion de los problemas.

Desarrollo de la sesion
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Se comienza por una actividad de problem posing, donde cada miembro del grupo debe
crear su propio problema en 5’ en un folio. Seguidamente, se destinan 10’ a que cada
miembro del grupo realice el problema de su compafero en las pizarras verticales.
Finalmente, un tercer miembro en 5’ se encarga de corregir el problema. Esta dinamica
favorece no solo la aplicacion del conocimiento, sino también la revision critica de
soluciones ajenas y la expresion clara de ideas matematicas.

Seguidamente, se dejan 15’ para la resolucién de dos problemas para continuar
trabajando la técnica a través de diferentes contextos. Durante la resolucion, el docente
observa los trabajos de los distintos grupos, atendiendo a la participacion de todos y
resolviendo cualquier posible duda.

Cierre de la sesion. Los ultimos 10’ se destinan a la puesta en comun del trabajo de la
sesion. Se recogen ejemplos de problemas creados por los propios alumnos y se comentan
errores frecuentes detectados durante la correccion entre grupos. También se exponen las
resoluciones de los problemas planteados al igual que en la sesion anterior, dejando que
los grupos se paseen observando las diferentes maneras que pueden surgir al resolver un
problema.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION

Con respecto a la actividad de problem posing, se espera que los alumnos intenten
plantear problemas contextualizados similares a los trabajados a lo largo de la unidad. Es
posible que surjan algunas dificultades relacionadas con la coherencia entre el enunciado
y la solucion que se indica en el enunciado, especialmente en los casos en los que la
solucion contiene valores que pueden resultar problematicos en ciertos contextos. Por
ejemplo, en la solucion b) aparece un niimero negativo, lo que puede dificultar su
interpretacion si se plantea un problema de edades o cantidades fisicas. Del mismo modo,
en la solucion c) se pide y = 0, y puede suponer un reto para algunos estudiantes a la hora
de contextualizarlo de manera realista.

Entre los errores que se prevé que puedan aparecer destacan principalmente los
errores de célculo, que pueden estar relacionados con el método de resolucion que el
alumnado haya elegido, asi como no comprobar la solucion obtenida. En cuanto a la tarea
de correccion de los problemas planteados por sus compaifieros, es esperable que, en caso
de detectar un fallo, algunos estudiantes se limiten a tacharlo sin explicar ni justificar el
error encontrado, sin mostrar ninguna argumentacion matematica.

Para evitar estos errores destaca la labor del docente, que durante la sesion va
pasando y observando el trabajo de los alumnos, ofreciendo cualquier feedback que sea
conveniente.

Con respecto a los problemas que deben resolver, se espera que algun grupo
comience a resolverlos sin organizar previamente la informacion que ofrece el problema,
lo que puede derivar en un mal planteamiento del sistema. Por ejemplo, en la actividad 2,
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encontramos un platillo en la balanza que es dos tercios del peso del otro platillo, y se
puede encontrar error en a qué incognita le asignan ese g O en la actividad de las edades,

que no realicen la tabla para identificar mejor la informacion.

Los planteamientos y soluciones de los dos problemas son:

siendo x = peso del platillo ligero,

_2
Actividad  2: { =3y y =

x+70=y—-70
peso del platillo pesado. La solucion es x = 280,y = 420.

xX—2=y+3

y+2= %(x +2) siendo

Actividad  3: { x = edad actual de Marta,y =

edad actual de Carla. La solucién es x = 8,y = 3.

6. Evaluacion

La evaluacion del proceso de ensefianza-aprendizaje que surge de esta propuesta didactica
es continua, formativa e integradora, de acuerdo con la normativa vigente. Por ello, el
proceso de evaluacion tiene lugar a lo largo de todas las sesiones descritas anteriormente,
estudiando la evoluciéon del alumnado a lo largo de la propuesta, hasta una evaluacion
final, donde se recoge informacion sobre el grado de consecucion de los objetivos de
aprendizaje y el desarrollo competencial del alumnado. Para esta evaluacion, a lo largo
de las sesiones se obtiene informaciéon mediante distintos instrumentos, que
principalmente son la recogida de las fichas del trabajo realizado por los alumnos, asi

como las producciones digitales en las sesiones donde se trabaje con Desmos 0 GeoGebra.

A continuacion, se presenta la Tabla 6.1 donde se recogen los criterios de evaluacion
presentes en cada sesion, y las actividades a las que corresponden.

Criterios de evaluacion asociados a las competencias
CEM.1 CEM.2 CE.M.3 CEM.4 CEM.8 | CEM.10
1.1 1.2 | 2.1 | 22 3.1 32 | 33 | 41 | 42 8.1 10.1 | 10.2
S1. Actividad 1 v v v v
S1. Actividad 2 v v v
S1. Actividad 3 v v v v v v
S2. Actividad 1 v v v v v
S2. Actividad 2 v v v v
S3. Actividad 1 v v v v v v
S3. Actividad 2 v v v v v
S4. Actividad 1 v v v v v v
S4. Actividad 2 v v v v v v
S4. Actividad 3 v v v v v v
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S5. Actividad 1 v v v v v
S5. Actividad 2 v v v
S5. Actividad 3 v v v v
S5. Actividad 4 v v v v
S6. Actividad 1 v v v v v
S6. Actividad 2 v v v v
S6. Actividad 3 v v v v
S7. Actividades v v v v v
S8. Actividad 1 v v v v v v
S8. Actividad 2,3 v v v v v

Tabla 6.1 Evaluacion de la propuesta.

Las competencias especificas que se evaluan a lo largo de la propuesta corresponden
a las principales competencias que se movilizan mediante el trabajo de sistemas de
ecuaciones lineales, aunque, como se ha mencionado previamente, de manera indirecta
se trabajan todas las competencias especificas que menciona el curriculo de Aragén. Estas
competencias que se han seleccionado, junto con los criterios de evaluacion, se relacionan
principalmente con la interpretacion de los problemas, asi como el uso de las herramientas
apropiadas en su resolucion, la comprobacioén e interpretacion de la validez de las
soluciones, la formulacion de conjeturas y aplicacion del conocimiento matematico para
validarlas, el uso del pensamiento computacional para el reconocimiento de patrones y
modelizacion de situaciones, y finalmente, la comunicacion de los argumentos mediante
el lenguaje matematico apropiado. Para cada criterio se van a establecer tres grados de
consecucion (bajo, intermedio y alto), que describen qué se espera del alumnado con
respecto a dicho criterio y permiten identificar el nivel de logro del alumnado. Todos
estos criterios con sus niveles se recogen en una rubrica expuesta en Anexo IV.

Ademas, en todas las sesiones se evalua la competencia especifica CE.M.10.
relacionada con el trabajo en distintos grupos que se ha ido haciendo a lo largo de la
propuesta, de manera que se dé importancia al desarrollo de habilidades sociales mediante
estrategias que incluyan la conversacion, el razonamiento y el respeto entre iguales. Por
ello, en la tabla aparecen los criterios 10.1 y 10.2, que se evaluaran mediante una rabrica
de observacion directa de la accion de los alumnos en el aula. Esta rbrica se encuentra
en el Anexo V.

En una ultima sesiéon 9 de la propuesta se ha optado por realizar una prueba
individual, que se encuentra en el subapartado siguiente, en la que se trabajan todas las
competencias especificas, y que actia como evaluacion final de la unidad. Esta prueba
tiene como objetivo principal valorar el progreso alcanzado por los alumnos tras la
unidad, asi como analizar su situacion dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje. De
esta manera, se comprueba en qué medida los estudiantes han adquirido los contenidos y
competencias trabajadas a lo largo de la propuesta. Se realiza de manera individual para
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identificar los puntos fuertes y/o posibles dificultades o aspectos que requieran refuerzo.
Esta evaluacion también sirve para reflexionar sobre la efectividad de la propuesta
didactica, identificando sus fortalezas y areas de mejora, asi como valorar el impacto real
que ha tenido su aplicacion en el aula sobre el aprendizaje y la participacion del alumnado.

Esta ultima prueba de evaluacion se evalta en torno a una rubrica (mostrada en
Anexo VI), donde se analiza el desempeiio del alumnado con las tareas, técnicas y
tecnologias trabajadas.

En el caso de que se quisiera calificar al alumnado tras la propuesta, se sugiere que
se divida la nota en un 40% destinado al trabajo durante las sesiones, en el que se valore
el trabajo en equipo, asi como la participacion y el interés del alumnado; y un 60% para
la prueba final. Esta division de porcentajes se debe a que el objetivo principal de la
propuesta no es Unicamente la adquisicion de contenidos, sino también el desarrollo de
habilidades como la cooperacion, la comunicacion matematica y la toma de decisiones en
grupo, aspectos que se fomentan especialmente a lo largo de las sesiones. Para ello, se
plantea una evaluacioén continua en la que, en cada sesion, el alumnado pueda obtener
hasta 5 puntos. Esta puntuacion se otorgaréd en funcion de su implicacion en la tarea, su
actitud ante el trabajo compartido y, sobre todo, del andlisis del grado en que se han
alcanzado los criterios de evaluacion que se movilizan en dicha sesion. Para la asignacion
de puntos por sesion ello, se utilizardn tanto la ribrica basada en los criterios de
evaluacion del curriculo Anexo IV como la ribrica de observacion directa del trabajo en
el aula Anexo V, que permiten recoger informacion cualitativa y cuantitativa sobre el
proceso de aprendizaje desde una perspectiva competencial.

6.1. Prueba de evaluaciéon

A continuacion, se expone la informacion sobre una sesion 9 de esta propuesta, en la que
se lleva a cabo una prueba de evaluacion, donde el objetivo es obtener informacion de los
conocimientos del alumnado tras el desarrollo de la unidad y se pretenden evaluar los
conocimientos adquiridos durante el desarrollo de la propuesta. En la prueba se trabajaran
todas las competencias especificas desarrolladas en la unidad.

ACTIVIDADES DE LA SESION

1. Realiza la actividad en GeoGebra.
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Modifica los coeficientes de la recta -2 x + 2 y = 2 (verde), o
para que junto con la 2x - 5y = 3 (azul) formen un sistema: 31

a) Compatible determinado. @
b) Compatible indeterminado.

¢) Incompatible. | o
Razona el por qué de tus respuestas.

En caso de ser posible, da la solucién del sistema.

=2x+2y=2

2x -5y=3

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6

SOLUCIONES
a)
b)

Ecuacion2 | 0

Resuelve cada uno de los siguientes problemas aplicando un método distinto.

2. Un comerciante tiene a la venta 50 pares de zapatillas deportivas, a 40 € el par. Cuando

ha vendido unos cuantos, los rebaja a 30 € el par, continuando la venta hasta que se
agotan. Si la recaudacion ha sido de 1.620 €. ;Cuantos pares de cada uno vendi6?

Ademas de las zapatillas, el comerciante vende calcetines. Por la mafiana los vende a
10 € cada par y por la tarde a 5 € cada par hasta que se agotan, recaudando un total de
35 €. ;Cuantos calcetines tenia?

Los alumnos de 2° de ESO quieren hacer una fiesta sorpresa a sus profesores. Si cada
uno pone 5€, sobran 3€ para pagar la decoracion. Sin embargo, si cada uno aporta 4€,
les faltan 7 € para cubrir el coste total. ;Cuantos compaiieros participan en la
organizacion? ;Cual es el coste total de la decoracion?

Tres amigas se han apuntado a un curso de pintura, donde pintan dos tipos de cuadros:
paisajes y retratos. Cada una ha pintado un niimero distinto de cuadros, y han anotado
el tiempo que han invertido en una semana.

Amiga | Paisajes pintados | Retratos pintados | Tiempo total invertido (horas)
Paula 3 2 13

Inés 6 5 28

Cris 4 3 18

Sabiendo que cada tipo de cuadro requiere un tiempo fijo por unidad, responde a las
siguientes preguntas:

- (Cuanto se tarda en pintar cada tipo de cuadro?

- (Es necesario utilizar los datos de las tres amigas para resolver el sistema y encontrar
el tiempo que tarda en pintar cada tipo de cuadro? Justifica tu respuesta.
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- ;Cuanto tiempo tardaria en pintar 2 paisajes y 7 retratos?

- José ha dicho que ¢l ha trabajado 32 horas y ha pintado 4 paisajes y 6 retratos. ;Dice
la verdad?
—x+3y=4
5. Inventa un problema que se resuelva mediante el siguiente sistema: { £ y=8"
2

Resuélvelo. Obtén un sistema equivalente, indicando como lo consigues.

ORGANIZACION DE LA SESION

Esta sesion al tratarse de una prueba de evaluacion final, los 50’ se destinan enteramente
a la resolucion de los distintos problemas de la prueba, distribuidos en el tiempo seglin la
consideracion de cada alumno.

ANALISIS PREVIO DE LA SESION
La resolucion de la prueba final se encuentra en el apartado de Anexo I1I.

Para esta sesion no se esperan grandes dificultades por parte del alumnado, al tratarse
de problemas como los que se han estado trabajando a lo largo de la unidad. La mayor
parte de los errores se esperan en errores aritméticos, o al encontrar problemas sin
solucion o con infinitas soluciones. Es decir, errores que han ido apareciendo a lo largo
de la unidad, o despistes del alumnado.

Algunos de los problemas contienen preguntas de reflexion, para observar el
pensamiento critico y la argumentacion matematica de los alumnos, aspectos clave en su
desarrollo. En la segunda actividad, se plantea una pregunta donde se trabaja con una
ecuacion lineal con dos incdgnitas, y se espera que el alumnado dé mas de una solucion,
empleando una tabla de valores. La tercera actividad es un problema como los trabajados
en clase; mientras que la cuarta requiere que los alumnos argumenten por qué solo se
necesitan 2 ecuaciones, ademas de que comprueben posibles soluciones, para lo cual no
se esperan dificultades. En la quinta actividad es donde se esperan més errores, ya que
algunos alumnos pueden comenzar a plantear el enunciado sin comprobar antes que la
solucion del sistema se ajusta al contexto que van a utilizar.

7. Conclusiones

Para finalizar este documento, se exponen unas conclusiones a raiz del trabajo elaborado.

En esta memoria se ha disefiado una propuesta didactica que pretende ofrecer
aspectos novedosos tras el estudio de la situacion del objeto matematico en la actualidad,
teniendo en cuenta tanto los errores habituales del alumnado como las estrategias
didacticas que han demostrados ser beneficiosas y eficaces en su aprendizaje, segin los
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diversos articulos analizados. Asi, se plantea una secuencia didactica centrada en el
aprendizaje por descubrimiento y en la resolucion de problemas, con el objetivo de que
los alumnos desarrollen su autonomia en el aprendizaje.

También destaca el uso de distintas herramientas digitales como Desmos y
GeoGebra, que resultan motivadoras para el alumnado y les ayudan a comprender mejor
los conceptos trabajados, favoreciendo asi un aprendizaje mas profundo y significativo.
Asimismo, otro de los elementos innovadores que destacan en esta propuesta es la
contextualizacion de los problemas en situaciones cercanas a la realidad del alumnado, lo
que ayuda a que perciban las matematicas como una herramienta util y cercana a su dia a
dia.

Estos aspectos novedosos se presentan como los principales puntos fuertes de la
propuesta, aunque es preciso destacar un punto débil que se ha encontrado en el trabajo:
la falta de implementacion del disefio en el aula. Esto afecta al desconocer la actuacion
de los estudiantes frente a las actividades planteadas, informacion que resulta util en la
posible adaptacion de esta misma. La puesta en practica permitiria valorar la viabilidad
de las tareas, la secuenciacion de la propuesta y el grado de consecucion de los objetivos
planteados, asi como recoger impresiones de los alumnos para mejorar la propuesta. Por
ello, se especifica que la propuesta se plantea como un posible esquema que ha de ser
ajustado al grupo clase con el que se trabaje.

Como futura docente, tengo la intencion de poner en practica esta propuesta en el
aula para el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,
continuando el desarrollo y mejora de la unidad a partir de la experiencia y necesidades
que surjan del alumnado. Espero que este trabajo no solo haya contribuido a mi formacién
profesional, sino que también pueda servir de referencia para otros docentes interesados
en innovar en su practica educativa dentro del &mbito de las matematicas.
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Anexos

Anexo [. Explicacion de los métodos algebraicos de resolucion
Método de sustitucion

Se despeja una incognita de una de las dos ecuaciones y a continuacion se sustituye en la
otra ecuacion. Con esto lo que se consigue es obtener una ecuacidon con una Unica
incognita y asi hallar su valor. Por ultimo, ese valor obtenido se vuelve a sustituir en la
primera y se obtiene el valor de la otra incdgnita.

Ejemplo resuelto:

{x+y=5
2x —y=4

Tratamos de despejar la incognita que tenga como coeficiente 1 o -1 en caso de ser
posible. En este caso despejamos la incdgnita x de la primera ecuacion:
x+y=5=>x=5-y

Seguidamente, se sustituye esta expresion algebraica para x en la otra ecuacion, en este
caso en la segunda:

6
2-(5—y)—y:4:>10—2y—y:4:>10—4:3y:>6:3y:>§:y:>2:y
Una vez obtenido el valor de esta incognita y = 2, pasamos a sustituir en la ecuacion que
hemos despejado inicialmente: x =5—y 2> x=5—-2 = x = 3.

Por lo tanto, la solucion del sistemaes: x = 3,y = 2.

Método de igualacion

Se despejan las mismas incognitas en las dos ecuaciones del sistema y una vez estén
despejadas, se igualan. De esta manera, obtenemos una ecuacion de primer grado con una
incognita y se obtiene una solucion. Finalmente, basta con sustituir ese valor en una de
las ecuaciones iniciales.

Ejemplo resuelto:
{ 3x+y=2
—2x+3y=-5
Elegimos una de las dos incognitas y la despejamos de las dos ecuaciones, en este caso
por ejemplo la incognita y:
Ecuacion 1: y = 2 — 3x

—5+2x
3

Ecuacion 2: 3y = -5+ 2x >y =

—5+2x

Igualamos estas dos expresiones algebraicas: 2 — 3x =
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Resolvemos la ecuacion que obtenemos:

—5+2x

2—3x = 26—-9x=-542x 264+5=2x4+9x =211 =11lx=2>x=1.

Ahora se sustituye este valor en cualquiera de las dos expresiones algebraicas obtenidas
de despejar la incognita y. Por ejemplo, y =2—-3x =2 y=2-3-1=>y=-1

Por lo tanto, la soluciones x = 1,y = —1.

Método de reduccion

Se selecciona una incognita para hacer que sus coeficientes en ambas ecuaciones sean
opuestos. Asi, ambas ecuaciones se pueden sumar y obtenemos una ecuacion de primer
grado. Una vez resuelto, se obtiene un valor y se sustituye en cualquiera de las ecuaciones
iniciales del sistema y se obtiene el otro valor.

Ejemplo resuelto:

{4x+3y=18
5x—6y=3

Vamos a operar para eliminar la incognita y, ya que para esta incognita ya tenemos los
signos opuestos, por lo que solo es preciso operar para obtener el mismo coeficiente (en
valor absoluto). Para encontrar el valor que buscamos en los coeficientes de la variable
que vamos a eliminar, se puede proceder con m.c.m.(3,6) = 6.

{4x+3y=18 1%ec -2 {8x+6y=36
5x—6y=3 5x —6y =3

De esta manera, sumamos y obtenemos la ecuacion: 13x = 39. Resolviendo obtenemos
x = 3.

Sustituimos este valor en cualquiera de las dos ecuaciones del sistema y obtenemos el
valor de la segunda incognita. Por ejemplo: 4-3+ 3y =18=>3y=18— 12>y = 2.

Asi, la solucion del sistemaes x = 3,y = 2.
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Anexo II. Capturas del Applet de Desmos Sesion 3

de la pagina

"
*u

Repaso de ecuaciones con dos incégnitas

A

o

éSolucién de ambas?

En la sesién anterior vimos que una manera de obtener la solucién de

las dos ecuaciones a la vez era mediante tablas de valores. Se te
ocurre alguna otra manera de saber si hay alguna pareja de nameros
(x, ¥) que sea solucién de ambas ecuaciones a la vez?

de la pagina

< ldelé

Atentos al grafico. Podemos observar puntos de la recta, que
tienen dos coordenadas, una x (horizontal) y una y (vertical).
<Qué caracteristica tienen todos ellos? {Encuentras algo que
sea comUn a todos? ¢Se puede expresar de alguna manera?

| < ‘ 5dels

<

6del6

Vamos a verlo con la representacién de todos los puntos que

En rojo estan todos los puntos que son soluciénde y =x + 5.
En azul puedes ver todos los puntos que son solucién de

<£Qué observas en el grafico? éCémo te ayuda esto a responder

L2
Una pista

8
son solucién de esas ecuaciones.
y=—2x-1.

.2,3.8) ala pregunta anterior?
-8
-4
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Inventa un sistema sin solucién

& K

IS

Ahora es tu turno. Escribe aqui debajo (en la
linea 3 y en la linea 4) dos ecuaciones que no
tengan ninguna solucién en comun pero
distintas a las que has visto.

Sabras que es un sistema sin solucién si
ambas ecuaciones corresponden a rectas
paraleles. Sé original y trata de inventar
ecuaciones que nadie mas escribiria.

Sistemas con mas de una solucién

&
o

& — | 5

Fijate en las expresiones de las rectas

x+y=2 \

Jx+3y=6 10 ) 0 5 o

B2

¢ Qué relacién tienen estas ecuaciones?

@«

Conclusién

Como ves, hay tres posiblidades:

-Si las rectas son paralelas, no es posible que haya un punto
(solucién) comun a ambas. Este sistema se llama SISTEMA
INCOMPATIBLE.

-Si las rectas se cortan, se cortaran solo en un punto, no hay
mas posibilidades. Es la solucién del sistema. Este sistema se
llama SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO.

-Por ultimo, lo que también puede pasar es que en realidad sean
la misma recta y estén superpuestas: todos los puntos de la
primera pertenecen a la segunda, con lo cual las soluciones de
Sin solucién Infinitas soluciones una de las ecuaciones también lo son de la otra. Tendremos por
tanto infinitas soluciones. Este sistema se llama SISTEMA
COMPATIBLE INDETERMINADO.

Solucién Gnica

Anexo III. Soluciones de los problemas de la prueba final

Actividad 1. GeoGebra (se muestra una solucion para cada apartado, pero no es la Gnica
solucion)
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Modifica los coeficientes de la recta 4 x - 10 y = -2 (verde), ©
para que junto con la 2x - 5y = 3 (azul) formen un sistema: 3
a) Compatible determinado. o
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible. o]
Razona el por qué de tus respuestas.

En caso de ser posible, da la solucidn del sistema.

4x-10y=-2

2x-5y=3

7 6 - a 3 2 -1 0 / 2 3 4 5

SOLUCIONES

a)a=-4, b=2, c=2. Solucién (-1,-1)
b)a=4, b=-10, c=6

c)a=4, b=-10, c=-2

Ecuacion2

Para argumentar las soluciones, en el apartado a) basta con indicar que se obtienen dos
rectas secantes al no presentar ningun tipo de proporcionalidad en los coeficientes, y la
solucion es el punto de corte de ellas. En el apartado b) se tiene que los nuevos
coeficientes y el término independiente son multiplos de 2 de los de la ecuacion 2,
obteniendo de esta manera ecuaciones equivalentes (coincidentes), por tanto, el sistema
tiene infinitas soluciones. Para el ultimo apartado, solo son proporcionales los
coeficientes de las variables, no el término independiente, por lo tanto, se obtienen rectas
paralelas y el sistema no tiene solucion.

Para todos los problemas se muestra una posible resolucion, sin ser la inica, ya que podria
cambiar el orden de las variables o el método con el que se resuelva.

Actividad 2.
x+y=50 . Y : : . .
{40x +30y = 1620 siendo x = n?de zapatillas vendidas sin rebaja,y =

n? de zapatillas vendidas con rebaja.

Para este método conviene obtener una ecuacion equivalente de la segunda ecuacion,
dividiendo a ambos lados de la igualdad por 10. 4x + 3y = 162

x+y=>50
4x + 3y =162’
de sustitucion. De la primera ecuacion despejamos la incognita x: x = 50 — y.

De esta manera tenemos el sistema: { para el que se va a usar el método

Sustituyendo en la segunda ecuacion, obtenemos: 4 - (50 —y) + 3y = 162 = 200 —
4y +3y =162 = 200— 162 =38 =y.

Volviendo a donde hemos despejado la incognita x: x = 50 — 38 = 12.

Por lo tanto, se han vendido 12 zapatillas sin rebaja y 38 con rebaja.
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Con respecto a los calcetines se plantea la ecuacion 10x + 5y = 35, siendo x =
n? de pares que vende sin rebaja,y = n? de pares que vende con rebaja.

Como no tenemos mas datos, hacemos una tabla de valores para estudiar los casos
posibles del numero de calcetines que podria tener.

X 0 1 2 3
y 7 5 3 1
Ya no habria mas combinaciones, porque a partir de x=4, se obtienen valores negativos,

lo cual no es posible en este contexto.

Actividad 3
Si x = n2 alumnos que participa en la fiesta,y = precio decoracion, obtenemos
el sistema:
{Sx =y+3
4x =y —7

Para resolver este problema, procedemos por el método de igualacion, despejando la
incognita x.

. .y +3 -7
En la primera ecuacién:x = yT En la segunda: x = yT

Iualamos:y—+3=y—_7=>4-( +3)=5:-(y—7) >4y +12=5y—35
g s 2 y

Resolvemos la ecuacion: 35+ 12 =5y —4y =47 =y

. ) 47-7 _ 40
Sustituyendo este valor en una de las expresiones para x obtenemos: x = — = i

4
10.

Por lo tanto, participan 10 alumnos y la decoracion cuesta 47€.

Actividad 4

Tomamos a las dos primeras amigas para hacer el sistema ya que, respondiendo a la
segunda cuestion, solo son necesarias dos ecuaciones para resolver un sistema con dos
incognitas.

Si x = horas en pintar un paisaje,y = horas en pintar un retrato, el sistema que
obtenemos es:

{3x+2y=13
6x + 5y = 28

Elegimos, por ejemplo, el método de reduccion. Multiplicamos la 1° ecuacién por -2 y
obtenemos:
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{—6x — 4y =-26
6x + 5y = 28

Sumamos las ecuaciones, obteniendo: y = 2.

Sustituyendo este valor en cualquiera de las dos ecuaciones del sistema se tiene: 3x + 2 -
2=13 23x=13-4 =x=3.

Por tanto, se tardan 3 horas en pintar un paisaje y 2 horas en pintar un retrato.

Para la tercera pregunta: ;Cuanto tiempo tardaria en pintar 2 paisajes y 7 retratos?
Setiene: 3x + 2y = n2 de horas con x = paisajes pintados,y = retratos pintados
3:2+4+2-7=6+ 14 = 20 horas.

Con respecto a la ultima pregunta, se sustituye en la ecuacion anterior y se comprueba si
es solucion el par (4,6):

3:4+2-6=12+ 12 = 24 horas, que no son 36 como afirma José, por lo tanto estd

mintiendo.
Actividad 5.

' ‘ ' —x+3y=4%
Un posible enunciado para el sistema { % x+y=8 es:

En un huerto, se recogen tomates y pimientos. Un dia se recogen los alimentos, pero solo
se sabe que la diferencia entre 3 veces la cantidad de kilos tomates menos la cantidad de
kilos pimientos es 4 kilogramos, y si se hubiera cogido la mitad de los kilos de pimientos
y la misma cantidad de tomates, hubiésemos recogido 4 kilogramos.

Para resolverlo, llamamos x a los kilos de pimientos e y a los kilos de tomate recogidos
usando el método de reduccion, por el que se multiplica la ecuacion dos por 2, obteniendo:
{—x +3y=4

x+2y =16 y sumando las ecuaciones obtenemos: 5y = 20, luego y = 4.

Sustituyendo este valor en la primera ecuacion tenemos: —x +3-4 =4 = 12 -4 =
x =>x=8.

Por lo tanto, la solucion del enunciado es que se recogieron 8 kilos de pimientos , y 4
kilos de tomates.

Para obtener un sistema equivalente, basta multiplicar una de las dos ecuaciones por dos,
—x+3y=4

como hemos hecho en el método de reduccion: {x +2y= 16"
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Anexo IV. Rubrica para los criterios de evaluacion

Criterio

Nivel Bajo

Nivel Intermedio

Nivel Alto

1.1. Interpretar
problemas
organizando datos

No identifica
correctamente los
datos ni entiende

Organiza
parcialmente los
datos y entiende de

Organiza con claridad
los datos relevantes y
comprende

herramientas y
estrategias
apropiadas para
resolver el sistema

incorrecto o lo
abandona sin
llegar a una
solucion.

adecuado, pero con
errores en el
procedimiento o
los célculos.

y comprendiendo | la pregunta del forma general la completamente la

la pregunta problema. pregunta, aunque situacion y lo que se le
con imprecisiones. | pregunta.

1.2. Aplicar Aplica un método | Aplica un método | Escoge y aplica

correctamente un
método eficaz
(igualacion,
reduccion, sustitucion,
tabla, etc.) y llega a la
solucion de manera
justificada.

2.1. Comprobar la
correccion
matematica de la
solucion

No comprueba si
la solucion
obtenida es
correcta.

Intenta comprobar
la solucién, pero
con errores o de
forma incompleta.

Sustituye
correctamente las
soluciones en el
sistema y comprueba
con éxito su validez
matematica.

2.2. Evaluar la
coherencia de la
solucion en su

No relaciona la
solucion con el
contexto o

Interpreta la
solucion con cierta
coherencia, pero

Evalta la solucion
dentro del contexto
planteado, justificando

contexto plantea respuestas | sin justificar su validez con sentido
incoherentes. plenamente. comun.
3.1. Formular y No plantea Propone alguna Plantea conjeturas

variantes de un
problema

nuevas versiones
del problema.

variante
modificando algiin
dato, pero sin
analizar las

consecuencias.

comprobar ninguna conjetura | conjetura con relevantes y las

conjeturas o lo hace sin base | cierta justificaciéon. | comprueba usando

sencillas logica. patrones o relaciones
entre datos.

3.2. Plantear No plantea Propone una Propone variantes del

problema modificando
condiciones y anticipa
cémo cambiaria la
solucion.
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3.3. Uso de No utiliza Usa una Integra

herramientas herramientas herramienta digital | adecuadamente

tecnologicas digitales o las usa | de forma basica herramientas

(GeoGebra o de forma para resolver o tecnologicas para

Desmos) incorrecta. representar el representar, explorar o

sistema. resolver el sistema y

comprobar conjeturas.

4.1. Pensamiento | Tiene dificultades | Descompone Organiza los datos de

computacional:
descomponer y
organizar datos

para organizar los
datos y el
problema.

parcialmente el
problema e
identifica algunos

forma eficaz, detecta
patrones relevantes y
estructura el problema

patrones. para facilitar su
resolucion.
4.2. Modelizacion | No consigue Modeliza el Modeliza
e interpretacion de | modelizar el problema correctamente el
algoritmos problema con un | parcialmente, problema con un
sistema de aunque con errores | sistema y lo resuelve
ecuaciones. de interpretacion o | eficazmente,
de estructura. justificando su
procedimiento.
8.1. Explica de forma | Comunica su Explica con claridad,
Comunicacion desorganizada, razonamiento de usa terminologia

oral, escrita y
digital del
razonamiento
matematico

con lenguaje poco
preciso o sin
justificar.

forma
comprensible,
aunque con
lenguaje o
justificaciones
mejorables.

matematica adecuada
y justifica sus
procedimientos y
conclusiones
oralmente, por escrito
y/o con medios
digitales.
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Anexo V. Rubrica de observacion directa para la evaluacion del alumnado

Indicador

Nivel Bajo

Nivel Intermedio

Nivel Alto

Participacion
activa en el grupo

Apenas participa o
se mantiene al
margen del trabajo
en grupo.

Participa de forma
puntual en las
tareas del grupo,
aunque a veces
necesita
recordatorios para

Participa
activamente en las
tareas del grupo,
propone ideas y
colabora de forma
constante y

implicarse. responsable.
Asuncion de roles | No asume un rol Acepta el rol Desempena su rol
y claro o evita asignado y cumple | con iniciativa, se
responsabilidades | responsabilidades. | con sus implica en las
dentro del equipo responsabilidades. | decisiones del grupo

y contribuye al buen
funcionamiento del

grupo.

Respeto hacia las
aportaciones y
emociones de los
compafieros

Interrumpe o
ignora las
opiniones de sus
compaferos;
muestra poca
empatia o respeto.

Escucha a los
demas y respeta sus
opiniones, aunque
a veces le cuesta
aceptar puntos de
vista diferentes.

Muestra empatia,
valora las
aportaciones ajenas
y contribuye a un
clima de respeto y
confianza dentro del

grupo.

Predisposicion y
actitud en el aula

Muestra desinterés
0 una actitud
negativa frente a
las actividades o el
trabajo en equipo.

Mantiene una
actitud
generalmente
positiva, aunque a
veces le cuesta
mantener la
motivacion o el
compromiso.

Se muestra
motivado, con
actitud abierta 'y
positiva ante el
trabajo en grupo y
las actividades del
aula.

Contribucion al
bienestar comtn y
a la creacion de
relaciones
saludables

Su actitud puede
dificultar el
bienestar del
grupo; no cuida
las relaciones ni el
ambiente de
trabajo.

Favorece un
ambiente adecuado
de trabajo, aunque
de forma algo
pasiva o sin
intervenir ante
conflictos o
dificultades.

Aporta activamente
al bienestar del
grupo, cuida las
relaciones
interpersonales y
ayuda a resolver
conflictos de forma
constructiva.
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Anexo VI. Rubrica de la prueba final de la sesion 9

Criterio

Nivel Bajo

Nivel Intermedio

Nivel Alto

Comprension
del concepto de
sistema

Presenta
dificultades para
identificar qué es un
sistema de
ecuaciones y su

finalidad.

Identifica
correctamente qué es
un sistema, pero
muestra cierta
confusion en
algunos aspectos.

Comprende claramente
qué es un sistema de
ecuaciones y su
proposito en la
resolucion de
problemas.

Resolucion y

Comete errores

Resuelve el sistema

Resuelve

de resultados

interpreta
incorrectamente la
solucion del
sistema.

correctamente la
solucion, pero con
falta de detalle o
explicacion.

calculo frecuentes en los correctamente, correctamente el
calculos y en el aunque con sistema sin errores,
proceso de pequeiios errores de | mostrando claridad y
resolucion. calculo o pasos precision en cada paso.
incompletos.
Razonamiento | No explica ni Ofrece una Explica con claridad y
y justificacion | justifica los pasos justificacion basica | rigor el procedimiento
realizados o sus de sus seguido, justificando
respuestas carecen | procedimientos, cada paso y resultado.
de sentido logico. aunque poco
detallada.
Interpretacion | No interpreta o Interpreta Interpreta y explica

correctamente la
solucidn, indicando su
significado en el
contexto del problema.

Resolucion de
problemas
aplicados

Tiene dificultades
para plantear y
resolver problemas
mediante sistemas
de ecuaciones.

Plantea y resuelve
problemas aplicados
con cierto acierto,
aunque con
imprecisiones o
errores.

Plantea y resuelve
problemas aplicados
correctamente,
demostrando buena
comprension y
habilidad para modelar
situaciones.

Presentacion y
claridad

Presenta un
desarrollo
desordenado y
dificil de seguir.

Presenta el trabajo
con cierta
organizacion,
aunque mejora
necesaria en la
claridad.

Presenta un desarrollo
claro, ordenado y
legible, facilitando la
comprension del
examen.
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