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FUNCIONES ELIPTIGAS 
POR D. L AURO CLaRIANA Y RrcART 

lhlodr•Lico do la Univorsida1 do Barcelona 

Con se r Lunlo3 len punlos ele visla que se couocen hoy para emprender el 
esludio de lus funci ones elípLicas, siendo alguno de ellos difíciles y expueslos 
á desconfianza por no jusLili ca r suücienlemen le los au lores sus principios, 
ca usa es sin duda de que permanezcan desgraciadamenle es los conocimientos 
boslanle desconocidos. 

Podríamos decir que en los ti empos acluales no Lanlo inleresa inventar 
como saber ordenar la mnleria cienlífica, á fin de vulgarizarla y hacerla agra-
dable, sobre Lodo en n ueslro país. 

Esle es el fin que nos ha impulsado á escribi r esle arlículo para que se 
vea que las consid13raciones de Briol y J ordan son las que procuran con wás 
rapidez y claridad el conocimiento de las funcione elípticas A, p., v, junto con 
sus propiedades. 

Empezaremos por el es ludio de las funciones de Jacobi. La función prin-
cipal es • 

7t = 00 

0(z)= 1; en.::+n•a. 
n=-XI 

El desarrollo de esta función puede expresarse por: 

• 

Sumando en forma de columnas, designando los coeficienles de z por p.1 , 

P., , p.3 • • • • • tendremos 

...... , 

fácilmente se comprende por el desarrollo que precede que 
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l-'-1 == i.J.a ·_ • , • , • • , == O , 
Luego 

de donde se deduce que 

0 ( - z) == 0 (z) , 

y por consiguiente que la función 0 es par . 
- La función 0 es simplemente periódica. 
En· efeclo, considerando enz--\- n•a, si cambiamos z, en z + 2 1r i, se obtiene 

luego 

de suerte que el período resul la ser .2 1r i. 
La función 0 permite escribir 

0 (z + .2 m a)== e-m (z + m a) 0 (z). 

Para probar esla igualdad empezaremos expresando la función 0 por: 

::;2 n == oo 

n = - oo 

Cambiando zen z + 2 m a se lie~e: 

_ ___!__(z+2m a )2 n "".'. oo 
0 (z+2ma)=:e la 1 

___!__ [,:; ..L 2 (n.J.. m)a]' e'- a • i 

n=-x 

::;2 11,= 00 == e - m (z + m a) e - 4 a 2 z: 1 
-;-- (,:; + '2 n' a) 2 

- m (z .J.. m a) D. ( ) e.,a =:e ' \":JZ . 
n=-oo 

Si m == 1, se deduce: 

-La función 0 se anula para lodos los valores de z comprendidos en la 
fórmula 

en la cual m y m', expresan números enteros cualesquiera: 
Sea 

::; 2 n =oo 

n=-oo n=-QO 

l ' - (z -'!na)• 
e.ía 
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y como consecuencia 

(1) 

Ahora bien, podemos escribir 

Tomando, pues, la diferencia ele los exponenles de (1), é igualándola á 
(2 n + 1) 1t , lendremos los va lores que red ucen á cero la función 0 (z). 

Así pues: 

Después de algunas simple.;; moclificacione.;;, se ob liene 

2n(z-m1 a)-m1 (z- m1 a)= (2n ¡ + -1) 1t i, 
ósea 

Para que se salisfoga esta iguale~~ baslará suponer 

m1=2m' +1 , 
ele donde 

z = (2 m' + 1) a+ (.2 m + 1) r. i, 

cuya fórmula es la que nos habíamos propuesto demosLrar. 
Nueva expresión de 0 (z). - -

21t z i . 1. 
TC W 7, 

Reemplazando z, por --- en (-) (z), supon1endo además 
l •l 

a= --, 
(!) 

resulla: 
1t r, 1t ~, i n= ::o 7t t 

(

Gl .) n = "' -{!n.::+n'ltl') - -- )~ -<z+nw•)' 
;<, 7t Z l o t,) l•l' W w' 0 - = 1 e ' ==e n = - oo e 

...... / 1, = -:l'J 
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Para mayor sencillez podemos suponer, como M. Briol, que cuando la fun-
ción 0 haga referencia á 2 

TC z i, se escriba sencillamen le 0 (z), • y bajo esle 
w . 

supuesto pueden admitirse las igualdades siguienles. 

lnTCi 
- -- ('!z+mw') 

0 (z+m w') = e w 0(z) 

1t i 
·- - (2z + w1) 

0 (z + w') = e w 0 (z) 

1 w w 
z = (2 m + 1) T + (2 m' + 1) T . 

FUNCIONES o . 

, Las cualro funciones O, o,, o,, 03 , que se consideran fundamcnlales y que 
se enlazan con 0, son las siguien les: 

O(z)=0(z+;) 

TC i (~ WI ) 

O,(z)= e~ ~+ -¡- 0 ( z + ~,) 

Según la expresión de~' podremo;; escribir: 

(A) 

7t i 
n =00 - (2nz+ n 2 W') 

03 (z) = e w 
n = -oo 

7'C i 
n = 00 - (2n.:: + n•w') 

O (z) = (- 1f e w 

O, (z) = 

n= -oo 

n = oo ,~ ..., 
n = -c.o 
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TI ú./ i 

Por último, si admitimos que q == e w , aún cabe dar las fórmulas O, bajo 
la forma Lrigonom élrica que á con Lin u ación se expresa: 

/l, = 00 • .2w1t::: 
n = J 

qn- COS - -
rn 

11, = 00 

02 (z) = 2 ( 1 ,1; J )' ( .2 n _ ·/) 7t z 
q • cos --- --

n = 1 l•) 

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES o . 

Los resultados obtenidos anleriormenle dem.ueslran que las funciones 
ºª O, Y º• son pares, a~í como resulta o, impar, anulándose para cuando z ==O. 

Además la ecuación general 

w •• w' 
z == (2 m + 1) 2 + (.2 m' + ·/) 2 , 

que corresponde á los ceros de la función 0, podrá uLilizaruos para deducir los 
ceros de las funciones O, puesto que se hallan enlazadas las funciones O y(·) por 
las fórmulas que preceden. Para 03 , bastará Lomar la misma fórmula anterior, 
ya que 03 y 0, se relacionan direclameule . • ·, 

En cuan lo á O 02 y o,, buslará suponer que la z , se incrcmen le resprcliva-
w w' w+w' 

menlede - -- y - . • así,pues,resulla: .2 ' · .2 .2 ' t: 

Ceros de 03 (z). z= w+ w'+( + , ' ) . .2 mw m tu . 

)) )) O (z). •· 
w' 

z== y + (mw+m' w' ) , 

)) )) º~(:::). 
(.o) 

z==y + (mt•> + ·m' tu ' ) ':. · 

)) )) 0,(:::). :::=m<.o>+m'M' . 
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Las fórmulas (A) en el concepto ,de que q = e w aún podrían tomar la 
forma siguiente: 

"" in1ti& 

01 (;) = 0 (z) _ .E qn• e-w-
-oó 

de cuyas nuevas fórmulas pueden deducirse las -20, que á continuación se ex-
presan, reemplazando sucesivamente en (B), z, por las expresiones 

suponiendo además para abreviar 

1 1ti Z ~ 'ltÍ Z 
- - -- -1 ---

q "- e • w =). , q e w = :J. : 

1 .• 03 (z + ; ,} = O (z) , 2.· o(z.+ ; )=O, (z) 

. 3.º o, ( z + ;-)-:- - 0_1 (z), 4 .' 01 (z-+ 1-) = o, (i) 

5.' 03 (z+;~)=AO,(z), o.• O (a-+1~) = i). 01 ( i ) 

1.• O, (z +1~) = A 03 (z), 8.º tl, (z + ;') = iA O (z) 

9.ª 04 (z + t,,) = 03 (a-) , 10.· O (.a-+ w) = O (.a-) 

11.· O, (.a-+ w) = - O, (z) , 12.· 0.1 (i + t•J)= - O, (z) 

13." 03 (z + t,,') = p. 03.(.i) , 14.ª o. (.a-+ t,i') = - :J, O, (z) 

15.ª o, (z + tu'}= p. O, (z) , 16.4 01 (z_ + w') = - :dL (z) 
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17! 18." 

Vamos á demostrar lodos estos resultados: 
1 ." Partiendo-de la primera igualdad de (B), se tiene: 

2 n 1t i ( .::..L ~) . oo , l 

03 ( ~ + ~)' == 1: qn' e <u 
2 -ex, 

1: ( _ 1)'i qn' e. w 
-00 

00 

=º (z) 

2." Tomando la segunda igualdad de (B); resulta': 

00 'ln1ri .:: 
t¡n' e--¡;;-- == 0

3 
(z) . 

- 00 

3.ª De un modo análogo á los anteriores, lomando la tercera, se ob_liene 

lú - - ..J'..._ W W 

( ) 
-- 1 1t i ( ... w ) - ( , ) 

o, z + 2 = q" e w ,. ' 2 0 . z + 2 + 2 = 

4." Tomando la' cüatla, se halla 

J 1t i (.::+~) 
( • ) 1 

1 
- '! ( ') o, z + ; ' == i q T e <>.i 0 z + w + ; == 

1 1.... 1ri .:: ( w') 1 1.... 1ri .:: o,(z) = Í r¡ i e w i 0 z + T = i q -1. e w i 1 1t iz = O, (z) . 
q .. e w 

5.ª Volviendó á la primera de (B), se obtiene 
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De la lercera igualdad de (B), s~ deduce 

- -
pero como q I e to = ;. , rcsul la 

6.ª Teni.enclo á la visla la s fórmulas (B), fácilmente se oblienen los resul-
Lados s iguienles: -

ósea 

( w') i 01 (~ • O z + -2 = 1 -~ =)..iO,(z). 
7tl,,,., 

q ,¡_ e w 

1: 

- 1ti (2z+ tu') 
pero hemos hallado 0 (z +(u') = e w 0 (z) ..... (_~) 

'i! 7r iz = q-1 e-~ 0 (z); 
luego 

1 1ri z 1 21tiz 1 1ti z 
=q" ew q<t q-1 e---¡;¡-0(z)=q-T e---¡;¡03 (z)=Udz) 

8.3 01 (z + ~') = ; qf e:: {z+ :•) 0 (z + ; + w') . 
Para el desarrollo de 0 (z + ; + w'), tendremos presente la expresión 

(~) del caso anlerior; luego 
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Susliluyendo esle valor en la fórmula primera, se Liene: 

6 sea 

00 2.n i 'lt (z +l>)J 00 2 ni 'lt :; 

9." 03 (z + w) == qn• e w == q n• e- ~== 03 (z). 
-00 -oo 

10: La expresión O (z+w) == O (z), se deLerminará inmediatamente toman-
do la fórmula segunda de B, y procediendo como en el caso anterior. 

- - lu 1 'lt i:; ( , ) == - q I e w 0 z + T = - O, (z). 

12: Vamos á demostrar 

O, (z +w) =-0, (z). 

La 4.ª relación que hemos hallado, ósea 

01 ( z + ; ) == 02 (z), permite la transformada siguiente: 

o, (..; + (,J) == o, ( z + ; ) , pero hemos bailado, 02 ( z + ; ) = - 01 (z), 

luego: 01 (z + l>) ) == - O, (z) . 

13: La igualdad 03 ( .. + t.i ' ) = ¡,. 03 (z), se determina fácilmente sabiendo 
que al aumenlar la función 03 (z), ósea(-) (z) del incremenlo w' , queda mulLi-

1 ,. i :; 
U) 

plica da por el fnclor exponencial q-1 e == (L , luego 

14: Para la expresión fJ (~ + h>' ) = - ¡Lfl (.:;), tomaremos la fórmula 6.4 ya 
hallada, esto es, 

o(z +~')=i'AO,(z), siendo 

C~úN. Crn¡.¡T, To~o XV.-Nú~i. 355.-25 AGOSTO 1892. 42 
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añadiendo á ambos miembros ;' , resulta: 

( w') i o, z + y 
O (z + w') =: , 

· (..1. w) 1 7tt ;:;,-!!-
1 7tÍ Z 1 - - -q" e w q'!. 

'1 ¡ e_ w 

pero 01 ( z + ;') = i >. O (z), así pues, cabe escribir: 

iilO(z) _hi,:; 
----,-_-~- =:- q-1 e l•> 0(z)= - ¡.,.0(z). 

1 r.t ~ 1 O (z + w') 
q ¡ e--;;;- q 2 

15." Deduciremos la expresión 

o, (z + w') = p .• 02 (z), lomando la 7.°, ó sea o,( z + ;' ) = i. º~ (z) 

tu ' 
en el supuesto de aftadir á z, la cantidad T, luego 

• 1 , 

02 (z + w') =: A·!i' - 2 03 { z + ; ) ; 
empero sabemos que: Oi ( z + ;' ) == ). o, (z), de donde 

1 
02 (:.r + w') = ,, q - -¡- 02 (z) =: 

2 21ti.: 1 21ti z 
== q • e - _ (_u _ q - 2 0

2 
(z) =: q-1 e- -;;;- 0

2 
(z) = ¡1. O, (z). 

16." Sea o, (z + w') = - 11- o, (.:.:) . Al considerar la fórmula 8.° ósea 

o, (z + ;' }== i "A O (z), bastará afladirá z , la cantidad ;' -; así pues 

( lo) ' ) pero, O z + 2 == i, o, (.::) , luego: 

1 2 '! 1t i :; 1 
o, (z + 0>') = i i, q- 'i i ), 01 (z) =: - q - -¡- e lú q- 2 Q

1
(z) 
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2 1t i::, 

= -q - 1 e- - <-,i - O¡(.:;) = - ¡J. o, (z). 

17.• Los cuatro grupos siguientes resultan ,al aiíadir w w' , á las funcio-

nes lípicus ele O, así pues para probar que 03 ( z + tu 1 w' ) = i x 01 (.z), bastará 

tomar la l." fórmula O, ( z +~)=O (z), y luego añadir~, de donde 2 2 

03 ( z + ; + ~·) = o ( z + ; ') , pero O ( z + ; ' ) = i ). o, (~) , luego 

18." La igualdad O ( z + w 1 w' ) =),o, (z) , se demostrará Lomando la 

2." fórmula O ( z + ; ) =o,(:.-) , aiíadiendo ~, , á z , luego: 

O (z +; +;' )=o, ( z + ; ' ),pero 03 ( ::r + ; ·) =), 0, (z), así pues 

W lú ( ') o z + 2 + 2 = ). o. (z) • 

Tomando la 3." fórmula 

procediendo como en los casos anteriores, resulta: 

pero 

luego 
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2O.ªyúltima. Para probar O, (z+ w1w~)=)_o.(z),baslarálomarla 

4:_ ó sea _01 ( ~ ¿- ; ) = O, (z), y proceder como antes, así pues, 

' w . w w 
' ) ( ') OL (z + 2 + .2 = o, z + 2 

pero 

luego 

' ( . w+w'). • O, z + ,2 = ,, O; (--') . 

Después de estas generalidades acerca de las funciones O, veamos cuál es 
la importancia de las funciones inversas correspondientes á las integrales 
elípl_icas, para venir á deducir las funcion~s elípticas, comparando por vía de 
cociente las funciones O . 

J
~~i-nlegral elíptica de l. ª _especie __ . 

oó.(: ), en el supuesto de q_ue a (z)= V(1 - z 1 ) (1-K 1 z 1 ), y que tenga 

por valor inici~l + 1, siendo IC- una cantidad cualquiera.diferente rle cero y 
uno, es una generalización de· la función-. 

) o 
, 'J z dz 

are. sen . z == V . , 
o 1- z 2 

correspondiendo con ésla, cuand,o R __:O.Si suponemos z :=sen. u, esta última 
expresión se transforma en • 

U =Jsen. u-;-;=d=z== 
o _ V1- z 2' 

de la cual se deduce cos. u = I/ 1 - sen . 2 u, debiéndose escojer de los dos va--
lores del radical, aquel que.dé+ 1, para cuando u= O. 

Las dos funciones sen. i¿ ·y ·cos u, definidas por las ecuaciones que·prece-
den, son más interesantes que are . sen ., pues además de ser monodromas en 
toda la extensión,del--plaµo de la variable, es decir, de no presentar para cada 
valor de la variable sino un solo valor para lá funcÍón / ofrece ésta además la 
gran ventaja de su periodicidad. 

Esta observación, promovió la idea de estudiar en lugar de la integral elíp-

J
::; dz • ) 

tica u= 
0 

n (z) , la función inversa sn. u, definida por la ecuaeión , 

(
snu d-

U = _ (,.-)'junto CO}J otras dos funcioues asociados en ll, dn ll , definidas 
,_ O A .Z • ., 

por las ecuaciones 
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en u == V 1 - sn 2 u 

dn u== V 1-IC!-sn 2u '; 

debe adverLir;:;e que los radicales que figuran en estas tres relaciones están 
tomados de tal manera, que reducen dichas espresiones á + 1, para cuando 
u==O. 

Estas tres funciones Loman el nom~re de-funciones elípticas, y se designan 
en general por ¡_, p. y u. ' 

Jacobi, la_s expresa por sen. am. u, cos. f.!ll. u y u am. u. La notación que 
indicªmos más arriba, es debida á Gudermann. 

Las funciones elípticas pueden tener dos orígenes: 
l.º como funciones inversas de las integrales elípticas; 2. 0 como resultado 

de funciones doblemente periódicas. 
Ahora bien, esláprobatlo que dos funyioues doblemente periódicas com -

puestas de los mismos cero~ y de los mi smos infrnilos, su relación por cociente 
debe ser una constante; según·esle ,mismo p't'incipio, las tres rela ciones clife-

o, 0 0 ( 1) 
rentes -0-, T, T ; que re.rnll~n de todas las que pueden formursc de lus 

cuatro O, O,, O, , 03 son funcion es doblemente periódicas, con los mismos ceros 
é infinitos que o.frecen las funciones elípticas; así es que en virtud de lo dicho 
anteriormente podremos expresar las funciones elípticas por las tres relacio-
nes (1) afectas de constantes, cuyos valores podrán de terminarse por condicio-
nes especiales, conforme á las funciones elípticas. 

En virtud 4e lodo lo que precede podrem,os escribir 

o (-) \ ' o ("') 
A ("') - A -.'- "'- ¡J. (z) - B - •- ~ 

- O (z) ' , - , O (z) ' 

() (z) u(~)-C - 3
-- O (z) • 

Para determinar las constantes A, B: C necesitamos recordar algún prin-
cipio referente á las integrales elípticas. . 

Al 'd l . 1 d 1 • • 1• sn u dz • fl. cons1 erar a mlegra e . especie u== 
0 

t:,. (:;) , s1 nos 1Jamos con 

los valores reales+ 1 que anulan al denominador, en el supuesto .de, reccrrrer 

la variable el caJmi?o mp n , dará el doble de lo que corresponda á la integral, 

de m á p, ósea _!!:..(:__ ; si lurgo- continúa el movimiento de la variable • o t:,. z) 
1:; ig uiendo el camino n r¡ m , da¡á por razon es an álogas·, el doble _d·e la mismí.\ 
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integral, llegando al punto ni de partida, con el mismo va lor primitivo, obte-
ni endo así el valor del período .2o> real; luego podremos escr ibir: 

2w=4 --Jl dz 

0 u z ' 
6 sea 

w 
de donde se deduce sn. T == 1, cuyo resultado poJemos exprc3:H por 

A ( ; ) == 1. Además por ser 

en.u== V1-sn.<tu, dn.u== V 1-J(<tm<tu 

para u== O, y según lo que precede, cabe también escribir: 

¡1. (O)== 1 ".)(O)=- 1 . 

Con estos dalos podremos modificar las fórmulas ('n:) en el ~upueslo de ser 

z ==-~ en la l.ª, y~== O, en las dos últimas, luego: 
2 . 

El valor A, aún pul.lde modificarse, Lomando las fórrnula's 2.ª y 4.ª corres-
pondiente á las O, para cuando z = O, eslo es, 

de donde . 

Así pues 

Supongamos ahora 

luego 
l 1 () 1 (z) 

> (z) = v--= o (z-) ' J{ 
u(z) == 1/ J(' Oa(-"!_ 

O (z) 
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Con es tos preliminares pueden darse ya las principales propiedades de las 
funciones elíp ticas. 

FUNCIÓN A. 

Vamos á es tudi ar los períodos. 

Consideremos)-(z+w)=: 1 O,(z + w) 
V J( O(z +<u) 

Hemos hallado 

luego, 
1 O (z) 

A (z+w)=:-- X - - '- =: - )_ (z) V]( O (z) 

Si aiíadimos w, olra vez á z , resu,lla 

de donde se infiere que 2 w, es uno de los períodos de ) . 

1 O (z + w') Sea ahora A (z + w') =-- -' ---1/ J( O (z + w') 
Sabemos que 

luego 

01 (z +<u')i =: -1\ º• (z), 

O (z + w') = - ¡J. O (z) , 

1 O (z) 
A (z + tu')=---= - 1

- = A (z), V K o (z) 

de donde resulta que tu', es el segundo período de A; así pues podremos escri-
bir en general 

A (z + 2 m (o)+ m.' ,,, ' ) = ), (.:') , 

siendo m y m' , uúrn cros enleros. 
Para conocer los ceros de A ,,!Hlsla Lomar la fórmula de los ceros correspon-

dientes á ·o, 6 sea z = m w + m' tu ' , la cual nos da O y (o), en el primer para-
lelógramo elementa l, consli lu ído por los dos períodos 2 (o) y u> ' . Los infinitos se 
determinarán buscando los ceros ele la función O, 6 sea • 

I w 
z =y+ (mtü+ m' t,/) , 

t,1' (,) ' 
Jo que da en el primer paralelógramo los va lores 2 , 2 + t•>. 

Hay que advertir que los ceros é infinitos se reproducen en cada uno de 
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los paralelógramos elementales, según los valores que vayan lomando m y m'. 

La función A, guarda alguna analogía con sen. 1t z , respec.Lo a 1 período rea 12 (,). 
w 

FUNCION p.. 

DeLerminemos los períodos de dicha funci.ón. 

Recordemos que 

O (z + t,;) = O (z), 
luego 

( + ) , / J(' o,(z) __ (z) 
IJ. z tu == - V l( O (z) - p. ' 

añadiendo w, á z otra vez, se tiene: 

de donde se infiere que 2 tu , es un período de la función P.· 
Supongamos ahora 

pero sabemos que 

O, (z +c./)== p. O, (z) , 

O (z +tu')== - ¡J. O (z) , 
luego 

Si añadimos ¡,i, á z , resulLa 

luego w + t./, es el oLro período de la función IJ., ósea el lado conLiguo al real 
del paralelógramo formado por los dos períodos . 

Para determinar los ceros de esLa función, hasLa Lomar los que correspon -

den á o,, ósea~== ; + (m(o> + m.' t•>'), que realizados en el primer paraleló-

gra rno elernen La l dan -
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En cuan lo á los infinitos de ¡1., basla Lomar como en el caso anterior los 
ceros de la función O, pero como quiera q_ue el paralelógramo elemenLal resulLa 
en csLe segundo caso allerado, se comprende que no serán los mismos de la 
función A, sino -

La función¡.,. guarda analogía cou cos ::_, respeclo al período real 2w. 
(,) 

FUNCIÓN ·J . 

Empecemos por cleLcrminar los períodos. 

·~ o,(;:; + w) Sea u (z + w) = v JC O(z + w) • 
Sabemos que 

03 (z + w) = 03 ( ;:;) , 

O (z + w) = O (z), 
luego 

v(- + w)- ¡/r,T, Oa (;:;) _ (-) 
- .H. 0 (z) - V > 

de clonu.J se infiere que w, es un. período ele la función u, 
'fememos ahora 

uo olvidando que 

03 (;:; + <tJ ' ) = ¡;. 08 (z) , O (z + w') = - p. O (z) ; 
luego 

aüadiendo á z , la cantidad w', resulta 

de donde se infiere que 2 <tJ' , es el ólro período de v, 
Pura los ceros ba sla Lomar los ceros que corresponden á 03 , ó sea 

w+w' z = 2 + (m w + m' w') 

lo que nos da en el primer paralelógramo elemen tal, los valores respeclivos 

<tl +w' w + w' + , 
2 ' 2 w . 

C&óN. 01¡;:Nr. 'l'o:r.to XV.-NúM. 350.-25 AGOSTO 1892. 43 
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En cuanto á los infinitos resullan de la misma funci6n que en los dos casos 
anteriores, pero cuyos resullados diferirán por la nueva siLuación del parale-
lógramo elemental, sienao en es le caso 

Aunque sean muy reducidos los conocimientos que acabumos de exponer 
respecLo á las funciones elíp ticns, le1iemos, no obsLante, la esperanza ele que 
ellos han ele ser suficientes parn adquirir el funclumenLo de esa bella rama ele 
la maLemática, que elevónclose en tre las funciones biperelíplicas, abelianas, 
etcéLera, nas señala cuales sean la s últimas conquislas alcanzados dentro del 
cálculo integral. 

LAS ECONOMIAS EN LA ENSEÑANZA 
A continuación publiramos, pur su inte;ré,, !ns clisposici¡,nes que acaba de 

dictar el Sr. Ministro de Fomeulo, siguiendo el plan de economías propuesto 
por el gobierno. Pocos comcnlarios neccsilan tales disposiciones y á buen se-
guro las harán cumplidamente nuestros leclorcf', pero no podemos prescindir 
de consignar aquí nueslrn pro les la, al ve r que bajo el prclexlo ele economías 
se suprimen Lanlas cáredras ele Insliluios y de Un ivcrsidade", mienlras en las 
propias disposiciones y con Fa1cáslica formalidad se crean clases ele gimna,ia 
en los In sti tutos . 

En nuestro país queda demostrado una vez más que lodo es cuesli6n de 
equilibrio, no de ciencia, ni de saber, que eso cs lor_lrn raro escalar las grnndes 
posiciones; gimnasia, gimnasia, nada do estudios serios y provechoso¡:,, es ne-
cesario agilidad para sostcncr,e, para manejar el ílorete, y quizá mafíana el 
revolver y la 11avaja; nuestra juventncl ha de cduc~rse en los moldes novísimos 
de las flanianles leorías- modernas. 

Y nada digamos del alcance Irga] 6 moral de disposic.ioncs: 
persona que ha seguido una carrera, que posee sus lílulos, unos y olios á cos-
ta do no escasos sacr ificios; que ha hecho 'oposic iones, que Ita ganado nna cá-
tedra, dignameoto sin molivo algu ,:o de 4urja, e.pu ede un Mi-
nistro, bajo el prelexlo de economías que no resultan, doFposeer al catedrático 
de aquella propiedad á t.anla costa alcanzada? ipuede sumirle en la miseria 
arrebatándole el mod.éslo pedazo de pan coo el cual á su familia? 

Sí, puede hacerlo; tal es la situación de nuestro profesorado! 
Y no es estraño: .en Es¡:Íafía se desconoce la rnisi6n del pro fesorado supe-

rior y se consid~ra el caledrálico como á un empleado cualquiera; pesa más 
la opinión del jefe 6 del oficial de n0gociado que el parecer del cuerpo docen-
te que nuestro Profesorado deb iera de representar. Y si el emµ leado del mi-
nisterio informa al Director 6 al Mini stro que se pueden suprimir u11 cen tenar 
de catedráticos de nuestros Pslablecimicn tos de ensciíanza, se suprimen sin 
más co nsulta , sean cuales fueren las consecuencias para la ioslru cci6n y para 
el país. , 

No se alreverfa, cierlarnenle, ui el empleado ni el Ministro á proceder tan 
ligeramente ante cuesliones de tamaña importancia, si el profesorado superior 
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estuviera uuitlo, si loa profl!SJrea de bis Uuirerilidatles, de carreras especiales, 
de los Iostitutoa, formaron una poderosa Asociación para dt:Jfender sus intere-
ses á cada paso amenazados y postergados casi siempre al interés mezquino ó 
á la desidia. 

Una Asociación polerosa no debiera acu •Jir, para defender los derechos de 
sus individuos, á los procedimientos seguidos poco tiempo ha por los telegra-
fistas espaüoles para defender los suyos , pues, sin llegará lal extremo .no le 
faltarían recurao;i de tocln clase para dej ar sentir su opinión en las esferas don-
de todo se resuelve. 

¿,Existe esta asociación del profesorado superior en nuestro paísL ... No es 
extrauo, pues, que ocurra lo que lodos lamentamos. 

Para realizar este pensamiento bastaría que cada cen tro oficial de enseiian-
za nombrara uo representante, que éatos se reunieran donde fuera posibla y 
más ventajoso para el desarrollo de la futura Aso ~iacióo, que se redactaran 
ur.os sencillos reglamenlos y quo comenzara la campat1a inm edi¡¡lam ente para 
que se devolvieran la s cátedras á los prot'c\sore.,; que acaban de quedar despo-
seido.s de ellas . No se Lrala ahora de defe nder loa intereses de un centenar de 
profesores hoy perjudicados, sino de los int ereses ele Lodo el profeso rado espa-
üol amenazados de continuo por cualqui er reformn. 

¿,Coosielernn nuoslros lectores necesaria la agrup,1cióo ,del profesorado su-
perior, eo interés de la ciencia y_ de la enrniianza~ 

HOIG Y 'l'ORRES, 

EXPOSICIÓN. 

Seiíora: La ley ele 30 de junio último impone la ob liga ción de reaJizar eco-
nomías en los distintos servicios del Estado, habiéudose fijado al efecto por 
Real decreto de 15 del mes actual la parle que de eslas economías correspond() 
á los que S d halldu á cargo de es te Minislerio, y dentro de él las especiales de 
la Dirección general de Instrucción pública. 

Para lograrlas en la elevada cifra asignada á la misma, ha sido precisa la 
reorganización de los servicios en varios ramos ele la enseñanza, respondiendo 
al precepto y autorización que la expresada ley Je Presupuestos comprende 
en su articulado. 

No es dable al Ministro que !1uscribe sino satiafacer la dolorosa necesidad 
eo que la ley le coloca de esa reorganización para realizar economías que la 
opinión demanda, reorganización que no e3 propiamente la de la enseñanza, 
para la que sería indispensable tiempo no ta s1do, meditado estudio, y circuns-
tancias diferentes á las que por el momento nos rodean. 

Las modificaciones e:3Lablecidas en los servicios de Inspección y primera 
eoseüanza no alteran la forma en que se pre3tan, puea to que, aparte de pe -
queñas rebajas en los ga,tos, se circunscriben á la reducción eo gran parle de 
la subve nción concedida por el E,Lado á la Junla de derecho3 pasivos del Ma-
gisterio, redu<:ción que permite la actu Jl situación económica de dicho Centro, 
sin ricJg > de desatender los fines para que fué creada. 

ReapedJ á la :3eguuclJ en .,eúa ozJ, se di 3p)ll e la refuudici-'m á los efectos 
d ':l su se rvicio dt1 las do3 cátedras de L1lín y Castellano y de Matetnálicas, que 
exi3tcn eu loa IasliLu toi, <l dd ll'J:1 b excedente á uno de lo3 Profeso res que 
h >y las desempeiíao y pJni én1o la::i á cargn tlel otro Profo _or de la asignatura, 
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cuya medida produce como consecuencia un número considerable de' Profeso-
res excedentes, á los que se procurará dar pronta colocación en cátedras va-
cantes de igualó análoga asignatura, para extinguir cuanlo nnlesdicha clase, 
y atenuar los perjuicios que por el momenlo se les irrogan. 

Se suprimen asimismo dislinlos cargos y algunas enseñanzas aisladas, hoy 
vacantes en vanos establecimienlo3, no por cousiderar superfluos dichos ser-
vicios, sino porque dada su índole, dicha supresión no ofrecece por ahora gra-
ves inconvenientes, pero con el propósito de rcstnblecerlo3 más ade '. anto, si las 
circunstancias económicas lo permitieran. 

La duplicidad de enseñanzas sirve igualmenle de base á olras economías 
acordadas. Cursándose la asignatura de Lengua francesa e11 lo lo, los Inslilulos 
y también en las Escuelas elementales de Comercio estaLleciuas eu capi 1ales 
de provincia, no hay ra;r,ón que justifique como indispensable la existencia en 
una misma localidad de dos cátedras de un mismo iclioma; y respondiendo á 
este criterio, se dispone que los Profesores de francés de los Inslitutos pasen á 
pi estar sus servicios cou su propio carácter de numerarios y sueldo que hoy 
tienen á la:i Escuelas de Comercio establecidas eu la misma capital, á cuyos 
e-,Lablecimienlos se da con lal motivo más elementos de vida. Fi:!cilila este 
conveniente arreglo la circunstancia de hallarse vacantes en ellos los cátedras 
de Lengua francesa. 

Las Ei!cuelas de Arles y Oficios y cuanlo á Bdlas Arles y Academias se 
rafier.e apenas si sufre alteración, que no cousienle la naturaleza de su orga-
nización, en el personal á las mismas afecto. 

En las Facultades de Derecho se obedece al mismo criterio adoptado en los 
Institutos, p4diendo las cálefras de Economía política y Hacienda pública ser 
desempeñadas por un Profesor, llevando la aplicacióu de esta economía á las 
cátedras de Derecho procesal y á la reducción á cuatro obliga lo, ia,, de las ocho 
que constituyen el período del Doctorado. 

Una reducción análoga se hace en los dos cursos de lección alterna de la3 
clases de Metafísica de la Universidad Central, completada con la rebaja obte-
nida en las Secciones de Ciencias de las Universidades de Granada, Sevilla, 
Valencia y Zaragoza, rebaja que autoriza la siluacit\n cn que se encuentran 
las enseñanzas en dichos Centros. 

En el Cuerpo facultativo de Archiveros, Bibliotecarios y Anticuarios se han 
obtenido también importantes economías sin detrimento de los servicios que 
le eslán enco:nendados, y sin que quede excedente ningún individuo del mis-
mo, por la cir.:unstancia de no haLerse provisto desde hace algún tiempo las 
vacan les nalu rales. 

Asimismo en el material se han producido economías no despreciables, con 
especial cuidado de no desatender las necesidades y condiciones de los servi-
cios, llegando con todas á las cifras asignadas á la Dirección, como el detalle 
del presupuesto demuestra, sin que para conseguirlo haya habido que renun-
ciará la conveniente creación de 10 clases de Gimnástica (una por distrito 
univ.ersilario), y en el Inslituto que radique en población ·donde rxisla Uni-
versidad, con lo que, por el pronto , pueden obtener culocnció11 Prul'esure::i do 
la suprimida .Escuela Central ele Gimnástica y los que en la mismo ltayau ob-
tenido lflulo profesional. 

En esta forma, el Ministro que suscribe realiza las cco:1omías que el país 
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rec lama por modo elocuen te, obedecieudo las prescripciones de la ley y en la 
cuantía que a la Direcc-ión de Instrucción pública corresponde (dado el nume-
roso personal á ell a agregado), habiendo procurado al ve, ificarlo lograr el me-
nor perjuicio posible, herir el menor número de intereses, que se propone 
atender preferen temente en las excedencias producidas, haciendo menos sen-
s i_bies l¡¡s inel'itab;es consecuencias do crecidas economías y en se, vicios tan 
importantes como lo son todos cuanto., afectan al ramo de la Instrucción pú-
blica . 

Fundado en las consideraciones que preceden, el Mio btro que suscribe 
tiene la.honra de someterá la aprobación de V. M. el adjunto proyecto de de-
creto. 

Madrid 2-1 de ju lio de 1892,-Señora: A. L. R. P. de V. M.-Au-roliano 
Linares Rivas. 

REAL DECRETO 

A propuesta del Minis tro de Fomeulo; de acuerdo con el Consrjo do M -
n istros; 

En nombre de Mi Augusto Hijo el Rry den Alfonso XIII, y cdmo Reina 
Regente del Reino, 

Vengo en decretar lo siguiente : 
Ar1ícu lo l. 0 Haciendo uso de los preceptos y autorizaciones eon rerl idas 

¡:orla ley de Presupuestos vigente, y con arreglo á lo preceptundo en el Heal 
decreto de 15 del corriente mes, las plantillas del personal de los c~tableci-
mientos dependientes de la Direcció11 general de instrucción púLlica seráll en 
lo sucesivo las que á continuación se expresa en el adjunto estado de este de-
creto, queJando reducidos también los créditos ele material en los conceptos 
y cantidades que se determinan, produciéndose, por tanto, una b~ja en totfll 
de 790,250 pesetas . 

Art, 2. 0 Se suprimen en los Institu tos do segunda enseñanza á cargo del 
Estado un Catedrático de Latín y otro de Matemática!', queuando éstos en la 
situnción de exceden tes, hasta tanto que ob tengan colocación, con n, rrgl,1 á 
lns disposiciones vigentes, en cátedras vacantes de igualó análoga asignatura. 

Los Catedráticos de dichas as ignaturas darán clase diarin de cadn curso. 
Arl. 3.° Se suprimrn las Cátedras de franrés de los Institutos estaLleci-

dos en capitales donde haya Escuela elemental de Comercio. 
Los Profe;;ores de dicha asignatura pasarán con el carácter de numerarios 

y con el sueldo que ac tualmente disfruten á las referidas Escuela!', en llls cua-
les deberán mnlricularse y cursnrán dichos estudios los alumno;; de los Insti~ 
tutos objeto de la supresión. 

Arl. 4.° Se crean 10 clases de Gimnástica, que se establecrrán en los Ins-
ti tutos donde hoya Universidad. 

En Madrid se instalará en el Insti tuto de San Isidro. 
Arl. 5.° Quedan anuladas todas las convocatorias pora proveer por oposi 

ción 6 concurso las cátedras de Latín y Castellano y de Matemát icas, rxrrpto 
nquellas para las que se estén verificando ejercicios de oposición ó bayn for-
1pu lado propurs ta el Consejo de Inst1ucci6n pública. . 

Ign:ilmente y con las excepciones contenidas en el párrafo ;interior, rl .hli -
ui stro de Fomenlo podrá anu lar ó modificar cu~lquicra otra courncatoria anun-
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ciada hasla la fecha, siempre que la cáledra vacanle á q,rn ar¡uella se reüera 
haya de ser ocupada por un Profesor excedente. 

Arl. 6. 0 En las Facultades de Derecho, las cátedras de Economía política 
y Hacienda pública serán desempe'ñadas por un solo Caledrálico, asf como las 
de Derecho procesal, que á este obJelo se unen ó agregan en las alternas de 
Procedimientos judiciales y Práctica forense y redacción de inslrumenlos pú-
blicos. 

Arl. 7.º El período del D0ctorado en dicha Facultad queJa reducido .á las 
cualro cátedras obligatoria¡¡ de Literatura y Bibliografía jurídicas, Historia de 
la · Iglesia y Colecciones canóp.icas, Legislación c.Jmparada é Historia de los 
Tratados. 

Art. 8.º En )as Fapullades d,e Fi103ofía y Letras Je la Univer.,iJa,i Central 
los dos cursos de lección alterna de Metafísica quedarán á cargo de un solo 
Profesor, como en las demás Universidades. 

Art. 9. 0 Se suprimen los Decanatos y Secrelarías, así como las t:áledras 
de Análisis matemático y Geometría de la Sección de Ciencias de las Univer-
sidades de Granada, Sevilla, Valencia y Zaragoza, qu edando únicam ente en 
las mismas las lres asignaturas del preparatorio de Mddicina y Farmacia ; el 
Profesorado de dicha asigna tura dependerá en lo sucesivo del Decana lo de 
Medicina. 

Arl. 10. Las planlillas y reducciones consignadas em pezarán á regir de3de 
el día l,° de agosto próximo. 
.. Dado en San Sebaslián á veinliséis de julio de mil od1ocienlos noventa y 
dos.-~'lría Crislina.--El Minislro de Fomenlo, Aureliano Linares Rivas. 

CURACIÓN DE LA RABIA 
El eterno lema de la curación de la rabia vuelvJ :i h:icer una de sus fre-

cuentes y hasta ahora poco eficaces aparicione3. 
Los Sres. Tizzoni y Canta·nni han encontrado el medio de curar la rabia, 

una vez ésta declarada en el individuo. 
Se dice en la comunicación que el secretario de la Real Academia de los 

Linces, Ernesto Mancini, acaba de publicar en la Revista general de ciencias, 
que el sistema de vacunación antirrábica de M. Pa 3teur e., preventivo y no 
curativo. 

Una persona mordida por un perro rabioao debe apresurarae á que la va-
cunen en el Instituto Pasteur, porque la vacuna se desarrolla generalmente 
en el organismo con más rapidez que el viru:i introducido por la herida, y se 
produce el estado refractario anles de quo aparezcan las manifestac:oneil rábi-
cas. Cada hora que se pierda en acudirá vacunar:ie despué:1 de mordido 63 uu 
fomenlo de las probabilidades de un falal deJenlace. Pero una vez declarada 
la rabia, hasla ahora no se había descubierlo al paciente, que sin remisión 
estaba condenado á muerte. 

Con el nuevo método, en un lo lo independiente del antiguo, puede ' ser 
salvado un rabioso, aunque se halle in vadiJo por loJ prim ero.3 síntomas del 
mal. De hoy más se cuenta, dicen los periódicoil italianos, con una gran pro-
babilidad, s i los experimentos hecho,;i son exactos, de salvar á las personas 
mordidas por animales rabiosos. 
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Ht:1, quf la génisis del de~cuhrimi enlo: 
Hace algün Liempo que en el Laborntorio de Pulología de la Univorsidarl 

de Duloiia , el profesor Tizzoni y la <lvc lora Conlan11i vacunaban con eficacia_ 
cootra el télanos . El lfquido producido por el bacilo del tétanos inyedado á 
los animales les hace ref,aclarios á inoculaciones más virulenlas del virus de 
la enfermedod, 

Los experimentadores c'xlrnjerou del suero de la 8angre de los animales re-
frJ clario,; la suslanciu r¡11e conliere la inmunidad, y esta suslancia , aúodida á 
sangre letúni c,• , ha desemp eiíado siempre el papel Je antilóxic0. El Sr. Tizzo-
ui y la seü ora Cantanni han creído con ve lliente pasar del animal al homtre, 
y se cila hoy un número muy significativo <l e cósos en qu e personas atacadas 
de lélanos han sido curadas radi ca lrnenle por modio de las in yecc ion es anti-
lóx icas. 

Tal éxilo ha sugerido la idea de generalizar el métod o, y los Sres. Tiz '.:oni 
y Canlanni han ensayarlo su apli cación en el Lralarni ento de la rabia confir-
mada . C,,n anlerioriclad el Sr. Tizzoni y Mr. Schwarz babian comprobado que 
el suero <le la sangre de los animales indemn es se colocó en un vaso con virus 
rábico inoculado á los rnnrjos. Eslos expe rim entos fueron continuados. El 
suero de la sangre de un auimal refraclario á la rabia por vacunación ejerce 
una acción cleslrucliva so bre el virus ráb i~o in oculado' á los conrjos. Estos ex-
perimentos fu eron continuados. El suero ele la sangre de animales indemnes 
se colocó en un rnso co n viru ,; dbico, y este virus perdió su vi rulen cia . Enlon• 
ces se probó en a11i,nales ruJ.iu-,o.;, y el suero anlilóxico no solamenle previno 
el desarrollo de los fonómonos rábi cos , sino qu e tambi én curó la rabia prepa-
rada, aun cuando és ta hab ía ya in vadido el sis tema nervioso y ocasionado lo-
dos los sfnlomas morbosos conocidos. 

Los t-i res. Tizzoni y Canlélnni han dec lnrado nnle la Real Academia de los 
Lin ces qu e hubía n consegu ido Lambién ex trae r de la médula de un animal 
rabioso ln sustan cia vacunanle, . exe nta de la virulencia que forma el agente 
activo del lrntamiento de M. Pasleur. Esle último agente concede la inmuni-
dad , pero 110 def lr,ne el virus . La sustancia va cunad ora de los Sres. Tizzoni 
y Canlanni, por rl c~ 11trario , destruye el virus rábico aun despu és de transcu-
rrir cu ren ta .Y ocho hqras, á conlar clesde el mom ento de la infección. 

Los cl<,s fi siólogos de 13oloiia no han experimentado su sistema más qu e en 
animales ; pero useg urau que no tdrda11do mucho rn hallarán e.n condiciones 
de aplicar el método curativo al hombre, y noso lrol-l r.elebraremos que no no , 
propur, ion c11 uua dece pción más en las ilusioue ; que el lralan1i.enlo <le! horri-
bl e mal hare concebir de ,·ez en cuando . • 

CRÓNICA 
Temblor de tierra.-Según telegr·ama de Londres en la noche del día 17 de 

agosto se obse r·varon dos sacudidas del suc io, á manera de te1•rernoto, en Mild-
fol'lraven, en el país de Gales, acornpa,iadas ele un a fuerte detonación. Las casas 
han vacilado sobre sus cimi entos y los habitantes han salido á las ca lles. 

Catedráticos de la Universidad Centra,1.- Los Sres. D. Jasó Muiíoz del 
Castillo y D. Fran cisco de P. Rojas, catedráticos excedentes con motivo de la su-
presión de la Escuela ge neral p1·eparatoria de In genieros y Arquitectos, han sido 
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noml)rado~ respectivamente para la<; c:\.lc "lras de Química inorgánica y de Física 
Matcmiti ca de la Univ,irsidad Central. 

Erupción del Etna..-Dc1sp ué, de las última-; noticias que publicarnos, se 
había darlo por term in ada la e1•upc ión del Etna conf'orme se indi ca. en el sigu iente 
párral'o de una correspondencia de Roma. 

«Con vivísima satisfacción anuncio que desde anoche la erupción del Etna ha 
entrado rápidamente C'n un periodo de deÚecencia, que al director del olisc1·vato-
rio de Sicilia y i las personas científicas hace augurar el término de esta vcrd::- • 
dora cal.ásLi•ol'e pa1·a una parle de la región siciliana, r¡I1c ha d11rarlo 25 días. Bel-
passo, i,~olosi y aun la misma impo,·tantc ciudad de Cnlania pueden con!': irl P.Pa r .,() 
t'elicísimas-i pesa1• rl c los vi1iedos destruirlos y de las micsí!s y arbolarios abrasa-
dos poi· las corrientes de lava, alguna da las cuales revestía en estos últimos días 
la anchura de 100 met,·o'>, mientras las bombas. que salían de los seis c1·áteres se 
elevaban á 300--de que, en 1892 no se haya. repetido el espectác.;nlo de 166!) en que 
la erupción del Etna, q11e después ha contado ol.ras 44, sepultó por compl eto la 
ciudad de Cata.nía.» 

Pllsteriormente se han recibido los siguientes telegramas: 
«Catania 6 de agosto .-La erupción ha tomado tal incremento que no pa1·ecc 

sino que ha vueHo á empezar. 
La lava corre hacia Serrapizzula., sup¡ira á la de 1856 y devasta toda una re-

gión ferlil. • 
Se oyen continuos y l'uerles rumores subter1·áneos.» 
Catwúa 13 de agosto.-Hoy ha recrudecido de nuevo la erupción del ELna, i la 

cual han acompaliado dos temblores de tie1Ta que se han sentido en la.s minas de 
Nicolosi. El volean vomita pe1iascos csplosibl_es, guija1·ros y escorias con 1'1·ecuen-
tes ruidos subterráneos. 

El verano de 1892.-Telcgrafian de Nueva-York á un periódico de París 
confechad~l30julio. , • . 

«l~l intenso calor é1i'.ie se ha sentido esta semana no disminuye. Aye1· l'ué esce-
sivo. El te1·mórnetro marcaba en la 5." avenida, en el Rel'orcn Club, 48 grados 
centígrados á la sombra. • 

Ha habido noventa y ocho muertes 1•epenLinas por efeclo tan solo del calor . 
Nunca han ocu1·rido Lanl.as 111ue1•tes súbitas, i1i aún en las ep id em ias de 1817 y 

de 1867. 
Ayer hubo en Nueva Yo1·k doscientas vcinLitres defunciones, ele ellas ciento 

once de ni1ios de poca edad . En los barrios más poblados l'ué donde murieron máe 
niños. 

Es casi imposible do1·mi1· y de ello resulta que han caido enfermas g ,·an núrns-
ro de persona.¡;, 

Los casos de inso lación y de post1·ación de l'ue1·zas f'u eron muchos ayer y han 
aumentado l:oy. 

Caen mu,wtos en las calles muchos caballos y co rno no ba<;tan los en cargados 
de r ecoge1° los, las compa1iias de tranvías se ven precisa.das á r etirarlos. 

Los hospitales y las ambulancias r ebosan de enfermos. 
En Chicago, está ll eno de cádaveres el sitio des tinado á tenerlos en depósito. 
Se ha usado tanta agua que los depósitos de ella. están secos. 
Este Lerrilile calor domina de siete días á esta parte en Lodo el país siluaclo al 

Este del Mississipi.» 
Tele,qrwna del dia 16 agosto.-Reinan gr.rncles calo1·es en Esp:11ia. Aye1· el ter-

mómet1·0 llegó en Madrid á la sombra á 41 grados, en San Sebastián á 40 y en Se-
villa á 46. 

T~legrania clel dia 17.-Los calores son muy intensos en toda la Punínsula . 
Ayer se elevó la temperatura en Sevilla i 48 grndos á la sombl'a y á 58 al sol. En 
Madrid á 40 grados y seis décimas á la sombra y á 44 grados y 5 décimas al sol. 


