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DE LA POSICION DEL EJE DE ROTACION DE LA TIERRA

RESPECTO DEL EJE DE FIGURA *.
(Por el profesor ManuveL Fercora, de Ndpoles.) **

Consideremos la tierra como un elipséide de revolucion, cuyo.semieje
mayor es a Y ¢ la excentricidad, y supongamos que la recta al rededor de la
cual se efectia la rotacion diurna, no coincidas con el eje menor del elipsdi-
de, sino que sea otro semididmetro que forme con el eje de figura un peque-
fio 4ngulo w; lo que equivale & suponer que el eje principal minime de iner-
cia no coincide con el eje de figura. Llamarémas meridiano geométrico, cual-
quiera seccion producida en el esferéide por un plano que pase por el eje de
figura; y ecuador geoméirico, la seccion obtenida por el plano trazado por el
centro de la tierra perpendicularmente al mismo eje.

En esta hipétesis sobre la posicion del eje de rotacion, el meridiano astro-
némico de un punto cualquiera de la superlicie terrestre, es el plano trazado
por la normal, paralelamente al eje de rotacion; y el meridiano geogrdfico
es el lugar de los puntos en que los meridianos astronémicos son paralelos
entre si. El paralelo geogrdfico de un punto cualquiera, es el lugar do los
puntos en que las normales forman un &4ngulo constante con el eje de rota-
cion; y en particular el ecuador geogrdfico es el lugar de los puntos en que
las normales tienen una direccion: perpendicular al mismo eje.

De estos principios deddcense las siguientes proposiciones:

1. Solamente los puntos del ecuador geométrico, y los del meridiano geo-
métrico, en que estd situado el eje de rotacion, tienen el meridiano astroné-
mico que pasa tambien por el eje de rotacion.

_ ¢ Deuna Memoria presentada 4 la Academia de Ciencias [isicas y matematicas, de la Real Sociedad
de Népoles, el dia 7 de Mayo de 1874,

*+  Traducido por D. Vicente Yentosa.
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2. Los meridianos geograficos son curvas planas, y pasan todos por los
dos extremos de un didmelro situado en un mismo plano con el eje de figura
y el de rotacion. En la elipse trazada por este plano sobre la superficie ter-
restre, la recta donde se cortan todos los meridianos geogrificos, es el diame-
tro conjugado con la direccion perpendicular al eje de rotacion; y los extre~
mos de esta recta son los unicos puntos de la superficie terrestre, donde la
rotacion diurna parece efectuarse alrededor de la vertical.

De aqui, llamando v’ el dngulo que la interseccion comun de todos los
planos de los meridianos geograficos forma con el eje de rotacion, sera

2w
tg w'= lt:’

[t}

de donde resulta
w'—w=14/30",65 sen 2 w+1",16 sen 4 w ... ete.

3. Tomando por primer meridiano el plano trazado por el eje de figura
y el eje de rotacion, lldmese v la longilud de un punto cualquiera, contada
hécia el Qeste, denétese con I el angulo que la interseccion de los dos meri-
dianos, astronémico y geografico de aquel punto, forma con el eje de rota-
cion, y con ¢ el angulo diedro comprendido entre los mismos planos. Es claro
(ue, conociendo I y ¢, queda completamente determinada la posicion del
meridiano geografico. Pero estas dos cantidades pueden obtenerse de las dos
ecuaciones

senov

te I=cot w sec v, s=————————(1—Sen ? w sen 2 ) (w'—w
2 ’ sen E cos w ( ) ( ),

donde
cos E=sen w sen v
De aquf se deduce ficilmente la posicion de la traza horizontal del meri-
diano geogrifico, pues llamando = el 4ngulo que aquella forma con la traza
horizontal del meridiano astronémico, y ¢ la colatitud, se tiene

tg ==cos (I—o) tg @

4. Los ejes mayores de todos los meridianos geograficos estan situados en
el ecuador geométrico, y son iguales al eje mayor del elipséide. Los ejes me-
nores, 4 su vez, coinciden con una superficie cénica, la cual tiene su vértice
en el centro de la tierra, y pasa por el ejede figura y el eje de rotacion. La
seccion hecha en este cono porel plano tangente en el extremo del eje de figu-
ra, es un circulo, que tiene su centro en el plano del primer meridiano. El
meridiano geografico de excentricidad maxima, es aquel cuyos puntos tienen
la longitud astronémica igual 4 cero; y el meridiano geografico, de minima
excentricidad, es aquel cuya longitud astronémicade un punto cualquiera,
es 90°.

5. Generalmente hablando, los paralelos no son curvas planas, pero pro-
yectadus desde el centro de la tierra sobre el plano tangente en el extrémo del
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eje de rotacion, dan alli elipses semejantes y semejantemente situadas, que
tienen por centro comun el punto en que & dicho plano encuentra el diametro
por donde pasan todos los meridianos geograficos.

El eje menor de cada una de estas elipses esta situado en el plano del
primer meridiano. '

El Gnico paralelo situado en un plano es aquel que tiene por colatitud
90°, esto es, el ecuador geografico, y esta determinado por el plano diametral
conjugado con el eje de rotacion. Su eje menor hallase en el primer meri-
diano.

Puede hallarse el 4ngulo tcomprendido entre el meridiano geografico y el
paralelo, trazados por un mismo punto, mediante la ecuacion
t=90"—uw. €% (2 sen » senv-+-sen w CoS » sen 2 v).

6. Un arco del meridiano astronémico de un- punto. comprendido entre

dos paralelos cualesquiera, y el arco del meridiano geografico del mismo

punto comprendido entre los mismos paralelos, son iguales entr2 sf, despre-

,

ciando los términos de 6.° drden respecto a la excentricidad € y al seno del
angulo w.

7. Conservando la significacion precedente de a, ey w, sean ademds,

s,— s la amplitud de un arco de meridiano geografico.

?, v ¢ las colatitudes de sus extremos,

¢ su longitud respecto de un meridiano tomado & voluntad, por ejemplo,
el de Greenwich;

v la longitud de Greenwich respecto del primer meridiano, esto es, aquel
en que se halla el eje de figura:
se tendra entre todas estas cantidades la siguiente ecuacion, despreciando los
términos de érden superior al 6.°, relativamenté & ¢ y sen w,
((4+DB)sen® (v+1)—2 B ) cos 2w+2 Ccos (d+1)sen Zw=(A + B) sen® (v4Il)—2 (4—D)
donde A, B, C, D, se deducen de las siguientes férmulas:

A=l (9—0)+g P41 P, B=m ®,4n O,
C=m V¥, +i ¥, D=p (0,—0)+q O,+r Dyt O.— sya—s
¥ A c? " cE‘ __,___:i_ 4 ._E A
f——T— (1+”8_' ,) b= ,1615 =
3 1 173 15 593 S50
m :-—/} g? (1+T s!_*_m b n:—gé ch p= l_*_ﬁ;‘— 6253'18
A e B A L
s %H’_T' } LT Ly e =TT
d,=sen (9—%)Cos (¢, +9) W, =sen (o,—ov)sen (o, +0)
®,=sen 2 (@——w) cos 2 (9,+0) W, =sen 2 (¢,—¢) sen 2 (¢,1-¢)

®_=sen 3 (p,—o) cos 3 (p1¢)

Admitiendo que en la precedente relacion puede introducirse por s,—S§
los valores obtenidos con mediciones geodésicas de varios arcos de meridia-
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no, seré posible formar diversas ecuaciones que contengan las dos incégni-
tasvy w, y de aqui se deduciran los valores de estas incégnitas. Asi, por
ejemplo, conservando para @ y  los valores encontrados por BesseL (1), y ha-
ciendo uso de los siguientes datos numéricos (2) encontrados con las mayores
operaciones geodésicas hasta ahora llevadas & cabo, se obtienen las nueve
ecuaciones de condicivn siguientes, para hallar las incégnitas v y .

I.—Arco Anglo-francés,—Saxavord-Formentera.
©=29° 10'22,79  ©,=51°20/6/,83  l=—0°30'  s5,—s=1264645 T,92
II.—Arco Ruso.—Fuglences-Staro Nekrassowka
e=19°19"48",717T o —kk°39/57",06  1=—26° 0/ 5, —s=144k7786T,783
III.—Arco Indiano (2.°)—Kaliana-Punnce.
©=60° 29/11/,678  ©,=81°50/28,868  I=—T7" k0’ s, —s=1212885T, 39
IV.—Arco del cabo de Buena-Esperanza.—N. End-Cape Point.
e=119° 44/17",66  ©=124221/6",26  |=—18° 30"  5,—s=262470T,39
V.—Arco Peruano.—Cotchesqui-Tarqui.
©=89° 57'28”,613  ©,=93° 4'32"/,068  [=—+79°0' s5—s=176875T5
VI.—Arco Hanoveriano.—Altona-Gottinga.
9=36° 714,73 0, =38° 28/1215 I=—9° 57/ §,—s=115163T,725
VII.-—Arco Danés.—Lysabbel-Lauemburgo.
=350 5/49/,648 ¢, =36° 37'k2"'954  1=—10°30'  s5,—s=87436 T,538
VIII.—Arco Prusiano.—Memel-Trunz.
©=34° 16719/ ,554  ©,=35° k6/48",83k  |=—20°30' 5,—s5=86176T,975
IX.—Arco Indiano (1.°)—Paudree-Trivandeporum.
©="76° £0/10",982 @,=78° 18"7",k10 12=—179° 0/ $—s=89815T 45
L. 0=(~0,94135 sen® (v—0° 30’)—0,59624) cos 2 w} N
+3,73600 cos (v—0° 30’) sen 2 w—o0,9%135 sen® (v—0° 307)+-0,65686
I, 0=(+1,66678 sen? (v—26° k0’)—1,86160) cos 2 wi i
—+-3,86966 cos (v—26° 40’) sen 2 @—1,66678 sen® (v—26° 4£0')+2,01662
1. 0=(—0,80663 sen® (v—77° £0’)4-2,88330) cos 2 w--
+2,21806 cos (v—77° £0’) sen 2 w-}0,80663 sen® (v—"77" 40’)—2,81652
IV. 0=(—0,0%4306 sen* (v—18° 30/)+0,35660) cos 2 w—
—0,72290 cos (v—18° 30) sen 2 w--0.04306 sen? (v—18° 30)—0.34512
V. 0=(—0,17624 sen® (v+-79° 0/)+0,54012) coS 2 w—
—0,02862 cos (v+79° 0’) sen 2 w+4-0.47624 sen® (v+79° 0')—0,52840

-
(1) Astronomische Nachrichlen, nim. 438.
(2) Ordnance Trigonometrical Survey of Great Britain and Ireland.—Account of the Observations and
Calculations of the principal triangulation. London, 1858, pag. 759.
Comparisons of the standarads of Lenght, made al the Ordnance Survey Office, Sonthampton, by Cap, A R.
Clarcke, nuder the dircction of. Col. Sir I, James. Loudon, 1866, pég. 982-283.
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VI. 0=(+4-0,10305 sen® (v—9° 87) —0,11688) cos 2 w+
-0,34138 cos (v—9° 57’) sen 2 w—0,10305 sen* (v—9° 57')+-0,13756
VII. 0=(+0,08552 sen?® (v—10° 30’)—0,08224) cos 2 w+
—4-0,25546 cos (v —10° 30') sen 2 w—0,08552 sen® (v—10° 30)4-0,07350
VIII. 0=(+0,68791 sen® (v—20° 30/)—0,08836) cos 2 w4
—+0,24878 cos (v—20° 30’) sen 2 w—0,08794 sen® (v—20° 30’)+-0,32002
IX. 0=(—0,0773] sen® (v—179° 0')+-0,2493%) cos 2 w4
+0,41650 cos (v—79° 0’) sen 2 w~+-0,0773! sen® (v—179° 0')—0,24262
Los valores de » y w, que hacen minima la suma de los cuadrados de los
segundos miembros de estas ecuaciones, son
v=239° 31’ w—12:8" :
por tanto, segun estos cdlculos, uno de los extremos del eje de figura de la
tierra, tendra la longitud 120° 29¢ Oeste de Greenwich, y la latitud 88° 52
Norte.
Népoles, 12 de Mayo de 187%.

TEORIA DE LAS OPERACIONES FINANCIERAS.

VARIACION ABSOLUTA DEL CAPITAL EN EL TIEMPO.

I. Ganancias disponibles; interés simple.

1. Representemos por X la funcion capital y por ¢ la variable tiempo.

Antes de entrar en el estudio que nos proponemos, conviene advertir que
dos capitales distintos, pero colocados en idénticas condiciones deben producir ga-
nancias proporcionales & la cuantia de cada uno de ellos; por cuya razon, ¢, valor
primitivo del capital, sera un factor constante de X, y si dividimos X por ¢, y lla-
mamos @ al coci ente que resulta, este expresara los distintos valores de la unidad
de capital correspondientes a los diversos valores de &.

AT, ” p ;
2. Sea (1) -dz-=z, y supongamos que ¢ es constante; integrando resultara:

r=i t+C

para determinar la constante observaremos que para t=o x=1, por lo tanto C=1,
y finalmente

(2) m=14-it,
6 bien
(@) X=c (1+-it) = ct-cit. *
Esta formula es la que se consigna en todos los tratados elementales de Aritmé-
tica, y corresponde a los problemas llamados de interés simple.
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Antes de pasar adelante séanos licito observar la identidad de esta férmula co
la que representa en mecanica el movimiento uniforme; en cuya identificacion, ¢
representa la distancia inicial al origen y ct la velocidad.

3. Sidiscutimos la férmula {a), veremos, que para ¢=1, X=c--ci; de manera
que cii es el incremento del capital ¢ en la unidad de tiempo, y por consiguiente
el incremento de la unidad de capital en la unidad de tiempo. En la practica no
suele fijarse como dato el incremento de la unidad de capital, sino ¢l de 100 uni-

/ A : 244
dades de capital que representaremos por r; entonces =0 Y s sustituimos su
valor en la formula (a), resultara:

crt
P, :C—I—m

4. Considerando la férmula (a) bajo el punto de vista geométrico y tomando
ejes rectangulares, sabemos que representa una recta cuya ordenada en el origen
esc, y que forma con el ejo dela t un angulo cuya tangente trigonométrica es ci.

La ecuacion (2) representa la paralela tirada por el origen de coordenadas.

5. jElser los réditos exigibles se opone a que la ganancia elemental sea variable
en funcion del tiempo? De ninguna manera. Podria suceder que por mutuo con-
venio entre el que utiliza el capital y su propietario se estimase que esta ganancia,
0 sea la utilidad misma del capital, habia de variar con arreglo & una ley determi-
nada que se puede representar por cualquier fraccion arbitraria de t—Por ejemplo,
supongamos que se establezca como ley arbitraria de los valores de i la siguiente:

di e
| a7
ntegrando resultara:
t=a ¢t conslante;

y suponiendo que el valor inicial y arbitrario de i sea ¢, tendremos:
i=i+tat:
Sustituyendo este valor de ¢ en la formula (1) tendremos:

dTeey
0 =i,+tat;
¢ integrando

ot
T=1,——{-constante;

esta se determinara como antes, y resultard finalmente:

: Ak
(3) =11, t‘l"—?— .

6. Esta formula es idéntica a la que representaria un movimiento uniforme-
mente acelerado en el cual la distancia inicial al origen fuera 1 la velocidad ini-
cial i, y la acelgracion a=constante.

La representacion geométrica de la ecuacion (3) es como sabemos una parabola
que corta al eje de la = encl punto cuya ordenada es 1, y cuyo eje es paralelo al
eje de la z.
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7. Consideremos la ecuacion

o=f (t)...... (1)

Diferenciando tendremos

-Z‘;;;”:/v (t). ... (2)

y [’ {t) representa el rédito de la unidad de capital ¢ la velocidad, segun que la
ecuacion (1) represente los valores de la unidad de capital en funcion del tiempo
6 la ley del movimiento de un punto en su trayectofia.

Sidiferenciamos la ecuacion (2), tendremos:

2
o " (e (3)

Cuando supongamos que la ecuacion (1) expresa una ley de movimiento, /" (t) es
la aceleracion, que puede considerarse como la velocidad en el movimiento delini-
do por la ecuacion w={" (t); y analogamente, cuando la ecuacion (1) represente la
.ley de variacion de la unidad de capital, f (t) se podra considerar como el rédito
correspondiente a la ley detinida por la ecuacion x=f" (t).

Vemos por consiguiente que en el caso de ser los intereses disponibles, todas las
formulas de la cine.natica, que representen distiatos movimientos simples ex-
presan el capital & en funcion del tiempo t; representando la distancia al ori-
gen el valor primero del capital (que sera siempre la unidad en virtud de la
hipotesis del nim. 6), la velocidad el rédito de launidad de capital, y la acelera-
cion el incremento positivo 0 negativo y constante 6 variable del rédito de la
unidad.

8. (Casi todas las operaciones financieras que se calculan por las férmulas del
interés simple, no presentan las condiciones tedricas que sirven de base al estable-
cimiento de las ecuaciones, puesto que los intereses no son exigibles en cualquier
época sino en determinadas fechas que constituyen los vencimientos. Las formulas
para calcular la ganancia correspondiente a cada intervalo, comprendido entre dos
vencimientos consecutivos, deben ser las del segundo caso que examinaremos
despues.

Sin embargo, como unas y otras dan para x valores poco diferentes, cuando el
de t es menor que un afio, y como el intervalo. entre dos vencimientos consecutivos
es generalmente tres 6 seis meses, pueden sustituirse las férmulas exactas, por las
correspondientes al caso de los intereses exigibles, que dan lugar a calculos mucho
mas sencillos.

9. Paraterminar este primer articulo haremos algunas observaciones impor-
tantes.

Observacion 1.* El valor de x correspondiente & cada valor de ¢, consta de dos
partes, a saber: la unidad, 6 sea el capital propiamente dicho, y la ganancia 6
réditos, que es una riqueza disponible que pertenece al capitalista, y que por lo
mismo no puede tener remuneracion, siendo en realidad un depésito, que queda en
poder del que utiliza el capital hasta que el dueno se le exige.

Observacion 2.* El capital ha de quedar necesariamente empleado durante un
cierto tiempo fijo de antemano, porque el producto, resultado de la accion simulta-
nea del capital y del trabajo (del cual nace el rédito) no se obtiene de ana manera -
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continua sino periodica. De aqui nace la diversidad de periodos que pueden consi-
derarse como unidades de tiempo y como suficientes a la creacion iudustrial del
producto, durante los cuales, logicamente, no deben ser exigibles ni el capital ni
los réditos por no haber terminado el acto de la produccion. Sin embargo, el rédito
correspondiente al capital empleado es uno de los gastos de la produceion, y nada
se opone & que en vez de satisfacerle de una vez, despues de obtenido el producto,
se pague anticipadamente y de una manera regular, como se efegtia respecto a la
remuneracion del trabajo representada por el salario.

Esto permitira uniformar las unidades que debamos adoptar para medir los
tiempos, y los valores de i.

Observacion 3.* La cantidad ¢, que mide la utilidad absoluta del capital, debe
ser una cantidad constante paratodos los capitales en una misma época, y variar
muy poco para épocas distintas; sin embargo, en la practica de los negocios se ob-
serva que existen para ¢ valores muy distintos, lo cual exije una ligera explica-
cion. Generalments se confunde el tipo de interés con la cuota de Seguro corres-
pondiente a losriesgos a que se exponen los capitales, y de aqui las enormes dife-
rencias en el tanto por ciento, cuyas diferencias no corresponden a los valores de
i, sino a las cuotas del Seguro; de manera que tomando el tipo del interés en dife-
rentes negocios y restando de él la cuota correspondiente a los riesgos que propor-
cionan (la cual puede evaluarse por medio del calculo de probabilidades, con tan-
ta mas exactitud, cuanto mayor numero de datos estadisticos ciertos puedan reunir-
se), veriamos que el resto, valor verdadero de ¢, aparecera igual en todos ellos 6
muy poco diferente, y aun estas diferencias desaparecerian si tomasemos en cuen-
ta el salario correspondiente al trabajo que desarrolla el duefio del capital.

Vemos, por consecuencia, que un defecto de propiedad en el lenguaje motiva,
como sucede generalmente, una discordancia entre la teoria y la practica. (a)

I1. Capitalizacion de intereses. — Interés compuesto.

10. Supongamos ahora que los intereses se destinan a ser capitalizados y no
quedan cn poder del que utiliza el capital como riqueza disponible & favor del ca-
pitalista. El capital productor sera entonces variable, y como las ganancias se su-
ponen siempre proporcionales a la cuantia de los capitales, siendo idénticas las de-
mas condiciones, tendremos

dTune
1) =—=uwmi;
( ) dt T
Supongamos primero que i=constante; integrando tendremos:
lz=it+C; . _
para determinar la constante observaremos que si t=o0; =1, y por tanto, C=I =0
tendremos, por consiguiente,
loc=1b;
6 bien
it
T=g 45 4(2)

siendo e la basz del sistema neperiano de logaritmos.

(a) Atendida la indole de esta publicacion, omitimos los estudios y las consideraciones de carédcter
practico, habiéndonos limitado a4 exponer sucintamente las observaciones anteriores por la importan-
ja quo ofrecen.
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11 Discutamos esta ecuacion:

Para t=1; w=el por consiguiente, la ganancia 6 incremento de la unidad de
capital en la unidad de tiempo esei — 1, en vez de ser como en el caso ante-
rior e.

La curva representada por la ecuacion (2), referida a coordenadas polares y
conocida con el nombre de espiral logaritmica, tiene la propiedad caracteristica de
cortar a todos los radios vectores bajo un angulo constante, que en este caso estara
dado por la formula

1
tang. V:—'b

La féormula x=ei* muestra que la tabla de logaritmos neperianos da los valores
adquiridos por la unidad de capital, cuando los réditos se capitalizan de una ma-
nera conlinua. En efecto: suponiendo conocido el valor de 4, que es un dato, y mul-~
tiplicandole por ¢, obtendremos un-producto que sera el logaritmo neperiano de z,
y por lo tanto el nimero correspondiente sera el valor de la unidad de capital
para los valores de 7 y ¢ que se nos fijaron.

Observemos tambien que cuando'la ecuacion x=eit, se refiere a coordenadas
rectangulares el valor de la tangente trigonométrica del angulo que la tangente
geométrica a la curva forma con el eje de las ¢, sera:
ti

tan a—d—w—ie
N

que para t=o, da:
; tg. ot°=i;
de manera que la constante i representa la tangente trigonomeétrica del angulo que
forma con el eje de las ¢, la tangente en el primer punto de la curva.
Notemos todavia la semejanza entre las formulas de la Cinematica y las que de-
ducimos del estudio que nos ocupa. En efecto: la ecuacion x=ei’ expresa la ley
del movimiento en que la distancia inicial al origen es 4, la velocidad inicial 7 y la

ley de las velocidades 2 =t.
T

12. Supongamos ahora, como en el caso anterior, que la ganancia ¢ rédito ab-
soluto de la unidad de capital es variable, segun caalquier ley arbitraria.

. d ; " N
Sea, por ejemplo: ﬁ%:a siendo a una cantidad constante; integrando resulta-

ra 1=i,tat; representando por i, el valor de ¢ correspondiente & t=o; sustituyen-

do en la formula (1) resulta:
do : ;
—a?_m,z—{-a ta;

y separando variables

42 i diva, t.d. b
T

integrando entre los limites o y ¢, resultara finalmente:

2
lm:itﬁ-g—;—
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6 bien
\ 12
((rit- 02 )
C—Cle o & (3)

De la misma manera podriamos deducir todas las férmulas correspondientes a
otras leyes arbitrarias para los valores de 1.

Si comparamos las ecuaciones correspondientes a las dos hipétesis de ser los
réditos disponibles 6 capitalizables, pero considerando en ambas el mismo valor
inicial de ¢ y la misma ley de variacion, observaremos que los valores de la z en
la segunda son potencias de e, de un grado igual & la suma de los términos depen-
dientes de t en el valor de = de la primera.

(Se continuara.)
V. nE G. PaAsros.

CONCEPTO DEL NUMERO Y AXIOMAS DE LA ARITMOLOGIA.

(Conclusion,) (1)

En primer lugar, la comparacion que se establece entre dos magnitudes, com-
pendia cualquiera otra que se descubra entre los individuos, cuya coleccion se
busque, con tal que una de ellas sea la de la coleccion misma y la otra la de su
unidad ; porque al decir quae son todos de la misma especie y hasta, si el caso lo
requiere, de la misma magnitud, no se hace mas que dar cumplida la condicion
indispensable para que el numero se realice: asi como, al conocer cuantos indivi-
duos constituyen la multitud, se compendian en un solo juicio !as varias compara-
ciones establecidas entre ellos, partiendo de cualquiera como unidad, aun cuando
fuera del caso tener en cuenta la magnitud total y las parciales. Es dado, por con-
siguiente, cifrar la realizacion del nimero ,en una comparacion tan sdélo, cuando
proviene de la repeticion de unidades: los términns son, la magnitud de la colec-
cion y la magnitud de la unidad, si es que hay motivo para que esta se mire como
magnitud.

No se podia considerar la unidad como multitud, cuando otra idea no se tenia
del numero; & ménos de entrar en un circulo vicioso, huyendo de caer en una
contradiccion evidente. Ahora, sin mas que apoyarse en que toda cosa es iden-
tica a si misma, se puede mirar la unidad como un nimero: el que resulta de
comparar una magnitud con ella misma; pues nc se sabria considerar tal resultado
sino como igual & la unidad. Esto se encuentra confirmado por la opinion de LA~
crorx, cuando dice (1): «. ... contamos, sin embargo, al uno entre los nimeros, y
damos esta denominacion general, no solo por analogia, y por ser la base y funda-
mento de todos los numeros, sino tambien porque ningun otro puede indicarnos la
relacion que con la unidad tiene cualquiera otra cantidad igual a ella »

La cantidad no debe, por otra parte, considerarse c¢n el numero entero mas que
bajo el accidente de la magnitud; pues si se distingue en la expresion gramatical

(1) Vease la pagina 166.
(2) Curso completo elemeptal de Matematicas puras, por S. F. Lacrolx, tomo I,
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el ordinal del cardinal, cuando se quiere denotar el 6rden en que existen los séres
0 en que se suceden los hechos, es para satisfacer en el lenguaje la necesidad de
expresar el ultimo objeto de cada coleccion determinada que se tome parcialmente
en una coleccion dada mayor 6 igual, a partir siempre del primero; y no es de nin-
guna manera que se reconozca en tal caso doble modo de ser en la cantidad nu-
meérica , como lo lleva en si la cantidad en general por su concepto supremo de va
riabilidad.

Es esencial en el nimero la posibilidod de aumentar 6 de disminuir, y su natu-
raleza de magnitud se extiende a la unidad, desde el momento en que esta se mira
como nimero, y ya no hay inconveniente en decir que: unidad es la magnitud
que se adopta para que sirva de término de comparacion respecto de todas las de
su misma especie.

En segundo lugar, cuando la magnitud que se ha adoptalo para unidad se des-
compone en varias magnitudes iguales entre si, es evidente, en virtud de un axio=
ma, que el conjunto de todas sus partes, comparado con el todo, da por resultado
un nuimero; que no es sino la unidad misma. Y es una verdad, en virtud de consi-
deraciones anteriores, que el conjunto de magnitudes iguales a las que componen
la unidad da por resultado de la comparacion, un numero que puede provenir de
la repeticion de unidades; siempre que con las magnitudes puedan formarse gru-
pos completos tales, que cada uno componga una unidad. En cualquiera otro caso
no resultara un nimero entero de comparar con la unidad adoptada el conjunto
de partes iguales; pero se tendra un verdadero numero: cuando se tiende a corro-
borar la extension de la idea de magnitud numérica, no hasta presentar por de-
mostracion que tal conjunto de partes es una magnitud, porque sea susceptible de
aumento 6 de disminucion, y que la unidad lo es por definicion; es menester exa-
minar en si misma la relacion de las dos magnitudes.

Puesto que la unidad no cabe en la magnitud que se compara 6 no esta conte-
nida exactamente en ella, segun sea esta menor 6 mayor que aquella; hay que des-
proveer, al efecto, a la unidad de su caracter peculiar, para no ver eun ella mas que
una magnitud de la misma espegie que la magnitud dada y una magnitud que se
habia descompuesto en otras iguales entre si: y teniendo en cuenta que con partes
iguales a una de estas, aunque en menor 6 mayor nimero, se ha compuesto el con-
junto que se considera ; no hay mas que adoptar una de esas magnitudes parciales
para término comun de comparacion del conjunto y de la unidad, y los resultados
seran: dos numeros enteros, uno que dara a conocer cuantas partes de la primitiva
unidad se habian juntado, otro que expresara en cuantas partés se habia descom-
puesto la misma unidad.

La cuestion queda reducida & mirar el numero que proviene de la repeticion
de partes de la unidad, como ¢l resultado de la comparacion de dos nimeros en-
teros, 6 lo que es lo mismo, como el resultado de la comparacion de dos magnitu-
des de la misma especie; pero este es cabalmente el nuevo concepto de la idea de
nuimero; luego en la definicion establecida se comprende el namero fraccionario.

Ademas, puesto que nada impide, cuando se conocen dos nimeros enteros, te-
ner a uno de ellos por el de las partes iguales de una unidad anterior que se ha-
yan juntado, y al otro por el nimero de partes en que la misma se hubi®ra des-
compuesto; bueno sera hacer notar que el resultado de la comparacion de dos ni-
meros entercs es un nimero fraccionario, con tal que reconozcan una unidad
comuu.
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En tercer lugar, al comparar una magnitud con la unidad de su especie, no
solo ocurre que sea menor que ella 6 que siendo mayor no la contenga exacta-
mente; sino tambien que, dividiendo y subdividiendo sucesivamente la unidad en
partes iguales con arreglo 4 una ley determinada, no llegue & encontrarse jamas
una parte conveniente para que quepa con exactitud en la magnitud dada. Pero
sucede & veces mas: que, cualquiera que sea laley de sucesion que se adopte y
por pequefias que se imaginen & arbitrio las partes iguales de la unidad, no existe
ninguna parte que satisfaga 4 tal condicion. Sin embargo, teniendo en cuenta que
siempre se puede reemplazar Ia magnitud dada por otra que se considere como
una coleccion de unidades 6 de partes de la unidad, y que difiera de aquella tan
poco como convenga; se juzga adecuado al caso: Teconocer que existe realmente un
nimero que corresponde en abstracto & la magnitud de que se trata, y designarle
con el nombre de incomensurable.

Ahora bien: aunque, en abstracto, despreciar la diferencia entre la magnitud
dada y la magnitud que la reemplaza seria contradecir la hipdtesis; en concreto,
cuando se practica la medida, se encuentra siempre tarde ¢ temprano una parte
de la unidad tal, que sea inapreciable esa diferencia para los mas ‘delicados ins-
trumentos: pero como no cabe en rigor matematico conceder al nimero incomen-
surable un origen de colectividad; aqui se pone de manifiestoy en relieve la supe
rioridad del concepto de comparacion 6 de relacion sobre el de multitud, superior
ridad que consiste en permitir que la definicion abrace todos los casos de realidad
numeérica, y que nace de la mayor extension de la idea.

Resumiendo, una comparacion es la que se establece entre la magnitud dada y
la magnitud adoptada para unidad de su especie, ora se pueda equiparar aquella a
una coleccion, ora no permita su naturaleza que ninguna parte alicuota de la uni-
dad sea repetida en ella sin diferencia. Un numero es el 1esultado de la compara-
cion, ya sea que exista, ya que no exista una tercera magnitud que esté contenida
exactamente en las dos comparadas, 6, segun se dice, una medida' comun de las
dos magnitudes: de aqui la division del nimero en comensurable ¢ incomensura-
ble: el uno es siempre conocido y asignable; el otro es inasignable y no puede ser
conocido sino aproximadamente, reemplazando la magnitud dada por otra tan
poco diferente como se quiera y que tenga una medida comun con la unidad; pero
es una cantidad real y recibe el concepto matematico de limite, atendiendo a que &
él se aproximan sin cesar y tanto como se quiera otros nimeros comen-
surables.

Corroborada la extension de la idea de nimero, cuando se define bajo un con-
cepto que llena directamente el objeto positivo de las matematicas, bajo el con-
cepto de comparacion que realiza siempre en abstracto y hasta lo infinito la medi-
da directa de la magnitud: toca, en fin, presentar los principios fundamentales
que determinan la naturaleza de la magnitud definida, 6 los axiomas de la aritmo-
logia. *

Todo numero supone una cierta unidad: la magnitud del nimero no depende
de las magnitudes que se comparan, sino de la relacion entre ellas: cuando la
magnitud que se.compara aumenta 6 disminuye, 6 cuando aquella con la cual se
compara disminuye 6 aumenta, el nimero aumenta 6 disminuye: para comparar
dos magnitudes de la misma especie, basta comparar cada una de ellas con la uni-
dad, y despues los resultados entre si: dos magnitudes son iguales, cuando el re-
sultado de su comparacion es la unidad: una magnitud es may or 6 menor que ofra




— 193 —

segun que el resultado de su comparacion sea mayor 6 menor que la unidad: si a
numeros iguales 6 desiguales se les hace aumentar ¢ disminuir de la misma ma-
nera, se convertiran en otros iguales 6 desiguales: tales son las verdades axioma-
ticas de la ciencia del nimero, cuando este objeto del conucer se toma en su mas
general concepto. Algunas de ellas son las mismas presentadas anteriormente; y
todas son universales en la aritmologia, en el sentido de que no admiten excep-
cion ninguna y son aplicables sin condicion especial de haber 6 no de repetirse la
unidad.

Ademas, se puede observar que no determinan la clase de las magnitudes com-
paradas, y que, por consiguiente, lo mismo seran ciertas cuando se comparen doa
extensiones 6 dos duraciones: la comparacion de dos nimeros presupone la exis-
tencia de dus comparagiones anteriores; va sea de cada cual con la unidad, si se
i)resentan 4 arbitrio, ya de dos pares de magnitudes; por donde tambien se puede
venir a parar a la comparacion de dos magnitudes de extension 6 de duracion co-
mo punto de partida.

Se vé que la relacion abstracta, que es la esencia del nimero, somete & su re-
sultado toda clase de magnitud, con tal que se la compare con su unidad, es decir,
con otra de la misma especie elegida para término de comparacion de todas las
demas. Asi, pues, el nimero es el objeto mas sencillo y mas abstracto de las ma-
tematicas, y en él se funden todas las demas magnitudes por la accion compara-
dora de la medida; y de ahi que los principios axiomaticos que determinan su na-
turaleza sean generales para toda ciencia matematica. En prueba de que son apli-
cables fuera de su propia esfera, no hay m3s que recorrer atentamente los que
LEGENDRE presenta en su Geomelria y los que se encuentran en los Elementos de
EucLIDES; pues se observara que no son de indole exclus ivamente geométrica; ante
bien hay entre ellos algunos que especifican la magnitud, otros que versan sobre
la magnitud en general, y hasta aparecen otros axiomas como el de «el todo es
mayor que la parte,» que son universales 0 anteriores 4 cualquiera ciencia indi-
vidual.

Sin embargo de la indudable importancia que 4 un axioma da su evidencia ca-
racteristica; matematicos de gran saber han hablado en contra, pretendiendo
TrompsoN entre ellos que «nada hay evidentepor si mismo, excepto quiza una pro-
posicion idéntica:» de manera que el auto: de la Geometria sin axiomas no concede
evidencia mas que a las definiciones 6 proposiciones que, segun los légicos, tienen
el caracter de identidad cuando obedecen a las reglas del método. Pero THOMPSON
cree interpretar felizmente el principio de LAvorssier, sustituyendo & las definicio-
nes la nomenclatura; ;4 qué aplica entonces la excepcion que hace al formular su
opinion? Nada deja de evidencia en la ciencia de la cantidad; sujeta al testimonio
de los sentidos & una ciencia que (1), «siendo razonada, debe descansar sobre ver-
dades primarias, sobre principios.»

PELEGRIN CASSINELLO,
Catedratico de matematicas del Instituto de Tapia.

(0 Coyteux—Des vrais principes des Mathémati ques.
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DE LA NATURALEZA DE LA ELECTRICIDAD

poR EL Smr. D. E. EpLUND.

(Continuacion.) (1)

Sean dos moléculas de éter m y m’ puestas una de otra a la distancia r. Siam-
’

bas estdnen reposo, su repulsion reciproca es—z—. Cuando, por el contrario, m se

acerca 0 aleja con una velocidadl constante,
(S ! ocurren otras relaciones. Si m se encuentra
x}\/v\/ primero en el punto x (fig. 1.2) a la distancia
AT T r44A r de m’, y luego durante el tiempo At se
aproxima a m/ la cantidad A, la repulsion

Figura 1.2

g mm' , mm' ¢ ) r :
reciproca aumenta de ——= 4 —=3 pero sise efectua la aproximacion con una

(r+4 7)
velocidad suficiente, [altale tiempo 4 la repulsion de sufrir tal aumento. La repul-
sion en el punto y es por lo tanto inferior a la que corresponde 4 la distancia 7.
Esta disminucion es, a igualdad de las demas circunstancias, una funcion de la ve-
locidad constante h. Se puede, pues, expresar la repulsion en el punto y por

mm/ ’
- [ (h), teniendo [ (k) un valor inferior 4 1. Si por el contrario m se aleja de m’

, con la misma velocidad constante h, re-

| 7."’ 7{2‘ curriendo en el tiempo A ¢ la distancia
}\x;/-\/\/ y—a'=A r (fig. 2.%), la repulsion en el mo-
7 mento en que m llega a y, debe ser superior

Figura 2.2 4 la que corresponde a la distancia r, puesto

que la repuision no puede disminuir con la velocidad correspondiente al
aumento de la distancia. Se puede, por tanto, expresar en este caso la repulsiou

il
por mg F (h), siendo F (k) mayor que 1. Sl en el primer caso, cuando ha dis-

minuido la distancia entre las moléculas, se considerala velocidad como negati-
va, debe en el segundo ser positiva. Por lo que toca a la maturaleza de las funcio-
nes f.(h) y F (h),nada se sabe d antemano, sino que la primera debe ser menor, y
la segunda mayor que 1, y que ambas se acercan a 1 cuando & disminuye. Pero co-
mo las causas que retardan 6 aceleran el desarrollo de la repulsion en el caso de
aproximacion, deben poseer el mismo efecto en su desaparicion en el caso de ale-
jamiento, es probable que las formas de las dos funciones sean iguales, 6 que el
desarrollo de la repulsion sigala misma ley que su desaparicion, y que ambas pue-
dan expresarse por la misma funcion de la velocidad, cuidandode que esta iltima
sea negativa en un caso y positiva en el otro. Tenemos asi, para la repulsion entre

; : . mm! g ; ;
dos moléculas de éter, la expresion —5 F (—P), si estas moléculas se aproximan

(1) Véase la pagina 173
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una 4 otra con una velocidad constante h, yla expresmn F (+h), si la dis-

tancia aumenta entre ellas, siendo la funcion F de tal naturaleza que se vuelve
igual 4 la unidad para h=0, es menor que la unidad para un valor negativo, Yy
mayor para un valor positivo de h. Estas expresiones pueden escribirse convenien-

temente bajo la forma —— (I—{-w(— h) Y =5 (l-}-m —}-h) siendo tal la fancion

o (k) que se vuelve = 0 cunndo h =0, tiene un valor negativo cuando & es negati-
va, y positivo cuando % es positiva.
Lo que acabamos de decir aplicase exclusivamente al caso de ser constante la
velocidad de aproximacion 0 alejamiento. Ahora supondremos que m se acerca a
!, y que en el mismo tiempo A ¢ recorre el mismo camino A » que antes, pero con
una velocidad decreciente, de manera que esta velocidad sera mayor cuando m se ha-
lle mas cerca de x (fig. 1.?) que cuando haya llegado y. Aunque m recorra aqui el
mismo camino durante el mismo intervalo de tiempo, y tenga por consiguiente

Ar : b .
AT el mismo valor que en el primer caso, la repulsion en el punto y, no pucde,

sin embargo, ser la misma.

La molécula m se habra movido mas ravidamente, hallindosc inmediata &
que al estar mas cerca de y: habra permanecido, pues, mais tiempo en los puntos
en qquc la fuerza de repulsion es mas fuerte que cn aqueliosen que es mas débil. De
donde debe resultar que la repulsion en el punto y sea mas fuerte que si la veloci-
dad hubiera sido constante. Depende, por lo tanto, la repulsion, no solo de
Ar iy & P ;

A sino tambien deAt Si ahora pasamos al limite, hdllase de esta manera que
la repulsion depende, no solo de la velocidad, sino tambien de la variacion de la
L

4 : di . :
velocidad, es decir, de -a%-, auinentando tal dependencia en el caso en cuestion la

magnitud de la fuerza repulsiva.

Si la molécula m se aleja de m’ en tanto que su velocidad aumenta, pero de ta]
manera, que él camino fijado A r se recorra en el tiempo fijado A ¢, la repulsion en
este caso como en el precedente, seri mayor que si la velocidad fuera constante.
Aqni tambien la molécula permanecera mayor intervalo de tiempo en los puntos
en que la fuerza de repulsion es mayor que en aquellos en que es mas pequeifia.
Es, pues, necesario, afiadir a la expresion (ue representa la magnitud de la re-
pulsion bajo una velceidad constante, un término dependiente de la variacion de
la velocidad.

La molécula eléctrica muévese en su trayecto con una velocidad constante:
como arriba queda dicho, variaciones en la intensidad de la corriente no ejercen
influjo algano bajo este concepto. Si pues una molécula se aproxima 6 aleja res-
pecto & otra situada en la linea recta en que el movimiento de la primera ocurre,
no cabe ocuparse de una variacion en la velocidad relativa. Las circunstancias
cambian, por el contrario, si una de las moléculas se halla al lado de la direccion
de la otra. Supongamos dos moléculas, m y m’, de las cuales la primera esté en
movimiento sobre la linea @b, y la otra m’ en reposo. La distancia = entre las mo-

léculas es entouces igual & \/a:‘-'—f-pﬂ (véase la fig. 3), y su velocidad relativa, (es
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distancia entre las moléculas aumenta, su veloci-
dad relativa aumenta al propio tiempo. Las va-

, . rede oTdTR S g
decir la velocidad sobre la linea de union) Ji=r i+ Disminuye,pues, la velocidad
. , relativa & medida que m se aproxima al punto o en
(22 72" donde es igual a cero. Cuando, por el contrario, la
4

2' /s riaciones de la velocidad relativa se obtienen
FhE diferenciando la ltima expresion, lo cual da
' d*r  do® o da? ] :
@ TN § o dui o el coseno
. TE=rdl P I de donde, introciend
: T dz
Figura 3.2 del angulo en lugar de Y h en lugar de 20 58

&

. din R .
obtiene dt—gz;(d—cos’ﬁ). La variacion de la velocidad relativa es, pues, propor-

cional al cuadrado de la velocidad de la molécula en el circuito; presenta su .
maximum en el punto o (fig. 3) y disminuye a medida que la molécula se aleja.

Por sustituciones correspondientes hallase como expresion de la velocidad relativa:

drii
—d?_cos 0h.

Si la molécula m se mueve con una velocidad constante sobre la linea ab
(fig. 3), en cuyo caso su velocidad relativa varia con relacion a la molécula fija m’,
la repulsion entre las dos moléculas a una distancia determinada = es, segun lo que
precede, mayor que si la velocidad relativa fuera constante. Tal ocurre, ya se
aleje m del punto o 6 ya se le acerque. A la expresion que indique la repulsion
entre las dos moléculas en el caso de ser constante su velocidad relativa, debe por
lotanto afadirse un término que constituya una funcion de la variacion de la

velocidad. Designaremos esta funcion por ¥ gu—-cosgﬁ). Lo que de antemano

sabemos, respecto a esta funcion ¢, es que debe ser igual a cero, cuando
cos 0=4, puesto que en tal caso la molécula m se mueve sobre la linea de
union entre m y m/, y es en su consecuencia constante la velocidad relativa de
las dos moléculas. Sabemos ademas que el valor de la funcion ¢ es siempre positivo,
ora se acerque la molécula m a m’ 6 se aleje de ella. Nétese por iultimo, que el
valor de la funcion puede depender, no solo de la magnitud de la variacion,

2
2—(4—005‘-’0), sino tambien de la distancia » entre las moléculas; y que por consi-

guiente r puede entrar bajo el signo de la funcion al propio tiempo que esta misma
variable entra en la expresion de la magnitud de la variacion.

La expresion completa de la repulsion entre dos moléculas de eter m y m’, de
las cuales la ultima est fija y la primara m se mueve con una velocidad constante

h sobre una linea que forma un angulo agudo 6 con su linea de union, sera por
lo tanto:

En el caso de acercarse m a m/:
mm’
,’.2

(4-;—99 (—h. cos 0)+t!4(i: (fl—cosiﬂ)) ) ...... (1)s
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y en el casc de alejarse m de m':

_,,_%?_/ (4 +9 (4. cos ¢ 6)4 (’;( I—cos’ﬁ)) ) soened (FIE

Vamos desde luego & aplicar lo que acaba de decirse al caso de dos molé-
culas m y m’ que se mueven con una velocidad constante é igual, en el mismo
sentido sobre lineas paralelas (vease fig. 3).

Segun los principios sentados por W. WEBER (1), admitiremos que el efecto de la
accion reciproca entre dos moléculas de éter se comunica en totalidad a los circui-
tos en que Se mueven. Solo los movimientos de los circuitos pueden observarse
en la accion reciproca de dos corrientes, y & estos movimientcs se refieren las
formulas empiricas establecidas sobre la base de las observaciones. Si ahora se
quiere hallar la variacion producida en la distancia de dos elementos del circuito
por la accion reciproca de las moléculas de éter, pifede considerarse uno de los
elementos como fijo y el otro sélo, como libre. Suponemos en tal caso que el
elemento del circuito en que m’ se mueve, esta libre, y que el que corresponde a
m' estd inmovil. Si en toda la masa de éter no hubiera en movimiento mas molé-
cula que la m/, no se podria, como siestuviera en reposo, admitir que las repulsio-
nes ejercidas sobre ella por toda la masa de éter ambiente se anulan reciproca-
mente: pueden por el contrario estas repulsiones tener una resultante S que no
sea cero. La repulsion ejercida sobre la molécula m en movimiento, por toda la
masa de éter ambiente 4 excepcion de m, debe por tanto obtenerse restando
de S la repulsion que tiene lugar entre m y m’ 6 lo que viene a ser lo mismo, afa-
diendo a S la ultima repulsion tomada con signo contrario. Tratase ahora de hallar
el movimiento impreso a la molécula m’ 6 mas bien al elemento del circuito en
que se mueve m/, por ‘causa de ponerse en movimiento la molécula m.

Como cuando se trataba de los fendmenos electrostaticos, hemos de tomar en
cuenta las circunstancias siguientes: 1.° la accion reciproca directa de las dos mo-
léculas de éter; 2.° la diferencia entre la accion ejercida sobre m’ por la masa total
del éter ambiente, cuando se supone m en reposo, y la accion ejercida sobre la
misma molécula m/ por todo ei éter ambiente, d excepcion de m; 3.° la accion de m
sobre el espacio ocupado por m’; y %.° la accion sobre el mismo espacio de toda la
cantidad de éter ambiente a4 excepcion de m. La diferencia enunciada en el nume-
ro 2 es evidentemente igual a la repulsion, tomada con signo contrario, cntre la
molécula m supuesta inmovil y la molécula m’: y la accion indicada en el nu-
mero 4 es idéntica a la repulsion, tomada con signo contrario, entre la molécula
m supuesta inmovil y el espacio en cuestion. Si se suman las acciones sobre m’ se-
naladas en los dos primeros casos, y de ello se restala suma correspondiente de
las dos ultimas, obtiénese, conforme con el principio de Arquimedes, la accion
buscada sobre m’ 6 sobre el elemento del circuitoen que m’ se mueve.

Para mejor penetrarse de la exactitud del procedimiento anterior, propéngase
la cuestion de la siguiente manera: quiérese hallar el movimiento ocasionado a la
molécula m/, 6 mas bien al elemento del circuito en que m’ se halla, por causa de
ponerse en movimiento la molécula m. Ahora bien; el movimiento buscado en el
elemento de circuito m/, depende claramente de la modificacion ocurrida en la
repulsion entre m y m/, con motivo de haberse puesto esta ultima en movimiento.

(1) Abhandlungen itiber Elekirodynamisckes, Maasbelimmungen, p, 309,
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Obtiénese, pues, la expresion del movimiento buscado, restandode la repulsion en-
tre las moléculas m’ y m, cuando esta ltima se supone en movimiento, la repul-
sion entre las mismas moléculas cuando se considera como en reposo la molécu-
la m. El reslo hallado de esta manera, no es otra cosa en realidad que la suma de
los dos primeros casos enunciados antes. De una manera analoga se obtienen los
efectos de repulsion a los cuales se refieren los dos ultimos casos. Facil es ahora
hallar la expresion algebraica de la accion reciproca de dos elementos de corrien-
te. Si suponemos que las dos moléculas m y m’ se mueven sobre lineas paralelas
en el mismo sentido, como por ejemplo, hacia b y ¥/, su distancia reciproca no su-
frira ninguna modificacion, puesto que se mueven con la misma velocidad. De esta
nmanera su accion reciproca direcla sera la misma que si ambas estuvieran en re-
poso. Por tanto, la accion a (e se refiere el caso num. 4 vale

, mml

Como m' se aleja de m, si esta ultima se supone en rc¢poso, se tiene para el

caso num. 2:
ot ﬁﬂ- ( + o (+hcos0) + ¢ (=——(l—cos2 0)))

Obtiénese para el num. 3, en que m se acerca al espacio ocupado por m':
m
__ﬂ. ( 1 + o (— hcos0) + y(-—-(l — cos? 0)))

Por ultimo, para el num. % se tiene:
m m/’

TE

Si ahora se resta la suma de las dos ultimas expresiones do la suma de las dos
primeras, hallase como resultado definitivo:
m m’

=2 @ (+ h cos 0) + © (— k cos 0) + 24 (-’; (1 — cos® 0)) (3)

&+

Este resultado es la expresion tedrica delinflujo reciproco de dos elementos de
corriente que se mueven en un mismo sentido sobre lineas paralelas.

Haciendo en la formula (3) cos 0 igual & cero, es decir, suponiendo que la linea
de union entre los dos elementos de corriente, fornia angulo recto con las lineas
de direccion de las corrientes, funcion ¢ sera, como ya se ha visto, igual a cero. Se
tendra, pues, para este caso:

o . (4)

Pero, segun lo que precede, el valor de la funcion ¢ es siempre positivo. De
donde se sigue, que en tal posicion, los elemeatos de la corricnte se atraen mutua-
mente, hecho ya acreditado por la expe riencia. Y

Vamos ahora & comparar con la experiencia el resultado tedrico, con el fin de
determinar las funciones ¢ y ¢.

mm’ [
2 b (—) ..
2 b (—)

(Se contjnuara,)
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AZUL DEL CIELO.

Porque ese cielo azil que todos vernos
Ni es cielo ni es azil.......
Arpensola,

{Quién permanecera insensible al contemplar las bellezas del universo; ni qué
puede fingir la imaginacion mas sublime y majestuoso que el limpido azuil del fir-
mamento, bien se nos presente iluminado por un sol vivificador, 6 ya aparezca la
inmensa boveda tachonada de puntos centellantes? Es tan facil en Espana la ob-
servacion de un cielo puro, que lo extrano es verle encapotado y brumoso; y en
fuerza de la costumbre nisiquiera paramos mientes en nuestro hermoso cielo: con-
servando solo un vago recuerdo del indefinible placer que se experimenta despues
de algunos dias lluviosos cuaado aspiramos el ambiente, innundados de tibia luz
que entonces abrillanta el azul intenso de la atmoésfera descargada de vapores.

Sea porque la pérdida pasajera del bien que gozamos nos advierta de su exce-
lencia; sea por la misma actividad, y aun pudiéramos decir movilidad de nuestro
espiritu, es lo cierto que todos los hombres han tenido alguna vez necesidad de
recogerse en si mismos conmovidos por un sentimiento indescriptible de religiosa
admiracion al extender su mirada por el espacio, vastisimo é insondable abismo
donde se agitan 6 giran describiendo sus drbitas, vibrando, por decirlo asi, las enor-
mes moles planetarias en gigantescos y ritmicos vaivenes.

Verdad es que no siempre el hombre alcanza el grado de instruccion necesario
para ver tanto, 6 mejor para dejar de ver lo mas cercano, pues si la fantasia
quiere remortar su vuelo mas alla de los limites de la atmdsfera, 1éjos de ver nada,
vemos ya por el vertigo que lo infinito produce en nuestra pequeiiez: cierto es sin
duda que no estamos tampoco dispuestos siempre a la contemplacion ; pues multi-
ples afanes nos agobian, v las necesidades materiales con gran fuerza nos ligan &
la tierra; pero, /& quién no impresiona dulcemente el silencio de una noche sere-
na? Irresistiblemente el aspecto del cielo nos atrae aun en los momentos de mayor
agitacion del espiritu, si la soledad 6 alguna otra circunstancia propia favorece;
que por algo lleva el hombre la cabeza erguida y tiene aspiraciones divinas: por
eso han cantado los poetas de todos los tiempos la postura del sol «bafiandose en-
tre las ondas,» y los pintorescos matices que se presentan hacia el horizonte, y di-
vinizaron a la rosada Aurora; admirandose innumerables lienzos donde s¢ repre-
senta el cielo borrascoso 6 sereno y con tintestan varios como los estados del ani-
mo del artista.

Natural es, pues, la pregunta. ;Qué es ese admirable cielo que nos encanta, y
de donde procede su hermoso azul? Mas si es facil que a todos asalte la pregunta,
no lo sera igualmente encontrar una respuesta cumplida y satisfactoria. Por nues-
tra parte nos.contentaremos con apuntar los principales resultados de la Fisica re-
lativos al asunto y con llamar la atencion de nuestros lectores hacia los experi -
mentos é hipotesis del eminente profesor Tyndall, cuyos interesantes trabajos para
resolver esta y otras cuestiones, son dignos del universal aplauso que gozan.

Desde luego la idea de una 6 muchas esferas diafanas donde imaginaban los an-
tiguos astronomos enclavados los astros, y las cuales giraran alrededor de la tier-
ra, centro comun de su movimiento, svlo existe ya en la risueiia mente infantil 6
en los espiritus totalmente desprovistos de cultura. Toda persona medianamente
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instruida sabe que la apariencia de béveda azulada se debe & la atmdsfera que cir-
cunda nuestro globo, y suprimida aquella, solo la consideracion de la silenciosa y
tétrica oscuridad que nos rodearia llena de espanto el animo mas despreocupado:
lo cual se confirma por las contestes observaciones de los areondutas y de infatiga-
bles viajeros que han trepado valerosamente las mas empinadas cumbres: el cielo
se va oscureciendo a4 medida (ue ascendemos, desde cierta altura. Tambien fal-
tando la atmdsfera, apareceria y se ocultaria stibitamente el sol sin el benéfico res-
plandor del crepusculo, debido  la reflexion de su luz sobre las capas elevadas del
aire despues de habérsenos ocultado el astro del dia.

Ahora bien, el color azul de la atmdsfera corresponde propiamente al aire, al
vapor acuoso 6 es debido & alguna otra sustancia de naturaleza desconocida y que
se halle como diluida en aquellos gases? Extrana parecera & primera vista esta
ultima opinion sostenida por Tyudall; mas para juzgar con probabilidad de acierto
acerca de las hipotesis que tratan de explicar el color del cielo—«cuestion de
a's mas espinosas que se ha propuesto la Metorologia,»—preciso sera recordar
algunas nociones que a la coloracion de los cuerpos en general se refieren.

Interponiendo un cuerpo trasparente, de caras planas é inclinadas, por una de
sus esquinas al paso de un rayo solar, se vera el pincel de la luz blanca despues
de atravesar el prisma separarse en varios rayos coloreados y pintar sobre una
pantalla la imagen, expactro solar, irisada con infinidad de magnificas tintas que
por grados insensibles se desvanecen unas en otras, si bien las mas perceptibles
son el rojo, anaranjado, amarillo, verde, azul, aiil y violeta. Este hecho observado
de tiempo inmemorial, atrajo la atancion del inmortal Newton, y fué gran fortuna
para el progreso ce la Optica y en nuestros dias para la Quimica estelar, fundada
en las difecentes rayas producidas por los vapores incandescentes en el espectro.
Dignos de alabanza son los titanicos esfuerzcs de los sabios para contiftuar, en la
via trazada por el portento de los genios, descifrando los arcanos del iris
espectral; pero es larga la tarea de su exposicion y nos importa principaimente
ahora conocer la teoria newtoniana de los colores, que por su sencillez no deja de
ser menos sorprentente y admirable. La luz da el color & todos los cuerpos: no hay
color blanco ni negro, pues el primero resultade la reunion de todos los rayos
simples, y el segundo, de la carencia de color. Entre estos dos casos extremos de
absorcion completa y de reflexion de la luz, precisamente en la proporcion que
constituye el blanco, se halla cl (e todos los cuerpos colorados, sin exceptuar los
vistosos matices de las flores y los brillantes reflejos metalicos de las avesé
insectos, si bien el fenémeno se complica en algunos casos: cada cuerpo se nos
presentara segun esto adornado con el color correspondiente & la suma de todos los
rayos que no se destruyen en la superficie. Siel cuerpo es trasparente, pueden su-
ceder dos cosas: 6 los rayos reflejados y los que atraviesan el cuerpo, guardan a la
vez la relacion conveniente & un solo color que sera el propio del cuerpo. visto de
cualquier modo, cjemplo un vidrio azul teiiido por el cobalto, y los demas rayos
absorbidos, se trasforman en calor; 6 bien el cuerpo deja pasar casi todos los rayos
que nu refleja y entonces, visto por reflexian tendra un color determinado y por re-
fracoion, mirailo al trasluz, presentard un color parecido al jue los fisicos llaman
complementarin, esto es; que reunida con el primero, formen el blanco; v. gr., el
rojoy el verde son complementzrios; asi miranido la luz 4 través de una hoja de
pan de oro, verasela tomar un tinte verdoso: vista el agua por refraccion en un largo
tubo puede tomar un color amarillents 6 rojizo, yla-luz reflejaaparece azul y verde
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respectivamente: hay tambien vidrios azules que solo dejan pasar los rayos rojos.
En algunos cuerpos es tan considerable la pérdida por absorcion de rayos lumino-
sos, que no hay relacion entre los colores examinados de ambos modos.

Esto supues:o, ni el aire ni ningun otro -cuerpo son trasparentes en términos de
ser atravesados integramente por la luz, y la observacion diaria respecto al aire nos
lo confirma: de aqui esa luz difusa que nos impide ver las esirellas durante el dia,
bastando solamente para que muchas desaparezcan el brillo adquirido por la
atmosfera en las noches del plenilunio: los mismos resplandores crepusculares de
que antes hablamos son prueba de luz reflejada, y sobre todo que la pérdida de
luz es variable, lo demuestra el hecho de no verse siempre con igual claridad a la
misma hora y desde el mismo lugar los objetos distantes que algunas veces por
completo se ocultan a nuestras miradas sin que la atmdésfera haya perdido apa-
rentemente nada de su trasparencia: existen diafandmelros para hacer observacio-
nes mas exactas. Que hay absorcion de luz por parte de la atmdsfera, no cabe
duda; jmas no pudiera ser esta pérdida en la proporcion requerida para que los
colores restantes constiluyeran el blanco? Indudablemente que no, pues entonces
apareceria el cielo con el color blanco de la mas ligera nubecilla. Entonces, el
azul sera el color propio del aire? Tampoco satisface esta explicacion, po rque si el
aire perteneciera a la primera categoria de cuerpos trasparentes que arriba
establecimos, observariamos un azul mas oscuro al aproximarse el sol al horizonte,
porque sus rayos atraviesan una capa atmosferica mas densa y de mayor espesor
que viniendo del zenit; y lejos de parecer mas azul el cielo enla postura ¢ salida
del sol, le vemos tefiido con los colores opuestos, desde el amarillo al rojo escar-
lata; por cuya razon examinado el espectro solar, en este caso se acorta cerca de
la mitad desapareciendo los rayos azules y violados. Luego el azul del cielo llega a
nosotros por la reflexion de la luz en las particulas del aire 6 de alguna otra sus-
tancia que le enturbia, pues la luz trasmitida por refraccion es rojiza; ni se conci-
be de otro modo que el color azul se nos ofrezca en direcciones encontradas con 12
de propagacion de la luz solar si no hubiera difusion 6 reflexion en todos sentidos.

Admitido cuanto precede, el elocuente fisico antes citado se expresa en estos 6
parecidos términos: «Si las nubes aparecen blancas flotando en la azulada atmos-
fera, jno sera debido este contraste al tamafo relativamente enorme de las menu-
das particulas de vapor condensado en comparacion de la materia. célica? Las pri-
meras presentan una superficic bastante extensa para que cn ella sean reflejadas
sin distincion toda clase de ondas luminosas, y solo las de menor amplitud, corres-
pondientes al color azul y violeta podran reflejarse en la materia del cielo por do-
quiera extendida, puesto que, no debajo, sino dentro del mismo cielo respiramos.»

Las personas algo versadas en el estudio de la Naturaleza saben que los fisicos
suponen probable, con muchos visos de certeza, la existencia de un Océano etéreo
que llena el universo: en él estan sumergidos todos los astros y el mismo bafa
tambien los atomos de los cuerpos; pues tan sutil como inmenso penetra por sus
poros con mayor facilidad que cl agua atraviesa los agujeros de una criba 6 cl aire
las mallas de finisimo cendal. La luz procederia en esta hipdtesis del oleaje etéreo
que salvando los profundos senos del espacio nos advierte de la vibracion de los
soles, —lo que pudiéramos llamar su vida, porque a torrentes brota la nuestrapo r
la misteriosa accion de su luz,-asi como las olas espumosas que azotan la playanos
avisan la tempestad lejana y el furor de los vientos desencadenados; y no de otra
mancra el aire trasmite en ondas sonoras los acordes y melodivsos trinos de lag




— 202 —

aves y el estentor horrisono del trueno: & pesar de lasvariadas sensaciones produ-
cidas en cada caso, el fisicolo reduce todo & meras vibraciones, mas 6 ménos in-
tensas, diferentes en rapidez y amplitud segunr las circunstancias, pero que trasmi-
tidas pur un medio interpuesto conmueven el nervio capaz de despertar la irnpre-
sion en el cerebro, es decir, que los nervios de cada sentido responden como las
cuerdas de un arpa sélo a determinadas notas musicales: por eso la retina y el ner-
vio éptico que vibran 4 compas de las ondas mas cortas y velocisimas de la
luz, son insensibles al intenso calor concentrado en el foco de una lente. Toda-
via se lleva mas adelante lacomparacion entre la luz y el sonido, asi como los tonos
y notas de una escala dependen del nimero de vibraciones producidas en el mis-
mo tiempo, de igual modo los diferentes colores, la gama del iris resulta de la rela-
cion entre los choques de las ondas etéreas contra la retina, los cuales durante un
segundo se cuentan por centenares de trillones, y siendo por lo tanto la longitud de
lasondas del rojo el doble proximamente que las del color violado cuyas vibracio-
nes se repiten con frecuencia vez y media mayor.

Teniendo en cuenta los anteriores principios de Optica, es evidente que en la
luz azulada del firmamento podran existir y dc hecho existen los demas colores
del expectro, si bien predoninando el violado y el azul; lo contrario hemos dicho
acontece con la luz directa del sol; su espectro abunda en los colores del extremo
opuesto, porque deben sus rayos atravesar las capas atmosféricas, en donde se re-
fieja el azul de diferente tono que decora el firmamento, y cuyos diversos matices
desde el negro del espacio al blanco de las nubes, segun la distancia del punto
observado al zenit y la hora del dia, se ha procurado determinar por medio de
instrumentos apropiados 6 cyandometros. De aqui proceden asi mismo las capricho-
sas tintas crepusculares que ordinariamente varian desde el amarillo al rojo. Res-
pecto al color verdoso que algunas tardes hacia el horizonte aparece si observamos
con cuidado, lo explican respetables autores (1) como un color sugetivo dependien-
te de la fatiga que el ojo experimenta a consecuencia del color rojizo que ofrecen
las nubes de otofio, y citan en comprobacion de su aserto .0 que sucede al mirar de
pronto una superficie blanca, un papel, despues de tener la vista fija por largo ra-
to en un circulo rojo pintado sobre fondo tambien blanco, pues entonces aparece
en el primer papel un circulo verde; en general los circulos ofrecen colores com-
plementarios. Creemos sin embargo, que en la teoria de Tyndall, 6 bien por la
mezcla del azul y el amarillo, se explica sin recurrir a nuevas hipotésis, este color
verde del cielo que no solo en las tardes de otoiio, ni siempre entre nubes rojas
observamos.

(Se continuard.) Epuarpo Lozano.

INDICACION DE ALGUNAS RELACIONES ARMONICAS

ENTRE LAS DIVERSAS PARTES DE LAS FLORES Y EL GUMPLIMIENTO
DE LA REPRODUCCION SEXUAL.
(Continuacion,) (2)

Dehiscencia de las anteras.

Encerrada la materia fecundante (el polen) dentro de las anteras y careciendo
estas de comunicacion directa con los drganos femeninos, es indispensable que

" (1) Véase la Meteorologia de Kaemtz.
(2/ Véase pag. 180,
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aquella salga al eXterior, y por los distintos y variados medios de que se vale la
Naturaleza, se ponga en relacion inmediata con el estigma.

Es, pues, necesaria la dehiscencia de tales partes y es verdaderamente admira-
ble el mecanismo con que se verifica; pues contrayéndosela membrana fibrosa que
ocupa la parte interna de las mismas, comprime el poivillo fecundante, el cual,
trasmitiendo la presion que recibe, rompe el tejido de aquel organo, para disemi-
minar el pdlen, lanzandolo a veces con una fuerza sorprendente.

Pero la membrana fibrosa por la que, en la mayoria de las plantas, se esplica
este fenomeno, no existe en todas ellas; tales son las que pertenecen a las familias
de las Ericineas, Monotropeas, algun género de las Solandceas y otras. En este caso
es hasta hoy imposible esplicar satisfactoriamente como se verifica dicho acto.

De todos modos es indudable que la manera particular de efectuarse la dehis-
cencia de las anteras, contribuye siempre de un modo muy directo & asegurar el
contacto del polen con el estigma. Generalmente se abren del lado que miran al
pistilo y :las mas de las veces de una manera subita, porque si sucediera de otro
modo no caeria sobre el organo femenino, bien porque su direccion seria contra-
ria a la conveniente 6 porque no pudiera salvar la distancia que generalmente me-
dia entre los estambres y los pistilos.

En ocasiones sale el polen por orificios que se abren en el vértice de las ante-
ras, 0 por valvulas, unas veces longitudinal y otras transversalmente ; pero siem-
pre en perfecta concordancia con la sencillez y seguridad del acto que desempeiian.

Mucho m3s variados é ingeniosos son los fenomenos que presentan las f{lores
para facilitar su fecundacion, que reconocen por causa los

Movimientos de los estambres.

Estos son muy diversos y guardan siempre una relacion armodnica y constante
con el objeto final de la vida de las plantas, y se presentan unas veces cn el estam-
bre entero. otras en el filamento y las anteras independientemente, y algunas sélo
en estas.

Asi, cuando estan retorcidos formando hacecillos, como se observa en algunas
especies del género Linum y en las Geraniaceas, arrollados en espiral como en el
Clerodendron y flexuosos como en el género Croton, se enderezan cuando es oportu-
no para acercarse suficientemente a sus consortes, desarticulando a veces la coro-
la, como sucede en la vid y en las Mirtdceas.

El género Poranthera, por el contrario, presenta un estambre recto con la ante-
ra derecha y dehiscente por su vértice, el cual, cuando se aproxima la época de la
fecundacion, se va encorvando poco a poco hacia el centrodela flor, hasta el pun-
to de colocar hacia abajo el orificio de diseminacion, y de esta suerte, proximo ya

.al organo femenino, deja caer naturalmente el pdlen sobre él.

Desde que empiezan a abrirse las anteras de algunas especies del género Lilium
van girando sobre los filamentos, se acercan Sensiblemente al estigma y luego se
alejan tan pronto como han concluido de esparcir el polen sobre éste 6rgano. Tam-
bien en el tulipan (Tulipa gesneriana) las anteras fijas lateralmente a los filamentos
se ponen horizontales y giran entonces sobre sus soportes, en la época en que des-
prenden el polen. Una observacion idéntica ha hecho M. DESFONTAINES en la Ama-
rillis formosissima y en varias especies del género Pancratium.

En el Origanum Dictamnus y en el género Tropozolum presentan los filamentos la
particularidad de aproximarse a los estigmas encorvandose un poco antes de co-
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menzar la dehiscencia de sus anteras, y en la Atroppa belladona, por el contrario,
los estambres, encorvados en un principio se enderezan en los momentos conve-
nientes para esparcir el pélen, una vez que han alcanzado la misma altura que los
pistilos. '

En otras plantas, como sucede en las del género Kalmia, que se hallan alojadas
en unas pequenas depresiones 0 cavidades de la corola, se separan en virtud de la
curbatura que los filamentos adquieren, antes que aquellas se abran; y en cambio
en la‘mayor parte de las Ranunculdceas, los estambres, aplicados ¢ adheridos al
pistilo se separan de él despues de la fecundacion, como si desde tal momento se
hubieran inutilizado.

En la Urtica divica, en la Morus alba y otras varias especies los filamentos son
arqueados y se hallan mantenidos en esta posicion por las paredes del caliz, antesde
la separacion de los sépalos. Cuando el sol aparece, ¢l caliz se abre y se observa
entonces que los estambres todos se enderezan de pronto, rémpense sus anteras y
el polen se esparce con bastante fuerza.

Estos movimientos pueden determinarse voluntariamente, y mas especialmente
los que primero he indicado, irritando los estambres con un objeto extrafio, como
puede hacerse de un modo sumamente notable en muchas especies del género Cis-
tus y en algunas del género Bérberis.

Mucho varian tambien los movimientos de los estambres en cuanto a la celeri-
dad con que se producen; pues en unos casos son sumamente lentos y en otros,
pasando por todos los grados intermedios, son subitos, como ocasionados por una
enérgica irritabilidad.

Como comprobacion de ello podré citar los movimientos estaminales de los gé-
neros Frawxinela y Zigophillum, de las Capuchinas y los Geranios, del género
Dianthus, de la Stellaria holostea, del género Poinciana, del castafio de Indias, del
Sedum Telephium y Sedum reflexumn, del Gewm urbanum, de la Agrimonia eupatoria,
Saxifraga dactyliodes, Fritillaria pérsica, Tamarix gdllica, Poligonum orienlale y
los del Hioscyamus aureus; plantas todas en las cuales los estambres se aprrximan
de un modo mas 6 ménos lento, en momentos dados, al drgano femenino para cu-
brirle de polvillo fecundante.

El mismo fenémeno, pero rapido y susceptible de reproducirse en muchos ca-
sos por una escitacion externa, se observa en el género Cereus, en el que basta ro-
zar suavemente sus estambres con las barbasde una pluma, por ejemplo, para que
se dirijan al punto hacia el pistilo.

Analogamente acontece en los géneros Loasa, Cajophora, Parnassia, Butomus,
Ruta y Opuntia, sin olvidar los muy sdbitos que tambien se observan en la Berberis
cretica, B. cristata, B. emarginata, B. nepalensis, B. ilicifolia, B. sibirica, y la B. ly-
cium, pudiendo incluir la Bérberis darwinii y la Mahonia aquifolium y M. [ascicu-
laris. #

Los movimientos de los estambres en la Amarylis aurea y la Sparmania africa-
na, son rapidos, instantaneos y se producen como por sacudidas en diversos tiem-
pos; en la primera planta se agitan convulsivamente y en la segunda se van sepa-
rando del centro de la' flor en el momento en que se tocan con un objeto cual-
quiera.

(Se continuard.) JoSE DE ARCE,
Ingeniero agrénomo y Ayudante de la
Escuela Central de Agricultura,

MADRID: 1875.—Imp. 4 cargo de G. Juste, Isabel la Catolica, 23. 2°
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