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AUGUSTO COMTE, BOURDON Y ROUGHE
EN LOS TEOREMAS DE APOLONIO.

Un distinguido filésofo de la presente época, matematico & la par, Aucus-
to ComtE, en su Tratado de Geometria analitica, & propésito de los dos teore-
mas de ApoLonio relativos & los didmetros conjugados de la elipse é hipérbo-
la, dice que «el punto de vista moderno conduciria muy naturalmente al
primero de dichos dos teoremas, dado que dun se ignorara; pero en cuanto
al segundo, con franqueza ha de convenirse en que el camino moderno no
llevaria 4 él expoutaneamente: de manera ¢ue su demostracion analitica debe
mirarse como una pura verificacion.»

Que el distinguido pensador incurrié en error, pruébalo una ingeniosa de-
mostracion delales leoremas publicada por D. Eueenio RoucaE en los Nouve-
lles Annales (tomo XVII, pag. £36), reproducida despues en el Tratado de
Geomelria unalilica del Sr. Conseroussk, en el capitulo sobre coordenadas po-
lares, escrito por el mismo Sr. Roucus.

«Guando se quiere estudiar, dice en este punto, qué relaciones existen
entre las longitudes de dos didmetros conjugados y su angulo, en la elipse ¢
la hipérbola, al sistema polar conviene recurrir. Basta, para convencernos,
considerar las férmnulas:

(1) IS ()
p* a* b*
Ak)e
(2) tangf —_-% ();

pues la primera da las longitudes de dichos didmetros y la segunda da su

(*) Férmula que encierra |as ecuaciones polares de la elipse & hipérbola referidas 4 su centro como

polo y al eje focal como eje polar; a y ¥ designan los semiejes
(**) Formula que dé el angulo que la parte de la tanyente que corresponde al sentido positivo de
la coordenada angular w, forma con la prolongacion del réadio vector,

Signilica F’ la derivada de la cantidadp fuacion de ¢y,
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angulo, puesto (ue la tangente en el extremo de un didmetro es paralela &
su conjugado. :
Por consecuencia, si habiendo calculado ¢', se elimina entre las dos rela-
ciones precedentes el angulo w que distingue un diametro de su conjugado,
se obtendréa una ecuacion que contendra necesariamente todas las relaciones

que enlacen las longitudes de dos didmetros conjugados y su mutua incli-
nacion.

Limitémoros al caso de la elipse. El calculo resulta muy sencillo escri-
biendo la ecuacion (1) bajo una de las dos formas siguientes:

3(9' )= = e

— (L A )cos’w
= a? b2

y reemplazando la ecuacion (2) por esta

1 L P
b EZ L I

El cuadrado de la derivada de una de las dos ecuaciones (3) es, en virtud
de estas mismas,
p'* 1 1

=\ _5"_)2 sen®w Cos*w = — (9—4.— = -Elg‘) (gz_— '642')

p* — (a®+ b%)p* 1 % (l+ )

Luego, en fin, se tiene, segun la relacion (/1.)
agb?.
“sen® 0

O~

(8) pt — (a2 402 p* = 0.

Las raices de esta ccuacion corresponden & los didmetros cenjugados que
forman entre si el dngulo 9: por lo tanto, si se designan por «*, {* los cuadra-
dos de las semilongitudes de estos didmetros conjugados, se tendra:

ab

D S

que son los dos teoremas de APOLONIO. »

Pero & propésito de esta demostracion, cuyo mérito paladinamente reco-
nocemos, dice el Sr. Couserousse: «El error (de Augusto Comte) proviene de
considerar exclusivamente el sistema rectilineo. Asi como en Geometria des-
criptiva se emplean 4 la par varios planos verticales con el fin de mostrar
bajo todas sus fases los cuerpos que se estudian, asi en Geometria analitica
han de variarse los sistemas de coordenadas, y el nas afortunado 6 habil es
aquel que en cada caso sabe escoger el sistema mas en armonia con la indole
de la investigacion que emprende.» Lo ultimo escierto; pero lo primero no
es verdad. El error en queincurrié Conte mal puede provenir de considerar
exciusivamente el sistema rectilineo, puesto que como lo hizo, antes que el
Sr.Roucnk con coordenadas polares, un renombrado autor, BourpoN, con

)
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‘coordenadas rectilineas puede llegarse natural y expontineamente al descu-
brimiento de los dos teoremas de APoLONIO.

Precisemos ante todo los términos. Decir que el punto de vista moderno,
eslo es, el razonamiento algebraico, conduzca como de la mano al descubri-
miento de una verdad, entendemos que significa que propuesta una cuestion
6 problema que naturalmente en el curso de los estudios pueda surgir en el
entendimiento, planteada esta cuestion en ecuaciones, en la série de las tras-
furmaciones de que sean susceptibles, la l6gica misma del desenvolvimiento
algebraico, lleve sin violencia alguna 4 una trasformacion en la cual apa-
rezca patente ¢ de sobra trasparente aquella verdad, de manera que haya de
reputarsela como un feliz pero inevitable hallazgo, dado el camino empren-
dido. Pues asi entendida la idea, tanto el sistema de coordenadas polares,
como el de coordenadas rectilineas, conduce expontineamente al descubri-
miento de los dos teoremas.

Natural es, no lo negamos, la formacion del concepto de didmetros con-
jugados. Ya al discutir la ecuacion general de las curvas de segunda grado,
échase de ver en el género de curvas cerradas (elipses) y en el de curvas
compuestas de dos ramas distintas y cada una en dos sentidos ilimitada
(hipérbolas), la existencia de rectas tales que cada una es bisectriz de las
cuerdas paralelas & la otra. Por su propio peso viene entonces el examinar
cuantos y cudles de estos didmetros existen en las curvas citadas y cdmo va-
rian: si en magnitud, en el dngulo que forman 6 en ambas cosas: y ya en este
punto, qué enlace 6 dependencia haya entre la magnitud de los didmetros
conjugados y el 4ngulo que formen. Tal cuestion propuesta, conduce, segun
queda visto, resolviéndola por coordenadas polares, inevitablemente al ha-
llazgo de aquellos dos teoremas en la ecuacion final (5).

Pero tampoco en nuestro sentir tiene nada de forzado discurrir de esta
otra manera: Existen en la elipse é hipérbola didmetros conjugados: de
ellos hay infinitos sistemas: y con relacion & cada sistema, la ecuacion de la
curva es la mids sencilla y tiene la forma, designando M, N y P cantidades
positivas, de My®*+ Na® = P, si se trata de una elipse, 6 de My* — Nao* = = P,
si se trata de una hipérbola, pudiendo en este segundo caso adoptarse sélo la
forma My®— Na®=—P, puesto yue la otra no difiere sino en el cambio de
nombre de las coordenadas, lasy, «, lasa, y. Pues bien,—pudiera decirse un
espiritu generalizador,—estudiemos la elipse y la hipérbola bajo la ecuacion
de mas sencilla forma, abarcando todoslos casos de ejes coordenadosa quetal
lorma sea aplicable, es decir, referida la curva & cualquier sistema de dié-
metros conjugados, y no consideremos los ejes de la curva, 6 didmetros con-
jugados rectangulares, sino en un estudio posterior encaminado & descubrir
propiedades exclusivas de ellos. Pero para entonces deberia de proponerse
deducir de la ecuacion de la curva referida d tal d-cual sistema de didmelros
conjugados oblicuos, la ecuacion correspondiente el sistema de didmelros con-
iugados rectangulares. Lo cual planteado, el hallazgo de los teoremas de Apo-
LonIo, en el camino de| razonamiento algebrdico, es inevitable.
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Sirva de ejemplo el calculo para la elipse: el mismo con leve variante se-

ria para la hipérbola. Conviene recordar antes, por que mas pronto se en-
lienda, que deSIgnando a y B las longitudes de los semidiametros conjugados

a los cuales esta referlda la curva, es a_\/ Sy aii= \/—- , Y puede la

ecuacion de la misma escribirse «*y® + (*z* = op* la cual comparada con la
primera My® + No®=P deja ver que esla adquiere la forma de la otra, mul-

tiplicando dicha primera por un factor igual & M\I Esto advertido, ya desde

este punto cedemos la palabra al distinguido tratadista Bourbon, quien dis-
curre asi (*):

«Para resolver la cuestion (el pasar de diametros conjugados oblicuos &
reclangulares) emplearemos las férmulas .

x'sen (8 —w)—y'cos (0 — w) S %' senw + 3y’ cosw
send el sen 0

que sirven para pasar de un sistema oblicuo & un sistema rectunqular del
mismo origen.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion de la curva

a’_z/’—{— Beme = aepz‘
y quitando el denominador y los acentos, se obtiene la trasformada
[e* cos® w +- B cos* (6 — w)] y*

¢

—+ [«*sen®* w 432 sen? (6 — w)] @ )=aB2 sen? 0,

-+ [22*sen wcos w — 22 sen (8 — w) cos (0 — w)] xy

Como el nuevo sistema de ejes ha de gozar de la caracteristica propiedad
de los didmetros conjugados, el término con ay ha de desaparecer; lo que re-
quiere sea

(6) a?senwcosw — B2sen (0 —w)cos (0 —w) =0,
con lo cual la ecuacion de la curva se reduce a
S [2* cos? w + 8% cos® (0 — w)] )
(7) P a:’.pe sen? 9

{+ [«* sen®*w + (2sen? (0 — w)]_m‘-’J

Ademis resulta de la indole de la trasformacion que el actual sistema de
didmetros conjugados es RECTANGULAR; [uégo este sistema es el de los ejes prin-
cipales, puesto que, como ya se vid, es el #nico sistema de diametros conju-
gados perpendiculares entre si, de manera que la ecuacion (7) sera la de la
elipse referida & su cento y ejes.

Pero para que pueda compararse con la ecuacion

a*y® + b%2® = a®b®

(en quea y b representan los semiejes) ha de ser el segundo miembro el pro-
ducto de los coeficientes de y* y o,

Mas para reducirla & tal condicion, sibese que basta multiplicar los dos

(*) Application del‘Algébre G la Geomelrie, 5.2 edicion, pag. 230.
Esta algo variada la notacion en las citas de ambos autores con el fin de uniformarla para este ar-
ticolo. Representa ¢ un 4ngulo furmado & parlir de ta recta inicial (eje polar 6 eje antiguo de las z),
por més que el eje polar de la primera cila no sea el mismo eje antigno de las z de la segunda.
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miembros por un factor K igual & ;N , designando M y N los coeficientes

de y2, «3, y P toda la cantidad conocida del segundo miembro.
Calculemos, pues, este valor de K relativo & la ecuacion (7); se tiene
aB* sen®)
[ C0s® w = [* cos® (0 — w)] [o° sen® w + [ sen® (0 — w)]
Efectuando los calculos indicados en el denominador y notando que, ele-
vada al cuadrado, la ecuacion de condicion (6) da
e*sen® wcos*w + B%sen® (0 — w) cos®* (0 — w)
= 2°B* sen wcoswsen (0 — w)cos (0 — w),
échase de ver que este denominador toma la forma
a*B® 'sen® w cos? (0 — w) 4- sen? (0 — w) cos?
[+ 2sen w cos (0 — w) sen (0 — w) cos w]

B [sen w cos (0 — w) + sen (0 — w) cos w)*
6 por fin
a3f? sen? (v + 0 — w) = o3 sen® 6.
De manera que la expresion de K se torna
g il A
T ofsen® 6
lo que prueba que la ecuacion (7) no ha menester preparacion alguna para
semejarse 4 la

’

asys 4 bt = abe.
Luégo inmediatamente surgen las siguientes relaciones
a? cos® w - f3% cos (0 — w) = a®
-a®sen® w 4 f° sen® (0 — w) = b®
a*® sen® 0 = a%b?
Las dos primeras, sumadas, dan
a® + P2 = a® + 0%,
y de la dltima se obtiene
af sen 0 = ab.»

Hasta aqui el autor. Como se ve, el teorema de AroLoxio cifrado en la
ecuacion af sen O =ab, quedé patente en las ecuaciones de condicion, y har-
to traspsrente en las mismas el olro teorema expresado por la ecuacion
a? + 3* =a® - b*. Luégo con razonamiento algebraico, por coordenadas recti-
lineas, hubiérase podido llegar natural y expontaneamente al hallazgo de los
dos teoremas; bastando para ello proponerse en vez del problema mas comun
en los autores de pasar de didmetros conjugados rectangulares & didmetros
conjugados oblicuos, el problema inverso.

Epuarpo Lrox vy OrTiz,
Ayudante del QObservatorio astronbmico
' de Madrid.
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TEORIA DE LAS TRASVERSALES:

(Continuacion) (1)

CAPITULO II.

TRISNGULO Y TETRAEDRO.—FIGURAS GOMPLETAS.
k.—Puntos notables en el tridngulo.

Varias de las propiedades referentes al triangulo, establecidas en el capitulo
anterior, pueden demostrarse sin-acudir & la teoria de las trasversales, del sencillo
motlo siguiente:

a.—«Dados dos puntos en un plano, el lugar geométrico de todos los puntos equidis-
tantes de aquellos dos, es la perpendicular d la recta que los une en el punto medio de
esta misma recta. Y reciprocamente: 1'odo punto equidistante de los dos arbitraria-
mente elegidos y fijados, se halla en dicha per pendicular.»

Designemos, pdes, por ABC un tridangulo: y por A/, B/, C',los puntos medios
de sus lados: la perpendicular al lado BC, en su punto medio A', cortara 4 la per-
pendicular al otro lado CA, por su punto medio B',en un punto 0, equidistante de
los tres vértices: cosa facil de demostrar; v, si equidista el punto O delos tres vér-
tices, se hallara tambien sobre la perpendicular al lado AB en su punto medio C'.
De donde resulta que las tres perpendiculares respectivamente 4 los tres lados de
un triangulo, en sus puntos medios, se cortan en un mismo punto, que es el cen-
tro del circulo circunscrito al triangulo.

Marquemos por S el punto e interseccion de las dos rectas CC' y AA’ que unen
los vértices C y A, del triangulo ABC, con los puntos medios C' y A', de los lados
respectivamente opuestos. Por ser C'A’ paralela al lado CA, los triangulos ASC
y A'SC' serdan semejantes; y como C'A'=1/,CA, necesariamente CG'S=1/,CS. Si
admitimos que sea S, el punto de interseccion de las rectas BB’ y CC', hallaremos
del mismo modo que C’'S,=*/,CS,, y por consecuencia, que S y S, coinciden. Lue-
2o las tres medianas de un tridngulo se cortan en un mismo punto, que es el centro
de gravedad de dicho triangulo. ;

Trazando por cada uno de los vértices de un triangulo ABC paralelas & los lados
opuestos respectivamente, estas paralelas formaran un nuevo tridngulo abe, cuyos
lados estaran con los del primero en la razon de 2 : 4. Ahora. bien, los vértices del
tridngulo ABC son los puntos medios de Jos lados del triangulo abe: y, por conse-
cuencia, las perpendiculares a estos lados en acuellos puntos medios se cortaran
en un mismo punto; mas estas perpendiculares a los lados del triangulo abe, en los
vértices-del ABC, lo son tambien 4 los lados de este triangulo respectivamente para-
lelos a los del otro: de lo cual se desprende que las tres alturas de un triangulo se
cortan en un mismo punto, que es el punto de altura de dicho triangulo.

El centro de gravedad y el punto de altura de un triangulo guardan en su posi-
cion, respecto del centrodel circulo circunscrito al mismo, cierta relacion determina-
da. Desde luego los dos triangulos ABC y abc tienen comun el ceatro de gravedad
S, que es el punto de interseccion de las lineas Aa, Bb, Ce¢, a las cuales divide,
como sabemos, de modo que AS=1/,8a, BS=1/,Sb CS=1!/,S¢c. Designemos ahora

(1) Véase la pag, 260.

e
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por II y Mrespectivamente los centros de los circulos circunscritos a los tridngu-
los abc y ABC; asi como para hallar el vértice del seg&ndo triangulo correspondien-
te & uno cualquiera, el a por ejemplo, del primero, en cuyo caso sera el de aquel
el marcado con la lefra A, basta prolongar la linea Sa, mas alla del punto S, la
cantidad 1/, Sa, bastara prolongar la linea HS, mas alla de S la cantidad !/, S, para
determinar el centro M, dado el H. Pero este punto H, centro del circulo circuns-
critoal triangulo abe, es al mismo tiempo el punto de altura del triangulo ABC; lue-
go el centro de gravedad S, de un tridngulo ABC, cae sobre la linea HM, que une
su punto de altura II ron el centro M de su circulo circunscrito, y la divide de
manera que HS =2SM.

Conviene notar ademas (en la misma figura que debe constrnir el lector) que
el cuadrilatero aBHC tiene rectes los dos angulos By C, y por consecuencia, sus
cyatro vértices se hallan sobre una circunferencia. Siendo iguales, por otra parte
los triangulos aBC y ABC, tambien lo seran sus circulos circunscritos; asi que, gi-
rando el circunscrito al aBC, alrededor de su cuerda BC, como quicio, hasta que
se adapte nuevamente al plano de la figura, habremos tapado con él todos los pun-
tos del circulo circunscrito al triangulo ABC; y el punto @ despues dcl giro se habra
colocado sobre el pié de la perpendicular al lado bz trazada por dicho punto a: lue-
go la circunferencia que pase por los puntos medios de los lados de un triangulo,
pasa tambien por los piés de las alturas del mismo triangulo.

b.—Tado punto equidistante de dos rectas, se hallasobre una de las dos bisectrices de
los cuatro dngulos, en que aquellas dosrectas dividen, en general, al plano que las con-
tiene; y, reciprocamente, todo punto de cualquiera de las dos bisectrices, equidista de
las dos rectas mencionadas.

En el tridngulo ABC (cuyos lados se suponen prolongados indefinidamente), las
bisectrices de los angulos B y C, se cortan en un punto m que esta dentro del
triangulo; este punto m equidista de sus tres lados, y por esta razon se encuentra
tambien sobre una de las bisectrices de los angulos formados por las rectas BA y
CA. Trazando solamente la bisectriz que atraviesa el tridngulo, y;es propiamente la
del angulo A de este poligono, resulta que las bisectrices de los tres angulos de un
triangulo, se cortan en un mismo punto; que es el centro del circulo inscrito en
dicho triangulo. :

I.as bisectrices de los angulos adyacentes a los B y C del tridangulo, se cortan en
un punto m,, por donde pasa tambien la bisectriz del 4ngulo A: lo cual prueba que
dicho punto m,, es el centro de una circunferencia tangente, a los tres lados del
tridngulo ABC. Del mismo modo, las bisectrices de los angulos adyacentes a los A
y C del triangulo, se cortan en otro punto mg, por donde pasa tambien la bisectriz
del angulo B; y por ultimo, las bisectrices de los angulos adyacentes & los A y B,
se cortan en un tercer punto ms, por el cual pasa la bisectrizdel angulo C. Resulta,
pues, de todo lo que precede, que existen cuatro circunferencias tangentes a los
lados del triangulo: una, dentro, cuyo zentro es m, que toca 4 los propios lados de
aquél; y tres fuera, cuyos centros son: m,, m,, m;, que tocan a un lado del trian-
gulo, y & las prolongaciones de los otros dos. Como, ademas, las bisectrices de dos
angulos adyacentes, son perpendiculares entre si, se desprende que los cuatro
centros de las mencionadas circunferencias, se hallan situados de tal modo, que
cada uno de ellos es el punto de altura del triangulo marcado por los otros tres.

Muy facil nos sera resolver ahora algunos problemas, cuya construccion se
funda en las consideraciones precedentes.
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1.° Construir un tridngulu*BC, dados los puntos medios, A', B, C', de sus lados
Unanse estos puntos medios por las rectas B’ C', A’ C', A’ B'; y trazando por los
puntos A', B', C', paralelas respectivamente a estas rectas, dichas paralelas forma-
ran el tridngulo que se busca.

2.° Construir un tridngulo, dados los piés de sus alturas. Constriyase el trian-
gulo determinado por estos tres puntos dados; y las bisectrices de los angulos
adyacentes respectivamente a los del tridngulo asi formado, seran los lados del que
se pide. ‘

3.° Construir un triangulo, dados tres centros cualesquiera de los cuatro circulos
en él inscritos. El tridngulo cjue se trata de construir, estara determinado por los
piés de las alturas correspondientes al triangulo definido por los tres centros
dados.

c.—Cuatro lineas rectas, de las cuales no pasen tres por un mismo punlo, ni dos
sean paralelas, enjendran, agrupdndolas de tres en tres, cuatro tridngulos en el plano
que las contiene; y los cuatro circulos circunscritos d dichos tridngulos, pasan por un
mismo punto.

En efecto, ya demostramos (1—b) ue, si desde un punto O del circulo cir-
cunscrito al triangulo ABC, se trazaban perpendiculares, respectivamente a los la-
dos de este triangulo, los piés A’, B', C', de estas perpendiculares, se encontraban
sobre una misma linearecta; pero tambien, reciprocamente, podemos decir (ue, si
estos tres puntos en linea recta, sobre los lados de un triangulo, se hallan sitnados
de tal modo que las perpendiculares respectivamente a estos lados por aquellos
puntos, pasan por otro mismo O, este punto pertenecera al circulo circunscrito a
dicho triangulo.

Admitido ya este reciproco, designemos por los numeros 1, 2, 3, %, las cuatro
rectas en cuestion, Y construyamos los dos circulos circunstritos a los triangulos
2—3—4 y 3—4—1, respectivamente. Tales circulos, ademas del punto de inter-
seccion de las lineas 3 y %, tienen otro punto comun s; trazando desde este punto
perpendiculares & las cuatro rectas 1, 2, 3, %, y designando respectivamente por
Pys Par Ps» Ps 10 Diés de dichas perpendiculares, los puntos p,, ps, p;, segun el
teorema antes citado, estaran en linea recta, por estar el punto s sobre el circulo
circunscrito al triangulo 2—3—1%; por igual razon se hallaran tambien en linea
recta los puntos p,, ps, ps; ¥, de consiguiente, los cuatro puntos p,, p., ps, ps- Reci-
procamente: como los piés de las perpendiculares trazadas desde el punto s a
las lineas 2, 3, %, se hallan sobre una misma recta, dicho punto s caera sobre el
circylo circunserito al triangulo 2—3—4%; y lo mismo puede demostrarse que caera
tambien sobre los circulos circunscritos a los triangulos 3—k—1, A—1—2, 1 —2—3:
luego siempre que cuatro rectas, agrupiandolas de tres en tres, enjendren cua-
tro triangulos, los circulos circunscritos 4 estos triangulos, se cortan en un mismo
punto; y los piés de las perpendiculares, trazadas desde este punto a las rectas da-
das, se hallan sobre una misina recta. Y

d.—Si desde un puato.p, trazamos una perpendicular 4 una recta dada G, y la
prolongamos hacia el otro lado una cantidad igual a ella misma, el extremo de esta
prolongacion se llama el punto opuesto a p, respecto de la linea G. Con esta defi-
nicion podemos enunciar el teorema siguiente (fig. 4):

Constriyanse los puntos opuestos a, b, c, el de altura H, de un tridngulo ABC, fes-
pecto de los lados de éste BC, CA, AB: tales puntos opuestosa, b, ¢, caerdn sobre el cir-
culo circunserito K. al (ridngulo. ¥, sipor el punto de altura H, se traze una
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recla G” que corte d los tres lados del tridngulo, . respectivamente en los punto
aq, be, cq, las lineas aa,, bbg, ce,, se encontrardn en un punio O del circulo mencio-
nado K. En efecto, desde luégo los anguios mercados en la figura con la letra
griega «, son iguales enire si, del mismo modo que los seialados for la letra 6, se-
gun se desprende de las nociones de la simetria. Como ademas en el cuadrilatero
a,b,IC, los 4ngulos en a, y b, son rectos, deberd ser a6 =C, y por conse-
cuencia, los arcos del circulo K, comprendidos por los dngulos inscritos « y 6, su-
mardn juntos el arco AB, compreadido por las lados del angulo inscrito C; lo cual
se verificara solamente en el caso de que las lineas ag, y bb,, se corten en un
punto O del circulo K, por el que, como es ficil probar, pasara tambien el otro
rayo cc,.

(Fig." 4.)

Trazando desde este puynto O, perpendiculares 4 los lados BC, CA, AB, del
tridngulo Jado, y designando respectivamente por A, B', C', los piés de estas per-
pendiculares, y por A", B', C’, sus intersecciones con la.linea G”, «le la semejanza,
de los triang:ulos alla, y 0A'a, se deduce inmediatamente que este ultimo es isés-
celes, y como resultado, que A' A" = A’ 0. Del mismo modo se prueba que B" B'=
B’ O.C'" C'= C' 0; y asi se concluye que, por estar en linea recta los puntos
A"/, B", C", deberén estarlo tambien los puntos A’, B, C’. A esta proposicion que
ya anteriormente demosframos (1—b), podemos ahora agregar la que sigue: los pun-
tosopuestos 4'', B", C", d un punto O del circulo K, circunscrito @ un trédngulo ABC,
respecto de los lados BC, CA AB. de este tridngulo, se hallan sobre una recta G'/, que
pasa por el punto de altura H, del mismv. Aun podemos anadir ue a cada
punto O, del circulo K, pertenece 6 corresponde una sola recta G’’; y reciproca-
mente: & cady recta G/, trazada por el punto H, corresponde un sélo punto O;
segun se advierte bien pronto en las construcciones efectuadas.

Siempre que una recta G', corte & los tres lados BC, CA, AB, de un tridn-
gulo ABC en los puntos A’, B', C', respectivamente, y de tal modo, que las perpen-~
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diculares en estos puntos a dichos lados, se corten en uno mismo P, se podra
trazar por el punto de altura H de ABC una paralela. G", a la linea G', a la cua]l
correspondera, como antes digimos, un punto O, completamente determinado
sobre el circulo I®. Si desde este punto O, se trazan perpendiculares 4 los lados
del triangulo, los piés de estas perpendiculares caeran sobre una recta no ya para-
lela sino que se confunile con la G'; lo cual quiere decir, que entre todas las
rectas G', no pueden existir dos paralelas.

Cuando una trasversal T, corte 4 los lados de un tridngulo ABC en los puntos
A', B', C', las perpendiculares en estos puntos a dichos lados formaran, en general
un nuevo triangulo abe; pero, si la trasversal mencionada es una de las rectas G/,
los vértices de este nuevo triangulo coincidiran. Admitiendo que la recta T se
mueva paralelamente 4 si misma, el vértice a del nuevo triangulo abe, se movera
sobre unarecta qne pasa por el vértice A, é igualmente el vértice b describira
otra recta que pasa por el vértice B; estasrectas se cortaran en un punto, y este
punto tiene la propiedad de que los piés de las perpendiculares trazadas desde
él a los lados de ABC, caen sobre una recta G/, paralela a la trasversal T.

Ahora bien, puesto que todas las rectas G' coinciden, lo mismo debe acontecer
con los puntos P y O; y con estose patentiza la exactitud del teorema reciproco del
que antes demostramos para sentar que se cortaban en un punto los cuatro circulos
circunscritos & los cuatro triangulos que forman cuatro rectas cualesquiera.

Siendo s este punto comun 4 los cuatro circulos, como los piés de las perpendi-
culares trazadas desde el mismo & las cuatro rectas 1, 2, 3, &, se hallan sobre una
recta, los puntos opuestos a s, respecto de tales rectas 1, 2, 3, 4, se hallaran tam-
bien en una linea recta que contendra los puntos de altura de los cuatro triangulos
formados por aquellas, esto es: los puntosde aitura de los tridngulos que forman cua-
tro rectas, agrupdndolas de tres en tres, se encuentran sobre una misma recta.

X.
(Se continuard.)

DE LA NATURALEZA DE LA ELECTRICIDAD

POR EL SR. D. E. EDLUND.

(Conclusion) (1),

Comparemos ahora eliresultado teorico con los resultados experimentales.

Suponemos: que tanto el circuito de la corriente inductora como el de la cor-
riente inducida son circulares; que el radio del primero es # y el del segundo A,;
que los planos de ambos circulos son paralelos y la linea que une sus centros per-
pendicular & ellos. En tal caso, los dos circuitos estian simétricamente colocados
respecto 4 un mismo plano, y es.desde luego aplicable la férmula de induccion (18).
Figurémonos ademas que el plano del circulo inductor es el plano £y de un siste-
ma de coordenadas rectangulares, cuyo origen coincide con el centro del circulo, y
Ilamemos z la distancia a este plano, del otro en que se halla el circulo inducido,
Ladistancia r de un elemento ds cuyas coordenadas son x=0 é y= — R, elemento
situado en el circulo inductor, & un elemento ds’, de coordenadas x,, ,,2,, situado

enel circulo inducido, es entonces igual a 4 \/mf—k(y,—l-li)’—}—zf, 6 lo que es lo
(1) Véase la pag. 264,
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nismo, é+\/R,’+R5+2Ry,+z,’. La tangente del elemento ds es paralela al eje
de las @, y admitiendo que la corriente inductora pase en la direccion positiva del

0, :
eje de las =z, es cos 6 =—2 e cambia por consiguiente de signo con xz,. Si el
elemento ds' de la covriente inducida se cuenta por el lado opuesto a la direccion de
la corriente inductora, es cos 9'=ﬁ, y asi cambia tambien de signo con x,. Si

i

se introducen en la formula de induccion (18) estos valores de r, de cos 0 y de
cos 0', obtiénese,
aiR
-}-&dsds

De donde resulta que la induccion del elemento ds es igual en las dos mitades
en que el circuito inducido queda dividido por el plano delas yz, y que las cor-
rientes inducidas van por el mismo lado y en sentido inverso de la corriente in-
ductora.

Pero es claro que cada elemento del circulo inductor posee la misma accion in-
ductriz que el elemento ds aqui arriba considerado. La induccion total del circulo
inductor sobre un elemento del circuito inducido, sera, pues:

2nR%iF(r)z? |,
- T T ds

. R,dy » 3 A 2% -

N _R!°_JL——' y ©°= £ °—y,". Si seintroducen tanto estos valores como el
V__'—'Jx'

de 7, y si despues de tomar la integral entre los limites y,=~+ R é y,=—R,, se mul-

iplica esta dltima por 2, obtiénese como expresion de la induccion total, despues

de reemplazar y, por Ru y, por consecuencia, dy, por R du:

u=—l)—4|/

; © F(r)\\/1—u

4zl J 3 AT ST oy
(RE+R*+2RRu~+2,°)
u=—I1

Feurer ha demostrado experimentalmente el siguiente principio: si 4y B sond dos
circuitos de corriente circulares, de un radio igual a R, paralelos, colocados uno de
otro a la distancia z, de manera que la recta que una sus centros sea perpendicu-
lar & estos dos planos; si otros dos circuitos circulares de corriente C y D, ambos
de un radio igual 4 R,, estan colocados de la misma manera, perouno deotroa una

: ; z z - ,
distancia z, tal que = T‘; haciendo pasar por cada uno de los circulos 4y B
1
una corriente inductora de igual intensidad, las corrientes inducidas de B y de D
seran entre si como el radio R es al radio R,.

Por medio de este principio se puede determinar la funcion F (r). Si en la for-

mula integral antedicha se pone R =R, y F(r) =br=>b\/2R*+2R%~+3z*, en que b

es una constante, obtiénese:
u—-+1 5 ‘

V= du

Y e

u=—1
Como la cantidad que comprende el signo de integracion esindependiente de R,
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2 = o 5 , . .
si -~ permanece constante, la corriente de induccion serad proporcional a R de

conformidad con los experimentos de FeLrcl.
De tal suerte, en lugar de la férmula {{8) obtiénese como expresion de la in-
duccion entre dos elementos:

+a—l:fv cos 6 cos 0/ ds ds/..... (20).

A fin de cerciorarse de si los resultados teoricos obtenidos con la férmula (19),
despues de determinarse la funcion F (r) de la manera antedicha, concordaban con
la experiencia, el doctor Sk. SunpELL, profesor agregado de la Universidad de
Helsingfors, ba emprendido gran nimero de experimentos en el laboratorio de fisi-
ca de la Real Academia de ciencias de Estockholmo. Empresa semejante era me-
nester para llegar a sentar de una manera rigorosa los resultados tedricos hallados,
porque no se tenia de antes sino un reducidisimo numero de experimentos prac-
ticos aplicables al objeto que aqui nos proponemos. Toméamonos la libertad de
transcribir una série de estos experimentos, remitienlo al lector para mas detalles
al mismo trabajo del Sr. SunpELL (1). :

Ei radio R del carrete de induccion era igual a4 21,7 centimetros, y el
radio R, del carrete inducido 4 7,1 centimetros: la distancia entre los planos de los
dos circulos indicase en centimetros en la columna que encabeza la letra 3.

Desviacion del magnetometro.

Z. OBSERVADA. CALCULADA. DIFERENCIA.

1SRN, T ) IS s 1 65 {E s -+ 0,7
107y, A5 g AR O s 6 o 12338 FOg: -+ 0,9
Y B 25w & 33 R 03 4TI N 0,1
201157 S BOAMAL IS 66507 nfers W ! — 054 .
Lo e ol NS 56,60 2 M5! — 0,2
J05 e \ AW e A D o L e — 0,8
Xt i igfitee s DL DAL oo b, -+ 0,2

El acuerdo entre los calculos, por una parte, y los experimentos del sefor
SunbpELL por otra, es bajo todos conceptos completamente satisfactorio.

Si el circulo inductor se halla cn el planode la xy teniendo su centro en el
origen, y el circulo inducido en el plano de las yz, pero de tal modo, que no tenga
su centro ni sobre el eje de las z ni sobre el ¢je de las y, la integracion hace des-
aparccér el término de la formula de induccion (17) en que entra cos 8, mientras
que el otro término, que contiene cos *0, es el unico que queda. Conviene por
consecuencia una disposicion analoga de los circulos de induccion para buscar
si este término tiene ¢ no un poder de induccion apreciable. El Sr. SuwnprLL, ha
hecho, siguiendo este método, experimentos que no han dado resultados ciertos
apreciables, lo que corrobora asi mismo la deduccion tedrica antedicha.

La verdadera.ey de la induccion entre dos eiementos, esta pues, expresada por
la formula (20) dada mas arriba.

Atendidas las bases en que se fundan las investigaciones tedricas que hemos
emprendido, claro es que la susodicha férmula se aplica tambien al caso en que
la in’duccion se verifica con una intensidad constante de la corriente, y proviene

(1) OEfversigt af Vet.-Ak, Forh: (Boletin de la Academia de Giencias.) Febrero 1872.
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de que la distancia entre el elemento inductor ds, y el inducido ds', disminuye des-
de el infinito hasta r. ’

9. Distribucion del éter libre en reposo sobre el hilo conductor entre los dos polos
de una pila. Cuando un hilo conductor dotado de considerable resistencia enlaza
los polos de una bateria galvanica, prodtcese, como es sabido, electricidad libre
en la superficie del hilo. La electricidad positiva del hilo presenta su maxima ten-
sion cerca del polo positivo. A medida que de él nos alejamos, la electricidad posi-
tiva disminuye, y si en toda su longitud el hilo presenta la misma resistencia de
conductibilidad, existe en el punto medio de esta longitud un punto néutro, pasado
el cual, la segunda mitad del hilo se manifiesta negativamente eléctrica con una
tension creciente hacia el polo negativo. Cuando la resistencia del hilo es mayor
hacia un extremo que hacia el otro, el punto néutro estd mascerca por el lado de
lo mayor resistencia. La diferencia entre las tensiones eléctricas de dos puntos del
hilo, dividida por su resistencia reducida de conductibilidad, es por donde quiera
constante. Esta posicion de equilibrio de la electricidad libre parece dificil de
explicar, porque diriase que la electricidad negativa y la electicidad positiva,
debieran franquear el punto néutro para reunirse. Hasta ahora no se ha dado sobre
este punto explicacion satisfactoria exenta de toda hipdtesis arbitraria. De la teoria
que presentamos se desprende naturalmente esta explicacion: cuando tina corriente
galvanica comienza, las moléculas de la masa de éter ambiente abandonan las
posiciones de equilibrio que hasta entonces habian tenido, y pasan a otras nuevas;
de donde resulta una corriante inducida en un conductor cerrado. préximo. Las
moléculas que se encuentran en un cuerpo no conductor préximo, son tambien
echadas de sus posiciones de equilibrio, y toman otras nuevas, aunque la falta de
conductibilidad no permite que nazca una corriente de induccion propiamente
dicha. Las moléculas quedan en sus nuevas posiciones de equilibrio todo el tiempo
que la causa productora (la corriente galvanica) contintia con una fuerza constan-
te. La ley de la accion de un elemento de la corriente inductora sobre un elemento
de la corriente inducida, esta expresada por las [érmualas de aqui arriba. Pero es
claro que debe suceder completamente lo mismo con dos elementos ds y ds' en un
solo y mismno circuito cerrado. La corrient@¥salvanica tiende, pues, a producir des-

_de el principio una corriente de sentido contrario al suyo propio. La fuerza elec~
tromotriz dela pila opone obsticulos 4 este movimiento.

El éter del hilo conductor que une los dos polos, es conducido por la fuerza de
induccion hacia el polo pusitivo, y alli seagolpa hasta que su tension sea suficien -
te para vencer la resistencia traida por la fuerza electromotriz, 6 para sobrepujar
la fuerza inductriz. Es claro, a todas luces, que la densidad del éter debe dismi-
nuir & medida que nos aiejemos del polo positivo. Siendo constante la masa del
éter contenido en el hilo, de ello debe resultar, cuando este éter sea conducido ha-
cia el polo positivo, un déficit de éter en el polo negativo, y este déficit sera tan
grande como el exceso del polo positivo. Una consecuencia directa de lo que pre-
cede, es que la diferencia algebraica entre tal exceso y déficit debe ser proporcio-
nal & la intensidad de la corriente.

6. Los fenomenos quémices y otros fenomenos que d ellos se refieren.—Los limites
de este trabajo nos impiden dar aqui un tratado completo y detallado de la aplica-
cion de la teoria antedicha a la accion de la corriente galvanica. Nada mas pode-
mos que sefialar los puntos de partida para la explicacion de los fenémenos qui-
micos. Llamaremos en primer lugar la atencion sobre el hecho de que la teoria dg
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la induccion dada en las paginas precedentes, nos suministra una fuerza nueva en
constante actl'vidad, mientras la corriente dura. Lsta fuerza, cuya magnitud deter-
mina la formula (16), tiende & conducir una molécula de éter al reposo, en una di-
reccion opuesta a la de la misma corriente. Figurémonos ahora, que la corriente
recorre un liquido electrolito que constituye un enlace quimico de dos elemen-
tos p y q, y que, segun la idea comun admitida por BErZELIUS ¥ otros quimicos, p
sea electropositivo, y q elecfronegativo, es decir, segun nuestro modo de ver, que
p presente un exceso, y q un déficit de éter. Resulta de lo que precede, que la mo-
lécula p es conducida por [a corriente hacia el polo positivo, con una fuerza mayor
que la molécula 9. Como tal acto se opera en todos los puntos del litjuido, dicha
iltima molécula debera tambien, en virtud del principio de ArQuiMEDES, tender a
llegar al polo negativo. Si ahora la fuerza con que las moléculas propenden 4 mo-
verse de tal suerte en una direccion opuesta, es mayor que la afinidad quimica de
las moléculas entre si, de ello resultarda una descomposicion, y estardn en exceso
las moléculas p en el polo positivo, y las moléculas ¢ ea el polo negativo.

Emitimos, en la primera parte de este trabaio, la opinion de que las particulas
materiales de un liquido pueden ser llevadas mecénicamente por la corriente, en
la direccion de esta iltima, y que en tal hecho puede verse la causa principal de
los fenoémenos estudiados por WIEDEMANN. Pero debe tambien tomarse en cuenta
la fuerza de la corriente expresada por la férmula (16), fuerza, en cuya virtud la
corriente propende a conducir moléculas de éter al reposo en un sentido opuesto
al suyo propio. Si ahora estas moléculas de éter estan intimamente unidas con
particulas materiales, en el mismo sentido deberan estas iltimas ser llevadas.
Luego es posible obtener para las particulas que se encuentran en un liquido re-
corrido por una corriente galvanica, un movimiento, tanto en uno como en otro
sentido, toda vez que este sentido depende de la fuerza que presenta mayor inten-
sidad. En nuestro sentir, los fendmenos de esta categoria estudiados por Quine-
kE (1), pueden de tal manera explicarse, sin que sea menester recurrir a la accion
de la electricidad libre que se halle en la superficie del liquido.

La circunstancia de que particulas del polo negativo, de un arco voltaico, sean
llevadas al polo positivo, aunque su c#ntidad sea considerablemente inferior a la
de las particulas, que la corriente arranca y lleva consigo en sentido opuesto,
tambien pudiera atribuirse a la fuerza de induccion de la corriente, entendida se-
gun la teoria que hemos arriba expuesto.

7.. Rotacion delplanode polarizacion de la luz bajo la accion de la corriente.—Para
explicar este fendmeno, generalmente se ha supuesto que las moléculas maceriales
del cuerpo trasparente en que la rotacion se efectia, sufren una accion directa de
la corriente galvanica, y que esta accion & su vez produce la rotacion del plano de
polarizacion. C. NeunaNy opina, por el contrario, que la rotacion resulta de la
accion éjercida sobre las.moléculas de éter, por las corrientes moleculares de An-
PERE, debidas a la accion de la corriente galvanica. Ha tratado de demostrar que
dichos fenémenos pueden explicarse con la hipétesis de que tales corrientes mole-
culares actuen sobre las moléculas de éter, como si eatas ultimas fueran eléctricas
La exposicion que precede acerca de la naturaleza de la electricidad, demuestra
que de las dos opiniones, la jde NEumaNN, e3 la que mas se ajusta a la verdad. El
éter del cuerpo trasparente, alrededor del cual pasa la corriente galvanica, puede,

(1) Poggend. Annalen, t. GXIII, pag, 513,
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bajo laaccion de esta corriente, no hallarse en el estado normal. Las moléculas de
éter han modificado sus posiciones de equilibrio, y ademas se han formado cor-
rientes moleculares de éter, 6, si ya existian, han recibido una direccion determi-
nada, bajo el influjo de la corriente galvanica. La opinion de NeumANN, respecto a
la accion directa de las corrientes moleculares sobre moléculas de éter, no es ya
una hipotesis que pida confirmacion, sino una verdad, si se admite que los fendme-
nos eléctricos tienen lugar en el éter. Pero a la verdad, ha de atenderse tambien
en esta explicacion 4 la modificacion de las posiciones de equilibrio de las particu-
las de éter.

RELACIONES DE LAS FUERZAS FiSICAS ENTRE §i

Es indudabie que para la adquisicion de los conocimientos fisicos pueden se-
guirse caminos distintos, sendas diversas; pero tambien lo es, que todos esos ca-
minos tienden a un fin unico, al conocimimiento de las verdades fisicas, que tan
importante papel estan desempeiiando en la actualidad en todos los paises civiliza-
dos. Para conseguir esto, es necesario estudiar los hechos en si mismos, mediante
nuestros sentidos, bajo todos los aspectos y detalles, observar los fendmenos con
una atencion sostenida y una aplicacion prolongada, una percepcionexacta y pre-
cisa, que busque en ellos las minuciosidades mas insignificantes para hacernos
ver sus mas pequenas analogias ysdiferencias, y por ultimo, una descripcion del
objeto, con el cuadro de sus propiedades y la enumeracion de sus partes: en esto
consiste precisamente la observacton. Mas no basta esta por si sola para adquiri-
los conocimientos fisicos, sinv (jue es preciso ademas, crear los fendmenos, prepa-
randolos y provocandolos, para hacerlos aparecer segun convenga al fisico en el
momento oportuno y en circunstancias determinadas, con el objeto de aislarlos
mejor y de estudiar sus caractéres propios en mas grande escala, 6 de hacerlos
concurrir con otros fenémenos determinados; de aqui nacio el experimento, para
observarlos fuera de las circunstancias naturales, colocandolos en otras artificiales
expresamente establecidas para facilitar el eximen de los fenémenos que vamos
a analizar bajo cierto y determinado punto de vista. Se comprende, sin embargo,
que la’observacion y el experimento dejaron en la ciencia grandes espacios vacios
en ese conjunto armonico que debe esistir eutre las verdades que la forman, 6
que por esto, el razonamiento y las hipétesis han de darnos a conocer las leyes
(ue rigen a los fenémenos y las causas que los producen, a tin de que puedan
llenarse en parte, y poder completar, en cuanto posible sea, -la cadena de los co-
nocimientos cientificos. y

La fisica, estudiando las propiedades de los cuerpos, expone las inmensas difi-
cultades que se ofrecen en la aplicacion del método empirico, al querer buscar las
leyes de los misteriosos agentes, cuya esencianos es desconocida, y que producen
el calor, luz, electricidad y magnetismo; pero algunas de esas propiedades nos
serian indudablemente desconocidas. si una feliz casualidad no nos las hubiera
revelado. ;Quién ha de desconocer que la casualidad ha reportado inmensos bene-
ficios 4 la ciencia, objeto de nuestra prefeerenteatencion? Sin ella es muy posible

1) Dircurso leido anie la Sociedad de Profesores de Ciencias,
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que la electricidad no hubiera nacido, puesto que su origen se debe a la atrac-
cion que el suecino frotado ejerce sobre los cuerpos ligeros; y su progreso y des-
arrollo al hecho observado, con alguna detencion, por el discipulo de GaLVANI, en
donde éste célebre fisico encontrd el gérmen del galvanismo ante las contracciones
que tenian lugar siempre que, por medio de un arco metalico, se ponian en comu-
nicacion los nervios lumbares con los misculos crurales de una rana. No pur esto
negamos, que los grandes descubrimientos que han servido para construir el
edificio de la fisica moderna, sean debidos, ya & una teoria, ya 4 una idea precon-
cebida, no al acaso. 4y com» lo hemos de negar, si examinamos los admirables
trabajos de AnpERE y de FresarL que nos han demostrado, hasta la evidencia, lo
mucho que puede el espiritu filoséfico é invesltigador, asi como el calculo matemé-
tico, para dirigic el método experimeatal? Asi, y no de otra manera, se ha conse-
guido ver las iatimas relaciones que existen entre los que generalmente se llaman
fluidos imponderables; relaciones que estudiadas detenida y concienzudamente,
llegsran, tal vez, en dia no muy lejano, 4 demostrarnos, bien palpablemente, el
idéntico origen de los fené.nenos dependientes del calor, luz y e!ectricidad. Expo-
ner estas relaciones, ver las analogias que entre estos ‘fendmenos existen, es lo
que me propongo llevar a cabo en este acto, al desarrollar el tema: Relaciones de
las fuerszas fisicas enire si.

Por largo tiempo, todos los sabeis, se han venido consicerando los fendmenos
del calor, luz y electricidad, como efectos de clertos finidos imponderables dis-
tintos entre si; pero el progreso gradual constante y necesario de las ciencias
fisicas ha hecho, que en vista de-las intimas relaciones de los citados fluidos, se les
considere como debidos a movimientos particulares de una sustan:ia unica, su-
mamente elaslica, dotada de una fluidez extremada y una pequeiisima densidad,
que existe ocupando todos los espacios interplanetarios y los poros de los cuerpos
ponderables, cuya sustancia han convenido en llamarla éter 1a_mayoria de los fisi-
cos. Vibrando este éter de cierta manera nos comunica, por medio del sentido de la
vista, la impresion de la luz; vibrando de otra, vor medio del sentido del tacto, el
calor, elc., viniendo a reducir las teorias para la explicacion de los fenomenos fisi-
cos, segun esta hipotesis, & unasmei-as ieovias dinamicas en lasque se hace aparecer
el movimiento como el alma de la roateria y 4 la ciencia desprovista de formas, de
cualidades propias y de tluidos, para solo llegar 4 medir simples velocidades.
Revclucion de tan beneficiosas consecuencias es debida indudablemente a
aquella parte de las ciencias fisicas en que mejor se pueden aplicar las férmulas
matematicas; a la Optica.

Estos descubrimientos han dado por resultado, que la teoria de la emision
ineficaz para explicar muchos fendmenos, la difraccion, las interferencias y otros,
sea abandonada y sustituida con grandes ventajas por la del éter, aunque no sea
perfecta; pues.o que ésta y la observacion se corrobaran mituamente para des-
cubrir la verdad, objeto de la ciencia.

Al mismo tiempo que la teoria de las ondulaciones se robustece mas y mis, se _
efectua entre las diferentes partes de la fisica una relacion mas intima en la ex-
plicacion de la causa de los fenomenos fisicos, que viene a constituir, podemos de-
cirlo asi, el caracter distintivo del movimiento cientifico de la época presente; cuya
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