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Confesamos ingénuamente que es més facil censurar con oportunidad
que poner atinadamente mano en la enmienda. Asi es que situviéramos —
pase por un momento la hipdtesis — que dictar un plan general de ins-
truccion publica, nada nos sorprenderia si a4 poco de publicado le veiamos
por cien puntos descoserse de puro defectuoso. Pero como afortunadamente,
bajo este punto de vista, nonos toca ordenar ni mandarsino sélo proponer,
ni es siquiera nuestra intencion que prevalezca el propio parecer, sino
convertir hacia este asunto la atencion mas ilustrada de otros, ello nos
anima & exponer en sentido de enmienda algunas reflexiones.

No estara demas hacer notar, por si algun optimista saliera al encuentro
con el sabido estribillo de que sus tiempos fueron mejores y todo va dege-
nerando, que con restablecer el grado de bachiller, el defecto azaso queddra
disimulado un poco, pero tan en pié. Porque si el renaciente grado no tenia
otro concepto que el de un examen general que abrevidra el de la licencia-
tura , pero sin otorgar otro derecho que el de seguir estudiando, en nada
afectaba al deslinde de atribuciones entre el licenciado y el doctor, y si por
el contrario se le reconocian fueros y preeminencias, la cuestion, léjos de
facilitarse, se complicaba , pues si establecer sobre una diferencia racio-
nal de conocimientos la distincion de derechos de dos grados ofrece séria

(1) Véasela pag. 801,
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dificultad, ¢ con cuanto mayor no se habia de tropezar al querer demarcar
los derechos de tres grados distintos? Cierto que 4 fuerza de poner en
tortura la mente cabe descubrir que el bachiller puede servir para tal cosa,
el licenciado para esto y algo mds, y el doctor para uno y ctro y algo
mas; pero, regla general, concepto’alambicado es concepto falso, y distin-
cion que no brota espontdneamente de la naturaleza de las cosas no vale
el trabajo que cuesta forjarla. Con dos grados basta, si no sobra, en cada
facultad, y lo que importa es, repetimos, asentar sobre una base razonable
la distincion de sus atribuciones. Para lo cual no hay otro eamino que
penetrarse bien de la indole de cada carrera. Quien no acierta a definir
bien , discurre mal, y 4 un pensamiento vago sigue indefectiblemente una
aplicacion embrollada.

Sirvanos de ejemplo de reforma en las carreras especulativas la Facultad
de Ciencias. Con arreglo al principio sefialado, ante todo definamos. De
tal facultad se dice que tiene por objeto el estudio de la Ciencia por la
Ciencia, y con su sabor de sentencia de Pitonisa, esta frase 4 nuestro en-
tender significa que no se ha de mirar la Ciencia como senda estrecha que
si bien lleva en derechura & un punto dado, en cambio no tiene mas ancho
que el necesario para afirmar el pié, sino como camino dilatado y holgadi-
simo, por donde, al par que uno anda, su vista se solaza, 6 bien como
mar por el cual con rumbo vario se navega tocando y no desembarcando
en todos los puertos de aplicacion. Pues si tal es el fin 4 que la facultad
responde , se infiere que los conocimientos que abrace han de tener una
amplitud desusada y fuera de lugar en cualquier escuela especial ; y quien
sienta hdcia la Ciencia pura alguna inclinacion, ningun titulo ha de reputar
mas honroso ni que mejor pruebe lo ejercitado de su inteligencia en el
desenvolvimiento de altos conceptos, que el grado de Doctor.

Ahora bien, no comprendiendo la segunda ensefianza sino conocimien-
tos generales sobre diferentes ramos del saber, de los cuales nadie, presu-
miendo de medianamente ilustrado, cualquiera que sea su profesion ulterior,
debe prescindir, natural es, puesto que aqui no se tiene 4 la vista la aplica-
cion inmediata, buscar en la Facultad de Ciencias el plantel de catedrti-
cos, 4 cuyo cargo corra la ensefianza de los elementos de estas ciencias en
¢l Instituto, asi como, por andloga razon, la Facultad de Filosofia y Letras
debe ser la que mas particularmente suministre los catedraticos encargados
de los principios de estos otros ramos en el mismo Instituto.

Pero ocurre aqui preguntar: ¢es justo que al catedratico de un Instituto
que ha de ensefiar de la Ciencia nada mas que puros elementos, se le exija
un tan vasto saber como supone el titulo de Doctor ? No, sino que se le
debe formar especialmente para la ensefianza a la cual se le destina; y este
fin pudiera proponerse el periodo de la licenciatura, Quien hubiera de
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‘ensefiar en el Instituto Matematicas elementales, en la Facultad debiera
estudiar ante todo ampliamente estas mismas Matematicas elementales, y
dar de nuevo, desde el principio, Aritmética, Algebra, Geometria y Trigo-
nometria, pero con mas detenimiento 6 amplitud, y avanzando mucho mds,
hasta penetrar algun tanto en las superiores, con lo cual queremos decir,
prescindiendo ahora del orden mas adecuado para estos diversos conoci-
mientos, que la Aritmética abarcasc alguna parte cuando ménos de lo que
se llama Teoria de los mimeros, que el Algebra se extendiera & la Teoria
general de ecuaciones , que la Geometria abrazara lo que se llama Geometria
superior, la Geometria analitica, en lo que toca & sus principios generales
y al estudio detallado de las curvas de segiindo grado, y asimismo la Geo=
metria descriptiva, y que la Trigonometria eomprendiese la plana y la
esférica; pero de Cdleulo infinitesimal, sobre todo en su parte integral, el
Licenciado no debiera aprender sino puros elementos. Con esto podria for-
marse unp buen catedratico de Matematicas elementales, suficientemente
conocedor de los mas solidos y fecundos métodos de investigacion y demos-
tracion. El periodo del doctorado vendria en pos con un objeto bastante
bien definido; cl estudio, en vastisima escala, del infinitamente grande ¢
infinitamente pequefio, y aqui del Cdlculo infinitesimal con grande exten-
sion, aqui de su aplicaoion 4 la Geometria analitica que empez6 4 aprender
el Licenciado; aqui de la Mecdnica racional, y aqui dela aplicacion extensa
de todo ello & la Fisica matemdtica, 4 la Geodesia y & la Astronomia (1).
Ser entonces Doctor no serfa casi lo mismo que Licenciado: entre sus
conocimientos existiria marcada diferencia, y sobre ella con mas solidez
podria asentarse la distincion de derechos que ahora rige.

Otro ejemplo: Quien hubiera de ensefiar en el Instituto elementos de
Fisica y Quimica, en el periodo de la licenciatura debiera estudiar: Mate-
mdticas, con bastante mds extension que en el Instituto, aunque con ménos,
per de contado, que el Licenciado en Ciencias exactas; un curso amplio de
IFisica, otro de Quimica general, y, conviene fijarse en ello, antes que el de
Fisica, uno de Mecdnica, comprendiendo en él la gran parte que de csta
asignatura puede darse sin recurrir 4 célculos algebrdicos de un 6rden
superiar. Y llamamos la atencion sobre este punto, porque es de notar que
cuando todo tiende 4 confirmar que los diversos agentes fisicos no son mas
que formas de movimiento, y cuando asi la Mecénica cada vez invade mas
los dominios de la Fisica, ni en la licenciatura ni en el doctorado de la

(1) Exigir, como whora se hace, 4 quien en el Instituto sélo ha de ensefiar elementos de
Matemdticas puras, que estudie dntes en la I'acultad la asignatura de Geodesia, es ocurs
rencia peregrina, Lastima no se pida 4 continuacion un curso de Mdquinas de vapor,
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Facultad de Ciencias fisicas y quimicas, se dedica un curso especial &
estudiar la ciencia de las fuerzas y movimientos. Luégo, en el periodo del
doctorado, se estudiaria ampliamente y en cursos distintos: el Calor, la
Luz, la Electricidad v Magnetismo, la Quimica inorgdnica, la Quimica
orgdnica y la Andlisis quimica, aparte de que hubiera los correspondientes
cursos préacticos de Quimica y dun de Fisica. De este orden de conoci-
mientos, claro que no brotaria probablemente un Fresnel ni un Cauchy,
mas pudiera salir un Faraday 6 un Tyndall, y el mérito de estos genios no
es mayor ni menor, sino de distinta indole.

A este tenor pudieran reformarse las demas facultades especulativas.
Por de contado, que en ciertos casos, muy pocos, bien se podria conferir el
grado de Doctor, con todos sus fueros y preeminencias, 4 quien no tuviera
un solo curso aprobado en la Universidad. Si entre nosotros apareciera, por
ejemplo, un libro como la Mecdnica celeste de Laplace, y dun algo ménos,
¢ debiera vacilar ningun claustro, por reputado que fuera, en conceder
ipso facto 4 su autor el mds honroso titulo? Un tal libro valdria por cien
examenes. Esto, sin embargo, para prevenir abusos, debiera solo hacerlo
la Facultad Central en claustro pleno.

Respecto 4 las carreras de aplicacion poco tenemos que afiadir 4 lo indi-
cado en la primera parte de este articulo. Dos objetos cabe proponerse: 6
distinguir entre el que aplica formulas sabidas y el que puede formular en
casos nuevos, estableciendo en Jurisprudencia , Medicina y Farmacia una
diferencia algo andloga 4 la que existe entre el Ingeniero y el Ayudante de
Obras publicas, 6 bien formar abogados, médicos y farmacéuticos, cuya
vasta ilustracion tanto les permita aplicar lo sabido como discurrir en lo
nuevo. En el primer caso cabe distinguir entre el Licenciado y el Doctor,
y dejando para éste las asignaturas de ménos inmediata aplicacion, parti~
cularmente las de indele histdrica ¢ filoséfica, hacer que-el tiempo consa-
grado por él al estudio sea marcadamente mayor que el que dedique el otro.
En el segundo caso sobra uno de los dos titulos: es ridiculo, por dos 6 tres
asignaturas, establecer diferencias. Fijese entonces elminimum de asigna-
turas que se requiere para ser abogado, médico 6 farmacdutico, y déjese
que 4 voluntad de los alumnos, cursen 6 no esas otras, y no haya mds dis-
ticion entre sus derechos respectivos que el no poder luégo uno explicar
asignatura que no ha cursado 6 no tiene aprobada. Como el periodo uni-
versitario hasta el exdmen general y de término seria entonces algo extenso,
convendria imponer & mitad de él un exdmen que abrevidra el dltimo, pero
sin conceder por ello preeminencia alguna. Se dird que de ese modo faltaria
estimulo para estudiar las asignaturas que se dejasen al arbitrio de los
alumnos; pero eso es desconocer la naturaleza humana : cabalmente por no
‘éxigirse, y porque no siendo de necesidad absoluta, su existencia en la
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Facultad seria el premio concedido 4 personas de alto mérito y especialidad
sefialada, fueran las mas concurridas.

De uno 1t otro modo convendria la reforma: la distribucion actual nos
parecedefectuosa dun bajo el punto de vista econdmico. Porque disfrutando
todos los catedraticos el mismo sueldo de entrada, se entiende que todas
las asignaturas tienen el mismo valor intrinseco: luego deben costar lo
mismo al alumno. Ahora bien: las cuotas de los grados significan 4 nuestro
modo de ver que el precio de cada asignatura se divide en dos partes, una
que desde luégo se abona y otra que se adeuda y acumula y se paga por
junto al tomar el titulo correspondiente; de manera que si el periodo de la
licenciatura comprende doce asignaturas, el precio de cada una es lo que
de matricula le toca, mds la dozava parte de la cuota del titulo. Pero no
componiendo el periodo del Doctorado méds que dos 6 tres asignaturas, y
siendo la cuota del titulo mas crecida, tales asignaturas resultan en com-
paracion muy caras. Luego si, como queda dicho, en conocimientos poco
pueden afiadir 4 los de un Licenciado, y sin adquirir aquel titulo no es
dado explicar en la Facultad, el mérito real para ello no dirémos que sea,
mas parece ser... el lector acabara la frase.

Daxnien Rotezo vy Douro.

TEORIA DE LAS TRASVERSALES.

(Continuacion) (1).

5.—EL TRIEDRO Y EL TRIANGULO ESFERICO.

Tres planos que no pasen por una misma recta,y de los cuales no sean dos
paralelos , en cualquiera posicion que los concibamos tendrdn un solo punto co-
mun de interseccion, y dividirdn el espacio en ocho partes. Cadauna de estas par-
tes podemos considerarla como un tridangulo de bulto, que lleva generalmente el
nombre de ¢riedro, con sustres dngulos y sus treslados, 4 la manera que el tridn-
gulo rectilineo. Los tres dngulos del triedro son los déngulos diedros que forman
entre si los planos mencionados; y las tres caras 6 lados del mismo, son los dn-
gulos formados por las intersecciones de aquellos planos generadores: intersec-
ciones que se llaman aristas 6 cantos del triedro. Entre el triedro y el tridangulo
esférico no existe diferencia esencial ninguna. Si con un radio de tamafio arbi-
trario trazamos una esfera, cuyo centro sea el punto de interseccion de los tres
planos fundamentales, estos planos, circulos maximos enténces de dicha esfera,

(1) Véasc la pag. 286.
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dividirén la superficie de este cuerpo redondo en ocho partes tambien. Cada
una de estas partes de superficie esférica serd un tridngulo esferico, cuyos dngu-
los y cuyos lados coincidirdn con los éngulos y los lados de alguno de los trie-
dros construidos anteriormente, hasta en la disposicion 1 érden en que dichos
clementos se hallen colocados.

Supuestas las més elementales propiedades del triedro y el tridngulo esférico,
vamos & demostrar concisamente algunas leyes que de las mismas se derivan, y
que corresponden 4 las demostradas para el tridngulo en el articulo precedente.

a.—Las bisectrices de los dngulos planos, que son las caras 6 lados de un
triedro, se denominan lineas medias de dichos lados 6 caras.

Los tres planos que pasan por cada una de las tres aristas deun triedro , y cada
una de las lineas medias de las caras respectivamente opuestas d dichas aristas, se
cortan en una misma recta. Desde luégo es evidente que estos tres planos, asitra-
zados, tienen comun el vertice del triedro; en los mismos ademas estardn conteni-
das las lineas de gravedad del tridéngulo plano, formado por las rectas que unen
entre si los vértices del esférico, correspondiente al triedro propuesto: luégo
pasardn por el centro de gravedad de dicho tridangulo plano; y, e¢n consecuencia,
por la recta que une este centro con el vértice del triedro, la cual constituye su
l{nea de gravedad. Aplicando esto al tridngulo esférico dirémos: Los tres circu-
los mdzimos que unen los vértices de un tridngulo esferico con los puntos medios
de los lados respectivamente opuestos, se cortan en un mismo punto que es el PUNTO
DE GRAVEDAD de dicho tridngulo.

b.— Los tres planos que pasan por las aristas de un triedro y son perpen(licula.-

5 res @ las caras respectivamente opuestas , se cor-
tan en una misma linea recta. Para demostrarlo
construyanse los planos que pasan por las aris-
tas SA y SB del triedro S (fig. 4), y sean per-
pendiculares respectivamente 4 las caras BSC
y CSA, los cuales se cortardn segun la recta SH,
por ejemplo; y por un punto cualquiera H de
esta recta-interseccion tracese un plano perpen-
dicular 4 la misma, que cortard 4 las tres aristas
del triedro respectivamente en los puntos A, B,
C. Ahora bien, el plano AH S es perpendicular
simultdéneamente 4 los dos planos ABC y BSC;
y & la interseccion de estos B’ C, por consecuen-
cia, serd tambien perpendicular la linea A’H que
corta, prolongdndola, 4 dicha interseccion en el
punto A’. Del mismo modo se demuestra que B H
prolongada es perpendicular 4 A C en el punto °
B’; y por lo tanto que C H es tambien juna al-

furie tura del tridngulo A B C, y perpendicular, asi al
lado A'B., Y como por otra parte es ficil probar despues de lo dicho que e]
plano S H C es perpendicular al A S B, resulta, en efecto, que los planos tra-
zados por las aristas de un triedro perpendicularmente & las caras opuestas se
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cortan en una recta (en laS H de la figura), que es la &'nea de altura de dicho
triedro. Por consecuencia, los arcos de circulo mdzimo trazados por los vertices de
un tridngulo esferico per pendzculm mente @& los arcos o lados opuestos , se cortan en
un punto; el PUNTO DE ALTURA de dicho tridngulo.

En un principio dijimos que por tres planos y sus intersecciones correspon-
dientes se repartia el espacio en ocho partes que llamamos triedros. Cada dos
de estos triedros son opuestos por el vértice, y es facil concebir que tienen una
misma linea por linea de gravedad: de lo cual se infiere que los ocho triedros, 6
el espacio que entre todos ellos componen contiene solamente cuatro lineas de la
clase expresada. Por el contrario, imagindndose construidas las lineas de altura
para cada uno de los ocho triedros, bien pronto se nota que existe una misma
para todos ellos. Los ocho tridngulos esféricos que definen sobre la superficie de
una esfera tres circulos méximos, tienen ocko puntos de gravedad; pero cada
dos de estos puntos se hallan sobre los extremos del mismo didmetro. Puntos de
altura sdlo existen dos para los ocho tridngulos esféricds ; pero los dos tambien
opuestos diametralmente.

C.— El lugar geometrico de los puntos, en el espacio, equzdzstantes de dos rectas
que partan de uno mismo, es el plano que pasa por la bisectriz del dngulo que for-
man las dos rectas, y es perpendicular al plano de dicko dngulo.

Los dos planos perpendiculares & dos caras de un triedro, en las lineas me-
dias de estas caras, se cortan en una recta, cada uno de cuyos puntos equidista
de las tres aristas del triedro. Dicha recta-interseccion debe, por consecuencia,
hallarse tambien sobre el plano perpendicular 4 la tercera cara del triedro en su
linea media: luégo los tres planos perpendiculares respectivamente 4 las caras
de un triedro en sus lineas medias se cortan segun una misma recta que se de-
nomina ¢je de las aristas del triedro. De esta proposicion se deduce tambien que
los tres arcos de circulo mdzimo perpendiculares d los lados de un tridngulo esfé-
Tico en sus puntos medios respectivos , se cortan en un mismo punto.

Si desde un punto del eje de las aristas de un triedro se trazan perpendicula-
res 4 estas aristas, los piés de dichas perpeadiculares caerdn sobre una circun-
ferencia cuyo plano es perpendicular al mencionado eje. Efectuando la misma
construccion para todos los puntos del eje , obtendrémos una serie de capas cir-
culares cuya totalidad constituye un cono de revolucion, que puede ser engen-
drado tambien, de otro modo, por el giro completo al rededor de su eje de una
arista del triedro. Esto prueba que el eje de las aristas de un triedro es al mis-
mo tiempo el eje de un cono de revolucion cuya superficienaturalmente contiene
4 dichas aristas; y asi se patentiza tambien la significacion del punto en que se
cortan, como dntes dijimos, los tres arcos de circulo mdximo perpendiculares 4
los tres lados de un tridangulo esférico en sus puntos medios respectivos; porque
tal punto, evidentemente ahora, es el centro del circulo menor de la esfera, en
cuya periferia se encuentran los tres vértices del expresado tridngulo.

Si en lugar de un solo triedro tomamos en cuenta los ocho formados por tres
planos, de los que varias veces hemos hablado, y suponemos indefinidamente
prolongadas las aristas 6 lados del cono de revolucion, resultaré que los ocho
triedros mencionados se reducen & cuatro conos de revolucion en cuyas superfi-
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cies se hallan sus aristas, 6 lo que es igual, que existen cuatro conos de revo-
Iucion que contienen en toda su extension 4 tres rectas que pasen por un mis-
mo punto.

d.— Los lugares geométricos de todos los puntos, en el espacio, equidistantes de
dos planos, son los planos bisectores de los dngulos que forman aquellos; y reci-
procamente : todo punto equidisiante de dos planos.se halla sobre uno de los dos
planos bisectores e los dngulos que forman entre si los planos dados.

Los dos planos bisectores de dos dngulos diedros de un triedro se cortan en
una recta que equidista de todas las caras del triedro, y se encuentra, segun
ficilmente puede demostrarse, sobre el plano bisector tambien del tercer 4ngu-
lo diedro. Por consecuencia, los planos bisectores de los tres dngulos diedros de
un triedro se cortan en una linea recta, la cual se llama eje de las caras del trie-
dro, y es al mismo tiempo eje de un cono de revolucion tangente 4 dichas caras.
Al principio dntes enunciado, afiadimos ahora que existen cuatro conos de re-
volucion tangentes a tres planos dados, y cada uno de ellos corresponde 4 dos
triedros opuestos por el vértice de los ocho en que puede ser dividido el espacio
por tres planos. Respecto del tridngulo esférico dirémos tambien que los tres cir-
culos maximos, bisectores de sus 4ngulos, se cortan en un punto que es el cen-
tro del circulo menor de la esfera, inscrito en el tridngulo, 6 que es tangente 4
las porciones de circulos mdximos que lo forman.

€.— De todos los triedros, fijémonos en el que tenga todas sus caras 6 4ngulos
planos rectos, y rectos tambien todos sus dngulos diedros: el cual en cierto sen-
tido corresponde al tridngulo equildtero, y en otro al rectdngulo. Aplicindole los
principios ultimamente expuestos, se percibe al momento la posibilidad de am-
plificar un teorema muy conocido: aquel que establece ser recto todo d4gulo cuyo
vértice se halla sobre una circunferencia y cuyos lados pasen por los extremos de
un didmetro. Generalizando, pues, puede esta proposicion enunciarse como si-
gue: si, colocado sobre una circunferencia el vertice de un dngulo recto, determi-
namos los otros puntos de interseccion de los lados de este dngulo con aquella cur-
va, y los unimos por una recta, esta recta pasard por el centro dela circunferencia:
esto es, por un punto fijo, sea cualquiera la posicion que ocupe sobre la periferia el
vertice del dngulorecto que puederecorrerla toda.

Sea ahora E una esfera fija (el lector debe construir la figura), S un punto
sobre su superficie, y Sa, S b, 8¢ las aristas de un triedro equilétero y rectin-
gulo (definido 4ntes) que cortarsn segunda vez & la esfera en los puntos a, , e.
Los tres planos 6 caras de tal triedro 5S¢, ¢cSa, aS b, cortarin 4 la esfera E
segun circulos, cuyos centros se hallardn trazando desde el centro O de la esfera
perpendiculares 4 dichas caras 6 planos; y los piés de estas perpendiculares res-
pectivamente a’, &', ¢/, serdn los puntos medios de los lados b¢c, ca, ab, del
tridngulo a b c. -

Concretémonos para demostrar esta proposicion al plano & S ¢. Este plano corta
4 la esfera K, segun un circulo, respecto del cual serd inscrito el 4ngulo recto 4 S,
y cuyo centro, por consecuencia, serd el punto medio @, de la recta & ¢. Por otra
parte, las rectas a’S y O’q, perpendiculares al plano & S ¢, serédn naturalmente
paralelas y 50 hallardn en un plano que contendrs los cuatro puntos @, S, O, @';
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de lo cual se deduce que deben cortarse las dos rectas O S y a a’. Del mismo mo-
do se demuestra que O S debe ser cortada tambien por 00 ycc’; y esto sélo
puede ocurrir cuando dicha linea O S pase por el punto de interseccion S de las
tres rectas aa’, b ¥, cc’; que es el punto de gravedad del tridnguloadec. Y
como por ser paralelas las linea a § y Oa’, los tridngulos as S y a’S O son se-
mejantes, y, de consiguiente, S s = 25 O, porque a s =2 sa’, resulta en conclu-
sion que : s7 hacemos girar un triedro equildtero-rectangulo , alrededor de su vér-
tice S, fijo sobre una esfera B, y en cada una de sus posiciones determinamos los se-
gundos puntos de interseccion de sus aristas con dicha esfera, designados por a, b, c,
los planos del tridngulo abc pasardn siempre por un punto fijo s, que es el centro
de gravedad de este tridngulo , y el cual se determina tomando sobre el radio O S su
tercera parte d contar desde el centro.

Si desde los puntos S y O trazamos perpendiculares al plano a b ¢, y designa-
mos sus piés respectivamente por % y m, los puntos S, %, s, m, O, estardn to-
dos en un mismo plano, y los tres m, s, 2 en una misma recta, dividida por
ellos en la relacion s = 2 sm. Este corolario confirma nuevamente la proposi-
cion ya demostrada (4 — a); puesto que %,s y m son el punto de altura, el cen-
tro de gravedad, y el del circulo circunscrito relativos al tridngulo a bec.

f.—Terminarémos este articulo con la generalizacion para el espacio de los
teoremas referentes 4 las trasversales, en los dos primeros demostrados.

Si unimos sucesivamente por rectas los cuatro puntos A, B, C, D, no situa-
dos en el mismo plano, formarémos un cuadrildtero alabeado ABCD, del cual
puede considerarse como diagonal la recta AC. Imaginemos un plano cualquie-
ra que corta 4 loslados AB, BC, CD, DA, del cuadrildtero, y 4 la prolonga-
cion de su diagonal AC, respectivamente en los puntos C’, A’, A", C”, B'.
Ahora bien, en el plano ABC, los puntos C’, A’, B’ se hallan en una recta:
luego (art. 1)

BC.CA.AB =DB'C.C’'A. A’B.

De igual manera en el plano ADC los puntos A’, B, C"” caen sobre una rec-
ta, y por lo tanto:

B’C. C"A. A”D.= DC". CA", AB'.
Y multiplicando las dos ecuaciones resulta esta otra :
BC'. CA'. C’A. A"D=C'A. A’B. CA". DC"

donde ya no figuran las porciones de la diagonal, y que en lenguaje vulgar ex-
presa la ley siguiente : si cortamos por un plano los lados de un cuadrildtero ala-~
beado, cadalado quedard dividido en dos porciones,y las ocho, correspondientes
d los cuatro lados son en tamaiio de tal modo que el producto de cuatro no con-
tiguas es iqual al delasotras cuatro.

Reciprocamente : si entre los ocho trozos definidos sobrelos lados limitados A B,
BC, CD, DA, de un cuadrildtero alabeado, por los cuatro puntos C’, A’, A", C”,
existe la relacion

BC. CA’. C"A. A"D=C'A, A'B, CA". DC”



— 334 —
o su equivalente
O A AT BRGCE AR
BOCA . DI

dichos cuatro puntos se hallan sobre un mismo plano. En efecto, designando, como
dntes, por B’ el punto de interseccion de la porcion prolongada A'C’ con la pro-
longacion tambien de AC, tendrémos (1): .

BC'. CA'. AB'=DB'C. C'A.'A'B

AB"  C'AA'B
B'C  BC:CA

y si marcamos por B’ el punto de interseccion de C"” A" con la misma diagonal
A C, serd por la misma razon:

B”C. C"A. A"D=DC". CA". AB”

AQ”" C'A.A"D
B'C DC".CA"

Las dos razones —,y g%’ deben ser iguales, segun la hipétesis; y para que

lo sean es necesario que los puntos B’ y B, que segun la construccion caen am-
bos sobre la prolongacion de A C, coincidan; pues ya sabemos (2 — ) que sobre
la prolongacion de una recta sélo un punto puede existir que la divida confor-
me 4 una relacion determinada. Y si los dos puntos B’ y B" coinciden, los cua-
tro puntos C’, A’, A", C" se hallan efectivamente sobre un mismo plano.
Vienc & confirmar este reciproco la consideracion de que los puntos medios
C, A’ A", C"”, de los lados AB, BC, CD, DA, de un cuadrildtero alabeado,

caen sobre un plano; pues para tales puntos se verifican las igualdades
AC'=C'B, BA'=A'C, CA”=A"D, DC"=C"A
de lag que por multiplicacion se deduce la siguiente:
BC'. CA". C"A. A"D=C’'A. A'B. CA". DC"

que la demuestra. Los cuatro puntos mencionados son, como sin esfuerzo se

percibe, los vértices de un paralelégramo.
Si los lados AB, BC, CD, DA del cuadrilédtero alabeado A B CD, son tan-

gentes 4 una esfera respectivamente en los puntos C’, A/, A”, C", se verificaran
las igualdades :

AC'=AC", BA’ = BC’, CA"=CA’, D¢" = DA"
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de las que se desprende esta otra :
BC'. CA'. C"A. A"D=C'A. A’'B. CA"”.DC":
la cual expresa que los puntos de contacto de un cuadrilédtero alabeado, circuns-
crito 4 una esfera, caen sobre un mismo plano.

(Se continuard.)

X.

EXAMEN DE ALGUNDS RESULTADOS

A QUE CONDUCE LA CONSIDERACION DE LAS PROYECCIONES.

(Conclusion) (1).

Demostradas estas formulas para el caso de las figuras planas, es fdcil obtener
por el mismo procedimiento las correspondientes que se estudian en trigonome-
tria esférica.

Sean tres planos coordenados perpendiculares entre si. Supongamos (fig. 3)
que, sin variar el eje Oy, ha
girado el plano (z2) un dngulo
z 0 a’=¢. Sea M un punto del
espacio.

Tracemos en el plano z z una
circunferencia con el radio O N,
que llamarémos r, y otra con el
radio O B = 1. Designando por
d el dngulo que el radio ON
forma con el nuevo eje de las
2z, Oa', tendrémos en general,
cualquiera que sea la disposicion
de la figura,

sen (¢ +- d) = sen ccosd + coscsen @,
cos (¢+d) = cos ccosd - sencsend.

Cay Convengamos en la siguiente
igura 3. .

& : notacion: zOM=gqa,z OM=1b,
Tenemos en el plano z z, segun se probé anteriormente, las relaciones

N»
PS=T=senocosd+coscsend,

os=%,1=cosccoa d—sgenc send,;

(1) Véase la pig, 310,
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pero
Nn=Mm=cosa; Nn'=7rsend=Mm'=cos d
On=0mcos B=senacos B;0n'=7cosd=0m’'cos A=sen ben A

(los éngulos m O n y m’ O n’ son los rectilineos correspondientes ¢ A y B).
Sustituyendo en las relaciones obtenidas resulta

cos a sen b cos A cos b
—— =sen ¢, ———— +C08 €, ——
r 7
sen a cos B sen b cos A cos b
— e o
)
7 7

6 bien
cos a =sen ¢ sen b cos A+ cosc cos b
Scen a cos B = cos ¢ sen b cos A—sen ¢ cos b,

A cstas expresiones podemos agregar la siguiente :
sen @ sen B =sen b sen A

que expresa que las proyecciones de O M sobre el eje Oy son iguales para los
dos sistemas de planos coordenados, lo cual es evidente.

Las otras dos se prestan 4 andlogas consideraciones que las correspondientes
4 trigonometria rectilinea, advirtiendo :

1.° Que en las proyccciones O =, O »’ sobre los ejes O z, O 2’ entran los fac-
tores que indican la proyeccion de O M sobre el plano z y y sobre el eje de las =
sucesivamente , 6 sobre el plano z’ 7 y sobre el eje de las z’; y ésta es la dife-
rencia que notamos entre las férmulas de trigonometria rectilinea y esférica,

2.° Podiamos haber demostrado esta proposicion que nos ocupa funddndonos
desde luégo en el teorema : La proyeccion de un lado de un poligono sobre una
recta ¢s igual d la suma algebrica de las proyecciones sobre la misma de los demas
lados.

3.° Sera util observar, conservando las notaciones empleadas, que siendo
O n=sen a cos B el valor de la proyeccion de O M sobre el eje O z, se puede
obtener, mediante esta expresion, el valor de su proyeccion sobre el cje Oy
cambiando cos B en sen B, la cual serd O ¢t =sen a sen B. Y si de las proyec-
ciones sobre los ejes en el plano z y se quiere pasar 4 la proyeccion de la recta
sobre el eje perpendicular & este plano, Lasta cambiar sen a en cos @ omitiendo
cos B 6 sen B, pues, como se ve en la figura, la proyeccion sobre ei eje de las z
es independiente de la posicion del plano proyectante z O M.

De esto se desprende la regla siguiente, muy util en las aplicaciones, sobre
todo en astronomia esférica, donde se hacen con frecuencia cambios de ejes coor-
denados,

Para pasar en un plano de la proyeccion sobre un eje d la proyeccion sobre
otro que le es perpendicular, basta cambiar en su expresion la linea J colinea del
dngulo en el plano por la colinea ¢ linea del mismo; y si de una cualquiera de
estas proyecciones se quiere pasar d la proyeccion sobre el eje perpendicular al pla-
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no, se prescindird de la colinea ¢ linea del dngulo en el plano, y se hard el cambio
de la colinea ¢ linea del dngulo situado en el plano proyectante.

4.° Si el plano 2’ O M gira hasta confundirse con el z 2z, el tridngulo esféri-
co A BM se reduce 4 un arco A B M, en que BM,=a =& — c; enténces el
dngulo diedro A=—0 y el B=180"; y haciendo estas hipétesis en las férmulas

cos @==co8 b cos ¢ +sen b sen ¢ cos A,
sen @ cos B=cos b sen c—sen b cos ¢ cos A,
se reducen 4
co8 a=cos b cos c+sen b sen ¢,

sen a=sen b cos ¢c—cos b sen ¢;

y si se hace girar el plano z O M hasta confundirse con el z z, se hard B=0,
A =180°, teniéndose

cosa = cos b cosc—sen b sen ¢,
sen @ =sen b cos ¢—+cos b sen ¢;

pero a==b--c en este caso.

Zoer Garcia pE GALDEANO,
Licenciado en Ciencias.

SOLUCION DE LAS CUESTIONES PROPUESTAS.

s CUESTION 12.

En una esfera solida de una sustancia dada se ha formado una cavidad, de la
cual sélo se sabe que es uno de los sélidos regulares concéntricos con la csfera.
Se pide hallar por medios mecdnicos (sin abrir ni penetrar la esfera) la forma y
dimensiones de dicha cavidad.

BOLUCION.

Resolverémos primero la cuestion en los términos en que viene propuesta;
despues supondrémos que el hueco es regular, pero excéntrico; y por tltimo,
considerarémos el caso cn que el hueco tiene una forma cualquiera.

Empezarémos por observar que el momento de inercia de la esfera y de los
poliedros regulares homogéneos con relacion 4 una recta que pasa por su centro
es constante, es decir, que no varia cuando el eje, de los momentos cambia de
direccion.

Esto supuesto, llamando M al momento deinercia y p 4 la densidad, los mo-
mentos de inercia de los seis cuerpos regulares son los siguientes :



B
Para el tetraedro PRt L/2

240
E s
Para el octaedro M = ;0 1/2
: p i
Para el icosaedro M= o1 (7+315)
p l°
Para el cubo M= =
plf =
Para el dodecaedro M = T (279 + 125 Vﬁ)
8 mp RY
Para la esfera M= -—1.1-95—-

En estas férmulas, ? es el lado del poliedro regular, y R el radio de la esfera.
Si representamos por V el volimen del cuerpo, y por R el radio de una esfe-
ra de volimen V, tendrémos en general :

M=cR!Vop,

siendo ¢ un coeficiente que varia con la forma del cuerpo. El valor de este coe-
ficiente es :

Para el tetraedro log ¢ = 1;7328067 ¢ = 0,5405137
Para el octaedro  ‘log ¢ = 1,6324632 ¢ = 0,4290058
Para el icosaedro  log ¢ = 1,6068384 ¢ = 0,4044254 (A)

Para el cubo log ¢ = 136365744 ¢ = 0,4330862
Para el dodecaedro log ¢ = 1,6085650 ¢ = 0,4060365
Para la esfera log ¢ = 1,6020600 ¢ = 0,4000000

Las férmulas precedentes y la tabla anterior, que es su consecuencia, han
sido calculadas expresamente para la resolucion de la presente cuestion.

Hemos pedido al cilculo los valores que necesitdbamos, y ahora vamos .4 pe-
dir 4 la experienciaotros datos tan indispensables como los primeros.

Determinemos el peso P de la esfera, y el peso p que pierde sumergida en
agua en su maximo de densidad ; y el nimero de gramos contenido en p sera
igual al de centimetros ciibicos del volimen V de la esfera dada. E] peso P ex-
presado en gramos, dividido por la densidad de la materia de que la esfera se
compone, nos dar4 el nimero de centimetros ciibicos del volimen V' de la ma-
teria contenida en el cuerpo dado. La diferencia V— V'=u ser4 el volimen del
hueco. :

Podriamos tambien medir el didmetro de la esfera y deducir su volimen V;
multiplicar éste por la densidad de la materia de que la esfera se compone, y
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Bacar en consecuencia el peso que ésta tendria si fuera maciza ; despues, restan-

do de este peso el peso efectivo, y dividiendo la diferencia por la densidad, ten-
driamos el volumen v del hueco.

Con estos datos podemos pasar ya 4 la resolucion del problema.

Para ello llamemos R al radio de la esfera dada, p 4 su densidad, es decir, 4
la densidad de ia materia de que ests formada, y » al radio de una esfera de vo-
Timen ». El momento de inercia del cuerpo dado con respecto & una recta cual-
quiera que pase por su centro, sera

<——Z— R'V —c? v> p,

y el cuadrado de suradio de giro

<—?— RZV—cr’v)p
J

(\"—v)P

Suspendamos la esfera 4 un eje horizontal por un hilo muy fino, que supon-
drémos sin peso, cuya longitud sea a —R, y hagdmosla oscilar al rededor de
dicho eje. La longitud del péndulo simple, equivalente al compuesto que de este
modo hemos formado, sers :

2
-5—R2V—C7"'D

l—a + ;

a(V—v)

de modo que, si conociéramos la longitud 7, esta ecuacion no contendria mds
incognita que la ¢, y serviria para determinar su valor. Pero si del nimero de
oscilaciones verificadas durante un cierto tiempo por el péndulo compuesto, de-
ducimos la duraciou 0 de una de ellas, la formula

1) =, o ‘/'—'
g

6 cualquiera otra mds completa, nos dars el valor de /, y sustituido en la fér-
mula anterior, y despejando ¢, resultars :

%R’V—a(l—a) (V=)

= .
)

Este valor de ¢ debe coincidir con uno de los seis de la tabla (A), y la forma
correspondiente serd la forma del hueco : queda, pues, resuelta la cuestion.

Hemos supuesto el hilo sin peso y unido directamente 4 la esfera, con lo cual
nos separamos de la realidad de las cosas ; pues por una parte no hay hilos ims
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ponderables, y por otra el hilo ha de llevar en su extremo inferior un pequefio
casquete muy delgado, y untado ligeramente con una sustancia grasa para pe-
gar la esfera ; si es que en estos experimentos se ha de proceder como se acos-
tumbra cuando se opera con el péndulo de Borda. Pero no hemos creido conve-
niente complicar las férmulas ni repetir una doctrina en tantas partes consigna-
da, tratdndose de una cuestion puramente ideal. Por la misma razon no habla-
mos de ninguna de las correcciones que exige la determinacion experimental
de Z, ni del modo de deducir su valor mds probable por medio de ura serie de
observaciones. '

(Se continuard.)
Josfi BarTRINA ¥ RoYo,

Catedratico de Matemdticas en el Instituto
de Albacete.

RELACIONES DE LAS FUERZAS FiSICAS ENTRE Si.

(Conclusion) (1).

$ Qué es, en suma, el magnetismo ? Atracciones y repulsiones andlogas & las
eléctricas , 6 lo que es lo mismo, modo de movimiento de la materia. Esta ma-
nera de considerar los fenémenos magnéticos los relaciona con los eléctricos de
tal modo, que hoy la mayoria de los fisicos los considera como producidos por
verdaderas corrientes eléctricas que circulan en espiral por los cuerpos que los
presentan,

El célebre (ErsTED , guiado por las teorias del aleman RiTTER, que anunciaba

~la existencia de polos eléctricos en la tierra , descubriendo en 1818 la accion di-

rectora que una corriente fija ejerce 4 distancia sobre una aguja imanada y mo-
vil, y'mds tarde la influencia que tiene un iman fijo sobre una corriente movil,
relaciona el magnetismo y la electricidad ; mas, cosa extrafia, asi como todas las
fuerzas conocidas obran en linea recta, éstas lo efectiian perpendicularmente, y
por esto las corrientes tienden 4 colocar los imanes en dngulo recto con su di-
reccien, y éstos hacen lo mismo con los conductores méviles por donde marchan
aquéllas. Guiado Araco por los descubrimientos de dirstep, hallé la accion
que los imanes ejercian sobre el arco voltaico. Davy fué el que hizo constar la
posicion que tomaba segun la del iman y la naturaleza del polo que representaba
el arco. PLucker vino 4 completar los trabajos de Davy con sus multiples y va-
riados experimentos sobre esta accion,y AmrirE en su grandiosa teoria cléc-
tro-dindmica, explicando los fenémenos magnéticos, las acciones de las cor-
rientes sobre los imanes y la de éstos sobre aquéllas, establece la relacion mds

(1) Véaze la pag, 316,
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