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INTRODUCCION

La presente Memoria estd incluida en lo que actualmente se conoce como la
Teoria Local de los Espacios Normados, que es una rama del Andélisis Funcional y
mas concretamente de la Geometria de los Espacios de Banach. La Teoria Local es
una de las areas del Analisis Funcional que més rapidamente se ha desarrollado en la
ultima década. Segin V.Milman*, “... estudia las propiedades de los espacios norma-
dos de dimensién finita y su comportamiento cuando la dimensién tiende a infinito.
Este desarrollo floreciente no es accidental. Los matematicos en el pasado no fijaban
su atencién en los espacios de alta dimension como tales. Al principio de este siglo la
geometria (geometria convexa) se ocupaba principalmente del estudio de las dimen-
siones dos y tres. Desde luego, algunos resultados se extendian automaticamente a
dimensién n, pero conservando su espiritu de baja dimensién. Cuando se vié que el
estudio de los espacios de dimensién alta era importante, éste fue iniciado mediante
una aproximacion por espacios de dimension infinita. Esto produjo el florecimiento
del Analisis Funcional. Después de varias décadas de increibles éxitos para el Anélisis
Funcional, fue claro y manifiesto que este desarrollo no daba de hecho casi ninguna
informacion relevante sobre los espacios normados de alta dimensién. Un espacio de
dimensién infinita es habitualmente una mala aproximacién para un espacio de alta
dimensién.”. .. “Actualmente, estd comunmente aceptado que la Teoria Local existe
y es diferente de sus dos raices: la Geometria Convexa de baja dimensién y el Analisis

Funcional de dimensiéon infinita.”

Un problema habitual en Anélisis Funcional es conocer si un espacio infinito di-
mensional dado E, contiene buenos subespacios (¢, co, etc...), y de qué forma (com-
plementados, isométricos, casi isométricos, isomorfos ...). El Teorema de Dvoretzky
[Dv 1961], re-demostrado y mejorado en [F-L-M 1977], es considerado como el punto
de arranque de la Teoria Local y da respuestas al problema de encontrar buenos sub-

espacios, ahora en espacios normados de dimension finita. En la versién de [F-L-M] el

* Milman, V. “Spaces of large dimension; some counter-intuitive results”. Centre

for Math. Anal. Australian Nat. Univ. 20, 1988.



resultado se enuncia como sigue: Para todo 0 < € < 1, existe una constante C(¢) > 0
de forma que si E es un espacio normado de dimension finita n, entonces contiene

un subespacio (1 + ¢)-isomorfo a ¢§ siempre que

k< C(e) logn
Dados F', E, denotaremos mediante el diagrama F' &5 FE el hechode quesi0 < e < 1,
entonces F tiene un subespacio (1 4 ¢)-isomorfo a F. Segun ésto, el Teorema de
Dvoretzky dice que /5 &R siempre que k < C(¢) logdim E. La relacién entre
dim E y k se puede mejorar usando las nociones de tipo y cotipo Rademacher.
Esto fue descubierto también en [F-L-M], donde se demuestra que /5 = E siempre
que dim E > C(g,q) C'q_qkq/2 con C, la constante del cotipo de E. En particular,

1
o5 s ly,1 < p <2, siempre que n > C(e) k, que es la relacién 6ptima.

En [Di 1986], el autor considera espacios E r-normados y extiende los resultados

de [F-L-M].

También se han investigado las inclusiones de é’;, p # 2. Concretamente, en [J-S

1
1 1982], se demuestra que para todo 0 < p <2y 0 <r < pconr <1, K’; & o
siempre que n > C(p,r,e) k. En [Pi 2 1983],el resultado es extendido a todo espacio

de Banach en términos de la constante de tipo p-estable de £, ST, (F), probando
1

/

p

€ ! 1
i) Sil<p<2, KI; R siempre que k < C(e,p) (STP(E) )p donde — + — = 1.
b

i) Sip=1, ¢4 S E siempre que logk < C(e) ST1(E).

G. Schechtman ha continuado esta linea de investigacién y en [Sch 1987], demues-
tra que para todo subespacio ¥ C L, de dimensién finitay 0 <r <p <2, &5 e
siempre que n > C(e, p,r) (dim E)'*"/P. En [B-L-M 1989], los autores mejoran los
métodos de Schechtman y demuestran que si £ C Ly, dim £ =k, F &5 (] siempre
que n > C(g) k(logk)® y, en funcién de la constante del tipo T}, de E, F &5 0y
siempre que n > C(e,T,) k. Recientemente, Talagrand en [T 2 1990], elimina el

exponente 3 del logaritmo.

Las técnicas empleadas en la demostracion de los resultados anteriores son de
naturaleza probabilistica. Daremos a continuacién una idea de las mismas siguiendo

para ello la versién del Teorema de Dvoretzky publicada por G. Pisier en [Pi 1 1986].



i) Sean &i,...,&; variables aleatorias gaussianas independientes e igualmente dis-
tribuidas con valores en E. La propiedad fundamental de estas variables es

que para todo = = (a;)} € Sgr, donde Spi es la esfera del espacio euclideo,
k
Zai & tiene la misma distribucion que &;. Consideramos el suceso A, =

i=1

{l Zle a; &l — M| < eM}, conz = (a;)F € Spe y M la esperanza de
I Ele a; & ||, denotada por IE|| Zle a; & ||. Por la propiedad anterior, el suceso
tiene la misma medida que B = {| ||| — E||&] | < e El&]) }-

ii) La estimacién de la probabilidad de B es lo que se conoce con el nombre de
desigualdad de desviacion de la variable ||£1]| respecto de su media. Se puede
demostrar que IP(A,) = P(B) > 1 — f(e,dim F), para una cierta funcién

dependiente de € y dim E pero no de x.

iii) El tercer paso es un argumento de densidad. Considérese una (e)-red N en ng;,
cuya cardinalidad se puede estimar en funcién de k£ y . Es un cémputo sencillo
el ver que IP((,cn. Az) > 1—card Nc f(e,dim E). Siimponemos a esta tltima
cantidad que sea estrictamente positiva (de aqui sale la relacién entre n, k y €),
aseguramos la existencia de un elemento w en el espacio de probabilidad tal que

| Eis el
para todo x = (a;)} € N, tenemos 1 — ¢ < Z_T

< 1+ ¢, (estamos
diciendo simplemente que (o Az 7# 0), y por la densidad de la §(¢)-red lo
mismo es cierto para todo x = (a;)} € Sﬁ’g' Por homogeneidad encontramos el

operador que da la inclusién de /5 en E.

En el esquema anterior ha sido esencial el disponer de una buena desigualdad
de desviacion. Estas aparecen repetidamente como técnica indispensable en las de-
mostraciones en Teoria Local. Particularmente importante es el estudio de desigual-
dades de desviacién de funciones f definidas sobre espacios métricos de probabilidad
y sobre espacios de probabilidad producto y el ejemplo m&s importante es el es-
pacio {0,1}"™ con la probabilidad de contar y la métrica inducida por la inclusién
{0,1}™ C ly, 1 < p < oo; este espacio recibe el nombre de £)-cubo. Una primera
técnica para obtener desigualdades de desviacion es utilizar el hecho de que en los
espacios de probabilidad producto se produce el llamado fenémeno de concentracion

de la medida. Este viene a decir que si tomamos un conjunto de medida no muy



pequena (> 1/2), entonces incluso una pequena dilatacién de ese conjunto da un
conjunto de medida casi la unidad. Las desigualdades usadas en [F-L-M] y [Di]
son obtenidas utilizando este método. También en [Am-M 1 1980] y [Mau 1979],
se deducen desigualdades de desviacion para funciones definidas sobre los espacios
{0,1}™ y II,, (el espacio de las permutaciones de {1,...,n}) respectivamente, y las
utilizan para construir conjuntos simétricos dentro de los espacios de Banach. En [T
11988], y [J-S 2 1991], los autores consideran funciones definidas sobre {0,1}" y dan
desigualdades que mejoran las obtenidas en [Am-M 1]; finalmente en [T 3 1991] el
autor utiliza las propiedades de {0,1}" para producir desigualdades para funciones

definidas sobre cualquier espacio de probabilidad producto.

Otra técnica para obtener desigualdades de desviacién es utilizar las llamadas
acotaciones exponenciales para sumas de diferencias de martingalas acotadas. En [J-S
1982], se utilizan las acotaciones exponenciales de Azuma y Azuma-Pisier. También

en [Sch 1987], y [B-L-M 1989], los autores hacen uso de éstas y otras nuevas.

Otro apunte importante que se puede sacar del esquema anterior es que a la
hora de encontrar buenos subespacios dentro de E es suficiente restringir el proceso
a un numero finito de puntos (la d(¢)-red). Estas son posiblemente las raices de
lo que modernamente se ha desarrollado con el nombre de Teoria Local no Lineal,
que trata de las propiedades de inmersion de los espacios métricos de cardinal finito
y su comportamiento asintético. En Teoria no Lineal las aplicaciones lineales se
sustituyen por aplicaciones Lipschitzianas, la norma por la distancia y la dimensién

por el logaritmo del cardinal.

La primera vez que un enunciado sobre espacios métricos finitos aparece en este
contexto es en un trabajo de Marcus y Pisier, [Mar-P 1984], donde se demuestra que
una contraccién definida sobre un subconjunto finito 7" de L,, con valores en un espacio
de Hilbert posee una extensién a todo L, con norma c, [log(card T')]'/P~1/2. Este es

un teorema relativo a la propiedad de extensién para aplicaciones Lipschitzianas.

En [B-F-M 1986], obtienen un analogo al Teorema de Dvoretzky: “Para todo e >
0 existe C(e) > 0 tal que todo espacio métrico finito (X, d) contiene un subconjunto

Y tal que card Y > C(e) log(card X) y (Y,dy) estd (1 + ¢)-incluido en ¢3”.



Ya anteriormente se habian comenzado a investigar las inclusiones de espacios
métricos en espacios normados. En [J-L 1984], se demuestra que si T es un subcon-
junto finito de un espacio de Hilbert de cardinal |T'|, podemos encontrar una copia
(1 + ¢)-isométrica de T' en 620(5) leglTl - Fp [Sch] el autor generaliza este resultado
y encuentra inclusiones de conjuntos finitos 7' C Lp,1 < p < 2, en £;. Alli las es-

timaciones a las que llega son menos satisfactorias que las de [J-L], concretamente

n=C(e)|T| log|T].

Un trabajo especialmente importante dentro de esta teoria no lineal es [B-M-W
1986], en el que se introduce el concepto de tipo Rademacher métrico para espacios
métricos y se prueba un teorema del tipo del de Maurey-Pisier lineal encontrando
una estrecha relacién entre los dos tipos Rademacher (lineal y métrico), y entre las
inclusiones uniformes en E de £} y de los £;-cubos. También se estudian relaciones de
inclusion casi-isométrica entre los diferentes £;-cubos. Hacemos notar en este punto
que todavia no se ha encontrado una definicion adecuada de cotipo Rademacher

métrico para espacios métricos.

A continuacion pasamos a comentar Capitulo por Capitulo el contenido de la

Memoria.

En el Capitulo 0 introducimos la notacién, definiciones y propiedades de los
conceptos basicos que serdn manejados a lo largo de la memoria. La notacién es
estandar. Las propiedades y proposiciones que aparecen son suficientemente conoci-
das y se enuncian sin demostracién, si bien se indica una referencia en donde puede

ser consultada una prueba de los mismos.

El Capitulo I esta dividido en dos secciones. En la primera, I.a., presentamos
las acotaciones exponenciales que posteriormente nos serviran para obtener desigual-
dades de desviaciéon. En la segunda, I.b., repasamos el método basado en el fenémeno
de concentracién de la medida en espacios producto y estudiamos las relaciones en-
tre distintas desigualdades de desviacién obteniendo alguna nueva (Teorema 1.b.12.).
También deducimos de las desigualdades conocidas nuevas versiones que seran apli-
cadas en Capitulos posteriores. En la parte mas importante del Capitulo, seccion

I.b.3., vemos la equivalencia entre las desigualdades de [Am-M 1] y las de [T 1] y [J-S



2] en el caso de que {0,1}" C ¢} (Teorema I.b.21); finalmente damos nuevas desigual-
dades de desviacién para ciertas clases de funciones definidas en {0,1}"; denotando

por My la mediana de la variable aleatoria f obtenemos:

Corolario I.b.25. Sea {0,1}" equipado con la probabilidad de contar IP y sea f
una funcion f:{0,1}" — IR tal que

(i) Para todon,n" € {0,1}", [Inll < |In'lx = f(n) < f(n')
(ii) Para todo n,n’',n"” € {0,1}" tal que ||n"[1 = ||7'||l1 + 1 = ||n]l1 + 2 se tiene

f" =) < f') = f(n)

Con estas condiciones YVt > 0,

P{f — M| > 1} < exp— 12
f = P TRA2y

donde Af es la variacion de f i.e. Af = f(1,...,1) — f(0,...,0)

Teorema I.b.27. Sea {0,1}"™ con la probabilidad de contar IP, y F una funcién
F:{0,1}" — IR tal que para todo n,n’ € {0,1}", nl1 < |7l = F(n) < F(1).
Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) > [g] tal que la funcién f = F o1y, verifica

t2n

_ < -
P{‘f Mf|>t}—2€xp 128 A2F

n—k
con ix: {0,1}* — {0,1}", ir(n) = (n,0,...,0)

Las dos desigualdades mejoran las obtenidas en los articulos [Am-M 1], [T 1] y

J-S 2.

En el Capitulo II iniciamos el estudio de la inclusién del ¢7 -cubo en espacios
normados, r-normados y en otros {j-cubos. Esta cuestién se puede enunciar de
manera sencilla como sigue: “Dado un espacio r-normado E, determinar el niimero
de puntos en E que podemos encontrar que estén (salvo error €) a igual distancia uno
de otro”. Las estimaciones que obtenemos son Optimas en la mayoria de los casos.

Utilizando las desigualdades arriba enunciadas [.b.25. y I.b.27., demostramos:



Teorema II.b.5. Para todo 0 < r < 1 existe una constante C = C(r) > 0 tal que,
para todo 0 < € < 1 y para todo espacio r-normado FE de dimension dim E = n,
con base 1-subsimétrica normalizada {ey,...,e,} existe un subconjunto de N puntos

T ={z1,...,xny} en E de forma que
l—e<|o; —zj| <1l+e Vi#j

siempre que

C
n> —log N
€

También como aplicacién de las desigualdades del Capitulo I, obtenemos buenas
inclusiones en amplias familias de espacios normados (Teoremas I1.b.7., Il.c.1., II.c.3.,
II.c.4., II.c.6., II.c.8.). Igualmente mejoramos los resultados obtenidos en [B-M-W]

para inclusiones del £ -cubo en los £;-cubos, (Corolario I1.b.4.).

Los resultados de la seccién ILb. han sido publicadas en [B-B-K 1990]. Asi
mismo los resultados contenidos en I.b.3. y Il.c. forman otro articulo de investigacién,

B-B].

El Capitulo IIT en su primera parte, secciones IIl.a., IIL.b., y IIl.c., estudia el
problema de la inclusién de £} en espacios r-Banach, 0 < r < p < 2. En concreto

demostramos los siguientes Teoremas:

4_
(4-pp < r < p. Existe C(r,p) > 0

Teorema II1.b.1. Sean r < p < 2 verificando
tal que para todo 0 < € < 1 y todo espacio r-Banach F, E’; esta (1 + ¢)-incluido en
E siempre que

2

k< C(r,p) eT-T) (ST, (E)) Ty

Teorema IIl.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < ¢ < 1 existe una constante
C(e,r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, (¥ estd (1 + ¢)-incluido en E
siempre que

logk < C(e,r)(ST,(E))"

Las técnicas empleadas en la demostracién de ambos resultados,(uso de variables

p-estables, desigualdades de desviacién, comparacién de variables aleatorias), son las



mismas que las usadas por Pisier en [Pi 2| para el caso de espacios de Banach (r = 1).
En algunos casos los resultados de Pisier se adaptan de manera inmediata al caso de

espacios r-Banach; en otros la generalizaciéon no es en modo alguno trivial.

Como Corolario obtenemos el resultado central (Teorema 1) de [J-S 1] para el

caso r < 1:

Corolario ITI.b.5. SiE=/¢}(0<r <1)yr <p< 2 entonces para todo 0 <e <1
existe una constante C' = C(g,r,p) tal que E’; estd (1 + €)—incluido en ¢} siempre

que k < Cn

También como consecuencia resulta un andlogo del Teorema de Maurey-Pisier

para el tipo ([Mau-P]) en espacios r-Banach. Dicho teorema es el siguiente:

Teorema 111.d.1. Sea E espacio r-Banach infinito dimensional.

i) Los nimeros definidos como

p(E) = inf{p| £} estd (1 + ¢) — incluido en E Vn € IN, V0 < e < 1}
p(F) = sup{p| E es de tipo estable p}

p'(E) = sup{p| E es de tipo Rademacher p}
son iguales (p(E) = p(E) = p'(F)).

ii) £,(g) es finitamente representable en E.

Este mismo resultado fue enunciado por Kalton en [K-1]. Los métodos usa-
dos por él son infinito-dimensionales y nada tienen que ver con los empleados aqui.
Ademaés con nuestras técnicas podemos describir con detalle la forma en que £,g) es

finitamente representable en F.

En la dltima seccién del Capitulo extendemos primeramente el teorema antes
mencionado de [J-L] y, utilizando la demostraciéon de Pisier [Pi 1] del Teorema de
Dvoretzky, logramos buenas respuestas al problema de la inclusién de subconjuntos

de un espacio de Hilbert en espacios de Banach (Teorema III.e.4.). Finalmente, me-



diante las técnicas desarrolladas en las secciones anteriores, damos una solucién par-
cial al problema de la inclusién de puntos de L, en £, 0 < r < p < 2,r < 1,
mejorando en los casos considerados los resultados de [Sch] (Teoremas IIl.e.5. y

[Il.e.7. y Corolarios I1l.e.6., IIl.e.6. y I1L.e.10.).



CAPITULO 0.

0.a. VARIABLES ALEATORIAS.

En esta seccién recordaremos las herramientas probabilisticas que necesitaremos
a lo largo de la memoria; las definiciones se adaptaran a su posterior uso por lo que

evitaremos generalizaciones innecesarias.

0.a.1. Generalidades. Martingalas.

A lo largo de la seccién todas las variables aleatorias que aparecen se suponen
definidas, salvo que se especifique lo contrario, sobre un mismo espacio de probabili-
dad (2,3, IP). En IR consideramos siempre la o-algebra de Borel, B. Las letras F,G
denotaran sub—o-algebras de ¥ y por f,g entenderemos variables aleatorias reales
Y-medibles. Escribiremos simplemente variables aleatorias para denotar variables

aleatorias reales.

Dada una funcién f, la o-algebra generada por la familia { f~1(A4) | A € B} es

la menor o-dlgebra que hace a f medible. Dicha o-algebra se denota por o(f).

Sea (€2, X, IP) nuestro espacio de probabilidad, y sea F C ¥. Denotamos por
IPr la medida de probabilidad inducida por IP en F.

Definiciones 0.a.l.

i) Las sub—o-dlgebras F y G se dicen independientes si para todo A € F,B € G
se tiene

P{AN B} = IP{A} - P{B}

ii) Dos variables aleatorias f, g se dicen independientes si las o-dlgebras o(f) y o(g)

lo son, i.e. para todo A,B € B,

P{fecA , geB}=P{fcA} - Plge B}



iii) Una variable aleatoria se dice simétrica si para todo A € B
P{feA}=P{-fecA}
Se dice simétrica respecto a ¢ € IR si f — ¢ es simétrica.

iv) Dos variables aleatorias se dice que estan igualmente distribuidas si para todo
AebB,
P{feA}=P{gec A}

y se denota f 4 g.

v) Dos variables aleatorias f, g se dicen que son iguales casi seguramente, (c.s., IP),

si P{f # g} = 0.

A menudo utilizaremos la abreviatura v.a.i.i.d. para indicar variables aleatorias

independientes igualmente distribuidas.

En la memoria aparecerdn variables aleatorias con valores en IR". Las defini-

ciones y notaciones anteriores sirven también en el caso vectorial.

Definicién 0.a.2. Sea f una variable aleatoria. Un nimero real My se dice mediana
de f si

P{f > M;} > y PP{f <My} >

N =
N =

o equivalentemente si

donde F es la funcién de distribucién de IP.

Observaciones.
i) Toda variable aleatoria posee mediana (no necesariamente tnica).
ii) Si f > g entonces My > M,.

iii) g: R — IR mon6tona == g(Mjy) es una mediana de g o f.



iv) Si f es simétrica respecto a ¢ € IR entonces ¢ es mediana de f.

Definicién 0.a.3. Sea f una v.a. integrable f:Q2 — IR y F C Y. La esperanza
condicional de f respecto de F, denotada por IE ( f | F ), es la unica (c.s.,IP z ) variable

aleatoria F-medible tal que para todo conjunto A F-medible se tiene,

/ f(w) dP(w) = / E(f|F)(w)dPrw)
A A

En el futuro escribiremos simplemente (c.s.) en vez de (c.s. , IP) 6 (c.s. , IPg).
En el caso de que tengamos variables aleatorias f F-medible y g G-medible con F C G
la igualdad f =g (c.s.) significa igualdad respecto de la probabilidad Px ( es decir

relativa a la o-algebra més pequena).
La demostracién de la siguiente lista de propiedades se puede encontrar por

ejemplo en [L-R], Cap. 6.

Propiedades 0.a.4.

i) Si F={0,Q2} entonces E(f|F) = IE(f), donde IE(f) es la esperanza de f.

ii) Para toda variable aleatoria integrable f: Q — IR F— medible E(f | F) = f, c.s.
(en particular E(f|o(f)) = f, c.s.).

iii) Si f es integrable, IE (E(f|F)) = E(f).

iv) Sean f, g variables aleatorias tal que g y f - g son integrables. Si f es F-medible

se tiene

E(fg|F)=fE(g|F), cs.

v) SiF C Gy f esintegrable,

E(f|F)=E(E(f|F)|G) = EE[9]F), cs.



vi) Si f es integrable y o(f) y F son independientes entonces

E(f|F) = E(f), cs.

vii) Sea o(F,G) la menor o-dlgebra generada por FUG. Sea f una variable aleatoria

integrable. Si o(f) y F son independientes de G entonces,

E(flo(F,9) = E(f|F) cs

Definicién 0.a.5. Sea (F,,n > 1) una sucesion creciente de sub—o-algebras de 3

(ie. F, C Fny1 paratodon € IN ). Una sucesion de variables aleatorias integrables

oo

( fn )52 definidas sobre §) constituyen una martingala (discreta) respecto de ( F, )02,

si verifica las siguientes dos condiciones:
i) Para todon € IN, f, es F,-medible.

ii) Para todon € IN, IE( fu41|Fn) = fn (c.s. Pg,).

eSi F,=0(f1,...,fn), es decir F, esla minima o-algebra que hace medibles

a{fi|1<i<n}, diremos simplemente que ( f, )5 ; es una martingala.

e Dada una funcién integrable f: {2 — IR y una sucesion creciente de o-algebras

(Fn,n > 1) se llama martingala asociada a f ala martingala f, = IE ( f|Fy).

e Sean (Q“]P“Z ),i=1,...,n espac1os de probabilidad. Consideramos el
espacio (2 = HQZ , IP = ®Pl , X = ®Z es decir el producto cartesiano con

=1 1=1 =1
la probabilidad producto respecto de la o-dlgebra ¥ generada por los conjuntos de la

forma {41 x -+ x A, |A; CX;i=1,...,n}.

Sea f:{) — IR una funcién Y-medible e integrable. Para todo i = 1,...,n sea
Fi=0({A1 x -+ xA; x Qiy1 X xQp | A C Xk, k=1,...,1}). Escribiremos

abreviadamente, F; = 0 (X1 X -+ X 3; X Q41 X -+ x Q) . Bajo estas condiciones,

E(f|fi)(w1;---7wn) :/ f(wl,...wi,wgﬂ,...,w;)dﬂ?iﬂ...dPn
Qt+1>< Xy



e Dada una martingala (f,,)5%; asociada a la sucesién F,, escribimos d,, = f,, —

frn—1, donde suponemos Fy = {0, Q} y asi fo = IE(f). La sucesién (d,,)2°; se llama

sucesién de diferencias de martingala (asociada a F,,). Claramente d,, es F,,-medible.

Proposiciéon 0.a.6. Sea (2,3, IP) un espacio de probabilidad. Dada una funcién
integrable f:Q) — IR y una sucesién creciente de sub-calgebras (Fp,n > 1) de

denotar F = 0( U, Fa ) Bajo estas hipotesis,

lim E(f|F,)=E(f|F) (c.s.)

n—oo

La demostracién se puede consultar en [L-R| pg. 409.

Un caso particular de la Proposicién anterior, del que haremos uso en la Memoria

es el siguiente:

Proposicién 0.a.7. Sea (§,,) una sucesion de variables aleatorias que forman (c.s.)
oo
una serie convergente, ( i.e. Z{n = f (c.s.) ). Suponer f integrable. Sea F, =

n=1

o(&1,...,&,) v construyamos la martingala asociada a f, f, = IE(f|F, ). Sea (d,)

su sucesion de diferencias asociada. Bajo estas condiciones,

Sdi=1-E(f). (cs)

0.a.2. Variables aleatorias de Rademacher, gaussianas y p-estables.

Definicién 0.a.8. Una variable aleatoria € se dice de Rademacher si tiene como

funcién de probabilidad

P{szl}:ﬂ?{a:—l}:%

Definicién 0.a.9. Una variable aleatoria v se dice gaussiana normalizada (o sim-

plemente gaussiana) si tiene como funcién de distribucién

1 v 2
F(m):P{VSHS}:E/ eXp—%dt



Definicién 0.a.10. Una variable aleatoria 6 se dice p-estable si su transformada de

Fourier es

E(exp it 0) = eIt

para algin ¢ > 0, para todo t € IR.

Una variable p-estable se dice estandar si cumple la definicion para ¢ = 1.

Puesto que solamente usaremos variables p-estables estandar omitiremos el ad-

jetivo estandar.

Comentarios.0.a.11. Ver [Lo].
i) Las variables 2-estables son exactamente las variables gaussianas.
ii) Sélamente existen variables p-estables para 0 < p < 2.

iii) Sean 6y,...,0, variables p-estables i.i.d.. Para todo (a;) € IR™ se verifica
n n 1/p
St (Shar) o
i=1 i=1

iv) Las variables 2-estables ( i.e. gaussianas ) tienen momentos finitos de cualquier
orden, es decir IF|0|" < oo para todo r > 0. En el caso de variables p-estables,
0 < p < 2, la situacién es muy diferente. Es conocido que tlim tPP{|0] >t}

— 00

existe y es finito y no nulo. De aqui se deduce IE|0|" < co <= r < p.

Observacion. Toda variable p-estable es simétrica.



0.b. ESPACIOS CUASI-NORMADOS Y ESPACIOS METRICOS.

Constantes numeéricas

A lo largo de la memoria las letras C, ¢, K, ... denotaran constantes numéricas
reales. En general no estaremos interesados en estimar su valor. Es por eso que dis-
tintas apariciones de la misma letra pueden representar diferentes valores numéricos.
Si en cambio las distinguiremos, mediante el uso de subindices C,, ¢, K2, ... , cuando

en la demostracion de un resultado interese resaltar su localizacién en lemas previos.
Desigualdades numeéricas.

Las siguientes desigualdades elementales entre niimeros reales seran de utilidad

sobre todo en el Capitulo III.
LVz,y>0y 0<r<1,(z+y)" <z +y" <277 (z+y)"
2.Vz,y>0y 1<r<oo,z’ +y <(z4y)" <27 (" +y")

3.Va,y>0y 0<r<1,|la"—y" | <|z—y]|

0.b.1. Espacios cuasi-normados.

Definicién 0.b.1. Un espacio vectorial E se dice cuasi-normado si existe una funcion

|- |I: E — R tal que
i) |z]|>0y|lz||=0<=2x=0 , Vz e E.
i) [ Az||=|N||z] , VA€ R,z€E.

iii) Existe una constante C tal que ||z +y|| < C (|| z| +|yl) , Vz,y € E.

La menor de las constantes C' que verifican iii) se llama constante de la cuasi-

norma || - || de E.



Si reemplazamos la condicién iii) por
i) le+yll" <[lz]"+lyl", Ve,yeE, 0<r<1

llegamos a la definiciéon de espacio r-normado. Para r = 1 se obtienen, por supuesto,

los espacios normados.

Definicién 0.b.2. Dos cuasi-normas || - || ¥ || - ||o sobre un mismo espacio cuasi-
normado FE se dicen equivalentes si existen constantes ¢,C' > 0 tal que para todo
reFl,

el <lzllo < Cfl«]

Comentarios 0.b.3.
i) Si || - || es una r-norma entonces es s-norma para todo 0 < s < r.

ii) Todo espacio r-normado es cuasi-normado con constante C' < 21/7~1 como se

deduce facilmente de la desigualdad 2" +y" < 2" (z +y)" aplicada a iii)’. A la

inversa, si (E, || - ||) es un espacio cuasi-normado con constante C, entonces || - ||
log 2

es equivalente a una r-norma donde 0 < r < 1 ng ok Ver [Ro] 6 [K-P-R].
0g

iii) Para todar-norma, | ||lz||"—|ly|"| < [lz—y||" (todar-norma ||-|| es uniformemente

continua).

Notacién. Dado un espacio cuasi-normado (F, || - ||) escribiremos

Bp={zeE|lz|<1} vy Sp={zcEl|z=1}



A continuacion, introducimos la notacién relativa a espacios concretos que iran

apareciendo a lo largo de la memoria.

e Espacios L,, {,, {poo, Lpoo, (0 <p < 00).

Espacio Vectores Cuasi-norma
6, ,1<p<oo (@), a; € R (3 Jail?) "
i=1
loo (a;)2q, a; € R sup |a;|
icN
Mmoo 1<p<oc (@) i, ai € R (> JasP)
i=1
o (a;)iz1, a; € R sup [a;|
1<i<n
Upoo s 1 <p< o0 (@)1, a; € R sup i'/Pa}
icN
by oo, 1 <p< o0 (a;))q, a; € R sup i/Pa}
1<i<n
1/p
L,(Q,%,P)=1L, f:Q — IR, medibles (/ | f(w)|P d]P(w))
Q
Loo(, %, IP) = L f:Q — IR, medibles ess sup | f(w)]
we
L, (2, P)=L, f:Q — IR, medibles ess sup t'/P f*
>0

(af) y f* denotan la reordenacién no-decreciente de (|a;|) y | f| respectivamente.

La notacién para las cuasi-normas seran las habituales, (ver [L-T 1,2]) i.e.

S 1/p
1) =@l sup 776 =@l ( /| f(w)|pd]P(w)) 1/l



Comentarios 0.b.4.

i) Las expresiones ||(a;)|lp, ¥ || f|lp representan una norma si 1 < p < oo y una

p-norma si 0 < p < 1. Las expresiones |[(a;)||p,c0 ¥ || fllp.cc sSOn equivalentes a

una norma si p > 1, a una p-norma si p < 1 y a una r-norma para todo r < p

sip=1. (Ver [K-2]).
ii) Paratodo 0 <p<g<ooy (a;) € R",

I @) lly < Il @) llp < 075 (as) llg

iii) Para todo 0 <p<gq, L, C L, y ademéds para todo f € L, , || fll, < | fll4-

iv) Para todo 0 < p <¢q, Ly C Ly oo C L, y ademds existe una constante Cp, , > 0
tal que para todo f € L,

Cog 1fllp < M fllg.0 < 1 lq

v) Para todo 0 < p < o0y (ai)i2; € {poo

1/p
1,00

I (ai)

poo = [ (|ail) llp00 = [ (|ai]”)

vi) Para todo 0 < p,q < ooy n,m € IN, denotamos £} (¢") = (' D .. DL
con la cuasi-norma |zllgnem)y = [ [[zillq ||, donde z = (z1,...2n), z; € £

Andlogamente se define £ (£72(... (6,F)...)) , 0<p1,...,px <00, n; €N,
e Espacios de Orlicz de sucesiones.

Definicién 0.b.5.

i) Una funcioén de Orlicz ¢ es una funcion real continua, no-decreciente y convexa
definida en [0, 00) tal que p(0) =0y tlim o(t) = 4+00. ¢ es no degenerada si
— 00
©(t) >0, Vt > 0. Si ademds ¢(1) =1, ¢ se dice normalizada.



ii) Una funcién de Orlicz no-degenerada satisface la condicion Ay en cero si existe

C > 0 tal que p(2t) < Cp(t), V t>0.

Notacién. Llamaremos simplemente funcién de Orlicz a toda funciéon de Orlicz no

degenerada normalizada.

Con la notacion anterior, el espacio de Orlicz de sucesiones es:

Espacio Vectores Norma (Luxemburg)
: o lail
l i o , Qg R f{t>0 <1
¢ (a:)i21, a; € inf{ ‘;@(t)_ }
n n : - ’al‘
0, (a;)iq, a; € R inf{t >0 | Zcp(T) <1}
i=1

La norma de un vector serd denotada en ambos casos por |[(a;)|,-

Los coeficientes de Simonenko para una funcién de Orlicz ¢, p,,q, se definen

Ccomo

to'(t to'(t
pwszw() = sup '(t)
>0 o(t) >0 ¢(t)
donde ¢'(t) es la derivada por la derecha de ¢ (ver [Ma]).

¢ Espacios de Lorentz de sucesiones.

Sea 0 < p < 0o. Sea w = (w;)52; una sucesién no creciente tal que w; = 1,

lim w; =0y Zwi:oo.

1— 00 ‘
=1

El espacio de Lorentz de sucesiones se define como

Espacio Vectores Cuasi-norma
d(w, p) (a:)iZ1, a; € R D a wi)”
i=1
n - *P 1
d"(w, p) (a;)iq, a; € R (Z al w;) /P

i=1



La cuasi-norma de un vector serd denotada en ambos casos por ||(a;)|q(w,p)-
Bases en espacios cuasi-Banach.

Definiciones 0.b.6.

i) Una sucesion (e,)32; en un espacio cuasi-Banach E se dice base de Schauder

de E si para todo x € E existe una tnica sucesion de escalares (a,)2%, tal que

0o
Tr = E Qp, En.
n=1

ii) Sea K > 1. Una base de Schauder se dice K-incondicional si para todo x =

oo
Zan €n ,
n=1
oo o
1 Zgnan enl| < K| ZanenH
n=1 n=1

para toda eleccion de €,, = £1

oo
iii) Sea K > 1. Una base de Schauder se dice K-simétrica si para todo x = Z Qp €n,

n=1
oo o0
I Z En n Ex(n)|| < K || Z an en|
n=1 n=1
para toda eleccién de €, = +1 y toda permutacién 7: IN — IN

iv) Sea K > 1. Una base de Schauder se dice K-subsimétrica si para todo x =

oo
S
n=1
oo oo oo
| Zanenn < Zgnanemn” < K| Zanenn
n=1 n=1 n=1

para toda eleccion de €,, = £1 y toda sucesion creciente (my,).

Comentarios 0.b.7.

Dado un espacio cuasi-Banach (E,|| - ||) con base (e)52; K-incondicional se

puede re-definir la cuasi-norma de forma que (e, )5 ; sea l-incondicional. En efecto,



o0 o0
siz = Zan e, se define la cuasi-norma ||z|g = sup || Z&:n an en| que es 1-
n=1 En= n=1

incondicional y equivalente a la dada. Resultados analogos son ciertos en los casos

simétrico y subsimétrico.

e 9]

Dado un espacio cuasi-Banach (E, || -|| ) con base (e,)22; simétrica escribiremos

n=1
n
An) =Y el
i=1
n
Si la cuasi-norma es 1-simétrica entonces A(n) = || Zsi ex) || Ve = £1,V 7 per-
i=1

mutacién.

Distancia de Banach-Mazur.

Definicién 0.b.8. La distancia Banach-Mazur entre dos espacios cuasi-Banach iso-

morfos F y F' se define como
d(E,F)=inf{||T|-||T" | | T: E — F isomorfismo }

Diremos que E y F son C-isomorfos, C > 1, sid(E,F) < C.

Nosotros habitualmente manejaremos la siguiente definicién equivalente:

Definicién 0.b.9. d(E, F) es el infimo de las constantes C' > 0 tal que existe un

isomorfismoT: E — F

lzlle <T@ |r<Cllzllz Vzek

Es facil comprobar que cuando los espacios son de dimensién finita el infimo es

en realidad un minimo y por tanto existe un isomorfismo 7: E — F' tal que

lzle <T@ |r<dX,Y)|zl]le VzecE



Definicién 0.b.10. Dados E, F' espacios cuasi-Banach y C > 1, diremos que E esta
C-incluido en F' si existe un subespacio Fy de F tal que d(E, Fy) < C.

Escribiremos abreviadamente la anterior propiedad mediante el diagrama

c
EF— F
Representatividad finita.

Definicion 0.b.11. Dados dos espacios cuasi-Banach E, F, se dice que FE es finita-
mente representable en F' si para todo € > 0 y todo subespacio de dimension finita

FE. C F existe un subespacio F; C F' tal que

d(El,Fl) S 1+¢

La propiedad anterior en general es dificil de verificar pues involucra a todos los
subespacios finito dimensionales de E. La siguiente conocida proposicién permite sim-

plificar el problema en algunos casos importantes. Ver [Be| para una demostracién.

Proposicion 0.b.12. Sean E.F espacios cuasi-normados y sea FE, una sucesion
creciente de subespacios de FE, dim E,, = n, tal que Un21 FE, = E. Entonces E es

1
finitamente representable en F' si y solo si E, gy para todoe >0 y todon € IN.

El espacio ¢,, (0 < p < oo) verifica las condiciones de la Proposiciéon 0.b.13.

donde E,, = £.

Desigualdad de Khintchine. Tipo y cotipo Rademacher.

Teorema 0.b.13.(Desigualdad de Khintchine). Para todo 0 < p < oo existen
ap,b, > 0 tal que para cualquier n € IN y cualquier sucesion de niimeros reales

ai,-..,a, se tiene

ayp (Z ’ai\Z)l/Q < (E! Z€¢a¢|p)1/p < b, (Z |a¢\2)1/2
i=1 i=1 i=1

donde ¢; denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Ver [Be] 6 [L-T] para una demostracion.



Definicién 0.b.14. Un espacio cuasi-Banach E se dice de tipo Rademacher p (o
simplemente tipo p) si existe una constante C' > 0, tal que para todon € IN y

cualesquiera vectores x1,...,T, € E

n n 1/p
E|) el <C (Z ||90z‘||p>
=1 =1

donde ¢; denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Definicién 0.b.15. Un espacio cuasi-Banach E se dice de cotipo Rademacher q (o
simplemente cotipo q) si existe una constante C' > 0, tal que para todon € IN y

cualesquiera vectores x1,...,T, € E

n 1/q n
(Dmnq) com|Y e
i=1 i=1
donde ¢; denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Claramente las definiciones de tipo y cotipo dependen tinicamente de la estruc-

tura finito dimensional del espacio E. El siguiente resultado recoge este hecho.

Proposicion 0.b.16. Si E es finitamente representable en F' entonces
i) F es de tipo p = FE es de tipo p.

ii) F es de cotipo ¢ = E es de cotipo q.



0.b.2. Espacios métricos.

Definicién 0.b.17. Sea (M, p) un espacio métrico;

i) Sea A C M. Para todo x € M se define la distancia de x a A como p (z,A) =
inf{p(z,a) |ac A}.

ii) Para A C M y t > 0 se llama t-dilatacion de A a

Ar={xeM]| p(z,A) <t}

iii) Se llama diametro de M a diam M = sup p(x,y)
TFY

Definicién 0.b.18. Sean dos espacios métricos (M, p) y (M, p’),

i) Dada una funcién f: M — M’, se llama mdédulo de continuidad de f a la funcién

wy: R™ — IR" definida por

wr(t)= sup p'(f(z), f(y))

p(z,y)<t
ii) Una funcién f: M — M’ se dice Lipschitziana si

sup —————=
T#y p(fL', y)

En el segundo caso dicho supremo recibe el nombre de constante de Lipschitz de
[y la denotaremos indistintamente || f||rip 6 o7 ( 0 simplemente o si no hay lugar a

confusién).
Observacién. Si f es una funcién Lipschitziana con constante o entonces wy(t) < ot.

Definicién 0.b.19. La distancia de Lipschitz entre dos espacio métricos M y M’ se

define como

d(M,M") =nf{ || fllvip - | f~" lLip | f: M — M’ biyectiva}



Definicién 0.b.20. Dados M y M’ espacios métricos y C' > 1, diremos que M est4
C' incluido en M’ si existe un subconjunto My de M’ tal que d (M, M) < C.

Escribiremos abreviadamente la anterior propiedad mediante el diagrama

ME M

Observacion. Si M es un espacio normado de dimensién finita la distancia de Lip-

schitz y la de Banach-Mazur coinciden.

Definicién 0.b.21. Para todo 1 < p < oo llamamos {;;—cubo al espacio métrico
({—1,+1}",pp ) donde p, es la distancia inducida por la inclusién {—1,+1}" C £;.
Es decir, para todo ¢, € {—1,+1}",

n

pp(e) = (D lei—eil)!" si 1<p<oo
=1

poo (€,€") = sup |e&; — €] si p= o0
1<i<n

donde € = (g;)i=; , €' = (€})7=4

A veces serd mas cémodo emplear como £ —cubo el espacio métrico ( {0,1}", p, ).

La distancia de Lipschitz entre ambos espacios es claramente igual a 1.



CAPITULO 1

I.a. ACOTACIONES EXPONENCIALES.

Sean (g;)I"; variables aleatorias i.i.d. de Rademacher. El Teorema central del

2?:1 &

limite dice que la variable aleatoria normalizada tiende en distribucién a

n
una variable normal N(0,1) y por tanto es posible una estimacién del tipo
n 2
1 &5 t
P{ i1 >t} =~ cexp )

NZD
Acotaciones exponenciales, conocidas también como desigualdades de tipo Bernstein,
existen (sin necesidad de usar el Teorema central del limite) para sumas de variables
aleatorias mucho mas generales. En esta secciéon damos varios resultados para mar-

tingalas acotadas.

El primero es bien conocido y tan s6lo damos una referencia de donde puede ser

encontrada una prueba del mismo.

Teorema I.a.l. Sea (d;){2, wuna sucesion de diferencias de martingalas tal que

dilloc = Ai < o0y > 5o A2 < 0o . Entonces para todo t > 0

P{‘Zd,‘ >t} < 2exp-—

t
= 435N

Miés atin, si 1 < ¢ <2y [[(\)

oo " q

=1

g,00 < 00 entonces, para todot > 0

1

<=

Demostracién: Ver [J-S] para una demostraciéon de ambas desigualdades. La
primera desigualdad se conoce como la desigualdad de Azuma. La segunda es conse-
cuencia de la primera y fue obtenida por Pisier (ver [J-S]); es conocida por algunos

autores como la desigualdad de Azuma-Pisier.



Se pueden dar acotaciones, haciendo uso de la quasi-norma || - || 00, también en
el caso ¢ = 1. Este va a ser el contenido de nuestra segunda desigualdad. El resultado
ha sido usado por Pisier en [Pi-2] e incluimos una demostraciéon puesto que ni alli ni

en el resto de la bibliografia consultada hemos encontrado una.

Teorema I.a.2. Sea (d;){2, una sucesion de diferencias de martingalas escalares tal

que ||d;|loo = Xi < 00 ¥ || (Ai) |l1,00 < 00. Entonces para todo t > 0

P{] ZdJ >t} < Kexp— (eXP W)

Demostracién: Es suficiente demostrarlo para una sucesion finita (d;)!"_ ;. En

efecto, sea (\;) tal que || (A;) ||1,00 < 00. Suponer que para todo n € IN tenemos

- ct
P di| >t} < K — S
“; > 1 < Kew <eXp H(Ai)?lll,oo)

Denotar A,, = {‘Zdz{ > t}. Entonces {‘ZCM >t} C U ﬂ Aj y por ser una

i=1 i=1 n>1k>n
unién creciente de sucesos,

]Pﬂidi} >th<P{{J ) Ar} = lim PP{ N Ar} < lim P{A,}

n>1k>n k>n

Es claro que ||[(Xi)7 1,00 < || (M) [[1,00 Y12 € IN y por tanto

P{‘Zdz{ >t} Sn@OP{An} SKeXp— (epo(C—t)

i=1 Ai)ll1,00
Por homogeneidad podemos suponer que [[(A;)|1,00 = sup {iX;} = 1y asi
1<i<n
encontramos una permutacién m in {1,...,n} de modo que A;;) < %

Sea 2 < N < n. Claramente Efvzl Ari) < 2511% < clog N, ¢ constante

numérica.

P{|> di| > (c+1)log N} = P{| Y dq(;)| > (c+1)log N}

N n
< P{]Y dny| > clog N} + P{] Y dry| > log N}
=1 i=N-+1



El primer sumando es cero ; para el segundo dibujarse una figura para comprobar
1 1
que Z )\ﬂ(z) < Z k:2 < / —dr < N7 asi por Teorema l.a.1
i=N+1 i=N-+1

Nlog®* N

P{‘Zdi’>(c+1)logN}§2exp— 1

i=1

La demostracién concluye distinguiendo dos casos:

Caso 1. Sit > 4(c+1), escribimos N = [exp L] Podemos elegir n suficientemente
grande para que sea N < n. Siempre N <exp 5 <2Ny (c+1)logN <t.

P{]Zd|>t}<1p{\2d|> 1)log N'}

Nlog® N t
<2 —_— <2 —
< 2exp 1 < 2exp —(exp P}

)

puesto que por la eleccién de N, N > [exp4] > exp /8 y asi
Nlog* N

t
> 2N >
- _ech—i—l

t
Caso 2. Sit < 4(c+ 1) entonces K exp —(exp n 1) > Kexp—(exp4) = 1 para
c

K = exp(exp4) y la desigualdad es trivialmente cierta. ///

El siguiente resultado ha sido usado y demostrado por Schechtman en [Sch] y
considera un caso particular de martingala: suma de variables aleatorias indepen-

dientes de media nula.

Teorema 1.a.3. Sean (d;);2, variables aleatorias independientes y acotadas tal que

IE(d;) = 0. Denotando SUPy <i<p |dil1 =A y SUP; <i<n || d;i || = B se tiene,

1P{|zn:di| >t} < 2exp—

=1

t
4eABn

para todo t < 2eAn.

Observacion. Notar que en el caso de que consideremos variables aleatorias i.i.d. la
desigualdad de Schechtman es (salvo la constante numérica) mas ajustada que la de

Azuma.



I.b.- DESIGUALDADES DE DESVIACION.

I.b.1.- Desigualdades isoperimétricas y de desviacién. Generalidades.

A lo largo de esta seccion estudiaremos ciertas propiedades de espacios métricos
de probabilidad. Las medidas probabilidad se supondran definidas sobre la o-algebra
de Borel. Salvo que necesitemos referirnos explicitamente a ella la omitiremos en
todos los enunciados y resultados. Los subconjuntos que aparezcan se supondran

Borel-medibles.

Sea S™~! la esfera unidad en el espacio euclideo IR". Dotarla con la métrica
geodésica p, (i.e. distancia a lo largo de meridianos) y la medida probabilidad de
Haar invariante por rotaciones, IP,,. Con la notacion introducida en la seccién 0.b.2.

podemos enunciar el siguiente

Teorema 1.b.1. Paracada0<a<1yt>0
inf{ P, {A;} | ACS" ' P, {A}=a}

se alcanza en los casquetes esféricos de medida a.

Demostracion: Ver por ejemplo [M-S], Apéndice 1 (por M. Gromov). ///

Observacidén. Denotamos por B(r,) un casquete esférico de medida a. Si suponemos
que la frontera del conjunto A en S™~! es suficientemente regular, entonces su
perimetro viene dado por

P(4) = lim Lot = Lald)

t—0 t

y por el resultado anterior

P(4) > lim — = P(B(ra))



M3és auin, es cierto que para todos los conjuntos Borel de medida a, el que tiene
perimetro menor es el casquete esférico B(r,). Esto es lo que se conoce como la

desiqualdad isoperimétrica sobre S"~! clasica.

En el caso particular de a = % el infimo se alcanza en la semiesfera. Computando

su t-dilatacion obtenemos

Corolario I.b.2. Si A C S"~! con IP,{A} > 1 entonces

s t2n
Pr{A:} >1- \/geXP—T

Demostracién: Ver [Mi]. ///

Observacidén. Este tipo de desigualdades que estiman la probabilidad IP(A;) de

conjuntos A tal que IP(A) > % reciben el nombre de desigualdades isoperimétricas.

Notacién. Dado un espacio métrico de probabilidad (2, p, IP) y t > 0 se denota

() = 1 — inf { P(A,); P(A) > = }

N

Dicha funcion recibe el nombre de funcion de concentracion.

A menudo entrardn en juego sucesiones de espacios métricos de probabilidad
(2, pn, IPy,). Siempre que no lleve a confusién denotaremos en este caso a(n,t) =

a(Qy,,t).

Definicién I.b.3. Una familia de espacios métricos de probabilidad (2, ppn, IPr)n>1
se dice familia de Levy si para todot > 0, a(n,t) — 0 cuando n — oo. La familia

se dice normal de Levy con constantes ¢y y co Si

a(n,t) < c1 exp —cot®n



Ejemplos.

(1)

(2)

Con esta nueva notacién el Corolario afirma que (S™ 1, p,,, IP,,) es una familia
) )

normal de Levy con constantes c¢; = \/§ y Co = %

n
{=1,1}", pp, IP,) , donde p,(x,y) %Z |z; — y;| v P, es la medida de
contar normalizada, es una familia normalz de Levy con constantes c1 = % y
¢ = 2. También ({0,1}", pn, P,) , donde p,(z,y) Z|:cz yi| y Py es
la medida de contar normalizada, es una familia normal de Levy con constantes

¢1 = 3 y ¢2 = 2. Ver por ejemplo [A-M] pag 6.

El grupo de permutaciones de {1,...,n}, (Il,,, pn, IP,) con la medida de contar
normalizada y p,(m,7) = —card {m(i) # 7(i)} es una familia normal de Levy
n

con constantes ¢y =2y co = 6%1. Ver [Maul].

Nosotros estamos interesados en medir la concentracion del rango de una v.a. real

f respecto de un valor fijo M, i.e. encontrar acotaciones para IP{|f — M| > t}. Estas

son las llamadas desigualdades de desviacion. El valor M que se suele considerar es

un valor central, bien la esperanza IE'(f), bien una mediana My de f. Normalmente

dichas acotaciones van a estar en funcién de algin parametro asociado a f. El

pardmetro mas usual es su constante de Lipschitz o.

Un sencillo y conocido argumento nos permite relacionar IP{(A;)} con desigual-

dades de desviacién y esta es la principal razon para usar en esta seccién las desigual-

dades isoperimétricas. La demostracion se encuentra esencialmente en [T] 6 en [M-S]

Cap. 7 en versiones ligeramente distintas.

Lema I.b.4. Sea (0, p, IP) un espacio métrico de probabilidad con funcién de con-

centracion «(2,t). Para toda f:Q — IR Lipschitziana se verifica

P{If — My| >t} < 20(0, )

Demostracién: Dada f:Q2 — IR sea

A={f>M;} y B={f<M;}



La definicién de mediana dice que IP{A}, P{B} > 1. Sea z € A;. Para todo t’ >t
existe a € A tal que p(x,a) < t'; esto implica f(a) — f(z) < ot’, V' > t y asi
f(x) > My —ot', V1t >t; por tanto f(x) > My — ot, y tenemos que

Ay C{f — My =z —ot}
Analogamente se demuestra que z € By = f(z) < My + ot, y tenemos a su vez que
By C{f(z) — My < ot}

Por tanto,

P{|f — My| <t} = P{(A) N (B.)}

SIES

y asi

P{If ~ M| > 1} <2P{9\ A} <20(0, 1)

/1]

En el caso de familias de Levy, el Lema queda enunciado de la siguiente forma:

Lema I.b.5. Sea (Q,, pn, IP,,) una familia de Levy con funcién de concentracién

a(n,t). Para toda f:€), — IR Lipschitziana se verifica

Po{|f = M| > 1) < 2a(n, )

Comentario. Para n grande la funcién f toma valores cercanos a My sobre un
subconjunto de §2,, de probabilidad cercana a 1. Esto es lo que se conoce como el
fenomeno de concentracion de la medida. Por tanto el Lema dice abreviadamente

que en toda familia de Levy se produce un fenémeno de concentracion de la medida.

A la inversa, si disponemos de desigualdades de desviacién para toda funcién f,

encontramos las correspondiente desigualdades isoperimétricas.



Lema I.b.6. Sea (€2, p) un espacio métrico. Para todo subconjunto propio no vacio

A C Q la funcién p(-, A) es Lipschitziana de constante de Lipschitz o = 1.

Demostraciéon: Fijar z,y € Q. Para todo a,b € A la desigualdad triangular

asegura que
p(z,a) = p(y,b) = p(z,a) — p(x,b) + p(x,b) — p(y,b) < p(a,b) + p(z,y)
Tomando infimos respecto de a € A resulta
p(z,A) = p(y,b) < p(z,y) VYV beQ

pasando ahora p(y, b) al otro miembro y tomando infimos respecto de b € A tenemos

p(x, A) < p(z,y) + p(y, A)

como esto es cierto para todo z,y € €2 hemos probado que ¢ < 1. Para la otra

desigualdad fijar un elemento x ¢ A y entonces

O_Zsup|p(m7"4)_p(y7"4)| ZSUP p(l’,A) — p(fL’,A) -1

y#x p(z,y) yea plz,y) — inf p(z,y)
yeA

/1]

Lema I.b.7. Sea (9, p, IP) un espacio métrico de probabilidad. Si existe una funcién
a:(0,00) — IR tal que para toda funcion f:€) — IR Lipschitziana con constante de
Lipschitz o se verifica la desigualdad
t
P{If M| > 1} < a(5)
entonces (2, t) < a(t)
Demostracién: Para todo conjunto A C Q con P{A} > 1 sea la funcién
f =p(,A). Por Lema I.b.6. 0 =1 y ademas podemos elegir M; = 0; por tanto la
t
expresién IP{|f — M¢| >t} < a(—) se transforma en IP{Q2\ A;} < a(t) 6 equivalen-
o
temente

P{A} >1— at)



Tomando infimos en la familia de subconjuntos A C € con IP{A} > 1 resulta
1—a(,t) >1—at)
es decir a(Q,t) < a(t).

/1]

La siguiente Proposiciéon muestra cémo la mediana de la funciéon f puede ser
sustituida por cualquier otra cantidad dejandonos de esta forma libertad para elegir
aquella que sea méas cémoda a la hora de realizar los cdlculos. En [M-S] Apéndice V se
demuestra este resultado para el caso de acotaciones del tipo exp —t2. Aqui veremos
que también es cierto cuando aparecen acotaciones de tipo mas general. Nuestra

demostracién sigue los pasos de [M-S] Apéndice V.

Proposicién I.b.8. Sea ¢(t) una funcién de Orlicz verificando la condicién Ay para

todot >0 y sea f:Q2 — IR. Son equivalentes

(1) Existen constantes K1,01 >0y A € IR tal que YVt >0

P{|f — A| >t} < Kyexp—d1p(t)

(2) Existen constantes Ky,05 > 0 tal que si f es una funcién (variable aleatoria)

iid. que f, Vt >0

P{|f = f| > t} < Kyexp—dai0(1)

(3) Existen constantes Ks,d3 > 0 tal que Vt > 0

P{|f — E(f)] >t} < Kzexp —d30()

(4) Existen constantes Ky,d4 > 0 tal que YVt >0

IP{|f — My| >t} < Kyexp —04¢0(1)



y la relacion entre los K; y los ; es

K1 < Ky <2K3 <2(Kx+1) <2(2K, +1)

y
2
51> 00> 08 > Soy > Coa,
2 2
Demostracién:
(1) =(2)

P{f = fI> 0 < P{f = Al+|f— Al > ) < P{S— Al > S} + P{F - 41> )

t
< 2K exp —5190(5) < 2Kj exp —0,Cp(t)

2)= ()

Si ¢ es una funcién convexa definida en [a,b] entonces existe ¢’ en casi todo
punto y se verifica la regla de Barrow i.e. o(z) —¢(a) = [ p(t)dt Yz € [a,b]. Ver
[H-S], Cap. V.

Sea g(z) = exp %gp(w). Si denotamos por F' la funcién de distribucién de la

variable |f — f|, entonces para todo a > 0 tenemos (ver [F], Cap V.6.),
a+0 a
/O g(x) dF(z) = /O g'(z) (1 = F(x))dz + g(0) (1L = F(0)) — g(a) (1 — F(a))

< / §(@) (1 - F(z))do +1

Por tanto,

B(ewPolr - 0) < [ Fetre (Ge)) s - 11> a1

< Kz/ gw’(t) exp — (f@(ﬂ) dt+1=Ky+1
0

Como FE(f) = F(f) usando la desigualdad de Jensen con la funcién convexa (por

J
serlo ¢ ) exp 52g0(| 1)) tenemos

02

B (e 2ollf - BN ) < B exp Lolly ~ 1)) < a1



Aplicar ahora la desigualdad de Tchebychev

P{If ~ B()| > 1} < Plesp (1~ B()))) > exp Zolt))

) B (e (17 - B )

2
< (K9+1 ——(t
exp%?go(t) —( 2 )eXp 290()

(3) = (4)

Por ser ¢(t) continua y de rango [0,00] existe un nimero o tal que ¢(tg) >
log 2K

5 . Por hipétesis t; cumple que
3

P{|f = E(f)] > to} < Kzexp —d3p(to) < %

y, en particular, P{f > to + E(f)} < 2+ y P{f < IE(f) —to} < 3. Por definicién
de mediana ésto significa [E(f) — M| < to.

Si t > 2t.

Observamos que siempre |f — M| < |f — IE(f)| + to y por tanto

PA|f = Mg| >t} < P{[f — E(f)| >t — to} < Kzexp—dsp(t —to)
t
< K3exp —6390(5) < Ksexp —d35Cp(t)

Sit < 2tg, entonces 2K3exp —03Cp(t) > 2K3exp —dsp(tp) > 1 y la desigual-

dad es trivial.
(4) = (1)

Tomar A = My

/1]



1.b.2.- Desigualdades de desviacién. Caso general.

En esta secciéon daremos desigualdades generales de desviacién con las menores
restricciones posibles sobre el espacio métrico y las funciones. Hemos visto anterior-
mente una forma general de encontrar desigualdades de desviacién para funciones
Lipschitzianas en términos de su constante de Lipschitz. La construccion se puede
extender a la clase de las funciones continuas. En este contexto las desigualdades
dependeran de un nuevo parametro asociado a la funcién : el médulo de continuidad
wg(t). Larelacién entre las desigualdades para funciones de Lipschitz y para funciones
continuas resulta ser sorprendentemente estrecha y nos permitird usar una u otra
segin nos convenga. La siguiente Proposicion se encuentra esencialmente incluida en
[M-S] Cap. 6 y 7, pero no bajo un enunciado preciso; es por esta razén que damos

aqui una demostracion del resultado:

Proposicién 1.b.9. Sea (2, p, IP) espacio métrico de probabilidad y a: (0,00) — IR

una funcion continua por la izquierda. Son equivalentes:

(i) Existe ¢c; > 0 tal que para toda funcién f:Q — IR uniformemente continua y
Vit >0
P{|f = My| > wp(t)} < c1 )

(ii) Existe co > 0 tal que para toda funcién f:§) — IR Lipschitziana de constante de
Lipschitz o y ¥Vt >0
t
P{If = Myl >t} < 2 ()

y la relacion entre las dos constantes es

c2 < c1 < 2c

Demostracion:
(1) = (i7). Es inmediato puesto que w¢(t) < ot.
(i4) = (i). El Lema L.b.7. implica que para todo A tal que IP{A} > 3 y t > 0,

P{p(x,A) >t} < coa(t)



Vamos a aplicar la desigualdad recién obtenida a apropiados conjuntos A, repitiendo

esencialmente el argumento utilizado en I.b.4. Dada f : {2 — IR sean

Ay ={f <My} v Ay={f=> My}
sabemos que IP{A;}, P{A>} > 1.

Para todo 0 < ' < t, z € Q e i = 1,2 tenemos que p(r,4;) < t' = Ja; €

A; tal que p(z,a;) < t. Por definicién de médulo de continuidad
pla, Ay) <t' = f(x) < My+wp(t) vy pl,Az) <t = f(z) > My — wy(t)
es decir,

(A1)e C{f(z) S Mp+wr(t)} vy (A2)w S{f(z) 2 My —we(t)}
y por tanto

P{[f = M| < wp(t)} = P{{f(x) < My +ws(t)} N {f(z) = My —ws(t)} }
> P{(A1)r N(Aa)p} >1—-2c00a(t') VO<t <t

Concluir pasando al limite cuando ¢’ — t.

/1]

Observacion. Siempre que para todo x € 2 e i = 1,2 exista a; € A; tal que

p(z, A;) = p(x,a;), el enunciado serd cierto con a(t) = a(€2,t).

El primer resultado de desviacion que vamos a enunciar es conocido. Las hipo-
tesis se refieren a funciones Lipschitzianas y a espacios métricos finitos equipados con

la probabilidad de contar. Antes de presentar el Teorema necesitamos la siguiente

Definicién I.b.10. Dado un espacio métrico finito (£, p), diremos que tiene longitud
{ siexisten 0 < ay,...,a, y una sucesién {QF}# de particiones de Q2 con QF = {AF}7%

con las siguientes propiedades:

(1) mo=1,ie Q°={Q}



(2) my, =cardQ , i.e. Q" = {{m}}mEQ
(3) QF es un refinamiento de QF~1

(4) Para todok =1,...,n , r=1,...,my_1 ei,j tal que A’?,A;? C AR~ existe

(2

una biyeccion ¢ : Af — A% de modo que p(z,(x)) < ap. La longitud viene

n
expresada por (% = E az.
i=1

Teorema I.b.11. Sea (2, p, IP) un espacio métrico finito de longitud ¢ y IP la medida

de contar normalizada.

(i) SiACQy IP(A) > 1, entonces para todo t > 0
2
P{(A;)} >1—2exp T Y7
(ii) Para toda funcién f:€Q — IR con constante de Lipschitz o y para todo t > 0
2
PAf = E(f)] >t} < 2exp——05

Demostracién: Véase [M-S], Capitulo 7. ///

Observacion. A la vista del apartado (ii) y teniendo en cuenta la Proposicién I.b.8.
se deduce facilmente
t2
P{|lf — M <t}>1—4dexp———=
{1f st = *P T 160202
En el siguiente Teorema no exigimos la finitud de los espacios métricos ni que

estén dotados con la probabilidad de contar.

Teorema 1.b.12. Sean (X, p;, IP;,%;) espacios métricos de probabilidad. Formar

Q:HQZ-, p:Zpi, P:®]Pi yEz@Ei. Para toda funcién f:Q2 — IR
i=1 i=1 i=1 i=1
con constante de Lipschitz o y para todo t > 0 se tiene,

2

P{If ~ B >t} < 2exp -



t2

16 A2

PA|f = My[ > wp(t)} < dexp—

donde A> =%"" a? y a;= Sug /Q pi(zi,yi) dIP(y;)
€8l i

Demostracion: Sea F;, 1 < i <n la familia de c—4&lgebras siguiente
Fo =A{0,0Q}

Fi=0(31 X ... X% X Qg1 X ..o X Q)

Frn=0(31 X...xX,)

Dada la funcién f construimos la martingala asociada a F; , E(f|F;). La difer-
encia de martingalas d; = E(f|F;) — IE(f|F;—1) cumple Zd = f—IE(f). Estamos
en condiciones de usar el la desigualdad de Azuma, Teorema I.a.1. Para ello resta

computar ||d;||ec-

Para todo x = (z1,...,2,) € Q1 X ... X Q,

di(x) = [IE(f|F)(x) = E(f|Fi-1)(@)| =

/ f(x17~"7mi7yi+17"'7yn) dP(y’L+1)dP(yn)_
Qz+1>< XQn

_/ f(xla'“7xi—17yi7'“7yn) dP(yl)dP(yn) S
Qi X... X

IN

/Q ‘f(l‘l, ey Ly Yid1s oy yn) — f(l‘l, cees Li—15Yis ...,yn)‘ dP(yl)dP(yn)

i XX

IN

a/ PU(X1y ey iy Yid 1y ooy Yn )y (L1 ey Ti 15 Yiy oeny Yn)) AP (y5)...dIP (yy,)
Qi X ... Xy,

U/ pi(Ti,yi) dIP(y;) < o a;
Q

2

/1]

Observacion. El enunciado del Teorema I.b.12. habria quedado igual si hubiese-
mos elegido como distancia en Q otra distinta de p = Y1, p;, por ejemplo p =

1/p
<Z?:1 oY ) 1 < p < oco. Sin embargo en las aplicaciones del Teorema 1.b.12. en



el capitulo II se consiguen resultados éptimos para p = 1 y es por esta razén que tan

solo lo enunciamos en este caso.

Observacion. En las hipétesis del Teorema I.b.12. no hemos impuesto ninguna
condicién sobre los espacios €2;. Por tanto si hiciéramos n = 1 dispondriamos de una
desigualdad de desviacién vélida para todo espacio métrico. Veamos lo que ocurre en
este caso. Por comodidad suprimiremos el subindice 1 de la notacién. Claramente,

para todo x € €0,

|f(z) = E(f)] < 0/ pi(z,y)dIP(y) = oa
Q
por tanto ||f — E(f)|lc < oa.

Sit>oa
P{|f - E(f)| >t} <P{|f - E(f)| > 0a} =0
2

4022

1
Si t < oa tenemos < 17 asi

2 t > 2 L >1
exp ————— exp ——
p 402a2 — P 4

En cualquier caso la desigualdad es una trivialidad. El Teorema I.b.12. tiene un
significado no trivial cuando estamos tratando con espacios producto. En particular
de él se deduce una desigualdad de desviacién para {0,1}" esencialmente igual a la
apuntada en los Ejemplos I.b.3. (alli se habla de funciones de concentracién pero por

Lema I.b.4. obtenemos facilmente desigualdades de desviacién).



I.b.3.- Desigualdades de desviacién. El espacio {0,1}". Funciones con-

vexas.

Se pueden obtener mejores desigualdades de desviacion a costa de perder algo de
generalidad; tal es la situacién en esta seccion. En ella se restringe la eleccién tanto
del espacio métrico de probabilidad subyacente como de la funcién f.

do+61\"

2
sido particularmente estudiado (g and d; son deltas de Dirac). El primer resultado

ha

El caso 2 = {0,1}" C IR" con la probabilidad de contar P =

de desviacién en torno a {0,1}" es el publicado por Amir y Milman (ver [A-M], pég.

6) donde establecen la desigualdad siguiente

Teorema I.b.13. Sea Q = {0, 1}" con la probabilidad arriba escrita y metrizado con
la distancia p; i.e. Q0 C £}. Para toda funcién f:§) — IR Lipschitziana de constante
o1y todot >0

2

2t
P{f ~ M| > 1) Sexp—ry &
noy

Observacion.

(i) Otra demostracién de esta desigualdad (con peores constantes numéricas ) puede
hacerse aplicando el Teorema 1.b.12; (en nuestro caso a; = %, Vi). Es inmediato
comprobar, usando también la Proposicion 1.b.8. para obtener la desviacion
respecto a la mediana, que para todo 1 < p < oo, f:{) — IR Lipschitziana de

constante o, y t > 0,

t2

P{f M| > 1) <4 exp— @)

TZO'p

(ii) Observar que si hacemos tender n — oo en las anteriores desigualdades no
tenemos un fenémeno de concentracién, en aparente contradiccién con el hecho

de que {0,1}" es una familia de Levy. La razén es que {0,1}" es una familia de

Levy si estd equipado con la métrica @, y en (1) y (2) estamos considerando

la distancia || - |1 sin normalizar. FEn la literatura aparecen indistintamente



las dos situaciones y nos hemos inclinado en esta seccién por la segunda por

conveniencia ya que es la forma en que la aplicaremos en el Capitulo II.

(iii) Un caso particularmente importante es cuando f(n) = Y i, n = [n/i. La

desigualdad (1) queda de la forma

2

P{f Myl > 1} = P{Y mi— 5> 1) < exp— 2 (1)
=1

n
n

Lo interesante de este caso es que la variable aleatoria g 7n; tiene como funcién
i=1

de distribucién la de una binomial, i.e. ]P(Z n = k) = % kEk=0,....,ny
i=1

(1’) proporciona la misma cota que la que obtendriamos aplicando el Teorema

Central del Limite.

(iv) La Proposicién 1.b.9. nos permite dar también una desigualdad en la que aparece

el médulo de continuidad wy(e), 1 < p < co. Para toda f:QQ — R ye >0,

2e?
PAIS — My > ()} < 2exp— ®)

y andlogamente para la desigualdad (2).

El préximo resultado (incluido en su mayor parte en [J-S 2|) proporciona de-
sigualdades de desviaciéon mas finas, en general, que las dadas en la seccion I.b.2..
Para conseguir esta mayor precision necesitaremos restringir tanto la clase de fun-
ciones como el espacio métrico subyacente. Antes de pasar a enunciarlo necesitamos

un poco de

Notacion.

Sean (X, || -]|:) ¢ =1,...,n espacios normados. Sean 2; subconjuntos finitos
de X; equipados con una medida de probabilidad IP; y la distancia p; heredada de

la norma || - ||;. Considerar ahora para 1 < p < oo, X = @, X; con la norma

n 1/p n n n 1/p
||| = (ZII%H%’) y Q=2 ., P=QRP:, v p= (ZP?)
=1 =1 =1 =1



Para toda funciéon f:€)2 — IR denotaremos por f una extension convexa de f a
conv €. Como siempre My es la mediana de f respecto de IP 'y o), 6p, wp(t), @p(t)
son respectivamente las constantes de Lipschitz y los modulos de continuidad de las

funciones f y f

Teorema 1.b.14. Con la notacién anterior, si diam ; <1,V1<i<n

(i) Si2<p<oo,AC ,Vt>0

tP

P{(convA);} > 1— exp —

_1
P(A)
(i) Si2<p<oo,Vt>0

P

t
P{|f — My[ >t} <4 eXp— =5 (4)
Op

(i) Sil<p<2,ACQ ,Vt>0

P{(convA),} >1—

(iv) Sil<p<2,¥t>0

t2

—1~9
4nw o

(Nétese que IP{(convA);} = P{Q2N (convA):} ).

Demostracién: (i) y (ii) Ver [J-S 2].

(iii) La relacién || - ||, < n'/P=V2|| - ||, para 1 < p < 2, implica p, < n'/P=1/2p,.

Usando (i) para p = 2 resulta

P{p,(-,convA) >t} < P{ps(-,convA) > tn%_%} < eXp———3

IP(A) Anr 1

(iv) Como p, < n/P=1/2p, | se tiene 55 < 5,n'/P~1/2; ahora usar (ii) con p = 2.

/1]



Comentario I.b.15. Para conjuntos 2; , alguno de los cuales tiene diametro mayor

que la unidad, las desigualdades que resultan son V¢ > 0:

P
P — M tl < 4 — 2 < 6
y
t2
P — M|l >t} <4 — 1<p<2?2 7
tlf s>t <4 exp 4n2/P_15g(maxdiain)2 =P= (7)
Observaciones.

(i) Los apartados (i) y (ii) del teorema anterior aparecieron por primera vez en un
articulo de Talagrand ([T 1], Teorema 3) donde consider6 2 = {—1,1}" equipado
con la probabilidad uniforme y p = 2. Posteriormente fueron generalizados al

caso que hemos expuesto por Johnson y Schechtman ([J-S 2], Corolario 4)

(ii) Elsuceso {|f—M;y| > t} depende tinicamente de los valores de la funcién f sobre
() mientras que en la estimacién obtenida intervienen, a través de &), los valores
sobre conv 2. Es por eso que podemos sustituir, como se apunta en [J-S|, 5, por
el infimo de las constantes de Lipschitz sobre todas las las extensiones convexas

f a conv ).

(iii) Recordar que en virtud del Lema 1.b.8. podemos medir la desviacién de una

funcién respecto de My o de IE(f) o de cualquier valor segin nos convenga.

Es también posible dar desigualdades de desviacién en las que el parametro que

interviene es el modulo de continuidad.

Teorema I.b.16. Con la notacién del Teorema 1.b.14., para todo € > 0 y para toda

funcién convexa f:conv ) — IR se tiene,

i) Si2 <p,
P

P{|f = My| > ,()} <4 exp—— (8)



i) Sil<p<2,
2
~ 15
P{|f — My| > @pe)} <4 exp——5— (9)

4n»

Demostracién: La demostracién esta basada en la del Teorema 3 en [T 1].
1
Sea A = {f < My} C Q. Por definicién de mediana, IP(A) > 3 Para todo

(a;)¥ con a; € Ay para todo (t;)} tal que t; >0y Zle t; = 1 tenemos

f(z tia;) < th‘f(az‘) < ZtiMf = My

Por tanto f(convA) < M;.

Para todo a € convA y n € Q2 la definiciéon de médulo de continuidad implica

pp(n,a) <e= f(n) < My +wp(e) y de aqui,
P{(convA)} < IP{f < My +wp(e)}

y, aplicando el Teorema 1.b.14.(i),

P
P{f > M; +@,(e)} < 2exp—

Sea ahora B = {f < My —@p,(e)} C Qysea0 < e’ <e. Estoimplica @,(e’) < @p(e).
Como en el paso anterior, f(convB) < My — &p(e) y
P{(convB)c} < IP{f < My + &p(e") — w,(e)}
De nuevo por el Teorema I.b.14.(i),
1 e’

R TR Ty

< P{f = My + @p(e') — @p(e)

N —

Teniendo en cuenta solamente el primero y el iltimo término de la anterior cadena

de desigualdades y pasando al limite cuando ¢’ — ¢ resulta

p
P{f < My —ap(e)} < QGXP—%

/1]



Comentario I.b.17. Si algtin conjunto {2; tiene didmetro mayor que 1, es inmediato
comprobar que para todo € > 0,

b

- M ” <4 -
P{\f f| > Wp(g)} < 4 exp 4(maxdiam9i)p

2<p< o

62

4n?2/P=1(max diam(;)?

P{|f — Mg| > wp(e)} < 4 exp— 1<p<2

El restringirnos a funciones convexas hace que las desigualdades (4) y (5) sean
apreciablemente mejores, en general, que las de la seccién L.b 2.; (esta afirmacién se
podra verificar en las aplicaciones del Capitulo II). Sin embargo en el caso de que
metricemos respecto de la distancia p; no hay mejora substancial. Vamos a ver a
continuacién que en el caso basico 2 = {0,1}" C ¢} las desigualdades (2) y (5) y
las (3) y (9) son, salvo constantes numéricas, la misma. Y mds atin, a semejanza
de lo que ocurria en el caso general (Proposicién 1.b.9.), las cuatro desigualdades
son equivalentes entre si. Antes de enunciar este hecho necesitaremos los siguientes

Lemas:

Lema I.b.18. Sea A un subconjunto convexo de un espacio normado X. Denotar

por p distancia dada en X por la norma. Entonces la funcién p(-, A) es convexa.

Demostracion: Fijar x,y € X. Para todo € > 0 sean a,b € A tal que
p(z, A) < p(z,a) <p(z, A)+e y  ply,b) <ply, A) +¢

Por convexidad, para todo 0 < A < 1elpunto da+ (1 —AN)be Ay

p Az + (1 =Ny, A) < p(Az+ (1 — Ny, Aa+ (1 — A)b)
< Ap(z,a) + (1= N)p(y,b) < Ap(x, A) + (1 = A)p(y, A) + ¢

Como la desigualdad es cierta para todo ¢, queda demostrado. ///

Lema I.b.19. Sean A C {0,1}" y n € {0,1}". Entonces

neA<=mnecconvd



Demostraciéon: Tan solo hay que demostrar la implicaciéon hacia la izquierda.

Dado n = ('r}(j))?:1 € conv A suponer que se puede expresar de la forma

k k
ﬂzztmi 0<t; <1 Zti:l
=1 i=1

con n; € A. Claramente 7(j) = 1 = n;(j) =1 V1 < i < k. Andlogamente
n(j)=0=mn;(j) =0 V1<i<k. Portanton=mn; para todo i.

/1]

Lema I.b.20. Sea ([0,1]™,p1) vy A C {0,1}". Entonces para todon € {0,1}"\convA

1 (777 A) = pP1 (7% COHVA)

Demostracién: Suponer A = {n;}¥ y sea n & convA. El lema es consecuencia
k

del siguiente hecho: Sea T = {(a;)¥ € RF | E a; =1, 0 < a; < 1}. Para todo
i=1
(a:)f €T,

k k
p1(n; Z a;ni) = Z a;p1(n, 1)
i=1 i=1

Una vez demostrado este hecho es facil concluir puesto que

k k
p1(n,convA) = inf pl(n,Zami): inf Zaipl(n,m)
i=1

(ai)keT (@) eT =

k

> ;) 1 i) =
> (afff}fg(; ai), inf, pr1(n,m:) = pr(n, A)

La otra desigualdad p;(n,convA) < p1(n, A) es trivial.

Para demostrar la igualdad que nos falta sea n = (77( j));;l. Desarrollando en

coordenadas tenemos

k n k
p1(n, Z ain;) = Z n(j) — Z a;ni(J)]



k k n n k
S aum(nn) =303 n6) =) = 323 ahi) =)
i=1 i=1 j=1 =1i=1
es suficiente por tanto comprobar que |17 Z aml | = Z az|77 )| para

todo j.

Sin(j) = 0 es inmediato.
Sin(j) =1,

k k k k k
fl—zami(M:\Zai—Zami \Zaz 1 —mi(y ))!ZZ%‘WU)—WU)!
/1]

Estamos ya en condiciones de establecer el teorema anunciado anteriormente:

Teorema I.b.21. Sea Q = {0,1}" C /7.

(i) Existe una constante ¢; > 0 tal que para toda funcién de Lipschitz f:Q — R y

para todot > 0
t2

4no?

P{|f — M¢| >t} <c1 exp—

(ii) Existe una constante co > 0 tal que para toda funcién convexa de Lipschitz
ficonv Q — R y para todo t > (
t2

P{|f — Mys| >t} <co exp—4n6%

(iii) Existe una constante c3 > 0 tal que para toda funcién continua f:) — IR y para

todot >0
t2

P{|f — My¢| >wi(t)} <c3 exp —

(iv) Existe una constante c4 > 0 tal que para toda funcién convexa y continua
f:conv Q2 — IR y para todot > 0
t2

]P{]f—]\/[f\ >01(t)} < ey exp—E



y la relacion entre las constantes viene dada por
1 S c3 <20 <20 y c3 < 2c9 < 2¢q4 < 2c3

Mas atun, todas éllas son equivalentes.

Demostracién: (i)-(iv) son respectivamente las desigualdades (2), (5), (3) y
(9). Para la equivalencia de todas éllas la forma mas rapida es probar (i) < (iii) =
(tv) = (1i) = (i). La primera equivalencia es el Lema 1.b.9. La segunda implicacién
es inmediata pues wi(t) < @1(t). Lo mismo ocurre con la tercera pues @y (t) < G1t.
Para la dltima implicacién usar (ii) con la funcién convexa p(-, conv A) (Lema [.b.18.)
de constante de Lipschitz o1 = 1 (Lema 1.b.6.) de esta manera llegamos a que para

todo A € Q tal que IP(A) > %,

t2

P((convA)) >1—co exp —

Observar que los Lemas I1.b.19 y I.b.20. implican que para todo A € {0,1}" y todo
t >0,
IP(A;) = P((conv A),)

por tanto estimada la funcién de concentracion para 2. Concluir aplicando el Lema

I.b.4.

/1]

Comentario I.b.22. Nos preguntamos ahora lo que ocurre si 1 < p. El Lema 1.b.9
nos da siempre la equivalencia entre (i) y (iii). También son equivalentes (ii) y (iv)
gracias a que disponemos de las desigualdades (i) y (iii) del Teorema I.b.14. (ver el
Teorema 1.b.16.). Sin embargo no es cierto (ii) = (i7i). El siguiente contraejemplo,
desarrollado s6lamente para p = 2 muestra que, en general, es imposible tener para

toda funcion una acotacion del tipo

P{|f — M| > wy(t)} < ¢ exp —ct®



Contraejemplo.

1
Sea 2 = {0,1}"™ con la probabilidad IP(n) = on ¥ la distancia euclidea. Sea

f:Q — IR definida por f(n) = >, n;. Para esta funcién es claro que My = g y asi
para todo € > 0,

P{|f = My| > My} = P{| Y mi— 5| >3}

=1

- py| E2C Dy

> (2mi — 1)

n
tribucién a una variable gaussiana normalizada . Pero se puede decir aiin mas; segin

En virtud del Teorema Central del Limite, la variable tiende en dis-
un resultado de A.Berry [Ber], (ver también [H-H]), existe una constante numérica

C > 0 tal que

2121(2771‘ - 1) < C

NG JE)-JP(’VSHC) Sﬁ

Debido a esta proximidad uniforme entre las dos variables es ahora facil deducir la

sup ]P(
zelR

existencia de constantes numéricas ¢, ¢’ > 0 tal que para todoe >0y n € IN,

Por otra parte para todo § > 0,

>ey/n} > cexp—ce’n

n
wa(8) = sup [f(n)—fO)| < sup > |mi—jl
ln—n'll2<6 ln—n'll2<6 =1
n
= sup Y |ni—niP <6
ln—n'l|2<d i=1

[ n En T .
Por tanto para todo € > 0, wg( 55) < 5 y por hipodtesis se tiene

P{If = My | > Mgy = P = My > £5) < PUS = My | > (/25 ))

< cexp —cen

Esta cota es mas pequena que la correcta dada por el Teorema Central del Limite

1 .
(para comprobarlo tomar e = —) lo que es una contradiccidn.

vn



A continuacién, y siguiendo con el caso {0,1}", encontraremos desigualdades
de desviacién para ciertas clases de funciones mejorando (1),(2),(4) y (5), descritas
al principio de la seccion. Agradecemos a J.M. Carnicer sus sugerencias en la de-

mostracion del siguiente Teorema.

Teorema 1.b.23. Sea ([0,1],%, P ) una medida de probabilidad sobre el intervalo
[0,1]. Sea ¢:[0,1] — [0, 1] una funcién no decreciente, céncava y xo € [0,1]. Para
todo 0 <t <1
tr
Py~ (wo)| > t} < P{lz —zo| > 7
Demostracion: Por ser ¢ céncava, es continua y existe la derivada por la

izquierda 1" (t) para todo t y ademds v’ es una funcién positiva no creciente. Para

todo 0 <t <1, ) .
1> ! dy > ! dy >t (t
_/0 ¥ () y_/o W (y) dy > 10 (1)

Ahora, para todo 0 < x < 1 y usando el Teorema del Valor Medio,

(@) — (2o)| < [ (€)| |z — o] < |2 — o %

donde £ es un punto intermedio entre z y xy. Obsérvese que para todo 0 <t < 1,

tr
]x—m0]>t§:>|x—xo|>70

tx x x
En efecto, si |z — xg| < 70 < < ?0> entonces & > 70 y asi |z — xo| < t€. Por tanto,

reuniendo los calculos realizados

tx
(@) —(x0)| > t = |o — ol > 1€ = |a — wo| >
y asi,
tl‘o
Pl — (wo)| > 1} < Pl — o] >
/1]
Observacion.

(i) Un caso particularmente importante es cuando zg es tal que 1 (zp) es una me-

diana de .



(ii) Si la probabilidad IP es simétrica respecto de, digamos, % entonces
1 t
Pl - My| >t} < P{lz — 5| > |}

1
Observar que en este caso podemos tomar como mediana My, = w(§)

Corolario 1.b.24. En las condiciones anteriores si IP es la probabilidad binomial

dada por ]P(E) = % k=0,...,n entonces para todo 0 <t <1
n n

t2
Py — My| >t} < S ey

Demostracion: Usar el Teorema [.b.23. junto con la observaciéon de que la
1
binomial arriba definida es simétrica respecto de R4 a continuacién la desigualdad

(17) del Teorema I.b.13.. De esta forma,

1 t 12
P{[ — My| >t} < P{lz — 5| > [} Sexp—o

/1]

Corolario I.b.25. Sea {0,1}" equipado con la probabilidad de contar IP y sea f
una funcién f:{0,1}" — IR tal que

(i) Para todo n,n" € {0,1}", |Inlly < [In'lx = f(n) < f(n')
(ii) Para todo n,n’',n"” € {0,1}" tal que ||n"[1 = ||7'|l1 +1 = ||n]l1 + 2 se tiene

f"y =) < f') = f(n)

Con estas condiciones YVt > 0,
t2n

P f — My| >t} SGXP—W

donde Af es la variacion de f i.e. Af = f(1,...,1) — f(0,...,0)

Demostracién: Es inmediato comprobar que ||n|ly = ||7'|i = f(n) = f(n')

es decir, f se puede considerar como una funcién de ||n||; definida sobre {0,...,n}.



Extendemos, interpolando linealmente, f al intervalo [0, n] y denotamos a esta nueva
funcién con la misma letra f. Observar que la condicién (ii) dice que la funcién f

definida sobre {0,...,n}, (o [0,n] ) es concava.

Normalizamos, definiendo : [0, 1] — [0, 1] como

Af
La funcién v es a su vez creciente y céncava y por (i) tenemos en [0, 1] la probabilidad
binomial definida en el Corolario 1.b.24. Observamos también que, puesto que f es
creciente, podemos elegir f(%) como mediana de f (y w(%) como mediana de ).
Estamos en condiciones por tanto de aplicar dicho Corolario:
t2n
8A2f

P{IF =Myl > ) = P = 0(3)| > 37} < e

siempre que t < Af. Pero si t > Af el suceso que estamos estimando es vacio y la

desigualdad trivial.

/1]

Observacidn. Si comparamos la desigualdad (10) con las anteriormente enunciadas

(1),(2),(4) y (5), es inmediato comprobar que para cualquier extensién convexa de f

(1) Sit<p<2

y de aqui

Es decir, salvo las constantes numéricas la desigualdad (10) es mejor que (1),(2)

y (5).

Un ejemplo de funcién donde la mejora es substancial es f(n) = log (1 + Z ni)
i=1
Para tal funcién Af =log(n + 1) y (10) proporciona

t°n

P — M| >t <exp——m5——
(U = My > 1) S e i



Por otra parte es inmediato comprobar que para todo 1 < p < 2, g, = log2. Por

tanto, para todo 1 < p <2yt >0,

t’n < t2 t2 - t?
log”(n + 1) log2n7s =+~ agn%_l N &gn%_l

con lo que (10) es notablemente mas ajustada que (1), (2) y (5).

(2) Si2<p< o0

Af _ Af
%_nl/Pn

Esto hace que también en este caso (10) sea mejor que (2). En cuanto a (4), la
dependencia respecto de n es mucho mejor en (10) y no podemos asegurar nada de

la dependencia en t.

Concluimos el capitulo estudiando lo que ocurre si eliminamos la restriccion de
concavidad. En este caso tenemos desigualdad de desviacion, no de la funcién f sino
de su restriccién a {0,1}" (con k > [5] ) consistente en hacer nulas las tltimas

coordenadas.

Notacién. Para todo k < n denotamos por iy, la inclusién iz: {0, 1}* < {0, 1}" dada

por ik((m,...,nk)) =(M,...,Nk,0...,0)

Lema 1.b.26. Sea 1:[0,1] — [0, 1] una funcién no decreciente. Para todo 0 < e <1

existe a = a(e, ) € [;11, %] tal que

Sat o] = [Y() —v(y)| <e

x,ye[a—g 3

. s € ., .
Demostracion: Llamar § = 3 Por ser ¢ una funciéon no decreciente, > 0 y

P(1) <1

1/2 1/246 1/2—6
[ W@+®—www»ﬁ=/ ¢@m—[ () dt

/4 1/4+6 JA—5
1/246 1/4+6 1/246
:/ w(t)dt—/ w(t)dtg/ W(t) dt < 20
1/2-6 1/4—6 1/2—6



Por tanto existe a € (1, 3) tal que ¢¥(a +6) — ¥(a — §) < 84 = &; (si no fuera asf
tendriamos
1/2

1/2
/ [w(t+5)—¢(t—5)]dt>/ 85 dt = 26
1

/4 1/4

contradiccién). Por el crecimiento de ¢ podemos concluir
ry€la—9d,a+0] = |Pr) -9y <8i=¢

/1]

Teorema I.b.27. Sea {0,1}" con la probabilidad de contar IP, y F una funcién
F: {Oal}n — IR tal que para todo 7777], € {0,1}71’ ||77||1 < ||77/||1 = F(U) < F(U/)
Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) > [g] tal que la funcion f = F o1y verifica

t°n

P{|f — Ms| >t} < 2exp —————
{f = My >t} <2exp 3RATE

Demostracién: Extendemos F' al intervalo [0,n] de manera que la nueva
funcion siga siendo creciente denotandola con la misma letra F. Normalizamos,

definiendo #: [0, 1] — [0, 1] como

F(xn) — F(0)
Sea ¢ = ﬁ. Observar que sit > AF (> Af), la Elesigualdad es trivial pues el suceso
es vacio, por tanto podemos suponer 0 < ¢ = AR < 1. Seaa € [i, %] el elemento

asociado a ¢ y € segun el Lema 1.b.26.. Tomar k = [2an] > [%}

n k
Por hipétesis, F' (resp f) es de la forma F(Z n;) (resp f(z ni)); por tanto
i=1 1

1=

k
podemos tomar como mediana de f, My = f([ﬂ) y

k k t

ri- 01> 0= pls - (G1) |0 =Ps (5] > 35

07 -yl >0y = PHls - £(5)] > 8 = Pl -0 (5 )| > a5
1l t‘k ‘ ]k—?an\<1 ttke[ £ +5],1<5
aramente, | — —a| = ——— < — por tanto — € [a— —,a+ —|si — < —
12 on —on P 2n 16" 16" 2n ~ 16
0 equivalentemente si n > —. Esta es una restriccién sobre la que volveremos mas

€

tarde.



8
Por consiguiente, si n > — el Lema [.b.26. asegura que
€

W(Zf:ﬁ?i) _¢< k

g
>‘>s:>’ZZ 177Z—a’>—

n 2n 8
y asi,
S ’ € ‘Zf_l ik ‘ £ ‘Zf_l ik €
= > - = | == — —— > = | — | > =
n 8 n 2n +‘ 2n| 8 n 2n 16
. 8
Por tanto, si n > — tenemos
€
k t SE om k 202
P (1)1 > g < | E - £ e
v —v 2n > AF} =< IP{ n 2n 16AF} -  128kA2F
< t2n <9 t2n
ex ex
=P TogAzE = P T oA

Hemos usado la desigualdad de Amir-Milman (1’) asi como la relacién trivial % > 1.

Para concluir observemos que la restriccion n >

no es tal. En efecto, si

n < entonces, teniendo en cuenta también que t < AF,

2

128A2F =

1
>2exp—— > 1

9 tn
eXp 128AF 16

> 2exp —
y la desigualdad es trivial.

/1]

Observacion. En las aplicaciones que haremos de este resultado daremos a la

restricciéon n > un significado distinto. Por comodidad enunciamos también el

Teorema 1.b.27. de forma mas proxima a su uso porterior.

Teorema I.b.28. Sea {0,1}" con la probabilidad de contar IP y F una funcién
F: {07 1}n — IR tal que para todo 77777, € {071}n7 H77H1 < H77IH1 = F(77) < F(n/)
Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) > [g} tal que si n > — la funcion

f = F o1y verifica
t’n

- M < S
P{If = My| > 1} < exp— oo



Las tablas a continuacién resumen las desigualdades de la seccion.

Sea 2 = {0, 1}" equipado con la probabilidad de contar IP.

FUNCION DISTANCIA P{|f—Ms|>wele)}
9 2
Q=R SQGXP—% (3)
Qcoy
2
f:rconv Q) — IR , convexa <4 exp _Z_n 9)
2
[ Q— R SQGXP—% (3)
QcCy
2
f:rconvQ — IR | convexa < 4 exp —% 9)
2
Q- R §2exp—% (3)
QC/ly,2<p<oo
p
frconvQ — IR | convexa <4 exp _% (8)
2
fQ— R §2exp—7 (3)
QcCly,1<p<2
2
frconv Q) — IR , convexa <4 exp— c (9)

4An2/p—1




Sea 2 = {0, 1}" equipado con la probabilidad de contar IP.

FUNCION DISTANCIA P{|f—-M;|>t}
2t2
Q2 — R <2exp——— (1)
o3n
Qcey
2
ficonvQ — IR, convexa <4 exp— (5)
402n
2t2
fQ— R <2 exp——— (1)
Qcy
t2
frconvQ — IR | convexa <4exp———> (5)
402
2t2
Q=R <2exp——5— (1)
on
QCly,2<p<oo
P
: Q— R <4 - 4
frconv ) — IR , convexa exp — — (4)
2t2
fQ— R <2exp——— (1)
o3n
Qcly,1<p<2
t2
frconv) — IR , convexa <4 exp oy (5)
. , t2n
fQ—R creciente, céncava < exp (10)




CAPITULO I1
II.a. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

En este capitulo vamos a dar respuestas a la siguiente cuestion:

Cuestién Il.a.1. Dado (FE,| - ||) un espacio r-normado de dimensién dim E =
n, y € > 0, estimar el maximo N = N(e,n,E) tal que ({—1,—|—1}N,poo) estd
(1 + ¢)-incluido en E. (Esto tltimo lo denotamos en 0.b.20. mediante el diagrama

(—1,+1}Y & R).

Observacion. Observar que a la vista de las definiciones 0.b.19. y 0.b.20., la ex-
presién M iy Ve es equivalente a que exista una funcién f: M — M’ inyectiva tal
que

plz,y) < p'(f(2), f(y)) < (L+¢) pla,y)

Vz,y € M.

.. .. 1+ . . 14¢’
Observacién. Trivialmente M <5 M’ implica M <> M’ para todo & > e.
Utilizando este hecho, junto con la observacion anterior, es facil comprobar que
1+ ) . .,
M E M Ve>o0es equivalente a que para todo 0 < £ < 1 exista una funcién

f: M — M’ inyectiva tal que

(1 —e)pla,y) < ' (f(2), f(y)) < (L+2) p(z,y)

Vz,y€e M.

Las dos observaciones anteriores junto con el hecho p((€;), (€})) = 2, para todo
(i) # (}) , (1), (€}) € {=1,+1}¥, nos permiten reformular la cuestién ILa.1. de la

(2

siguiente forma:

Cuestiéon Il.a.2. Dado 0 < e <1y (FE,| -|) un espacio r-normado de dimension

dim E = n, estimar el maximo cardinal Ny = Ny(e,n, E) de los subconjuntos T de



E que verifican

l-e<|lz—y||<14+e Va#yeT

En efecto, dado 0 < e < 1y E, dimE = n, si existe N = N(g,n,E) tal
que {—1,+1}" &Y E entonces el conjunto T' = f({—1,+1}") C E hace que sea
N; > 2N A la inversa, si existe un T C E de cardinal N; verificando (%), entonces

{—1, 1} gz M] S E y por tanto N > [log, N1].

Notacién. A la hora de referirnos al nimero N; que aparece en la Cuestién I1.a.2.,
omitiremos el subindice 1. También a partir de ahora los logaritmos seran neperianos

(v no en base 2).

Observacion. La Cuestién Il.a.2. expresada en lenguaje geométrico dice lo si-
guiente: “Dado un espacio r-normado E determinar el nimero de puntos que pode-

mos encontrar que estén (salvo un error €) a igual distancia uno de otro”.

Comentario II.a.3. Es conocido, ver [Pet], un resultado general para inclusiones

isométricas, es decir para € = 0. Dicho resultado dice que, para todo n € IV,
min(4,n+1) < N <2"

y mas ain N =2" & E =00

Comentario II.a.4. Una version infinito-dimensional de la Cuestion Il.a.2. es
conocida (ver por ejemplo [Do|, Lema 3.4, donde el autor consideraba espacios F
mas generales). El enunciado trasladado a nuestro contexto es el siguiente: “Sea E
un espacio r-Banach de dimension infinita. Para todo 0 < € < 1, existe una sucesion

infinita de puntos {z,} C E tal que

l—e<|zi—2;|<l4+e Vi£jeN



Al tratar con espacios r-normados es conveniente manejar || - ||” en vez de || - ||.

Por esta razén necesitamos el siguiente lema:

er

Lema II.a.5. Sea F un espacio r-Banach y T C E. Sean(0 <e <1y d = ST

Si
1-6<|jlz—y|"<1+d Vz#£yeT

entonces T' verifica (x).

Demostracion: Observar que también 0 < § < 1. La demostracién se reduce a
utilizar propiedades de niimeros reales. En efecto, con los valores € y  dados tenemos
que probar que |[t" — 1| < § = |t — 1| < e, t > 0. Aplicando el Teorema del Valor

Medio a la funcién f(t) = t'/" resulta,

1/r—1 1/r—1 1/r—1
& < 5(1 +96) < 62 .

T r

[t =1 = [t" =1

/1]

El primer resultado nos dice que N no puede ser demasiado grande; en concreto

ha de satisfacer una relacién de la forma

n > Cl(e,r) log N

Proposicién I1.a.6. Sea (E, | -||) un espacio r-normado de de dimensién dim E = n
vy0<e<l1l. SeaT C F tal quecard T =N y

l-e<|lz—y||<14+e Vaz#yeT

entonces

1/r 1/r
— &

log N < log (

Demostracion: Sin pérdida de generalidad suponer 0 € T'. En las afirmaciones

1
posteriores usamos la desigualdad 2. de 0.b.. Por hipdtesis las bolas B (x, 21—;),



21/r 1 21/7‘_1
+ +2( )6) Por

x € T son disjuntas y estan todas contenidas en B (0,

1— 2L/ 41 4 (2V/7r —1
ZvolB(a;, 26)§VOIB(O, + +2( )5>

tanto,

zeT
vol (-) denota la mediada de Lebesgue en IR" y estamos identificando E con IR". Por
ser conjuntos disjuntos y por las propiedades de la medida Lebesgue,

_ 1/r 1/r _
NvolB(O, 121—/5) gvolB(Q2 +1+2(2 1)5)

o0 sea,

1—e\" oU/r 114 2V —1)e\"”
N<21—€) volBE§< i +2( )5) vol By

simplificar y finalizar tomando logaritmos.

/1]



II.b. INCLUSION DEL /(7 -CUBO EN ESPACIOS r-NORMADOS
CON BASE 1-SUBSIMETRICA.

II.b.1. Caso E = /(7}.

Comenzamos con este caso particular por que no tiene complicaciones técnicas
y €éllo hace que el esquema de la demostracion, que basicamente vamos a repetir a lo

largo del capitulo, se vea con claridad.

Teorema II.b.1. Para todo 0 < € < 1 existe un subconjunto de N puntos T =

{z1,...,zn} en (7 de forma quel —e < ||z; —x; |1 <1+e¢€, Vi# j, siempre que

4
n>€—210gN

n

Demostracion: Sea 0 < € < 1. Sea la variable aleatoria & = Z g; e; donde ¢;
i=1

son variables aleatorias i.i.d. de Rademacher. Sea £ una copia independiente de &,
n

ie. ¢ = E 5§ e; con € v.a.ii.d. de Rademacher independientes de las ¢;.
i=1

Observar que, en distribucién, |e; — &} 4 2n; donde n; son v.a.i.i.d. tal que

1
P{n;, =0} =P{n, =1} = 5 por tanto

n n
d
IE=€l=> lei—cj|=2> m
Claramente, FE|¢ — &1 =n.

Queremos calcular la probabilidad del suceso
{[IE=¢€l - Bl =&l | > BllE—&1}

n 2
P{| =&~ Bl €' | > e Bl €'} = P{|2)_m—n| > en} < exp——-

=1

para el tltimo paso hemos usado la desigualdad de Amir-Milman (I.b.13. (1’)) con
- Il

n

la funcién f = Es inmediato observar que en este caso también My = n



pues la variable >_" | 7; es simétrica respecto de su esperanza (ver Definicién 0.a.2.

Observacién ii).

Consideramos ahora un nimero N de copias independientes de & , &1,...,&N.
Para cada una de las (];7 ) parejas que podemos formar podemos repetir los calculos

anteriores. Se trata ahora de determinar N de tal forma que

P& =&l —El& =&l | <eBl& =&, Vi#j} >0

Asi aseguramos la existencia de un elemento w en el espacio de probabilidad

para el cual

El& =&l (T —e) < &iw) = &§(w)lh <A +e) Ell&G =&l Vizj

§i(w)

y los puntos x; = cumplen la tesis del teorema.
n

Para concluir por tanto, sea

Aij=A{w!|l& =&l — Ell& =&l | > e Ell& — &}

Estamos interesados en el suceso: ﬂ Af ;, donde A7 ; = Q\ A; ;

INE
1<i<j<N
P{ (] 4l=1-P{ |J A}z1- > P{4;}
1<i<j<N 1<i<j<N 1<i<j<N

y asi )
N e‘n
P{ ﬂ Af i} >0=1- (2> exp ——— >0
1<i<j<N
, : : 4
y ésto es cierto sin > — log N . ///
€

Observacion. El caso 0 < p < 1 se reduce de forma inmediata al p = 1 considerando
la variable [|{ — &'||b. Teniendo ademds en cuenta el Lema IL.a.5. obtenemos el

siguiente



Corolario II.b.2. Para todo 0 < ¢ < 1 existe un subconjunto de N puntos T =

{w1,...,zn} en £, 0<p<1,deformaquel —e<|x—wzjl,<l+e, Vi#j,
siempre que
4l/p
n>p2€2 log N

///

IL.b.2. Caso E =/, ,1 <p <oo.

La forma mas rapida de resolver nuestro problema cuando E = [} es proceder

como en el caso p = 1 y usar la desigualdad de desviacion del Corolario 1.b.25. con

Zn ) i 1/p 1 1/])
la funcién f:{0,1}" — R, f = (l;l> y My = (5) . Asi se logra una
n

estimacion n > — logN. La razon de considerarlo por separado estd en que la
€
demostracion de II1.b.3. contiene informacién adicional sobre las inclusiones; vemos

A n
qué ocurre cuando nos acercamos a {7, (p — 00)

Teorema II.b.3. Para todo 0 < € < 1 existe un subconjunto de N puntos T =
{w1,...,en} en £, 1 <p<oo,deformaquel —e < ||z; -z, <l+e, Vi#j,

siempre que

. 1
1) Sl e < m
1
TP
ii) Sie > IV
n > 8 log N
Demostracion:

n
Sea <e < 1. Comoenelcasop=1,sea& = Z g; e; con €; variables aleatorias
i=1

n
i.i.d. de Rademacher y & una copia independiente de £, ¢ = Z e’ e;. Fijdndonos
i=1



en la distribucién de |g; — €;|P deducimos

n 1/p n 1/p
e — €], = (Dei —eé|p> iy (Zm)
i=1 i

1
donde n; son v.a.iid. tal que P{n; =0} = P{n; =1} = 3
zn i 1/p 1 1/p
La mediana de la funcién f = (ﬂ) es My = (5) , (ver Definicién
n

0.a.2., Observacién iii)), y medimos la desviacién de f respecto de élla.

Plle-¢l -2 (2)" [>e2 (M)

() -6 ()

Caso i).
1 p2l/p
Sie < —/7~ sead = e (= & < ). Por el Teorema del Valor Medio,
p21l/p 4
1
para cierto € (= — 0, = +9)
2 2
n n 1/ 1 n
Zi:l n; . l’ <5 ’ Zizl Un P N 1 /P < 161/1"_1‘ Zi:l i . 1‘
n 2 n 2 “p n 2
5 5 g4i-1e NP
< < < == €
pO e T p (5 o)t/ p (2)
Por tanto,
n /p 1/p 1/p n
Z‘—lni ! 1 1 Z‘_ i 1
P ‘ Lvi=1 10 —( = ‘ Z < P ‘A__‘ < —9on82
{ ( - 5 >e |5 < IP{ - 2>(5}_exp no

usamos al final la desigualdad de Amir-Milman, I.b.13. (1’). Concluir ahora como

en el Teorema II.b.1. y sustituir § por su expresion en e.
Caso ii).

. 1 .
Sie> YV tomar § = i y, razonando como en el Caso i),
b

r(B5m) " (3) 15+ ()12 m1iBn s by

n



/1]

Observacién. El Teorema I1.b.3.(ii) nos dice que para todo error €, hay un p suficien-

n
temente grande (es decir £ suficientemente cerca de /7,,) tal que encontramos exp 3
puntos a, aproximadamente, la misma distancia uno de otro, que son esencialmente

los puntos que existen en (7 a igual distancia (¢ = 0).

Corolario IL.b.4. Sea0 <e <1y 1 <p<oo. Existe una constante C = C(g,p) >
0 tal que para todo n € IN existe un niimero natural N > C'n tal que el /% -cubo

estd (1 + ¢)-incluido en el £};-cubo.

Demostracion: Notar que el conjunto T esta formado por puntos de la forma

2 io1€iti
M
T estd 1-incluido en el £} cubo {—1,1}" y como vimos en la introduccién del capitulo,

el Teorema ILb.3. implica que {—1,+1}1°82 N eg decir {—1, +1}1°™ estd (1 + ¢)-

donde M es una constante que depende tinicamente de n y p. Claramente

incluido en T'.

/1]

Observacion. De esta forma el Corolario II.b.4. mejora el resultado obtenido en

[B-M-W], Teorema 6.6., donde se consiguen inclusiones de orden N > C'n'/3,



I1.b.3 Caso 1-subsimétrico.

Teorema II.b.5. Para todo 0 < r < 1 existe una constante C' = C(r) > 0 tal que,

para todo 0 < € < 1 y para todo espacio r-normado E de dimension dim E = n,

con base 1-subsimétrica normalizada {eq,...,e,} existe un subconjunto de N puntos
T ={x1,...,xn} en E de forma que 1 —e < ||a; —z; || <1+4¢€, Vi# j, siempre
que
C
n > 2 log N

n
Demostracién: Sea F(n) = || Znieiﬂr, V' n = (n) € {0,1}". Por tratarse
i=1
de una base 1-subsimétrica, F' es una funcién creciente en el sentido del Teorema

I.b.27. Extendemos linealmente F' al intervalo [0,n] y normalizamos definiendo

= 1].
Y) = e [0,1]
k
Para todo 1 < kK < n, sea £ = Zsi e; con g; variables aleatorias i.i.d. de
i=1

k
Rademacher y ¢ una copia independiente de &, ¢ = Z&?; e;. Claramente por la
i=1
1-incondicionalidad de la base,

k
d
lE=€1m =27 1> mell”
1=1

1
donde 7; son v.a.ii.d. tal que P{n; =0} = P{n;, = 1} = 3 Equivalentemente con

la notacién introducida en el Teorema 1.b.27,

le =€ L2(Foig(n)=2f(n),  n=(m)e{0,1}F

n
Fijar 0 < ¢ < 1. Para tal ¢ tomar el numero k > [5] determinado por el

k k
Teorema [.b.28 y considerar las variables aleatorias £ = Zei e;y & = Zsé €;.
i=1 i=1
8AF
Entonces el Teorema [.b.28 asegura que si n > AL
eMy

2 2
€ an

P{|]|¢ =& || —2My | >2eMyp} = IP{| f — My| >5Mf}§exp——128A2F



M2
Resta tinicamente encontrar una buena cota inferior del cociente A2J1; . Para
k
éllo tomar como mediana de f a My = f(i) (Definicién 0.a.2., Obs. iii)); de esta
forma )
My
o = ()
Puesto que la funcién ¢ es no decreciente y k > [g} > ; resulta,
k -1 1
2 2 S 2 (2
ey s e (= e

(la ultima desigualdad se cumple siempre que n > 2 lo cual no es una restriccién).

La funcién 1 asociada a toda r-norma 1-subsimétrica verifica

$p(279) > 270D =01, ...

1 1
En efecto, s.eam>0ta1queE < =< mt

57 . Sin < 29, es decir si m > 1 resulta,

por ser norma 1-subsimetrica,

m—+1

1< IIX:e I" < 2] Z eil” < 2”1||Zez I"

1 :
por tanto, (27 ) 7/}( ) = 9it1 Si por el contrario n < 27, es decir si m = 0

hay que razonar de dlferente manera. Para éllo recordar que la funcién ¢ es la

interpolacién lineal de otra funcién definida en los puntos {0, X ,1}; es inmediato

,n,...

L y puesto que Af < n, (277) >

comprobar que si z € [0, E] entonces Y (z) = NG

. 1 1
277, En cualquier caso, y volviendo al problema original conseguimos w(g) > 6
Resumiendo los calculos arriba realizados tenemos que si n > entonces ,

EMf

™ ' ' 62”
JP{|H€_§/H _2Mf|>2ng}:P{’f_Mf|>€Mf}§eXP—7

Tomando &1, ...&y copias independientes de £ y concluyendo de la forma ha-

bitual, hay un w elemento del espacio de probabilidad, tal que los correspondientes



§i(w : : . :
puntos x; = 5 satisfacen la tesis de teorema. La relaciéon entre n y N viene

N e2n <1
exp ———
9 ) P76

dada por

C
y es facil comprobar que ésta se cumple siempre que n > — log N. Finalizar usando
€

el Lema I1.a.5.

Queda por analizar la restriccion n > S exigida en la demostracién. Veremos que
en realidad esté incluida en nuestro resultado. Podemos suponer N > 3, pues siempre
existen dos puntos a igual distancia uno de otro en cualquier espacio r-normado.
También la constante C' se puede tomar > 8; por tanto si N > 3 —
8
o

<1
log N Y

, C C
asi, n > =logN = n> — >
g2 €

/1]

Corolario I1.b.6. EI cubo de (" se incluye (1+¢) en todo espacio r-normado finito

dimensional E¥ con base 1-subsimétrica siempre que
) C
dimE > —=n
22

C es una constante absoluta.

/1]

El Teorema II.b.5. se puede generalizar facilmente a ciertas sumas directas de

espacios con base 1-subsimétrica.

Notacién. Sean E;, ¢ = 1,...,m espacios r-normados con base 1-subsimétrica

m
normalizada de dimensién n;. Construimos el espacio F = (@EZ) o, donde la 1-
1 oo

norma viene dada por ||z | = sup |z, ~con x = (21,...,2,) € E. Observar
1<i<m
que el espacio F tiene base 1-incondicional pero no 1-subsimétrica. La dimensién E

m
esdimFE = E n;
i=1



Con esta notacién podemos ya enunciar el siguiente resultado:

Corolario II.b.7. Para todo0 < r < 1 existe una constante numérica C = C(r) > 0
tal que, para todo 0 < e < 1 existe un subconjunto de N puntos T = {x1,...,xN}

en E de forma que 1 —e < ||x; —z; |1 <1+¢, Vi#j, siempre que

dim £ > %logN
€

Demostracion:

Sea 0 < ¢ < 1. Por el Teorema II.b.5. para cada ¢ existe un conjunto T; de

puntos en F; de cardinalidad NV; tal que
1_6§Hxi_yi||Ei§1+6 zi,yi €T;

: C : :
siempre que n; > — log N;. Considerar el conjunto
€

m

T=1[7={(@rs, - x,) | 2h, €T}

=1

Tenemos card T'= N; ... N,, y para todo par de puntos distintos x,y € T

Iz —yll,= sup |2k — vk, |5,
1<i<
por tanto,
l—e<||lz—vyl,<1+¢ x,y€eT

y las estimaciones sobre N; nos dan

e?n; e?2dim F

N; < exp c Vi=cadT = N;...N,, <exp C

/1]

Observacion. En los resultados obtenidos en esta seccion la relacién entre n y N,

para ¢ fijo, es la mejor posible, segin vimos en la Proposiciéon Il.a.6. ie. n ~

C(e,r)log N.



II.c. INCLUSION DEL /7 -CUBO EN ESPACIOS NORMADOS.

La demostracion del Teorema II.b.5. utiliza de manera crucial la 1-subsimetria

de la base; ello nos permitia conocer la distribucién de la variable || — &' || y asi

reducir el problema al caso ¢} y subsiguientemente a la desigualdad de desviaciéon de

Amir-Milman para una funcién muy sencilla. Sin embargo el proceso no se puede

repetir incluso en el caso de tener una base, por ejemplo, 2-subsimétrica.

No obstante, las desigualdades expuestas en el Capitulo I nos van a permitir

extender la clase de espacios para la cual hay respuesta positiva a nuestra cuestién.

La situacién en el caso general sera la siguiente:

(i)

Dado el espacio E de dimensiéon n y 0 < € < 1, elegimos convenientemente una
n

base {e1,...,e,} y definimos la variable aleatoria £ = Z €; e; con g; variables
i=1
aleatorias i.i.d. de Rademacher; tomamos & una copia independiente de . La

variable || £ — & || tiene distribucién
d n
le=¢ =21 > mel
i=1

y

N | =

donde 7n; son variables aleatorias i.i.d. con distribucién, P{n; = 0} =
1
Pin=1}=P{n=-1}=.

Metrizar {—1,1,0}" convenientemente dotandole de la probabilidad producto.

Para un cierto valor A, necesitamos estimar la probabilidad
PLI§ =& —24] > e2A} = P{| f — A| > €A}

donde la funcién f:{-—1,1,0}" — IR estd definida como
fm) = Zm e; || para n€{-1,1,0}"
i=1

El valor apropiado de A serd My 6 IE(f) y la clave estara en relacionar el valor

eM con la constante de Lipschitz o el modulo de continuidad de f.



(ili) Una vez conseguida una buena desigualdad de desviacién concluiremos como
en la seccion anterior repitiendo el proceso con N variables aleatorias i.i.d.

{X1,...,Xn} y estimando N de tal forma que el suceso
{[I& =&l —A[<eA, Vi#j}

tenga probabilidad positiva.

Observacion. El problema puede ser replanteado de forma que la funcién f esta
definida sobre un espacio métrico producto equipado con la probabilidad de contar.

Aunque no explotaremos esta idea, es interesante detenernos un poco en ella.

Sea {a1,as,as,as} dotado con la probabilidad de contar p(a;) = }1 i=1,...,4
y la métrica p(a;,a;) =1,V i # j. Definimos ¢:{a1, az,as,as} — {—1,1,0} como
pla1) = p(az) =0, plaz) =1, p(as) = —1. Al pasar al espacio producto considera-

mos las métricas p(r.y) = 3 plaiye), 2.y € {araz,az,a)" ¥ {~11,0}" C £7:
i=1
tanto en {—1,1,0}" como en {a1,as,as,as}™ entendemos que estamos tomando la

probabilidad producto que denotaremos con las mismas letras P y p. Denotar

también & = p Q) ... Q) ¢.

Dada f:{—1,1,0}" — IR es sencillo comprobar que
(1) P=pod!
(2) M= Moo
(3) wroa(t) Sws(2t) vy of <ogor <207
Por tanto,
P{If = Myl > wp(t)} < p{If 0 @ = Myeal > wroa(5) }

y analogamente con las desigualdades en las que interviene la constante de Lipschitz.



Il.c.1. Los resultados.

En los resultados a continuacion obtendremos la relacién 6ptima entre n y N
i.e. n > C(e) log N. Estaremos también interesados en encontrar la mejor funcién

C'(e) posible.

Notacién. Para todo K > 1 y toda funcién 1: (0,00) — IR™ tal que lim +(t) = 0
t—0

denotar por S(K) la familia de los espacios normados de dimensién finita con base

K-simétrica normalizada y

5@5E25D<uMQ,Vt>O}

E(K,v) = { B € S(K) | gt <

Teorema Il.c.1. Sea K > 1 y @ como arriba. Para todo 0 < ¢ < 1, existe
C(e,K,®) > 0 tal que para todo E € £(K,v) existe un subconjunto de N pun-
tos T = {x1,...,on} en E de forma que 1 —¢ < |z; —xj|1 < 14+¢, Vi # j,
siempre que

dim E > C(e, K,¢) log N

Demostracién: Suponer que £ = (eq,...,e,) donde {e;}} es una base K-
) 9 1

simétrica normalizada de E. Considerar 2 = {—1,1,0}" como subconjunto de ¢7.

Es claro que diam {0,—1,1} = 2. Sea { = Za‘i e; donde {g;}7 son v.a.ii.d. de
i=1
Rademacher. Sea £’ otra i.i.d. copia de £. Claramente

d n
1€ =€ =21 me |l
i=1
donde {n;}}" son variables aleatorias i.i.d. con distribucién
1 1
Pin=0t=5 v Pim=1}=P{m=-1}=7

n
Definimos por tanto f:{—1,1,0}" — IR como f(n) = || Zm eil| v asi,
i=1

P{|||€ =&l —2My| > 2eMy } = IP{|f — My| > My}



Por el Comentario 0.b.7., existe una norma || - ||o en E de forma que {ey,...,e,} es

1-simétrica, normalizada y

|| < J|zllo < K||z|| VzeFE

Necesitamos encontrar acotaciones para My y wi(t). Para éllo demostraremos que

(a)

(b)

My > 1K=\(n)
w1(0n) < CKA([on]) , VO <d <1
En efecto,

n
Sea ¢:Q0 — IR definida como g(n) = || ZnieiHO; puesto que en esta nueva
i=1

norma la base (e;) es 1-simétrica normalizada es claro que g(n) = || Z Inileqllo-

k
Escribimos A\g(k) = || Zmeiﬂo para todo 1 < k < n y claramente M, = )‘O(g)
i=1

1
sinespary My, = )\O(n ) si n es impar; y por la desigualdad triangular y

de nuevo la 1-simetria de la base 2M,; > A\¢(n). Para terminar

1
My> K 'M, > 5K—lA(n)

Sea ¢; = n; —n; ¢; puede tomar valores 0, +1, +£2. Sean

={i:lel=2) v B={i:lel=1)

Observar que ||n—n'||1 = 2card A+card B. Dados 0,1’ € Q tal que ||n—1n'||; <
on,

() !<HZ — ez\!<HZ\m mil €illo

= || ZQ@Z- + ZeiHO < 2)\p(card A+ card B)
icA icB
<2)Xg(2card A+card B) =2X(||n—17"]]1) < 2K \([6n])

y asi  wi(dn) < 2K A([dn]).



Dado 0 < e < 1,sea 0 < ¢§ < 1 tal que ¢(9) < ﬁ . Entonces
w1 (6n) 2 A([0n]) 2
——~ < 4K ———= <A4K*yY(d) <
My = Ay SAEVO) <€

luego e My > wy(0n) y usando la desigualdad (3) del Teorema I.b.13,
P{|f = Mg| > eM} < P{|f — My| > wi(dn)} < 4 exp —Cnd”
Para finalizar, repetir el razonamiento efectuado en Teorema II.b.1. con N variables

& .
~1...N
oM,

aleatorias i.i.d. &i,...,&ny. El conjunto T formado por z; =

satisface la tesis del enunciado.

/1]

Observacion. Como vimos en la seccién anterior, Teorema II.b.5., para K = 1
existe una funcién C(K,,e) independiente de toda funcién de control 3 con lo
que encontramos una soluciéon positiva al problema para todo espacio con base 1-
simétrica; recordar que en ese caso podiamos tomar C(K,,e) = Ce~2, C constante

numérica.

Observacion. Ejemplos de familias de espacios verificando la condicién dada en
Teorema II.c.1. son: los espacios de Orlicz de sucesiones £ donde ¢ es una funcién
de Orlicz que satisface la condicién Ao en cero, los espacios de Lorentz de sucesiones
E=d"(w,p),conl <p<ooyw= ("), 0<r <1, etc.. Es facil ver que en el

caso particular de espacios K-isomorfos a £, la estimacion que se obtiene es

CKQ 2q,
n>C’( 5 ) log N

donde g,, es el coeficiente de Simonenko de ¢ (ver Definicién 0.b.5.); sin embargo esta

dependencia puede ser mejorada. Antes de verlo necesitamos el siguiente conocido

lema cuya demostraciéon puede consultarse en [Ma]:

Lema Il.c.2. ¢ una funcion de Orlicz que satisface la condicion Ay en cero. Sean

Dy ¥ qp Sus coeficientes de Simonenko. EntoncesV 0 <a <1yt >0,

atp(t) < pat) < P2 (i)



Teorema Il.c.3. Sea K > 1. Sea ¢ una funcién de Orlicz verificando la condicién
Ao en cero. Existe una constante numérica C' > 0 tal que para todo 0 < e < 1y
todo espacio normado n-dimensional E, K-isomorfo a {3, existe un subconjunto de

N puntos T = {z1,...,zy} en E de forma quel —¢ < ||x; —x; |1 < 14¢, Vi#j,

AK qwmax{l,pl}
n>C ( ) ’ log N

siempre que
€

Demostracién: Considerar Q2 = {0, —1,1}" como subconjunto de E;‘w. Clara-

mente diam {0, —1,1} = 2. Sea {x1,...,z,} una base de E tal que
Iai)lle < 11D aszille < K |l(ai)ll,
i=1

Sea f(n) =Y mzillg, Vn € Q. Denotar por f la extensién convexa natural de
faconv Q, ie f(x)=|Yi,azl|e, Vo= (a) € conv Q. Por definicién de la
norma en {7, es inmediato ver que para todo 1 <k <n, A(k) = || Z eilly =

_l(k)

! es la funcién inversa de ¢. Por tanto, y razonando como en el Teorema

donde ¢~

anterior es claro que
1
My > 1
2671 (3)
Para todo 6 > 0y (a;), (a;) € conv Q tal que [|(a; — a;)||p, <0,

[ ((a:)) = F((@i)] < l(ai = a5)llm < K[[(ai — a3)ll,

De nuevo, por definicién de la norma en £7; y el Lema Il.c.2.,

<5ﬁ¢( 2 )
—2pe T\ [(ai = a)lly

por tanto, para todo ¢ > 0 y despejando ||(a; — a;)||,,

-2+ (s

o

- 2K
wpap (5) S S0_1 (gpg;)
P




de
Dado 0 < € < 1, sea § > 0 tal que 6P¢ = 2P¢ <%> n. Por el Lema Il.c.2., es

e | 2be >l
Plag? \sro )| = n

y de aqui, @, (6) < eMy. Para concluir haremos uso del las desigualdades del

inmediato comprobar que

Comentario I.b.17. Si p, > 2,
- € \qoM
P{|f = My| > eMy} < P{|f = My| > @y (0)} <4 exp—(32)" 7

y sip, <2

g | Z2
P{|f = My| > eMs} <4 exp—(57) ™

Concluir como en el Teorema anterior. ///

Observacién. Hacemos notar que cuando g, < 2 podemos obtener una mejor de-
pendencia respecto de € debido a que en ese caso £ es de cotipo 2 (ver Corolario

I.c.9. més adelante).

También podemos mejorar las estimaciones en el caso de espacios de Lorentz

de sucesiones con w = ¢~ "

k
1<k<mn, k) =] Z €illan (w,p)y ~ Km,k:%_% y de aqui se deduce inmediatamente
i=1

, 0 < r < 1. En efecto, no es dificil ver que para todo

At n))
A(n)
N dada por el Teorema Il.c.1. es

que < C’r’pt%_g = 1 (t). Es facil comprobar ahora que la relacién entre n y

K2 i—r
n > Cp’r,a <?> 10gN

La mejora de la dependencia respecto de ¢ es el contenido del siguiente

Teorema Il.c.4. Sean 1 < p < o0, 0 < r <1y K > 1. Para todo q > 1L
—r

existe C' = C(p,r,q) > 0 tal que para todo 0 < ¢ < 1 y todo espacio normado
n-dimensional E, K-isomorfo a d"(w,p) con w = (i~")I"_,, existe un subconjunto de

N puntos T = {z1,...,zy} en E de forma quel —e < ||z; —x; |1 < 14¢e, Vi#j,

K max(2,q)
n>C (?> log N

siempre que



Demostracién: Considerar Q = {0,—1,1}" como subconjunto de £;. Sea

{z;}?_, una base de E tal que

(@) lan ) < 1D aswille < K [[(a0)llanw.p)

i=1
Sea f(n) = || 20, miwillg, ¥V n € Q. Denotar por f la extensién convexa natural de
faconv Q, ie. f(z)=|>r  azille, Vo= (a) € conv Q. Por los comentarios

anteriores es claro que

=
IR

MfZCn

Para todo 6 > 0y (a;), (a;) € conv Q tal que ||(a; — a})|l; <9,

[ ((a:)) = F((@p)] < l(a; — ag)l|e < K[[(ai — a})llan @ .p)

. Es facil ver que la

1 1
Para abreviar llamar b; = a; — a;. Sea ¢’ tal que — + — = —
q g p

condicién q > 1 P implica ¢’ < p. Tenemos,

n

1 1/P n 1 p 1/p
106 an wp) = (Zbé‘ —) = (Z (b 575) )

n , 1/4' ,
< [1(:) llq <ZZ%> < sCn )7 = sCn~Vap
i=1

5
Por tanto Qq(C?nl/q) <eM; y asi,

P{|f — My¢| >eMys} < P{|f — My| > @q(c%nl/q)} <4 eXp—(C%)maX(Q’q)n

Hemos aplicado las desigualdades del Comentario I.b.17. a los casos ¢ > 2y q < 2.
Concluir de la forma habitual. ///

El siguiente resultado trata con ciertos espacios con base K-incondicional. Este
estudio nos fue sugerido por N. Kalton como primer ejemplo de espacio no con base

K-subsimétrica.



Lema II.c.5.

i) Paratodo0<p,0<qg<s<ooy(a;)eR"™,

1_1
| (aij) lenemy < Nl (@iz) llep ey < ma==|[ (aiz) llep o)

ii) Paratodo0<q,0<p<r<ooy (a;) € R"™,

| (aij) lepemy < Nl (@iz) llen ey < n® =7 ([ (aig) e em)

Demostracién: Son consecuencia inmediata del Comentario 0.b.4.ii). En am-
bos casos la desigualdad de la izquierda es trivial. En cuanto a la segunda, si escribi-

mos A; = (a1, ..., @im), 1 <i < n, tenemos en i)

/P n 1/p
I (i) e ey = (ZHAII”) s(Z(HAinsmw—w)p>

=1

= m Y | (aij) llep ey

y en ii),

n 1/p n 1/r
| (aij) lenem) = (ZHAi HZ’) < <Z|1Ai HZ) !/t
=1 =1
= PV (ai) e gemy

/1]

Observacién. El Lema Il.c.5. es ficilmente generalizable a 7! (€72 (... (£;F)...))

donde 0 < py,...,pr < 00, n; € IN.

Teorema Il.c.6. Sean 1 < p,q < oco. Existe una constante C = C(p,q) > 0
tal que para todo K > 1, 0 < € < 1 y todo espacio normado E, K-isomorfo a
Cy (43}, existe un subconjunto de N puntos T' = {1,...,zny} en E de forma que

l—e<|a;—z;|1 <1l+e, Vi#j, siempre que

K max{2,p,q}
) log N

dmFE =nm > C (?



Demostracién: Sea {e;;}, 1 <i<n, 1 <j <m una base de E tal que para

todo (a;;) € R™™,

I (aig) lep ey < 1D aizesslle < K | (aig) leg ey

Sea Q = {—1,1,0}"™ considerado como subconjunto de U {pqy Sea f:Q — IR
definida como f(n) = || Znijeijﬂ g. Considerar su extensién convexa natural a
; Inllegezy _ Inlly
— nm ] — ..o p q
conv ({—1,1,0}"™) ie. f(z) = Hzx’bjelJHE' Puesto que Y-y > e
nt/pmi/a

tiene por la Definicién 0.a.2. Observacion ii) que My > 5

Caso q < p.

Para todo z,z’ € conv {—1,1,0}", por el Lema II.c.5. tenemos

~ ~ 1_ 1
[f(2) = F@)] < flz —2') < K|z = a2l[gg ey < K ma—7[lz— '],

. 1_1
es decir 6, < Kma ™ ».

Si p > 2 la desigualdad (6) del Comentario I.b.15. hace que

eP MY CePnm
_ _ f _
P{|f —Mys| >eM;} <4exp I <4 exp -

Si por el contrario p < 2 usamos la desigualdad (7) del mismo Comentario I.b.15. y

e2M? Ce2
f ernm
P{|f —Mys| >eM;} <4 exp— 152 <4 exp— 72

Caso g > p.

El Lema II.c.5. en este caso implica o, < K ny y usando las desigualdades

(6) y (7) del Comentario I.b.17. segin sea ¢ > 2 y ¢ < 2 llegamos respectivamente a

Celnm

PL|f = Myl >eMy} < dexp——pqp

Ce2nm



Se pueden resumir las anteriores desigualdades en una sola:

CgmaX{Q,pﬂ}nm
Kmax{2,p,q}

P{|f — Mg >eMy} <4 exp-—
/1/

El Teorema Il.c.6. puede ser facilmente extendido a espacios normados K-

isomorfos a £} (E;L;( .. (Eg:)) ), L<pry.. p < 00.

Corolario Il.c.7. Sea K > 1. Para todo 1 < pi,...,pr < 00 existe una con-
stante C = C(p1,...,pr) > 0 tal que para todo 0 < ¢ < 1 y todo espacio nor-
mado E, K-isomorfo a £ (€,2(...({3F))...), existe un subconjunto de N puntos
T ={x1,...,xn} en E de forma que 1 —¢ < ||z; —z; |1 <1+¢e, Viz#j, siempre

que

i K
dimE = [[n; > C (— log N
j=1

max{2,p1,...,Pk }
6 )

Demostracién: Considerar {—1,1,0}"* " C ¢

(z;) de E tal que

max{p1,p2...,pr} - Tl€GIr una base

H(ai)He;Lll(egg(...(g;l:)“.) <l ZOM%’HE < H(%)Hg;ll (o2 (.(lpk).)

1 1

P1 Pk
nit...ong

Tomar es f(x) = ||z||g. Es facil comprobar que M; > 5

Para el cémputo de las distintas constantes de Lipschitz hay que tener en cuenta
las relaciones de orden entre las cantidades 2, p1, ..., px a fin de utilizar el Lema II.c.5.

y las desigualdades del Comentario I.b.17. pero las operaciones son las mismas que

en el Teorema Il.c.6.. ///

Definicién II.c.8. Sea F un espacio normado de dimension dimFE =ny 1 <p <

q < co. Definimos

ve(p, q) = vg = nf{||T|| ||S]| ; szEiz;;, SoT =1d}



Observacion. Por ser E de dimension finita, la definicién anterior es equivalente a

la existencia de una base de vectores ey, ..., e, € E tal que para todo (a;)_, € R"
n 1/q n n 1/p
(Sar) <13 uet < (S )
i=1 i=1 i=1

Teorema II.c.9. Para todo 1 < p < g < oo existe una constante C' = C}, , > 0 tal
que para todo 0 < € < 1 y todo espacio normado FE, existe un subconjunto de N
puntos T' = {z1,...,zny} en E de forma que 1 —¢ < ||z; —x;|1 <1+e¢, Vi#j,

siempre que ,
B (715(1%61)) log N
€

donde r = max{2, p}

Demostracién: Considerar {0,1,—1}" C £I'. Sea f:{0,1,—1}" — IR definida

por f(n) = || mixi]| v sea f = || - || su extensién natural convexa. Usando la
n\ 1/4
observacién anterior es inmediato comprobar que My > ( 5) y 0r <E nl/p=1/r

Por tanto, por el Comentario 0.b.15.,

Cgmax{2,p}n1+7”(% —%

P{|f — My¢| >ecMs} < 4dexp—

max{2,
,YEa{ p}

/1]

Observacién. El Teorema II.c.9. da una estimacién general de N = N(n,¢) que
puede ser mejorada anadiendo condiciones extra al espacio E. Esto es lo que se

muestra en el siguiente

Corolario II.c.10.

i) Existe una constante numérica C' > 0 tal que para todo 0 < € < 1 y todo espacio
normado n-dimensional E con constante del cotipo Cy, existe un subconjunto de
N puntos T = {z1,...,zny} en E de formaquel—¢ < ||z;—x; |1 < 14, Vi#
J, siempre que

C C?
n?/4 > —2qlogN
5



ii) Existe una constante numérica C' > 0 tal que para todo 0 < ¢ < 1 y todo
espacio normado n-dimensional E con constante del cotipo débil 2 wCs, existe
un subconjunto de N puntos T = {x1,...,zn} en E de forma que 1 — ¢ <

|zi— ;|1 <l4e, Viz#j, siempre que

. C wC3(1 + log CwC3)?

n
2

log N

Demostracién:

i) Segun el Teorema 5.2 en [F-L-M] existe un subespacio F' C E de dimensién

2/q

kE > Zq tal que d(F,¢5) < 2; por tanto vr(2,2) < 2. Por el Teorema
2

II.c.9. existe un subconjunto de N puntos 7' = {z1,...,xn} en F de forma que

l—e<|l@;—x;|1 <1l+e, Vi#yj,siempre que
C
k:>8—210gN

y de aqui se deduce la tesis para E con

2

CC
n?/4 > 2qlogN
€

ii) Usar los resultados en [M-P] y concluir como en i). ///

Observacion. Se puede deducir el Corolario II.c.10. de los resultados siguientes:
2/q 1

ES(E)W’ " E para todo 0 < ¢ < 1 (Teorema 5.2. en [F-L-M]), junto con el Teorema

I1.b.3 para p = 2, mas la transitividad de las inclusiones; aunque razonando de esta

forma se llega a una peor dependencia respecto de ¢, concretamente C(g) = Ce™*.

Comentario II.c.11. A lo largo del Capitulo hemos encontrado la relacién 6ptima
en n y N en espacios con base 1-subsimétrica (Teorema II.b.5.) y espacios en los
que existe una buena relacién entre eMy y wp(e). La solucién en todos los casos es
no constructiva: sabemos que los resultados se verifican “con probabilidad positiva”
pero no se dice qué vectores forman el conjunto 7. Aunque para ¢2, el problema

tiene solucién dptima (incluso con € = 0) y la desigualdad de desviacién asociada



es la mejor posible, i.e. P{|f — M| > t} = 0, no sabemos si lo mismo ocurre
para espacios cercanos de alguna forma a él, por ejemplo K-isomorfos o con mala
constante del cotipo C, para todo ¢ < co. La razén estd en el mal comportamiento
del modulo de continuidad de f. Los ejemplos siguientes estudian dos espacios de
norma “similar” a la de (2 ; en ellos daremos un procedimiento constructivo para
hallar la solucién a nuestro problema. En ambos ejemplos obtendremos la relacién
6ptima en n y N y una dependencia respecto de ¢ mejor que Ce~2. Esto confirma la
idea de que cerca de (7 el problema ha de tener solucién mas sencilla aunque todavia
no hayamos dado con un método para encontrarla. El primero de los ejemplos nos

fue sugerido por A. Pajor.

Ejemplo 1.

Notacién. Sea en R" la norma definida por |z| = Y, max{|z1],..., |z;|}, = =
(x;) € IR"™. Denotar por E dicho espacio normado. La base canénica (e;) forma una

base 1- 1ncondlclonal y no subsimétrica. Claramente ||ez|| =mn—1i+ 1y para todo

= +1, ||Z€Zel|| = n; como ademas Z lle: |9 = qu ~ n?t se deduce que
i=1 = =1
C, >nl/.

Proposicion 1Il.c.12. Existe una constante numérica C' > 0 tal que para todo
1
0<e< 2 existe un subconjunto de N puntos T = {x1,...,xn} en E, de forma que

l—e<|a;—x;|1 <1l+e, Vi#j, siempre que

C
n > —log N
€

Demostraciéon: Dado 0 < e < % sea k = [2en]. Sea
Tv={%=(c1,...,61,0,...,0) ER"; e, =+1, 1 <i<k}
El conjunto 7" buscado esT:{x:%;:i;ETl }.
Para todo Z,j € 1, £ #§, 3l —yglle{n—k+1,...,n—1,n} por tanto,

k—1
H:I:—yHE(l—T,l]Q(l—Qg,l] Vx;«éyET, x#y



es decir, para todo x,y € T, z # y
-2 <o -yl <1

/1]

El segundo ejemplo es un espacio en el que la funciéon f “no se concentra de-

masiado”.
Ejemplo 2.

Notacién. Sea {0, ; | 1 <i < j < n} el conjunto de (7;) puntos equidistantes en el
intervalo [1,2] ordenados de forma natural: 1 =013 < 012 < ... <01 < 023 <
.. O(n—1),n = 2. Definimos en IR" la norma

|z|| = max{|x,|, |x;| + % ; 1<i<j<n}

2,7

donde = = (z;) € IR". Denotar por E dicho espacio normado. La base canénica (e;)

es una base 1-incondicional normalizada de E y ademas

2]loe < [lz]l < 2[|2]/s V recR"

Para todo n = (n;) € E con n; = 0,1, tenemos ||n|| € {0,1,1+ |1<i<j<n}.

ihj
Mas aun,

- |n|| =1 <= n = e; para algun i, y

<~ n=(0,...,0,1,0,...,0,1,m%,...), donde los valores 1 que

-l =1+ —
17‘7
aparecen estan en las posiciones ¢ y j y los restantes 7, pueden tomar valores 0

6 1 indistintamente.

Para un subconjunto A C {0,1}" denotamos
A°={0,13"\A y  (0,4)={(0,n)[ne A} c{o1}""

andlogamente se define (1, A).



Lema II.c.13. Para todo n > 2 los conjuntos definidos inductivamente
A, =(0,A,_1)U(1,A;_4) A1 =0 A =1

verifican
)Y # 0, € Any e —mpll > 2.
i) ¥ o, £y, € AL, |l — |l > 2.

iii) card (A,) = card (A%) =271

Demostracién: Por induccién. Es inmediato comprobarlo para n = 2. Suponer
que el enunciado es cierto para n y vamos a demostrarlo para n + 1. Observar

primeramente que A,41 = (0,4,) U (1, A}) implica A}, ; = (0, A},) U (1, A4,).

Es claro que card (A,41) = card (A,)+ card (Af) = 2" = card (Aj,, ) con lo
que se demuestra iii). Ahora, para todo par de puntos 7,41,7),,1; € Ant1 distintos

tenemos, por la definicién de A,,+1 y la hipétesis de induccién,

a) Sinpi1 = (0,m), nhyy = (0,10,), con n,,ml, € Ay, entonces ||nn11 — 04 |l1 =

7 = 1 ]l2 > 2.

b) Si Tn+1 = (177771); 77%+1 = (17%); con 7771777% € Afw entonces Hnn—i—l - 77;+1Hl =
11 — 7l = 2,

c) Si npyr = (0,m0), mp1 = (L,my,) € (1, A7), con n,, 1, € Ay, A, respectiva-
mente, entonces |41 — Myqlli = 1+ |[nn — nl1 > 2 pues A4, y A% son
disjuntos. ///

Observacion. El Lema II.c.13. es igualmente valido, con las modificaciones obvias,
11

. n . .,
en el espacio { 3 5} que es la forma en que lo vamos a usar a continuacion.

Proposicion Il.c.14. Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo
0 < e < 1, existe en E un subconjunto de N puntos T'= {z1,...,xn} de forma que

l—e<|a;—x;|1 <1+e, Vi#j, siempre que

C
n > ——log N
€

NG



Demostracién: Dado 0 < e < 1 sea k = [% Ven] < n. Sean

= T
Tl:{x:(()?"'()?gla' {5

..,€k);8i::t1} y TQ

; T € Tl}
Por el Lema I1.c.13., sea T3 C T un subconjunto de cardinalidad card T35 = 2+~ tal

que ||z — y||1 > 2 para todo z,y € T3, v # y. La propiedad importante de T3 es que
para todo par de elementos distintos x,y € T3 tenemos

1 1 1
lz—yle{l+——1+ 1+
O.(n_l)an O-(n_Q)v(n_l) G(H_Q)an
1 1
ol yeey Il ——— 1 =A
O(n—k+1),(n—k+2) O(n—k+1),n

Claramente card A =14+2+...+k—1 < k? y, puesto que los puntos 0; ; dan lugar
-1
a intervalos de longitud constante (n) ,

‘ 1 1 ’_ 03,5 — 00 (1) - (n)_l
Tij N

si 1<i<j<n
Ti,(j+1) Ti,j Oi(j+1) 2
Y -1
‘ 1 1 91— Tinl < (n> G 2<i<i—n
O>i-1),n  Tin O(i—1),n Tin 2
Por tanto, como 1 < o; ; <2 paratodo 1 <i<j<n,
~1
3 1 3 3
5 Sllz—yl <1+ §—+k2<n) <=(1+e¢)
2 O(n—k+1),(n—k+2) 2 2 2

El conjunto T buscado es T = {g ;x € Tz} ///



CAPITULO 111
III.a. NOTACION Y RESULTADOS PREVIOS.
IIl.a.1. Introduccién.

En lo sucesivo (F, | - ||) denotard un espacio r-Banach (0 < r < 1), p serd un

numero real verificando 0 < p < 2,7 < p.
Enunciamos a continuacién los dos resultados centrales del capitulo:

(4—p)p

Teorema IIl.b.1. Sea r < p < 2 verificando < r < p. Existe C(r,p) > 0

tal que para todo 0 < € < 1 y todo espacio r-Banach FE, Z’; estd (1+ ¢)-incluido en E

siempre que

1
2

k < C(r,p)e™= (ST, (E)) 7

S|

Teorema IIl.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < € < 1 existe una constante
C(e,r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, ¥ estd (1 + ¢)-incluido en E
siempre que

logk < C(e,r)(ST,(E))"

Las técnicas empleadas en la demostraciéon de ambos resultados, i.e. uso de
variables p-estables, desigualdades de desviaciéon, comparacién de variables aleatorias,
son las usadas por Pisier en [Pi 2] para el caso de espacios de Banach (r = 1). En
algunos casos los resultados de Pisier se adaptan de manera inmediata al caso de

espacios r-Banach; en otros la generalizaciéon no es en modo alguno trivial.

Como Corolario obtenemos el resultado central (Teorema 1) de [J-S 1] para el

caso r < 1:

Corolario ITL.b.5. SiE =/ (0<r <1),yr <p < 2entonces paratodo 0 < e < 1
existe una constante C' = C(e,r,p) tal que £} estd (1 + ¢)—incluido en {}' siempre

que k < Cn



También como consecuencia damos una version del Teorema de Maurey-Pisier

para el tipo ([Mau-P]) en espacios r-Banach. Dicho teorema es el siguiente:

Teorema 111.d.1. Sea E espacio r-Banach infinito dimensional.

i) Los niimeros definidos como
p(E) = inf{p| £} estd (1 + ¢) — incluido en £ ¥n € IN, V0 < e < 1}
p(E) =sup{p| E es de tipo estable p}

p'(E) = sup{p| E es de tipo Rademacher p}
son iguales (p(E) = p(E) = p'(F)).

ii) £,(g) es finitamente representable en E.

Para finalizar el capitulo utilizaremos las técnicas empleadas en la demostracion
de los teoremas para dar una solucion parcial al problema de la inclusion de puntos

de Ly en £}.
II1.a.2. Tipo estable.

Definicién IIl.a.1. Un espacio r-Banach E se dice de tipo p-estable ( o de tipo
estable p) si para todo s < p, hay una constante C' > 0, tal que para todon € IN y

cualesquiera vectores x1,...,T, € E
1/p

n 1/s n
(JE || Zeixi||s> <c (Z ||xz-||P) (1

donde 0; denotan variables aleatorias i.i.d. p-estables.

Observacion. Igual que ocurria con el tipo p-Rademacher, si E es de tipo p-estable

y F' es finitamente representable en E entonces F' es de tipo p-estable.

Teorema IIl.a.2. ([Pi 3]). Para todo 0 < t < s < p existe una constante C' =

C(r,s,t,p),tal que para todo espacio r-Banach E y vectores xi,...,x, € E

. 1t . 1/s . 1/t
(EHZQM‘W) < <E|| 297;907;”5) <C (EH Zez‘miﬂt)
=1 =1

=1



Segun este resultado todos los momentos de orden s < p son equivalentes. Por
tanto en la definicién anterior la condicion “para todo s < p”, se puede sustituir por

“para algun s < p”.

Denotamos por ST,(E) el infimo de las constantes C' > 0 satisfaciendo (1) con

s=rsir<pys=gsir=p.
La definicion de tipo estable es formalmente semejante a la de tipo Rademacher.

Dicha semejanza no es tnicamente formal pues existe una estrecha relacién entre

ambas. El siguiente resultado establece esta relacién. Para una demostracion ver [Pi

3].

Lema IIl.a.3. Para todo espacio r-Banach F,
(i) Si E es de tipo p entonces es de tipo estable q para todo q < p.

(ii) Si E es de tipo estable p es de tipo p.

Comentario III.a.4. Necesitaremos recordar las siguientes propiedades en relacion

con el tipo p-estable. Para més informacién ver [Pi 3].

i) Todo espacio r-Banach es de tipo estable s para todo s € (0,r). En particular,

y en vista del Teorema IIl.a.2. y de las propiedades de las variables p-estables

(Comentario 0.a.11.), IF || Zﬁixiﬂr < 00 <= r < p , donde 6; son variables
i=1
p-estables.

ii) Si E es de tipo estable s, es de tipo estable ¢ para todo t < s.
iii) ST, (€)= Cpgn'/a=1P si 0<qg<p<2.
iv) ST,(¢7) = Cp(logn)*/? 0 <p<2.

v) El espacio ¢, es de tipo estable ¢ para todo g < p, pero no es de tipo estable p
(0<p<2).



vi) Si S es una variable aleatoria de la forma S = Z?:l Oix; conz; € E,0; v.a.iid.

p-estables y S; son copias independientes de S entonces, para todo (a;) € IR"

ZaZS < (Z |ai|p> " S

=1

La siguiente definicién equivalente de ST, (E) se encuentra, en el contexto de los
espacio de Banach, en [Pi 2]. Su enunciado y demostracién son vélidas también en

espacios r-Banach.

Lema IIl.a.5. ST,(F) es el infimo de las constantes C' > 0 tal que,

n 1/s
(EHZ@N%HS) < On'/? sup |l
=1

1<i<n

para todon € IN y todo z1,...,z, € E,dondes=rsir<pys=r/2 sip=r.

I11.a.3. Resultados previos.

En varios momentos del Capitulo necesitaremos asegurar la convergencia de
ciertas series de variables aleatorias asi como la existencia de sus momentos; para

ello nos apoyaremos en los siguientes bien conocidos resultados:

Lema IIl.a.6. Sea &, una sucesion de variables aleatorias con valores en un espacio

de Hilbert tal que E(ﬁn) = 0y E|&|*? < oo para todo n € IN. Entonces si

Z E|¢,]|? < oo Ia serie Z &, converge c.s.

n=1 n=1

Lema IIl.a.7. Sea ¢, una sucesion de variables aleatorias independientes con valores
o0
en un espacio de Banach y N(-) = sup, . pv |§.(-)[|. Si la serie Z &, converge c.s.,

n=1
entonces para todo 0 < ¢ < oo son equivalentes:

i) B(NY) <



i) B Y &9 < 0.
n=1

La demostracién del primer Lema puede consultarse en [Kal], Cap.III, Teorema

2, y la del segundo en [B] Cap. III, Corolario 2.

<7 . sz n ’ .
También necesitaremos una expresién de » ., #;x; mds conveniente; para

hacerlo introduciremos nueva notacion:

Definiciéon IIl.a.8. Una variable aleatoria exponencial es la que tiene como funcion

de distribucién F(zx) =1—¢e %, x > 0.

Dados x1,...,z, € E sea Y:{) — FE una variable aleatoria con distribucion
n

1
2n 3
aleatoria obtenida al sumar j variables exponenciales independientes. La funcion de

(02, +6_4,) y sean (Y}, j > 1) copias independientes de Y. Sea I'; una variable

distribucién de I'; es conocida

xi—1

P(I'; <t) :/0 me_m dx

’ . . —S L
asi como su esperanza; si s < jp , entonces E(Fj /p) ~ j7%/P_ Para una de-

mostracién de ambos resultados ver [F].
El siguiente Teorema da la representacién de - ; 6;z; que buscamos:

Teorema IIl.a.9. Para todo 0 < p < 2
i) La serie 3 27 Fj_l/ P'Y; converge c.s. .

ii) Existe una constante C, > 0 tal que

Z?: Oix; a - -1
B Lo,
j=1

Demostracién: Ver [Mar-Pi] Proposition 1.5. ///

El siguiente Lema nos da mas informacién sobre las variables I';. Nos referimos
a paginas mas adelante, en el apartado titulado “Estrategia”, para una explicaciéon

de su papel e importancia.



(4—p)p

Lema III.a.10. Si 0 < <r<p<2,r<1se tiene,

Zﬂ%l L
- 1/p  aijp| — pr
= Fj /p J /p
y si r = p entonces,
SEl—L - L Zk <
~1/p  Aijp| P
=2 FJ /p J /p

Demostraciéon: Como conocemos una expresion de la funcion de distribucion

de I'; vamos a estudiar para qué valores de k es finita la expresién:

1 1
ZE‘ F.l/p o jl/p
j=k J

—1

r 0o 00 j
:/ Z |x71/p _jfl/p|r .x—'efm dx = I,

J

Usando primero la equivalencia de Stirling (j! ~ j7 e™7 1/27j) y luego el cambio

de variable f =t la férmula de arriba se transforma en

o0 r1SN /!
I N/ ‘1 ¢~ p ;Z (et__1> j1/2_r/pdt
0 .
i=k

Para estudiar la convergencia de I dividimos la integral en tres trozos, I =
1/2 3/2 0
/ +/ +/ =I)+ 1} +I;°
0 1/2 3/2

e Sir<

, ]klj diverge para todo k.

N3

En efecto primeramente,

00 " J Aj2mrip o o0 " I gk o= (t=1)(k—1)
Z ol—1 J —]Z_:k i1 — i1 _ ¢

J=k

ahora, cercade t = 1, ‘1 — t_l/p‘ se comporta como [t—1|"y e!=!—¢ lo hace como

(t —1)%. Por tanto I} estd minorada por la integral de una funcién que, entorno a

r—2

t =1es como (t —1)""“ y por tanto diverge, (si 0 < r < 1) para todo valor de k.

b
e Sear > —,
2



(i) I° < co. Basta con acotar j%/27"/P < 1.

(i) I? < oo siy sdlo si k> +- Pues,

0 © 1
]k ”VQ}C 2;7;:1;FI dt

p

4 —
(iii) I} <oosi#<r§p para todo k. (ObservarqueO<p<2:>§<
(4-p)p
— < .
1 p)
Escribir a = r_ 3 Como g <r<p,setiene, 0 < a < % Usando equivalencias

y un cambio de variable u =t — 1 es inmediato ver que
1/2 oo (u_+1)j
1 u
I ~ / lu|” Z Z—a du
=1

1
Sea s =1 —g , (0<s<1),yseabtal que sa+ 5= 1. Por la desigualdad de Holder

as 1/b

00 (ue—i;l)j © > Sl bj 1
Z ja = > Z<6u> ~ 2

jas
j=1 i=1 i=1

para el ultimo paso hemos sumado la serie geométrica y usado equivalencias. Por

g
tanto, 1 ,1 estd mayorada por / Wdt' Sustituyendo ahora el valor de b, la
o us/vTr

4 —
integral converge si # <.

4 —
M < r < pentonces I>® I e I, convergen con lo que

En resumen, si
demostramos i). Si r = p, hemos de tomar k > 2 para que I,g converja. En cuanto a
(4—r)r

4

I} notar que siempre < rsir >0y podemos aplicar (iii). ///

Observacion. Sobre el ntimero hacemos varias observaciones que seran de

(4—p)p
4

utilidad mas adelante.

4 — 4 —
1.- JI—)<ﬂ<pyasi,ﬂ<r<pimplical<£<2.
2 4 4 r
4 —
2.- (4=p)p <1 pues p < 2.



(4 — DPn )pn

3.- La sucesion recurrente p, 1 = 1

limite ¢ = 0.

, p1 > 0 es mondtona decreciente con

II1.a.4. Lemas de aproximacion.

Los siguientes lemas de aproximacion son estandar y su demostracién se puede

encontrar en [J-S 1].

Definicién IIl.a.11. Un subconjunto T de la esfera unidad Sg de E es una §-red

si para todo x € Sg existe unt € T tal que ||x —t||" < 4.

Lema IIl.a.12. Sea E un espacio r-normado de dimensién n, y 6 > 0. Sg contiene

2
una 6-red de cardinalidad a lo mas exp il

rd

Lema II1.a.13. Sean E r-Banach y F' s-Banach. Sean 0 < e, § < 1. Si un operador
T:E — F verifica

l—e<||Tz||" <1+4¢
para todo x en una 6°/"-red de Sg, entonces para todo x € Sg

1—20—¢ 1496
—— T -

Pensando en precisar la dependencia respecto de e de la funcién C(e,r,p) en
el Teorema III.b.1. damos a continuacion una versién mas detallada de los lemas

anteriores:

Lema IIl.a.14. Sean FE r-Banach y F s-Banach. Sean 0 < e <1y d = % Si un

operador T : E — F verifica
1-0<|Tz||" <1494
para todo = en una 6*/"-red de Sg, entonces para todo x € Sg

l—e<|Tz||" <1+4¢



Demostracién: Aplicar directamente Lema IIl.a.13. con § = . Es facil com-

14 9§)? 1-30
%Sl—l—syl—ag 1_35,cuandoc5:%.

probar que

/1]

ES

S Si

Lema IIl.a.15. Sean E r-Banach y F s-Banach. Sean 0 < e <1y d =

un operador T' : E — F' verifica

1—0<||Tz||° <146
para todo x € Sg, entonces

l—e<|Tz|<1+e¢

para todo x € Sg.

Demostracién: Ver Lema [1.a.5.

/1]



III.b. CASO r < p.

Nuestro objetivo en esta secciéon es demostrar el siguiente teorema:

(4—p)p

Teorema IIl.b.1. Sea r < p < 2 verificando < r < p. Existe C(r,p) >0

tal que para todo 0 < € < 1 y todo espacio r-Banach E, 6’; estd (1+ ¢)-incluido en E

siempre que

1
2

k< C(r,p) £T=T (ST,(E)) T

La clave de su demostracion esta en disponer de una adecuada desigualdad de

desviacién. La daremos en su forma mas general:

Lema IIIL.b.2. Sea 1 < g < 2. Sea ; una sucesion de variables aleatorias indepen-

g,00 < Ooyzjfj

dientes con valores en E tal que essup ||&;]] = A\; < 0o. Si || ()

converge c.s. a una variable £ con ||£||" integrable entonces,

q/
™ ™ t
P{lel ~ Blel] > 1} < 2exp—eq | o
(A llg,00
Demostracién: Sea Fy = {Q,0} y para j > 1, F; = 0(&,...,&; ). Escribir
d; = E(||&]]"|F;) — E(|€]|" |Fj-1). La familia (d;) es la sucesién de diferencias
asociada a la martingala escalar (IE(||¢]|"|F;)). En vista de la Proposicién 0.a.7.

tenemos

oo

> di = el = Elel”

J=1

Para todo j > 1 escribir (; = £ — §;. Usando la desigualdad triangular y la

continuidad de la funcién || - || tenemos por una parte, || £ [|” < ||& ||+ 1/ ¢ |” ¥ por

otra

Hel™ =[G I =& I = 16 1= l& 0"

es decir, —[|[&[|" < & 1" =11 ¢ ™



Por tanto,
d;y < E([I&]" |1 75) + EGI1F5) — BT [Fi-1) + E(I&]" 1F5-1)
=& 1"+ B & [

La igualdad anterior se debe a que:
i) E(|&1"1F;) =11&||" pues & es Fj-medible.
i) E(&]"|Fj=1) = E||& ||" por independencia de las variables &;.
iii) B¢ |1F;) = E(|¢]|" |[Fj—1) porque (; es independiente de &;.
Analogamente se demuestra d; > —||&; ||" — E'||&; ||". Por tanto,
|dj| < 116 1" + E 1 & [

En el contexto de espacios de Banach (r = 1) la andloga a esta desigualdad fue

obtenida por Yurinskii [Y] y utilizada entre otros por [Ac] y [Pi-1].

Ahora es inmediata la acotacién essup |d;| < 2essup || §; || = 2A7 y concluimos

usando la desigualdad de Azuma-Pisier, Lema l.a.1..

/1]

Notacion. Con la notacion introducida en la seccién anterior (ver Definicién I11.a.8.),

escribimos

S=2_ U si= 3 Y
Jj=1 j=1

S — Zj—upyj S = Zj—l/ﬁ \
j=1 j=1

donde I';; y Y;; son copias independientes de I'; y Y} respectivamente.

Proposicién II1.b.3. Para todo 0 < r < p < 2 las variables S y S convergen c.s..
Mds atin, IE|| S||” y || S| son finitos.

Demostraciéon: La variable S converge c.s. por el Teorema I1I.a.9. La finitud

de | S||" es consecuencia inmediata del Teorema III.a.9. y el Comentario IIl.a.4.



Para demostrar la convergencia c.s. de S observamos que ésta toma valores en un

espacio de dimension finita isomorfo por tanto a un espacio de Hilbert; podemos por
o0

tanto usar el Lema IIl.a.6., y puesto que Zj_Q/p <oo, S converge c.s.. Queda
j=1
por demostrar que para todo 0 < r < p < 2 | S||" < co. Esto es consecuencia

directa del Lema III.a.10. y de las desigualdades
E|S|"<|E|S|" —IEHSH’" |+ E||S|"

<Z L

1/10 g1/p
7j>1

™

+E|S|" < oo

Notar que la restriccion sobre r y p en el Lema III.a.10. es irrelevante en este contexto

como muestra el Comentario 0.b.4.iii).

/1]

Estrategia.

Para que quede mas claro el camino que vamos a seguir en la demostracién del

Teorema damos primeramente un esquema de la misma.

1. Sean (x;)", “vectores apropiados” de E. Sean k € IN a determinar y (a;) € IR"
tal que Zle la;|P = 1. Considerar la variable aleatoria Ele a; S;. Por las
propiedades de las variables p-estables se tiene [E|| Zle a; S; ||" = E| S| <

oo. Por vectores apropiados entendemos unos tales que (ST, (E))" ~ E| S ||".

2. Suponer que podemos estimar la probabilidad

k
P{|IY_aiSi|" = E|S|"| <e BIS|"} = fale,r,p. b, E|S||")

i=1
de manera que sea independiente del elemento (a;) elegido. Entonces, en virtud
de los lemas de aproximacién y de igual manera a como haciamos en el capitulo

II, tendriamos una cota sobre

k
P{|I>_aSil" = E|S|"| <cB|S|"; V (a;) € e-red de Sy }
=1

- fQ(Né‘aSaT?p?kaEHS ||7‘> - f2(N6757rap7k7 STP(E)>



donde N; es la cardinalidad de la e-red de Sy;. Obligando a esta ultima cantidad
a ser > 0, obtendriamos la existencia de un elemento w € €} que verifica el
enunciado con M = || S|". De la imposicién de ser estrictamente mayor que

0 resulta la relacion entre k , e y ST, (E).

3. Como las variables Fj_l/ P 1o estédn acotadas, no podemos aplicar el Lema II1.b.2.
k k
a Z a;S;. Es por eso que introducimos la variable Z a;S; e intentamos repetir
i=1 i=1
el razonamiento anterior. Sin embargo el nuevo problema es que la distribucion
k

de Z a;S; ahora depende de (a;).
i=1

k k
4. Afortunadamente las dos variables Z aigi y Z a;S; estan muy cercanas en el
i=1 i=1
sentido del Lema III.a.10., de forma que vamos a poder medir la desviacién de
k

I Z a;S; || respecto de IE||S || (independiente de (a;)) sin acumular un error
i=1
importante.

5. Al final lo que se demostrard sera el siguiente hecho: “Para todo 0 < ¢ < 1 existe

w=w €1 tal que

k
M1—e) <[ aSi(w) ]| <M(1+e)
i=1
k
para todo (a;) € RF tal que Z la;|’ = 1, donde M es una cierta constante
i=1

independiente de (a;) y de e 7.

Una vez visto lo anterior, la aplicacion TE:EI; — F definida por T.(a;) =

=, 5iw)
Zai Z]\J hace que d (ﬁﬁ,Tg(élz)) <1+e.
i=1

Primeramente, y antes de precisar lo que resta de la demostracién del Teorema
IIL.b.1. escribimos la desigualdad de desviacion en la forma exacta en que la vamos

a usar; por supuesto es un caso particular del Lema III.b.2 :



Lema IIl.b.4. Sear < p < 2 verificando <r<p. Seake Ny (a;)e IRF

(4—p)p
4

tal que Zf_l la;|P = 1. Si ademds x; € By , entonces

{' HZ%S I" = JEHZ%S 1"

> t} < 2exp —¢q t? (2)

/

1 1
-+ - = lie ¢ =
q q 1-

dondeq==y
r

T3

Demostracion: Recordar que la relacion entre r y p implican 1 < ¢ = b < 2.
T

Denotar
1 , :
fz‘j:aiyz‘jm, i=1...k, j=>1
k,00
Las variables &;; son independientes y ademds Z §ij = Z a;S;. Como ademas se
ij=1 i=1
k
cumple || Z a;S;||"” < oo, estamos en condiciones de aplicar el Lema II1.b.2. Clara-
i=1
1
mente, \;; = essup [|§;;[|" < |a;|"—- . Resta comprobar que || (|ai]"’j_7’/p) lgoo <1

jr/P

p.oo < 1. Esta desigualdad es la misma que aparece

6 equivalentemente || ( |ai|j71/p)
al tratar el problema en el contexto de los espacios de Banach. Se puede consultar

una demostracién en [Pi 1].
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Demostraciéon del Teorema III.b.1. Sea ¢ > 0. Por el Lema IIl.a.5. pode-

mos escoger vectores x1,...,Z, en la bola unidad de E tal que

n 1/r
(E!\Zeixiw) > (ST (B

El Teorema IIl.a.9. asegura que

Ells|" > (%) (ST, (E))" 0

Sea k € IN que fijaremos posteriormente, y sea (a;) € R tal que 21‘6—1 la;|P =

Comparamos ahora las variables Zl a;S; y Z ', a;S;. Vamos a demostrar que

— || ZaiSiHT ~ B Zaigiﬂr

< Kepk' ™77 (2)

k
E| S|~ E|)_ asS;
i=1




para ello utilizaremos la continuidad y la desigualdad triangular de la funcién || - ||”

y entrara en juego el Lema III.a.10..

k k
‘EH ZaiSiHT — E| Zaigiﬂr

k k
< E| Z lag| (S = Si) [|" < Z |as|"E|S; — Si|"

T

1/p B 1/p Yill" < Z ‘aZ’rEZ 1/p N 1/p Y351
k T/P
< (Lema ITL.a.10.) < K, Y a;|” < K,y (Z |a@|p) kLP = K, R
=1
Sea § = ﬁ. Escribimos §' = m donde C), es la constante que aparece

en el Teorema III.a.9.. Entonces,

k k
P13 wsill - B assil
=1 =1
k _ k _
< JP{ \ IS sl — B S adil |+
1=1 =1

k
+' E|S|" — B S adi|"

1=1

> JE|S|" }

> & B|S|" + 8 (2C,) E|S|" }

< (por (1 <JP{'HZazSH’" Euzazsw

+\ EISI - EI'S asdi”

=1

> 8 B|S|" + & STP(EV}

Ahora si elegimos k de forma que K., k'~"/? < §' ST, (E)" tenemos por (2),
koo k
P13 wsi - B3 asi
i=1 i=1
koo koo
<Pl I sl - Bl oS
i=1 i=1

> 0 IE|S||" }

> 5’EHSW} < 2exp—C,, ' (B|S|")"

< (por (1)) < 2exp—C,, 8'" (ST,(E))*
Es inmediato comprobar que la condicién sobre k es la misma que

1

el

1
P

k < C(e,r,p)(ST,(E))



5/
donde C(e,r,p)' /" < 1+ 2C,))
r,p

El resto de la demostracion es estandar. Tenemos ya estimada la probabilidad

1

Rl

1
P

k
JP{ IS i — E|s|
=1

Sea §; = o™n(L.P)/7 Sea N, la cardinalidad de una d;-red Tj, en la bola unidad

> §E||S||" } < 2exp —Cp, 07 (ST,(E))

de . Dicho cardinal estd acotado superiormente segin el Lema IIl.a.12. por

2k
exp ————— Tal y como haciamos en el Capitulo I es facil ver que entonces
min(1, p)d;

<o FE|S||" | Y(a;) € Ts, }

{‘HZ%S I = E|S|"

1
>1— Ny, 2exp—Cp, 07 (ST, (E)) ™%
Si obligamos a que el segundo miembro de la desigualdad sea estrictamente mayor que

0, entonces existird un elemento w = w(d) en el espacio de probabilidad de forma que

| Zaz W)||" = E|S||" | < 6§ E||S|" es cierto para todo (a;) en la §™»(1:P)/"_red.

Esto se logra en virtud del Lema III.a.12 si

1

2k /
- _ q
2 exp (1 p)0, exp —Cp,, 67 (ST,(E))

31

Sl

<1
Para terminar escribamos la anterior desigualdad abreviadamente:

2expCkexp—C'A < 1
1
1 .
donde A = (STp(E)) *~» y C,C’ son las constantes, dependientes de d,p y 7, que
acompanan a k e A respectivamente. La desigualdad se cumple si, en particular,
Ck — C'A < —1 ; es decir si C'A > Ck + 1. Y esta ultima se verifica cuando
C'A > (C + 1)k siempre que k > 1. Evidentemente la condicién k > 1 es supérflua

pues IR = 6113 esta incluido en cualquier espacio r-normado.

Hemos demostrado de esta forma que

C'A>(C+1)k = 2expCkexp—-C'A< 1



y la traduccién de C'A > (C' + 1)k no es mas que

1

S

_1
P

k S C<€7 T, p) (STP(E))
Es facil ver que la funcién C(e,r, p) puede tomarse de la forma

C(e,r,p) = C(r,p)er"

La aplicacion directa de los Lemas II1.a.14 y I1I.a.15 nos llevan a que dado 0 < € < 1

exista un w € § tal que
k ~
\ IS wsiw)| — EIS|| < = BlS|
=1

para todo (a;)7 en la esfera unidad de £}. ///

Como estaba anunciado deducimos como corolario el resultado central en [J-S

Corolario ITL.b.5. SiE=/("'(0<r <1),yr <p < 2entonces paratodo 0 < e < 1
existe una constante C = C(e,r,p) tal que €} estd (1 + ¢)—incluido en {}' siempre

que k < Cn

Demostracién: Recordar que el espacio s-normado ¢} cumple ST,((7) =
(4 B pm)pm

Cpﬁnl/‘g’l/” , si0 < s < p < 2. Sea la sucesion p,,+1 = T’pl = p.

El Teorema IIL.b.1. asegura que para todo s € (p2,p1], s < 1 se tiene que Klgl esta

(14 &)—incluido en ¢ para todo k < Cn. Si s € (ps, p2] entonces existe s1 € (p2, p1]
(4 — 81)81
4
Por otra £} &5 0?7 siempre que n; < Cn. Por tanto 6’;1 &5 (" siempre que k < C?n.

1
tal que s € ( ,$1 ). Ahora, por una parte, E’;l &5 071 siempre que k < Cny.

En general, por iteracién, dado s € (pm+1,Pm) encontramos una sucesiéon de
si € (pix1,pi], © = 1...m tal que al repetir con ellos el proceso anterior resulta

1+ .
E’;l N 07 siempre que k < C"'n.



(4 - pm>pm
4
limite 0, por tanto para todo 0 < r < 1 existird un m = m(r, p) tal que r € (Pm+1, Pm)-

Para concluir recordar que la sucesién p,,+1 = ,p1 = p tiene como

/1]

Corolario IIl.b.6. Sea r < p < 2. Para todo 0 < € < 1 existe una constante
C(e,r,p) > 0y un nimero q = q(r,p), r < q < p, tal que para todo espacio r-Banach

E, E’; estd (1 + €)—incluido en E siempre que

1
—1
q

bl

k < C(e,r,p)(STy(E))

Demostracién: Existe un m € IV tal que p,,11 < r < p,,. Tomar ¢ suficien-

4 —
temente cerca de p,, para que M < r < q y aplicar Corolario III.b.6. para
conseguir una (1 + ¢)-inclusién de £} en ¢§ =Pk - Ahora usar el Teorema IILb.1.

/1]



III.c. CASO r = p.

El resultado que vamos a probar en la seccién es el siguiente:

Teorema IIl.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < ¢ < 1 existe una constante
C(e,r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, (¥ estd (1 + ¢)-incluido en E
siempre que

logk < C(e,r)(ST-(E))"

Para ello seguiremos esencialmente la misma estructura que la de la seccién

anterior si bien con bastantes mas complicaciones técnicas.

Disponemos de una desigualdad de desviacién que, como en el caso r < p, es

consecuencia de la correspondiente desigualdad para martingalas escalares.

Lema IIl.c.2. Sea ¢; una sucesion de variables aleatorias independientes con valores
en E tal que essup [[§;]| = Aj < 00. Si [|(A])[[1,00 < 00y >, & converge c.s.a una

variable £ con || £ ||" integrable; entonces, para todo t > 0

t
P{|IEl — Blel| > t} < Kexp—exp (W)
J , 00

Demostracion: Repetir la demostracion del Lema IT1.b.2. utilizando la corres-

pondiente desigualdad I.a.2. ///
Estrategia.
Recordamos lo hecho en la seccién anterior: Las variables I‘;l/ P no estdn uni-

formemente acotadas. Esto imposibilita el uso directo de la desigualdad de desviacion
con la variable || . ; a; S;||". Por eso introducimos una nueva variable “cercana” a

ella: || Zle a; S;||”. La cercania de ambas variables se concreta en el Lema I1L.a.10..

., k .
En el caso que ahora nos ocupa la funcién || ., a; S; ||” no es integrable. Por
ello el método seguido con S; y S; no sirve y tenemos que considerar otras nuevas

variables “cercanas” a éstas e integrables.



Notacién. Sea m > 2 a precisar mas adelante.

QSZZj_l/TY} w:ZF;l/rY;

jzm jzm
-— r —1/7‘
@'ZZQ Yy %:ZF@' Yij
jzm jzm

k k
O =) il V=) a]”
i=1 i=1

donde ¢;,7 = 1...k, son copias independientes de ¢.

A lo largo de la seccién las letras S, S; , Y ,Y; , Y;; , I'; , I';; , denotan las
mismas variables aleatorias que las introducidas en Ill.a. Supondremos ademas que

los vectores x; de la definicién de Y pertenecen a By (i.e. ||x;]| <1).
Proposicion ITl.c.3. Las series ¢ y ¢ convergen c.s. y ®", U" son integrables.

Demostracién: Para demostrar la convergencia c.s. de ¢ y 1 repetir el razona-
miento hecho en la Proposicién II1.b.3. con las variables S y S. Por el Lema IIL.a.10.
y el argumento también utilizado en I1I.b.3. basta probar la integrabilidad de ®" para
tener la de ¥ (o viceversa). Demostraremos que ®” es integrable. Puesto que ¢ toma
valores en un espacio de dimensién finita podemos usar el Lema IIl.a.7.. Claramente
la variable N = sup;,, ||j_1/TYj|| cumple EF(N?) < oo, para todo 0 < ¢ < oo y por
el mencionado Lema IIl.a.7., || " ||9 < oo, para todo 0 < g < 0.
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Antes de pasar a la demostracion del Teorema IIl.c.1. precisamos la forma exacta

en que vamos a usar la desigualdad de desviacién:

Lema ITl.c.4. SeaO0 <r=p< 1. Seak € IN y (a;) € R" tal que Zle la;|P = 1.
Para todo t > 0,

k k
P {‘H > aidill” = Bl aigill”
i=1 i=1

> t} < Kexp —(expct)



Demostracién: Sean &;; = a;Y; , 1 <4< k,j>m. Las variables &;

ij jl/r
k,00 k
son independientes y Z &ij = Zaszi = ®. Como ||P||" es integrable, estamos en
=1 i=1
condiciones de aplicar el Lema I1l.c.2 .. Las acotaciones sobre Aj; = essup [|§;;]|" son
la mismas que las realizadas en Lema III.b.4.. ///

El ingrediente més importante en la demostracién del Teorema IIl.c.1. es el

siguiente lema :

Lema III.c.5. Sean § > 0, 0 < r < 1. Existen funciones m = m(d,r), C(0,r) y
©(d,r) con p(d,r) — 0 cuando 6 — 0 y r fijo, tal que para todo niimero natural k

que verifique

logk < C(6,7)(ST.(E))"

y todo (a;) € R*, se tiene

k
]EH S aidill” - M| < drr(s. )
=1

k 2/r
donde M = <E I ZaiSi]V/Q)
=1

Mas brevemente, con la notacion introducida arriba, hay que demostrar que las

hipétesis del Lema implican,

‘E@’" —M"| < M"p(0,71)

Suponer la tesis del Lema IIl.c.5. cierta; vamos a probar primeramente el Teo-

rema I1l.c.1..

Demostracion del Teorema IIl.c.1.

Fijar 0 < e < 1. Sea § = d(¢) que serd precisado més tarde. Sea también

k € IN (a elegir mas adelante) y (a;) € R" con Zle la;|” = 1. Existen vectores



r1...x, € By tal que
1 n 7oy
-37<En22@mwﬂ) > L ST,(E)
i=1

Notemos que por el Teorema III.a.9.

k 2/r 2/r
r d r 1
= (E!\Zaisin /2> = mc (JEHZMZH /2> > o7 ST (E)
=1 r

Dado 0 <e < 1sean § = d(e) > 0y & = d'(e,r) tales que § > ¢(&',r) +¢'. Si
logk < C(d,7) (STT(E))T tenemos

k
P{| 1wl -

=1
-

< (Lema IILc.5.) < ]P{‘ HZ@Z@HT Ed"

>5MT}

k
1) aigi||” — EP"

=1

+ ‘]E@T - M"

> (6", r)M" + 5’M7"}

>6’M7“}

< Kexp—(expcd’M")

Repetimos el final de la demostracién hecha para el caso r < p. Tenemos esti-

mada

<5M’“}>1—Kexp (exp ¢, 0" (ST (E)")

ﬂu}j%mw M

Sea Ns la cardinalidad de una dé-red T en la bola unidad de ¢'. Entonces,

ﬂHE:m@W ar

<oM" | V(al) €T5}
>1— N5 Kexp—(expec,d' (ST (E)")

Si hacemos que el segundo miembro de la desigualdad sea estrictamente mayor que

0, entonces existird un elemento w = w(d) en el espacio de probabilidad de forma que



| Zalgbl )" = < 0 M" es cierto para todo (a;) en la d—red. Esto se logra
en v1rtud del Lema III.a.12 si

K exp % exp —(exp ¢,.0' (ST, (E)") > 0
r

Es sencillo comprobar que esta desigualdad se cumple si logk < C(&',7) (ST, T(E))T.

Er

Observamos también que el §(¢) que hemos de elegir es § = = i1 de forma

que la aplicacién consecutiva de los Lemas I1I.a.14 y IIl.a.15 hacen que

’”Z“z@ H—M‘<5M

para todo (a;) en la esfera unidad de £7.
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Demostracion del Lema IIl.c.5.. Resultados previos.

La demostracion del Lema III.c.5. es laboriosa y la dividiremos en 6 pasos. Pero

antes necesitamos enunciar unos resultados previos:

El primer resultado es una propiedad elemental de martingalas suficientemente

conocida.

Proposicién ITl.c.6. Sea (f,) una martingala tal que IE(f2?) < oo,¥Yn € IN. En-
tonces la diferencia de martingala es una familia ortogonal. Es decir, IE(d,, - d,,) =0

para todo n # m.

Sea (F,, ,n > 1) una sucesion creciente de o-algebras. Sea f: ) — IR una funcién

medible respecto de 0( U fn) tal que IF(f?) < oo . Denotar por (d,,) la sucesién
n=1
de diferencias de martingala asociada a E(f | F,, )

Proposicién IIl.c.7. Con la notacién anterior, si ademds sup |d,(w)| < A, < 00
weN
entonces,

E|f-EfP<) N
n=1



Demostraciéon: La demostracion es consecuencia de Proposicion 0.a.7. y de la
ortogonalidad de diferencias de martingala. Pisier, en [Pi 2], usa y demuestra este

resultado. ///

Un caso particular interesante de la anterior Proposiciéon es cuando tomamos

fzz;i1§j Yy Fn =01, &n)-
Proposicién IIl.c.8. Para todo0 <py (a;) € R", n>1

(@) llpoo <l (@i) [l < ¢ (log 7) /7 || (2) [|poc

Demostracién: Por las propiedades de la cuasi-norma || (a;) ||poo, (ver Comen-

tario 0.b.4.v)), basta demostrarlas para p = 1. Observar que

sup ifa;[" =lla|" <|a["+... +]a]" <|(a) 2
1<i<n

Esto prueba la primera desigualdad.

1
Para la otra, puesto que || (a;) |[1cc <1 <= |a;|" < =, V 1 <i <n, resulta,
i

@)<Y 5 <clogn /i

Lema III.c.9. Sea m > 2. Para todot > 0,
m2
P{) T;'>t}<—

‘ t
j<m

Demostracién:

P{) T;'>t} gJP{ Ut > %}} <> P{I;' > %} <mP{T7! > %}

j<m jsm J

m 2

t m
:m/ e Tdr < —
0 t
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Lema ITI.c.10. Sea (§;) una sucesion de variables aleatorias positivas. Sea la funcién

w — ||€i(w)]lg,00- Para todo 0 < g < oo se tiene

I 1)l 0 < 205D 88 37 PP(E; > 1
> .

Demostracién: La demostracién se puede consultar en [Pi 1], Lema 4.11.
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Demostracion del Lema IIl.c.5.

Paso 1. Dado § > 0 por Lema IIl.a.10. existe m = m(d,r) > 2 tal que

T

<

1 1
2 E‘rﬁ/’“ gy

jzm
y asi,

k K
|E@") - E(Y)| < B - | < E|| ) ai(gi— ) I" < EY lail” || i — i |7

i=1 =1

SZIEl 1"

— - —| <94
1/r i1/r
= Fj/ g1/

este m(d,r) no es todavia el m que hay que elegir.

Paso 2. La notaciéon [Fy significa que integramos tnicamente respecto de Y;; con
I';; fijas y andlogamente [Fr. Con esta notacién, IFrlEy = EyIEr = IE. En este

apartado usamos ademas las desigualdades numéricas de las seccién 0.b.

|E(\Ijr/2) . (E<¢r)>1/2‘ < E‘\IJT‘/Q . (E(q)r))l/2’ < E’\Pr . E(q)r)‘l/z

< Bv — By (¥)|' + B|By () - B@")|?

— E‘\Ijr _EY(\IIT)ll/Q +EF|EY(\IJT) _Ey((br)ll/Z

La ultima igualdad es trivialmente cierta pues la variable ® sélo depende de las I';.

Vamos a encontrar cotas para los dos sumandos que aparecen en el Paso 2.



Paso 3.
2
(Ep]]Ey(\IJ’") . JEY(@?")F/Q) < Er|Ey (") — Ey(3")| < B[V - 07| < &

El Comentario 0.b.4.iii) prueba la primera desigualdad y el Paso 1 la tercera.

Paso 4. Para un m suficientemente grande,

2
1/2
(o~ vwn|?) < (w0 - o))
1/2
o\ 1/2
_ <1EF]EY|\I/’" — By (07| ) <2 Y BT 2| <5
j=m

La primera desigualdad es la misma que en Paso 3. Para la segunda desigualdad
fijar {I';;}. Sea la sucesién de o-algebras F;; = o(Yim,...,Y;;) y considerar la
martingala asociada a W". Denotar por d;; la correspondiente sucesién de diferencias
de martingala. Es ficil comprobar (una vez vista la demostracién del Lema II1.b.2)
que

|dij | < ||l Yy |I” + Bl aily " Yy ||” < 2a|"T5}

Por tanto por la Proposicion Ill.c.7.

Ey |V — Ey(¥7)|* < 42 |a;|*" T
Ahora, tomando esperanza respecto de I';; resulta

ErEy U — Ey(U)|° < 42 ja;|*" ErT; 2 = 42 ja;|*" Y EBrT;?

j>m
< 4Z]al|2r Y EBrT;?<4) EBrT;?
j=m j>m
k k )
donde en la tultima desigualdad hemos usado que Z la;|*" < (Z ]ai\r> =1 (ver
i=1 =

Comentario 0.b.4.ii).

1/2
Por fin, la tercera desigualdad 2 (Z i>m ]Epfj_2> < ¢ se sigue del hecho de

que E(I';?) ~ j~? (ver Definicién IILa.8).



Paso 5. Tomar m = m(d,r) el maximo de los que aparecen en los Pasos 1 y 4.

Sea &; = ngm F;jl. Usando consecutivamente los Lemas IIl.c.8., I1l.c.10 y III.c.9.
k

obtenemos estimaciones de || Z la;|"& [|1/2 que seran aplicadas de inmediato en el

i=1
Paso 6. En efecto,

k k
1Y lail"&illyz < CIY - ladl"&
=1 =1

k k
< Clogk supt P{la;|"& >t} < Clogksupt
< Clog DEZ;H|§ } gtfg;

<Ol Mas|"&s(w) log k

|az|r
k
= B'(d,r)loghk ) [a;|"
i=1
con B(d,r) =m?(,r)y B'=CB.
Paso 6. Usando desigualdades ya conocidas méas el Paso 5 tenemos,

k k
B2 - M = B - B Y  < (E!qf’"” —| Zaisiu’"”\)

1=1

k 2
< (E\\V—||Zaisiu"\”2> (JEHZ% i I"/2>
k - 2 /2 2
< (B[S lal S 15 v < |a1|7" > Ty
=1 j<m j<m

< B'(8,r)logk

es decir, si logk < C(0,7)(ST,-(F))" entonces

|E(W"/2) — M| < (B'(5,r)logk)"/* < C'(8,r) (ST.(E))"/? < C'(8,r) M"/?

Final. Ahora juntando los Pasos 2 y 6,
|(BeT)Y2 — M2 < | (B®7)? — B(W/?)| + |B(U/?) - M™2| < ¢/ (8,r)M"/?
El Teorema del Valor Medio aplicado a la funcién /x afirma que

WV —1|<t (=Ve<l+t) = |z—1|<2t(1+1)



T

Usando esta observacién con x = — resulta,

|E(@")Y2 — M2 < /(6,7) M"/? = |B®" — M"| < (8,r)M"
donde (8, ) =2¢'(8,7) (1 + ¢'(5,7)).
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I1I.d. EL TEOREMA DE MAUREY-PISIER PARA EL TIPO EN
ESPACIOS r-BANACH.

En esta seccién, E serd un espacio r-Banach infinito dimensional.

Notacion. .
p(E) =inf{p | £ E EVne N,V0<e<1)}

p(E) =sup{p|E es de tipo estable p}
Necesitaremos tener presentes dos hechos apuntados en paginas anteriores:
i) La relacién entre tipo estable y tipo Rademacher (Lema I11.a.3.).

1
ii) £, I Evn e IN,V0 < e <1 eslo mismo que decir que ¢, es finitamente

representable en F (Proposicién 0.b.12.).

Nuestro objetivo es, basandonos en los resultados de las secciones III b. y IIl.c.,

demostrar el siguiente Teorema:

Teorema 111.d.1. Sea E un espacio r-Banach infinito dimensional.

i) p(E) = p(E).

ii) £p(g) es finitamente representable en E.

Un ingrediente importante en la demostracién de I11.d.1 es el siguiente resultado

debido a Kalton (ver [K-1]).

Teorema II1.d.2.

(i) Si E es un espacio r-Banach de tipo Rademacher p con 1 < p < 2, entonces E' es

un espacio de Banach (i.e. la r-norma que define E es equivalente a una norma,).

(ii) Si E es un espacio r-Banach de tipo Rademacher p con 0 < r < p < 1, entonces
E es un espacio p-Banach (i.e. la r-norma que define E es equivalente a una

p-norma,).



(iii) Si E es un espacio r-Banach de tipo 1 entonces E es p-Banach para todo p < 1

(i.e. la r-norma que define E es equivalente a una p-norma).

Demostracién del Teorema III.d.1. Haremos la demostracién en 5 pasos desta-
cando de esta forma resultados que tienen interés por si mismos. Notar primeramente
que si p(E) > 1, entonces E es un espacio de Banach (por Lema I1l.a.3. y Teorema

I11.d.2) y no hay nada que demostrar. Supondremos por consiguiente p(F) < 1.

Paso 1.

Demostracion:

(i) Es consecuencia inmediata del Teorema de Dvoretzsky para espacios r-normados.
1
Ver [Di], Teorema 11. Dicho Teorema asegura que ¢4 &5 E,Vne N ,V0O<e<
1.

(ii) Todo espacio r-normado es de tipo s-estable para todo s < r (ver Comentario

I1L.a.4).

/1]

Paso 2. Los conjuntos A = {p | £} K E Ve IN, V0O<e<l1} y

B ={p | E esdetipoestable p} son intervalos.

Demostraciéon: El Corolario IIL.b.5. asegura que ¢, es finitamente repre-
sentable en ¢, para todo p1 < p < 2, p1 < 1. El mismo resultado es cierto
para todo p; < p < 2 sin més restricciones. (Ver [J-S 1]). Puesto que la propiedad de
representatividad finita es transitiva, es inmediato ahora deducir que p; € A =pe€ A

para todo p; < p < 2.

Ahora el Comentario III.a.4.ii) implica que B es también un intervalo. ///



Paso 3. p(E) < p(E)

Recordar que V 0 < p < 0o £, no es de tipo p-estable. Como el tipo estable se

hereda por representatividad finita (Comentario 0.b.16) , entonces

22p>p(E):>EZL>+EEVn Ve = Emno es de tipo estable p = p > p(FE)

/1]

Paso 4. p(E) =p(E)

Demostracién: Suponer p(E) < p(E). Por definicién E es de tipo estable ¢
para todo ¢ < p(F). Entonces es de tipo Rademacher ¢ (Lema II1.a.3.) y puede
ser considerado como un espacio q-Banach (Teorema I11.d.2.). Sean ¢ y ¢ tal que
p(E) <q < pE)y % < q < q1. Por definicién de p(E) , E no es de tipo
qi1-estable, es decir STy, (F) = oco. Sin embargo el Teorema IIL.b.1. nos dice que

1+ ..,
by, <5 E o sea p(E) < g, contradiccién.

/1]

Observacion. En el Paso 4 parece que hemos usado el Teorema IIl.b.1. de forma
inapropiada pues ST, (E) = co. Lo que queremos decir con ST, (E) = oo es que

para todo n € IN existen vectores 1, ..., Ty tal que

n 1/s n 1/p
(EHZ9¢5B¢HS> >n (ZH%HP>
=1 =1

Para todo n € IN aplicamos el Teorema IILb.1. al espacio £, = (21,...,Zkm)) ¥

1
puesto que STy, (E,) > n resulta que £} ANy o)

Paso 5. STjp) =0y EZ(E) &5 FE, paratodon € IN y todo 0 < e < 1.

Demostraciéon: Basta demostrar el segundo hecho ya que éste implica el

primero. Para todo p > p(E), B para todon € IN y 0 < e < 1. Dado



1 1 1 1
0<e<l,seann € IN tal queexp— < 1+eyp>p(E) tal que — = )
n p(E) p nlogn

Usando Comentario 0.b.4.ii) se tiene,
air, e )<nnlégn =ex l<1-|—5
prp(E)) = B S
. on 1+¢
y asi {5 5 — E. ///

Observacion. El Teorema III.b.1 también nos da informacién sobre la forma en que
{5k es finitamente representable en . Sea E,, una sucesién de subespacios de E ,

dim E,, = n. Por Teorema III.d.2. E es g-Banach para todo ¢ < p(F). Eligiendo
(4—p(E))p(E)

1 < q < p(E) estamos en condiciones de aplicar

dicho ¢ de forma que

el Teorema III.b.1 y asi,

1

Uiy < B siempre que k< O(e.q,p(E)) (ST,(E)) 75~

Q|-

/1]

Finalizamos con un corolario que también tiene su analogo en el contexto de los

espacios de Banach y cuya demostracion, a la vista de los pasos 1-5, es inmediata.

Corolario III1.d.3.
i) [H(E),2 C{p|fr CEVnelN Yo<e<1}.

ii) {p| E es de tipo estable p} es un intervalo abierto.

/1]



IIl.e. INCLUSIONES DE SUBCONJUNTOS DE L, EN ESPACIOS
r-NORMADOS.

En esta seccion estudiaremos el siguiente problema: “Dado E un espacio r-
normado de dimension finita y 0 < € < 1, estimar el mayor N € IN de forma que
todo subconjunto T' de L,, 0 < p < oo de cardinal card T' = N verifica el diagrama
T &5 E.” En el caso de que E = /¢! 0 < r < oo, podemos darle la vuelta al problema
y preguntarnos “dado 0 < € < 1 estimar el menor n tal que todo subconjunto T' de
L,, 0 <p < oo de cardinal, card T' = N, verifica T &5 ¢ . Por supuesto tendremos

en general n = n(N,e,p, 7).

1
En [J-L] se demuestra que si T' C #5, con card T = N, entonces T' &5 65(5) log V.

También en [Sch] se da una estimacién sobre inclusiones en £, 1 < p < 2, de sub-
. . ., 1+
conjuntos de L,. La estimacién que encuentra es L, D T N Eg(E)N log N " F] autor

también conjetura que la relacién éptima es n ~ C(e, p) (log N)C®),

Observacién. Notemos que tomar 7' C L, 6 T' C ¥, es lo mismo, pues por un proceso
de aproximacién, paratodoT C L,y 0 < € < 1 existe T” C ¢, tal que d(T,T") < 1+¢
(ver por ejemplo [T 2|, pdg. 368). Ademés si dos funciones z,z’ € T' C L, tienen

soporte disjunto, también lo tienen sus correspondientes imégenes en T".

Utilizando la demostracién gaussiana del Teorema de Dvoretzsky desarrollada

1
en [Pi 1] extendemos primeramente el resultado en [J-L] a la situacién o D T i E,

con F un espacio normado cualquiera. Tres resultados son necesarios previamente:

Notacidn. Sea (F, ||-||) un espacio de Banach, y sea : 2 — E una variable aleatoria

gaussiana. Se definen

o(y) =suwp { (B|X(7)[)"/? | X € Bp- }

d(v) = Eﬂ?ﬁ! | (2 (Eg(l;)H)) )



Teorema IIl.e.1. Sea (E,| -||) un espacio de Banach, y sea y:) — E una variable

aleatoria gaussiana. Para todo t > 0

2
P{lv] = Elyv[|>tE|v]}<2exp——td()

Demostracién: Ver [Pi 1], Teorema 2.1. ///

El siguiente conocido resultado serd usado para estimar d(-y). Es una versién del

Teorema de Dvoretzsky-Rogers [D-R].

Lema IIl.e.2. Para todo espacio normado (E, | -||), dimE = n, existen vectores
X1y, Tm, con m = [n/2] tal que
1 m m 1/2
w2y v e s ()
1= 1=

Vi=1,...,my (a;) € R™.
Demostracién: Ver [D-R] ¢ [Pi 1], Lema 1.8. ///

Lema IIl.e.3. Sea E un espacio de Banach de dimensién n. Si x1,..., %, son los
m

vectores de E que aparecen en Ill.e.2., entonces la variable aleatoria v = E Yi T,
i=1
donde ~; son v.a.i.i.d. gaussianas reales, verifica

i)
d(v) > C logn

ii) Si ademds E tiene cotipo q, 2 < q < oo con constante del cotipo Cy,

Demostracién: Ver [Pi 1], Capitulos 1y 3. ///



Teorema I1I.e.4.

i) Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo 0 < € < 1, todo espacio
normado F de dimension n y todo subconjunto T' € {5 de cardinal card T'= N,

. . 1+e .
se verifica el diagrama T — FE siempre que

C
logn > — log N
€

ii) Para todo 2 < q < oo existe una constante numérica C = C(q) > 0 tal que
para todo 0 < € < 1, todo espacio normado E de dimension n y cotipo q con
constante de cotipo Cy, y todo subconjunto T' € {5 de cardinal card T=N, se

. . 1+e .
verifica el diagrama T — FE siempre que

Demostracién: Sea t = (t;)3° € T. Claramente podemos considerar T' C £,

Sean (v;)Y variables gaussianas normalizadas i.i.d. Considerar la variable aleatoria

N
Vi = Zti ;. Por el Comentario 0.a.11.iii), v, 4 |t |2 y1-
i=1
Sean x1,...,T, € E, m = [n/2], los vectores dados por el Lema IIl.e.2.. Tomar
N
iy .,y copias ii.d. de v, i.e. fyg = Zti 7ij- Definir por ultimo
i=1

m
Iy = Z’Yg Lj
J=1

Para todo s,t € T, observamos que

ITe =Tl =13 Z )% mr—uz =5 (3 i)

d
= [t = sl Z My 7|l
j=1

Estamos interesados en computar la probabilidad del suceso:

T —Ts | S .
Agi = W—EHZ%J'%H <eE| Y mjwl
i=1 i=1



o lo que es lo mismo, por la igualdad en distribucién anterior en estimar
m m m
P{As} =PI s = BIY. il < BIY. a1}
Jj=1 Jj=1 J=1

Por el Teorema Ill.e.l. IP{A,;} > 1—2exp—Ce?d(y). Aplicando ahora el Lema

I1l.e.3. tenemos para el apartado i),
N 2
P{As; | Vs,t €T} >1-2 5 exp —Ce” logn

y para el apartado ii)

2

N
P{As,t ‘ VS,tET}21—2(2)exp_C_q2

Las anteriores cantidades son estrictamente positivas si, respectivamente

C CCi a
logn > — log N y n > L (log N)=
g ed
y en los dos casos aseguramos la existencia de un elemento w en el espacio de proba-
r
bilidad tal que la funcién f:7T — E definida como f(t) = () da la

Bl |

inclusion que satisface la tesis del Teorema.
/1]

SiT C Ly con 0 < p < 2 las inclusiones que se obtienen son menos satisfactorias.
Mediante las técnicas desarrolladas en las secciones IIl.a. y IIL.b. encontraremos
inclusiones de subconjuntos ' C L, card T'=Nen ¢! con0 <r <p<2,0<r <1.
En el caso r < p conseguiremos una relacion éptima entre n y N cuando sobre T las
normas || - ||, y || - ||, sean comparables. Para r = p mejoraremos las estimaciones

dadas en [Sch] aunque sélamente para conjuntos particulares.

Notacién. Sean r y p tales que 0 < r < p < 2, 0 < r < 1. Dado un subconjunto
t— s||,
finito T' C ¢, definir D = sup u
tset It —slp

Teorema IIl.e.5. Para todo r, p tales que 0 < r < p < 2, 0 < r < 1 existen

constantes C,C",C" > 0 dependientes tinicamente de r y p tal que para todo 0 <



e < 1 y todo subconjunto finito T' de ¢, con cardinal card T = N, el diagrama

1
T ¢ se verifica
4 —
i) Si0< y < r < p, siempre que

DY" +log N < Ce% n

p(4 —

ii) Sir < p)7 siempre que

D7 +log N < C'e% ' n

donde ¢ = £ y ¢’ el exponente conjugado de q.

Demostraciéon: Podemos suponer, puesto que U ¢, es denso en ¢, que T' C
n>1
Eé\/" para un M = M(e, N) suficientemente grande. Sélamente hay que demostrar

el primer apartado pues ii) es consecuencia inmediata de i), del Corolario III.b.5.
y la propiedad transitiva de las inclusiones. Para simplificar la notacién todas las
constantes que aparezcan en la demostracion que dependan tinicamente de p y r seran

denotadas con la misma letra C.

Para todo n € IN sea la variable aleatoria Y: Q) — ¢ con funcién de distribucion

1 o i
< o (0e;, +0—¢,), con ¢; = (0,...,1,...0) € £’. Con la misma notacién
n
i=1

introducida en la seccién IIL.a.1. definir para todo t = (t;)M € T,

Y

M M
O; = Ztisi y O, = Ztigi
=1 =1

Por el Teorema I1L.a.9. y el Comentario 0.a.11., es claro que IE||S|. = Cn'/9". Para
todo t,s € T consideramos las variables ©; — O, y (:)t — ©,. Por el Comentario

IIl.a.4.vi) tenemos
d T T L
100 = Oulls L1t = sl ISl vy E(18— 64l ) = It = slly, O
Procediendo como en la demostracion del Teorema III.b.1.es facil ver que

B0~ 6.1;) - B(16:- 6.1 ) | < Clle—sl;



es decir
1

1t = sllp

B([0:-6.l; )~ E( 6. -6.];) ] <CD’

Los céalculos realizados mas el Lema III.b.4., hacen que

E(H@t—@sM)}

1t = sll5

zp{ ‘ 16, - 6.0;  E(le—eulr)

- - ‘ > €
1t =3 It = sl3

{ ’ 16 = &,z — B( 16 - &4; )

+
e =l ‘
E(16.-6.17) - B(le. - o, ,
+‘ < ) ( ) ‘>Csnl/q }
[=FR
160 - 64y — (16, - 6,117 ) »
glP{ - >C’(5n/q—DT)}
[e= sy

< 2exp —C’(anl/q/ — Dr)q
Argumentando como siempre, tenemos estimada la probabilidad

Jp{ M—E(||S|IZ)’S€E(HSH:) |Vt,s€T}

1t = slI}
N ’ !
>1- (2) 2exp —C(en'/? — D)*

Si esa probabilidad es positiva existe un elemento w en el espacio de probabilidad tal
que

19¢(w) — Bs(w)lly

1t = sll5

E([IS]7) (1-¢) <

<A+e)E(|S|r) VitseT

Concluir usando el Lema IIT.a.15 para quitar el exponente r. Para cada ¢, la funcién

@t(w)
(E(|S))""

en cuenta también la desigualdad numérica 2. en 0.b., comprobamos que la proba-

. Finalmente, teniendo

f:T — £ que produce la inclusién es f(t) =

bilidad del suceso anterior es positiva si D77 4+ log N < Cel' n.

/1]

Observar que cuanto mas pequeno sea D mejor estimacion conseguiremos. En el
Corolario a continuacién obtenemos la mejor estimacion posible. Antes de enunciarlo

necesitamos realizar una nueva



Observacién. Sea T' C ¢, un conjunto numerable de puntos con soportes disjuntos
dos a dos. La aplicacién f: T — ¢, definida por f(t;) = ||ti||p €; es una isometria. En

efecto, para todo par de puntos t;,t; € T,

o0
It = 5015 =Y It (R)P + 15 ()P = || ltsllpes — 15 1pes 15 = [1F(E:) — £
k=1
Nie; — Niesll, L
Observacién. Si T = {)ie1,...,Ayen}, entonces  sup Aiei — Ases| <97 110;

1<izi<n [|Aiei = Ajesllp T
este hecho es consecuencia inmediata de la desigualdad numérica 1. en 0.b..

Corolario IIl.e.6. Para todo r, p tales que 0 < r < p < 2, 0 < r < 1 existen
constantes C,C",C" > 0 dependientes tinicamente de r y p tal que para todo 0 <
e < 1 y todo subconjunto finito T' de puntos de L, con soportes disjuntos dos a dos

1
y cardinal card T = N, el diagrama T & ¢ se verifica

4 —
i) Si0o< # < r < p, siempre que
C
n > — log N
c4
4 —
i) Sir < #, siempre que
/
1 1
dondeqzz—?y——i-—lzl.
r o q (g

Demostracion: Por las observaciones anteriores podemos suponer que el con-
junto T es de la forma T = {Aje1,... Ayen} C EZ])V y D < 21/4" Usar el Teorema
III.e.5.

/1]

Observacion. La relaciéon entre n y N obtenida en IIl.e.6. es la mejor posible. En

. . . 14 .
efecto, si existe una funcién f(N,e¢) tal que £, DT & ¢ para todo T' C £, siempre



que n > f(N,e), en particular serd cierto para T = {ey,...,en} donde e; son los
vectores de la base canénica de ¢,. Para todo 1 <i# j < N, |le; —e;||, = cte. y la

Proposicién I1.a.6. asegura que f(N,e) < C(e)log N.

Siguiendo el mismo esquema de demostraciéon que en el Teorema IIl.e.5., obten-

emos inclusiones de ciertos conjuntos de puntos de ¢, en £ para todo 0 < p < 2.

Teorema IIl.e.7.

i) Para todo 1 < p < 2 existe una constante C = C(p) > 0 tal que para todo
0 < € < 1 y todo subconjunto finito T' de ¢, con cardinal card T = N, el

. 14 . .
diagrama T' — {}) se verifica siempre que

e

DP + (log N)» < CeP logn

ii) Paratodo0 <p<1ly0<é< 1 P , existe una constante C' = C(p,§) > 0 tal

-D
que para todo 0 < ¢ < 1 y todo subconjunto finito T' de ¢, con cardinal card

. 1+e . .
T = N, el diagrama T — [} se verifica siempre que

DP + (log N)° < Ce'*0 logn

donder =1eni)yr= en ii).

p
146
p(4—p)

4
1 1

Escribir ¢ = p (=1+6) y sea ¢’ el exponente conjugado de g, es decir — + — =1
r q q

Demostracién: . Por la restricciéon sobre §, tenemos 0 < <r <p.

Suponer T C 624 para un M suficientemente grande. Por el Comentario I11.a.4.iv),
STy(ly) = Cp(log n)l/p, V0 < p <2 Por tanto existen vectores z1,...,x5 € Bn
k
C
tales que || ZOi zi|lp > 7p(log n)Y/PEY/? donde 6; son v.a.ii.d. p-estables. Con la

i=1
notacién habitual, definir para todo t = (¢;)M € T,

O, =) tSi y  O6,=> 15



Por el Teorema I1L.a.9., IE|S||;, > C (log n)"/P. Para todo t,s € T consideramos las
variables ©; — O y ©, — ©,. Por el Comentario I1.a.4.vi),

d ' T T
100~ Oully L1t =slp ISl v B0l ) > [t = s]; C logn)"/”
Procediendo como en la demostracién del Teorema III.b.1.es facil ver que
B(joc-0.15) - B(16, - 6.l ) | < C -l

es decir
1

[t = sl

B0 - .l ) - B(16, - 6.1;) | < c0r

Continuando como en la demostraciéon del Teorema IIl.e.5.; tenemos

]P{ 16. - 6.y E(H@t —@sy\;) ‘ N 6JE(H@t —@5!\;)}

1t = sll3 1t = sli5 It = sll5

< 2 exp —C'(e(log n)"/P — DT)ql

Por tanto,

Hé _éSHT T r
P{ | o=~ B(Isly) | < B(Isly) | veseT )

= sl
N o e d
>1- 9 2 exp —C(e(logn)"? — D")

Si esa probabilidad es positiva existe un elemento w en el espacio de probabilidad tal

que

E()S;) (1 -2) < P<(14+)B(|Sl;) Y tseT

Concluir usando el Lema IIl.a.15. para quitar el exponente r. Para cada ¢, la
O (w)
(B(ISI;)) 1

comprobamos que la probabilidad del suceso anterior es positiva si D" + (log N) < <

Finalmente

funcién f:T — £} que produce la inclusién es f(t) = T

q

Ce (log n)l/q, es decir, si D + (log N)a" < Ce? logn. Sil <p <2, entonces ¢ =py
¢ = p’ que demuestra i). Si0 < p <1, observar que =1+ y 2/ =90.
q

/1]



En el caso de que T esté formado por puntos de soporte disjunto dos a dos
podemos computar D facilmente y dar el siguiente Corolario andlogo al Corolario

[IL.e.6.

Corolario IIl.e.8. Para todo 1 < p < 2 existe una constante C' = C(p) > 0 tal que,
para todo 0 < ¢ < 1 y todo subconjunto finito T' de puntos L,, con soporte disjunto

1
dos a dos y cardinal card T = N, el diagrama T’ & ¢, se verifica siempre que

e

C
logn > g—p(logN)p

Demostracion: Podemos suponer que el conjunto 7T es de la forma T =

{Mer, ... Aven} C ) paratal T, D < 21/4". Usar el Teorema IlL.e.7.

/1]

Observacién. Si 1 < p < 2, escribimos f(N) = exp [(log N)ﬁ} Es inmediato
comprobar que (log N)* < f(N) < N para todo a,b > 0. Por tanto la relacién f(N)
es mejor que N log N, que es la obtenida por Schechtman en [Sch| para conjuntos T'

cualesquiera, aunque es peor que la conjeturada por ¢l mismo en el mismo articulo,

(log N)¢(®),

Comentario IIl.e.9. Si 0 < p < 1, la estimacion que se obtiene al aplicar el
Teorema Ill.e.7. a un conjunto 7' de puntos con soporte mutuamente disjunto es
logn > 81%(log N )5, vV 6 > 0. Esta puede ser sensiblemente mejorada haciendo uso
de las técnicas de IIl.c.

Corolario III.e.10. Para todo0 < p <1y 0 < e < 1, existen constantes C,C’ > 0
dependientes de p y ¢ tal que, para todo subconjunto finito T' de puntos de L,, con
soporte disjunto dos a dos y cardinal card T = N, el diagrama T &5 ¢, se verifica
siempre que

n> C (logN)¢

Demostracién: Suponer T = {Ajeq,...Ayen} C %V. Por el Comentario

La.4.iv), ST,(4;) = Cp(log n)/P. V0 < p < 1. Por tanto existen en Byn vectores



k 2/p (O
x1,..., T tales que <E I Zeml\gﬂ) > 7p(log n)YPEYP donde 6; son v.a.ii.d.
i=1

p-estables. Para abreviar escribimos

b 2/p
M = (E 1502, Hg/Z) EVPCIY > (20,) 7" (logn) P
=1

Con la notacion de Ill.c., sean para todo 1 < ¢ < N, las variables ©; = \; ¢;.
Ahora para todo 1 < ¢ # j < N consideramos ©; —©;. La desigualdad de desviacién
del Lema IIl.c.4. tiene en esta situacion la forma

]P{ 1©; — 6,2 E(H®i - ®j||£)

[Niei = Ajejlln [ Aiei —Ajellp

>t}§Kexp—(expct) Vit>0

El otro resultado esencial, el Lema IIl.c.5., se particulariza aqui como sigue: “Sean
d>0,0<p<1. Existen funciones m = m(d,p), C(d,p) y ©(6,p) con ¢(6,p) — 0
cuando 6 — 0, tal que silog2 < C(4,p) logn, entonces

E ([6: - 6,|1)

— MP MPp(6,n)”
DR < MPe(0.p)

Utilizando estos resultados concluimos como en el Teorema IIl.e.5.. Para todo
0<e<lsean d = d(e) > 0y § = d'(e,p) tales que § = p(d',p) +¢'. Silog2 <
C(&',p) logn. Para todo 1 < i # j < N tenemos

pf| 10Ol

[Xi es — Ajejllp

>5M%

< pf] 100l _E(le-eilk)
= Niei = Nejll Ihier — Ajesllp
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Por tanto si log2 < C logn,

{ 1©: — 657

N /
_MP|<SMP|V1<i jgN}zl—K( )exp—n05
Do el =iz 2
La probabilidad de este suceso es positiva si n > C (log N )C/. Observar que
para tales n y N, y eligiendo convenientemente la constante C, la restriccion log 2 <

C logn no es tal. Para finalizar, usando el Lema IIl.a.15. para quitar el exponente
Oi(w)
T

p, para cada e, la funcién que produce la inclusién es f(\; e;) =

/1]
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