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especial a D. José Antonio Rojo y al equipo del CONAI, la ayuda e interés que siem-

pre me manifestaron. Lamentablemente, tras su marcha, el “gracias al CONAI” se
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INTRODUCCION

La presente Memoria está inclúıda en lo que actualmente se conoce como la

Teoŕıa Local de los Espacios Normados, que es una rama del Análisis Funcional y

más concretamente de la Geometŕıa de los Espacios de Banach. La Teoŕıa Local es

una de las áreas del Análisis Funcional que más rápidamente se ha desarrollado en la

última década. Según V.Milman*, “. . . estudia las propiedades de los espacios norma-

dos de dimensión finita y su comportamiento cuando la dimensión tiende a infinito.

Este desarrollo floreciente no es accidental. Los matemáticos en el pasado no fijaban

su atención en los espacios de alta dimensión como tales. Al principio de este siglo la

geometŕıa (geometŕıa convexa) se ocupaba principalmente del estudio de las dimen-

siones dos y tres. Desde luego, algunos resultados se extend́ıan automáticamente a

dimensión n, pero conservando su esṕıritu de baja dimensión. Cuando se vió que el

estudio de los espacios de dimensión alta era importante, éste fue iniciado mediante

una aproximación por espacios de dimensión infinita. Esto produjo el florecimiento

del Análisis Funcional. Después de varias décadas de incréıbles éxitos para el Análisis

Funcional, fue claro y manifiesto que este desarrollo no daba de hecho casi ninguna

información relevante sobre los espacios normados de alta dimensión. Un espacio de

dimensión infinita es habitualmente una mala aproximación para un espacio de alta

dimensión.”. . . “Actualmente, está comúnmente aceptado que la Teoŕıa Local existe

y es diferente de sus dos ráıces: la Geometŕıa Convexa de baja dimensión y el Análisis

Funcional de dimensión infinita.”

Un problema habitual en Análisis Funcional es conocer si un espacio infinito di-

mensional dado E, contiene buenos subespacios (ℓp, c0, etc. . .), y de qué forma (com-

plementados, isométricos, casi isométricos, isomorfos . . .). El Teorema de Dvoretzky

[Dv 1961], re-demostrado y mejorado en [F-L-M 1977], es considerado como el punto

de arranque de la Teoŕıa Local y da respuestas al problema de encontrar buenos sub-

espacios, ahora en espacios normados de dimensión finita. En la versión de [F-L-M] el

* Milman, V. “Spaces of large dimension; some counter-intuitive results”. Centre

for Math. Anal. Australian Nat. Univ. 20, 1988.



resultado se enuncia como sigue: Para todo 0 < ε < 1, existe una constante C(ε) > 0

de forma que si E es un espacio normado de dimensión finita n, entonces contiene

un subespacio (1 + ε)-isomorfo a ℓk
2 siempre que

k ≤ C(ε) log n

Dados F , E, denotaremos mediante el diagrama F
1+ε
↪→ E el hecho de que si 0 < ε < 1,

entonces E tiene un subespacio (1 + ε)-isomorfo a F . Según ésto, el Teorema de

Dvoretzky dice que ℓk
2

1+ε
↪→ E siempre que k ≤ C(ε) log dim E. La relación entre

dim E y k se puede mejorar usando las nociones de tipo y cotipo Rademacher.

Esto fue descubierto también en [F-L-M], donde se demuestra que ℓk
2

1+ε
↪→ E siempre

que dim E ≥ C(ε, q) C−q
q kq/2 con Cq la constante del cotipo de E. En particular,

ℓk
2

1+ε
↪→ ℓn

p , 1 ≤ p < 2, siempre que n ≥ C(ε) k, que es la relación óptima.

En [Di 1986], el autor considera espacios E r-normados y extiende los resultados

de [F-L-M].

También se han investigado las inclusiones de ℓk
p, p ̸= 2. Concretamente, en [J-S

1 1982], se demuestra que para todo 0 < p < 2 y 0 < r < p con r ≤ 1, ℓk
p

1+ε
↪→ ℓn

r

siempre que n ≥ C(p, r, ε) k. En [Pi 2 1983],el resultado es extendido a todo espacio

de Banach en términos de la constante de tipo p-estable de E, STp(E), probando

i) Si 1 < p < 2, ℓk
p

1+ε
↪→ E siempre que k ≤ C(ε, p)

(
STp(E)

)p′

donde
1
p

+
1
p′

= 1.

ii) Si p = 1, ℓk
1

1+ε
↪→ E siempre que log k ≤ C(ε) ST1(E).

G. Schechtman ha continuado esta ĺınea de investigación y en [Sch 1987], demues-

tra que para todo subespacio E ⊂ Lp de dimensión finita y 0 < r ≤ p < 2, E
1+ε
↪→ ℓn

r

siempre que n ≥ C(ε, p, r) (dimE)1+r/p. En [B-L-M 1989], los autores mejoran los

métodos de Schechtman y demuestran que si E ⊂ L1, dim E = k, E
1+ε
↪→ ℓn

1 siempre

que n ≥ C(ε) k (log k)3 y, en función de la constante del tipo Tp de E, E
1+ε
↪→ ℓn

1

siempre que n ≥ C(ε, Tp) k. Recientemente, Talagrand en [T 2 1990], elimina el

exponente 3 del logaritmo.

Las técnicas empleadas en la demostración de los resultados anteriores son de

naturaleza probabiĺıstica. Daremos a continuación una idea de las mismas siguiendo

para ello la versión del Teorema de Dvoretzky publicada por G. Pisier en [Pi 1 1986].



i) Sean ξ1, . . . , ξk variables aleatorias gaussianas independientes e igualmente dis-

tribúıdas con valores en E. La propiedad fundamental de estas variables es

que para todo x = (ai)k
1 ∈ Sℓk

2
, donde Sℓk

2
es la esfera del espacio eucĺıdeo,

k∑
i=1

ai ξi tiene la misma distribución que ξ1. Consideramos el suceso Ax =

{ | ∥
∑k

i=1 ai ξi ∥ − M | ≤ εM }, con x = (ai)k
1 ∈ Sℓk

2
y M la esperanza de

∥
∑k

i=1 ai ξi ∥, denotada por IE∥
∑k

i=1 ai ξi ∥. Por la propiedad anterior, el suceso

tiene la misma medida que B = { | ∥ξ1∥ − IE∥ξ1∥ | ≤ ε IE∥ξ1∥ }.

ii) La estimación de la probabilidad de B es lo que se conoce con el nombre de

desigualdad de desviación de la variable ∥ξ1∥ respecto de su media. Se puede

demostrar que IP (Ax) = IP (B) ≥ 1 − f(ε,dim E), para una cierta función

dependiente de ε y dim E pero no de x.

iii) El tercer paso es un argumento de densidad. Considérese una δ(ε)-red Nε en Sℓk
2
,

cuya cardinalidad se puede estimar en función de k y ε. Es un cómputo sencillo

el ver que IP (
∩

x∈Nε
Ax) ≥ 1−card Nε f(ε,dim E). Si imponemos a esta última

cantidad que sea estrictamente positiva (de aqúı sale la relación entre n, k y ε),

aseguramos la existencia de un elemento ω en el espacio de probabilidad tal que

para todo x = (ai)k
1 ∈ Nε tenemos 1 − ε ≤

∥
∑k

i=1 ai ξi ∥
M

≤ 1 + ε, (estamos

diciendo simplemente que
∩

x∈Nε
Ax ̸= ∅), y por la densidad de la δ(ε)-red lo

mismo es cierto para todo x = (ai)k
1 ∈ Sℓk

2
. Por homogeneidad encontramos el

operador que da la inclusión de ℓk
2 en E.

En el esquema anterior ha sido esencial el disponer de una buena desigualdad

de desviación. Estas aparecen repetidamente como técnica indispensable en las de-

mostraciones en Teoŕıa Local. Particularmente importante es el estudio de desigual-

dades de desviación de funciones f definidas sobre espacios métricos de probabilidad

y sobre espacios de probabilidad producto y el ejemplo más importante es el es-

pacio {0, 1}n con la probabilidad de contar y la métrica inducida por la inclusión

{0, 1}n ⊂ ℓn
p , 1 ≤ p < ∞; este espacio recibe el nombre de ℓn

p -cubo. Una primera

técnica para obtener desigualdades de desviación es utilizar el hecho de que en los

espacios de probabilidad producto se produce el llamado fenómeno de concentración

de la medida. Este viene a decir que si tomamos un conjunto de medida no muy



pequeña (≥ 1/2), entonces incluso una pequeña dilatación de ese conjunto da un

conjunto de medida casi la unidad. Las desigualdades usadas en [F-L-M] y [Di]

son obtenidas utilizando este método. También en [Am-M 1 1980] y [Mau 1979],

se deducen desigualdades de desviación para funciones definidas sobre los espacios

{0, 1}n y Πn (el espacio de las permutaciones de {1, . . . , n}) respectivamente, y las

utilizan para construir conjuntos simétricos dentro de los espacios de Banach. En [T

1 1988], y [J-S 2 1991], los autores consideran funciones definidas sobre {0, 1}n y dan

desigualdades que mejoran las obtenidas en [Am-M 1]; finalmente en [T 3 1991] el

autor utiliza las propiedades de {0, 1}n para producir desigualdades para funciones

definidas sobre cualquier espacio de probabilidad producto.

Otra técnica para obtener desigualdades de desviación es utilizar las llamadas

acotaciones exponenciales para sumas de diferencias de martingalas acotadas. En [J-S

1982], se utilizan las acotaciones exponenciales de Azuma y Azuma-Pisier. También

en [Sch 1987], y [B-L-M 1989], los autores hacen uso de éstas y otras nuevas.

Otro apunte importante que se puede sacar del esquema anterior es que a la

hora de encontrar buenos subespacios dentro de E es suficiente restringir el proceso

a un número finito de puntos (la δ(ε)-red). Estas son posiblemente las ráıces de

lo que modernamente se ha desarrollado con el nombre de Teoŕıa Local no Lineal,

que trata de las propiedades de inmersión de los espacios métricos de cardinal finito

y su comportamiento asintótico. En Teoŕıa no Lineal las aplicaciones lineales se

sustituyen por aplicaciones Lipschitzianas, la norma por la distancia y la dimensión

por el logaritmo del cardinal.

La primera vez que un enunciado sobre espacios métricos finitos aparece en este

contexto es en un trabajo de Marcus y Pisier, [Mar-P 1984], donde se demuestra que

una contracción definida sobre un subconjunto finito T de Lp con valores en un espacio

de Hilbert posee una extensión a todo Lp con norma cp [log(card T ) ]1/p−1/2. Este es

un teorema relativo a la propiedad de extensión para aplicaciones Lipschitzianas.

En [B-F-M 1986], obtienen un análogo al Teorema de Dvoretzky: “Para todo ε >

0 existe C(ε) > 0 tal que todo espacio métrico finito (X, d) contiene un subconjunto

Y tal que card Y ≥ C(ε) log(card X) y (Y, dY ) está (1 + ε)-incluido en ℓ2”.



Ya anteriormente se hab́ıan comenzado a investigar las inclusiones de espacios

métricos en espacios normados. En [J-L 1984], se demuestra que si T es un subcon-

junto finito de un espacio de Hilbert de cardinal |T |, podemos encontrar una copia

(1 + ε)-isométrica de T en ℓ
C(ε) log |T |
2 . En [Sch] el autor generaliza este resultado

y encuentra inclusiones de conjuntos finitos T ⊂ Lp, 1 ≤ p < 2, en ℓn
p . Alĺı las es-

timaciones a las que llega son menos satisfactorias que las de [J-L], concretamente

n = C(ε) |T | log |T |.

Un trabajo especialmente importante dentro de esta teoŕıa no lineal es [B-M-W

1986], en el que se introduce el concepto de tipo Rademacher métrico para espacios

métricos y se prueba un teorema del tipo del de Maurey-Pisier lineal encontrando

una estrecha relación entre los dos tipos Rademacher (lineal y métrico), y entre las

inclusiones uniformes en E de ℓn
p y de los ℓn

p -cubos. También se estudian relaciones de

inclusión casi-isométrica entre los diferentes ℓn
p -cubos. Hacemos notar en este punto

que todav́ıa no se ha encontrado una definición adecuada de cotipo Rademacher

métrico para espacios métricos.

A continuación pasamos a comentar Caṕıtulo por Caṕıtulo el contenido de la

Memoria.

En el Caṕıtulo 0 introducimos la notación, definiciones y propiedades de los

conceptos básicos que serán manejados a lo largo de la memoria. La notación es

estándar. Las propiedades y proposiciones que aparecen son suficientemente conoci-

das y se enuncian sin demostración, si bien se indica una referencia en donde puede

ser consultada una prueba de los mismos.

El Caṕıtulo I está dividido en dos secciones. En la primera, I.a., presentamos

las acotaciones exponenciales que posteriormente nos servirán para obtener desigual-

dades de desviación. En la segunda, I.b., repasamos el método basado en el fenómeno

de concentración de la medida en espacios producto y estudiamos las relaciones en-

tre distintas desigualdades de desviación obteniendo alguna nueva (Teorema I.b.12.).

También deducimos de las desigualdades conocidas nuevas versiones que serán apli-

cadas en Caṕıtulos posteriores. En la parte más importante del Caṕıtulo, sección

I.b.3., vemos la equivalencia entre las desigualdades de [Am-M 1] y las de [T 1] y [J-S



2] en el caso de que {0, 1}n ⊂ ℓn
1 (Teorema I.b.21); finalmente damos nuevas desigual-

dades de desviación para ciertas clases de funciones definidas en {0, 1}n; denotando

por Mf la mediana de la variable aleatoria f obtenemos:

Corolario I.b.25. Sea {0, 1}n equipado con la probabilidad de contar IP y sea f

una función f : {0, 1}n → IR tal que

(i) Para todo η, η′ ∈ {0, 1}n, ∥η∥1 ≤ ∥η′∥1 =⇒ f(η) ≤ f(η′)

(ii) Para todo η, η′, η′′ ∈ {0, 1}n tal que ∥η′′∥1 = ∥η′∥1 + 1 = ∥η∥1 + 2 se tiene

f(η′′) − f(η′) ≤ f(η′) − f(η)

Con estas condiciones ∀ t > 0,

IP{|f − Mf | > t} ≤ exp− t2n

8∆2f
(10)

donde ∆f es la variación de f i.e. ∆f = f(1, . . . , 1) − f(0, . . . , 0)

y

Teorema I.b.27. Sea {0, 1}n con la probabilidad de contar IP , y F una función

F : {0, 1}n → IR tal que para todo η, η′ ∈ {0, 1}n, ∥η∥1 ≤ ∥η′∥1 =⇒ F (η) ≤ F (η′).

Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) ≥
[n

2
]

tal que la función f = F ◦ ik verifica

IP{|f − Mf | > t} ≤ 2 exp− t2n

128∆2F

con ik: {0, 1}k → {0, 1}n, ik(η) = (η,
n−k

0, . . . , 0)

Las dos desigualdades mejoran las obtenidas en los art́ıculos [Am-M 1], [T 1] y

[J-S 2].

En el Caṕıtulo II iniciamos el estudio de la inclusión del ℓn
∞-cubo en espacios

normados, r-normados y en otros ℓn
p -cubos. Esta cuestión se puede enunciar de

manera sencilla como sigue: “Dado un espacio r-normado E, determinar el número

de puntos en E que podemos encontrar que estén (salvo error ε) a igual distancia uno

de otro”. Las estimaciones que obtenemos son óptimas en la mayoŕıa de los casos.

Utilizando las desigualdades arriba enunciadas I.b.25. y I.b.27., demostramos:



Teorema II.b.5. Para todo 0 < r < 1 existe una constante C = C(r) > 0 tal que,

para todo 0 < ε < 1 y para todo espacio r-normado E de dimensión dim E = n,

con base 1-subsimétrica normalizada {e1, . . . , en} existe un subconjunto de N puntos

T = {x1, . . . , xN} en E de forma que

1 − ε < ∥xi − xj∥ < 1 + ε ∀ i ̸= j

siempre que

n >
C

ε2
log N

También como aplicación de las desigualdades del Caṕıtulo I, obtenemos buenas

inclusiones en amplias familias de espacios normados (Teoremas II.b.7., II.c.1., II.c.3.,

II.c.4., II.c.6., II.c.8.). Igualmente mejoramos los resultados obtenidos en [B-M-W]

para inclusiones del ℓn
∞-cubo en los ℓn

p -cubos, (Corolario II.b.4.).

Los resultados de la sección II.b. han sido publicadas en [B-B-K 1990]. Aśı

mismo los resultados contenidos en I.b.3. y II.c. forman otro art́ıculo de investigación,

[B-B].

El Caṕıtulo III en su primera parte, secciones III.a., III.b., y III.c., estudia el

problema de la inclusión de ℓn
p en espacios r-Banach, 0 < r ≤ p < 2. En concreto

demostramos los siguientes Teoremas:

Teorema III.b.1. Sean r < p < 2 verificando
(4 − p)p

4
< r < p. Existe C(r, p) > 0

tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio r-Banach E, ℓk
p está (1 + ε)-incluido en

E siempre que

k ≤ C(r, p) ε
p2

r(p−r)
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p

Teorema III.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < ε < 1 existe una constante

C(ε, r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, ℓk
r está (1 + ε)-incluido en E

siempre que

log k ≤ C(ε, r)
(
STr(E)

)r

Las técnicas empleadas en la demostración de ambos resultados,(uso de variables

p-estables, desigualdades de desviación, comparación de variables aleatorias), son las



mismas que las usadas por Pisier en [Pi 2] para el caso de espacios de Banach (r = 1).

En algunos casos los resultados de Pisier se adaptan de manera inmediata al caso de

espacios r-Banach; en otros la generalización no es en modo alguno trivial.

Como Corolario obtenemos el resultado central (Teorema 1) de [J-S 1] para el

caso r < 1:

Corolario III.b.5. Si E = ℓn
r (0 < r < 1) y r < p < 2 entonces para todo 0 < ε < 1

existe una constante C = C(ε, r, p) tal que ℓk
p está (1 + ε)−incluido en ℓn

r siempre

que k ≤ Cn

También como consecuencia resulta un análogo del Teorema de Maurey-Pisier

para el tipo ([Mau-P]) en espacios r-Banach. Dicho teorema es el siguiente:

Teorema III.d.1. Sea E espacio r-Banach infinito dimensional.

i) Los números definidos como

p(E) = inf{p | ℓn
p está (1 + ε) − incluido enE ∀n ∈ IN, ∀ 0 < ε < 1}

p̃(E) = sup{p |E es de tipo estable p}

p′(E) = sup{p |E es de tipo Rademacher p}

son iguales (p(E) = p̃(E) = p′(E)).

ii) ℓp(E) es finitamente representable en E.

Este mismo resultado fue enunciado por Kalton en [K-1]. Los métodos usa-

dos por él son infinito-dimensionales y nada tienen que ver con los empleados aqúı.

Además con nuestras técnicas podemos describir con detalle la forma en que ℓp(E) es

finitamente representable en E.

En la última sección del Caṕıtulo extendemos primeramente el teorema antes

mencionado de [J-L] y, utilizando la demostración de Pisier [Pi 1] del Teorema de

Dvoretzky, logramos buenas respuestas al problema de la inclusión de subconjuntos

de un espacio de Hilbert en espacios de Banach (Teorema III.e.4.). Finalmente, me-



diante las técnicas desarrolladas en las secciones anteriores, damos una solución par-

cial al problema de la inclusión de puntos de Lp en ℓn
r , 0 < r ≤ p < 2, r ≤ 1,

mejorando en los casos considerados los resultados de [Sch] (Teoremas III.e.5. y

III.e.7. y Corolarios III.e.6., III.e.6. y III.e.10.).



CAPITULO 0.

0.a. VARIABLES ALEATORIAS.

En esta sección recordaremos las herramientas probabiĺısticas que necesitaremos

a lo largo de la memoria; las definiciones se adaptarán a su posterior uso por lo que

evitaremos generalizaciones innecesarias.

0.a.1. Generalidades. Martingalas.

A lo largo de la sección todas las variables aleatorias que aparecen se suponen

definidas, salvo que se especifique lo contrario, sobre un mismo espacio de probabili-

dad (Ω, Σ, IP ). En IR consideramos siempre la σ-álgebra de Borel, B. Las letras F ,G
denotarán sub−σ-álgebras de Σ y por f, g entenderemos variables aleatorias reales

Σ-medibles. Escribiremos simplemente variables aleatorias para denotar variables

aleatorias reales.

Dada una función f , la σ-álgebra generada por la familia { f−1(A) | A ∈ B } es

la menor σ-álgebra que hace a f medible. Dicha σ-álgebra se denota por σ(f).

Sea (Ω, Σ, IP ) nuestro espacio de probabilidad, y sea F ⊂ Σ. Denotamos por

IPF la medida de probabilidad inducida por IP en F .

Definiciones 0.a.1.

i) Las sub−σ-álgebras F y G se dicen independientes si para todo A ∈ F , B ∈ G
se tiene

IP{A ∩ B} = IP{A} · IP{B}

ii) Dos variables aleatorias f, g se dicen independientes si las σ-álgebras σ(f) y σ(g)

lo son, i.e. para todo A,B ∈ B ,

IP{f ∈ A , g ∈ B } = IP{f ∈ A } · IP{g ∈ B }



iii) Una variable aleatoria se dice simétrica si para todo A ∈ B

IP{f ∈ A } = IP{−f ∈ A }

Se dice simétrica respecto a c ∈ IR si f − c es simétrica.

iv) Dos variables aleatorias se dice que están igualmente distribúıdas si para todo

A ∈ B,

IP{f ∈ A } = IP{g ∈ A }

y se denota f
d= g.

v) Dos variables aleatorias f, g se dicen que son iguales casi seguramente, (c.s., IP ),

si IP{f ̸= g} = 0.

A menudo utilizaremos la abreviatura v.a.i.i.d. para indicar variables aleatorias

independientes igualmente distribúıdas.

En la memoria aparecerán variables aleatorias con valores en IRn. Las defini-

ciones y notaciones anteriores sirven también en el caso vectorial.

Definición 0.a.2. Sea f una variable aleatoria. Un número real Mf se dice mediana

de f si

IP{f ≥ Mf} ≥ 1
2

y IP{f ≤ Mf} ≥ 1
2

o equivalentemente si

F (Mf − 0) ≤ 1
2
≤ F (Mf )

donde F es la función de distribución de IP .

Observaciones.

i) Toda variable aleatoria posee mediana (no necesariamente única).

ii) Si f ≥ g entonces Mf ≥ Mg.

iii) g: IR → IR monótona =⇒ g(Mf ) es una mediana de g ◦ f .



iv) Si f es simétrica respecto a c ∈ IR entonces c es mediana de f .

Definición 0.a.3. Sea f una v.a. integrable f : Ω → IR y F ⊂ Σ. La esperanza

condicional de f respecto de F , denotada por IE ( f | F ), es la única (c.s.,IPF ) variable

aleatoria F-medible tal que para todo conjunto A F-medible se tiene,∫
A

f(ω) dIP (ω) =
∫

A

IE ( f | F ) (ω) dIPF (ω)

En el futuro escribiremos simplemente (c.s.) en vez de (c.s. , IP ) ó (c.s. , IPF ).

En el caso de que tengamos variables aleatorias f F-medible y g G-medible con F ⊂ G
la igualdad f = g (c.s.) significa igualdad respecto de la probabilidad IPF ( es decir

relativa a la σ-álgebra más pequeña).

La demostración de la siguiente lista de propiedades se puede encontrar por

ejemplo en [L-R], Cap. 6.

Propiedades 0.a.4.

i) Si F = { ∅, Ω } entonces IE(f | F) = IE(f), donde IE(f) es la esperanza de f .

ii) Para toda variable aleatoria integrable f : Ω → IR F− medible IE(f | F) = f, c.s.

(en particular IE(f |σ(f) ) = f, c.s. ).

iii) Si f es integrable, IE ( IE(f | F) ) = IE(f).

iv) Sean f, g variables aleatorias tal que g y f · g son integrables. Si f es F-medible

se tiene

IE(f g | F) = f IE(g | F), c.s.

v) Si F ⊂ G y f es integrable,

IE(f | F) = IE(IE(f | F)| G) = IE(IE(f | G)| F), c.s.



vi) Si f es integrable y σ(f) y F son independientes entonces

IE(f | F) = IE(f), c.s.

vii) Sea σ(F ,G) la menor σ-álgebra generada por F∪G. Sea f una variable aleatoria

integrable. Si σ(f) y F son independientes de G entonces,

IE(f |σ(F ,G)) = IE(f | F) c.s.

Definición 0.a.5. Sea (Fn, n ≥ 1 ) una sucesión creciente de sub−σ-álgebras de Σ

( i.e. Fn ⊂ Fn+1 para todo n ∈ IN ). Una sucesión de variables aleatorias integrables

( fn )∞n=1 definidas sobre Ω constituyen una martingala (discreta) respecto de (Fn)∞n=1

si verifica las siguientes dos condiciones:

i) Para todo n ∈ IN , fn es Fn-medible.

ii) Para todo n ∈ IN , IE ( fn+1 | Fn ) = fn (c.s. IPFn).

• Si Fn = σ (f1, . . . , fn ), es decir Fn es la mı́nima σ-álgebra que hace medibles

a { fi | 1 ≤ i ≤ n }, diremos simplemente que ( fn )∞n=1 es una martingala.

• Dada una función integrable f : Ω → IR y una sucesión creciente de σ-álgebras

(Fn, n ≥ 1) se llama martingala asociada a f a la martingala fn = IE ( f | Fn ).

• Sean (Ωi, IP i, Σi) , i = 1, . . . , n espacios de probabilidad. Consideramos el

espacio (Ω =
n∏

i=1

Ωi , IP =
n⊗

i=1

IP i , Σ =
n⊗

i=1

Σi ) es decir el producto cartesiano con

la probabilidad producto respecto de la σ-álgebra Σ generada por los conjuntos de la

forma {A1 × · · · × An | Ai ⊂ Σi i = 1, . . . , n}.

Sea f : Ω → IR una función Σ-medible e integrable. Para todo i = 1, . . . , n sea

Fi = σ⟨{A1 × · · · × Ai × Ωi+1 × · · · × Ωn | Ak ⊂ Σk, k = 1, . . . , i }⟩. Escribiremos

abreviadamente, Fi = σ⟨Σ1 × · · · × Σi × Ωi+1 × · · · × Ωn⟩ . Bajo estas condiciones,

IE( f | Fi )(ω1, . . . , ωn) =
∫

Ωi+1×...×Ωn

f(ω1, . . . ωi, ω
′
i+1, . . . , ω

′
n) dIP i+1 . . . dIPn



• Dada una martingala (fn)∞n=1 asociada a la sucesión Fn escribimos dn = fn −
fn−1, donde suponemos F0 = {∅, Ω} y aśı f0 = IE(f). La sucesión (dn)∞n=1 se llama

sucesión de diferencias de martingala (asociada a Fn). Claramente dn es Fn-medible.

Proposición 0.a.6. Sea (Ω, Σ, IP ) un espacio de probabilidad. Dada una función

integrable f : Ω → IR y una sucesión creciente de sub-σálgebras (Fn, n ≥ 1) de Σ

denotar F = σ
( ∪∞

n=1 Fn

)
. Bajo estas hipótesis,

lim
n→∞

IE(f | Fn ) = IE(f | F ) (c.s.)

La demostración se puede consultar en [L-R] pg. 409.

Un caso particular de la Proposición anterior, del que haremos uso en la Memoria

es el siguiente:

Proposición 0.a.7. Sea (ξn) una sucesión de variables aleatorias que forman (c.s.)

una serie convergente, ( i.e.

∞∑
n=1

ξn = f (c.s.) ). Suponer f integrable. Sea Fn =

σ (ξ1, . . . , ξn) y construyamos la martingala asociada a f , fn = IE(f | Fn ). Sea (dn)

su sucesión de diferencias asociada. Bajo estas condiciones,

∞∑
n=1

dn = f − IE(f), (c.s.)

0.a.2. Variables aleatorias de Rademacher, gaussianas y p-estables.

Definición 0.a.8. Una variable aleatoria ε se dice de Rademacher si tiene como

función de probabilidad

IP{ ε = 1 } = IP{ ε = −1 } =
1
2

Definición 0.a.9. Una variable aleatoria γ se dice gaussiana normalizada (o sim-

plemente gaussiana) si tiene como función de distribución

F (x) = IP{ γ ≤ x } =
1√
2π

∫ x

−∞
exp− t2

2
dt



Definición 0.a.10. Una variable aleatoria θ se dice p-estable si su transformada de

Fourier es

IE(exp it θ) = e−c |t|p

para algún c > 0, para todo t ∈ IR.

Una variable p-estable se dice estándar si cumple la definición para c = 1.

Puesto que solamente usaremos variables p-estables estándar omitiremos el ad-

jetivo estándar.

Comentarios.0.a.11. Ver [Lo].

i) Las variables 2-estables son exactamente las variables gaussianas.

ii) Sólamente existen variables p-estables para 0 < p ≤ 2.

iii) Sean θ1, . . . , θn variables p-estables i.i.d.. Para todo (ai) ∈ IRn se verifica

n∑
i=1

ai θi
d=

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

θ1

iv) Las variables 2-estables ( i.e. gaussianas ) tienen momentos finitos de cualquier

orden, es decir IE|θ|r < ∞ para todo r > 0. En el caso de variables p-estables,

0 < p < 2, la situación es muy diferente. Es conocido que lim
t→∞

tp IP { |θ| > t }
existe y es finito y no nulo. De aqúı se deduce IE|θ|r < ∞ ⇐⇒ r < p.

Observación. Toda variable p-estable es simétrica.



0.b. ESPACIOS CUASI-NORMADOS Y ESPACIOS METRICOS.

Constantes numéricas

A lo largo de la memoria las letras C, c,K, ... denotarán constantes numéricas

reales. En general no estaremos interesados en estimar su valor. Es por eso que dis-

tintas apariciones de la misma letra pueden representar diferentes valores numéricos.

Śı en cambio las distinguiremos, mediante el uso de sub́ındices Cp, c1,K2, ... , cuando

en la demostración de un resultado interese resaltar su localización en lemas previos.

Desigualdades numéricas.

Las siguientes desigualdades elementales entre números reales serán de utilidad

sobre todo en el Caṕıtulo III.

1. ∀ x, y ≥ 0 y 0 < r ≤ 1 , (x + y)r ≤ xr + yr ≤ 21−r (x + y)r

2. ∀ x, y ≥ 0 y 1 ≤ r < ∞ , xr + yr ≤ (x + y)r ≤ 2r−1 (xr + yr)

3. ∀ x, y ≥ 0 y 0 < r ≤ 1 , |xr − yr | ≤ |x − y |r

0.b.1. Espacios cuasi-normados.

Definición 0.b.1. Un espacio vectorial E se dice cuasi-normado si existe una función

∥ · ∥: E → IR+ tal que

i) ∥x ∥ ≥ 0 y ∥x ∥ = 0 ⇐⇒ x = 0 , ∀x ∈ E.

ii) ∥λx ∥ = |λ| ∥x ∥ , ∀ λ ∈ IR , x ∈ E.

iii) Existe una constante C tal que ∥x + y ∥ ≤ C
(
∥x ∥ + ∥ y ∥

)
, ∀x, y ∈ E.

La menor de las constantes C que verifican iii) se llama constante de la cuasi-

norma ∥ · ∥ de E.



Si reemplazamos la condición iii) por

iii)′ ∥x + y ∥r ≤ ∥x ∥r + ∥ y ∥r , ∀x, y ∈ E, 0 < r ≤ 1

llegamos a la definición de espacio r-normado. Para r = 1 se obtienen, por supuesto,

los espacios normados.

Definición 0.b.2. Dos cuasi-normas ∥ · ∥ y ∥ · ∥0 sobre un mismo espacio cuasi-

normado E se dicen equivalentes si existen constantes c, C > 0 tal que para todo

x ∈ E,

c∥x ∥ ≤ ∥x ∥0 ≤ C∥x ∥

Comentarios 0.b.3.

i) Si ∥ · ∥ es una r-norma entonces es s-norma para todo 0 < s < r.

ii) Todo espacio r-normado es cuasi-normado con constante C ≤ 21/r−1, como se

deduce facilmente de la desigualdad xr +yr ≤ 21−r (x+y)r aplicada a iii)′. A la

inversa, si (E, ∥ · ∥) es un espacio cuasi-normado con constante C, entonces ∥ · ∥
es equivalente a una r-norma donde 0 < r <

log 2
log 2C

. Ver [Ro] ó [K-P-R].

iii) Para toda r-norma,
∣∣ ∥x∥r−∥y∥r

∣∣ ≤ ∥x−y∥r (toda r-norma ∥·∥ es uniformemente

continua).

Notación. Dado un espacio cuasi-normado (E, ∥ · ∥) escribiremos

BE = {x ∈ E | ∥x∥ ≤ 1 } y SE = {x ∈ E | ∥x∥ = 1 }



A continuación, introducimos la notación relativa a espacios concretos que irán

apareciendo a lo largo de la memoria.

• Espacios Lp , ℓp , ℓp∞ , Lp∞ , (0 < p ≤ ∞).

Espacio Vectores Cuasi-norma

ℓp , 1 ≤ p < ∞ (ai)∞i=1, ai ∈ IR
( ∞∑

i=1

|ai|p
)1/p

ℓ∞ (ai)∞i=1, ai ∈ IR sup
i∈IN

|ai|

ℓn
p , 1 ≤ p < ∞ (ai)n

i=1, ai ∈ IR
( n∑

i=1

|ai|p
)1/p

ℓn
∞ (ai)n

i=1, ai ∈ IR sup
1≤i≤n

|ai|

ℓp,∞ , 1 ≤ p < ∞ (ai)∞i=1, ai ∈ IR sup
i∈IN

i1/pa∗
i

ℓn
p,∞ , 1 ≤ p < ∞ (ai)n

i=1, ai ∈ IR sup
1≤i≤n

i1/pa∗
i

Lp(Ω, Σ, IP ) = Lp f : Ω → IR, medibles
(∫

Ω

|f(ω)|p dIP (ω)
)1/p

L∞(Ω, Σ, IP ) = L∞ f : Ω → IR, medibles ess sup
ω∈Ω

|f(ω)|

Lp,∞(Ω, Σ, IP ) = Lp,∞ f : Ω → IR, medibles ess sup
t>0

t1/pf∗

( a∗
i ) y f∗ denotan la reordenación no-decreciente de (|ai|) y |f | respectivamente.

La notación para las cuasi-normas serán las habituales, (ver [L-T 1,2]) i.e.( ∞∑
i=1

|ai|p
)1/p = ∥(ai)∥p , sup

i∈IN
i1/pa∗

i = ∥(ai)∥p,∞ ,

(∫
Ω

|f(ω)|p dIP (ω)
)1/p

= ∥f∥p



Comentarios 0.b.4.

i) Las expresiones ∥(ai)∥p y ∥f∥p representan una norma si 1 ≤ p ≤ ∞ y una

p-norma si 0 < p < 1. Las expresiones ∥(ai)∥p,∞ y ∥f∥p,∞ son equivalentes a

una norma si p > 1 , a una p-norma si p < 1 y a una r-norma para todo r < p

si p = 1. (Ver [K-2]).

ii) Para todo 0 < p ≤ q ≤ ∞ y (ai) ∈ IRn,

∥ (ai) ∥q ≤ ∥ (ai) ∥p ≤ n
1
p− 1

q ∥ (ai) ∥q

iii) Para todo 0 < p ≤ q , Lq ⊂ Lp y además para todo f ∈ Lq , ∥f∥p ≤ ∥f∥q.

iv) Para todo 0 < p < q , Lq ⊂ Lq,∞ ⊂ Lp y además existe una constante Cp,q > 0

tal que para todo f ∈ Lq

Cp,q ∥f∥p ≤ ∥f∥q,∞ ≤ ∥f∥q

v) Para todo 0 < p < ∞ y (ai)∞i=1 ∈ ℓp∞

∥ (ai) ∥p,∞ = ∥ (|ai|) ∥p,∞ = ∥ (|ai|p) ∥1/p
1,∞

vi) Para todo 0 < p, q ≤ ∞ y n,m ∈ IN , denotamos ℓn
p (ℓm

q ) = ℓm
q

⊕
n. . .

⊕
ℓm
q

con la cuasi-norma ∥x∥ℓn
p (ℓm

q ) = ∥ ∥xi∥q ∥p donde x = (x1, . . . xn), xi ∈ ℓm
q .

Análogamente se define ℓn1
p1

(ℓn2
p2

(. . . (ℓnk
pk

) . . .)) , 0 ≤ p1, . . . , pk ≤ ∞, ni ∈ IN .

• Espacios de Orlicz de sucesiones.

Definición 0.b.5.

i) Una función de Orlicz φ es una función real continua, no-decreciente y convexa

definida en [0,∞) tal que φ(0) = 0 y lim
t→∞

φ(t) = +∞. φ es no degenerada si

φ(t) > 0, ∀t > 0. Si además φ(1) = 1 , φ se dice normalizada.



ii) Una función de Orlicz no-degenerada satisface la condición ∆2 en cero si existe

C > 0 tal que φ(2t) ≤ C φ(t) , ∀ t > 0.

Notación. Llamaremos simplemente función de Orlicz a toda función de Orlicz no

degenerada normalizada.

Con la notación anterior, el espacio de Orlicz de sucesiones es:

Espacio Vectores Norma (Luxemburg)

ℓφ (ai)∞i=1, ai ∈ IR inf{ t > 0 |
∞∑

i=1

φ
( |ai|

t

)
≤ 1 }

ℓn
φ (ai)n

i=1, ai ∈ IR inf{ t > 0 |
n∑

i=1

φ
( |ai|

t

)
≤ 1 }

La norma de un vector será denotada en ambos casos por ∥(ai)∥φ.

Los coeficientes de Simonenko para una función de Orlicz φ, pφ, qφ se definen

como

pφ = inf
t>0

t φ′(t)
φ(t)

qφ = sup
t>0

t φ′(t)
φ(t)

donde φ′(t) es la derivada por la derecha de φ (ver [Ma]).

• Espacios de Lorentz de sucesiones.

Sea 0 < p < ∞. Sea ω = (ωi)∞n=1 una sucesión no creciente tal que ω1 = 1 ,

lim
i→∞

ωi = 0 y
∞∑

i=1

ωi = ∞.

El espacio de Lorentz de sucesiones se define como

Espacio Vectores Cuasi-norma

d(ω, p) (ai)∞i=1, ai ∈ IR
( ∞∑

i=1

a∗p

i ωi

)1/p

dn(ω, p) (ai)n
i=1, ai ∈ IR

( n∑
i=1

a∗p

i ωi

)1/p



La cuasi-norma de un vector será denotada en ambos casos por ∥(ai)∥d(ω,p).

Bases en espacios cuasi-Banach.

Definiciones 0.b.6.

i) Una sucesión (en)∞n=1 en un espacio cuasi-Banach E se dice base de Schauder

de E si para todo x ∈ E existe una única sucesión de escalares (an)∞n=1 tal que

x =
∞∑

n=1

an en.

ii) Sea K ≥ 1. Una base de Schauder se dice K-incondicional si para todo x =
∞∑

n=1

an en ,

∥
∞∑

n=1

εn an en∥ ≤ K ∥
∞∑

n=1

an en∥

para toda elección de εn = ±1

iii) Sea K ≥ 1. Una base de Schauder se dice K-simétrica si para todo x =
∞∑

n=1

an en,

∥
∞∑

n=1

εn an eπ(n)∥ ≤ K ∥
∞∑

n=1

an en∥

para toda elección de εn = ±1 y toda permutación π: IN → IN

iv) Sea K ≥ 1. Una base de Schauder se dice K-subsimétrica si para todo x =
∞∑

n=1

an en,

∥
∞∑

n=1

an en∥ ≤ ∥
∞∑

n=1

εn an emn∥ ≤ K ∥
∞∑

n=1

an en∥

para toda elección de εn = ±1 y toda sucesión creciente (mn).

Comentarios 0.b.7.

Dado un espacio cuasi-Banach (E, ∥ · ∥ ) con base (en)∞n=1 K-incondicional se

puede re-definir la cuasi-norma de forma que (en)∞n=1 sea 1-incondicional. En efecto,



si x =
∞∑

n=1

an en se define la cuasi-norma ∥x ∥0 = sup
εn=±1

∥
∞∑

n=1

εn an en∥ que es 1-

incondicional y equivalente a la dada. Resultados análogos son ciertos en los casos

simétrico y subsimétrico.

Dado un espacio cuasi-Banach (E, ∥ · ∥ ) con base (en)∞n=1 simétrica escribiremos

λ(n) = ∥
n∑

i=1

ei ∥

Si la cuasi-norma es 1-simétrica entonces λ(n) = ∥
n∑

i=1

εi eπ(i) ∥ ∀ εi = ±1,∀ π per-

mutación.

Distancia de Banach-Mazur.

Definición 0.b.8. La distancia Banach-Mazur entre dos espacios cuasi-Banach iso-

morfos E y F se define como

d (E,F ) = inf{ ∥T ∥ · ∥T−1 ∥ | T : E → F isomorfismo }

Diremos que E y F son C-isomorfos, C ≥ 1, si d (E,F ) ≤ C.

Nosotros habitualmente manejaremos la siguiente definición equivalente:

Definición 0.b.9. d (E,F ) es el ı́nfimo de las constantes C > 0 tal que existe un

isomorfismo T : E → F

∥x ∥E ≤ ∥T (x) ∥F ≤ C ∥x ∥E ∀ x ∈ E

Es fácil comprobar que cuando los espacios son de dimensión finita el ı́nfimo es

en realidad un mı́nimo y por tanto existe un isomorfismo T : E → F tal que

∥x ∥E ≤ ∥T (x) ∥F ≤ d (X,Y ) ∥x ∥E ∀ x ∈ E



Definición 0.b.10. Dados E,F espacios cuasi-Banach y C ≥ 1, diremos que E está

C-incluido en F si existe un subespacio F1 de F tal que d (E,F1) ≤ C.

Escribiremos abreviadamente la anterior propiedad mediante el diagrama

E
C
↪→ F

Representatividad finita.

Definición 0.b.11. Dados dos espacios cuasi-Banach E,F , se dice que E es finita-

mente representable en F si para todo ε > 0 y todo subespacio de dimensión finita

E1 ⊂ E existe un subespacio F1 ⊂ F tal que

d (E1, F1) ≤ 1 + ε

La propiedad anterior en general es dificil de verificar pues involucra a todos los

subespacios finito dimensionales de E. La siguiente conocida proposición permite sim-

plificar el problema en algunos casos importantes. Ver [Be] para una demostración.

Proposición 0.b.12. Sean E,F espacios cuasi-normados y sea En una sucesión

creciente de subespacios de E, dimEn = n, tal que
∪

n≥1 En = E. Entonces E es

finitamente representable en F si y sólo si En
1+ε
↪→ F para todo ε > 0 y todo n ∈ IN .

El espacio ℓp, (0 < p < ∞) verifica las condiciones de la Proposición 0.b.13.

donde En = ℓn
p .

Desigualdad de Khintchine. Tipo y cotipo Rademacher.

Teorema 0.b.13.(Desigualdad de Khintchine). Para todo 0 < p < ∞ existen

ap, bp > 0 tal que para cualquier n ∈ IN y cualquier sucesión de números reales

a1, . . . , an se tiene

ap

( n∑
i=1

|ai|2
)1/2 ≤

(
IE

∣∣ n∑
i=1

εiai

∣∣p)1/p ≤ bp

( n∑
i=1

|ai|2
)1/2

donde εi denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Ver [Be] ó [L-T] para una demostración.



Definición 0.b.14. Un espacio cuasi-Banach E se dice de tipo Rademacher p (o

simplemente tipo p) si existe una constante C > 0, tal que para todo n ∈ IN y

cualesquiera vectores x1, . . . , xn ∈ E

IE ∥
n∑

i=1

εixi∥ ≤ C

(
n∑

i=1

∥xi∥p

)1/p

donde εi denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Definición 0.b.15. Un espacio cuasi-Banach E se dice de cotipo Rademacher q (o

simplemente cotipo q) si existe una constante C > 0, tal que para todo n ∈ IN y

cualesquiera vectores x1, . . . , xn ∈ E(
n∑

i=1

∥xi∥q

)1/q

≤ C IE ∥
n∑

i=1

εixi∥

donde εi denotan v.a.i.i.d. de Rademacher.

Claramente las definiciones de tipo y cotipo dependen únicamente de la estruc-

tura finito dimensional del espacio E. El siguiente resultado recoge este hecho.

Proposición 0.b.16. Si E es finitamente representable en F entonces

i) F es de tipo p =⇒ E es de tipo p.

ii) F es de cotipo q =⇒ E es de cotipo q.



0.b.2. Espacios métricos.

Definición 0.b.17. Sea (M,ρ) un espacio métrico;

i) Sea A ⊂ M . Para todo x ∈ M se define la distancia de x a A como ρ (x,A) =

inf{ ρ (x, a) | a ∈ A }.

ii) Para A ⊂ M y t > 0 se llama t-dilatación de A a

At = {x ∈ M | ρ (x, A) ≤ t }

iii) Se llama diametro de M a diam M = sup
x ̸=y

ρ(x, y)

Definición 0.b.18. Sean dos espacios métricos (M,ρ) y (M ′, ρ′),

i) Dada una función f : M → M ′, se llama módulo de continuidad de f a la función

ωf : IR+ → IR+ definida por

ωf (t) = sup
ρ(x,y)≤t

ρ′(f(x), f(y))

ii) Una función f : M → M ′ se dice Lipschitziana si

sup
x ̸=y

ρ′(f(x), f(y))
ρ(x, y)

< ∞

En el segundo caso dicho supremo recibe el nombre de constante de Lipschitz de

f y la denotaremos indistintamente ∥f∥Lip ó σf ( o simplemente σ si no hay lugar a

confusión).

Observación. Si f es una función Lipschitziana con constante σ entonces ωf (t) ≤ σt.

Definición 0.b.19. La distancia de Lipschitz entre dos espacio métricos M y M ′ se

define como

d (M,M ′) = inf{ ∥ f ∥Lip · ∥ f−1 ∥Lip | f : M → M ′ biyectiva }



Definición 0.b.20. Dados M y M ′ espacios métricos y C ≥ 1, diremos que M está

C incluido en M ′ si existe un subconjunto M1 de M ′ tal que d (M,M1) ≤ C.

Escribiremos abreviadamente la anterior propiedad mediante el diagrama

M
C
↪→ M ′

Observación. Si M es un espacio normado de dimensión finita la distancia de Lip-

schitz y la de Banach-Mazur coinciden.

Definición 0.b.21. Para todo 1 ≤ p ≤ ∞ llamamos ℓn
p−cubo al espacio métrico

( {−1,+1}n, ρp ) donde ρp es la distancia inducida por la inclusión {−1, +1}n ⊂ ℓn
p .

Es decir, para todo ε, ε′ ∈ {−1, +1}n,

ρp (ε, ε′) =
( n∑

i=1

| εi − ε′i|p
)1/p

si 1 ≤ p < ∞

ρ∞ (ε, ε′) = sup
1≤i≤n

| εi − ε′i| si p = ∞

donde ε = (εi)n
i=1 , ε′ = (ε′i)

n
i=1

A veces será más cómodo emplear como ℓn
p−cubo el espacio métrico ( {0, 1}n, ρp ).

La distancia de Lipschitz entre ambos espacios es claramente igual a 1.



CAPITULO I

I.a. ACOTACIONES EXPONENCIALES.

Sean (εi)n
i=1 variables aleatorias i.i.d. de Rademacher. El Teorema central del

ĺımite dice que la variable aleatoria normalizada
∑n

i=1 εi√
n

tiende en distribución a

una variable normal N(0, 1) y por tanto es posible una estimación del tipo

IP{
∑n

i=1 εi√
n

> t} ≈ c exp− t2

2

Acotaciones exponenciales, conocidas también como desigualdades de tipo Bernstein,

existen (sin necesidad de usar el Teorema central del ĺımite) para sumas de variables

aleatorias mucho más generales. En esta sección damos varios resultados para mar-

tingalas acotadas.

El primero es bien conocido y tan sólo damos una referencia de donde puede ser

encontrada una prueba del mismo.

Teorema I.a.1. Sea (di)∞i=1 una sucesión de diferencias de martingalas tal que

∥di∥∞ = λi < ∞ y
∑∞

i=1 λ2
i < ∞ . Entonces para todo t > 0

IP{
∣∣ ∞∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ 2 exp− t2

4
∑∞

i=1 λ2
i

Más aún, si 1 < q < 2 y ∥(λi)∥q,∞ < ∞ entonces, para todo t > 0

IP

{∣∣ ∞∑
i=1

di

∣∣ > t

}
≤ 2 exp−cq

(
t

∥(λi)∥q,∞

)q′

1
q

+
1
q′

= 1.

Demostración: Ver [J-S] para una demostración de ambas desigualdades. La

primera desigualdad se conoce como la desigualdad de Azuma. La segunda es conse-

cuencia de la primera y fue obtenida por Pisier (ver [J-S]); es conocida por algunos

autores como la desigualdad de Azuma-Pisier.



Se pueden dar acotaciones, haciendo uso de la quasi-norma ∥ · ∥q,∞, también en

el caso q = 1. Este va a ser el contenido de nuestra segunda desigualdad. El resultado

ha sido usado por Pisier en [Pi-2] e inclúımos una demostración puesto que ni alĺı ni

en el resto de la bibliograf́ıa consultada hemos encontrado una.

Teorema I.a.2. Sea (di)∞i=1 una sucesión de diferencias de martingalas escalares tal

que ∥di∥∞ = λi < ∞ y ∥ (λi) ∥1,∞ < ∞. Entonces para todo t > 0

IP{
∣∣ ∞∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ K exp−
(

exp
c t

∥(λi)∥1,∞

)

Demostración: Es suficiente demostrarlo para una sucesión finita (di)n
i=1. En

efecto, sea (λi) tal que ∥ (λi) ∥1,∞ < ∞. Suponer que para todo n ∈ IN tenemos

IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ K exp−
(

exp
c t

∥(λi)n
1∥1,∞

)

Denotar An = {
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > t}. Entonces {
∣∣ ∞∑

i=1

di

∣∣ > t} ⊆
∪
n≥1

∩
k≥n

Ak y por ser una

unión creciente de sucesos,

IP{
∣∣ ∞∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ IP{
∪
n≥1

∩
k≥n

Ak } = lim
n→∞

IP{
∩
k≥n

Ak } ≤ lim
n→∞

IP{An}

Es claro que ∥(λi)n
1∥1,∞ ≤ ∥ (λi) ∥1,∞ ∀n ∈ IN y por tanto

IP{
∣∣ ∞∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ lim
n→∞

IP{An} ≤ K exp−
(

exp
c t

∥(λi)∥1,∞

)

Por homogeneidad podemos suponer que ∥(λi)∥1,∞ = sup
1≤i≤n

{iλ∗
i } = 1 y aśı

encontramos una permutación π in {1, . . . , n} de modo que λπ(i) ≤ 1
i .

Sea 2 ≤ N < n. Claramente
∑N

i=1 λπ(i) ≤
∑N

i=1
1
i < c log N , c constante

numérica.

IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > (c + 1) log N} = IP{
∣∣ n∑

i=1

dπ(i)

∣∣ > (c + 1) log N}

≤ IP{
∣∣ N∑

i=1

dπ(i)

∣∣ > c log N} + IP{
∣∣ n∑

i=N+1

dπ(i)

∣∣ > log N}



El primer sumando es cero ; para el segundo dibujarse una figura para comprobar

que
n∑

i=N+1

λ2
π(i) ≤

n∑
i=N+1

1
k2

≤
∫ n

N

1
x2

dx <
1
N

y aśı por Teorema I.a.1

IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > (c + 1) log N} ≤ 2 exp−N log2 N

4

La demostración concluye distinguiendo dos casos:

Caso 1. Si t ≥ 4(c+1), escribimos N =
[
exp t

c+1

]
. Podemos elegir n suficientemente

grande para que sea N < n. Siempre N ≤ exp t
c+1 ≤ 2N y (c + 1) log N ≤ t.

IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > (c + 1) log N}

≤ 2 exp−N log2 N

4
≤ 2 exp−(exp

t

c + 1
)

puesto que por la elección de N , N ≥ [exp 4] ≥ exp
√

8 y aśı

N log2 N

4
≥ 2N ≥ exp

t

c + 1

Caso 2. Si t ≤ 4(c + 1) entonces K exp−(exp
t

c + 1
) ≥ K exp−(exp 4) = 1 para

K = exp(exp 4) y la desigualdad es trivialmente cierta. ///

El siguiente resultado ha sido usado y demostrado por Schechtman en [Sch] y

considera un caso particular de martingala: suma de variables aleatorias indepen-

dientes de media nula.

Teorema 1.a.3. Sean (di)∞i=1 variables aleatorias independientes y acotadas tal que

IE(di) = 0. Denotando sup1≤i≤n ∥di∥1 = A y sup1≤i≤n ∥ di ∥∞ = B se tiene,

IP{
∣∣ n∑

i=1

di

∣∣ > t} ≤ 2 exp− t2

4eABn

para todo t ≤ 2eAn.

Observación. Notar que en el caso de que consideremos variables aleatorias i.i.d. la

desigualdad de Schechtman es (salvo la constante numérica) más ajustada que la de

Azuma.



I.b.- DESIGUALDADES DE DESVIACION.

I.b.1.- Desigualdades isoperimétricas y de desviación. Generalidades.

A lo largo de esta sección estudiaremos ciertas propiedades de espacios métricos

de probabilidad. Las medidas probabilidad se supondrán definidas sobre la σ-álgebra

de Borel. Salvo que necesitemos referirnos expĺıcitamente a ella la omitiremos en

todos los enunciados y resultados. Los subconjuntos que aparezcan se supondrán

Borel-medibles.

Sea Sn−1 la esfera unidad en el espacio eucĺıdeo IRn. Dotarla con la métrica

geodésica ρn (i.e. distancia a lo largo de meridianos) y la medida probabilidad de

Haar invariante por rotaciones, IPn. Con la notación introducida en la sección 0.b.2.

podemos enunciar el siguiente

Teorema I.b.1. Para cada 0 < a < 1 y t ≥ 0

inf{ IPn{At} | A ⊆ Sn−1 , IPn{A} = a }

se alcanza en los casquetes esféricos de medida a.

Demostración: Ver por ejemplo [M-S], Apéndice 1 (por M. Gromov). ///

Observación. Denotamos por B(ra) un casquete esférico de medida a. Si suponemos

que la frontera del conjunto A en Sn−1 es suficientemente regular, entonces su

peŕımetro viene dado por

P(A) = lim
t→0

IPn{At} − IPn{A}
t

y por el resultado anterior

P(A) ≥ lim
t→0

IPn{
(
B(ra)

)
t
} − IPn{B(ra)}
t

= P
(
B(ra)

)



Más aún, es cierto que para todos los conjuntos Borel de medida a, el que tiene

peŕımetro menor es el casquete esférico B(ra). Esto es lo que se conoce como la

desigualdad isoperimétrica sobre Sn−1 clásica.

En el caso particular de a = 1
2 el ı́nfimo se alcanza en la semiesfera. Computando

su t-dilatación obtenemos

Corolario I.b.2. Si A ⊆ Sn−1 con IPn{A} ≥ 1
2 entonces

IPn{At} ≥ 1 −
√

π

8
exp− t2n

2

Demostración: Ver [Mi]. ///

Observación. Este tipo de desigualdades que estiman la probabilidad IP (At) de

conjuntos A tal que IP (A) ≥ 1
2 reciben el nombre de desigualdades isoperimétricas.

Notación. Dado un espacio métrico de probabilidad (Ω, ρ, IP ) y t > 0 se denota

α(Ω, t) = 1 − inf { IP (At) ; IP (A) ≥ 1
2
}

Dicha función recibe el nombre de función de concentración.

A menudo entrarán en juego sucesiones de espacios métricos de probabilidad

(Ωn, ρn, IPn). Siempre que no lleve a confusión denotaremos en este caso α(n, t) =

α(Ωn, t).

Definición I.b.3. Una familia de espacios métricos de probabilidad (Ωn, ρn, IPn)n≥1

se dice familia de Levy si para todo t > 0 , α(n, t) → 0 cuando n → ∞. La familia

se dice normal de Levy con constantes c1 y c2 si

α(n, t) ≤ c1 exp−c2t
2n



Ejemplos.

(1) Con esta nueva notación el Corolario afirma que (Sn−1, ρn, IPn) es una familia

normal de Levy con constantes c1 =
√

π
8 y c2 = 1

2 .

(2) ({−1, 1}n, ρn, IPn) , donde ρn(x, y) =
1
2n

n∑
i=1

|xi − yi| y IPn es la medida de

contar normalizada, es una familia normal de Levy con constantes c1 = 1
2 y

c2 = 2. También ({0, 1}n, ρn, IPn) , donde ρn(x, y) =
1
n

n∑
i=1

|xi − yi| y IPn es

la medida de contar normalizada, es una familia normal de Levy con constantes

c1 = 1
2 y c2 = 2. Ver por ejemplo [A-M] pág 6.

(3) El grupo de permutaciones de {1, . . . , n}, (Πn, ρn, IPn) con la medida de contar

normalizada y ρn(π, τ) =
1
n

card {π(i) ̸= τ(i)} es una familia normal de Levy

con constantes c1 = 2 y c2 = 1
64 . Ver [Mau].

Nosotros estamos interesados en medir la concentración del rango de una v.a. real

f respecto de un valor fijo M , i.e. encontrar acotaciones para IP{|f −M | > t}. Estas

son las llamadas desigualdades de desviación. El valor M que se suele considerar es

un valor central, bien la esperanza IE(f), bien una mediana Mf de f . Normalmente

dichas acotaciones van a estar en función de algún parámetro asociado a f . El

parámetro más usual es su constante de Lipschitz σ.

Un sencillo y conocido argumento nos permite relacionar IP{(At)} con desigual-

dades de desviación y esta es la principal razón para usar en esta sección las desigual-

dades isoperimétricas. La demostración se encuentra esencialmente en [T] ó en [M-S]

Cap. 7 en versiones ligeramente distintas.

Lema I.b.4. Sea (Ω, ρ, IP ) un espacio métrico de probabilidad con función de con-

centración α(Ω, t). Para toda f : Ω → IR Lipschitziana se verifica

IP{|f − Mf | > t} ≤ 2α(Ω,
t

σ
)

Demostración: Dada f : Ω → IR sea

A = {f ≥ Mf} y B = {f ≤ Mf}



La definición de mediana dice que IP{A}, IP{B} ≥ 1
2 . Sea x ∈ At. Para todo t′ > t

existe a ∈ A tal que ρ(x, a) ≤ t′; esto implica f(a) − f(x) ≤ σt′ , ∀ t′ > t y aśı

f(x) ≥ Mf − σt′, ∀ t′ > t; por tanto f(x) ≥ Mf − σt, y tenemos que

At ⊆ {f − Mf ≥ −σt}

Análogamente se demuestra que x ∈ Bt ⇒ f(x) ≤ Mf + σt, y tenemos a su vez que

Bt ⊆ {f(x) − Mf ≤ σt}

Por tanto,

IP{|f − Mf | ≤ t} ≥ IP{(A t
σ
) ∩ (B t

σ
)}

y aśı

IP{|f − Mf | > t} ≤ 2IP{Ω \ A t
σ
} ≤ 2α(Ω,

t

σ
)

///

En el caso de familias de Levy, el Lema queda enunciado de la siguiente forma:

Lema I.b.5. Sea (Ωn, ρn, IPn) una familia de Levy con función de concentración

α(n, t). Para toda f : Ωn → IR Lipschitziana se verifica

IPn{|f − Mf | > t} ≤ 2α(n,
t

σ
)

Comentario. Para n grande la función f toma valores cercanos a Mf sobre un

subconjunto de Ωn de probabilidad cercana a 1. Esto es lo que se conoce como el

fenómeno de concentración de la medida. Por tanto el Lema dice abreviadamente

que en toda familia de Levy se produce un fenómeno de concentración de la medida.

A la inversa, si disponemos de desigualdades de desviación para toda función f ,

encontramos las correspondiente desigualdades isoperimétricas.



Lema I.b.6. Sea (Ω, ρ) un espacio métrico. Para todo subconjunto propio no vaćıo

A ⊂ Ω la función ρ(·, A) es Lipschitziana de constante de Lipschitz σ = 1.

Demostración: Fijar x, y ∈ Ω. Para todo a, b ∈ A la desigualdad triangular

asegura que

ρ(x, a) − ρ(y, b) = ρ(x, a) − ρ(x, b) + ρ(x, b) − ρ(y, b) ≤ ρ(a, b) + ρ(x, y)

Tomando ı́nfimos respecto de a ∈ A resulta

ρ(x,A) − ρ(y, b) ≤ ρ(x, y) ∀ b ∈ Ω

pasando ahora ρ(y, b) al otro miembro y tomando ı́nfimos respecto de b ∈ A tenemos

ρ(x,A) ≤ ρ(x, y) + ρ(y,A)

como esto es cierto para todo x, y ∈ Ω hemos probado que σ ≤ 1. Para la otra

desigualdad fijar un elemento x ̸∈ A y entonces

σ ≥ sup
y ̸=x

| ρ(x,A) − ρ(y,A) |
ρ(x, y)

≥ sup
y∈A

ρ(x, A)
ρ(x, y)

=
ρ(x,A)

inf
y∈A

ρ(x, y)
= 1

///

Lema I.b.7. Sea (Ω, ρ, IP ) un espacio métrico de probabilidad. Si existe una función

α: (0,∞) → IR tal que para toda función f : Ω → IR Lipschitziana con constante de

Lipschitz σ se verifica la desigualdad

IP{|f − Mf | > t} ≤ α(
t

σ
)

entonces α(Ω, t) ≤ α(t)

Demostración: Para todo conjunto A ⊆ Ω con IP{A} ≥ 1
2 sea la función

f = ρ(·, A). Por Lema I.b.6. σ = 1 y además podemos elegir Mf = 0; por tanto la

expresión IP{|f − Mf | > t} ≤ α(
t

σ
) se transforma en IP{Ω \ At} ≤ α(t) ó equivalen-

temente

IP{At} ≥ 1 − α(t)



Tomando ı́nfimos en la familia de subconjuntos A ⊆ Ω con IP{A} ≥ 1
2 resulta

1 − α(Ω, t) ≥ 1 − α(t)

es decir α(Ω, t) ≤ α(t).

///

La siguiente Proposición muestra cómo la mediana de la función f puede ser

sustituida por cualquier otra cantidad dejándonos de esta forma libertad para elegir

aquella que sea más cómoda a la hora de realizar los cálculos. En [M-S] Apéndice V se

demuestra este resultado para el caso de acotaciones del tipo exp−t2. Aqúı veremos

que también es cierto cuando aparecen acotaciones de tipo más general. Nuestra

demostración sigue los pasos de [M-S] Apéndice V.

Proposición I.b.8. Sea φ(t) una función de Orlicz verificando la condición ∆2 para

todo t > 0 y sea f : Ω → IR. Son equivalentes

(1) Existen constantes K1, δ1 > 0 y A ∈ IR tal que ∀ t ≥ 0

IP{|f − A| > t} ≤ K1 exp−δ1φ(t)

(2) Existen constantes K2, δ2 > 0 tal que si f̃ es una función (variable aleatoria)

i.i.d. que f , ∀ t ≥ 0

IP{|f − f̃ | > t} ≤ K2 exp−δ2φ(t)

(3) Existen constantes K3, δ3 > 0 tal que ∀ t ≥ 0

IP{|f − IE(f)| > t} ≤ K3 exp−δ3φ(t)

(4) Existen constantes K4, δ4 > 0 tal que ∀ t ≥ 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ K4 exp−δ4φ(t)



y la relación entre los Ki y los δi es

K1 ≤ K4 ≤ 2K3 ≤ 2(K2 + 1) ≤ 2(2K1 + 1)

y

δ1 ≥ δ4 ≥ Cδ3 ≥ C

2
δ2 ≥ C2

2
δ1

Demostración:

(1) ⇒ (2)

IP{|f − f̃ | > t} ≤ IP{|f − A| + |f̃ − A| > t} ≤ IP{|f − A| >
t

2
} + IP{|f̃ − A| >

t

2
}

≤ 2K1 exp−δ1φ(
t

2
) ≤ 2K1 exp−δ1Cφ(t)

(2) ⇒ (3)

Si φ es una función convexa definida en [a, b] entonces existe φ′ en casi todo

punto y se verifica la regla de Barrow i.e. φ(x) − φ(a) =
∫ x

a
φ(t) dt ∀x ∈ [a, b]. Ver

[H-S], Cap. V.

Sea g(x) = exp δ2
2 φ(x). Si denotamos por F la función de distribución de la

variable |f − f̃ |, entonces para todo a ≥ 0 tenemos (ver [F], Cap V.6.),∫ a+0

0

g(x) dF (x) =
∫ a

0

g′(x) (1 − F (x)) dx + g(0) (1 − F (0)) − g(a) (1 − F (a))

≤
∫ a

0

g′(x) (1 − F (x)) dx + 1

Por tanto,

IE

(
exp

δ2

2
φ(|f − f̃ |)

)
≤

∫ ∞

0

δ2

2
φ′(t) exp

(
δ2

2
φ(t)

)
IP{|f − f̃ | > t} dt + 1

≤ K2

∫ ∞

0

δ2

2
φ′(t) exp−

(
δ2

2
φ(t)

)
dt + 1 = K2 + 1

Como IE(f) = IE(f̃) usando la desigualdad de Jensen con la función convexa (por

serlo φ ) exp
(

δ2

2
φ(| · |)

)
tenemos

IE

(
exp

δ2

2
φ(|f − IE(f)|)

)
≤ IE

(
exp

δ2

2
φ(|f − f̃ |)

)
≤ K2 + 1



Aplicar ahora la desigualdad de Tchebychev

IP{|f − IE(f)| > t} ≤ IP{exp
δ2

2
φ(|f − IE(f)|) > exp

δ2

2
φ(t) }

≤
IE

(
exp δ2

2 φ(|f − IE(f)|)
)

exp δ2
2 φ(t)

≤ (K2 + 1) exp−δ2

2
φ(t)

(3) ⇒ (4)

Por ser φ(t) continua y de rango [0,∞] existe un número t0 tal que φ(t0) >
log 2K3

δ3
. Por hipótesis t0 cumple que

IP{|f − IE(f)| > t0} ≤ K3 exp−δ3φ(t0) <
1
2

y, en particular, IP{f > t0 + IE(f)} < 1
2 y IP{f < IE(f) − t0} < 1

2 . Por definición

de mediana ésto significa |IE(f) − Mf | < t0.

Si t ≥ 2t0.

Observamos que siempre |f − Mf | ≤ |f − IE(f)| + t0 y por tanto

IP{|f − Mf | > t} ≤ IP{|f − IE(f)| > t − t0} ≤ K3 exp−δ3φ(t − t0)

≤ K3 exp−δ3φ
( t

2
)
≤ K3 exp−δ3Cφ(t)

Si t < 2t0, entonces 2K3 exp−δ3Cφ(t) > 2K3 exp−δ3φ(t0) > 1 y la desigual-

dad es trivial.

(4) ⇒ (1)

Tomar A = Mf

///



I.b.2.- Desigualdades de desviación. Caso general.

En esta sección daremos desigualdades generales de desviación con las menores

restricciones posibles sobre el espacio métrico y las funciones. Hemos visto anterior-

mente una forma general de encontrar desigualdades de desviación para funciones

Lipschitzianas en términos de su constante de Lipschitz. La construcción se puede

extender a la clase de las funciones continuas. En este contexto las desigualdades

dependerán de un nuevo parámetro asociado a la función : el módulo de continuidad

ωf (t). La relación entre las desigualdades para funciones de Lipschitz y para funciones

continuas resulta ser sorprendentemente estrecha y nos permitirá usar una u otra

según nos convenga. La siguiente Proposición se encuentra esencialmente incluida en

[M-S] Cap. 6 y 7 , pero no bajo un enunciado preciso; es por esta razón que damos

aqúı una demostración del resultado:

Proposición I.b.9. Sea (Ω, ρ, IP ) espacio métrico de probabilidad y α: (0,∞) → IR

una función continua por la izquierda. Son equivalentes:

(i) Existe c1 > 0 tal que para toda función f : Ω → IR uniformemente continua y

∀ t > 0

IP{|f − Mf | > ωf (t)} ≤ c1 α(t)

(ii) Existe c2 > 0 tal que para toda función f : Ω → IR Lipschitziana de constante de

Lipschitz σ y ∀ t > 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ c2 α(
t

σ
)

y la relación entre las dos constantes es

c2 ≤ c1 ≤ 2c2

Demostración:

(i) ⇒ (ii). Es inmediato puesto que ωf (t) ≤ σ t.

(ii) ⇒ (i). El Lema I.b.7. implica que para todo A tal que IP{A} ≥ 1
2 y t > 0,

IP{ρ(x, A) > t} ≤ c2 α(t)



Vamos a aplicar la desigualdad recién obtenida a apropiados conjuntos A, repitiendo

esencialmente el argumento utilizado en I.b.4. Dada f : Ω → IR sean

A1 = {f ≤ Mf} y A2 = {f ≥ Mf}

sabemos que IP{A1}, IP{A2} ≥ 1
2 .

Para todo 0 < t′ < t, x ∈ Ω e i = 1, 2 tenemos que ρ(x,Ai) ≤ t′ ⇒ ∃ ai ∈
Ai tal que ρ(x, ai) ≤ t. Por definición de módulo de continuidad

ρ(x,A1) ≤ t′ ⇒ f(x) ≤ Mf + ωf (t) y ρ(x,A2) ≤ t′ ⇒ f(x) ≥ Mf − ωf (t)

es decir,

(A1)t′ ⊆ {f(x) ≤ Mf + ωf (t)} y (A2)t′ ⊆ {f(x) ≥ Mf − ωf (t)}

y por tanto

IP{|f − Mf | ≤ ωf (t)} = IP{ {f(x) ≤ Mf + ωf (t)} ∩ {f(x) ≥ Mf − ωf (t)} }

≥ IP{(A1)t′ ∩ (A2)t′} ≥ 1 − 2 c2 α(t′) ∀ 0 < t′ < t

Concluir pasando al ĺımite cuando t′ → t.

///

Observación. Siempre que para todo x ∈ Ω e i = 1, 2 exista ai ∈ Ai tal que

ρ(x, Ai) = ρ(x, ai), el enunciado será cierto con α(t) = α(Ω, t).

El primer resultado de desviación que vamos a enunciar es conocido. Las hipó-

tesis se refieren a funciones Lipschitzianas y a espacios métricos finitos equipados con

la probabilidad de contar. Antes de presentar el Teorema necesitamos la siguiente

Definición I.b.10. Dado un espacio métrico finito (Ω, ρ), diremos que tiene longitud

ℓ si existen 0 < a1, . . . , an y una sucesión {Ωk}n
0 de particiones de Ω con Ωk = {Ak

i }
mk
i=1

con las siguientes propiedades:

(1) m0 = 1 , i.e. Ω0 = {Ω}



(2) mn = cardΩ , i.e. Ωn =
{
{x}

}
x∈Ω

(3) Ωk es un refinamiento de Ωk−1

(4) Para todo k = 1, . . . , n , r = 1, . . . ,mk−1 e i, j tal que Ak
i , Ak

j ⊆ Ak−1
r existe

una biyección φ : Ak
i → Ak

j de modo que ρ(x, φ(x)) ≤ ak. La longitud viene

expresada por ℓ2 =
n∑

i=1

a2
i .

Teorema I.b.11. Sea (Ω, ρ, IP ) un espacio métrico finito de longitud ℓ y IP la medida

de contar normalizada.

(i) Si A ⊆ Ω y IP (A) ≥ 1
2 , entonces para todo t > 0

IP{(At)} ≥ 1 − 2 exp− t2

16ℓ2

(ii) Para toda función f : Ω → IR con constante de Lipschitz σ y para todo t > 0

IP{|f − IE(f)| > t} ≤ 2 exp− t2

4σ2ℓ2

Demostración: Véase [M-S], Caṕıtulo 7. ///

Observación. A la vista del apartado (ii) y teniendo en cuenta la Proposición I.b.8.

se deduce fácilmente

IP{|f − Mf | ≤ t} ≥ 1 − 4 exp− t2

16σ2ℓ2

En el siguiente Teorema no exigimos la finitud de los espacios métricos ni que

estén dotados con la probabilidad de contar.

Teorema I.b.12. Sean (Ωi, ρi, IP i, Σi) espacios métricos de probabilidad. Formar

Ω =
n∏

i=1

Ωi, ρ =
n∑

i=1

ρi, IP =
n⊗

i=1

IP i y Σ =
n⊗

i=1

Σi. Para toda función f : Ω → IR

con constante de Lipschitz σ y para todo t > 0 se tiene,

IP{|f − IE(f)| > t} ≤ 2 exp− t2

4σ2A2



IP{|f − Mf | > ωf (t)} ≤ 4 exp− t2

16A2

donde A2 =
∑n

i=1 a2
i y ai = sup

xi∈Ωi

∫
Ωi

ρi(xi, yi) dIP (yi)

Demostración: Sea Fi, 1 ≤ i ≤ n la familia de σ−álgebras siguiente

F0 = {∅, Ω}

Fi = σ⟨Σ1 × . . . × Σi × Ωi+1 × . . . × Ωn⟩

Fn = σ⟨Σ1 × . . . × Σn⟩

Dada la función f construimos la martingala asociada a Fi , IE(f |Fi). La difer-

encia de martingalas di = IE(f |Fi)− IE(f |Fi−1) cumple
n∑

i=1

di = f − IE(f). Estamos

en condiciones de usar el la desigualdad de Azuma, Teorema I.a.1. Para ello resta

computar ∥di∥∞.

Para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω1 × . . . × Ωn

di(x) = |IE(f |Fi)(x) − IE(f |Fi−1)(x)| =

=
∣∣∣∣ ∫

Ωi+1×...×Ωn

f(x1, ..., xi, yi+1, ..., yn) dIP (yi+1)...dIP (yn)−

−
∫

Ωi×...×Ωn

f(x1, ..., xi−1, yi, ..., yn) dIP (yi)...dIP (yn)
∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Ωi×...×Ωn

∣∣f(x1, ..., xi, yi+1, ..., yn) − f(x1, ..., xi−1, yi, ..., yn)
∣∣ dIP (yi)...dIP (yn)

≤ σ

∫
Ωi×...×Ωn

ρ((x1, ..., xi, yi+1, ..., yn), (x1, ..., xi−1, yi, ..., yn)) dIP (yi)...dIP (yn)

= σ

∫
Ωi

ρi(xi, yi) dIP (yi) ≤ σ ai

///

Observación. El enunciado del Teorema I.b.12. habŕıa quedado igual si hubiese-

mos elegido como distancia en Ω otra distinta de ρ =
∑n

i=1 ρi, por ejemplo ρ =( ∑n
i=1 ρp

i

)1/p

1 ≤ p < ∞. Sin embargo en las aplicaciones del Teorema I.b.12. en



el caṕıtulo II se consiguen resultados óptimos para p = 1 y es por esta razón que tan

sólo lo enunciamos en este caso.

Observación. En las hipótesis del Teorema I.b.12. no hemos impuesto ninguna

condición sobre los espacios Ωi. Por tanto si hiciéramos n = 1 dispondŕıamos de una

desigualdad de desviación válida para todo espacio métrico. Veámos lo que ocurre en

este caso. Por comodidad suprimiremos el sub́ındice 1 de la notación. Claramente,

para todo x ∈ Ω,

|f(x) − IE(f)| ≤ σ

∫
Ω

ρ1(x, y) dIP (y) = σ a

por tanto ∥f − IE(f)∥∞ ≤ σa.

Si t > σa

IP{|f − IE(f)| > t} ≤ IP{|f − IE(f)| > σa} = 0

Si t ≤ σa tenemos
t2

4σ2a2
≤ 1

4
y aśı

2 exp− t2

4σ2a2
≥ 2 exp−1

4
> 1

En cualquier caso la desigualdad es una trivialidad. El Teorema I.b.12. tiene un

significado no trivial cuando estamos tratando con espacios producto. En particular

de él se deduce una desigualdad de desviación para {0, 1}n esencialmente igual a la

apuntada en los Ejemplos I.b.3. (alĺı se habla de funciones de concentración pero por

Lema I.b.4. obtenemos fácilmente desigualdades de desviación).



I.b.3.- Desigualdades de desviación. El espacio {0, 1}n. Funciones con-

vexas.

Se pueden obtener mejores desigualdades de desviación a costa de perder algo de

generalidad; tal es la situación en esta sección. En ella se restringe la elección tanto

del espacio métrico de probabilidad subyacente como de la función f .

El caso Ω = {0, 1}n ⊂ IRn con la probabilidad de contar IP =
(

δ0 + δ1

2

)n

ha

sido particularmente estudiado (δ0 and δ1 son deltas de Dirac). El primer resultado

de desviación en torno a {0, 1}n es el publicado por Amir y Milman (ver [A-M], pág.

6) donde establecen la desigualdad siguiente

Teorema I.b.13. Sea Ω = {0, 1}n con la probabilidad arriba escrita y metrizado con

la distancia ρ1 i.e. Ω ⊂ ℓn
1 . Para toda función f : Ω → IR Lipschitziana de constante

σ1 y todo t > 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ exp− 2t2

nσ2
1

(1)

Observación.

(i) Otra demostración de esta desigualdad (con peores constantes numéricas ) puede

hacerse aplicando el Teorema I.b.12; (en nuestro caso ai =
1
2
, ∀ i). Es inmediato

comprobar, usando también la Proposición I.b.8. para obtener la desviación

respecto a la mediana, que para todo 1 ≤ p < ∞, f : Ω → IR Lipschitziana de

constante σp y t > 0,

IP{|f − Mf | > t} ≤ 4 exp− t2

4nσ2
p

(2)

(ii) Observar que si hacemos tender n → ∞ en las anteriores desigualdades no

tenemos un fenómeno de concentración, en aparente contradicción con el hecho

de que {0, 1}n es una familia de Levy. La razón es que {0, 1}n es una familia de

Levy si está equipado con la métrica ∥ · ∥1
n , y en (1) y (2) estamos considerando

la distancia ∥ · ∥1 sin normalizar. En la literatura aparecen indistintamente



las dos situaciones y nos hemos inclinado en esta sección por la segunda por

conveniencia ya que es la forma en que la aplicaremos en el Caṕıtulo II.

(iii) Un caso particularmente importante es cuando f(η) =
∑n

i=1 ηi = ∥η∥1. La

desigualdad (1) queda de la forma

IP{|f − Mf | > t} = IP{|
n∑

i=1

ηi −
n

2
| > t} ≤ exp−2t2

n
(1′)

Lo interesante de este caso es que la variable aleatoria
n∑

i=1

ηi tiene como función

de distribución la de una binomial, i.e. IP (
n∑

i=1

ηi = k) =

(
n
k

)
2n

k = 0, . . . , n y

(1’) proporciona la misma cota que la que obtendŕıamos aplicando el Teorema

Central del Ĺımite.

(iv) La Proposición I.b.9. nos permite dar también una desigualdad en la que aparece

el módulo de continuidad ωp(ε), 1 ≤ p < ∞. Para toda f : Ω → IR y ε > 0,

IP{|f − Mf | > ωp(ε)} ≤ 2 exp−2ε2

n
(3)

y análogamente para la desigualdad (2).

El próximo resultado (inclúıdo en su mayor parte en [J-S 2]) proporciona de-

sigualdades de desviación más finas, en general, que las dadas en la sección I.b.2..

Para conseguir esta mayor precisión necesitaremos restringir tanto la clase de fun-

ciones como el espacio métrico subyacente. Antes de pasar a enunciarlo necesitamos

un poco de

Notación.

Sean (Xi, ∥ · ∥i) i = 1, . . . , n espacios normados. Sean Ωi subconjuntos finitos

de Xi equipados con una medida de probabilidad IP i y la distancia ρi heredada de

la norma ∥ · ∥i. Considerar ahora para 1 ≤ p < ∞ , X =
⊕n

i=1 Xi con la norma

∥x∥ =

(
n∑

i=1

∥xi∥p
i

)1/p

y Ω =
n∏

i=1

Ωi , IP =
n⊗

i=1

IP i , y ρp =

(
n∑

i=1

ρp
i

)1/p

.



Para toda función f : Ω → IR denotaremos por f̃ una extensión convexa de f a

conv Ω. Como siempre Mf es la mediana de f respecto de IP y σp, σ̃p, ωp(t), ω̃p(t)

son respectivamente las constantes de Lipschitz y los módulos de continuidad de las

funciones f y f̃ .

Teorema I.b.14. Con la notación anterior, si diam Ωi ≤ 1 , ∀ 1 ≤ i ≤ n

(i) Si 2 ≤ p < ∞ , A ⊂ Ω ,∀ t > 0

IP{(convA)t} ≥ 1 − 1
IP (A)

exp− tp

4

(ii) Si 2 ≤ p < ∞ ,∀ t > 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ 4 exp− tp

4σ̃p
p

(4)

(iii) Si 1 ≤ p ≤ 2 , A ⊂ Ω ,∀ t > 0

IP{(convA)t} ≥ 1 − 1
IP (A)

exp− t2

4n
2
p−1

(iv) Si 1 ≤ p ≤ 2 ,∀ t > 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ 4 exp− t2

4n
2
p−1σ̃2

p

(5)

(Nótese que IP{(convA)t} = IP{Ω ∩ (convA)t} ).

Demostración: (i) y (ii) Ver [J-S 2].

(iii) La relación || · ||p ≤ n1/p−1/2|| · ||2, para 1 ≤ p ≤ 2, implica ρp ≤ n1/p−1/2ρ2.

Usando (i) para p = 2 resulta

IP{ρp(·, convA) > t} ≤ IP{ρ2(·, convA) > tn
1
2−

1
p } ≤ 1

IP (A)
exp− t2

4n
2
p−1

(iv) Como ρp ≤ n1/p−1/2ρ2 , se tiene σ̃2 ≤ σ̃pn
1/p−1/2; ahora usar (ii) con p = 2.

///



Comentario I.b.15. Para conjuntos Ωi , alguno de los cuales tiene diámetro mayor

que la unidad, las desigualdades que resultan son ∀ t > 0:

IP{|f − Mf | > t} ≤ 4 exp− tp

4σ̃p
p(max diamΩi)p

2 ≤ p < ∞ (6)

y

IP{|f − Mf | > t} ≤ 4 exp− t2

4n2/p−1σ̃2
p(max diamΩi)2

1 ≤ p ≤ 2 (7)

Observaciones.

(i) Los apartados (i) y (ii) del teorema anterior aparecieron por primera vez en un

art́ıculo de Talagrand ([T 1], Teorema 3) donde consideró Ω = {−1, 1}n equipado

con la probabilidad uniforme y p = 2. Posteriormente fueron generalizados al

caso que hemos expuesto por Johnson y Schechtman ([J-S 2], Corolario 4)

(ii) El suceso {|f−Mf | > t} depende únicamente de los valores de la función f sobre

Ω mientras que en la estimación obtenida intervienen, a través de σ̃p, los valores

sobre conv Ω. Es por eso que podemos sustituir, como se apunta en [J-S], σ̃p por

el ı́nfimo de las constantes de Lipschitz sobre todas las las extensiones convexas

f̃ a conv Ω.

(iii) Recordar que en virtud del Lema 1.b.8. podemos medir la desviación de una

función respecto de Mf o de IE(f) o de cualquier valor según nos convenga.

Es también posible dar desigualdades de desviación en las que el parámetro que

interviene es el módulo de continuidad.

Teorema I.b.16. Con la notación del Teorema I.b.14., para todo ε > 0 y para toda

función convexa f̃ : conv Ω → IR se tiene,

i) Si 2 ≤ p,

IP{|f − Mf | > ω̃p(ε)} ≤ 4 exp−εp

4
(8)



ii) Si 1 ≤ p ≤ 2,

IP{|f − Mf | > ω̃p(ε)} ≤ 4 exp− ε2

4n
2
p−1

(9)

Demostración: La demostración está basada en la del Teorema 3 en [T 1].

Sea A = {f ≤ Mf} ⊂ Ω. Por definición de mediana, IP (A) ≥ 1
2
. Para todo

(ai)k
1 con ai ∈ A y para todo (ti)k

1 tal que ti ≥ 0 y
∑k

i=1 ti = 1 tenemos

f̃(
k∑

i=1

tiai) ≤
k∑

i=1

tif̃(ai) ≤
k∑

i=1

tiMf = Mf

Por tanto f̃(convA) ≤ Mf .

Para todo a ∈ convA y η ∈ Ω la definición de módulo de continuidad implica

ρp(η, a) ≤ ε ⇒ f(η) ≤ Mf + ω̃p(ε) y de aqúı,

IP{(convA)ε} ≤ IP{f ≤ Mf + ω̃p(ε)}

y, aplicando el Teorema I.b.14.(i),

IP{f > Mf + ω̃p(ε)} ≤ 2 exp−εp

4

Sea ahora B = {f < Mf − ω̃p(ε)} ⊂ Ω y sea 0 < ε′ < ε. Esto implica ω̃p(ε′) ≤ ω̃p(ε).

Como en el paso anterior, f(convB) < Mf − ω̃p(ε) y

IP{(convB)ε′} ≤ IP{f < Mf + ω̃p(ε′) − ω̃p(ε)}

De nuevo por el Teorema I.b.14.(i),

1
2
≤ IP{f ≥ Mf + ω̃p(ε′) − ω̃p(ε)} ≤ 1

IP{f < Mf − ω̃p(ε)}
exp−ε′

p

4

Teniendo en cuenta solamente el primero y el último término de la anterior cadena

de desigualdades y pasando al ĺımite cuando ε′ → ε resulta

IP{f < Mf − ω̃p(ε)} ≤ 2 exp−εp

4

///



Comentario I.b.17. Si algún conjunto Ωi tiene diámetro mayor que 1, es inmediato

comprobar que para todo ε > 0,

IP{|f − Mf | > ω̃p(ε)} ≤ 4 exp− εp

4(max diamΩi)p
2 ≤ p < ∞

y

IP{|f − Mf | > ω̃p(ε)} ≤ 4 exp− ε2

4n2/p−1(max diamΩi)2
1 ≤ p ≤ 2

El restringirnos a funciones convexas hace que las desigualdades (4) y (5) sean

apreciablemente mejores, en general, que las de la sección I.b 2.; (esta afirmación se

podrá verificar en las aplicaciones del Caṕıtulo II). Sin embargo en el caso de que

metricemos respecto de la distancia ρ1 no hay mejora substancial. Vamos a ver a

continuación que en el caso básico Ω = {0, 1}n ⊂ ℓn
1 las desigualdades (2) y (5) y

las (3) y (9) son, salvo constantes numéricas, la misma. Y más aún, a semejanza

de lo que ocurŕıa en el caso general (Proposición I.b.9.), las cuatro desigualdades

son equivalentes entre śı. Antes de enunciar este hecho necesitaremos los siguientes

Lemas:

Lema I.b.18. Sea A un subconjunto convexo de un espacio normado X. Denotar

por ρ distancia dada en X por la norma. Entonces la función ρ(·, A) es convexa.

Demostración: Fijar x, y ∈ X. Para todo ε > 0 sean a, b ∈ A tal que

ρ(x,A) ≤ ρ(x, a) ≤ ρ(x,A) + ε y ρ(y, b) ≤ ρ(y,A) + ε

Por convexidad, para todo 0 ≤ λ ≤ 1 el punto λa + (1 − λ)b ∈ A y

ρ(λx + (1 − λ)y,A) ≤ ρ(λx + (1 − λ)y, λa + (1 − λ)b)

≤ λρ(x, a) + (1 − λ)ρ(y, b) ≤ λρ(x, A) + (1 − λ)ρ(y,A) + ε

Como la desigualdad es cierta para todo ε, queda demostrado. ///

Lema I.b.19. Sean A ⊂ {0, 1}n y η ∈ {0, 1}n. Entonces

η ∈ A ⇐⇒ η ∈ conv A



Demostración: Tan solo hay que demostrar la implicación hacia la izquierda.

Dado η =
(
η(j)

)n

j=1
∈ conv A suponer que se puede expresar de la forma

η =
k∑

i=1

tiηi 0 < ti ≤ 1
k∑

i=1

ti = 1

con ηi ∈ A. Claramente η(j) = 1 =⇒ ηi(j) = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ k. Análogamente

η(j) = 0 =⇒ ηi(j) = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ k. Por tanto η = ηi para todo i.

///

Lema I.b.20. Sea ([0, 1]n, ρ1) y A ⊆ {0, 1}n. Entonces para todo η ∈ {0, 1}n\convA

ρ1(η,A) = ρ1(η, convA)

Demostración: Suponer A = {ηi}k
1 y sea η ̸∈ convA. El lema es consecuencia

del siguiente hecho: Sea T = {(ai)k
1 ∈ IRk |

k∑
i=1

ai = 1, 0 ≤ ai ≤ 1}. Para todo

(ai)k
1 ∈ T ,

ρ1(η,
k∑

i=1

aiηi) =
k∑

i=1

aiρ1(η, ηi)

Una vez demostrado este hecho es fácil concluir puesto que

ρ1(η, convA) = inf
(ai)k

1∈T
ρ1(η,

k∑
i=1

aiηi) = inf
(ai)k

1∈T

k∑
i=1

aiρ1(η, ηi)

≥ inf
(ai)k

1∈T
(

k∑
i=1

ai) inf
1≤i≤k

ρ1(η, ηi) = ρ1(η,A)

La otra desigualdad ρ1(η, convA) ≤ ρ1(η,A) es trivial.

Para demostrar la igualdad que nos falta sea η =
(
η(j)

)n

j=1
. Desarrollando en

coordenadas tenemos

ρ1(η,

k∑
i=1

aiηi) =
n∑

j=1

|η(j) −
k∑

i=1

aiηi(j)|



y
k∑

i=1

aiρ1(η, ηi) =
k∑

i=1

ai

n∑
j=1

|η(j) − ηi(j)| =
n∑

j=1

k∑
i=1

ai|η(j) − ηi(j)|

es suficiente por tanto comprobar que |η(j)−
k∑

i=1

aiηi(j)| =
k∑

i=1

ai|η(j)− ηi(j)| para

todo j.

Si η(j) = 0 es inmediato.

Si η(j) = 1 ,

|1 −
k∑

i=1

aiηi(j)| = |
k∑

i=1

ai −
k∑

i=1

aiηi(j)| = |
k∑

i=1

ai(1 − ηi(j))| =
k∑

i=1

ai|η(j) − ηi(j)|

///

Estamos ya en condiciones de establecer el teorema anunciado anteriormente:

Teorema I.b.21. Sea Ω = {0, 1}n ⊂ ℓn
1 .

(i) Existe una constante c1 > 0 tal que para toda función de Lipschitz f : Ω → IR y

para todo t > 0

IP{|f − Mf | > t} ≤ c1 exp− t2

4nσ2
1

(ii) Existe una constante c2 > 0 tal que para toda función convexa de Lipschitz

f̃ : conv Ω → IR y para todo t > 0

IP{|f̃ − Mf | > t} ≤ c2 exp− t2

4nσ̃2
1

(iii) Existe una constante c3 > 0 tal que para toda función continua f : Ω → IR y para

todo t > 0

IP{|f − Mf | > ω1(t)} ≤ c3 exp− t2

4n

(iv) Existe una constante c4 > 0 tal que para toda función convexa y continua

f̃ : conv Ω → IR y para todo t > 0

IP{|f̃ − Mf | > ω̃1(t)} ≤ c4 exp− t2

4n



y la relación entre las constantes viene dada por

c1 ≤ c3 ≤ 2c2 ≤ 2c1 y c3 ≤ 2c2 ≤ 2c4 ≤ 2c3

Más aún, todas éllas son equivalentes.

Demostración: (i)-(iv) son respectivamente las desigualdades (2), (5), (3) y

(9). Para la equivalencia de todas éllas la forma más rápida es probar (i) ⇔ (iii) ⇒
(iv) ⇒ (ii) ⇒ (i). La primera equivalencia es el Lema I.b.9. La segunda implicación

es inmediata pues ω1(t) ≤ ω̃1(t). Lo mismo ocurre con la tercera pues ω̃1(t) ≤ σ̃1t.

Para la última implicación usar (ii) con la función convexa ρ(·, conv A) (Lema I.b.18.)

de constante de Lipschitz σ1 = 1 (Lema I.b.6.) de esta manera llegamos a que para

todo A ∈ Ω tal que IP (A) ≥ 1
2 ,

IP
(
(conv A)t

)
≥ 1 − c2 exp− t2

4n

Observar que los Lemas I.b.19 y I.b.20. implican que para todo A ∈ {0, 1}n y todo

t > 0,

IP (At) = IP
(
(conv A)t

)
por tanto estimada la función de concentración para Ω. Concluir aplicando el Lema

I.b.4.

///

Comentario I.b.22. Nos preguntamos ahora lo que ocurre si 1 < p. El Lema I.b.9

nos da siempre la equivalencia entre (i) y (iii). También son equivalentes (ii) y (iv)

gracias a que disponemos de las desigualdades (i) y (iii) del Teorema I.b.14. (ver el

Teorema I.b.16.). Sin embargo no es cierto (ii) ⇒ (iii). El siguiente contraejemplo,

desarrollado sólamente para p = 2 muestra que, en general, es imposible tener para

toda función una acotación del tipo

IP{|f − Mf | > ω2(t)} ≤ c exp−ct2



Contraejemplo.

Sea Ω = {0, 1}n con la probabilidad IP (η) =
1
2n

y la distancia eucĺıdea. Sea

f : Ω → IR definida por f(η) =
∑n

i=1 ηi. Para esta función es claro que Mf =
n

2
y aśı

para todo ε > 0,

IP{ |f − Mf | > εMf} = IP{ |
n∑

i=1

ηi −
n

2
| > ε

n

2
}

= IP{
∣∣∣∣ ∑n

i=1(2ηi − 1)√
n

∣∣∣∣ > ε
√

n }

En virtud del Teorema Central del Ĺımite, la variable
∑n

i=1(2ηi − 1)√
n

tiende en dis-

tribución a una variable gaussiana normalizada γ. Pero se puede decir aún más; según

un resultado de A.Berry [Ber], (ver también [H-H]), existe una constante numérica

C > 0 tal que

sup
x∈IR

∣∣∣ IP

( ∑n
i=1(2ηi − 1)√

n
≤ x

)
− IP (γ ≤ x)

∣∣∣ ≤ C√
n

Debido a esta proximidad uniforme entre las dos variables es ahora fácil deducir la

existencia de constantes numéricas c, c′ > 0 tal que para todo ε > 0 y n ∈ IN ,

IP{
∣∣∣∣ ∑n

i=1(2ηi − 1)√
n

∣∣∣∣ > ε
√

n } ≥ c exp−c′ε2n

Por otra parte para todo δ > 0,

ω2(δ) = sup
∥η−η′∥2≤δ

| f(η) − f(η′) | ≤ sup
∥η−η′∥2≤δ

n∑
i=1

| ηi − η′
i |

= sup
∥η−η′∥2≤δ

n∑
i=1

| ηi − η′
i |2 ≤ δ2

Por tanto para todo ε > 0, ω2

(√
ε
n

2

)
≤ εn

2
y por hipótesis se tiene

IP{ |f − Mf | > εMf} = IP{ |f − Mf | > ε
n

2
} ≤ IP{ |f − Mf | > ω2

(√
ε
n

2

)
}

≤ c exp−cεn

Esta cota es más pequeña que la correcta dada por el Teorema Central del Ĺımite

(para comprobarlo tomar ε =
1√
n

) lo que es una contradicción.



A continuación, y siguiendo con el caso {0, 1}n, encontraremos desigualdades

de desviación para ciertas clases de funciones mejorando (1),(2),(4) y (5), descritas

al principio de la sección. Agradecemos a J.M. Carnicer sus sugerencias en la de-

mostración del siguiente Teorema.

Teorema I.b.23. Sea
(
[0, 1], Σ, IP

)
una medida de probabilidad sobre el intervalo

[0, 1]. Sea ψ: [0, 1] → [0, 1] una función no decreciente, cóncava y x0 ∈ [0, 1]. Para

todo 0 ≤ t ≤ 1

IP{|ψ − ψ(x0)| > t} ≤ IP{|x − x0| >
tx0

2
}

Demostración: Por ser ψ cóncava, es continua y existe la derivada por la

izquierda ψ′
−(t) para todo t y además ψ′

− es una función positiva no creciente. Para

todo 0 ≤ t ≤ 1,

1 ≥
∫ 1

0

ψ′
−(y) dy ≥

∫ t

0

ψ′
−(y) dy ≥ tψ′

−(t)

Ahora, para todo 0 ≤ x ≤ 1 y usando el Teorema del Valor Medio,

|ψ(x) − ψ(x0)| ≤ |ψ′
−(ξ)| |x − x0| ≤ |x − x0|

1
ξ

donde ξ es un punto intermedio entre x y x0. Obsérvese que para todo 0 ≤ t ≤ 1,

|x − x0| > tξ =⇒ |x − x0| >
tx0

2

En efecto, si |x−x0| ≤
tx0

2

(
≤ x0

2

)
entonces ξ ≥ x0

2
y aśı |x−x0| ≤ tξ. Por tanto,

reuniendo los cálculos realizados

|ψ(x) − ψ(x0)| > t =⇒ |x − x0| > tξ =⇒ |x − x0| >
tx0

2

y aśı,

IP{|ψ − ψ(x0)| > t} ≤ IP{|x − x0| >
tx0

2
}

///

Observación.

(i) Un caso particularmente importante es cuando x0 es tal que ψ(x0) es una me-

diana de ψ.



(ii) Si la probabilidad IP es simétrica respecto de, digamos, 1
2 entonces

IP{|ψ − Mψ| > t} ≤ IP{|x − 1
2
| >

t

4
}

Observar que en este caso podemos tomar como mediana Mψ = ψ(
1
2
)

Corolario I.b.24. En las condiciones anteriores si IP es la probabilidad binomial

dada por IP
(k

n

)
=

(
n
k

)
2n

k = 0, . . . , n entonces para todo 0 ≤ t ≤ 1

IP{|ψ − Mψ| > t} ≤ exp− t2

8

Demostración: Usar el Teorema I.b.23. junto con la observación de que la

binomial arriba definida es simétrica respecto de
1
2

y a continuación la desigualdad

(1’) del Teorema I.b.13.. De esta forma,

IP{|ψ − Mψ| > t} ≤ IP{ |x − 1
2
| >

t

4
} ≤ exp− t2

8

///

Corolario I.b.25. Sea {0, 1}n equipado con la probabilidad de contar IP y sea f

una función f : {0, 1}n → IR tal que

(i) Para todo η, η′ ∈ {0, 1}n, ∥η∥1 ≤ ∥η′∥1 =⇒ f(η) ≤ f(η′)

(ii) Para todo η, η′, η′′ ∈ {0, 1}n tal que ∥η′′∥1 = ∥η′∥1 + 1 = ∥η∥1 + 2 se tiene

f(η′′) − f(η′) ≤ f(η′) − f(η)

Con estas condiciones ∀ t > 0,

IP{|f − Mf | > t} ≤ exp− t2n

8∆2f
(10)

donde ∆f es la variación de f i.e. ∆f = f(1, . . . , 1) − f(0, . . . , 0)

Demostración: Es inmediato comprobar que ∥η∥1 = ∥η′∥1 =⇒ f(η) = f(η′)

es decir, f se puede considerar como una función de ∥η∥1 definida sobre {0, . . . , n}.



Extendemos, interpolando linealmente, f al intervalo [0, n] y denotamos a esta nueva

función con la misma letra f . Observar que la condición (ii) dice que la función f

definida sobre {0, . . . , n}, (o [0, n] ) es cóncava.

Normalizamos, definiendo ψ: [0, 1] → [0, 1] como

ψ(x) =
f(xn) − f(0)

∆f

La función ψ es a su vez creciente y cóncava y por (i) tenemos en [0, 1] la probabilidad

binomial definida en el Corolario I.b.24. Observamos también que, puesto que f es

creciente, podemos elegir f(n
2 ) como mediana de f (y ψ( 1

2 ) como mediana de ψ).

Estamos en condiciones por tanto de aplicar dicho Corolario:

IP{ |f − Mf | > t } = IP
{∣∣∣ψ(

η

n
) − ψ(

1
2
)
∣∣∣ >

t

∆f

}
≤ exp− t2n

8∆2f

siempre que t ≤ ∆f . Pero si t > ∆f el suceso que estamos estimando es vaćıo y la

desigualdad trivial.

///

Observación. Si comparamos la desigualdad (10) con las anteriormente enunciadas

(1),(2),(4) y (5), es inmediato comprobar que para cualquier extensión convexa de f

(1) Si 1 ≤ p ≤ 2
∆f√

n
≤ σ2 ≤ σpn

1
p− 1

2 ≤ σ̃pn
1
p− 1

2

y de aqúı
t2n

∆2f
≥ t2

σ2
pn

2
p−1

≥ t2

σ̃2
pn

2
p−1

Es decir, salvo las constantes numéricas la desigualdad (10) es mejor que (1),(2)

y (5).

Un ejemplo de función donde la mejora es substancial es f(η) = log
(
1+

n∑
i=1

ηi

)
Para tal función ∆f = log(n + 1) y (10) proporciona

IP{|f − Mf | > t} ≤ exp− t2n

8 log2(n + 1)



Por otra parte es inmediato comprobar que para todo 1 ≤ p ≤ 2, σp = log 2. Por

tanto, para todo 1 ≤ p ≤ 2 y t > 0,

− t2n

log2(n + 1)
≪ − t2

log 2n
2
p−1

≤ − t2

σ2
pn

2
p−1

≤ − t2

σ̃2
pn

2
p−1

con lo que (10) es notáblemente más ajustada que (1), (2) y (5).

(2) Si 2 < p < ∞

∆f√
n
≤ ∆f

n1/p
n

1
p− 1

2 ≤ σpn
1
p− 1

2 ≤ σ̃pn
1
p− 1

2 ≪ σ̃p

Esto hace que también en este caso (10) sea mejor que (2). En cuanto a (4), la

dependencia respecto de n es mucho mejor en (10) y no podemos asegurar nada de

la dependencia en t.

Conclúımos el caṕıtulo estudiando lo que ocurre si eliminamos la restricción de

concavidad. En este caso tenemos desigualdad de desviación, no de la función f sino

de su restricción a {0, 1}k (con k ≥
[n

2
]

) consistente en hacer nulas las últimas

coordenadas.

Notación. Para todo k ≤ n denotamos por ik la inclusión ik: {0, 1}k ↪→ {0, 1}n dada

por ik
(
(η1, . . . , ηk)

)
= (η1, . . . , ηk, 0 . . . , 0)

Lema I.b.26. Sea ψ: [0, 1] → [0, 1] una función no decreciente. Para todo 0 < ε < 1

existe a = a(ε, ψ) ∈
[
1
4 , 1

2

]
tal que

x, y ∈
[
a − ε

8
, a +

ε

8
]

=⇒ |ψ(x) − ψ(y)| ≤ ε

Demostración: Llamar δ =
ε

8
. Por ser ψ una función no decreciente, ≥ 0 y

ψ(1) ≤ 1∫ 1/2

1/4

[ψ(t + δ) − ψ(t − δ)] dt =
∫ 1/2+δ

1/4+δ

ψ(t) dt −
∫ 1/2−δ

1/4−δ

ψ(t) dt

=
∫ 1/2+δ

1/2−δ

ψ(t) dt −
∫ 1/4+δ

1/4−δ

ψ(t) dt ≤
∫ 1/2+δ

1/2−δ

ψ(t) dt ≤ 2δ



Por tanto existe a ∈ ( 1
4 , 1

2 ) tal que ψ(a + δ) − ψ(a − δ) ≤ 8 δ = ε; (si no fuera aśı

tendŕıamos ∫ 1/2

1/4

[ψ(t + δ) − ψ(t − δ)] dt >

∫ 1/2

1/4

8δ dt = 2δ

contradicción). Por el crecimiento de ψ podemos concluir

x, y ∈ [a − δ, a + δ] =⇒ |ψ(x) − ψ(y) | ≤ 8 δ = ε

///

Teorema I.b.27. Sea {0, 1}n con la probabilidad de contar IP , y F una función

F : {0, 1}n → IR tal que para todo η, η′ ∈ {0, 1}n, ∥η∥1 ≤ ∥η′∥1 =⇒ F (η) ≤ F (η′).

Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) ≥
[n

2
]

tal que la función f = F ◦ ik verifica

IP{|f − Mf | > t} ≤ 2 exp− t2n

128∆2F

Demostración: Extendemos F al intervalo [0, n] de manera que la nueva

función siga siendo creciente denotándola con la misma letra F . Normalizamos,

definiendo ψ: [0, 1] → [0, 1] como

ψ(x) =
F (xn) − F (0)

∆F

Sea ε = t
∆F . Observar que si t ≥ ∆F (≥ ∆f), la desigualdad es trivial pues el suceso

es vaćıo, por tanto podemos suponer 0 < ε =
t

∆F
< 1. Sea a ∈ [ 14 , 1

2 ] el elemento

asociado a ψ y ε según el Lema I.b.26.. Tomar k = [2an] ≥
[

n
2

]
.

Por hipótesis, F (resp f) es de la forma F (
n∑

i=1

ηi) (resp f(
k∑

i=1

ηi)); por tanto

podemos tomar como mediana de f , Mf = f
([k

2
])

y

IP{|f − Mf | > t} = IP{
∣∣∣f − f

([k

2
])∣∣∣ > t} = IP{

∣∣∣ψ − ψ
( k

2n

)∣∣∣ >
t

∆F
}

Claramente,
∣∣∣ k

2n
−a

∣∣∣ =
|k − 2an|

2n
≤ 1

2n
, por tanto

k

2n
∈ [a− ε

16
, a+

ε

16
] si

1
2n

≤ ε

16
ó equivalentemente si n ≥ 8

ε
. Esta es una restricción sobre la que volveremos más

tarde.



Por consiguiente, si n ≥ 8
ε

el Lema I.b.26. asegura que

∣∣∣ψ(∑k
i=1 ηi

n

)
− ψ

( k

2n

)∣∣∣ > ε =⇒
∣∣∣∑k

i=1 ηi

n
− a

∣∣∣ >
ε

8

y aśı,

∣∣∣∑k
i=1 ηi

n
− a

∣∣∣ >
ε

8
=⇒

∣∣∣∑k
i=1 ηi

n
− k

2n

∣∣∣ +
∣∣a − k

2n

∣∣ >
ε

8
=⇒

∣∣∣∑k
i=1 ηi

n
− k

2n

∣∣∣ >
ε

16

Por tanto, si n ≥ 8
ε

tenemos

IP{|ψ − ψ
( k

2n

)
| >

t

∆F
} ≤ IP{

∣∣∣∑k
i=1 ηi

n
− k

2n

∣∣∣ >
t

16∆F
} ≤ exp− t2n2

128k∆2F

≤ exp− t2n

128∆2F
≤ 2 exp− t2n

128∆2F

Hemos usado la desigualdad de Amir-Milman (1’) aśı como la relación trivial
n

k
≥ 1.

Para concluir observemos que la restricción n ≥ 8∆F

t
no es tal. En efecto, si

n <
8∆F

t
entonces, teniendo en cuenta también que t < ∆F ,

2 exp− t2n

128∆2F
≥ 2 exp− tn

128∆F
> 2 exp− 1

16
> 1

y la desigualdad es trivial.

///

Observación. En las aplicaciones que haremos de este resultado daremos a la

restricción n ≥ 8∆F

t
un significado distinto. Por comodidad enunciamos también el

Teorema I.b.27. de forma más próxima a su uso porterior.

Teorema I.b.28. Sea {0, 1}n con la probabilidad de contar IP y F una función

F : {0, 1}n → IR tal que para todo η, η′ ∈ {0, 1}n, ∥η∥1 ≤ ∥η′∥1 =⇒ F (η) ≤ F (η′).

Entonces para todo t > 0 existe k = k(t) ≥
[n

2
]

tal que si n ≥ 8∆F

t
, la función

f = F ◦ ik verifica

IP{|f − Mf | > t} ≤ exp− t2n

128∆2F



Las tablas a continuación resumen las desigualdades de la sección.

Sea Ω = {0, 1}n equipado con la probabilidad de contar IP .

FUNCION DISTANCIA IP { | f − Mf | > ωf (ε) }

f : Ω → IR ≤ 2 exp−2ε2

n
(3)

Ω ⊂ ℓn
1

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− ε2

4n
(9)

f : Ω → IR ≤ 2 exp−2ε2

n
(3)

Ω ⊂ ℓn
2

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp−ε2

4
(9)

f : Ω → IR ≤ 2 exp−2ε2

n
(3)

Ω ⊂ ℓn
p , 2 < p < ∞

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp−εp

4
(8)

f : Ω → IR ≤ 2 exp−2ε2

n
(3)

Ω ⊂ ℓn
p , 1 ≤ p < 2

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− ε2

4n2/p−1
(9)



Sea Ω = {0, 1}n equipado con la probabilidad de contar IP .

FUNCION DISTANCIA IP { | f − Mf | > t }

f : Ω → IR ≤ 2 exp− 2t2

σ2n
(1)

Ω ⊂ ℓn
1

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− t2

4σ2n
(5)

f : Ω → IR ≤ 2 exp− 2t2

σ2n
(1)

Ω ⊂ ℓn
2

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− t2

4σ2
(5)

f : Ω → IR ≤ 2 exp− 2t2

σ2n
(1)

Ω ⊂ ℓn
p , 2 < p < ∞

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− tp

4σp
(4)

f : Ω → IR ≤ 2 exp− 2t2

σ2n
(1)

Ω ⊂ ℓn
p , 1 ≤ p < 2

f : convΩ → IR , convexa ≤ 4 exp− t2

4σ2n2/p−1
(5)

f : Ω → IR creciente, cóncava ≤ exp− t2n
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CAPITULO II

II.a. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

En este caṕıtulo vamos a dar respuestas a la siguiente cuestión:

Cuestión II.a.1. Dado (E, ∥ · ∥) un espacio r-normado de dimensión dimE =

n, y ε > 0, estimar el máximo N = N(ε, n,E) tal que
(
{−1, +1}N , ρ∞

)
está

(1 + ε)-incluido en E. (Esto último lo denotamos en 0.b.20. mediante el diagrama

{−1, +1}N 1+ε
↪→ E).

Observación. Observar que a la vista de las definiciones 0.b.19. y 0.b.20., la ex-

presión M
1+ε
↪→ M ′ es equivalente a que exista una función f :M → M ′ inyectiva tal

que

ρ(x, y) ≤ ρ′(f(x), f(y) ) ≤ (1 + ε) ρ(x, y)

∀x, y ∈ M .

Observación. Trivialmente M
1+ε
↪→ M ′ implica M

1+ε′

↪→ M ′ para todo ε′ ≥ ε.

Utilizando este hecho, junto con la observación anterior, es fácil comprobar que

M
1+ε
↪→ M ′ ∀ ε > 0 es equivalente a que para todo 0 < ε < 1 exista una función

f : M → M ′ inyectiva tal que

(1 − ε) ρ(x, y) ≤ ρ′(f(x), f(y) ) ≤ (1 + ε) ρ(x, y)

∀x, y ∈ M .

Las dos observaciones anteriores junto con el hecho ρ∞((εi), (ε′i)) = 2, para todo

(εi) ̸= (ε′i) , (εi), (ε′i) ∈ {−1, +1}N , nos permiten reformular la cuestión II.a.1. de la

siguiente forma:

Cuestión II.a.2. Dado 0 < ε < 1 y (E, ∥ · ∥) un espacio r-normado de dimensión

dimE = n, estimar el máximo cardinal N1 = N1(ε, n,E) de los subconjuntos T de



E que verifican

1 − ε ≤ ∥x − y ∥ ≤ 1 + ε ∀x ̸= y ∈ T

En efecto, dado 0 < ε < 1 y E, dim E = n, si existe N = N(ε, n,E) tal

que {−1, +1}N 1+ε
↪→ E entonces el conjunto T = f

(
{−1, +1}N

)
⊂ E hace que sea

N1 ≥ 2N . A la inversa, si existe un T ⊂ E de cardinal N1 verificando (∗), entonces

{−1, +1}[log2 N1]
1+ε
↪→ E y por tanto N ≥ [log2 N1].

Notación. A la hora de referirnos al número N1 que aparece en la Cuestión II.a.2.,

omitiremos el sub́ındice 1. También a partir de ahora los logaŕıtmos serán neperianos

(y no en base 2).

Observación. La Cuestión II.a.2. expresada en lenguaje geométrico dice lo si-

guiente: “Dado un espacio r-normado E determinar el número de puntos que pode-

mos encontrar que estén (salvo un error ε) a igual distancia uno de otro”.

Comentario II.a.3. Es conocido, ver [Pet], un resultado general para inclusiones

isométricas, es decir para ε = 0. Dicho resultado dice que, para todo n ∈ IN ,

min(4, n + 1) ≤ N ≤ 2n

y más aún N = 2n ⇔ E = ℓn
∞

Comentario II.a.4. Una versión infinito-dimensional de la Cuestión II.a.2. es

conocida (ver por ejemplo [Do], Lema 3.4, donde el autor consideraba espacios E

más generales). El enunciado trasladado a nuestro contexto es el siguiente: “Sea E

un espacio r-Banach de dimensión infinita. Para todo 0 < ε < 1, existe una sucesión

infinita de puntos {xn} ⊂ E tal que

1 − ε ≤ ∥xi − xj ∥ ≤ 1 + ε ∀ i ̸= j ∈ IN



Al tratar con espacios r-normados es conveniente manejar ∥ · ∥r en vez de ∥ · ∥.
Por esta razón necesitamos el siguiente lema:

Lema II.a.5. Sea E un espacio r-Banach y T ⊂ E. Sean 0 < ε < 1 y δ =
εr

21/r−1
.

Si

1 − δ ≤ ∥x − y ∥r ≤ 1 + δ ∀x ̸= y ∈ T

entonces T verifica (∗).

Demostración: Observar que también 0 < δ < 1. La demostración se reduce a

utilizar propiedades de números reales. En efecto, con los valores ε y δ dados tenemos

que probar que |tr − 1| ≤ δ =⇒ |t − 1| ≤ ε , t > 0. Aplicando el Teorema del Valor

Medio a la función f(t) = t1/r resulta,

|t − 1| = |tr − 1|ξ
1/r−1

r
≤ δ

(1 + δ)1/r−1

r
≤ δ

21/r−1

r
= ε

///

El primer resultado nos dice que N no puede ser demasiado grande; en concreto

ha de satisfacer una relación de la forma

n ≥ C(ε, r) log N

Proposición II.a.6. Sea (E, ∥·∥) un espacio r-normado de de dimensión dim E = n

y 0 < ε < 1. Sea T ⊂ E tal que card T = N y

1 − ε ≤ ∥x − y ∥ ≤ 1 + ε ∀x ̸= y ∈ T

entonces

log N ≤ log
(

21/r + 1 + (21/r − 1)ε
1 − ε

21/r−1

)
n

Demostración: Sin pérdida de generalidad suponer 0 ∈ T . En las afirmaciones

posteriores usamos la desigualdad 2. de 0.b.. Por hipótesis las bolas B

(
x,

1 − ε

21/r

)
,



x ∈ T son disjuntas y están todas contenidas en B

(
0,

21/r + 1 + (21/r − 1)ε
2

)
. Por

tanto, ∑
x∈T

volB
(

x,
1 − ε

2

)
≤ volB

(
0,

21/r + 1 + (21/r − 1)ε
2

)
vol (·) denota la mediada de Lebesgue en IRn y estamos identificando E con IRn. Por

ser conjuntos disjuntos y por las propiedades de la medida Lebesgue,

N volB
(

0,
1 − ε

21/r

)
≤ volB

(
0,

21/r + 1 + (21/r − 1)ε
2

)
o sea,

N

(
1 − ε

21/r

)n

volBE ≤
(

21/r + 1 + (21/r − 1)ε
2

)n

volBE

simplificar y finalizar tomando logaritmos.

///



II.b. INCLUSION DEL ℓn
∞-CUBO EN ESPACIOS r-NORMADOS

CON BASE 1-SUBSIMETRICA.

II.b.1. Caso E = ℓn
1 .

Comenzamos con este caso particular por que no tiene complicaciones técnicas

y éllo hace que el esquema de la demostración, que básicamente vamos a repetir a lo

largo del caṕıtulo, se vea con claridad.

Teorema II.b.1. Para todo 0 < ε < 1 existe un subconjunto de N puntos T =

{x1, . . . , xN} en ℓn
1 de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

n >
4
ε2

log N

Demostración: Sea 0 < ε < 1. Sea la variable aleatoria ξ =
n∑

i=1

εi ei donde εi

son variables aleatorias i.i.d. de Rademacher. Sea ξ′ una copia independiente de ξ,

i.e. ξ′ =
n∑

i=1

ε′i ei con ε′i v.a.i.i.d. de Rademacher independientes de las εi.

Observar que, en distribución, |εi − ε′i|
d= 2 ηi donde ηi son v.a.i.i.d. tal que

IP{ηi = 0} = IP{ηi = 1} =
1
2
, por tanto

∥ξ − ξ′∥1 =
n∑

i=1

|εi − ε′i|
d= 2

n∑
i=1

ηi

Claramente, IE∥ξ − ξ′∥1 = n.

Queremos calcular la probabilidad del suceso

{
∣∣ ∥ξ − ξ′∥1 − IE∥ξ − ξ′∥1

∣∣ > ε IE∥ξ − ξ′∥1 }

IP{
∣∣ ∥ξ−ξ′∥1−IE∥ξ−ξ′∥1

∣∣ > ε IE∥ξ−ξ′∥1 } = IP{
∣∣2 n∑

i=1

ηi−n
∣∣ > εn } ≤ exp−ε2 n

2

para el último paso hemos usado la desigualdad de Amir-Milman (I.b.13. (1′)) con

la función f =
∥ · ∥1

n
. Es inmediato observar que en este caso también Mf = n



pues la variable
∑n

i=1 ηi es simétrica respecto de su esperanza (ver Definición 0.a.2.

Observación ii).

Consideramos ahora un número N de copias independientes de ξ , ξ1, . . . , ξN .

Para cada una de las
(N

2

)
parejas que podemos formar podemos repetir los cálculos

anteriores. Se trata ahora de determinar N de tal forma que

IP{
∣∣ ∥ξi − ξj∥1 − IE∥ξi − ξj∥1

∣∣ ≤ ε IE∥ξi − ξj∥1 , ∀ i ̸= j } > 0

Aśı aseguramos la existencia de un elemento ω en el espacio de probabilidad

para el cual

IE∥ξi − ξj∥1 (1 − ε) ≤ ∥ξi(ω) − ξj(ω)∥1 ≤ (1 + ε) IE∥ξi − ξj∥1 ∀ i ̸= j

y los puntos xi =
ξi(ω)

n
cumplen la tesis del teorema.

Para concluir por tanto, sea

Ai,j = {ω |
∣∣ ∥ξi − ξj∥1 − IE∥ξi − ξj∥1

∣∣ > ε IE∥ξi − ξj∥1 }

Estamos interesados en el suceso:
∩

1≤i<j≤N

Ac
i,j , dondeAc

i,j = Ω \ Ai,j

IP
{ ∩

1≤i<j≤N

Ac
i,j

}
= 1 − IP

{ ∪
1≤i<j≤N

Ai,j

}
≥ 1 −

∑
1≤i<j≤N

IP{Ai,j}

≥ 1 −
(

N

2

)
exp−ε2 n

2

y aśı

IP
{ ∩

1≤i<j≤N

Ac
i,j

}
> 0 ⇐⇒ 1 −

(
N

2

)
exp−ε2 n

2
> 0

y ésto es cierto si n >
4
ε2

log N . ///

Observación. El caso 0 < p < 1 se reduce de forma inmediata al p = 1 considerando

la variable ∥ξ − ξ′∥p
p. Teniendo además en cuenta el Lema II.a.5. obtenemos el

siguiente



Corolario II.b.2. Para todo 0 < ε < 1 existe un subconjunto de N puntos T =

{x1, . . . , xN} en ℓn
p , 0 < p < 1, de forma que 1− ε < ∥xi − xj ∥p < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

n >
41/p

p2ε2
log N

///

II.b.2. Caso E = ℓn
p , 1 < p < ∞.

La forma más rápida de resolver nuestro problema cuando E = ℓn
p es proceder

como en el caso p = 1 y usar la desigualdad de desviación del Corolario I.b.25. con

la función f : {0, 1}n → IR, f =
(∑n

i=1 ηi

n

)1/p

y Mf =
(

1
2

)1/p

. Aśı se logra una

estimación n >
c

ε2
log N . La razón de considerarlo por separado está en que la

demostración de II.b.3. contiene información adicional sobre las inclusiones; vemos

qué ocurre cuando nos acercamos a ℓn
∞ (p → ∞)

Teorema II.b.3. Para todo 0 < ε < 1 existe un subconjunto de N puntos T =

{x1, . . . , xN} en ℓn
p , 1 ≤ p < ∞, de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥p < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

i) Si ε <
1

p 21/p

n >
8

p2 41/p ε2
log N

ii) Si ε ≥ 1
p 21/p

n > 8 log N

Demostración:

Sea 0 < ε < 1. Como en el caso p = 1, sea ξ =
n∑

i=1

εi ei con εi variables aleatorias

i.i.d. de Rademacher y ξ′ una copia independiente de ξ, ξ′ =
n∑

i=1

ε′i ei. Fijándonos



en la distribución de |εi − ε′i|p deducimos

∥ξ − ξ′∥p =

(
n∑

i=1

|εi − ε′i|p
)1/p

d= 2

(
n∑

i=1

ηi

)1/p

donde ηi son v.a.i.i.d. tal que IP{ηi = 0} = IP{ηi = 1} =
1
2
.

La mediana de la función f =
(∑n

i=1 ηi

n

)1/p

es Mf =
(

1
2

)1/p

, (ver Definición

0.a.2., Observación iii)), y medimos la desviación de f respecto de élla.

IP{
∣∣ ∥ξ − ξ′∥p − 2

(n

2

)1/p ∣∣ > ε 2
(n

2

)1/p

}

= IP{
∣∣ (∑n

i=1 ηi

n

)1/p

−
(

1
2

)1/p ∣∣ > ε

(
1
2

)1/p

}

Caso i).

Si ε <
1

p 21/p
sea δ =

p 21/p

4
ε (=⇒ δ < 1

4 ). Por el Teorema del Valor Medio,

para cierto θ ∈ (
1
2
− δ,

1
2

+ δ )

∣∣∣∑n
i=1 ηi

n
− 1

2

∣∣∣ < δ =⇒
∣∣∣ (∑n

i=1 ηi

n

)1/p

−
(

1
2

)1/p ∣∣∣ ≤ 1
p

θ1/p−1
∣∣∣∑n

i=1 ηi

n
− 1

2

∣∣∣
≤ δ

p θ1−1/p
≤ δ

p ( 1
2 − δ)1−1/p

≤ δ 41−1/p

p
=

(
1
2

)1/p

ε

Por tanto,

IP{
∣∣∣ (∑n

i=1 ηi

n

)1/p

−
(

1
2

)1/p ∣∣∣ > ε

(
1
2

)1/p

} ≤ IP{
∣∣∣∑n

i=1 ηi

n
− 1

2

∣∣∣ > δ } ≤ exp−2nδ2

usamos al final la desigualdad de Amir-Milman, I.b.13. (1′). Concluir ahora como

en el Teorema II.b.1. y sustituir δ por su expresión en ε.

Caso ii).

Si ε ≥ 1
p 21/p

tomar δ = 1
4 y, razonando como en el Caso i),

IP{
∣∣ (∑n

i=1 ηi

n

)1/p

−
(

1
2

)1/p ∣∣ > ε

(
1
2

)1/p

} ≤ IP{
∣∣∑n

i=1 ηi

n
− 1

2

∣∣ >
1
4
} ≤ exp−n

8



///

Observación. El Teorema II.b.3.(ii) nos dice que para todo error ε, hay un p suficien-

temente grande (es decir ℓn
p suficientemente cerca de ℓn

∞) tal que encontramos exp
n

8
puntos a, aproximadamente, la misma distancia uno de otro, que son esencialmente

los puntos que existen en ℓn
∞ a igual distancia (ε = 0).

Corolario II.b.4. Sea 0 < ε < 1 y 1 ≤ p ≤ ∞. Existe una constante C = C(ε, p) >

0 tal que para todo n ∈ IN existe un número natural N ≥ C n tal que el ℓN
∞-cubo

está (1 + ε)-incluido en el ℓn
p -cubo.

Demostración: Notar que el conjunto T está formado por puntos de la forma∑n
i=1 εiei

M
donde M es una constante que depende únicamente de n y p. Claramente

T está 1-incluido en el ℓn
p cubo {−1, 1}n y como vimos en la introducción del caṕıtulo,

el Teorema II.b.3. implica que {−1, +1}[log2 N ], es decir {−1,+1}[Cn], está (1 + ε)-

incluido en T .

///

Observación. De esta forma el Corolario II.b.4. mejora el resultado obtenido en

[B-M-W], Teorema 6.6., donde se consiguen inclusiones de orden N ≥ C n1/3.



II.b.3 Caso 1-subsimétrico.

Teorema II.b.5. Para todo 0 < r < 1 existe una constante C = C(r) > 0 tal que,

para todo 0 < ε < 1 y para todo espacio r-normado E de dimensión dim E = n,

con base 1-subsimétrica normalizada {e1, . . . , en} existe un subconjunto de N puntos

T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥ < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre

que

n >
C

ε2
log N

Demostración: Sea F (η) = ∥
n∑

i=1

ηiei∥r, ∀ η = (ηi) ∈ {0, 1}n. Por tratarse

de una base 1-subsimétrica, F es una función creciente en el sentido del Teorema

I.b.27. Extendemos linealmente F al intervalo [0, n] y normalizamos definiendo

ψ(x) =
F (xn)
∆F

, x ∈ [0, 1].

Para todo 1 ≤ k ≤ n, sea ξ =
k∑

i=1

εi ei con εi variables aleatorias i.i.d. de

Rademacher y ξ′ una copia independiente de ξ, ξ′ =
k∑

i=1

ε′i ei. Claramente por la

1-incondicionalidad de la base,

∥ξ − ξ′∥r d= 2r ∥
k∑

i=1

ηiei∥r

donde ηi son v.a.i.i.d. tal que IP{ηi = 0} = IP{ηi = 1} =
1
2
. Equivalentemente con

la notación introducida en el Teorema I.b.27,

∥ξ − ξ′∥ d= 2 (F ◦ ik(η)) = 2f(η) , η = (ηi) ∈ {0, 1}k

Fijar 0 < ε < 1. Para tal ε tomar el número k ≥
[n

2
]

determinado por el

Teorema I.b.28 y considerar las variables aleatorias ξ =
k∑

i=1

εi ei y ξ′ =
k∑

i=1

ε′i ei.

Entonces el Teorema I.b.28 asegura que si n >
8∆F

εMf
,

IP{
∣∣ ∥ξ − ξ′∥ − 2Mf

∣∣ > 2εMf } = IP{ | f − Mf | > εMf } ≤ exp−
ε2nM2

f
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Resta únicamente encontrar una buena cota inferior del cociente
M2

f

∆2F
. Para

éllo tomar como mediana de f a Mf = f
(k

2
)

(Definición 0.a.2., Obs. iii)); de esta

forma
M2

f

∆2F
= ψ2

( k

2n

)
Puesto que la función ψ es no decreciente y k ≥

[n

2
]
≥ n − 1

2
resulta,

ψ2
( k

2n

)
≥ ψ2

(n − 1
4n

)
≥ ψ2

(1
8
)

(la última desigualdad se cumple siempre que n ≥ 2 lo cual no es una restricción).

La función ψ asociada a toda r-norma 1-subsimétrica verifica

ψ(2−j) ≥ 2−(j+1) j = 0, 1, ...

En efecto, sea m ≥ 0 tal que
m

n
<

1
2j

≤ m + 1
n

. Si n < 2j , es decir si m ≥ 1 resulta,

por ser norma 1-subsimétrica,

1 ≤ ∥
n∑

i=1

ei ∥r ≤ 2j∥
m+1∑
i=1

ei ∥r ≤ 2j+1∥
m∑

i=1

ei ∥r

por tanto, ψ(2−j) ≥ ψ
(m

n

)
≥ 1

2j+1
. Si por el contrario n ≤ 2j , es decir si m = 0

hay que razonar de diferente manera. Para éllo recordar que la función ψ es la

interpolación lineal de otra función definida en los puntos {0, 1
n , . . . , 1}; es inmediato

comprobar que si x ∈
[
0, 1

n

]
entonces ψ(x) =

n

∆F
x y puesto que ∆f ≤ n, ψ(2−j) ≥

2−j . En cualquier caso, y volviendo al problema original conseguimos ψ(
1
8
) ≥ 1

16
.

Resumiendo los cálculos arriba realizados tenemos que si n >
8∆F

εMf
entonces ,

IP{
∣∣ ∥ξ − ξ′∥r − 2rMf

∣∣ > 2rεMf } = IP{ | f − Mf | > εMf } ≤ exp−ε2n

C

Tomando ξ1, . . . ξN copias independientes de ξ y concluyendo de la forma ha-

bitual, hay un ω elemento del espacio de probabilidad, tal que los correspondientes



puntos xi =
ξi(ω)

2ψ( k
2n )

satisfacen la tesis de teorema. La relación entre n y N viene

dada por (
N

2

)
exp−ε2n

C
< 1

y es fácil comprobar que ésta se cumple siempre que n >
C

ε2
log N . Finalizar usando

el Lema II.a.5.

Queda por analizar la restricción n >
8
ε

exigida en la demostración. Veremos que

en realidad está incluida en nuestro resultado. Podemos suponer N ≥ 3, pues siempre

existen dos puntos a igual distancia uno de otro en cualquier espacio r-normado.

También la constante C se puede tomar ≥ 8; por tanto si N ≥ 3 =⇒ ε

log N
< 1 y

aśı, n >
C

ε2
log N =⇒ n >

C

ε
>

8
ε
.

///

Corolario II.b.6. El cubo de ℓn
∞ se incluye (1+ε) en todo espacio r-normado finito

dimensional E con base 1-subsimétrica siempre que

dimE >
C

ε2
n

C es una constante absoluta.

///

El Teorema II.b.5. se puede generalizar fácilmente a ciertas sumas directas de

espacios con base 1-subsimétrica.

Notación. Sean Ei, i = 1, . . . ,m espacios r-normados con base 1-subsimétrica

normalizada de dimensión ni. Construimos el espacio E =
( m⊕

1

Ei

)
ℓn
∞

donde la r-

norma viene dada por ∥x ∥ = sup
1≤i≤m

∥xi ∥Ei
con x = (x1, . . . , xm) ∈ E. Observar

que el espacio E tiene base 1-incondicional pero no 1-subsimétrica. La dimensión E

es dim E =
m∑

i=1

ni



Con esta notación podemos ya enunciar el siguiente resultado:

Corolario II.b.7. Para todo 0 < r < 1 existe una constante numérica C = C(r) > 0

tal que, para todo 0 < ε < 1 existe un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN}
en E de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

dimE >
C

ε2
log N

Demostración:

Sea 0 < ε < 1. Por el Teorema II.b.5. para cada i existe un conjunto Ti de

puntos en Ei de cardinalidad Ni tal que

1 − ε ≤ ∥xi − yi ∥Ei
≤ 1 + ε xi, yi ∈ Ti

siempre que ni >
C

ε2
log Ni. Considerar el conjunto

T =
m∏

i=1

Ti = { (xk1 , . . . , xkm) | xki ∈ Ti }

Tenemos card T = N1 . . . Nm y para todo par de puntos distintos x, y ∈ T

∥x − y ∥
E

= sup
1≤i≤m

∥xki − yki ∥Ei

por tanto,

1 − ε ≤ ∥x − y ∥
E
≤ 1 + ε x, y ∈ T

y las estimaciones sobre Ni nos dan

Ni < exp
ε2 ni

C
∀ i =⇒ card T = N1 . . . Nm < exp

ε2 dimE

C

///

Observación. En los resultados obtenidos en esta sección la relación entre n y N ,

para ε fijo, es la mejor posible, según vimos en la Proposición II.a.6. i.e. n ∼
C(ε, r) log N .



II.c. INCLUSION DEL ℓn
∞-CUBO EN ESPACIOS NORMADOS.

La demostración del Teorema II.b.5. utiliza de manera crucial la 1-subsimetŕıa

de la base; ello nos permit́ıa conocer la distribución de la variable ∥ ξ − ξ′ ∥ y aśı

reducir el problema al caso ℓn
1 y subsiguientemente a la desigualdad de desviación de

Amir-Milman para una función muy sencilla. Sin embargo el proceso no se puede

repetir incluso en el caso de tener una base, por ejemplo, 2-subsimétrica.

No obstante, las desigualdades expuestas en el Caṕıtulo I nos van a permitir

extender la clase de espacios para la cual hay respuesta positiva a nuestra cuestión.

La situación en el caso general será la siguiente:

(i) Dado el espacio E de dimensión n y 0 < ε < 1, elegimos convenientemente una

base {e1, . . . , en} y definimos la variable aleatoria ξ =
n∑

i=1

εi ei con εi variables

aleatorias i.i.d. de Rademacher; tomamos ξ′ una copia independiente de ξ. La

variable ∥ ξ − ξ′ ∥ tiene distribución

∥ ξ − ξ′ ∥ d= 2 ∥
n∑

i=1

ηi ei ∥

donde ηi son variables aleatorias i.i.d. con distribución, IP{ ηi = 0 } =
1
2

y

IP{ ηi = 1 } = IP{ ηi = −1 } =
1
4
.

(ii) Metrizar {−1, 1, 0}n convenientemente dotándole de la probabilidad producto.

Para un cierto valor A, necesitamos estimar la probabilidad

IP{ | ∥ ξ − ξ′ ∥ − 2A| > ε2A} = IP{ | f − A | > εA}

donde la función f : {−1, 1, 0}n → IR está definida como

f(η) = ∥
n∑

i=1

ηi ei ∥ para η ∈ {−1, 1, 0}n

El valor apropiado de A será Mf ó IE(f) y la clave estará en relacionar el valor

εMf con la constante de Lipschitz o el modulo de continuidad de f .



(iii) Una vez conseguida una buena desigualdad de desviación concluiremos como

en la sección anterior repitiendo el proceso con N variables aleatorias i.i.d.

{X1, . . . , XN} y estimando N de tal forma que el suceso

{
∣∣ ∥ξi − ξj∥ − A

∣∣ ≤ εA , ∀ i ̸= j }

tenga probabilidad positiva.

Observación. El problema puede ser replanteado de forma que la función f está

definida sobre un espacio métrico producto equipado con la probabilidad de contar.

Aunque no explotaremos esta idea, es interesante detenernos un poco en ella.

Sea {a1, a2, a3, a4} dotado con la probabilidad de contar µ(ai) = 1
4 i = 1, . . . , 4

y la métrica ρ(ai, aj) = 1 ,∀ i ̸= j. Definimos φ: {a1, a2, a3, a4} → {−1, 1, 0} como

φ(a1) = φ(a2) = 0 , φ(a3) = 1 , φ(a4) = −1. Al pasar al espacio producto considera-

mos las métricas ρ(x, y) =
n∑

i=1

ρ(xi, yi), x, y ∈ {a1, a2, a3, a4}n y {−1, 1, 0}n ⊂ ℓn
1 ;

tanto en {−1, 1, 0}n como en {a1, a2, a3, a4}n entendemos que estamos tomando la

probabilidad producto que denotaremos con las mismas letras IP y µ. Denotar

también Φ = φ
⊗

. . .
⊗

φ.

Dada f : {−1, 1, 0}n → IR es sencillo comprobar que

(1) IP = µ ◦ Φ−1

(2) Mf = Mf◦Φ

(3) ωf◦Φ(t) ≤ ωf (2t) y σf ≤ σΦ◦f ≤ 2σf

Por tanto,

IP{ |f − Mf | > ωf (t) } ≤ µ{ |f ◦ Φ − Mf◦Φ| > ωf◦Φ(
t

2
) }

y análogamente con las desigualdades en las que interviene la constante de Lipschitz.



II.c.1. Los resultados.

En los resultados a continuación obtendremos la relación óptima entre n y N

i.e. n > C(ε) log N . Estaremos también interesados en encontrar la mejor función

C(ε) posible.

Notación. Para todo K ≥ 1 y toda función ψ: (0,∞) → IR+ tal que lim
t→0

ψ(t) = 0

denotar por S(K) la familia de los espacios normados de dimensión finita con base

K-simétrica normalizada y

E(K,ψ) = {E ∈ S(K) | λ([t dim E])
λ(dim E)

≤ ψ(t), ∀ t > 0 }

Teorema II.c.1. Sea K ≥ 1 y ψ como arriba. Para todo 0 < ε < 1, existe

C(ε,K, ψ) > 0 tal que para todo E ∈ E(K,ψ) existe un subconjunto de N pun-

tos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

dim E > C(ε,K, ψ) log N

Demostración: Suponer que E = ⟨e1, . . . , en⟩ donde {ei}n
1 es una base K-

simétrica normalizada de E. Considerar Ω = {−1, 1, 0}n como subconjunto de ℓn
1 .

Es claro que diam {0,−1, 1} = 2. Sea ξ =
n∑

i=1

εi ei donde {εi}n
1 son v.a.i.i.d. de

Rademacher. Sea ξ′ otra i.i.d. copia de ξ. Claramente

∥ξ − ξ′∥ d= 2∥
n∑

i=1

ηiei ∥

donde {ηi}n
1 son variables aleatorias i.i.d. con distribución

IP{ ηi = 0 } =
1
2

y IP{ ηi = 1 } = IP{ ηi = −1 } =
1
4

Definimos por tanto f : {−1, 1, 0}n → IR como f(η) = ∥
n∑

i=1

ηi ei∥ y aśı,

IP{
∣∣ ∥ξ − ξ′∥ − 2Mf

∣∣ > 2εMf } = IP{ |f − Mf

∣∣ > εMf }



Por el Comentario 0.b.7., existe una norma ∥ · ∥0 en E de forma que {e1, . . . , en} es

1-simétrica, normalizada y

||x|| ≤ ||x||0 ≤ K||x|| ∀ x ∈ E

Necesitamos encontrar acotaciones para Mf y ω1(t). Para éllo demostraremos que

(a) Mf ≥ 1
2K−1λ(n)

(b) ω1(δn) ≤ CKλ([δn]) , ∀ 0 < δ < 1

En efecto,

(a) Sea g: Ω → IR definida como g(η) = ∥
n∑

i=1

ηiei∥0; puesto que en esta nueva

norma la base (ei) es 1-simétrica normalizada es claro que g(η) = ∥
n∑

i=1

|ηi|ei∥0.

Escribimos λ0(k) = ∥
k∑

i=1

ηiei∥0 para todo 1 ≤ k ≤ n y claramente Mg = λ0(
n

2
)

si n es par y Mg = λ0(
n + 1

2
) si n es impar; y por la desigualdad triangular y

de nuevo la 1-simetŕıa de la base 2Mg ≥ λ0(n). Para terminar

Mf ≥ K−1Mg ≥ 1
2
K−1λ(n)

(b) Sea ϕi = ηi − η′
i; ϕi puede tomar valores 0,±1,±2. Sean

A = {i : |ϕi| = 2} y B = {i : |ϕi| = 1}

Observar que ∥η−η′∥1 = 2 card A+card B. Dados η, η′ ∈ Ω tal que ∥η−η′∥1 ≤
δn,

|f(η) − f(η′)| ≤ ∥
n∑

i=1

(ηi − η′
i) ei∥ ≤ ∥

n∑
i=1

|ηi − η′
i| ei∥0

= ∥
∑
i∈A

2ei +
∑
i∈B

ei∥0 ≤ 2 λ0( card A + card B )

≤ 2λ0( 2 card A + card B ) = 2 λ0(∥ η − η′ ∥1) ≤ 2 K λ([δn])

y aśı ω1(δn) ≤ 2K λ([δn]).



Dado 0 < ε < 1, sea 0 < δ < 1 tal que ψ(δ) ≤ ε

4K2
. Entonces

ω1(δn)
Mf

≤ 4K2 λ([δn])
λ(n)

≤ 4K2ψ(δ) ≤ ε

luego εMf ≥ ω1(δn) y usando la desigualdad (3) del Teorema I.b.13,

IP{|f − Mf | > εMf} ≤ IP{|f − Mf | > ω1(δn)} ≤ 4 exp−Cnδ2

Para finalizar, repetir el razonamiento efectuado en Teorema II.b.1. con N variables

aleatorias i.i.d. ξ1, . . . , ξN . El conjunto T formado por xi =
ξi

2Mf
i = 1 . . . N

satisface la tesis del enunciado.

///

Observación. Como vimos en la sección anterior, Teorema II.b.5., para K = 1

existe una función C(K,ψ, ε) independiente de toda función de control ψ con lo

que encontramos una solución positiva al problema para todo espacio con base 1-

simétrica; recordar que en ese caso pod́ıamos tomar C(K,ψ, ε) = C ε−2, C constante

numérica.

Observación. Ejemplos de familias de espacios verificando la condición dada en

Teorema II.c.1. son: los espacios de Orlicz de sucesiones ℓn
φ donde φ es una función

de Orlicz que satisface la condición ∆2 en cero, los espacios de Lorentz de sucesiones

E = dn(ω, p), con 1 ≤ p < ∞ y ω = (i−r)n
i=1, 0 < r < 1, etc.. Es fácil ver que en el

caso particular de espacios K-isomorfos a ℓn
φ la estimación que se obtiene es

n > C

(
CK2

ε

)2qφ

log N

donde qφ es el coeficiente de Simonenko de φ (ver Definición 0.b.5.); sin embargo esta

dependencia puede ser mejorada. Antes de verlo necesitamos el siguiente conocido

lema cuya demostración puede consultarse en [Ma]:

Lema II.c.2. φ una función de Orlicz que satisface la condición ∆2 en cero. Sean

pφ y qφ sus coeficientes de Simonenko. Entonces ∀ 0 ≤ α ≤ 1 y t > 0,

αqφφ(t) ≤ φ(αt) ≤ αpφφ(t)



Teorema II.c.3. Sea K > 1. Sea φ una función de Orlicz verificando la condición

∆2 en cero. Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo 0 < ε < 1 y

todo espacio normado n-dimensional E, K-isomorfo a ℓn
φ, existe un subconjunto de

N puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1− ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

n > C

(
4K

ε

)qφ max{1, 2
pφ

}

log N

Demostración: Considerar Ω = {0,−1, 1}n como subconjunto de ℓn
pφ

. Clara-

mente diam {0,−1, 1} = 2. Sea {x1, . . . , xn} una base de E tal que

∥(ai)∥φ ≤ ∥
n∑

i=1

aixi∥E ≤ K ∥(ai)∥φ

Sea f(η) = ∥
∑n

i=1 ηixi∥E , ∀ η ∈ Ω. Denotar por f̃ la extensión convexa natural de

f a conv Ω, i.e. f(x) = ∥
∑n

i=1 aixi∥E , ∀ x = (ai) ∈ conv Ω. Por definición de la

norma en ℓn
φ es inmediato ver que para todo 1 ≤ k ≤ n, λ(k) = ∥

k∑
i=1

ei∥φ =
1

φ−1
(

1
k

)
donde φ−1 es la función inversa de φ. Por tanto, y razonando como en el Teorema

anterior es claro que

Mf ≥ 1
2 φ−1

(
1
n

)
Para todo δ > 0 y (ai), (a′

i) ∈ conv Ω tal que ∥(ai − a′
i)∥pφ ≤ δ,

|f((ai)) − f((a′
i))| ≤ ||(ai − a′

i)||E ≤ K||(ai − a′
i)||φ

De nuevo, por definición de la norma en ℓn
φ y el Lema II.c.2.,

1 =
n∑

i=1

φ

(
|ai − a′

i|
||(ai − a′

i)||φ

)
≤

n∑
i=1

( |ai − a′
i|

2

)pφ

φ

(
2

||(ai − a′
i)||φ

)
≤ δpφ

2pφ
φ

(
2

||(ai − a′
i)||φ

)
por tanto, para todo δ > 0 y despejando ||(ai − a′

i)||φ,

ω̃pφ(δ) ≤ 2K

φ−1
(

2pφ

δpφ

)



Dado 0 < ε < 1, sea δ > 0 tal que δpφ = 2pφ

( ε

4K

)qφ

n. Por el Lema II.c.2., es

inmediato comprobar que

φ

[
ε

4K
φ−1

(
2pφ

δpφ

)]
≥ 1

n

y de aqúı, ω̃pφ(δ) ≤ εMf . Para concluir haremos uso del las desigualdades del

Comentario I.b.17. Si pφ ≥ 2,

IP{|f − Mf | > εMf} ≤ IP{|f − Mf | > ω̃pφ(δ)} ≤ 4 exp−
( ε

4K

)qφ n

4

y si pφ ≤ 2

IP{|f − Mf | > εMf} ≤ 4 exp−
( ε

4K

) 2qφ
pφ

n

4
Concluir como en el Teorema anterior. ///

Observación. Hacemos notar que cuando qφ ≤ 2 podemos obtener una mejor de-

pendencia respecto de ε debido a que en ese caso ℓn
φ es de cotipo 2 (ver Corolario

II.c.9. más adelante).

También podemos mejorar las estimaciones en el caso de espacios de Lorentz

de sucesiones con ω = i−r, 0 < r < 1. En efecto, no es dificil ver que para todo

1 ≤ k ≤ n, λ(k) = ∥
k∑

i=1

ei∥dn(ω,p) ∼ Kr,pk
1
p− r

p y de aqúı se deduce inmediatamente

que
λ([t n])
λ(n)

≤ Cr,pt
1
p− r

p = ψ(t). Es fácil comprobar ahora que la relación entre n y

N dada por el Teorema II.c.1. es

n > Cp,r

(
K2

ε

) 2p
1−r

log N

La mejora de la dependencia respecto de ε es el contenido del siguiente

Teorema II.c.4. Sean 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < r < 1 y K > 1. Para todo q >
p

1 − r
existe C = C(p, r, q) > 0 tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio normado

n-dimensional E, K-isomorfo a dn(ω, p) con ω = (i−r)n
i=1, existe un subconjunto de

N puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1− ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

n > C

(
K

ε

)max(2,q)

log N



Demostración: Considerar Ω = {0,−1, 1}n como subconjunto de ℓn
q . Sea

{xi}n
i=1 una base de E tal que

∥(ai)∥dn(ω,p) ≤ ∥
n∑

i=1

aixi∥E ≤ K ∥(ai)∥dn(ω,p)

Sea f(η) = ∥
∑n

i=1 ηixi∥E , ∀ η ∈ Ω. Denotar por f̃ la extensión convexa natural de

f a conv Ω, i.e. f(x) = ∥
∑n

i=1 aixi∥E , ∀ x = (ai) ∈ conv Ω. Por los comentarios

anteriores es claro que

Mf ≥ Cn
1
p− r

p

Para todo δ > 0 y (ai), (a′
i) ∈ conv Ω tal que ∥(ai − a′

i)∥q ≤ δ,

|f((ai)) − f((a′
i))| ≤ ||(ai − a′

i)||E ≤ K||(ai − a′
i)||dn(ω,p)

Para abreviar llamar bi = ai − a′
i. Sea q′ tal que

1
q

+
1
q′

=
1
p
. Es fácil ver que la

condición q >
p

1 − r
implica rq′ < p. Tenemos,

||(bi)||dn(ω,p) =

(
n∑

i=1

b∗
p

i

1
ir

)1/p

=

(
n∑

i=1

(
b∗i

1
ir/p

)p
)1/p

≤ ∥(bi)∥q

(
n∑

i=1

i−
rq′
p

)1/q′

≤ δCn
(1− rq′

p ) 1
q′ = δCn−1/qn

1−r
p

Por tanto ω̃q(C
ε

K
n1/q) ≤ εMf y aśı,

IP{|f − Mf | > εMf} ≤ IP{|f − Mf | > ω̃q(C
ε

K
n1/q) } ≤ 4 exp−

(
C

ε

K

)max(2,q)
n

Hemos aplicado las desigualdades del Comentario I.b.17. a los casos q ≥ 2 y q ≤ 2.

Concluir de la forma habitual. ///

El siguiente resultado trata con ciertos espacios con base K-incondicional. Este

estudio nos fue sugerido por N. Kalton como primer ejemplo de espacio no con base

K-subsimétrica.



Lema II.c.5.

i) Para todo 0 < p , 0 < q ≤ s ≤ ∞ y (aij) ∈ IRnm,

∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

s ) ≤ ∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q ) ≤ m
1
q −

1
s ∥ (aij) ∥ℓn

p (ℓm
s )

ii) Para todo 0 < q , 0 < p ≤ r ≤ ∞ y (aij) ∈ IRnm,

∥ (aij) ∥ℓn
r (ℓm

q ) ≤ ∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q ) ≤ n
1
p− 1

r ∥ (aij) ∥ℓn
r (ℓm

q )

Demostración: Son consecuencia inmediata del Comentario 0.b.4.ii). En am-

bos casos la desigualdad de la izquierda es trivial. En cuanto a la segunda, si escribi-

mos Ai = (ai1, ..., aim), 1 ≤ i ≤ n, tenemos en i)

∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q ) =

(
n∑

i=1

∥Ai ∥p
q

)1/p

≤

(
n∑

i=1

(
∥Ai ∥s m1/q−1/s

)p
)1/p

= m1/q−1/s ∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

s )

y en ii),

∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q ) =

(
n∑

i=1

∥Ai ∥p
q

)1/p

≤

(
n∑

i=1

∥Ai ∥r
q

)1/r

n1/p−1/r

= n1/p−1/r ∥ (aij) ∥ℓn
r (ℓm

q )

///

Observación. El Lema II.c.5. es fácilmente generalizable a ℓn1
p1

(ℓn2
p2

(. . . (ℓnk
pk

) . . .))

donde 0 ≤ p1, . . . , pk < ∞, ni ∈ IN .

Teorema II.c.6. Sean 1 ≤ p, q < ∞. Existe una constante C = C(p, q) > 0 ,

tal que para todo K ≥ 1, 0 < ε < 1 y todo espacio normado E, K-isomorfo a

ℓn
p (ℓm

q ), existe un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que

1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

dim E = nm > C

(
K

ε

)max{2,p,q}

log N



Demostración: Sea {eij}, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m una base de E tal que para

todo (aij) ∈ IRnm,

∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q ) ≤ ∥
∑

aijeij∥E ≤ K ∥ (aij) ∥ℓn
p (ℓm

q )

Sea Ω = {−1, 1, 0}nm considerado como subconjunto de ℓnm
max{p,q}. Sea f : Ω → IR

definida como f(η) = ∥
∑

ηijeij∥E . Considerar su extensión convexa natural a

conv ({−1, 1, 0}nm) i.e. f̃(x) = ∥
∑

xijeij∥E . Puesto que
||η||ℓn

p (ℓm
q )

n1/pm1/q
≥ ||η||1

nm
, se

tiene por la Definición 0.a.2. Observación ii) que Mf ≥ n1/pm1/q

2
.

Caso q ≤ p.

Para todo x, x′ ∈ conv {−1, 1, 0}nm, por el Lema II.c.5. tenemos

|f̃(x) − f̃(x′)| ≤ f̃(x − x′) ≤ K ||x − x′||ℓn
p (ℓm

q ) ≤ K m
1
q −

1
p ∥x − x′∥p

es decir σ̃p ≤ K m
1
q −

1
p .

Si p ≥ 2 la desigualdad (6) del Comentario I.b.15. hace que

IP{ |f − Mf | > εMf } ≤ 4 exp−
εpMp

f

4σ̃p
p

≤ 4 exp−Cεpnm

Kp

Si por el contrario p ≤ 2 usamos la desigualdad (7) del mismo Comentario I.b.15. y

IP{ |f − Mf | > εMf } ≤ 4 exp−
ε2M2

f

4σ̃2
p

≤ 4 exp−Cε2nm

K2

Caso q ≥ p.

El Lema II.c.5. en este caso implica σ̃q ≤ K n
1
p− 1

q y usando las desigualdades

(6) y (7) del Comentario I.b.17. según sea q ≥ 2 y q ≤ 2 llegamos respectivamente a

IP{ |f − Mf | > εMf } ≤ 4 exp−Cεqnm

Kq

y

IP{ |f − Mf | > εMf } ≤ 4 exp−Cε2nm

K2



Se pueden resumir las anteriores desigualdades en una sola:

IP{ |f − Mf | > εMf } ≤ 4 exp−Cεmax{2,p,q}nm

Kmax{2,p,q}

///

El Teorema II.c.6. puede ser fácilmente extendido a espacios normados K-

isomorfos a ℓn1
p1

(ℓn2
p2

(. . . (ℓnk
pk

)) . . .), 1 ≤ p1, . . . , pk < ∞.

Corolario II.c.7. Sea K ≥ 1. Para todo 1 ≤ p1, ..., pk < ∞ existe una con-

stante C = C(p1, ..., pk) > 0 tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio nor-

mado E, K-isomorfo a ℓn1
p1

(ℓn2
p2

(. . . (ℓnk
pk

)) . . .), existe un subconjunto de N puntos

T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre

que

dimE =
k∏

j=1

nj > C

(
K

ε

)max{2,p1,...,pk}

log N

Demostración: Considerar {−1, 1, 0}n1...nk ⊂ ℓmax{p1,p2...,pk}. Elegir una base

(xi) de E tal que

∥(ai)∥ℓ
n1
p1 (ℓ

n2
p2 (...(ℓ

nk
pk

)...) ≤ ∥
∑

aixi∥E ≤ ∥(ai)∥ℓ
n1
p1 (ℓ

n2
p2 (...(ℓ

nk
pk

)...)

Tomar es f(x) = ∥x∥E . Es fácil comprobar que Mf ≥
n

1
p1
1 . . . n

1
pk

k

2
.

Para el cómputo de las distintas constantes de Lipschitz hay que tener en cuenta

las relaciones de orden entre las cantidades 2, p1, . . . , pk a fin de utilizar el Lema II.c.5.

y las desigualdades del Comentario I.b.17. pero las operaciones son las mismas que

en el Teorema II.c.6.. ///

Definición II.c.8. Sea E un espacio normado de dimensión dimE = n y 1 ≤ p ≤
q ≤ ∞. Definimos

γE(p, q) = γE = inf{ ||T || ||S|| ; lnp
T−→ E

S−→ lnq , S ◦ T = Id }



Observación. Por ser E de dimensión finita, la definición anterior es equivalente a

la existencia de una base de vectores e1, . . . , en ∈ E tal que para todo (ai)n
i=1 ∈ IRn

(
n∑

i=1

|ai|q
)1/q

≤ ∥
n∑

i=1

aiei ∥ ≤ γE(p, q)

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

Teorema II.c.9. Para todo 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ existe una constante C = Cp,q > 0 tal

que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio normado E, existe un subconjunto de N

puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j,

siempre que

n1+r( 1
q −

1
p ) > C

(
γE(p, q)

ε

)r

log N

donde r = max{2, p}

Demostración: Considerar {0, 1,−1}n ⊂ ℓn
r . Sea f : {0, 1,−1}n → IR definida

por f(η) = ||
∑n

i=1 ηixi|| y sea f̃ = ∥ · ∥ su extensión natural convexa. Usando la

observación anterior es inmediato comprobar que Mf ≥
(n

2

)1/q

y σ̃r ≤ γE n1/p−1/r.

Por tanto, por el Comentario 0.b.15.,

IP{|f − Mf | > εMf} ≤ 4 exp−Cεmax{2,p}n1+r( 1
q −

1
p )

γ
max{2,p}
E

///

Observación. El Teorema II.c.9. da una estimación general de N = N(n, ε) que

puede ser mejorada añadiendo condiciones extra al espacio E. Esto es lo que se

muestra en el siguiente

Corolario II.c.10.

i) Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio

normado n-dimensional E con constante del cotipo Cq, existe un subconjunto de

N puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1−ε < ∥xi−xj ∥1 < 1+ε, ∀ i ̸=
j, siempre que

n2/q >
C C2

q

ε2
log N



ii) Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo 0 < ε < 1 y todo

espacio normado n-dimensional E con constante del cotipo débil 2 wC2, existe

un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN} en E de forma que 1 − ε <

∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

n >
C wC2

2 (1 + log CwC2)2

ε2
log N

Demostración:

i) Según el Teorema 5.2 en [F-L-M] existe un subespacio F ⊆ E de dimensión

k ≥ Cn2/q

Cq
2

tal que d(F, ℓk
2) ≤ 2; por tanto γF (2, 2) ≤ 2. Por el Teorema

II.c.9. existe un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN} en F de forma que

1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

k >
C

ε2
log N

y de aqúı se deduce la tesis para E con

n2/q >
C C2

q

ε2
log N

ii) Usar los resultados en [M-P] y concluir como en i). ///

Observación. Se puede deducir el Corolario II.c.10. de los resultados siguientes:

ℓ
C(ε)n2/q

2

1+ε
↪→ E para todo 0 < ε < 1 (Teorema 5.2. en [F-L-M]), junto con el Teorema

II.b.3 para p = 2, más la transitividad de las inclusiones; aunque razonando de esta

forma se llega a una peor dependencia respecto de ε, concretamente C(ε) = Cε−4.

Comentario II.c.11. A lo largo del Caṕıtulo hemos encontrado la relación óptima

en n y N en espacios con base 1-subsimétrica (Teorema II.b.5.) y espacios en los

que existe una buena relación entre εMf y ωp(ε). La solución en todos los casos es

no constructiva: sabemos que los resultados se verifican “con probabilidad positiva”

pero no se dice qué vectores forman el conjunto T . Aunque para ℓn
∞ el problema

tiene solución óptima (incluso con ε = 0) y la desigualdad de desviación asociada



es la mejor posible, i.e. IP{ |f − Mf | > t } = 0, no sabemos si lo mismo ocurre

para espacios cercanos de alguna forma a él, por ejemplo K-isomorfos o con mala

constante del cotipo Cq para todo q < ∞. La razón está en el mal comportamiento

del módulo de continuidad de f . Los ejemplos siguientes estudian dos espacios de

norma “similar” a la de ℓn
∞; en ellos daremos un procedimiento constructivo para

hallar la solución a nuestro problema. En ambos ejemplos obtendremos la relación

óptima en n y N y una dependencia respecto de ε mejor que Cε−2. Esto confirma la

idea de que cerca de ℓn
∞ el problema ha de tener solución más sencilla aunque todav́ıa

no hayamos dado con un método para encontrarla. El primero de los ejemplos nos

fue sugerido por A. Pajor.

Ejemplo 1.

Notación. Sea en IRn la norma definida por ∥x∥ =
∑n

i=1 max{|x1|, . . . , |xi|}, x =

(xi) ∈ IRn. Denotar por E dicho espacio normado. La base canónica (ei) forma una

base 1-incondicional y no subsimétrica. Claramente, ∥ei∥ = n − i + 1 y para todo

εi = ±1, ∥
n∑

i=1

εiei∥ = n; como además
n∑

i=1

∥ei∥q =
n∑

i=1

iq ∼ nq+1 se deduce que

Cq ≥ n1/q.

Proposición II.c.12. Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo

0 < ε <
1
2
, existe un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN} en E, de forma que

1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

n >
C

ε
log N

Demostración: Dado 0 < ε <
1
2

sea k = [2εn]. Sea

T1 = {x̃ = (ε1, . . . , εk, 0, . . . , 0) ∈ IRn ; εi = ±1, 1 ≤ i ≤ k }

El conjunto T buscado es T = {x =
x̃

2n
; x̃ ∈ T1 }.

Para todo x̃, ỹ ∈ T1 , x̃ ̸= ỹ, 1
2 ∥x̃ − ỹ∥ ∈ {n − k + 1, . . . , n − 1, n} por tanto,

∥x − y∥ ∈ (1 − k − 1
n

, 1] ⊆ (1 − 2ε, 1] ∀ x ̸= y ∈ T, x ̸= y



es decir, para todo x, y ∈ T , x ̸= y

1 − 2ε ≤ ∥x − y∥ ≤ 1

///

El segundo ejemplo es un espacio en el que la función f “no se concentra de-

masiado”.

Ejemplo 2.

Notación. Sea {σi,j | 1 ≤ i < j ≤ n} el conjunto de
(n

2

)
puntos equidistantes en el

intervalo [1, 2] ordenados de forma natural: 1 = σ1,1 < σ1,2 < . . . < σ1,n < σ2,3 <

. . . σ(n−1),n = 2. Definimos en IRn la norma

∥x∥ = max{|xn|, |xi| +
|xj |
σi,j

; 1 ≤ i < j ≤ n}

donde x = (xi) ∈ IRn. Denotar por E dicho espacio normado. La base canónica (ei)

es una base 1-incondicional normalizada de E y además

∥x∥∞ ≤ ∥x∥ ≤ 2∥x∥∞ ∀ x ∈ IRn

Para todo η = (ηi) ∈ E con ηi = 0, 1, tenemos ∥η∥ ∈ {0, 1, 1 +
1

σi,j
| 1 ≤ i < j ≤ n}.

Más aún,

- ∥η∥ = 1 ⇐⇒ η = ei para algún i, y

- ∥η∥ = 1 +
1

σi,j
⇐⇒ η = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, ηk, . . .), donde los valores 1 que

aparecen están en las posiciones i y j y los restantes ηk pueden tomar valores 0

ó 1 indistintamente.

Para un subconjunto A ⊂ {0, 1}n denotamos

Ac = {0, 1}n \ A y (0, A) = {(0, η) | η ∈ A} ⊂ {0, 1}n+1

análogamente se define (1, A).



Lema II.c.13. Para todo n ≥ 2 los conjuntos definidos inductivamente

An = (0, An−1) ∪ (1, Ac
n−1) A1 = 0 Ac

1 = 1

verifican

i) ∀ ηn ̸= η′
n ∈ An, ∥ηn − η′

n∥1 ≥ 2.

ii) ∀ ηn ̸= η′
n ∈ Ac

n, ∥ηn − η′
n∥1 ≥ 2.

iii) card (An) = card (Ac
n) = 2n−1.

Demostración: Por inducción. Es inmediato comprobarlo para n = 2. Suponer

que el enunciado es cierto para n y vamos a demostrarlo para n + 1. Observar

primeramente que An+1 = (0, An) ∪ (1, Ac
n) implica Ac

n+1 = (0, Ac
n) ∪ (1, An).

Es claro que card (An+1) = card (An)+ card (Ac
n) = 2n = card (Ac

n+1) con lo

que se demuestra iii). Ahora, para todo par de puntos ηn+1, η
′
n+1 ∈ An+1 distintos

tenemos, por la definición de An+1 y la hipótesis de inducción,

a) Si ηn+1 = (0, ηn), η′
n+1 = (0, η′

n), con ηn, η′
n ∈ An, entonces ∥ηn+1 − η′

n+1∥1 =

∥ηn − η′
n∥1 ≥ 2.

b) Si ηn+1 = (1, ηn), η′
n+1 = (1, η′

n), con ηn, η′
n ∈ Ac

n, entonces ∥ηn+1 − η′
n+1∥1 =

∥ηn − η′
n∥1 ≥ 2,

c) Si ηn+1 = (0, ηn), η′
n+1 = (1, η′

n) ∈ (1, Ac
n), con ηn, η′

n ∈ An, Ac
n respectiva-

mente, entonces ∥ηn+1 − η′
n+1∥1 = 1 + ∥ηn − η′

n∥1 ≥ 2 pues An y Ac
n son

disjuntos. ///

Observación. El Lema II.c.13. es igualmente válido, con las modificaciones obvias,

en el espacio
{
− 1

2
,
1
2
}n que es la forma en que lo vamos a usar a continuación.

Proposición II.c.14. Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo

0 < ε < 1, existe en E un subconjunto de N puntos T = {x1, . . . , xN} de forma que

1 − ε < ∥xi − xj ∥1 < 1 + ε, ∀ i ̸= j, siempre que

n >
C√
ε

log N



Demostración: Dado 0 < ε < 1 sea k = [
√

3√
8

√
εn] < n. Sean

T1 = {x̃ = (0, . . . 0, ε1, . . . , εk) ; εi = ±1} y T2 = { x̃

2
; x̃ ∈ T1}

Por el Lema II.c.13., sea T3 ⊂ T2 un subconjunto de cardinalidad card T3 = 2k−1 tal

que ∥x − y∥1 ≥ 2 para todo x, y ∈ T3, x ̸= y. La propiedad importante de T3 es que

para todo par de elementos distintos x, y ∈ T3 tenemos

∥x − y∥ ∈ { 1 +
1

σ(n−1),n
,1 +

1
σ(n−2),(n−1)

, 1 +
1

σ(n−2),n
, . . .

. . . ,1 +
1

σ(n−k+1),(n−k+2)
, . . . , 1 +

1
σ(n−k+1),n

} = A

Claramente card A = 1 + 2 + . . . + k− 1 ≤ k2 y, puesto que los puntos σi,j dan lugar

a intervalos de longitud constante
(

n

2

)−1

,

∣∣∣ 1
σi,j

− 1
σi,(j+1)

∣∣∣ =
|σi,j − σi,(j+1)|

σi,j σi,(j+1)
≤

(
n

2

)−1

si 1 ≤ i < j < n

y ∣∣∣ 1
σ(i−1),n

− 1
σi,n

∣∣∣ =
|σ(i−1),n − σi,n|

σ(i−1),n σi,n
≤

(
n

2

)−1

si 2 ≤ i < j = n

Por tanto, como 1 ≤ σi,j ≤ 2 para todo 1 ≤ i < j ≤ n,

3
2
≤ ∥x − y∥ ≤ 1 +

1
σ(n−k+1),(n−k+2)

≤ 3
2

+ k2

(
n

2

)−1

≤ 3
2
(1 + ε)

El conjunto T buscado es T = {x

3
; x ∈ T3}. ///



CAPITULO III

III.a. NOTACION Y RESULTADOS PREVIOS.

III.a.1. Introducción.

En lo sucesivo (E, ∥ · ∥) denotará un espacio r-Banach (0 < r < 1), p será un

número real verificando 0 < p < 2, r ≤ p.

Enunciamos a continuación los dos resultados centrales del caṕıtulo:

Teorema III.b.1. Sea r < p < 2 verificando
(4 − p)p

4
< r < p. Existe C(r, p) > 0

tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio r-Banach E, ℓk
p está (1 + ε)-incluido en E

siempre que

k ≤ C(r, p) ε
p2

r(p−r)
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p

Teorema III.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < ε < 1 existe una constante

C(ε, r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, ℓk
r está (1 + ε)-incluido en E

siempre que

log k ≤ C(ε, r)
(
STr(E)

)r

Las técnicas empleadas en la demostración de ambos resultados, i.e. uso de

variables p-estables, desigualdades de desviación, comparación de variables aleatorias,

son las usadas por Pisier en [Pi 2] para el caso de espacios de Banach (r = 1). En

algunos casos los resultados de Pisier se adaptan de manera inmediata al caso de

espacios r-Banach; en otros la generalización no es en modo alguno trivial.

Como Corolario obtenemos el resultado central (Teorema 1) de [J-S 1] para el

caso r < 1:

Corolario III.b.5. Si E = ℓn
r (0 < r < 1), y r < p < 2 entonces para todo 0 < ε < 1

existe una constante C = C(ε, r, p) tal que ℓk
p está (1 + ε)−incluido en ℓn

r siempre

que k ≤ Cn



También como consecuencia damos una versión del Teorema de Maurey-Pisier

para el tipo ([Mau-P]) en espacios r-Banach. Dicho teorema es el siguiente:

Teorema III.d.1. Sea E espacio r-Banach infinito dimensional.

i) Los números definidos como

p(E) = inf{p | ℓn
p está (1 + ε) − incluido enE ∀n ∈ IN, ∀ 0 < ε < 1}

p̃(E) = sup{p |E es de tipo estable p}

p′(E) = sup{p |E es de tipo Rademacher p}

son iguales (p(E) = p̃(E) = p′(E)).

ii) ℓp(E) es finitamente representable en E.

Para finalizar el caṕıtulo utilizaremos las técnicas empleadas en la demostración

de los teoremas para dar una solución parcial al problema de la inclusión de puntos

de Lp en ℓn
p .

III.a.2. Tipo estable.

Definición III.a.1. Un espacio r-Banach E se dice de tipo p-estable ( o de tipo

estable p) si para todo s < p, hay una constante C > 0, tal que para todo n ∈ IN y

cualesquiera vectores x1, . . . , xn ∈ E(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥s

)1/s

≤ C

(
n∑

i=1

∥xi∥p

)1/p

(1)

donde θi denotan variables aleatorias i.i.d. p-estables.

Observación. Igual que ocurŕıa con el tipo p-Rademacher, si E es de tipo p-estable

y F es finitamente representable en E entonces F es de tipo p-estable.

Teorema III.a.2. ([Pi 3]). Para todo 0 < t < s < p existe una constante C =

C(r, s, t, p),tal que para todo espacio r-Banach E y vectores x1, . . . , xn ∈ E(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥t

)1/t

≤

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥s

)1/s

≤ C

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥t

)1/t



Según este resultado todos los momentos de orden s < p son equivalentes. Por

tanto en la definición anterior la condición “para todo s < p”, se puede sustituir por

“para algún s < p”.

Denotamos por STp(E) el ı́nfimo de las constantes C > 0 satisfaciendo (1) con

s = r si r < p y s = r
2 si r = p.

La definición de tipo estable es formalmente semejante a la de tipo Rademacher.

Dicha semejanza no es únicamente formal pues existe una estrecha relación entre

ambas. El siguiente resultado establece esta relación. Para una demostración ver [Pi

3].

Lema III.a.3. Para todo espacio r-Banach E,

(i) Si E es de tipo p entonces es de tipo estable q para todo q < p.

(ii) Si E es de tipo estable p es de tipo p.

Comentario III.a.4. Necesitaremos recordar las siguientes propiedades en relación

con el tipo p-estable. Para más información ver [Pi 3].

i) Todo espacio r-Banach es de tipo estable s para todo s ∈ (0, r). En particular,

y en vista del Teorema III.a.2. y de las propiedades de las variables p-estables

(Comentario 0.a.11.), IE ∥
n∑

i=1

θixi∥r < ∞ ⇐⇒ r < p , donde θi son variables

p-estables.

ii) Si E es de tipo estable s, es de tipo estable t para todo t < s.

iii) STp(ℓn
q ) = Cp,qn

1/q−1/p si 0 < q < p < 2.

iv) STp(ℓn
p ) = Cp(log n)1/p 0 < p < 2.

v) El espacio ℓp es de tipo estable q para todo q < p, pero no es de tipo estable p

(0 < p < 2).



vi) Si S es una variable aleatoria de la forma S =
∑n

i=1 θixi con xi ∈ E , θi v.a.i.i.d.

p-estables y Si son copias independientes de S entonces, para todo (ai) ∈ IRn

n∑
i=1

aiSi
d=

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

S1

La siguiente definición equivalente de STp(E) se encuentra, en el contexto de los

espacio de Banach, en [Pi 2]. Su enunciado y demostración son válidas también en

espacios r-Banach.

Lema III.a.5. STp(E) es el ı́nfimo de las constantes C > 0 tal que,

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥s

)1/s

≤ Cn1/p sup
1≤i≤n

∥xi∥

para todo n ∈ IN y todo x1, . . . , xn ∈ E, donde s = r si r < p y s = r/2, si p = r.

III.a.3. Resultados previos.

En varios momentos del Caṕıtulo necesitaremos asegurar la convergencia de

ciertas series de variables aleatorias aśı como la existencia de sus momentos; para

ello nos apoyaremos en los siguientes bien conocidos resultados:

Lema III.a.6. Sea ξn una sucesión de variables aleatorias con valores en un espacio

de Hilbert tal que IE(ξn) = 0 y IE∥ξn∥2 < ∞ para todo n ∈ IN . Entonces si
∞∑

n=1

IE∥ξn∥2 < ∞ la serie
∞∑

n=1

ξn converge c.s.

Lema III.a.7. Sea ξn una sucesión de variables aleatorias independientes con valores

en un espacio de Banach y N(·) = supn∈IN ∥ξn(·)∥. Si la serie

∞∑
n=1

ξn converge c.s.,

entonces para todo 0 < q < ∞ son equivalentes:

i) IE(Nq) < ∞.



ii) IE∥
∞∑

n=1

ξn ∥q < ∞.

La demostración del primer Lema puede consultarse en [Ka], Cap.III, Teorema

2, y la del segundo en [B] Cap. III, Corolario 2.

También necesitaremos una expresión de
∑n

i=1 θixi más conveniente; para

hacerlo introduciremos nueva notación:

Definición III.a.8. Una variable aleatoria exponencial es la que tiene como función

de distribución F (x) = 1 − e−x, x ≥ 0.

Dados x1, . . . , xn ∈ E sea Y : Ω → E una variable aleatoria con distribución
1
2n

n∑
i=1

(δxi +δ−xi) y sean (Yj , j ≥ 1) copias independientes de Y . Sea Γj una variable

aleatoria obtenida al sumar j variables exponenciales independientes. La función de

distribución de Γj es conocida

IP (Γj ≤ t) =
∫ t

0

xj−1

(j − 1)!
e−x dx

aśı como su esperanza; si s < jp , entonces IE(Γ−s/p
j ) ∼ j−s/p. Para una de-

mostración de ambos resultados ver [F].

El siguiente Teorema da la representación de
∑n

i=1 θixi que buscamos:

Teorema III.a.9. Para todo 0 < p < 2

i) La serie
∑∞

j=1 Γ−1/p
j Yj converge c.s. .

ii) Existe una constante Cp > 0 tal que∑n
i=1 θixi

n1/p

d= Cp

∞∑
j=1

Γ−1/p
j Yj

Demostración: Ver [Mar-Pi] Proposition 1.5. ///

El siguiente Lema nos da más información sobre las variables Γj . Nos referimos

a páginas más adelante, en el apartado titulado “Estrategia”, para una explicación

de su papel e importancia.



Lema III.a.10. Si 0 <
(4 − p)p

4
< r < p < 2 , r ≤ 1 se tiene,

∑
j≥1

IE

∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣r = Kp,r < ∞

y si r = p entonces, ∑
j≥2

IE

∣∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣∣
r

= Kp < ∞

Demostración: Como conocemos una expresión de la función de distribución

de Γj vamos a estudiar para qué valores de k es finita la expresión:

∑
j≥k

IE

∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣r =
∫ ∞

0

∞∑
j=k

|x−1/p − j−1/p|r xj−1

(j − 1)!
e−x dx = Ik

Usando primero la equivalencia de Stirling (j! ∼ jj e−j
√

2πj) y luego el cambio

de variable x
j = t la fórmula de arriba se transforma en

Ik ∼
∫ ∞

0

∣∣∣1 − t−1/p
∣∣∣r 1

t

∞∑
j=k

(
t

et−1

)j

j1/2−r/p dt

Para estudiar la convergencia de Ik dividimos la integral en tres trozos, Ik =∫ 1/2

0

+
∫ 3/2

1/2

+
∫ ∞

3/2

= I0
k + I1

k + I∞k

• Si r ≤ p

2
, I1

k diverge para todo k.

En efecto primeramente,

∞∑
j=k

(
t

et−1

)j

j1/2−r/p ≥
∞∑

j=k

(
t

et−1

)j

=
tk e−(t−1)(k−1)

et−1 − t

ahora, cerca de t = 1,
∣∣∣1 − t−1/p

∣∣∣r se comporta como |t−1|r y et−1−t lo hace como

(t − 1)2. Por tanto I1
k está minorada por la integral de una función que, entorno a

t = 1 es como (t − 1)r−2 y por tanto diverge, (si 0 < r ≤ 1) para todo valor de k.

• Sea r >
p

2
,



(i) I∞k < ∞. Basta con acotar j1/2−r/p ≤ 1.

(ii) I0
k < ∞ si y sólo si k > r

p . Pues,

I0
k ∼

∫ ε

0

1
tr/p−k+1

dt

(iii) I1
k < ∞ si

(4 − p)p
4

< r ≤ p para todo k. ( Observar que 0 < p < 2 =⇒ p

2
<

(4 − p)p
4

< p ).

Escribir a =
r

p
− 1

2
. Como

p

2
< r ≤ p , se tiene, 0 < a ≤ 1

2 . Usando equivalencias

y un cambio de variable u = t − 1 es inmediato ver que

I1
k ∼

∫ 1/2

−1/2

|u|r
∞∑

j=1

(
u+1
eu

)j

ja
du

Sea s = 1− p

2
, (0 < s < 1), y sea b tal que sa+

1
b

= 1. Por la desigualdad de Hölder

∞∑
j=1

(
u+1
eu

)j

ja
≤

 ∞∑
j=1

1
j

a
as

as  ∞∑
j=1

(
u + 1
eu

)bj
1/b

∼ 1
u2/b

para el último paso hemos sumado la serie geométrica y usado equivalencias. Por

tanto, I1
k está mayorada por

∫ ε

0

1
u2/b−r

dt. Sustituyendo ahora el valor de b, la

integral converge si
(4 − p)p

4
< r.

En resumen, si
(4 − p)p

4
< r < p entonces I∞1 I0

1 e I1
1 , convergen con lo que

demostramos i). Si r = p, hemos de tomar k ≥ 2 para que I0
k converja. En cuanto a

I1
2 notar que siempre

(4 − r)r
4

< r si r > 0 y podemos aplicar (iii). ///

Observación. Sobre el número
(4 − p)p

4
hacemos varias observaciones que serán de

utilidad más adelante.

1.-
p

2
<

(4 − p)p
4

< p y aśı ,
(4 − p)p

4
< r < p implica 1 <

p

r
< 2.

2.-
(4 − p)p

4
< 1 pues p < 2.



3.- La sucesión recurrente pn+1 =
(4 − pn)pn

4
, p1 > 0 es monótona decreciente con

ĺımite ℓ = 0.

III.a.4. Lemas de aproximación.

Los siguientes lemas de aproximación son estándar y su demostración se puede

encontrar en [J-S 1].

Definición III.a.11. Un subconjunto T de la esfera unidad SE de E es una δ-red

si para todo x ∈ SE existe un t ∈ T tal que ∥x − t ∥r ≤ δ.

Lema III.a.12. Sea E un espacio r-normado de dimensión n, y δ > 0. SE contiene

una δ-red de cardinalidad a lo más exp
2n

rδ

Lema III.a.13. Sean E r-Banach y F s-Banach. Sean 0 < ε , δ < 1. Si un operador

T : E → F verifica

1 − ε ≤ ∥Tx∥r ≤ 1 + ε

para todo x en una δs/r-red de SE , entonces para todo x ∈ SE

1 − 2δ − ε

1 − δ
≤ ∥Tx∥r ≤ 1 + δ

1 − δ
(1 + ε)

Pensando en precisar la dependencia respecto de ε de la función C(ε, r, p) en

el Teorema III.b.1. damos a continuación una versión más detallada de los lemas

anteriores:

Lema III.a.14. Sean E r-Banach y F s-Banach. Sean 0 < ε < 1 y δ =
ε

5
. Si un

operador T : E → F verifica

1 − δ ≤ ∥Tx∥r ≤ 1 + δ

para todo x en una δs/r-red de SE , entonces para todo x ∈ SE

1 − ε ≤ ∥Tx∥r ≤ 1 + ε



Demostración: Aplicar directamente Lema III.a.13. con δ = ε. Es fácil com-

probar que
(1 + δ)2

1 − δ
≤ 1 + ε y 1 − ε ≤ 1 − 3δ

1 − δ
, cuando δ =

ε

5
.

///

Lema III.a.15. Sean E r-Banach y F s-Banach. Sean 0 < ε < 1 y δ =
εs

21/s−1
. Si

un operador T : E → F verifica

1 − δ ≤ ∥Tx∥s ≤ 1 + δ

para todo x ∈ SE , entonces

1 − ε ≤ ∥Tx∥ ≤ 1 + ε

para todo x ∈ SE .

Demostración: Ver Lema II.a.5.

///



III.b. CASO r < p.

Nuestro objetivo en esta sección es demostrar el siguiente teorema:

Teorema III.b.1. Sea r < p < 2 verificando
(4 − p)p

4
< r < p. Existe C(r, p) > 0

tal que para todo 0 < ε < 1 y todo espacio r-Banach E, ℓk
p está (1 + ε)-inclúıdo en E

siempre que

k ≤ C(r, p) ε
p2

r(p−r)
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p

La clave de su demostración está en disponer de una adecuada desigualdad de

desviación. La daremos en su forma más general:

Lema III.b.2. Sea 1 < q < 2. Sea ξj una sucesión de variables aleatorias indepen-

dientes con valores en E tal que essup ∥ξj∥ = λj < ∞. Si ∥ (λj) ∥q,∞ < ∞ y
∑

j ξj

converge c.s. a una variable ξ con ∥ξ∥r integrable entonces,

IP
{∣∣∥ξ∥r − IE∥ξ∥r

∣∣ > t
}
≤ 2 exp−cq

(
t

∥ (λr
j) ∥q,∞

)q′

Demostración: Sea F0 = {Ω, ∅} y para j ≥ 1 , Fj = σ⟨ ξ1, . . . , ξj ⟩. Escribir

dj = IE(∥ξ∥r |Fj) − IE(∥ξ∥r |Fj−1). La familia (dj) es la sucesión de diferencias

asociada a la martingala escalar
(
IE(∥ξ∥r |Fj)

)
. En vista de la Proposición 0.a.7.

tenemos

∞∑
j=1

dj = ∥ξ∥r − IE∥ξ∥r

Para todo j ≥ 1 escribir ζj = ξ − ξj . Usando la desigualdad triangular y la

continuidad de la función ∥ · ∥r tenemos por una parte, ∥ ξ ∥r ≤ ∥ ξj ∥r + ∥ ζj ∥r y por

otra

∥ ξ ∥r ≥
∣∣ ∥ ζj ∥r − ∥ ξj ∥r

∣∣ ≥ ∥ ζj ∥r − ∥ ξj ∥r

es decir, −∥ ξ ∥r ≤ ∥ ξj ∥r − ∥ ζj ∥r.



Por tanto,

dj ≤ IE(∥ξj∥r |Fj) + IE(∥ζj∥r |Fj) − IE(∥ζj∥r |Fj−1) + IE(∥ξj∥r |Fj−1)

= ∥ ξj ∥r + IE ∥ ξj ∥r

La igualdad anterior se debe a que:

i) IE(∥ξj∥r |Fj) = ∥ ξj ∥r pues ξj es Fj-medible.

ii) IE(∥ξj∥r |Fj−1) = IE ∥ ξj ∥r por independencia de las variables ξj .

iii) IE(∥ζj∥r |Fj) = IE(∥ζj∥r |Fj−1) porque ζj es independiente de ξj .

Análogamente se demuestra dj ≥ −∥ ξj ∥r − IE ∥ ξj ∥r. Por tanto,

|dj | ≤ ∥ ξj ∥r + IE ∥ ξj ∥r

En el contexto de espacios de Banach (r = 1) la análoga a esta desigualdad fue

obtenida por Yurinskii [Y] y utilizada entre otros por [Ac] y [Pi-1].

Ahora es inmediata la acotación essup |dj | ≤ 2 essup ∥ ξj ∥r = 2λr
j y concluimos

usando la desigualdad de Azuma-Pisier, Lema I.a.1..

///

Notación. Con la notación introducida en la sección anterior (ver Definición III.a.8.),

escribimos

S =
∞∑

j=1

Γ−1/p
j Yj

S̃ =
∞∑

j=1

j−1/p Yj

Si =
∞∑

j=1

Γ−1/p
ij Yij

S̃i =
∞∑

j=1

j−1/p Yij

donde Γij y Yij son copias independientes de Γj y Yj respectivamente.

Proposición III.b.3. Para todo 0 < r < p < 2 las variables S y S̃ convergen c.s..

Más aún, IE∥ S̃ ∥r y IE∥S ∥r son finitos.

Demostración: La variable S converge c.s. por el Teorema III.a.9. La finitud

de IE∥S ∥r es consecuencia inmediata del Teorema III.a.9. y el Comentario III.a.4.



Para demostrar la convergencia c.s. de S̃ observamos que ésta toma valores en un

espacio de dimensión finita isomorfo por tanto a un espacio de Hilbert; podemos por

tanto usar el Lema III.a.6., y puesto que
∞∑

j=1

j−2/p < ∞ , S̃ converge c.s.. Queda

por demostrar que para todo 0 < r < p < 2 IE∥ S̃ ∥r < ∞. Esto es consecuencia

directa del Lema III.a.10. y de las desigualdades

IE∥ S̃ ∥r ≤
∣∣ IE∥ S̃ ∥r − IE∥S ∥r

∣∣ + IE∥S ∥r

≤
∑
j≥1

IE

∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣r + IE∥S ∥r < ∞

Notar que la restricción sobre r y p en el Lema III.a.10. es irrelevante en este contexto

como muestra el Comentario 0.b.4.iii).

///

Estrategia.

Para que quede más claro el camino que vamos a seguir en la demostración del

Teorema damos primeramente un esquema de la misma.

1. Sean (xi)n
i=1 “vectores apropiados” de E. Sean k ∈ IN a determinar y (ai) ∈ IRk

tal que
∑k

i=1 |ai|p = 1. Considerar la variable aleatoria
∑k

i=1 ai Si. Por las

propiedades de las variables p-estables se tiene IE∥
∑k

i=1 ai Si ∥r = IE∥S ∥r <

∞. Por vectores apropiados entendemos unos tales que (STp(E))r ∼ IE∥S ∥r.

2. Suponer que podemos estimar la probabilidad

IP
{∣∣ ∥ k∑

i=1

aiSi∥r − IE∥S ∥r
∣∣ ≤ ε IE∥S ∥r

}
= f1(ε, r, p, k, IE∥S ∥r )

de manera que sea independiente del elemento (ai) elegido. Entonces, en virtud

de los lemas de aproximación y de igual manera a como haćıamos en el caṕıtulo

II, tendŕıamos una cota sobre

IP
{∣∣ ∥ k∑

i=1

aiSi∥r − IE∥S ∥r
∣∣ ≤ ε IE∥S ∥r ; ∀ (ai) ∈ ε-red de Sℓk

p

}
= f2(Nε, ε, r, p, k, IE∥S ∥r ) = f2(Nε, ε, r, p, k, STp(E) )



donde Nε es la cardinalidad de la ε-red de Sℓk
p
. Obligando a esta última cantidad

a ser > 0, obtendŕıamos la existencia de un elemento ω ∈ Ω que verifica el

enunciado con M = IE∥S ∥r. De la imposición de ser estŕıctamente mayor que

0 resulta la relación entre k , ε y STp(E).

3. Como las variables Γ−1/p
j no están acotadas, no podemos aplicar el Lema III.b.2.

a
k∑

i=1

aiSi. Es por eso que introducimos la variable
k∑

i=1

aiS̃i e intentamos repetir

el razonamiento anterior. Sin embargo el nuevo problema es que la distribución

de
k∑

i=1

aiS̃i ahora depende de (ai).

4. Afortunadamente las dos variables
k∑

i=1

aiS̃i y
k∑

i=1

aiSi están muy cercanas en el

sentido del Lema III.a.10., de forma que vamos a poder medir la desviación de

∥
k∑

i=1

aiS̃i ∥r respecto de IE∥S ∥r (independiente de (ai) ) sin acumular un error

importante.

5. Al final lo que se demostrará sera el siguiente hecho: “Para todo 0 < ε < 1 existe

ω = ωε ∈ Ω tal que

M (1 − ε) ≤ ∥
k∑

i=1

ai S̃i(ω) ∥ ≤ M (1 + ε)

para todo (ai) ∈ IRk tal que
k∑

i=1

|ai|p = 1, donde M es una cierta constante

independiente de (ai) y de ε ”.

Una vez visto lo anterior, la aplicación Tε: ℓk
p → E definida por Tε(ai) =

k∑
i=1

ai
S̃i(ω)
M

hace que d (ℓk
p, Tε(ℓk

p)) ≤ 1 + ε.

Primeramente, y antes de precisar lo que resta de la demostración del Teorema

III.b.1. escribimos la desigualdad de desviación en la forma exacta en que la vamos

a usar; por supuesto es un caso particular del Lema III.b.2 :



Lema III.b.4. Sea r < p < 2 verificando
(4 − p)p

4
< r < p. Sea k ∈ IN y (ai) ∈ IRk

tal que
∑k

i=1 |ai|p = 1. Si además xi ∈ BE , entonces

IP

{∣∣∣∣∣ ∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣∣ > t

}
≤ 2 exp−cq tq

′
(2)

donde q =
p

r
y

1
q

+
1
q′

= 1 i.e. q′ =
1

1 − r
p

.

Demostración: Recordar que la relación entre r y p implican 1 < q =
p

r
< 2.

Denotar

ξij = ai Yij
1

j1/p
, i = 1 . . . k , j ≥ 1

Las variables ξij son independientes y además
k,∞∑
i,j=1

ξij =
k∑

i=1

aiS̃i. Como además se

cumple IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r < ∞ , estamos en condiciones de aplicar el Lema III.b.2. Clara-

mente, λr
ij = essup ∥ξij∥r ≤ |ai|r

1
jr/p

. Resta comprobar que ∥
(
|ai|r j−r/p

)
∥q,∞ ≤ 1

ó equivalentemente ∥
(
|ai| j−1/p

)
∥p,∞ ≤ 1. Esta desigualdad es la misma que aparece

al tratar el problema en el contexto de los espacios de Banach. Se puede consultar

una demostración en [Pi 1].

///

Demostración del Teorema III.b.1. Sea ε > 0. Por el Lema III.a.5. pode-

mos escoger vectores x1, . . . , xn en la bola unidad de E tal que(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥r

)1/r

>
1
2
(STp(E))n1/p

El Teorema III.a.9. asegura que

IE∥S∥r >

(
1

2Cp

)r

(STp(E))r (1)

Sea k ∈ IN que fijaremos posteriormente, y sea (ai) ∈ IRk tal que
∑k

i=1 |ai|p = 1.

Comparamos ahora las variables
∑k

i=1 aiSi y
∑k

i=1 aiS̃i. Vamos a demostrar que∣∣∣∣∣IE∥S ∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣IE∥
k∑

i=1

aiSi∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣∣ ≤ Kr,p k1−r/p (2)



para ello utilizaremos la continuidad y la desigualdad triangular de la función ∥ · ∥r

y entrará en juego el Lema III.a.10..∣∣∣∣∣IE∥
k∑

i=1

aiSi∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣∣ ≤ IE∥
k∑

i=1

|ai| (Si − S̃i) ∥r ≤
k∑

i=1

|ai|rIE∥Si − S̃i∥r

≤
k∑

i=1

|ai|rIE∥
∞∑

j=1

∣∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣∣ Yij∥r ≤
k∑

i=1

|ai|rIE
∞∑

j=1

∣∣∣∣∣ 1

Γj
1/p

− 1
j1/p

∣∣∣∣∣
r

∥Yij∥r

≤ (Lema III.a.10.) ≤ Kr,p

k∑
i=1

|ai|r ≤ Kr,p

(
k∑

i=1

|ai|p
)r/p

k1−r/p = Kr,p k1−r/p

Sea δ =
εr

5. 21/r−1
. Escribimos δ′ =

δ

1 + (2Cp)r
donde Cp es la constante que aparece

en el Teorema III.a.9.. Entonces,

IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiSi∥r

∣∣∣∣ > δ IE∥S∥r

}

≤ IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ IE∥S∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣ > δ′ IE∥S∥r + δ′ (2 Cp)r IE∥S∥r

}

≤ (por (1)) ≤ IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ IE∥S∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣ > δ′ IE∥S∥r + δ′ STp(E)r

}
Ahora si elegimos k de forma que Kr,p k1−r/p ≤ δ′ STp(E)r tenemos por (2),

IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiSi∥r

∣∣∣∣ > δ IE∥S∥r

}

≤ IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥
k∑

i=1

aiS̃i∥r

∣∣∣∣ > δ′IE∥S∥r

}
≤ 2 exp−Cp,r δ′

q′ (
IE∥S∥r

)q′

≤ (por (1)) ≤ 2 exp−Cp,r δ′
q′ (

STp(E)
) 1

1
r
− 1

p

Es inmediato comprobar que la condición sobre k es la misma que

k ≤ C(ε, r, p)
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p



donde C(ε, r, p)1−r/p ≤ δ′

Kr,p (1 + (2 Cp)r)
.

El resto de la demostración es estándar. Tenemos ya estimada la probabilidad

IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥S∥r

∣∣∣∣ > δ IE∥S∥r

}
≤ 2 exp−Cp,r δq′ (

STp(E)
) 1

1
r
− 1

p

Sea δ1 = δmin(1,p)/r. Sea Nδ1 la cardinalidad de una δ1-red Tδ1 en la bola unidad

de ℓn
p . Dicho cardinal está acotado superiormente según el Lema III.a.12. por

exp
2k

min(1, p)δ1
Tal y como haćıamos en el Caṕıtulo I es fácil ver que entonces

IP

{ ∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i∥r − IE∥S∥r

∣∣∣∣ ≤ δ IE∥S∥r | ∀(ai) ∈ Tδ1

}

≥ 1 − Nδ1 2 exp−Cp,r δq′ (
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p

Si obligamos a que el segundo miembro de la desigualdad sea estŕıctamente mayor que

0, entonces existirá un elemento ω = ω(δ) en el espacio de probabilidad de forma que∣∣∣∣∣ ∥
k∑

i=1

aiS̃i(ω)∥r − IE∥S∥r

∣∣∣∣∣ ≤ δ IE∥S∥r es cierto para todo (ai) en la δmin(1,p)/r-red.

Esto se logra en virtud del Lema III.a.12 si

2 exp
2k

min(1, p)δ1
exp−Cp,r δq′ (

STp(E)
) 1

1
r
− 1

p < 1

Para terminar escribamos la anterior desigualdad abreviadamente:

2 exp Ck exp−C ′A < 1

donde A =
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p y C,C ′ son las constantes, dependientes de δ, p y r, que

acompañan a k e A respectivamente. La desigualdad se cumple si, en particular,

Ck − C ′A < −1 ; es decir si C ′A > Ck + 1. Y esta última se verifica cuando

C ′A > (C + 1)k siempre que k > 1. Evidentemente la condición k > 1 es supérflua

pues IR = ℓ1p está inclúıdo en cualquier espacio r-normado.

Hemos demostrado de esta forma que

C ′A > (C + 1)k =⇒ 2 exp Ck exp−C ′A < 1



y la traducción de C ′A > (C + 1)k no es más que

k ≤ C(ε, r, p)
(
STp(E)

) 1

1
r
− 1

p

Es fácil ver que la función C(ε, r, p) puede tomarse de la forma

C(ε, r, p) = C(r, p)ε
1

r
p

(1− r
p

)

La aplicación directa de los Lemas III.a.14 y III.a.15 nos llevan a que dado 0 < ε < 1

exista un ω ∈ Ω tal que

∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiS̃i(ω)∥ − IE∥S∥r

∣∣∣∣ ≤ ε IE∥S∥r

para todo (ai)n
1 en la esfera unidad de ℓn

p . ///

Como estaba anunciado deducimos como corolario el resultado central en [J-S

1].

Corolario III.b.5. Si E = ℓn
r (0 < r < 1), y r < p < 2 entonces para todo 0 < ε < 1

existe una constante C = C(ε, r, p) tal que ℓk
p está (1 + ε)−incluido en ℓn

r siempre

que k ≤ Cn

Demostración: Recordar que el espacio s-normado ℓn
s cumple STp(ℓn

s ) =

Cp,sn
1/s−1/p , si 0 < s < p < 2. Sea la sucesión pm+1 =

(4 − pm)pm

4
, p1 = p.

El Teorema III.b.1. asegura que para todo s ∈ (p2, p1] , s < 1 se tiene que ℓk
p1

está

(1 + ε)−incluido en ℓn
s para todo k ≤ Cn. Si s ∈ (p3, p2] entonces existe s1 ∈ (p2, p1]

tal que s ∈ (
(4 − s1)s1

4
, s1 ). Ahora, por una parte, ℓk

p1

1+ε
↪→ ℓn1

s1
siempre que k ≤ Cn1.

Por otra ℓn1
s1

1+ε
↪→ ℓn

s siempre que n1 ≤ Cn. Por tanto ℓk
p1

1+ε
↪→ ℓn

s siempre que k ≤ C2n.

En general, por iteración, dado s ∈ (pm+1, pm] encontramos una sucesión de

si ∈ (pi+1, pi], i = 1 . . .m tal que al repetir con ellos el proceso anterior resulta

ℓk
p1

1+ε
↪→ ℓn

s siempre que k ≤ Cmn.



Para concluir recordar que la sucesión pm+1 =
(4 − pm)pm

4
, p1 = p tiene como

ĺımite 0, por tanto para todo 0 < r < 1 existirá un m = m(r, p) tal que r ∈ (pm+1, pm].

///

Corolario III.b.6. Sea r < p < 2. Para todo 0 < ε < 1 existe una constante

C(ε, r, p) > 0 y un número q = q(r, p), r < q < p, tal que para todo espacio r-Banach

E, ℓk
p está (1 + ε)−incluido en E siempre que

k ≤ C(ε, r, p)
(
STq(E)

) 1
1
r
− 1

q

Demostración: Existe un m ∈ IN tal que pm+1 < r ≤ pm. Tomar q suficien-

temente cerca de pm para que
(4 − q)q

4
< r < q y aplicar Corolario III.b.6. para

conseguir una (1 + ε)-inclusión de ℓk
p en ℓ

C(ε,p,r)k
q . Ahora usar el Teorema III.b.1.

///



III.c. CASO r = p.

El resultado que vamos a probar en la sección es el siguiente:

Teorema III.c.1. Sea 0 < r < 1. Para todo 0 < ε < 1 existe una constante

C(ε, r) > 0 tal que para todo espacio r-Banach E, ℓk
r está (1 + ε)-inclúıdo en E

siempre que

log k ≤ C(ε, r)
(
STr(E)

)r

Para ello seguiremos esencialmente la misma estructura que la de la sección

anterior si bien con bastantes más complicaciones técnicas.

Disponemos de una desigualdad de desviación que, como en el caso r < p, es

consecuencia de la correspondiente desigualdad para martingalas escalares.

Lema III.c.2. Sea ξj una sucesión de variables aleatorias independientes con valores

en E tal que essup ∥ξj∥ = λj < ∞. Si ∥ (λr
j) ∥1,∞ < ∞ y

∑
j ξj converge c.s.a una

variable ξ con ∥ ξ ∥r integrable; entonces, para todo t > 0

IP
{∣∣∥ξ∥r − IE∥ξ∥r

∣∣ > t
}
≤ K exp− exp

(
c t

∥(λr
j)∥1,∞

)

Demostración: Repetir la demostración del Lema III.b.2. utilizando la corres-

pondiente desigualdad I.a.2. ///

Estrategia.

Recordamos lo hecho en la sección anterior: Las variables Γ−1/p
j no están uni-

formemente acotadas. Esto imposibilita el uso directo de la desigualdad de desviación

con la variable ∥
∑k

i=1 ai Si ∥r. Por eso introducimos una nueva variable “cercana” a

ella: ∥
∑k

i=1 ai S̃i ∥r. La cercańıa de ambas variables se concreta en el Lema III.a.10..

En el caso que ahora nos ocupa la función ∥
∑k

i=1 ai Si ∥r no es integrable. Por

ello el método seguido con Si y S̃i no sirve y tenemos que considerar otras nuevas

variables “cercanas” a éstas e integrables.



Notación. Sea m ≥ 2 a precisar más adelante.

ϕ =
∑
j≥m

j−1/r Yj

ϕi =
∑
j≥m

j−1/r Yij

Φr = ∥
k∑

i=1

aiϕi∥r

ψ =
∑
j≥m

Γ−1/r
j Yj

ψi =
∑
j≥m

Γ−1/r
ij Yij

Ψr = ∥
k∑

i=1

aiψi∥r

donde ϕi, i = 1 . . . k, son copias independientes de ϕ.

A lo largo de la sección las letras S , Si , Y , Yj , Yij , Γj , Γij , denotan las

mismas variables aleatorias que las introducidas en III.a. Supondremos además que

los vectores xi de la definición de Y pertenecen a BE (i.e. ∥xi∥ ≤ 1 ).

Proposición III.c.3. Las series ϕ y ψ convergen c.s. y Φr, Ψr son integrables.

Demostración: Para demostrar la convergencia c.s. de ϕ y ψ repetir el razona-

miento hecho en la Proposición III.b.3. con las variables S y S̃. Por el Lema III.a.10.

y el argumento también utilizado en III.b.3. basta probar la integrabilidad de Φr para

tener la de Ψr (o viceversa). Demostraremos que Φr es integrable. Puesto que ϕ toma

valores en un espacio de dimensión finita podemos usar el Lema III.a.7.. Claramente

la variable N = supj≥m ∥j−1/rYj∥ cumple IE(Nq) < ∞, para todo 0 < q < ∞ y por

el mencionado Lema III.a.7., IE∥Φr ∥q < ∞, para todo 0 < q < ∞.

///

Antes de pasar a la demostración del Teorema III.c.1. precisamos la forma exacta

en que vamos a usar la desigualdad de desviación:

Lema III.c.4. Sea 0 < r = p < 1. Sea k ∈ IN y (ai) ∈ IRk tal que
∑k

i=1 |ai|p = 1.

Para todo t > 0,

IP

{∣∣∣∣∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − IE∥
k∑

i=1

aiϕi∥r

∣∣∣∣ > t

}
≤ K exp−(exp c t)



Demostración: Sean ξij = aiYij
1

j1/r
, 1 ≤ i ≤ k , j ≥ m. Las variables ξij

son independientes y
k,∞∑
i=1
j=m

ξij =
k∑

i=1

aiϕi = Φ. Como ∥Φ∥r es integrable, estamos en

condiciones de aplicar el Lema III.c.2 .. Las acotaciones sobre λr
ij = essup ∥ξij∥r son

la mismas que las realizadas en Lema III.b.4.. ///

El ingrediente más importante en la demostración del Teorema III.c.1. es el

siguiente lema :

Lema III.c.5. Sean δ > 0, 0 < r < 1. Existen funciones m = m(δ, r), C(δ, r) y

φ(δ, r) con φ(δ, r) → 0 cuando δ → 0 y r fijo, tal que para todo número natural k

que verifique

log k ≤ C(δ, r)
(
STr(E)

)r

y todo (ai) ∈ IRk, se tiene

∣∣∣∣IE∥
k∑

i=1

aiϕi∥r − Mr

∣∣∣∣ < Mrφ(δ, r)

donde M =

(
IE ∥

k∑
i=1

aiSi∥r/2

)2/r

Más brevemente, con la notación introducida arriba, hay que demostrar que las

hipótesis del Lema implican, ∣∣∣∣IEΦr − Mr

∣∣∣∣ < Mrφ(δ, r)

Suponer la tesis del Lema III.c.5. cierta; vamos a probar primeramente el Teo-

rema III.c.1..

Demostración del Teorema III.c.1.

Fijar 0 < ε < 1. Sea δ = δ(ε) que será precisado más tarde. Sea también

k ∈ IN (a elegir más adelante) y (ai) ∈ IRk con
∑k

i=1 |ai|r = 1. Existen vectores



x1 . . . xn ∈ BE tal que

1
n1/r

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥r/2

)2/r

≥ 1
2
STr(E)

Notemos que por el Teorema III.a.9.

M =

(
IE ∥

k∑
i=1

aiSi∥r/2

)2/r

d=
1

n1/rCr

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥r/2

)2/r

≥ 1
2Cr

STr(E)

Dado 0 < ε < 1 sean δ = δ(ε) > 0 y δ′ = δ′(ε, r) tales que δ ≥ φ(δ′, r) + δ′. Si

log k ≤ C(δ′, r)
(
STr(E)

)r tenemos

IP

{∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − Mr

∣∣∣∣ > δ Mr

}

≤ IP

{∣∣∣∣∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − IEΦr

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣IEΦr − Mr

∣∣∣∣ > φ(δ′, r)Mr + δ′Mr

}

≤ (Lema III.c.5.) ≤ IP

{∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − IEΦr

∣∣∣∣ > δ′ Mr

}
≤ K exp−(exp cδ′Mr)

Repetimos el final de la demostración hecha para el caso r < p. Tenemos esti-

mada

IP

{∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − Mr

∣∣∣∣ ≤ δ Mr

}
≥ 1 − K exp−(exp crδ

′(STr(E)r)

Sea Nδ la cardinalidad de una δ-red Tδ en la bola unidad de ℓn
r . Entonces,

IP

{∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiϕi∥r − Mr

∣∣∣∣ ≤ δ Mr | ∀(ai) ∈ Tδ

}
≥ 1 − Nδ K exp−(exp crδ

′(STr(E)r)

Si hacemos que el segundo miembro de la desigualdad sea estŕıctamente mayor que

0, entonces existirá un elemento ω = ω(δ) en el espacio de probabilidad de forma que



∣∣∣∣∣ ∥
k∑

i=1

aiϕi(ω)∥r − Mr

∣∣∣∣∣ ≤ δ Mr es cierto para todo (ai) en la δ−red. Esto se logra

en virtud del Lema III.a.12 si

K exp
2k

rδ
exp−(exp crδ

′(STr(E)r) > 0

Es sencillo comprobar que esta desigualdad se cumple si log k ≤ C(δ′, r)
(
STr(E)

)r.

Observamos también que el δ(ε) que hemos de elegir es δ =
εr

5. 21/r−1
de forma

que la aplicación consecutiva de los Lemas III.a.14 y III.a.15 hacen que∣∣∣∣ ∥ k∑
i=1

aiϕi(ω) ∥ − M

∣∣∣∣ ≤ εM

para todo (ai) en la esfera unidad de ℓn
r .

///

Demostración del Lema III.c.5.. Resultados previos.

La demostración del Lema III.c.5. es laboriosa y la dividiremos en 6 pasos. Pero

antes necesitamos enunciar unos resultados previos:

El primer resultado es una propiedad elemental de martingalas suficientemente

conocida.

Proposición III.c.6. Sea (fn) una martingala tal que IE(f2
n) < ∞,∀n ∈ IN . En-

tonces la diferencia de martingala es una familia ortogonal. Es decir, IE(dn · dm) = 0

para todo n ̸= m.

Sea (Fn , n ≥ 1) una sucesión creciente de σ-álgebras. Sea f : Ω → IR una función

medible respecto de σ
( ∞∪

n=1

Fn

)
tal que IE(f2) < ∞ . Denotar por (dn) la sucesión

de diferencias de martingala asociada a IE(f | Fn )

Proposición III.c.7. Con la notación anterior, si además sup
ω∈Ω

| dn(ω) | ≤ λn < ∞
entonces,

IE |f − IE(f) |2 ≤
∞∑

n=1

λ2
n



Demostración: La demostración es consecuencia de Proposición 0.a.7. y de la

ortogonalidad de diferencias de martingala. Pisier, en [Pi 2], usa y demuestra este

resultado. ///

Un caso particular interesante de la anterior Proposición es cuando tomamos

f =
∑∞

j=1 ξj y Fn = σ⟨ξ1, . . . , ξn⟩.

Proposición III.c.8. Para todo 0 < p y (ai) ∈ IRn, n > 1

∥ (ai) ∥p∞ ≤ ∥ (ai) ∥p ≤ cp (log n)1/p ∥ (ai) ∥p∞

Demostración: Por las propiedades de la cuasi-norma ∥ (ai) ∥p∞, (ver Comen-

tario 0.b.4.v)), basta demostrarlas para p = 1. Observar que

sup
1≤i≤n

i | ai |∗ = l | al |∗ ≤ | a1 |∗ + . . . + | al |∗ ≤ ∥ (ai) ∥1

Esto prueba la primera desigualdad.

Para la otra, puesto que ∥ (ai) ∥1∞ ≤ 1 ⇐⇒ | ai |∗ ≤ 1
i

, ∀ 1 ≤ i ≤ n, resulta,

∥ (ai) ∥1 ≤
n∑

i=1

1
i
≤ c log n. ///

Lema III.c.9. Sea m ≥ 2. Para todo t > 0,

IP{
∑
j≤m

Γ−1
j > t} ≤ m2

t

Demostración:

IP{
∑
j≤m

Γ−1
j > t} ≤ IP

{ ∪
j≤m

{Γ−1
j >

t

m
}
}
≤

∑
j≤m

IP{Γ−1
j >

t

m
} ≤ mIP{Γ−1

1 >
t

m
}

= m

∫ m
t

0

e−x dx ≤ m2

t

///



Lema III.c.10. Sea (ξi) una sucesión de variables aleatorias positivas. Sea la función

ω → ∥ξi(ω)∥q,∞. Para todo 0 < q < ∞ se tiene

∥ ∥ξi(ω)∥q,∞∥q
q,∞ ≤ 2e sup

t>0
tq

∑
i

IP (ξi > t)

Demostración: La demostración se puede consultar en [Pi 1], Lema 4.11.

///

Demostración del Lema III.c.5.

Paso 1. Dado δ > 0 por Lema III.a.10. existe m = m(δ, r) ≥ 2 tal que

∑
j≥m

IE

∣∣∣∣ 1

Γj
1/r

− 1
j1/r

∣∣∣∣r < δ

y aśı,

∣∣IE(Φr) − IE(Ψr)
∣∣ ≤ IE

∣∣Φr − Ψr
∣∣ ≤ IE∥

k∑
i=1

ai (ϕi − ψi) ∥r ≤ IE

k∑
i=1

|ai|r ∥ϕi − ψi ∥r

≤
∑
j≥m

IE

∣∣∣∣ 1

Γj
1/r

− 1
j1/r

∣∣∣∣r < δ

este m(δ, r) no es todav́ıa el m que hay que elegir.

Paso 2. La notación IEY significa que integramos únicamente respecto de Yij con

Γij fijas y análogamente IEΓ. Con esta notación, IEΓIEY = IEY IEΓ = IE. En este

apartado usamos ademas las desigualdades numéricas de las sección 0.b.∣∣IE(Ψr/2) − (IE(Φr))1/2
∣∣ ≤ IE

∣∣Ψr/2 − (IE(Φr))1/2
∣∣ ≤ IE

∣∣Ψr − IE(Φr)
∣∣1/2

≤ IE
∣∣Ψr − IEY (Ψr)

∣∣1/2 + IE
∣∣IEY (Ψr) − IE(Φr)

∣∣1/2

= IE
∣∣Ψr − IEY (Ψr)

∣∣1/2 + IEΓ

∣∣IEY (Ψr) − IEY (Φr)
∣∣1/2

La última igualdad es trivialmente cierta pues la variable Φ sólo depende de las Γj .

Vamos a encontrar cotas para los dos sumandos que aparecen en el Paso 2.



Paso 3.(
IEΓ

∣∣IEY (Ψr) − IEY (Φr)
∣∣1/2

)2

≤ IEΓ

∣∣IEY (Ψr) − IEY (Φr)
∣∣ ≤ IE

∣∣Ψr − Φr
∣∣ ≤ δ.

El Comentario 0.b.4.iii) prueba la primera desigualdad y el Paso 1 la tercera.

Paso 4. Para un m suficientemente grande,(
IE

∣∣Ψr − IEY (Ψr)
∣∣1/2

)2

≤
(
IE

∣∣Ψr − IEY (Ψr)
∣∣2)1/2

=
(
IEΓIEY

∣∣Ψr − IEY (Ψr)
∣∣2)1/2

≤ 2

∑
j≥m

IEΓΓ−2
j

1/2

≤ δ

La primera desigualdad es la misma que en Paso 3. Para la segunda desigualdad

fijar {Γij}. Sea la sucesión de σ-álgebras Fij = σ⟨Y1m, . . . , Yij⟩ y considerar la

martingala asociada a Ψr. Denotar por dij la correspondiente sucesión de diferencias

de martingala. Es fácil comprobar (una vez vista la demostración del Lema III.b.2)

que

| dij | ≤ ∥ aiΓ
−1/r
ij Yij ∥r + IE ∥ aiΓ

−1/r
ij Yij ∥r ≤ 2|ai|rΓ−1

ij

Por tanto por la Proposición III.c.7.

IEY

∣∣Ψr − IEY (Ψr)
∣∣2 ≤ 4

∑
i,j

|ai|2rΓ−2
ij

Ahora, tomando esperanza respecto de Γij resulta

IEΓIEY

∣∣Ψr − IEY (Ψr)
∣∣2 ≤ 4

∑
i,j

|ai|2rIEΓΓ−2
ij = 4

k∑
i=1

|ai|2r
∑
j≥m

IEΓΓ−2
j

≤ 4
k∑

i=1

|ai|2r
∑
j≥m

IEΓΓ−2
j ≤ 4

∑
j≥m

IEΓΓ−2
j

donde en la última desigualdad hemos usado que
k∑

i=1

|ai|2r ≤
( k∑

i=1

|ai|r
)2

= 1 (ver

Comentario 0.b.4.ii).

Por fin, la tercera desigualdad 2
(∑

j≥m IEΓΓ−2
j

)1/2

≤ δ se sigue del hecho de

que IE(Γ−2
j ) ∼ j−2 (ver Definición III.a.8).



Paso 5. Tomar m = m(δ, r) el máximo de los que aparecen en los Pasos 1 y 4.

Sea ξi =
∑

j≤m Γ−1
ij . Usando consecutivamente los Lemas III.c.8., III.c.10 y III.c.9.

obtenemos estimaciones de ∥
k∑

i=1

|ai|rξi ∥1/2 que serán aplicadas de inmediato en el

Paso 6. En efecto,

∥
k∑

i=1

|ai|rξi ∥1/2 ≤ C∥
k∑

i=1

|ai|rξi ∥1,∞ ≤ C∥ ∥|ai|rξi(ω) ∥1,∞∥1,∞ log k

≤ C log k sup
t>0

t

k∑
i=1

IP{|ai|rξi > t} ≤ C log k sup
t>0

t

k∑
i=1

B(δ, r)
t

|ai|r

= B′(δ, r) log k
k∑

i=1

|ai|r

con B(δ, r) = m2(δ, r) y B′ = C B.

Paso 6. Usando desigualdades ya conocidas más el Paso 5 tenemos,

∣∣IEΨr/2 − Mr/2
∣∣2 =

∣∣IEΨr/2 − IE∥
k∑

i=1

aiSi∥r/2
∣∣2 ≤

(
IE

∣∣Ψr/2 − ∥
k∑

i=1

aiSi∥r/2
∣∣)2

≤

(
IE

∣∣Ψr − ∥
k∑

i=1

aiSi∥r
∣∣1/2

)2

≤

(
IE∥

k∑
i=1

ai(ψi − Si)∥r/2

)2

≤

IE

∣∣∣∣ k∑
i=1

|ai|r∥
∑
j≤m

Γ−1/r
ij Yij∥r

∣∣∣∣1/2
2

≤

IE

∣∣∣∣ k∑
i=1

|ai|r
∑
j≤m

Γ−1
ij

∣∣∣∣1/2
2

≤ B′(δ, r) log k

es decir, si log k ≤ C(δ, r)(STr(E))r entonces

∣∣IE(Ψr/2) − Mr/2
∣∣ ≤ (B′(δ, r) log k)1/2 ≤ C ′(δ, r) (STr(E))r/2 ≤ C ′(δ, r)Mr/2

Final. Ahora juntando los Pasos 2 y 6,

∣∣ (IEΦr)1/2 − Mr/2
∣∣ ≤ ∣∣ (IEΦr)1/2 − IE(Ψr/2)

∣∣ +
∣∣IE(Ψr/2) − Mr/2

∣∣ ≤ φ′(δ, r)Mr/2

El Teorema del Valor Medio aplicado a la función
√

x afirma que

|
√

x − 1 | ≤ t (⇒
√

x ≤ 1 + t ) =⇒ |x − 1 | ≤ 2t(1 + t)



Usando esta observación con x =
IEΦr

Mr
resulta,

∣∣IE(Φr)1/2 − Mr/2
∣∣ ≤ φ′(δ, r) Mr/2 =⇒

∣∣IEΦr − Mr
∣∣ ≤ φ(δ, r)Mr

donde φ(δ, r) = 2φ′(δ, r)
(
1 + φ′(δ, r)

)
.

///



III.d. EL TEOREMA DE MAUREY-PISIER PARA EL TIPO EN

ESPACIOS r-BANACH.

En esta sección, E será un espacio r-Banach infinito dimensional.

Notación.
p(E) = inf{p | ℓn

p

1+ε
↪→ E ∀n ∈ IN, ∀ 0 < ε < 1}

p̃(E) = sup{p |E es de tipo estable p}

Necesitaremos tener presentes dos hechos apuntados en páginas anteriores:

i) La relación entre tipo estable y tipo Rademacher (Lema III.a.3.).

ii) ℓn
p

1+ε
↪→ E ∀n ∈ IN, ∀ 0 < ε < 1 es lo mismo que decir que ℓp es finitamente

representable en E (Proposición 0.b.12.).

Nuestro objetivo es, basándonos en los resultados de las secciones III b. y III.c.,

demostrar el siguiente Teorema:

Teorema III.d.1. Sea E un espacio r-Banach infinito dimensional.

i) p(E) = p̃(E).

ii) ℓp(E) es finitamente representable en E.

Un ingrediente importante en la demostración de III.d.1 es el siguiente resultado

debido a Kalton (ver [K-1]).

Teorema III.d.2.

(i) Si E es un espacio r-Banach de tipo Rademacher p con 1 < p ≤ 2, entonces E es

un espacio de Banach (i.e. la r-norma que define E es equivalente a una norma).

(ii) Si E es un espacio r-Banach de tipo Rademacher p con 0 < r < p < 1, entonces

E es un espacio p-Banach (i.e. la r-norma que define E es equivalente a una

p-norma).



(iii) Si E es un espacio r-Banach de tipo 1 entonces E es p-Banach para todo p < 1

(i.e. la r-norma que define E es equivalente a una p-norma).

Demostración del Teorema III.d.1. Haremos la demostración en 5 pasos desta-

cando de esta forma resultados que tienen interés por śı mismos. Notar primeramente

que si p̃(E) > 1, entonces E es un espacio de Banach (por Lema III.a.3. y Teorema

III.d.2) y no hay nada que demostrar. Supondremos por consiguiente p̃(E) ≤ 1.

Paso 1.

(i) p(E) ≤ 2.

(ii) p̃(E) ≥ r.

Demostración:

(i) Es consecuencia inmediata del Teorema de Dvoretzsky para espacios r-normados.

Ver [Di], Teorema 11. Dicho Teorema asegura que ℓn
2

1+ε
↪→ E, ∀n ∈ IN ,∀ 0 < ε <

1.

(ii) Todo espacio r-normado es de tipo s-estable para todo s < r (ver Comentario

III.a.4).

///

Paso 2. Los conjuntos A = {p | ℓn
p

1+ε
↪→ E ∀n ∈ IN , ∀ 0 < ε < 1} y

B = {p | E es de tipo estable p} son intervalos.

Demostración: El Corolario III.b.5. asegura que ℓp es finitamente repre-

sentable en ℓp1 para todo p1 < p < 2 , p1 < 1. El mismo resultado es cierto

para todo p1 < p ≤ 2 sin más restricciones. (Ver [J-S 1]). Puesto que la propiedad de

representatividad finita es transitiva, es inmediato ahora deducir que p1 ∈ A ⇒ p ∈ A

para todo p1 < p ≤ 2.

Ahora el Comentario III.a.4.ii) implica que B es también un intervalo. ///



Paso 3. p̃(E) ≤ p(E)

Recordar que ∀ 0 < p < ∞ ℓp no es de tipo p-estable. Como el tipo estable se

hereda por representatividad finita (Comentario 0.b.16) , entonces

2 ≥ p > p(E) ⇒ ℓn
p

1+ε
↪→ E ∀n ∀ ε =⇒ E no es de tipo estable p ⇒ p ≥ p̃(E)

///

Paso 4. p̃(E) = p(E)

Demostración: Suponer p̃(E) < p(E). Por definición E es de tipo estable q

para todo q < p̃(E). Entonces es de tipo Rademacher q (Lema III.a.3.) y puede

ser considerado como un espacio q-Banach (Teorema III.d.2.). Sean q y q1 tal que

p̃(E) < q1 < p(E) y (4−q1)q1
4 < q < q1. Por definición de p̃(E) , E no es de tipo

q1-estable, es decir STq1(E) = ∞. Sin embargo el Teorema III.b.1. nos dice que

ℓn
q1

1+ε
↪→ E o sea p(E) ≤ q, contradicción.

///

Observación. En el Paso 4 parece que hemos usado el Teorema III.b.1. de forma

inapropiada pues STq1(E) = ∞. Lo que queremos decir con STq1(E) = ∞ es que

para todo n ∈ IN existen vectores x1, . . . , xk(n) tal que

(
IE ∥

n∑
i=1

θixi∥s

)1/s

≥ n

(
n∑

i=1

∥xi∥p

)1/p

Para todo n ∈ IN aplicamos el Teorema III.b.1. al espacio En = ⟨x1, . . . , xk(n)⟩ y

puesto que STq1(En) ≥ n resulta que ℓn
q1

1+ε
↪→ E.

Paso 5. STp̃(E) = ∞ y ℓn
p̃(E)

1+ε
↪→ E, para todo n ∈ IN y todo 0 < ε < 1.

Demostración: Basta demostrar el segundo hecho ya que éste implica el

primero. Para todo p > p̃(E), ℓn
p

1+ε
↪→ E para todo n ∈ IN y 0 < ε < 1. Dado



0 < ε < 1 , sean n ∈ IN tal que exp
1
n
≤ 1+ε y p > p̃(E) tal que

1
p̃(E)

− 1
p

=
1

n log n
.

Usando Comentario 0.b.4.ii) se tiene,

d(ℓn
p , ℓn

p(E)) ≤ n
1

n log n = exp
1
n
≤ 1 + ε

y aśı ℓn
p̃(E)

1+ε
↪→ E. ///

Observación. El Teorema III.b.1 también nos da información sobre la forma en que

ℓp̃(E) es finitamente representable en E. Sea En una sucesión de subespacios de E ,

dim En = n. Por Teorema III.d.2. E es q-Banach para todo q < p̃(E). Eligiendo

dicho q de forma que

(
4 − p(E)

)
p(E)

4
< q < p(E) estamos en condiciones de aplicar

el Teorema III.b.1 y aśı,

ℓk
p(E)

1+ε
↪→ En siempre que k ≤ C(ε, q, p(E) )

(
STq(E)

) 1

1
p(E)

− 1
q

///

Finalizamos con un corolario que también tiene su análogo en el contexto de los

espacios de Banach y cuya demostración, a la vista de los pasos 1-5, es inmediata.

Corolario III.d.3.

i) [p̃(E), 2] ⊆ {p | ℓn
p

1+ε
↪→ E ∀ n ∈ IN ∀ 0 < ε < 1}.

ii) {p |E es de tipo estable p} es un intervalo abierto.

///



III.e. INCLUSIONES DE SUBCONJUNTOS DE Lp EN ESPACIOS

r-NORMADOS.

En esta sección estudiaremos el siguiente problema: “Dado E un espacio r-

normado de dimensión finita y 0 < ε < 1, estimar el mayor N ∈ IN de forma que

todo subconjunto T de Lp, 0 < p < ∞ de cardinal card T = N verifica el diagrama

T
1+ε
↪→ E.” En el caso de que E = ℓn

r 0 < r < ∞, podemos darle la vuelta al problema

y preguntarnos “dado 0 < ε < 1 estimar el menor n tal que todo subconjunto T de

Lp, 0 < p < ∞ de cardinal, card T = N , verifica T
1+ε
↪→ ℓn

r ”. Por supuesto tendremos

en general n = n(N, ε, p, r).

En [J-L] se demuestra que si T ⊂ ℓ2, con card T = N , entonces T
1+ε
↪→ ℓ

C(ε) log N
2 .

También en [Sch] se da una estimación sobre inclusiones en ℓn
p , 1 ≤ p < 2, de sub-

conjuntos de Lp. La estimación que encuentra es Lp ⊃ T
1+ε
↪→ ℓC(ε)N log N

p . El autor

también conjetura que la relación óptima es n ∼ C(ε, p) (log N)C(p).

Observación. Notemos que tomar T ⊂ Lp ó T ⊂ ℓp es lo mismo, pues por un proceso

de aproximación, para todo T ⊂ Lp y 0 < ε < 1 existe T ′ ⊂ ℓp tal que d(T, T ′) ≤ 1+ε

(ver por ejemplo [T 2], pág. 368). Además si dos funciones x, x′ ∈ T ⊂ Lp tienen

soporte disjunto, también lo tienen sus correspondientes imágenes en T ′.

Utilizando la demostración gaussiana del Teorema de Dvoretzsky desarrollada

en [Pi 1] extendemos primeramente el resultado en [J-L] a la situación ℓ2 ⊃ T
1+ε
↪→ E,

con E un espacio normado cualquiera. Tres resultados son necesarios previamente:

Notación. Sea (E, ∥·∥) un espacio de Banach, y sea γ: Ω → E una variable aleatoria

gaussiana. Se definen

σ(γ) = sup { (IE |X(γ) |2)1/2 | X ∈ BE∗ }

y

d(γ) =
IE( ∥ γ ∥2 )

σ2(γ)

(
≥

(
IE( ∥ γ ∥ )

σ(γ)

)2
)



Teorema III.e.1. Sea (E, ∥ · ∥) un espacio de Banach, y sea γ: Ω → E una variable

aleatoria gaussiana. Para todo t > 0

IP { | ∥ γ ∥ − IE ∥ γ ∥ | > t IE ∥ γ ∥ } ≤ 2 exp− 2
π2

t2 d(γ)

Demostración: Ver [Pi 1], Teorema 2.1. ///

El siguiente conocido resultado será usado para estimar d(γ). Es una versión del

Teorema de Dvoretzsky-Rogers [D-R].

Lema III.e.2. Para todo espacio normado (E, ∥ · ∥), dim E = n, existen vectores

x1, . . . , xm, con m = [n/2] tal que

∥xi ∥ ≥ 1
2

y ∥
m∑

i=1

ai xi ∥ ≤
( m∑

i=1

a2
i

)1/2

∀ i = 1, . . . ,m y (ai) ∈ IRm.

Demostración: Ver [D-R] ó [Pi 1], Lema 1.8. ///

Lema III.e.3. Sea E un espacio de Banach de dimensión n. Si x1, . . . , xm son los

vectores de E que aparecen en III.e.2., entonces la variable aleatoria γ =
m∑

i=1

γi xi,

donde γi son v.a.i.i.d. gaussianas reales, verifica

i)

d(γ) ≥ C log n

ii) Si además E tiene cotipo q, 2 ≤ q < ∞ con constante del cotipo Cq,

d(γ) ≥ C

C2
q

n2/q

Demostración: Ver [Pi 1], Caṕıtulos 1 y 3. ///



Teorema III.e.4.

i) Existe una constante numérica C > 0 tal que para todo 0 < ε < 1, todo espacio

normado E de dimensión n y todo subconjunto T ∈ ℓ2 de cardinal card T = N ,

se verifica el diagrama T
1+ε
↪→ E siempre que

log n >
C

ε2
log N

ii) Para todo 2 ≤ q < ∞ existe una constante numérica C = C(q) > 0 tal que

para todo 0 < ε < 1, todo espacio normado E de dimensión n y cotipo q con

constante de cotipo Cq, y todo subconjunto T ∈ ℓ2 de cardinal card T=N, se

verifica el diagrama T
1+ε
↪→ E siempre que

n >
C Cq

q

εq
(log N)

q
2

Demostración: Sea t = (ti)∞1 ∈ T . Claramente podemos considerar T ⊂ ℓN
2 .

Sean (γi)N
1 variables gaussianas normalizadas i.i.d. Considerar la variable aleatoria

γt =
N∑

i=1

ti γi. Por el Comentario 0.a.11.iii), γt
d= ∥ t ∥2 γ1.

Sean x1, . . . , xm ∈ E, m = [n/2], los vectores dados por el Lema III.e.2.. Tomar

γ1
t , . . . , γm

t copias i.i.d. de γt, i.e. γj
t =

N∑
i=1

ti γij . Definir por último

Γt =
m∑

j=1

γj
t xj

Para todo s, t ∈ T , observamos que

∥Γt − Γs ∥ = ∥
m∑

j=1

( N∑
i=1

(ti − si) γij

)
xj ∥ = ∥

N∑
i=1

(ti − si)
( m∑

j=1

γij xj

)
∥

d= ∥ t − s ∥2 ∥
m∑

j=1

γ1j xj ∥

Estamos interesados en computar la probabilidad del suceso:

As,t =


∣∣∣∣ ∥Γt − Γs ∥
∥ t − s ∥2

− IE ∥
m∑

j=1

γ1j xj ∥
∣∣∣∣ ≤ ε IE ∥

m∑
j=1

γ1j xj ∥





o lo que es lo mismo, por la igualdad en distribución anterior en estimar

IP{As,t} = IP
{ ∣∣∣ ∥ m∑

j=1

γ1j xj ∥ − IE ∥
m∑

j=1

γ1j xj ∥
∣∣∣ ≤ ε IE∥

m∑
j=1

γ1j xj ∥
}

Por el Teorema III.e.1. IP{As,t} ≥ 1 − 2 exp−C ε2 d(γ). Aplicando ahora el Lema

III.e.3. tenemos para el apartado i),

IP{As,t | ∀ s, t ∈ T} ≥ 1 − 2
(

N

2

)
exp−Cε2 log n

y para el apartado ii)

IP{As,t | ∀ s, t ∈ T} ≥ 1 − 2
(

N

2

)
exp−Cε2

C2
q

n2/q

Las anteriores cantidades son estrictamente positivas si, respectivamente

log n >
C

ε2
log N y n >

C Cq
q

εq
(log N)

q
2

y en los dos casos aseguramos la existencia de un elemento ω en el espacio de proba-

bilidad tal que la función f :T → E definida como f(t) =
Γt(ω)

IE∥
∑m

j=1 γ1j xj ∥
da la

inclusión que satisface la tesis del Teorema.

///

Si T ⊂ Lp con 0 < p < 2 las inclusiones que se obtienen son menos satisfactorias.

Mediante las técnicas desarrolladas en las secciones III.a. y III.b. encontraremos

inclusiones de subconjuntos T ⊂ Lp, card T = N en ℓn
r con 0 < r ≤ p < 2, 0 < r ≤ 1.

En el caso r < p conseguiremos una relación óptima entre n y N cuando sobre T las

normas ∥ · ∥r y ∥ · ∥p sean comparables. Para r = p mejoraremos las estimaciones

dadas en [Sch] aunque sólamente para conjuntos particulares.

Notación. Sean r y p tales que 0 < r ≤ p < 2, 0 < r ≤ 1. Dado un subconjunto

finito T ⊂ ℓr definir D = sup
t,s∈T

∥t − s∥r

∥t − s∥p
.

Teorema III.e.5. Para todo r, p tales que 0 < r < p < 2, 0 < r ≤ 1 existen

constantes C,C ′, C ′′ > 0 dependientes únicamente de r y p tal que para todo 0 <



ε < 1 y todo subconjunto finito T de ℓp con cardinal card T = N , el diagrama

T
1+ε
↪→ ℓn

r se verifica

i) Si 0 <
p(4 − p)

4
< r < p, siempre que

Dq′r + log N < Cεq′
n

ii) Si r ≤ p(4 − p)
4

, siempre que

Dq′r + log N < C ′εC′′
n

donde q = p
r y q′ el exponente conjugado de q.

Demostración: Podemos suponer, puesto que
∪
n≥1

ℓn
p es denso en ℓp, que T ⊂

ℓM
p para un M = M(ε,N) suficientemente grande. Sólamente hay que demostrar

el primer apartado pues ii) es consecuencia inmediata de i), del Corolario III.b.5.

y la propiedad transitiva de las inclusiones. Para simplificar la notación todas las

constantes que aparezcan en la demostración que dependan únicamente de p y r serán

denotadas con la misma letra C.

Para todo n ∈ IN sea la variable aleatoria Y : Ω → ℓn
r con función de distribución

Y
d=

1
2n

n∑
i=1

(δei + δ−ei), con ei = (0, . . . ,
i
1, . . . 0) ∈ ℓn

r . Con la misma notación

introducida en la sección III.a.1. definir para todo t = (ti)M
1 ∈ T ,

Θt =
M∑
i=1

tiSi y Θ̃t =
M∑
i=1

tiS̃i

Por el Teorema III.a.9. y el Comentario 0.a.11., es claro que IE∥S∥r
r = Cn1/q′

. Para

todo t, s ∈ T consideramos las variables Θt − Θs y Θ̃t − Θ̃s. Por el Comentario

III.a.4.vi) tenemos

∥Θt − Θs∥r
d= ∥t − s∥p ∥S∥r y IE

(
∥Θt − Θs∥r

r

)
= ∥t − s∥r

p C n
1
q′

Procediendo como en la demostración del Teorema III.b.1.es fácil ver que∣∣∣∣ IE
(
∥Θt − Θs∥r

r

)
− IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

r

) ∣∣∣∣ ≤ C ∥t − s∥r
r



es decir
1

∥t − s∥r
p

∣∣∣∣ IE
(
∥Θt − Θs∥r

r

)
− IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

r

) ∣∣∣∣ ≤ C Dr

Los cálculos realizados más el Lema III.b.4., hacen que

IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
r

∥t − s∥r
p

−
IE

(
∥Θt − Θs∥r

r

)
∥t − s∥r

p

∣∣∣∣ > ε
IE

(
∥Θt − Θs∥r

r

)
∥t − s∥r

p

}

≤ IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
r − IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

r

)
∥t − s∥r

p

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣IE
(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

r

)
− IE

(
∥Θt − Θs∥r

r

)
∥t − s∥r

p

∣∣∣∣ > Cεn1/q′
}

≤ IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
r − IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

r

)
∥t − s∥r

p

∣∣∣∣ > C (εn1/q′
− Dr)

}
≤ 2 exp−C

(
εn1/q′

− Dr
)q′

Argumentando como siempre, tenemos estimada la probabilidad

IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
r

∥t − s∥r
p

− IE
(
∥S∥r

r

) ∣∣∣∣ ≤ ε IE
(
∥S∥r

r

)
| ∀t, s ∈ T

}
≥ 1 −

(
N

2

)
2 exp−C

(
εn1/q′

− Dr
)q′

Si esa probabilidad es positiva existe un elemento ω en el espacio de probabilidad tal

que

IE
(
∥S∥r

r

)
(1 − ε) ≤ ∥Θ̃t(ω) − Θ̃s(ω)∥r

r

∥t − s∥r
p

≤ (1 + ε)IE
(
∥S∥r

r

)
∀ t, s ∈ T

Concluir usando el Lema III.a.15 para quitar el exponente r. Para cada ε, la función

f : T → ℓn
r que produce la inclusión es f(t) =

Θ̃t(ω)(
IE

(
∥S∥r

r

))1/r
. Finalmente, teniendo

en cuenta también la desigualdad numérica 2. en 0.b., comprobamos que la proba-

bilidad del suceso anterior es positiva si Dq′r + log N < Cεq′
n.

///

Observar que cuanto más pequeño sea D mejor estimación conseguiremos. En el

Corolario a continuación obtenemos la mejor estimación posible. Antes de enunciarlo

necesitamos realizar una nueva



Observación. Sea T ⊂ ℓp un conjunto numerable de puntos con soportes disjuntos

dos a dos. La aplicación f : T → ℓp definida por f(ti) = ∥ti∥p ei es una isometŕıa. En

efecto, para todo par de puntos ti, tj ∈ T ,

∥ti − tj∥p
p =

∞∑
k=1

|ti(k)|p + |tj(k)|p = ∥ ∥ti∥pei − ∥tj∥pej ∥p
p = ∥f(ti) − f(tj)∥p

p

Observación. Si T = {λ1e1, . . . , λNeN}, entonces sup
1≤i ̸=j≤N

∥λiei − λjej∥r

∥λiei − λjej∥p
≤ 2

1
r −

1
p ;

este hecho es consecuencia inmediata de la desigualdad numérica 1. en 0.b..

Corolario III.e.6. Para todo r, p tales que 0 < r < p < 2, 0 < r ≤ 1 existen

constantes C,C ′, C ′′ > 0 dependientes únicamente de r y p tal que para todo 0 <

ε < 1 y todo subconjunto finito T de puntos de Lp con soportes disjuntos dos a dos

y cardinal card T = N , el diagrama T
1+ε
↪→ ℓn

r se verifica

i) Si 0 <
(4 − p)p

4
< r < p, siempre que

n >
C

εq′ log N

ii) Si r ≤ (4 − p)p
4

, siempre que

n >
C ′

εC′′ log N

donde q =
p

r
y

1
q

+
1
q′

= 1.

Demostración: Por las observaciones anteriores podemos suponer que el con-

junto T es de la forma T = {λ1e1, . . . λNeN} ⊂ ℓN
p y D ≤ 21/q′

. Usar el Teorema

III.e.5.

///

Observación. La relación entre n y N obtenida en III.e.6. es la mejor posible. En

efecto, si existe una función f(N, ε) tal que ℓp ⊃ T
1+ε
↪→ ℓn

r para todo T ⊂ ℓp siempre



que n > f(N, ε), en particular será cierto para T = {e1, . . . , eN} donde ei son los

vectores de la base canónica de ℓp. Para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ N , ∥ei − ej∥p = cte. y la

Proposición II.a.6. asegura que f(N, ε) ≤ C(ε) log N .

Siguiendo el mismo esquema de demostración que en el Teorema III.e.5., obten-

emos inclusiones de ciertos conjuntos de puntos de ℓp en ℓn
p para todo 0 < p < 2.

Teorema III.e.7.

i) Para todo 1 < p < 2 existe una constante C = C(p) > 0 tal que para todo

0 < ε < 1 y todo subconjunto finito T de ℓp con cardinal card T = N , el

diagrama T
1+ε
↪→ ℓn

p se verifica siempre que

Dp + (log N)
p

p′ < Cεp log n

ii) Para todo 0 < p ≤ 1 y 0 < δ <
p

4 − p
, existe una constante C = C(p, δ) > 0 tal

que para todo 0 < ε < 1 y todo subconjunto finito T de ℓp con cardinal card

T = N , el diagrama T
1+ε
↪→ ℓn

p se verifica siempre que

Dp + (log N)δ < Cε1+δ log n

donde r = 1 en i) y r =
p

1 + δ
en ii).

Demostración: . Por la restricción sobre δ, tenemos 0 <
p(4 − p)

4
< r < p.

Escribir q =
p

r
(= 1 + δ) y sea q′ el exponente conjugado de q, es decir

1
q

+
1
q′

= 1.

Suponer T ⊂ ℓM
p para un M suficientemente grande. Por el Comentario III.a.4.iv),

STp(ℓn
p ) = Cp(log n)1/p, ∀ 0 < p < 2. Por tanto existen vectores x1, . . . , xk ∈ Bℓn

p

tales que ∥
k∑

i=1

θi xi ∥p ≥ Cp

2
(log n)1/pk1/p donde θi son v.a.i.i.d. p-estables. Con la

notación habitual, definir para todo t = (ti)M
1 ∈ T ,

Θt =
M∑
i=1

tiSi y Θ̃t =
M∑
i=1

tiS̃i



Por el Teorema III.a.9., IE∥S∥r
p ≥ C (log n)r/p. Para todo t, s ∈ T consideramos las

variables Θt − Θs y Θ̃t − Θ̃s. Por el Comentario III.a.4.vi),

∥Θt − Θs∥p
d= ∥t − s∥p ∥S∥p y IE

(
∥Θt − Θs∥r

p

)
≥ ∥t − s∥r

p C (log n)r/p

Procediendo como en la demostración del Teorema III.b.1.es fácil ver que∣∣∣∣ IE
(
∥Θt − Θs∥r

p

)
− IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

p

) ∣∣∣∣ ≤ C ∥t − s∥r
r

es decir
1

∥t − s∥r
p

∣∣∣∣ IE
(
∥Θt − Θs∥r

p

)
− IE

(
∥Θ̃t − Θ̃s∥r

p

) ∣∣∣∣ ≤ C Dr

Continuando como en la demostración del Teorema III.e.5., tenemos

IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
p

∥t − s∥r
p

−
IE

(
∥Θt − Θs∥r

p

)
∥t − s∥r

p

∣∣∣∣ > ε
IE

(
∥Θt − Θs∥r

p

)
∥t − s∥r

p

}
≤ 2 exp−C

(
ε(log n)r/p − Dr

)q′

Por tanto,

IP

{ ∣∣∣∣ ∥Θ̃t − Θ̃s∥r
p

∥t − s∥r
p

− IE
(
∥S∥r

p

) ∣∣∣∣ ≤ ε IE
(
∥S∥r

p

)
| ∀t, s ∈ T

}
≥ 1 −

(
N

2

)
2 exp−C

(
ε(log n)r/p − Dr

)q′

Si esa probabilidad es positiva existe un elemento ω en el espacio de probabilidad tal

que

IE
(
∥S∥r

p

)
(1 − ε) ≤

∥Θ̃t(ω) − Θ̃s(ω)∥r
p

∥t − s∥r
p

≤ (1 + ε)IE
(
∥S∥r

p

)
∀ t, s ∈ T

Concluir usando el Lema III.a.15. para quitar el exponente r. Para cada ε, la

función f :T → ℓn
p que produce la inclusión es f(t) =

Θ̃t(ω)(
IE

(
∥S∥r

r

))1/r
. Finalmente

comprobamos que la probabilidad del suceso anterior es positiva si Dr + (log N)
1
q′ <

Cε (log n)1/q, es decir, si Dp + (log N)
q

q′ < Cεq log n. Si 1 < p < 2, entonces q = p y

q′ = p′ que demuestra i). Si 0 < p ≤ 1, observar que q = 1 + δ y
q

q′
= δ.

///



En el caso de que T esté formado por puntos de soporte disjunto dos a dos

podemos computar D fácilmente y dar el siguiente Corolario análogo al Corolario

III.e.6.

Corolario III.e.8. Para todo 1 < p < 2 existe una constante C = C(p) > 0 tal que,

para todo 0 < ε < 1 y todo subconjunto finito T de puntos Lp con soporte disjunto

dos a dos y cardinal card T = N , el diagrama T
1+ε
↪→ ℓn

p se verifica siempre que

log n >
C

εp
(log N)

p

p′

Demostración: Podemos suponer que el conjunto T es de la forma T =

{λ1e1, . . . λNeN} ⊂ ℓN
p ; para tal T , D ≤ 21/q′

. Usar el Teorema III.e.7.

///

Observación. Si 1 < p < 2, escribimos f(N) = exp
[
(log N)

p

p′
]
. Es inmediato

comprobar que (log N)a ≪ f(N) ≪ N b para todo a, b > 0. Por tanto la relación f(N)

es mejor que N log N , que es la obtenida por Schechtman en [Sch] para conjuntos T

cualesquiera, aunque es peor que la conjeturada por él mismo en el mismo art́ıculo,

(log N)C(p).

Comentario III.e.9. Si 0 < p ≤ 1, la estimación que se obtiene al aplicar el

Teorema III.e.7. a un conjunto T de puntos con soporte mutuamente disjunto es

log n >
C

ε1+δ
(log N)δ, ∀ δ > 0. Esta puede ser sensiblemente mejorada haciendo uso

de las técnicas de III.c.

Corolario III.e.10. Para todo 0 < p ≤ 1 y 0 < ε < 1, existen constantes C,C ′ > 0

dependientes de p y ε tal que, para todo subconjunto finito T de puntos de Lp con

soporte disjunto dos a dos y cardinal card T = N , el diagrama T
1+ε
↪→ ℓn

p se verifica

siempre que

n > C (log N)C′

Demostración: Suponer T = {λ1e1, . . . λNeN} ⊂ ℓN
p . Por el Comentario

III.a.4.iv), STp(ℓn
p ) = Cp(log n)1/p, ∀ 0 < p ≤ 1. Por tanto existen en Bℓn

p
vectores



x1, . . . , xk tales que
(
IE ∥

k∑
i=1

θixi∥p/2
p

)2/p

≥ Cp

2
(log n)1/pk1/p donde θi son v.a.i.i.d.

p-estables. Para abreviar escribimos

M =
(
IE ∥

k∑
i=1

θi xi ∥p/2
p

)2/p

k−1/pC−1
p ≥ (2Cp)−1 (log n)1/p

Con la notación de III.c., sean para todo 1 ≤ i ≤ N , las variables Θi = λi ϕi.

Ahora para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ N consideramos Θi −Θj . La desigualdad de desviación

del Lema III.c.4. tiene en esta situación la forma

IP

{ ∣∣∣∣∣∣ ∥Θi − Θj∥p
p

∥λi ei − λj ej∥p
p
−

IE
(
∥Θi − Θj∥p

p

)
∥λi ei − λj ej∥p

p

∣∣∣∣∣∣ > t

}
≤ K exp−(exp ct) ∀ t > 0

El otro resultado esencial, el Lema III.c.5., se particulariza aqúı como sigue:“Sean

δ > 0 , 0 < p ≤ 1. Existen funciones m = m(δ, p), C(δ, p) y φ(δ, p) con φ(δ, p) → 0

cuando δ → 0, tal que si log 2 ≤ C(δ, p) log n, entonces∣∣∣∣∣∣
IE

(
∥Θi − Θj∥p

p

)
∥λi ei − λjej∥p

p
− Mp

∣∣∣∣∣∣ < Mpφ(δ, p)”

Utilizando estos resultados conclúımos como en el Teorema III.e.5.. Para todo

0 < ε < 1 sean δ = δ(ε) > 0 y δ′ = δ′(ε, p) tales que δ = φ(δ′, p) + δ′. Si log 2 ≤
C(δ′, p) log n. Para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ N tenemos

IP
{∣∣∣∣ ∥Θi − Θj∥p

p

∥λi ei − λjej∥p
p
− Mp

∣∣∣∣ > δ Mp
}

≤ IP
{∣∣∣∣ ∥Θi − Θj∥p

p

∥λi ei − λjej∥p
p
−

IE
(
∥Θi − Θj∥p

p

)
∥λi ei − λjej∥p

p

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣IE
(
∥Θi − Θj∥p

p

)
∥λi ei − λjej∥p

p
− Mp

∣∣∣∣ > φ(δ′, p)Mp + δ′Mp
}

≤ IP
{∣∣∣∣ ∥Θi − Θj∥p

p

∥λi ei − λjej∥p
p
−

IE
(
∥Θi − Θj∥p

p

)
∥λi ei − λjej∥p

p

∣∣∣∣ > δ′ Mp
}
≤ K exp−(expCδ′Mp)

≤ K exp−(exp Cδ′ log n) = K exp−nCδ′



Por tanto si log 2 ≤ C log n,

IP
{∣∣∣∣ ∥Θi − Θj∥p

p

∥λi ei − λjej∥p
p
− Mp

∣∣∣∣ ≤ δ Mp | ∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ N
}
≥ 1 − K

(
N

2

)
exp−nCδ′

La probabilidad de este suceso es positiva si n > C (log N)C′
. Observar que

para tales n y N , y eligiendo convenientemente la constante C, la restricción log 2 ≤
C log n no es tal. Para finalizar, usando el Lema III.a.15. para quitar el exponente

p, para cada ε, la función que produce la inclusión es f(λi ei) =
Θi(ω)

M
.

///
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[Ka] Kahane, J.P. “Some random series of functions”. Heath Mathematical Mono-

graphs. Rayteon E.C. 1968.

[K-1] Kalton, N.J. “The convexity type of quasi-Banach spaces”. Sin publicar.

[K-2] Kalton, N.J. “Convexity, type and the three space problem”. Studia Math.

69, (1980-81), 247-287.

[K-P-R] Kalton, N.J. Peck, N.T., Rogers, J.W. “An F-space sampler”. LNS 89.

Cambridge Univ. Press 1984.

[L-R] Laha, R.G., Rohatgi, V.K. “Probability theory”. Wiley 1979.

[L-T 1] Lindenstrauss, J., Tzafriri, L. “Classical Banach spaces I”. Springer Verlag

1977.



[L-T 2] Lindenstrauss, J., Tzafriri, L. “Classical Banach spaces II”. Springer Verlag

1977.

[Lo] Loewe, M. “Probability theory I”. Springer Verlag 1977.

[Ma] Maligranda, L. “Indices and interpolation”. Dissertationes Math. 234, (1985),

1-49.

[Mar-P] Marcus, M., Pisier, G. “Characterizations of almost surely continuous p-

stable random Fourier series and strongly stationary processes”. Acta Math.

152, (1984), 245-301.

[Mau] Maurey, B. “Construction de suites symétriques”. C.R. Acad. Sci. Paris, Ser.

A-B 288, (1979), A679-681.
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