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Capitulo 1

Planteamiento del problema

El objetivo de esta memoria es el desarrollo de modelos estadisticos para analizar la
ocurrencia y caracteristicas de los episodios de sequia, y su aplicacion en la prediccion
de magnitudes de interés en la planificacién y gestién de recursos hidricos. La
sequia es un fendémeno dificil de definir debido a su gran complejidad. Por una
parte tiene diversas facetas -climatica, hidroldgica, edafica, etc.- que pueden no
coexistir temporal o espacialmente; por otra, su ocurrencia no depende sélo del
comportamiento de la naturaleza sino que en ella influyen de forma decisiva factores
humanos y socio-econémicos: es la sociedad la que, con su organizacion y gestién de

recursos, delimita su umbral de sensibilidad a la sequia.

De modo genérico, la sequia puede definirse como un periodo de tiempo en el que
se observa un déficit hidrico inusual, que altera sensiblemente el desarrollo normal de
la vida colectiva de una regién. Obviamente, este concepto varia dependiendo de las
caracteristicas climéticas y de las necesidades de cada regién, por lo que es imposible
establecer una definicién precisa de cardcter universal. Algunas de las definiciones
més generales son las propuestas por Baldwin (1941), que define un periodo de sequia
como un intervalo de mas de tres meses consecutivos con precipitacién inferior al
50% de la normal, y por Gibbs & Maher (1967) que consideran que un ano es seco,
si la precipitacién acumulada es inferior al percentil décimo calculado a partir de un

periodo de referencia.

En esta memoria sélo se analiza el aspecto climatico del fenémeno, aspecto que

se considera fundamental por dos razones. En primer lugar, es un andlisis basico por
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ser el factor desencadenante: la escasez de precipitacion -sequia climética- provoca
la carencia de recursos hidricos -sequia hidroldgica- que ocasiona danos econémicos
graves en el sector agricola, que pueden trasmitirse a todo el conjunto de actividades
socio-economicas. Por otra parte, los modelos y métodos desarrollados para este
estudio pueden ser aplicados al tratamiento de otros aspectos del fenémeno, dada la

comun estructura formal en la que se pueden formular este tipo de problemas.

El estudio de las sequias es de gran interés, en particular en areas como la
Peninsula Ibérica donde se producen de forma recurrente. En muchas regiones de la
Peninsula el volumen de lluvia de los meses de verano es escaso y la mayor parte de
la precipitacién anual se concentra en las épocas de primavera y otono. Esta patrén
climatico resulta muy sensible a la sequia en zonas donde los recursos hidricos cubren
la demanda de forma muy ajustada, ya que cualquier alteracién de ese patrén, por
ausencia de precipitacién en una de las estaciones lluviosas, desemboca en un periodo

prolongado de escasez hidrica.

El objetivo de esta memoria es el desarrollo de modelos que permitan caracterizar
la ocurrencia y magnitud de las sequias, dando respuesta a cuestiones que se plan-
tean, o deberian plantearse, en la planificacién de recursos; por ejemplo, la duracién
y el déficit esperados de las sequias en una regién, el tiempo medio de recurrencia
entre ellas o las caracteristicas del episodio seco mas grave que cabe esperar en un

intervalo de tiempo de longitud dada.

Organizacion de la memoria

En este capitulo se plantea el problema analizado, estableciendo la definicién y
caracterizacion de episodio de sequia que se utiliza. Se revisan las diferentes apro-
ximaciones ensayadas en estudios anteriores y se describen las series histéricas de

precipitacién en las que se aplicaran los modelos propuestos.

El capitulo segundo estd dedicado a revisar la teoria de extremos necesaria para
el desarrollo de los modelos propuestos en capitulos posteriores. Los resultados se
presentan organizados en tres bloques, la teoria de extremos clasica, el método de
) ) . . ) .
excesos sobre umbral’, y la aproximacién basada en procesos puntuales, que incluye

como caso particular a las dos anteriores.
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En el tercer y cuarto capitulo se desarrollan modelos para la ocurrencia de pe-
riodos secos y sequias respectivamente. Una vez justificado tedricamente el cardcter
Poisson del proceso de ocurrencia, se estudia la validez de un proceso de Poisson
compuesto para modelizar el proceso de los periodos secos, y de un proceso de Pois-
son cluster compuesto para las sequias. La caracterizacién se completa en el capitulo
quinto con el ajuste de distribuciones adecuadas a las tres magnitudes fundamentales
asociadas a una sequia, duracion, déficit e intensidad méxima, y la determinacion,
para cada una de ellas, de la distribucién del méximo en un periodo de tiempo

determinado.

Finalmente, en el capitulo sexto se analiza al problema de la prediccién en tiempo
real. Se desarrollan modelos con estructura GLM para predecir la duracién media
restante de la sequia dada la informacién observada sobre ella hasta ese momento, y
modelos para el riesgo de fallo con covariables dependientes del tiempo, con los que

se predice la finalizaciéon o continuidad de un episodio en un instante.

Los modelos se contrastan utilizando series histéricas espafiolas; en los capitulos
tercero y cuarto se analizan las series de precipitacién de seis observatorios -Burgos,
Daroca, Huesca, Madrid, Murcia y San Fernando- con el fin de comprobar que
las hipétesis requeridas por el modelo propuesto se verifican con caracter general
en la vertiente mediterranea de la Peninsula, la méas propensa a la sequia, que de
acuerdo con Benito, Orellana & Zurita (1994) corresponde aproximadamente a la
mitad oriental de la misma. En el resto de los capitulos sélo se presentan, a modo

de ejemplo, los resultados correspondientes a la serie de Huesca.

La realizacién de todos los anélisis se ha programado con el paquete estadistico S-
Plus. Al final de cada capitulo se incluye un apartado donde se describe la aplicacion

y caracteristicas de las funciones construidas.

1.1 Aproximaciones al analisis de sequias

La investigacion sobre fenémenos meteorolégicos e hidrolégicos extremos se ha cen-
trado mas en el andlisis de excesos, tormentas extraordinarias e inundaciones, que

en el de episodios de sequia. La aproximaciéon mas frecuente para estudiar este
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fenémeno ha sido la teoria de rachas, aunque recientemente se han desarrollado otras
alternativas. A continuacién se exponen las diferentes aproximaciones utilizadas, y

algunos de los trabajos méas importantes de cada una de ellas.

Teoria de rachas Un periodo seco se puede definir como una racha o secuencia
ininterumpida de observaciones menores o iguales que un valor de referencia, prece-
dida y seguida por, al menos, una observacion mayor que el nivel de truncacién. El
planteamiento de modelos probabilisticos para la duraciéon de estas rachas permite
obtener resultados de interés sobre algunas propiedades de las sequias. Los primeros
modelos propuestos eran sencillos; Yevjevich (1967) fue el primero en desarrollar un
modelo de este tipo basado en la distribucién Geométrica, y en incorporar técnicas
del andlisis de series temporales para predecir la ocurrencia de sequias (Saldariaga
& Yevjevich 1970).

Sen (1976) utiliza la teoria de rachas para analizar los periodos secos y no secos
de series anuales de flujos fluviales. Posteriormente, se plantea el interés de encon-
trar modelos especificos para los valores extremos y sus trabajos se dirigen a obtener
la funcién de distribucién de la maxima longitud de racha en una serie de longitud
finita. Obtiene esta distribucién para series de variables i.i.d. (Sen 1991b), y de-
duce la funcién de distribucion exacta del ntimero de cruces en cadenas de Markov
estacionarias de primer y segundo orden, utilizando técnicas de enumeracién (Sen

1990, Sen 1991a).

Moyé, Kapadia & Cech (1988), tomando como base el modelo de Yevjevich y
utilizando ecuaciones en diferencias, desarrollan una distribucién de probabilidad
que permite estimar el nimero esperado de sequias en un periodo de tiempo dado y
la duracién media de las mismas; aplican el modelo a series anuales de precipitacion
de Texas. En un trabajo posterior, Moyé & Kapadia (1995), analizan los episo-
dios de sequia de las series anteriores utilizando resultados basados en estadisticos

ordenados.

Un trabajo reciente en este campo es el de Lall, Rajagopalan & Tarboton (1996),
que desarrollan un modelo no paramétrico para describir las rachas de dias secos y
no secos basado en estimadores de la densidad tipo ntcleo, con el objeto de generar

series sintéticas de precipitaciéon. Aplican el modelo a series diarias de lluvia en
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Utah.

Uno de los mayores inconvenientes de esta aproximaciéon es que permite carac-
terizar la duracion de los episodios secos, pero no otras caracteristicas de interés
como su déficit e intensidad. Intentando resolver esta carencia, Griffiths (1990), en
un analisis de la sequia en Nueva Zelanda, propone un modelo probabilistico que
no solo describe las rachas secas de una serie de precipitacion mensual, sino que
caracteriza ademas el déficit asociado a las rachas ajustando una distribucién Gam-
ma; bajo estas hipdtesis, estima las propiedades de la mayor longitud de racha y el

maximo déficit esperados en un periodo de tiempo determinado.

Meétodos de excesos sobre umbrales FEstos métodos se basan en la hipdtesis de
que el proceso de ocurrencia de un fenémeno extremo tiene caracter Poisson. La apli-
cacion de estas técnicas es frecuente en el andlisis de fenémenos medio-ambientales:
huracanes (Castro & Pérez-Abreu 1994), polucién atmosférica (Smith 1989), etc.
En el campo de las sequias se han aplicado al estudio de series fluviales. Por ejem-
plo, Zelenhasic & Salvai (1987) analizan la serie de flujo diario del rio Sava, antigua
Yugoslavia, y describen las sequias a partir de su duracién, déficit e instante de
ocurrencia, con el objetivo de caracterizar la mayor sequia durante un determinado
periodo de tiempo. Madsen, Rosbjerg & Harremoes (1994) proponen un modelo
POT para analizar episodios de sequia fluvial en dos rios daneses, bajo la hipdtesis
de que la duracién y el déficit de las mismas tienen una distribucién Exponencial
generalizada. Posteriormente, Madsen & Rosbjerg (1998), mejoran este modelo
puntual y, a partir de él, desarrollan procedimientos de tipo bayesiano para realizar

estimaciones en puntos donde no existen medidas.

Modelos de renovacioén alternante Una aproximacién més general, que permite
el estudio y caracterizacién tanto de los periodos secos como de los no secos, son
los modelos de renovacién alternante. Utilizando estos modelos, Kendall & Dracup
(1992) realizan un estudio de los sucesos de sequia en series de flujos fluviales; su
objetivo es resolver uno de los problemas de los modelos para generar series sintéticas
de flujo fluvial: la incapacidad para reproducir consistentemente la frecuencia de

ocurrencia de los sucesos de sequia mas severos observada en los registros historicos,
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persistencia conocida como efecto Hurst.

En los ltimos anos, el interés por el comportamiento futuro de los elementos
climaticos -aumento de las temperaturas, alteracion de la ocurrencia de fenémenos
extremos, etc.- ha crecido significativamente debido a las predicciones sobre un po-
sible cambio climatico, provocado por la acumulacién de gases de efecto invernadero
en la atmoésfera. Este interés ha promovido la celebracién de reuniones cientificas
interdisciplinares sobre la problemaética general asociada a la sequia. Algunas publi-

caciones importantes, resultado de este tipo de congresos son:

- ’Coping with droughts’ (1983): publicacién que recoge las ponencias presenta-
das en una reunién del NATO Advanced Study Institute dedicada al estudio

de las sequias, celebrada en Lisboa en Junio de 1980.

- ’Stochastic Hidrology and Hydraulics’ (1991): esta revista dedica el nimero 4
del volumen 5 a presentar los trabajos expuestos en el Workshop on Drought
celebrado en Washington en 1990 organizado por la National Science Founda-

tion de EEUU.

- ’Extreme wvalues: floods and droughts’ (1994): recoge los trabajos sobre es-
te tema presentados en la conferencia internacional Stochastic and Statistical
Methods in Hidrology and Environmental Engineering que tuvo lugar en Wa-

terloo, Canadd, en 1993.

A pesar de la proximidad del problema, los estudios realizados en Espana sobre
la sequia no son numerosos; desde la obra centenaria 'Memoria sobre las causas de
la sequia de las provincias de Almeria y Murcia y los medios de atenuar sus efectos’
de J. Echegaray, los trabajos sobre el andlisis de la sequia han sido principalmente

de caracter descriptivo. Entre ellos, cabe destacar los siguientes.

- 'Las sequias en Espana’ es una publicacién del mismo tipo que las monografias
citadas, que recoge las comunicaciones presentadas en las ’Jornadas sobre la
sequia en Espana’, organizadas en 1990 por la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales en Madrid, tras la sequia de los anos 1988-90 que

tuvo gran repercusién social.
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- Algunos trabajos se centran en el anélisis de un episodio concreto grave. Raso
et al. (1981) y Sales, Jambrino & Juste (1982) analizan la sequia que se produjo
en los anos 1978-81; la de los anos 1988-89 es estudiada por Capel (1989), en
toda Espana, y por Beser & Tico (1993) en el &mbito del Pais Vasco.

- Ascaso & Casals (1981) y Ortigosa (1987) describen los periodos de sequia
observados en distintos observatorios de la depresién central del Ebro y La

Rioja, respectivamente.

- Olcina & Rico (1994) y (1995) se centran en el andlisis de las causas y efectos

de las sequias en el sureste de la Peninsula Ibérica.

- Pérez & Escrivd (1982), Pérez (1988) y Pita (1995) establecen una definicién

de la sequia y proponen una metodologia para la descripcién del fenémeno.

- Finalmente, senalaremos los trabajos de modelizacién de rachas de dias secos
utilizando cadenas de Markov de distinto orden realizados por Pérez et al.
(1984) y Martin, Conesa & Moreno (1992).

1.2 Caracterizacion de la sequia

El procedimiento habitual en Hidrologia para determinar la ocurrencia de una se-
quia consiste en definir una senal, s(t), relacionada con la magnitud de interés -la
precipitacién, como en este caso, el caudal de un rio, el nivel de un pantano, el
grado de humedad en el suelo, etc.- y una curva de referencia, Qr(t), que expresa,
para cada periodo, un umbral critico relativo a las necesidades de dicha magnitud.
Diremos que nos encontramos en un periodo seco cuando la trayectoria del proceso

estocdstico s(t) se encuentra bajo la curva de referencia Qr(t).

Las magnitudes utilizadas para caracterizar un episodio seco, que se ilustran en
la figura 1.1, son la duracién o longitud L = ts — te, es decir, el intervalo de
tiempo transcurrido entre los instantes de entrada y salida de la senal bajo Qr(t), el
instante de ocurrencia asociado al episodio seco, que generalmente se define como
el punto medio del mismo (ts+te)/2, el déficit o severidad de la sequia, D, que es
el drea comprendida entre Qr(t) y s(¢) mientras dura el episodio, y la intensidad

maxima, M, la maxima diferencia entre Qr(t) y s(t) durante el episodio seco.
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intensidad maxima

Figura 1.1: Caracterizacién de un episodio de sequia.

Planteado el problema de esta forma, el primer punto a determinar es la senal
s(t) que se va a utilizar, ya que los modelos y metodologia posteriores dependeran,
en parte, de esa eleccién. Dadas las caracteristicas de la precipitacion en la Peninsula
Ibérica, consideramos que el periodo temporal unitario més adecuado para el estudio
es el mes. Partiendo de la serie cronoldgica de la precipitacién acumulada por meses,
figura 1.2, se define como senal s(t) la serie de la lluvia anual acumulada mévil. Esta
senal resulta adecuada porque, al tener una movilidad mensual, permite establecer
de forma precisa el periodo de ocurrencia de un episodio; por otra parte, en zonas
aridas, como gran parte de la Peninsula, la sequia requiere un periodo temporal
amplio para manifestarse y con la senal definida una observaciéon por debajo del
umbral implica que la precipitacién del ano anterior ha sido extrema. Una ventaja
adicional es que la ausencia de componente estacional en s(t) permite definir curvas

de referencia constantes.

1.3 Series de precipitacion analizadas

Las series de precipitaciéon analizadas se seleccionaron entre las estudiadas por Al-
marza, Lépez & Flores (1996), publicacién en la que se revisan las 50 series de lluvia

mas largas de nuestro pais. Ademads de presentar los valores medidos, detectan y
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serie de precipitacion mensual

t(mes)
serie de sumas moviles anuales

| umbral

Figura 1.2: Construccién de la serie s(t).

t(mes)

corrigen las inhomogeneidades observadas con el fin de obtener series coherentes.
Entre estas series, se han seleccionado las que presentaban menor ntimero de obser-
vaciones perdidas, mayor calidad y longitud, y una adecuada distribucién espacial:
Burgos, Huesca, Madrid, San Fernando -consideradas por Almarza series de referen-
cia debido a su calidad- y Murcia. Los autores sefialan que la serie de Murcia no
se puede considerar homogénea, incluso después de la correcciéon aplicada, debido a
un cambio en el aparato de medicién en 1901; por esta razon, no se ha utilizado la
serie registrada entre 1865 y 1900. Se han analizado ademds las series de Huesca
y Daroca, proporcionadas por el Centro Territorial de Aragén, Navarra y Rioja del

Instituto Nacional de Meteorologia.

En las series seleccionadas existe un pequenio niimero de observaciones perdidas.
Como la ausencia de una observacion en la serie original de lluvia mensual implica
doce observaciones perdidas en la serie s(t), se han completado los huecos de cada

serie con valores estimados. Se consideré la posibilidad de estimarlos mediante
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correlacién con series de observatorios préximos, pero la dificultad de obtener series
de calidad y las bajas correlaciones existentes entre las disponibles llevd a buscar
otras alternativas. Finalmente, las observaciones perdidas se estimaron a partir de

la propia serie utilizando el siguiente procedimiento.

La serie temporal de precipitacién acumulada mensual se separa en doce series

segun el mes.

- Se calcula el orden p del percentil al que corresponden cada uno de los seis
meses anteriores y los seis posteriores a la observacion perdida en la serie

mensual correspondiente.

- Con los valores de p calculados -doce, si todas las observaciones adyacentes
estan completas, o los disponibles en otro caso- se calcula una media ponderada
con pesos, 1, 2, 3,4, 5, 6, 6, 5, 4, 3, 2, 1 y se redondea al entero méas préximo,
pm. Se exige que el nimero de observaciones con el que se calcula la media

ponderada sea al menos seis; en la practica el nimero minimo ha sido nueve.

- El valor de la observacion perdida se estima con el percentil de orden pm de

la serie mensual correspondiente.

A continuacién se describen brevemente las caracteristicas de los registros de los

seis observatorios utilizados.

- Burgos. Serie registrada de 1-1862 al 12-1994 con 4 observaciones perdidas
correspondientes a los meses: 11-1869, 7-1880, 4-1946, 7-1978. Ha tenido tres
localizaciones: Instituto (1862 a 1943), Villafria (1944 a 10-1947), y Aerédromo
de Villafria (11-1947 a 1994).

- Daroca. Serie registrada de 10-1909 al 5-1998 con 5 observaciones perdi-
das correspondientes a los meses: 7 a 10-1937, 5-1994. Ha tenido una tnica

localizacion: Observatorio.

- Huesca. Serie registrada de 1-1862 al 12-1998 sin ninguna observacién perdi-
da. Ha tenido dos localizaciones: Instituto (1862 a 1948) y Monflorite (1949 a
10-1998).
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- Madrid. Serie registrada de 1-1859 al 12-1994 con 2 observaciones perdidas
correspondientes a los meses: 3 y 4-1939. Ha tenido dos localizaciones: Obser-

vatorio Astronémico (1859 a 1900) e Instituto Meteoroldgico (1901 a 1994).

- Murcia. Serie registrada de 1-1901 al 12-1994 con 5 observaciones perdidas
correspondientes a los meses: 11 a 12-1936, 5-1942, 5-1988 y 7-1988. Ha tenido
dos localizaciones: Instituto (1901 a 1944), y Aerédromo (1945 a 1994).

- San Fernando. Serie registrada de 1-1853 al 12-1988 con 1 observacién per-
dida correspondientes al mes: 3-1986. Esta serie fue reconstruida por Almarza
et al. (1996) uniendo informacién de dos observatorios préximos: la serie Hnos.
Urrutia registrada en Cadiz de 1853 a 1881 y la de 1882 a 1988 del Observa-
torio del Instituto de la Marina en San Fernando; la serie final verifica todos

los controles de homogeneidad.

En la tabla 1.1 se presenta un breve resumen descriptivo de las series de precipi-
tacién anual mévil de los observatorios analizados, que se completa con los corres-
pondientes histogramas, figura 1.3, y representaciones de la series temporales, figura
1.4. No se aprecian indicios claros de existencia de tendencia o comportamiento

ciclico en ninguna serie.

Benito et al. (1994) en su andlisis de los patrones de precipitacién en la Peninsula
Ibérica diferencian dos zonas en cuanto a la estructura temporal de la precipitacion;
por un lado, la vertiente atlantica en la que predomina la periodicidad anual, y por
otro, la mediterranea en la que predomina el ciclo semestral. Comparando las series
de precipitacién mensual de los distintos observatorios estudiados, tabla 1.2 y figuras

1.5 y 1.6, se observa que San Fernando es un observatorio del primer tipo, mientras

‘ Serie ‘
N° obs. 1596 1064 1644 1632 1128 1632
Media 5416.4 4284.0 5427.8 4284.3 2859.3 5628.5

Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S.Fernando

Dt 1207.8 | 1004.2 1505.6 | 1023.2 1015.9 | 1626.5
Min. 3031 1690 2484 2402 953 2309
Max. 8902 6927 11350 7464 5747 9990
p50 5230 4213 5166 4078 2813 5246

Tabla 1.1: Anélisis descriptivo de las series de precipitacién anual mévil, medidas en dl.
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Serie H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ San Fernando
Enero 329 205 231 262 126 570
197-618 | 104-370 | 100-473 | 108-482 | 33-248 312-1036
Febrero 351 220 322 295 123 545
173-530 | 115-334 | 110-527 | 154-515 | 25-316 248-939
Marzo 405 261 458 337 184 609
219-699 | 121 -399 | 210-633 | 166-531 | 80-375 337-987
Abril 494 363 421 387 224 332
311-728 | 220-513 | 227-663 | 198-633 | 79-452 180-594
Mayo 600 522 571 382 208 233
389-851 | 353-736 | 378-783 | 230-591 | 80-397 | 93-447
Junio 472 468 352 265 81 47
252-659 | 233-690 | 193-594 | 119-415 | 25-211 10-158
Julio 189 211 176 61 0 0
80-344 108-388 | 101-324 | 17-143 | 0-30 0-2
Agosto 180 207 271 62 8 0
66-299 81-410 129-543 | 11-139 | 0-48 0-7
Septiembre || 351 262 461 234 170 100
161-499 | 155-563 | 220-775 | 75-476 | 40-391 16-252
Octubre 460 319 386 410 309 542
330-650 | 134-529 | 213-813 | 197-707 | 107-508 | 248-1011
Noviembre || 498 327 436 483 226 789
309-690 | 216-471 | 234-740 | 252-725 | 90-425 384-1236
Diciembre 415 239 319 373 137 731
247-697 | 144-446 142-562 | 170-607 | 52-342 387-1224

Tabla 1.2: Mediana y rango intercuartilico de las series de precipitacién mensual, en dl.

Murcia es el representante mas claro del segundo. El resto combinan en diferente

medida ambos caracteres.

1.4 Implementacion en S-Plus

e Funcién: formatda.fun (formatda.txt). Esta funcién cambia el formato
de las series de Almarza et al. (1996). El resultado es una base de datos
que contiene tres columnas correspondientes al afio, el indice del mes y la
precipitacién mensual. Si estd disponible la precipitacion anual, verifica que no
hay errores comprobando que la suma de los meses correspondientes coincide

con el valor anual.

Argumentos: No tiene argumentos; una vez ejecutado se debe introducir el

nombre del fichero con los datos originales.
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e Funcién: relleno.fun (relleno.txt). Esta funcién localiza, estima y completa
las observaciones perdidas de una serie. El resultado es una base de datos con

las series completas.

Argumentos: No tiene argumentos; una vez ejecutado pregunta el nombre del

fichero que contiene la serie a completar.

e Funcién: mcsmo.fun (mcsmo.txt). Esta funcién construye la serie de preci-
pitacion anual moévil. El resultado es una base de datos con tres columnas, el
afno, el mes y la correspondiente suma movil. La primera observacién corres-

ponde a la observacion nimero doce de la serie de precipitacién mensual.

Argumentos:

- dataf: base de datos que contiene tres columnas, el ano, el mes y la

correspondiente precipitacion mensual.

e Funcién: descrip.fun (descrip.txt). Esta funcién realiza un breve anélisis
descriptivo de la serie de precipitacién mensual: medidas descriptivas, graficos
de caja, histogramas, representacién temporal, correlogramas y correlogramas
parciales por meses. También calcula la serie anual y hace un pequeno analisis
descriptivo, histograma, gréafico de caja, grafico probabilistico de normalidad

y correlogramas.
Argumentos:

- dataf: base de datos de la serie de precipitacién mensual.
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Capitulo 2

Teoria de extremos

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados fundamentales de la teoria
de extremos que seran la base de las propiedades y modelos desarrollados en capitulos
posteriores. Se pretende dar una visién general de su evolucién hasta su estado
actual, prestando especial atencién a los resultados de interés para el andlisis de

sequias.

El objetivo central de la teoria de extremos es desarrollar procedimientos, es-
tadisticamente justificables, para estimar la cola de una distribucién desconocida,
F', a partir de una muestra de datos. Este objetivo surge para dar respuesta a pro-
blemas que se plantean en multitud de dreas de aplicacién, en particular en estudios
de caracter medio-ambiental. Por ejemplo, la construccion de una estructura que
debe soportar las condiciones generadas por un cierto proceso aleatorio, y que fallara
en condiciones extremas del proceso. Obviamente, interesa disefiar la estructura de
forma que su probabilidad de fallo sea muy pequena, y para calcular esa probabilidad

es necesario un estimador del comportamiento del proceso en niveles extremos.

Los principales problemas con los que hay que enfrentarse para realizar esa esti-

macion son:

- La escasez de datos en la cola de la distribucién; los datos extremos son por
definicién anémalos, por lo que el nimero de observaciones disponibles es,

generalmente, muy pequeno.
- La necesidad de extrapolar la inferencia a situaciones no observadas, ya que

25
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las estimaciones de interés corresponden a valores que sobrepasan los maximos

de la muestra.

- La imposibilidad de usar la mayor parte de las técnicas de estimacion estandar,

que suelen producir estimadores de las colas muy sesgados.

Las bases de la teorfa de extremos en el marco de muestras aleatorias fueron
establecidas por Fisher y Tippett en la década de los 20, y unificadas y extendidas por
Gnedenko en los anos 40. La aplicacién estadistica de los modelos probabilisticos fue
estudiada y formalizada por Gumbel en los anos 50. En la década de los 70, Pickands
generalizé las leyes limite clédsicas, lo que permitié la mejora de los procedimientos
de modelizacién. A partir de los anios 80, se ha analizado el comportamiento de

valores extremos en procesos estocdsticos con estructura mas general.

La teoria de extremos se ha desarrollado habitualmente para el andlisis de maxi-
mos, por lo que la notacion estandar hace referencia a este tipo de datos. La mayor
parte de los resultados y técnicas son aplicables al andlisis de minimos, sin mas que

tener en cuenta la relacién,

inX; = — —X;).
min X; rglgag( i)

En este capitulo se revisa el método tradicional, basado en los resultados de
convergencia de la sucesiéon de méaximos, y otras aproximaciones alternativas mas

recientes.

2.1 Teoria clasica: analisis de maximos

Gumbel (1958) es la referencia cldsica para estos métodos cuyo objetivo es caracteri-
zar el comportamiento del méximo de muestras i.i.d. Dada una serie X1, Xo,..., X,

de v.a. i.i.d. con distribucion F', el comportamiento del maximo
Mn = maX{Xl,XQ, . ,Xn}
es, en principio, trivial ya que,

P(M, <z)=F"(z).
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En la préactica, F' puede ser desconocida o dar lugar a una expresion de la f.d.,
funcién de distribucion, del maximo compleja. Este inconveniente lleva a plantear
una aproximacién basada en argumentos asintéticos: el objetivo es caracterizar el
comportamiento asintotico de M,,, en particular determinar la distribucién limite
cuando n — oo, para utilizarla como aproximacién cuando n sea finito pero grande.
En el caso de que la distribucion limite fuera independiente de F' se podria estimar

la distribucién de M,, directamente.

2.1.1 Leyes limite

La convergencia de M,, es un problema trivial y degenerado, ya que con probabilidad
1 la sucesién convergerd a xp = sup{z € R| F(z) < 1}, el extremo superior, o
punto final, de F'. Alternativamente, como en el teorema central del limite, se puede
considerar la distribucién limite de la variable reescalada (M, — by,)/a, donde b, y
an son sucesiones de coeficientes normalizadores. Antes de presentar el teorema que
resuelve la cuestién es necesario definir la siguiente relacién de equivalencia en las

distribuciones.

Definicion 2.1. Se dice que dos distribuciones F' y F* son del mismo tipo si

existen constantes a y b tales que F*(ax 4+ b) = F(z) para todo x.

Teorema 2.1. (Fisher-Tippett). Si existen sucesiones de constantes, ay, y by, tales
que M, tiene una distribucion limite no degenerada, con funcion de distribucion G,

lim P (M < x) = G(x),

n—00 an,

entonces G es del mismo tipo que una de las distribuciones siguientes, con a > 0:

VEO: Go(x) = exp[—exp(—z)] si—00o<x <0

0 stx <0

VEL: Gi(z) = { exp(—z~%) stz >0

exp|—(—x)% stx <0
VE2: GM):{lp[ " siz > 0.

Inversamente, cada una de estas distribuciones G;, con i =0,1,2, es la distribucion
limite de una sucesion (M, —by,)/an; en particular, del mdzimo de una serie de v.a.

independientes con distribucion Gj.
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Es importante resaltar que este teorema no garantiza la existencia de limite no
degenerado de la sucesién M,,, ni especifica qué tipo de distribucién aparecerd si el

limite existe.

2.1.2 Distribuciéon Valor Extremo

El resultado anterior lleva a definir el concepto de distribuciéon Valor extremo.

Definicion 2.2. Una funcion de distribucion se dice de Valor extremo, VE,
si es de uno de los tres tipos especificados en el teorema 2.1, que se demominan:
distribucion de Valor extremo de tipo 0 (VEO0), 1 (VE1) o 2 (VE2), o Gumbel,

Fréchet y Weibull*, respectivamente.

Habitualmente, la distribucién Weibull se define como la distribuciéon de una v.a.
positiva, con Fyy(z) = 1 — exp(—z?®). En el contexto de la teoria de extremos, con
este nombre se denota a una de las posibles distribuciones limite de M,,, que se
concentra en (—o0,0) y tiene f.d. Ga(x; ) = 1 — Fyy(—x; o); para evitar confusiones

la denotaremos Weibull*.

Las caracteristicas de estas distribuciones son muy diferentes, aunque existe una

relacion funcional entre ellas,
X ~VEl(a) & aln(X) ~VE) & - X! ~ VE2(a).

Introduciendo un parametro de forma, v, se puede adoptar una parametrizacién que

las comprende a todas,

G(z;7y) = exp [—(1 + ’Y:C)_l/w} para 1+ -~z > 0.

Esta distribucion se puede generalizar anadiendo parametros de localizacién, pu,

y escala, o:

o
G(z;y,0,u1) =G< J”w)-

Los tipos 1 y 2 de la clase VE corresponden, respectivamente, a los casos v > 0
y 7 < 0. La distribucién Gumbel, o tipo 0, se obtiene como el limite de G(x;~)

cuando v — 0. Con esta notacién, la relacion entre las dos parametrizaciones es:
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Gi(x;1/v,1/v,—1/7) siy >0
Go(;1,0) siy=0.

Las funciones de densidad de las distribuciones VE son unimodales. Las distri-
buciones Fréchet y Gumbel tienen asimetria a derecha y la distribucién Weibull* es
asimétrica negativa si a < 3.6, positiva si a > 3.6 y simétrica si o toma ese valor. En
la distribucién Weibull*, el pardmetro de localizacién p es el punto extremo inferior

y en la Fréchet, el punto extremo superior.

Los momentos de orden j son,

mjcra = I'(l1—j/a) sia>j
mjcoa = (—1YT(1+j/a)

y los cumulantes de la distribucién Gumbel,

k1,60 = Chu
dr -1 .
KjGo = (—1)J% (1) para j > 2
siendo Y(t) = In[['(1 — t)].

La distribucion VE se puede caracterizar a través de la clase de distribuciones

max-estables.

Definicién 2.3. La distribucion correspondiente a una v.a. X se dice max-

estable, si existen constantes normalizadoras a, > 0 y b, tales que,

M, —b
—n w4y

anp,
Teorema 2.2. Una distribucion es max-estable si y solo si es una distribucion

Valor extremo.

Las constantes normalizadoras de las distribuciones VE son:

- Gumbel: b, =In(n) y ap, =1
- Fréchet: b, =0y a, = nl/a

- Weibull*: b, =0y a, =n~ /.
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2.1.3 Convergencia débil de los maximos. Dominios de atraccion

Un gran esfuerzo en la investigacion de teoria de extremos se ha dirigido a la carac-
terizacién de condiciones suficientes bajo las que el méximo normalizado converge,
al calculo de las constantes normalizadoras y a la determinacion del tipo de distri-
bucién limite. A continuacién se exponen algunos de los resultados de convergencia

mas importantes.

Teorema 2.3. Dada una sucesion u, de nimeros reales y T € [0,00], la condicion

lim nF(u,) =T
n—oo

es equivalente a,

lim P(M,, < uy,) = exp(—7).

n—oo

Teorema 2.4. Sea 7 una constante en [0,00) y F una f.d. con zp < co; entonces,

existe una sucesion u, que verifica,

lim nF(u,) =T,
n—o0

sty solo si, ~
F
lim &)y
zlxp F(.Tf)

con F(z) =1— F(x).

Como consecuencia de este resultado, si una distribucién F’ tiene un salto en el punto
final de la distribucién, no existe una distribucién limite de M,, no degenerada. Por
ejemplo, la distribucién limite del maximo de variables con distribucién Poisson,

Geométrica o Binomial negativa, es degenerado.

Teorema 2.5. Si M, es la sucesion de mdximos de una sucesion de v.a. i.i.d. con

distribucion F' absolutamente continua, sus constantes normalizadoras son:
a, = h*(by)
b, = F1(1-1/n)

donde h* es la funcién de riesgo reciproca, h*(z) = F(x)/f(x). Si la distribucion

limite de M, es no degenerada, su pardmetro de forma serd v = limg_., dh*(x)/dz.



2.1. Teoria clasica: analisis de maximos 31

En conclusion, el teorema 2.1 asegura que bajo condiciones que garanticen la
existencia de la distribucion limite de M, ésta es VE, y el teorema 2.5 proporciona

la forma concreta de esa distribucién.

Otro punto de interés es la caracterizacién de las distribuciones F' para las que

el maximo normalizado converge a un determinado tipo de distribucién VE.

Definicion 2.4. Una funcion de distribucion F pertenece al max-dominio de
atraccion de una distribucion G, MDA (G), si la distribucion limite de la sucesion

de mdzimos normalizados M, con distribucion de base F', es G.

La caracterizacién del MDA de cada una de las tres distribuciones posibles re-

quiere algunos resultados previos.

Proposicion 2.1. Una distribucion F con constantes de mnormalizacion a, y by

pertenece al MDA de una distribucion G Valor extremo, si y sélo si,

lim nF(apx + b,) = — In[G(x)].

n—~o0

Definicion 2.5. Una distribucion, F, se dice de variacion regular con indice

—a, y se denota F' € R_,,, si:

cont > 0.

Estas funciones se caracterizan porque la cola del maximo M,, determina la cola de
la suma S, = Y_.i*; Xj, ya que las probabilidades P(M,, > x) y P(S,, > x) son del

mismo orden.

Definicion 2.6. Dos distribuciones F' y H se dicen cola-equivalentes, si xp =

TH Y, B
lim 11—1(36)
e H(z)

=c con 0 < ¢ < 0.

Una propiedad de estas distribuciones es que pertenecen al mismo dominio de atrac-
cién y tienen las mismas constantes normalizadoras, propiedad que permite definir
los dominios de atraccion como clases de equivalencia con constantes de normaliza-

cién unicas asociadas a cada clase.
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MDA de la distribucion Fréchet

Teorema 2.6. Una distribucion pertenece al MDA (VE1) si y sélo si su funcion de
distribucion es una funcion de variacion reqular:
F e MDA(VELl) < F(z) € R_,.

Las constantes normalizadoras son b, =0y a, = F~1(1 —n"1).

Teorema 2.7. Condicion de von Mises del MDA(VE1). Si F es una f.d. absolu-

tamente continua tal que,
im :cf(:c) =«
= Fla) "

entonces F € MDA(VE1). Ademds, solo pertenecen al MDA(VE1) las funciones

que verifican la condicion de von Mises y las que son cola-equivalentes a ellas.

Las distribuciones Pareto y Cauchy pertenecen al MDA(VEL).

MDA de la distribucién Weibull*
Teorema 2.8. Una distribucion F pertenece al MDA(VE2) si y sélo si su punto

final es finito y F(xp — 2~ ') es una funcion de variacion reqular:

Tp < OO0
Fe MDA(VE2) & ¢ _
F(zp—27 1) € R_,.

Las constantes normalizadoras son b, = rp y a, = vp — F~ (1 — 1/n).

Teorema 2.9. Condicion de von Mises del MDA(VE2). Si F es una f.d. absolu-

tamente continua con densidad positiva en un intervalo finito (z,xp), y

fim @)
% F(a) /

entonces, F € MDA(EV?2). Ademds, sélo pertenecen al MDA (VE2) las distribu-

ctones que verifican la condicion de von Mises y las cola-equivalentes a ellas.

Las distribuciones Beta y Uniforme pertenecen al MDA (VE2).
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MDA de la distribucion Gumbel

Definicion 2.7. Una funcion F' es una funcién de Von Mises, si existe z < xp

tal que F' se puede expresar como,

F(r) = cexp [—fzx %dt} para z < x < Tp
siendo ¢ una constante positiva, y a(t) una funcion positiva absolutamente continua
tal que limy_.,, da(t)/dt = 0. Si existe, una eleccion posible de a(t) es la funcion de

riesgo reciproca h*(t).

Teorema 2.10. Condicion de von Mises del MDA (VEQ). Si F es una funcion de
von Mises, entonces F' € MDA(VEQ). Ademds, solo pertenecen al MDA(VEQ) las

funciones de von Mises y las que son cola-equivalentes a ellas.

Las distribuciones Exponencial, Weibull, Erlang, Normal, Gamma y Lognormal
pertenecen al MDA (VEO).

2.1.4 Limitaciones del andlisis de maximos

Una limitacién importante de los resultados del andlisis clasico de extremos, es que
requieren la independencia de las observaciones. Esta condicién es muy restrictiva,
especialmente en problemas medio-ambientales, donde es frecuente que las series de
observaciones presenten estructura de dependencia a corto plazo. En la seccién 2.4

se revisaran resultados de la teoria de extremos aplicables en series dependientes.

Otro inconveniente de esta aproximacion es que los procedimientos de inferencia
basados en la distribucién limite del maximo son ineficientes. Al considerar sélo
el maximo observado en un determinado periodo de tiempo, generalmente un afo,
se pierde la informaciéon de un gran nimero de observaciones que también tienen
caracter extremo. Para evitar este problema se han desarrollado técnicas que per-
miten incluir en el andalisis un mayor nimero de datos extremos de la muestra. Por
ejemplo, la generalizacién propuesta por Pickands (1975) y Weissman (1978), y des-
arrollada por Gomes (1981), Smith (1986) y Tawn (1988), consistente en considerar
en cada periodo, un nimero k de estadisticos ordenados superiores. Otra aproxi-
macién, valida en las mismas condiciones que el andlisis de maximos, que permite

incorporar a la muestra un mayor nimero de observaciones extremas son los métodos

EOT.
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2.2 Excesos sobre un umbral

Los métodos de excesos sobre un umbral, EOT (Ezcesses Over Thresholds), se basan
en la hipdtesis de que la ocurrencia de excesos sobre un umbral estricto en una
serie de v.a. i.i.d. presenta un comportamiento Poisson, y que los excesos tienen
una distribucién exponencial o, méds generalmente, Pareto generalizada, (Davison &

Smith 1990).

Este tipo de métodos se desarrollaron en el campo de la Hidrologia (Todorovic
& Zelenhasic 1970), donde se aplicaban, sin justificacién teérica, al andlisis de series
que presentaban dependencia a corto plazo utilizando el procedimiento denominado
de picos sobre un umbral, POT, (Peaks Over Thresholds). Este método consiste en
analizar la serie formada por los picos de la serie de excesos, definiendo un pico como
el maximo valor observado durante una secuencia de excesos consecutivos. Sobre la
serie de picos, que se supone i.i.d, se aplica el procedimiento EOT. Posteriormente se
han aplicado también al anélisis de series medio-ambientales, (Smith 1989, Davison
& Smith 1990, Rasmussen et al. 1994).

Antes de justificar la aproximaciéon EOT se revisan algunas propiedades del pro-

ceso de Poisson y la distribucién Pareto generalizada.

2.2.1 Proceso de Poisson

Definicién 2.8. Un proceso de Poisson en R* de tasa A(t), PP(\(t)), es
un proceso puntual en el que los puntos, T1,Ts,... ocurren de forma totalmente
aleatoria; denotando H; a la trayectoria del proceso hasta el instante t, y N(u,v)
a la variable nimero de ocurrencias en el intervalo (u,v]|, un proceso de Poisson

verifica, para todo t,

P(N(t,t +68) = 1| Hy) = A(£)8 + 0(0)
P(N(t,t+6) > 1| Hy) = o(6)

de forma que,

P(N(t,t+8)=0| Hy) =1—X(t)d + 0(9).

Si la funcion A(t) es constante, el proceso se denomina homogéneo, PPH, y en otro

caso, no homogéneo, PPNH.
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Esta definicién no es facil de comprobar en la préactica, pero existen caracteriza-

ciones equivalentes mas sencillas de verificar.

i.

ii.

Caracterizacién del nimero de ocurrencias en un intervalo. Sea A un conjun-
to arbitrario sobre el eje temporal y N(A) el nimero de puntos del proceso
en él. En un PPH las v.a. N(A;), N(Az),..., con Ay, Ag,... intervalos tem-
porales disjuntos, son independientes y tienen distribucién Poisson de media
AA1], M| Azl, ..., donde |A| es la longitud del conjunto A.

Caracterizacién de los tiempos de recurrencia. Los tiempos de recurrencia de
un proceso puntual en IRT se definen como los intervalos transcurridos entre
dos ocurrencias consecutivas, Tr; = Ty, Try = 15 — T1,... En un PPH los
tiempos de recurrencia son realizaciones independientes de una v.a. Exponen-
cial de pardametro A. Una consecuencia de esta caracterizacién es que cada

instante de ocurrencia 7T; tiene distribucién I'(i, A).

La siguiente propiedad, (Leadbetter, Lindgren & Rootzén 1983), es de gran

aplicacion y se utilizard en andlisis posteriores,

Proposicion 2.2. Todo proceso de ocurrencia obtenido como resultado de un pro-

ceso de borrado aleatorio -proceso en el que cada punto se elimina o permanece de

forma independiente, con una probabilidad determinada p- de un proceso de Poisson,

es también un proceso de Poisson.

2.2.2 Distribucion Pareto Generalizada

Definicion 2.9. Una distribucion se dice Pareto generalizada, PG, si su funcion

de distribucion es:

con

H(z) =1~ (1+~2)"/,

x>0 sty >0

0<z<-—-1/y sty < 0.

La distribucién se puede generalizar afiadiendo parametros de localizacion p y

escala o,

T —p
H(x;7,0, 1) =H< . ;v>-
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Esta distribucién contiene a tres familias de distribuciones: Exponencial o PGO,
Pareto o PG1, y Beta* o PG2, una subfamilia de las distribuciones Beta con

pardmetros (a, 1). Para comprobarlo, basta reparametrizar de forma conveniente,

0 siz <0
PGO: HO(:C)_{ 1 —exp(—z) sixz>0

0 stz <1
PGL: Hl(x):{l—xo‘ six>1

0 siz < —1
PG2: Hy(x)=4 1—(—2)* si—1<zx<0

1 siz >0

con a > 0. La relacion entre las dos parametrizaciones es:

Hy(z;1/7,1/v,-1/7) siy>0
H(z;y) =4 Ha(x;—1/v,—1/v,—1/7) siy <0
Ho(z;1,0) siy=0.

Entre las funciones de distribucién PG y VE existe una relacién funcional,
H(xz) =1+ In[G(z)],

con In[G(x)] > —1; en concreto, las distribuciones PG0, PG1, y PG2 se corresponden
con los tres tipos de la distribuciéon Valor extremo, VEO, VE1 y VE2, respectiva-

mente.

Las distribuciones Pareto, Exponencial y Beta* con parametro o > 1 son de-
crecientes en su dominio; la distribucién Beta* con o < 1 es creciente y, si a = 1,
coincide con la distribucién Uniforme[—1,0]. Los momentos de orden j correspon-
dientes son,

mjH,a = of(a—7) sia>j
mim2a = (=1)a/(a+ ),

y los cumulantes de la distribucién Exponencial,

Kj HO,oo = (j—l)!a_j.

La siguiente propiedad es de gran utilidad en los analisis EOT y POT y carac-

teriza la distribucién PG.
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Definiciéon 2.10. La funcion de distribucion F de una variable X se dice POT-
estable si existen constantes a, y by, tales que la distribucion del exceso sobre u,
Xy =X —u| (X > u), normalizado, tiene la misma distribucion que X,

Fx, (x — b“) = F().

Ay,

Proposicion 2.3. La distribucion PG es POT-estable y es la dnica que presenta

esta propiedad; en particular, si X es PG(v,o,u), para u > u se verifica,

Xu(z) ~ PG(7v,0 +~(u— p),0).

La ausencia de memoria de la distribucién Exponencial es un ejemplo de la propiedad

anterior.

2.2.3 Justificacion asintdtica

Cuando se definen umbrales muy estrictos, se puede justificar asintéticamente que
la ocurrencia de los excesos sobre el umbral de una serie i.i.d. se comporta como un

proceso de Poisson de intensidad,

_ —1/y
A(tl,tg) = (tg — tl) (1 +’7%) .

En una muestra de tamano n, el nimero de excesos r, sobre un umbral fijo u,
es aleatorio y tiene una distribucién Binomial de pardmetros n, y p, = F(uy,).
Utilizando la aproximacion de una distribucién Binomial por una Poisson cuando

np, — T, se obtiene el siguiente resultado (Leadbetter et al. 1983).

Teorema 2.11. Sea (X)) una serie de v.a. i.i.d. con distribucion F, y r, el

numero de excesos de la serie sobre el umbral u,. Si la sucesion de umbrales (uy,)

verifica,
Jim nF(u,) =, (2.1)
entonces, para k=0,1,2,...
ks
. T
Him, P SR =773
5=

Inversamente, si esta propiedad es cierta para un valor de k, se verifica la condicion

2.1y, en consecuencia, la propiedad es cierta para todo k.
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Este teorema permite justificar el cardcter Poisson del proceso de ocurrencia de
los excesos. En efecto, escalando el rango temporal con un factor n, r,, corresponde al
numero de excesos en el intervalo unidad (0, 1], y su distribucién es, en las condiciones
del teorema anterior, aproximadamente Poisson. De forma andloga se prueba que
el nimero de excesos en cualquier intervalo acotado tiene una distribucién limite
P(7). Ademés, por hipétesis, el nimero de excesos en intervalos disjuntos son v.a.
independientes. En consecuencia, en condiciones que garanticen la existencia de la
distribucién limite de M,,, y con n grande, la ocurrencia de los excesos sobre u,, se

comporta como un proceso de Poisson de tasa .

En el método EOT, la inferencia de los excesos se basa en la distribucion de la
variable exceso sobre u, X,

Flu+z) — F(u)
F(u)

Fuz)=P(X —u<z| X >u)=

La forma del limite de esta distribucién cuando u — oo, se deduce del siguiente

teorema obtenido por Pickands (1975) y Balkema & Haan (1974).

Teorema 2.12. Sea H una funcion de distribucion PG con valor v dado; entonces,

lim inf sup |Fy(xoy +u) — H(x;7)| =0,
ulzp 0<0u <00 < p< oo

sty solo si,

lim F"(apz + b,) = G(z;7)

n—oo

para 1 +~x >0, y G una funcion de distribucion VE.

Esencialmente, este resultado significa que F,, se aproxima bien por una distribu-
cién PG, si y sélo si F' pertenece al maximo dominio de atraccién de una distribucion

VE con el mismo pardmetro de forma .

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema sobre la equivalencia

del procedimiento EOT y el andlisis cldsico de maximos.

Teorema 2.13. La convergencia del mdzrimo muestral M, a una distribucion VE
es equivalente a que la distribucion de la tasa de excesos sobre umbrales u,, con
u, T 00, converja a una distribucion Poisson, y la de los correspondientes excesos a
una PG.
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2.3 Aproximacion utilizando procesos puntuales

El procedimiento EOT y el procedimiento de los k-estadisticos superiores, con el
analisis de méximos como caso particular cuando k = 1, se pueden incluir dentro
de una aproximacion mas general basada en resultados de procesos puntuales. Esta
aproximacion permite incorporar a la inferencia todas las observaciones extremas,

definiendo como extremos los valores que exceden un umbral estricto.

La idea bésica consiste en formar, a partir de una serie (X;) de v.a. i.i.d. con dis-
tribucién desconocida F', un proceso puntual bidimensional {(i, X;) : i =1,...,n},
y caracterizar el comportamiento de este proceso en regiones [t1,t2] X (u,00); de
esta forma, se obtiene una representacién del comportamiento de X; en las colas.
Formalmente, el argumento asintético es el siguiente: dada F' € M DA(G), con cons-
tantes normalizadoras a, y b,, y una serie de umbrales crecientes u,, se define el

proceso puntual bidimensional escalado,

. X;—b
Pn:{< ! ,17n>:i:1,...,n}.
n-+1 an

El sentido de escalar el proceso al intervalo [0,1) es mantener el nimero esperado

de excesos aproximadamente constante, ya que al crecer n, y en consecuencia u,,
los excesos sobre el umbral se hacen cada vez mas escasos. Definiendo para cada n
un proceso en los puntos j/(n + 1), con j = 1,2,...,n, la disminucién del nimero
de excesos provocada por el aumento de u,, se equilibra con la mayor densidad de

puntos j/(n + 1).

Al crecer n, las ordenadas de P, tienden a agruparse en torno al punto final
inferior de la distribucién de la variable normalizada, (X; — by,)/a,, pero lejos de
la frontera inferior se comportan como un proceso de Poisson no homogéneo. En
efecto, en una topologia de conjuntos que excluyan la frontera inferior, se comprueba
la convergencia débil del proceso P, a un proceso de Poisson y, en consecuencia,
en niveles altos, el proceso P, se puede aproximar por un proceso de Poisson de

intensidad,
xr — _1/'7
A{(tl,tg) X (1‘, OO)} = (tg — tl) |:1 —l—’yT:| .

Para obtener esta expresion basta calcular la intensidad asociada a un conjunto
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A={(0,1) x (z,00)},

A(4) = —In|lim P(Ny(4) =0)]

n—o0

- —ln[lim P (M,(A) < x)}-

n—oo

Si la sucesion de maximos es convergente,

xr — ,LL 71/’7
lim P (M,(A) <z)=-exp|— <1+’y ) ,
n—00 o
y teniendo en cuenta que A({(t1,t2) X (z,00)}) = (t2—t1)A(A) se obtiene la expresién

buscada.
También la distribuciéon PG de la variable exceso se deduce de esta aproximacion;
si denotamos X, a la i-ésima variable de una muestra de tamano n,

lim F,(z;i,n) = lim P(X;p >u+x| X;pn > u)

n—oo n—o0

A{(0,1) x (u+ x,00)}
A{(0,1) x (u,00)}

—1/y
()
o+ yu—yp

que corresponde a una distribuciéon PG con pardmetro de escala o + yu — ypu.

Todos los resultados de teoria de extremos mencionados anteriormente pueden

obtenerse a partir de esta representacion.

2.4 Teoria de extremos para series dependientes

Los resultados expuestos hasta el momento se basan en la hipétesis de independen-
cia de la serie (X,,). Sin embargo, algunas caracteristicas frecuentes de las series
medio-ambientales son la existencia de tendencias, la dependencia a corto plazo, la
estacionalidad, la influencia de covariables externas, etc., caracteristicas que impi-
den suponer la independencia de las observaciones. En este apartado se caracterizan
las condiciones de dependencia bajo las que los resultados de la teoria de extremos

siguen siendo aplicables.
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Condiciones de convergencia del maximo de procesos estacionarios

Definicion 2.11. Un proceso se dice estrictamente estacionario si la distribucion

de todo vector de dimension finita es invariante bajo desplazamiento temporal,

d
(Xth e 7Xtm) = (Xt1+h7 . 7$tm+h)

para cualquier eleccion de t1 < ... < t,, y cualquier entero h.

Definicién 2.12. Dado un proceso estacionario (X,), se llama proceso asociado
a un proceso (X'n) de v.a. i.i.d. con la misma distribucion de probabilidad que las

variables del proceso (Xy,).

El siguiente objetivo es establecer condiciones que permitan asegurar que el
maximo muestral de una serie estacionaria, y el de la correspondiente serie asociada,

tienen el mismo comportamiento limite.

Definicién 2.13. Diremos que una serie X, verifica la condicién D(u,) si para

enteros cualesquiera,
1< <. <ip<in<...<jg<n,

tales que j1 — i, > 1, se verifica,

P max X;<u,|]—PlmaxX; <u,|P|maxX, <u <«
' (ieAlUAQ b= ") <ieA1 b= "> <ieA2 = "> = niln
con Ay = {i1,...,ip}, Ao = {j1,.. ., Jg} vy limyoo g, = 0, para alguna sucesion

l, =o(n).

Esta condicién es mas débil que la mayor parte de las formas cldsicas de depen-
dencia y se verifica en procesos en los que no existe dependencia a largo plazo, o
ésta es débil. Bajo esta hipdtesis, se puede enunciar el siguiente resultado sobre la

distribucion limite del maximo de un proceso estacionario.

Teorema 2.14. Sea M, la sucesion de mdximos de un proceso estacionario. Si
existen constantes ay, y by, tales que, la condicion D(uy) se verifica con u, = apx+by,
para todo x € IR, y

M, —b
lim P (u < x) = G(z),
n—o0 an

la distribucion limite de My, G, es una distribucion VE.
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Asi, la condicién D,, se puede interpretar como una propiedad que garantiza que
la dependencia a largo plazo de la serie es lo suficientemente débil para no afectar
a la distribucién limite de M,. El teorema 2.14, no proporciona informacion sobre
el tipo de la distribuciéon G, ni sobre su relacién con el limite de la serie asociada;

para obtener esa clase de resultados es necesario imponer condiciones mas fuertes.

Definicién 2.14. Diremos que una serie (X,) verifica la condicién D’(uy,) si,

[n/k]
lim limsup n Z P(X1 > up, Xj > u,) =0.

kHOO n—oo .
J=2

D'(uy,) es una condicién anti-cluster que limita la probabilidad de que se produzca

mas de un exceso en las variables X1,..., X}, /x); en efecto, esta condicién implica,
[n/k]
E Z I{Xi>un,Xj>un} < [n/k| Z E(I{X1>un,Xj>un) — 0.
1<i<j<[n/k] j=2

Teorema 2.15. Sea (X)) una serie estacionaria con f.d. F € MDA(VE), ay y
by las correspondientes constantes normalizadoras, y (X'n) su proceso asociado. Si
(X,) satisface las condiciones D(uy,) y D'(uy,) con u, = a,x+by, yx € R, entonces,

lim P (M < x) = G(x)

n—00 an,

lim P <M < x) = G(z).

n—o0o

con G una funcién de distribucién VE. Por consiguiente, se puede decir que las
condiciones D(uy,) y D'(uy,) obligan a la sucesién (M,,) a comportarse como (M,),
de forma que el problema del méximo de una serie estacionaria se reduce al de una
serie i.i.d. Como consecuencia, bajo estas condiciones, la convergencia a un proceso
de Poisson del proceso de ocurrencia de los excesos sobre un umbral estricto se

mantiene Leadbetter et al. (1983).

En la mayor parte de las series medio-ambientales, la condicién D(u,) es plau-
sible; desafortunadamente, no se suele verificar la condicién D’(uy,), ya que es fre-
cuente la existencia de dependencia temporal a corto plazo que provoca la formacién

de clusters de observaciones extremas.
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Convergencia del maximo de series con dependencia a corto plazo

Definicién 2.15. Sea (X,,) un proceso estrictamente estacionario; si para todo
7> 0, existe una sucesion uy, tal que,

nlLHéo nF(u,) =,

se llama indice extremal de la serie, 0, a un valor no negativo tal que,

lim P(M, < u,) =e 7.

n—oo

Otra caracterizacién posible, suponiendo de nuevo que la sucesién P(M,, < uy,)
converge, es

0 = lim P(max(Xs,...,Xp,) <up)| X1 > uy),

n—oo

donde p, = o(n).

El indice extremal se puede interpretar como el reciproco del tamano medio
asintotico de los clusters en niveles extremos; esta interpretacion, mas intuitiva, se

basa en los resultados de Hsing, Husler & Leadbetter (1988).

El rango de valores posibles de 6 es [0, 1]; en un proceso independiente el indice
extremal es 1 -aunque # = 1, no implica independencia- y cuanto mayor es la ten-
dencia del proceso a formar clusters en los valores extremos, mas se aproxima 6 a

0.

El efecto de la dependencia en el comportamiento asintético de los maximos se

establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.16. Sea (X,,) un proceso estacionario con indice extremal 0 que satis-

face la condicion D(uy,) para u, = anx + by; entonces,

lim P <M < x) = G(x)

n—00 a

sty sélo st,

lim P (M < x) = G.(z),

n—00 an

con G y G, distribuciones no degeneradas y G(z) = G¢(x).
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Este resultado indica que la distribucion asintética del maximo en un proceso
con dependencia a corto plazo es también VE. Ademds, el tipo de la distribucién,
equivalentemente el pardmetro de forma, no se ve afectado por la existencia de
dependencia. Su unico efecto es elevar a la potencia 6 la distribucién limite de
la serie independiente (X'n) y, por consiguiente, sélo afecta a los parametros de

localizacion y escala.

En resumen, bajo la condicién D(uy,), los resultados asintdticos para procesos

independientes son aplicables a procesos con dependencia a corto plazo.

2.5 Inferencia

En la inferencia de problemas de extremos se pueden utilizar distintos procedimientos
-técnicas graficas, método de los momentos, de minima distancia, etc.- pero el mas
frecuente es el de maxima verosimilitud. Este procedimiento presenta la ventaja de
que la teoria en la que se apoya esta bien estudiada; ademads, se puede generalizar

con facilidad, lo que permite su aplicacion en situaciones con estructuras complejas.

La aplicacién de resultados de inferencia méximo verosimil requiere la compro-
bacién de las condiciones de regularidad necesarias. Este aspecto fue estudiado por
Smith (1984), que estableci6 las siguientes conclusiones respecto a las distribuciones
VE y PG:

- Si~vy > —0.5, los MLE son completamente regulares.
- Si—1 <y < —=0.5, los MLE existen pero no son regulares.

- Si~vy < —1 los MLE no existen.

El valor v < —0.5 corresponde a distribuciones con una cola superior muy corta y
acotada, caracteristicas que no son frecuentes en los datos medio-ambientales por lo
que, en general, éstos verificaran las condiciones necesarias para que los estimadores

sean regulares.



Capitulo 3

Modelizacién del proceso de
periodos secos mediante un
Proceso de Poisson

Un indicio de la existencia de un estado de sequia es la entrada de la serie de preci-
pitacion por debajo de un determinado umbral; en consecuencia, una posible apro-
ximacion para estudiar este fenémeno consiste en analizar la serie de esos periodos,
que denominaremos periodos secos. La teoria de extremos de procesos estocasticos
estacionarios y los resultados de la aplicacion del método POT a otras series medio-
ambientales, apoyan la hipétesis de que. considerando umbrales suficientemente
estrictos como los que definen el estado de sequia, el proceso de ocurrencia de pe-

riodos por debajo del umbral corresponderd a un PP.

El proceso de ocurrencia no es el inico aspecto de interés de la sequia; en su
modelizacién se deben considerar también las magnitudes que permiten caracterizar
la importancia y gravedad de los episodios: el déficit, la duraciéon y la intensidad
maxima. Teniendo en cuenta los factores expuestos, un modelo que se adapta a las
caracteristicas del fendmeno y permite dar respuesta a los objetivos planteados es el

proceso de Poisson compuesto.

45
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3.1 Proceso de Poisson compuesto

Definicién 3.1. Un proceso de Poisson compuesto, PPC(\, F,...,F}), es
un proceso puntual, en el que a cada ocurrencia se le asocia un vector aleatorio

(X1,...,Xk), que verifica las siguientes hipdtesis:

i.- La sucesion de los instantes de ocurrencia: 0 < T < Ty < ... forma un

proceso de Poisson(\).

it.- La muestra (X1;,...,Xk;)i=1..n del vector de magnitudes es i.i.d. con distri-
buciones marginales Fi,. .., Fj.
141.- Las variables X1,..., Xk, son independientes del proceso de ocurrencia.
El modelo mas sencillo supone que las variables (X1,..., Xk) son independien-

tes entre si, aunque se pueden formular modelos mas complejos que modelicen la

dependencia existente entre esas variables.

3.1.1 Generalizaciones del PPC

Una clase importante de procesos puntuales son los procesos de renovacién, PR,
generalizacion de los procesos de Poisson que se obtienen al eliminar la hipétesis de
exponencialidad; es decir, son procesos puntuales en los que los tiempos de recu-

rrencia son v.a. independientes e idénticamente distribuidas.

En los PR, y en los PP en particular, se supone que las ocurrencias son instanta-
neas; en la practica, es frecuente que las ocurrencias no sean exactamente puntuales
sino que tengan una duracién asociada. Si esta duracién es comparable a la de los
intervalos de separacién, puede ser mas interesante utilizar modelos que representen

la sucesién de estados alternantes del proceso.

Definiciéon 3.2. Un proceso de renovacién alternante, PRA, representa un
sistema que puede estar en dos estados, 1 y 2. El sistema permanece durante un
tiempo T'1 en el estado inicial 1, posteriormente pasa al estado 2, en el que permanece
durante un tiempo T2, y asi sucesivamente. El modelo requiere que la muestra del

vector aleatorio (T'1;,T2;)i=1, n sea independiente e idénticamente distribuida.
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Esta definicién implica que las series (T'1;) y (72;) sean i.i.d., pero T1; y T2;
pueden ser dependientes; es decir, la permanencia en el estado 1 no depende del

pasado, pero la del estado 2 puede depender de lo ocurrido en el estado 1 anterior.

Un PRA compuesto, PRAC, es un modelo que se obtiene de forma anéloga al
PPC, definiendo en este caso dos vectores aleatorios de magnitudes que caracterizan
los periodos en estado 1 y en estado 2, respectivamente. Las series de variables de
cada uno de estos dos vectores deben ser i.i.d, pero puede existir dependencia entre
las observaciones del mismo instante ¢, ya sea entre componentes del mismo vector

o de los vectores asociados a distintos estados.

3.1.2 Proceso de los periodos secos. Justificacion del modelo

En primer lugar hay que senalar que el proceso de los periodos secos observado es
de caracter discreto, mientras que el proceso de Poisson es un proceso en tiempo
continuo. La aproximacion de un proceso estocastico en tiempo discreto tipo POT se
apoya en la teoria asintética de extremos de series de tiempo, revisada en el segundo
capitulo y cuyo desarrollo se puede consultar en Leadbetter et al. (1983). Por otra
parte, el proceso de los periodos secos no es estrictamente un proceso puntual puesto
que las ocurrencias tienen asociada una duracién; no obstante, esta aproximacién es
razonable, ya que la sequia es un fenémeno anémalo y las duraciones de los periodos
secos seran mucho menores que las de los periodos no secos. En estas condiciones
es necesario determinar a qué instante se asocia la ocurrencia de cada episodio. Se
proponen tres alternativas, que permitiran verificar si las propiedades del proceso

dependen de la definicién utilizada:

- Punto medio: esta definicién es la mas natural desde el punto de vista fisico.

- Punto inicial: esta localizacién tiene la ventaja, de interés en los modelos de

prediccién, de que su valor es conocido desde el comienzo del episodio.

- Punto de intensidad maéxima: esta definicion aporta aleatoriedad a la locali-
zacién del punto de ocurrencia dentro del episodio, y permite la aplicacién de

la siguiente propiedad.
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Propiedad 3.1. Si el proceso de ocurrencia asociado a un umbral u es un PP()\,),

el proceso de ocurrencia asociado a un umbral mds estricto, u, > u, serd también

Poisson con tasa Ay, = Ay[1 — F(uy)], siendo F(y) =P (X <y| X >u).

En efecto, consideremos el proceso de ocurrencia correspondiente a un umbral dado;
tomando como punto de ocurrencia el de intensidad maxima, los procesos correspon-
dientes a umbrales mas estrictos se obtienen al eliminar los puntos cuya intensidad
es menor que el nuevo umbral. El caracter aleatorio del borrado lo garantizara la
hipétesis de independencia entre el vector de magnitudes, en particular la intensi-
dad méxima, y el proceso de ocurrencia. Finalmente, como un proceso de borrado

aleatorio conserva el cardcter Poisson, propiedad 2.2, se obtiene el resultado.

Respecto al vector de magnitudes asociado a cada episodio, estard formado por
las variables que describen la gravedad de una sequia: duracién, déficit e intensidad
méxima (L, D, IM).

El proceso de periodos secos se puede enmarcar en un modelo més general, un
PRA, en el que los estados alternantes correspondan a periodos secos, que denota-
remos ps, y periodos no secos, pns, segin la serie de precipitaciéon acumulada esté
0 no, por debajo del umbral de definicion. Para caracterizar los ps se considera el
vector de magnitudes (L, D, I M) y para los pns se definen tres magnitudes anélogas:

duracidn, exceso e intensidad méxima, (Lns, Ens, IMns).

El resto del capitulo se dedica a describir el proceso de formulacién y ajuste
del modelo. El primer paso es definir el umbral que determinara la regién critica.
Posteriormente se comprueba el caracter Poisson del proceso de ocurrencia de los
periodos secos obtenidos con el umbral seleccionado y, finalmente, se analizan las

series de magnitudes asociadas a esos episodios.

3.2 Seleccion del umbral

La eleccién del umbral debe basarse, en primer lugar, en criterios de tipo climatico,
yva que los periodos con observaciones inferiores a su valor deben corresponder a

situaciones anémalas de escasez de precipitacién. Como el concepto de periodo seco
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no es preciso y existen distintos criterios de definicion, la seleccién basada en ellos

no proporcionara un unico umbral valido sino un rango de valores posibles.

Por otra parte, se analizan las propiedades estadisticas de las series asociadas a
los umbrales en ese rango: el cardcter Poisson del proceso de ocurrencia y el ajuste
a una distribuciéon con buenas propiedades, como la PG, de los excesos sobre el
umbral. En consecuencia, aparecen dos objetivos contradictorios entre los que se

debe buscar un equilibrio:

- Definir umbrales lo suficientemente criticos para poder aplicar los resultados

de la teoria de extremos de procesos estocasticos.

- Considerar valores del umbral que proporcionen un numero razonable de ob-
servaciones; la variabilidad de las estimaciones serd menor cuanto mayor sea

el tamano de muestra.

Generalmente, la metodologia POT se ha aplicado al anélisis de variables exceso,
Xy =X—u| (X > u); en este caso, la variable de interés no corresponde a un exceso
sino a un déficit, u — X | (X < u), pero el tratamiento es anélogo y, por sencillez,

hemos conservado la notacién de exceso que es la habitual.

3.2.1 Criterios climaticos

Existe un gran ntimero de criterios para definir el umbral que determina la ocurrencia
de un periodo seco, criterios que dependen de las caracteristicas climaticas de la zona
en estudio y de la unidad temporal considerada. A continuacion se citan algunos de

los mas usuales.

1. Porcentajes del valor medio

- Baldwin (1941)define como sequia, en Australia, un periodo superior a dos
meses consecutivos en el que se hayan registrado precipitaciones inferiores

al 50% de la media.

- Bates (1976) en un estudio para los EEUU utiliza el 75% del valor medio

de la precipitacion en el caso de datos anuales, y el 60% en los mensuales.
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- Rossi (1983) en un anélisis de las sequias en Sicilia, basado en datos
anuales, utiliza el 70% del valor medio de un periodo de referencia, 1921-

1978.

- Moyé et al. (1988), siguiendo el criterio propuesto por el Texas Almanac,
definen el umbral en el 75% de la precipitacién anual media asociada a

un periodo de referencia de 30 anos de duracién.

2. Percentiles muestrales: Este tipo de criterios permite establecer de forma sen-
cilla el equilibrio deseado entre los dos objetivos que se plantean -obtener sélo
observaciones de caracter extremo y maximizar el tamano de muestra- ya que el
orden del percentil utilizado determina el niimero de observaciones por encima

del umbral.

- Gibbs & Maher (1967), en un estudio de las sequias en Australia, utili-
zan como umbral el percentil décimo de la precipitacion anual, valor que

elimina el 90% de las observaciones de la muestra.

- Zelenhasic & Salvai (1987), en un anélisis de los episodios de sequia de
series de flujos fluviales, utilizan los percentiles 10 y 5 y comprueban que
el método POT no es aplicable con umbrales menos estrictos, como los

percentiles 20, 30 y 40.

Otra posibilidad, equivalente al uso de percentiles, consiste en determinar di-
rectamente el tamano de muestra, o el nimero aproximado de observaciones

por periodo de tiempo, que se quiere obtener.

- En un analisis de series diarias de flujos fluviales, y siguiendo las indicacio-
nes del Flood Studies Report, Davison & Smith (1990) proponen utilizar

umbrales tales que el niimero de excesos por afio sea un valor entre 1y 5.

- Coles (1994) ajusta doce modelos mensuales a datos diarios de precipita-
cioén, utilizando umbrales tales que, en cada serie, el nimero de excesos

en un periodo de 25 afios sea 25 o 50.

3. Factor de frecuencia estandar: este criterio define umbrales de la forma u =
X 4+ kSx, con k constante, y es adecuado cuando la distribucién de la varia-
ble es aproximadamente Normal; en otros casos puede proporcionar valores

demasiado estrictos.
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Figura 3.1: Gréficos de la razén Poisson (izda.) y de la razén Exponencial (dcha.); Daroca.

- Rasmussen & Rosbjerg (1991) utilizan como umbral de sequia en series
de flujos fluviales un factor de frecuencia definido con k = 3, umbral que
proporciona un nimero medio anual de excesos entre 1 y 4.5, segin las

caracteristicas climaticas de la regién.

3.2.2 Analisis del caracter Poisson en relacién con el umbral

En este apartado se proponen distintos graficos para analizar la evolucion del proceso
de ocurrencia al disminuir el umbral, con el fin de determinar el valor a partir
del cual se puede suponer el caricter Poisson del proceso. Dentro del rango de
umbrales climéticos posibles que presenten las propiedades estadisticas deseadas, se
seleccionara el umbral menos estricto, con el objeto de obtener el mayor tamaifio de

muestra posible.

- Gréfico de la razén Poisson. Este procedimiento consiste en dividir el tiempo
de observacién del proceso en k intervalos iguales disjuntos y representar el
cociente entre la media y la varianza muestrales de la variable N(I), el nimero
de ocurrencias en cada intervalo, en funcién del umbral. En un PPH la media
y la varianza de N (I) coinciden, por consiguiente, se seleccionara el umbral tal

que, para todos los valores inferiores, el cociente se aproxime a 1, figura 3.1.

- Gréfico de la razén Exponencial. En este grafico, andlogo al anterior, se repre-
senta el cociente entre la media y la desviacién tipica de la muestra de tiempos

de recurrencia, figura 3.1, que en un PPH debe tomar valores proximos a 1.

- Gréfico de Castro. Castro & Pérez-Abreu (1994) proponen un gréfico para

confirmar el cardcter Poisson del proceso asociado a un umbral dado basado
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en el funcional generador de probabilidades, fgp, de un proceso puntual N

durante un periodo de tiempo Y, que se define como,

= £ ep{ [ mlgnvian }|

donde g pertenece a la familia de funciones G = {g|0 < g(s) < 1lyg =

N(Y

)
U(g)=FE H g(ti)

1 fuera de un conjunto compacto}. A partir de WU(g) se define el funcional,

Ye(g) = In[¥(1 - cg)],

con ¢ una funcion definida en T, tal que 1 — g € G, y ¢ un valor constante

0<e< 1.

El fgp de un PP en T con funcién de intensidad A(t) es,

w(g) = exp { - [ 11~ g(0)nan)

y, en consecuencia,
Yilg) = —¢ [ g(O@)
es una funcién lineal de ¢ para toda funcion g.

Una comprobacion del caracter Poisson de un proceso consiste en verificar la
linealidad de Y.(g) para distintas funciones g, figura 3.2. La funcién Y.(g) se
debe estimar a partir de la muestra; un estimador insesgado y consistente de

U(g) es el funcional generador de probabilidades empirico, fgpe,

- 1 .
Un(g) =~ ]9t
j=1 i
con (tf ;7 = 1,...,n) los instantes de ocurrencia en n copias independientes

del proceso N. Por consiguiente,
Ye(g) = In[¥(1 - cg)].
Para realizar la comprobacién se utilizaran un conjunto de funciones g repre-
sentativas de G, por ejemplo:
42

a(t) = T
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Figura 3.2: Gréficos de Castro para los umbrales 4760 (izda.) y 3310 (dcha.) con 18 intervalos
de tiempo; San Fernando.
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9a(t) =

2 (2/T)t t>T/2,

Estas funciones, definidas en un dominio Y = [0, 7], presentan diferentes ca-
racteristicas, una es una funcién creciente, otra decreciente y las otras dos
simétricas. Debido a la gran variabilidad de Y.(g) cuando ¢ se aproxima a 1,
el grafico se limita al intervalo 0 < ¢ < 0.8. Estudios basados en simulacion
indican que, aunque el proceso sea Poisson, si el tamano de muestra no es
suficientemente grande, la funcién g4 puede presentar un caracter convexo,
mientras que el grafico correspondiente a procesos no Poisson es, generalmente,

concavo.

Si no se dispone de copias independientes del proceso y éste es homogéneo, se
puede separar el periodo de observacion en k intervalos disjuntos, y considerar

las realizaciones en cada uno de ellos copias independientes.

3.2.3 Analisis de los excesos en funcion del umbral

Las distribuciones mas utilizadas para modelizar excesos sobre umbrales extremos

son las distribuciones Exponencial y PG, que contiene a la primera como caso par-
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Figura 3.3: Graficos del exceso medio y de exceso exponencial; San Fernando (izq.) y Murcia
(dch.).

ticular. Los excesos de una variable PG también tienen distribucién PG, propiedad

que permite localizar el valor del umbral a partir del cual éstos se pueden considerar

extremos, representando parametros de la distribuciéon cuyo valor sea constante o

una funcién sencilla del umbral. Recordemos que en el andlisis de episodios secos

los umbrales mas estrictos corresponden a los valores méas pequenos.

- Gréfico del exceso medio. Davison & Smith (1990) aplican esta idea al valor
esperado del exceso sobre un umbral u que, en el caso de una distribucién PG,
es una funcién lineal del umbral.

o —wy

14~

En los valores superiores, o inferiores en el caso de periodos secos, al umbral a

EX—-u|X>u)=

partir del cual la distribucién PG es adecuada, el exceso medio muestral,
T;i —Uu
y(u) = ) —7—
%; | Aul
con Au = {i : x; > u}, debe ser aproximadamente una funcién lineal de u,

figura 3.3.

- Gréfico para excesos exponenciales. Se aplica la idea anterior representando el
cociente entre la media y la desviacién tipica de las muestras correspondientes
a umbrales crecientes, y teniendo en cuenta que el coeficiente de variacion
de una distribuciéon Exponencial es siempre 1, figura 3.3. Analogamente se
pueden representar estimaciones de la media o del parametro « que, bajo la

hipétesis de exponencialidad, deben ser constantes.
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- Test de Gertensgarbe. Gertensgarbe & Werner (1989) proponen un test para
distinguir la regién de valores extremos de una variable, basado en la hipdtesis
de que las diferencias en la muestra ordenada, y; = z(;) — z(;_1), de las obser-
vaciones extremas presentan una estructura diferente a las restantes, de forma
que el comienzo de la regién de extremos corresponderd a un punto de cambio
de esa serie. Para detectar este punto se utiliza una versién secuencial del
test de Mann-Kendall, TMK. Puesto que el limite de la regién de extremos
es un valor alto, el test no se aplica a la serie original completa sino a la de
los excesos sobre un umbral base, tal que el limite buscado sea un valor mas

estricto.

El TMK se aplica en dos direcciones, del comienzo al final de la serie y de

forma retrégrada. En el primer caso se define el estadistico,

i
Ui = Z g
k=1

para ¢ =2,...,n, donde ng es el nimero de elementos de la serie anteriores a

Yk, inferiores a ese valor. El correspondiente estadistico estandarizado es,

i1
U U — 1(14 )
! i(i—1)(2i+5)
72
que, en ausencia de tendencia, tiene una distribucién N(0,1). El estadistico
inverso estandarizado Up; se obtiene de forma andloga a partir de la serie
retrégrada y tiene la misma distribucién; finalmente se calcula Up’ invirtiendo
el orden de la serie Up. El punto inicial de U y el final de Up’ son siempre 0 y,

si en la serie no hay empates, el valor inicial de Up’ coincide con el final de U.

El punto de interseccién entre las series Up' y U, figura 3.4, corresponde a un
cambio de tendencia en la serie ordenada, que sera significativo si el valor de las
curvas en ese punto excede el nivel de significacion. Para facilitar la deteccién
del punto de cambio proponemos complementar la informacion de este grafico
con dos graficos auxiliares, el de la serie ordenada y el de las correspondientes

diferencias y;, figura 3.5.
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Figura 3.4: Gréfico de Gertensgarbe con un umbral base u = 5400; Burgos.
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Figura 3.5: Gréficos de los excesos ordenados (izda.) y de las diferencias de los excesos ordenados
(dcha.); Burgos.

3.2.4 Analisis de resultados

El primer paso del proceso de seleccién es calcular un rango de posibles umbrales
atendiendo a criterios climéaticos, porcentajes 65, 70, 75, 80 y 85 de la precipitacién
media y percentiles 5, 10, 15, 20 y 25; en la figura 3.6 se representa un fragmento de
la serie de precipitacién de Huesca utilizando como umbral los distintos percentiles

senalados.

Posteriormente se realiza un analisis grafico, en ese rango de valores, del cardcter
Poisson del proceso de ocurrencia y del caracter extremo de los excesos, utilizando

las herramientas descritas. En los andlisis que requieren la divisién del periodo de
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Figura 3.6: Series de precipitacién respecto a umbrales definidos con distintos percentiles, corres-
pondientes a las observaciones 300-550; Huesca.
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H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S. Fernando

Percentil 5 3470 2830 3380 2750 1350 3310
Percentil 10 || 3880 3060 3740 3010 1630 3630
Percentil 25 || 4520 3600 4400 3550 2100 4560
Percentil 30 || 4670 3750 4600 3680 2250 4760
70% media 3790 3000 3810 3010 2000 3940
60% media 3240 2570 3260 2580 1710 3380

C. Poisson 4500 3600 4400 3500 2200 4500
C. extremo 3500 2800 3500 2800 1500 3300
C. PG 3600 2800 3500 2800 1500 3300

Tabla 3.1: Resultados del andlisis de seleccién del umbral.

observacién en intervalos se consideran tres particiones, con 12, 18 y 25 intervalos

en las cuatro series mas largas y con 10, 15 y 20 en Murcia y Daroca. En la tabla

3.1 se resumen los principales resultados de cada observatorio, de los que se deducen

las siguientes conclusiones.

El caracter Poisson del proceso de ocurrencia de los periodos secos se verifica
en todos los observatorios a partir de umbrales préximos al percentil 25. El

grafico de Castro confirma este resultado.

El cardcter extremo de las observaciones se manifiesta en umbrales mas estric-

tos, con valores que varfan entre los percentiles 10 y 5 de la muestra.

El caracter PG de la distribucion de los excesos requiere umbrales que oscilan,
dependiendo de los observatorios, entre los percentiles 5 y 10; estos umbrales

coinciden con los de comportamiento extremo.

No existe ningiin umbral cuya serie de excesos presente un comportamiento

exponencial.

El percentil décimo, criterio de Gibbs & Maher (1967), es un valor muy
préximo al 70% de la media, criterio de Rossi (1983), excepto en el caso de

Murcia y San Fernando.

En conclusién, un umbral aparentemente adecuado para definir los periodos se-

cos, ya que verifica todas las condiciones necesarias, tanto de tipo climatico como

estadistico, es el percentil 10 de la precipitacién anual.
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En el aspecto metodolégico se senalan las siguiente observaciones.

3.3

Los graficos de razén exponencial y razén Poisson proporcionan, en general,
resultados coincidentes; el grafico de la razén Poisson es bastante estable al

numero de intervalos en que se divide el tiempo de observacion del proceso.

El grafico de Castro permite confirmar la seleccion del valor del umbral. Este
grafico es méas sensible a la particién en intervalos del periodo de observacion;
cuando el nimero de intervalos es pequeno, las funciones presentan un aspecto

convexo que tiende a desaparecer al considerar un niimero mayor.

En ocasiones el grafico de Gertensgarbe sélo detecta el cambio de tendencia
mas fuerte de la serie ordenada que, en este tipo de datos, corresponde a un
umbral demasiado estricto. Los gréficos auxiliares propuestos muestran la es-
tructura de la serie y permiten localizar otros cambios de tendencia existentes,

que también son significativos.

En la interpretacion de los gréficos, en especial en aquéllos en los que se re-
presenta una funcién del umbral, se debe tener en cuenta que el tamano de
muestra correspondiente a los umbrales muy estrictos es pequeno y que, por

consiguiente, tienen asociada una gran variabilidad.

Proceso de ocurrencia. Comprobacion de las hipotesis
de un PP

De acuerdo con la propiedad 3.1 y los resultados del apartado anterior, los procesos

de periodos secos definidos con umbrales inferiores al percentil 25 deben presentar

caracter Poisson. Para comprobar esta afirmacion se analiza el proceso asociado a

ese umbral, que denotaremos ps25, y los correspondientes a cuatro valores, apro-

ximadamente equidistantes, entre el percentil 25 y el 10; el proceso definido con

este umbral, ps10, se analiza con mayor detalle. En primer lugar se describen las

herramientas y la metodologia utilizadas, que se basan en las caracterizaciones de

un PP expuestas en el segundo capitulo.

Los detalles relativos a los tests citados en esta seccidén se pueden consultar en
Kendall & Gibbons (1990), KG, Gibbons & Chakraborti (1992), GC, Daniel (1990),
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D, y Ansell & Phillips (1994), AP.

3.3.1 Ntumero de ocurrencias en un intervalo

Enun PPH(\) el nimero N(I) de ocurrencias en un intervalo de tiempo de longitud
[ tiene una distribucién P(\l). La comprobacién de la distribucién de esta variable

se realiza con los siguientes controles.

- Valor de la razén entre media y varianza, que bajo la hipétesis de distribucion

Poisson es igual a 1.

- Ajuste maximo verosimil de una distribucién Poisson a N(I). La bondad de
este ajuste se comprueba con un andlisis grafico -qqplot y comparacién de
las distribuciones observada y tedrica mediante graficos de las funciones de

probabilidad y distribucién- y con los tests x? y Kolmogorov-Smirnov, KS.

3.3.2 Tiempos de recurrencia

1. Caracter Exponencial El cardcter exponencial de los tiempos de recurrencia

se comprueba con las siguientes herramientas.

- Valor del coeficiente de variacion.

- Ajuste méximo verosimil de una distribucién Exponencial a los tiempos de
recurrencia. La bondad del ajuste se comprueba con las herramientas indicadas
para la distribuciéon Poisson; en este caso, la funciéon de densidad se compara

con una estimacién no paramétrica basada en el nicleo de Epanechnikov.

2. Independencia La mayoria de las comprobaciones de independencia de una
serie se basan en el andlisis de la hipétesis p = 0, aunque en series no normales,

como las analizadas, estas hipdtesis no son exactamente equivalentes.

2.a. Autocorrelacion La existencia de autocorrelacion se verifica con los

siguientes tests y analizando los correlogramas correspondientes.
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- Test de Kendall (KG). La versién habitual de este test no admite correccién
de continuidad, por lo que se ha utilizado un estadistico equivalente, funcién
de S =mn(n—-1)/2,

S

n(n—1)(2n+5)
- 18

con la siguiente correcciéon: sumar, o restar, 1 a S si 7 < 0, o 7 > 0. Bajo la

tg =

hipétesis nula, S = 0, el estadistico tiene una distribucién asintética N (0, 1).
Se utiliza una estimacién de la varianza especifica para muestras en las que

pueden existir empates.

- Test de Spearman (KG). La aproximacién Normal del estadistico de Spearman
usual solo es valida con muestras de tamano n > 35, por lo que se ha utilizado

una modificacién,

pPsVn — 2
VI=p2’

valida con n > 10, que bajo la hipdtesis ps = 0 tiene una distribucién asintética

tg =

t,_o; este estadistico no permite el cdlculo de intervalos de confianza.

2.b. Aleatoriedad Esta hipotesis se analiza con los siguientes tests:

- Test de rachas (GC). Este test se basa en el nimero de rachas R de la serie
de signos, el signo es positivo si la observacién es mayor que un cierto valor de
referencia y negativo si es menor. El estadistico

R — (14 2n1ny/n)
2n1n2(2ning—n)
n2(n—1)

th =

)

con n=mnj +ng y N1, ng el nimero de observaciones + y —, respectivamente,
tiene una distribucién asintética N(0,1), si n; > 12 y ng > 12. Los valores
de referencia utilizados son la media y la mediana. Se aplica la correccién de

continuidad habitual.

- Tests de rachas crecientes y decrecientes (GC). Este test, basado en la misma
idea que el test de los puntos de cambio (KG), contrasta el caracter aleatorio
de una serie controlando el niimero de rachas; una racha se define como un con-
junto de observaciones consecutivas crecientes o decrecientes. El estadistico,

R—(2n-1)/3
(1I6n —29)/90

tRed =
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tiene una distribucién asintética N(0,1), valida para n > 25. Se aplica la

correccién de continuidad habitual.

3. Homogeneidad La homogeneidad de un PP requiere que los tiempos de recu-
rrencia sean idénticamente distribuidos, propiedad que implica ausencia de tendencia

y de estacionalidad.

3.a. Tendencia

- Tests de tendencia temporal. Se contrasta la existencia de correlacién en-
tre los valores de una variable y los tiempos de observacién correspondientes

utilizando los tests de Kendall y Spearman.

- Test de rangos de von Neumann (GC). Este test se basa en el estadistico,

tyn = i [rang(z;) — rang(zit1)]* =2 5n(n+ 1)(n —1)°
Siy (ranglay — 1) A 2)6n? 20 —9)’

que es una transformacién del coeficiente de correlacion de rangos definido por

Wald & Wolfowitz (1943), y tiene una distribucién asintética N (0,1).

- Test del signo de la diferencia (KG). Este test evaltia la posible tendencia en
términos del niimero de observaciones crecientes de la muestra; se dice que una
observacion es creciente si el signo de su diferencia con la observacion anterior

es positivo.

- Test de Cox-Stuart (D). Este test se basa en el estadistico tcg = min(N4, N_),
donde N; y N_ son, respectivamente, el nimero de pares (z;, z;4.) crecientes
y decrecientes, siendo ¢ el punto medio de la serie; la distribucién asintética

del estadistico es N(0,1).

- Controles de tendencia especificos para procesos de Poisson y de renovacion.
Denotaremos (to,tf) al tiempo de observacién del proceso y ti,...,t, a los

instantes de ocurrencia observados en ese periodo.

- Test del Military Handbook, TMH. Contrasta la ausencia de tendencia

frente a la existencia de una tendencia de caracter potencial; bajo la
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hipétesis nula el estadistico,
-
MH = — n t )
tiene una distribucién aproximada x3,,.

- Test de Laplace, TL. Plantea como alternativa la existencia de una ten-
dencia de caréacter loglineal; si la tendencia es nula, el estadistico,
_ i tifty —n/2

N Yi v

tiene una distribucién aproximada N (0, 1).

- Test de Lewis-Robinson, TLR. Los dos tests anteriores pueden sugerir,
erréneamente, la existencia de tendencia si el proceso subyacente no es
un PP. Este test ajusta el estadistico de Laplace para distribuciones con

coeficiente de variacién distinto de 1,

t
lbr =1r—,
St
por lo que se puede aplicar a cualquier proceso de renovacién; en ausencia

de tendencia su distribucién asintética es N (0, 1).

- Gréfico del niimero acumulado de ocurrencias. En un PPH la esperanza
del nidmero de ocurrencias en un intervalo (0,t), E[N(t)], debe ser una
funcién lineal del tiempo, y cualquier desviacion de la linealidad indicara

que la tasa del proceso no es constante.

- Gréfico de los tiempos de recurrencia frente al tiempo. Permite detectar
la existencia de ciclos o tendencias en la serie que invalidarian la hipdtesis

de idéntica distribucién requerida por un PRH.

3.b. Estacionalidad La posible falta de homogeneidad de la distribucién de
las ocurrencias a lo largo del ano, provocada por un comportamiento estacional, se

comprueba con los siguientes controles.

- Representacién grafica de las frecuencias absolutas y relativas de ocurrencia

mensuales.

- Test x? de homogeneidad.
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Figura 3.7: Periodos secos definidos con el percentil 10 observados en la serie; Huesca.
3.3.3 Analisis de resultados

A partir de la serie de periodos secos de cada observatorio, como la que se muestra en
la figura 3.7, se construyen tres series localizando la ocurrencia en el punto inicial,
punto medio, y punto de intensidad méxima respectivamente, y con cada una de

ellas se realizan las siguientes comprobaciones:

- Ajuste Poisson del nimero de ocurrencias en los intervalos obtenidos al dividir
el periodo de observacion en 12, 18 y 25 intervalos en las series largas y en 10,

15 y 20 en las series de Murcia y Daroca.

- Ajuste Exponencial y controles de independencia y homogeneidad de las series
de los tiempos de recurrencia. Se representan los correlogramas hasta orden 12.
Los tests de homogeneidad se aplican mensual o bimestralmente, dependiendo

del tamano de muestra.

En las figuras 3.8 y 3.9 se representan las series de los tiempos de recurrencia,
con localizacion en el punto medio, de los periodos secos definidos con el percentil 25

y el percentil 10, respectivamente, de los seis observatorios analizados. Un resumen
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Burgos | Daroca | Huesca | Madrid | Murcia | S. Fernando

Umbral 4520 3600 4400 3550 2100 4560

n 7 48 75 93 40 78
Poisson () 0.808 | 0.601 | 0.076 | 0.483 | 0.163 | 0.213
Exp. (K-9) 0269 | >0.2 0228 | 0173 | 0.180 | >02

A (0.055) | (0.052) | (0.050) | (0.066) | (0.044) | (0.054)
Indep. T 0624 | 0123 |0434 | 0635 | 0121 | 0.089
7 Kendall (0.039) | (-0.157) | (0.063) | (-0.034) | (0.176) | ( 0.133)

Rachas cre-dec. || 0.084 0.882 0.407 0.901 0.309 0.786
Von Neumann 0.609 0.134 0.294 0.800 0.054 0.056
Cox-Stuart 0.188 0.118 0.617 0.883 0.022 0.511
Lewis-Robinson || 0.027 0.331 0.273 0.396 0.699 0.459
Homogeneidad 0.239 0.101 0.326 0.536 0.416 0.003

Burgos | Daroca | Huesca | Madrid | Murcia | S. Fernando

Umbral 3880 3060 3740 3010 1630 3630

n 42 37 45 54 26 40
Poisson () 0523 | 0132 | 0342 | 0507 |0.163 | 0.763
Exp. (K-9) 0301 | 0132 | 0126 | 0.129 | 0345 | 0.245
A (0.028) | (0.039) | (0.029) | (0.036) | (0.027) | (0.026)
Indep. T 0815 | 0010 | 0271 | 0261 | 0214 | 0.632
7 Kendall (-0.027) | (-0.306) | (-0.117) | (-0.108) | (-0.185) | (-0.055)

Rachas cre-dec. || 0.710 0.034 0.720 0.744 0.750 0.373
Von Neumann 0.851 0.017 0.369 0.240 0.197 0.724
Cox-Stuart 0.502 0.999 0.663 0.845 0.999 0.999
Lewis-Robinson || 0.376 0.465 0.105 0.925 0.543 0.418
Homogeneidad 0.634 0.457 0.109 0.999 0.759 0.715

Tabla 3.2: P-valores de los tests del andlisis ps25 (sup.) y pslO (inf.) en la localizacién punto
medio. Numero de intervalos en el control Poisson: 15 en Murcia y Daroca, y 18 en el resto.
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Figura 3.8: Series de tiempos de recurrencia con localizacién en el punto medio, ps25.
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Figura 3.9: Series de tiempos de recurrencia con localizacién en el punto medio, ps10.
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Figura 3.10: QQplot exponencial de los tiempos de ocurrencia de psl0 con localizacién en el
punto medio; Burgos.

de los resultados obtenidos en el andlisis de estas series se muestra en la tabla 3.2.

A continuacion, se sefialan los aspectos de interés de cada observatorio.

- Burgos. En ps25 hay un aviso aislado de tendencia en el test de Lewis-
Robinson que desaparece con umbrales més estrictos. En psl0 se observa un
cambio en el comportamiento de la serie de tiempos de recurrencia en torno
a la observacién numero 20, figura 3.9. Este cambio se detecta también en
el qgplot, figura 3.10, en el que se observa una desviacién de la linealidad en
la cola superior de la muestra, en las observaciones que corresponden a los

mayores valores posteriores al cambio observado en la muestra.

- Daroca. Algunos p-valores de los tests de tendencia en ps25 son bajos pero
no significativos. El caracter aleatorio es satisfactorio en todos los umbrales,
excepto en psl0. Este andlisis presenta, en la serie con localizaciéon en el
punto medio, p-valores menores que 0.05 en algunos tests de aleatoriedad y en
la correlacién de orden 1; estos avisos no aparecen en otras localizaciones del
punto de ocurrencia ni en umbrales menos estrictos, por lo que no se consideran

consistentes.

- Huesca. En el andlisis ps25 el p-valor del test de rachas crecientes y decre-
cientes en la localizacién punto inicial es inferior a 0.05; este efecto es aislado

y desaparece en umbrales més estrictos.

- Madrid. La serie de Madrid presenta indicios de estacionalidad en la localiza-

cién punto inicial; este comportamiento es significativo en ps25, pero se debilita



3.3. Proceso de ocurrencia 69

< ] <

(<] S

o™ (3]

o ] S A
— . —
° N [ o
b e w ° ]

.
(]
.
= ] . . < °
[S] . S} . .
.
.
) . . .
. e« o e o
o o
o b f [=2
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
mes mes

Figura 3.11: Probabilidades mensuales de ocurrencia con localizacién en el punto inicial (izda.)
y en el punto medio (dcha.), ps25; San Fernando.

al considerar umbrales més estrictos, de forma que en psl0 los p-valores de los

tests de homogeneidad son bajos pero no graves.

- Murcia. En ps25 la serie presenta indicios de una tendencia monétona cre-
ciente, que se manifiesta en los tests de tendencia y en una correlacién positiva
de orden 1 significativa, en algunas localizaciones. Esta tendencia es inapre-

ciable en psl10.

- San Fernando. Los tests de correlacién de orden 1 y algunos tests de ten-
dencia, rachas y von Neumann, de ps25 son bajos, aunque graficamente no se
aprecia una tendencia monodtona, sino la existencia de dos ciclos; este efecto
desaparece en los otros umbrales. El principal problema de esta serie es la
falta de homogeneidad a lo largo de ano. Los tests de homogeneidad men-
suales y bimestrales de ps25 son claramente significativos, especialmente los
correspondientes a la localizacién punto inicial; este efecto se aprecia también
en las frecuencias de ocurrencia, que son practicamente nulas en los meses de
verano, figura 3.11. De nuevo, el caracter estacional se suaviza en los umbrales
mas estrictos, de forma que los tests no son significativos en psl0; la mejoria

es mas lenta en la serie del punto inicial.

El origen de este caracter estacional se encuentra en la desigualdad de las
aportaciones de cada mes a la precipitacién anual, que implica que la apari-
cién de un determinado tipo de mes muy seco, puede ser mas decisiva en la

ocurrencia de una sequia que la de otros, provocando un efecto estacional en
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la ocurrencia. En el caso de San Fernando, es frecuente que la precipitacion
de los meses de verano sea cero, de forma que la aparicién de una observacion
anual muy baja no estard nunca originada por la aportacién de esos meses
y, en consecuencia, la probabilidad de que un episodio seco comience en esa

época es practicamente nula.

De los analisis realizados se extraen las siguientes conclusiones.

e El caracter exponencial de los tiempos de recurrencia es aceptable en el proceso

ps25; este cardcter se mantiene con umbrales mas estrictos.

e El carécter aleatorio en general, y la ausencia de estructura de correlacién en

particular, no son plausibles en el proceso ps25, pero mejoran notablemen-
te al considerar umbrales mas estrictos; en psl0 no se detectan indicios de

dependencia.

e No se detecta la existencia de tendencias monétonas que pudieran ser reflejo

de un cambio climéatico. Sélo en ps25 en Murcia y Daroca existen algunos in-
dicios, pero las series son demasiado cortas para poder realizar una afirmacion
concluyente, ya que también podrian corresponder a la fase creciente de un

ciclo, como los que se han detectado en otros observatorios.

La existencia de tendencia en una serie puede no trasmitirse a sus datos ex-
tremos por lo que, como sucede en Murcia y Daroca, una tendencia apreciable
en el proceso correspondiente a un umbral puede desaparecer en umbrales més

estrictos.

El caracter estacional de las series estd ligado a las caracteristicas climaticas
de la zona; sélo es significativo en el andlisis ps25 de San Fernando y, en menor
medida, en el de Madrid. El caracter estacional es mas marcado en los procesos

definidos con umbrales menos estrictos.

El proceso ps10 se puede suponer un PPH en todos los observatorios. Umbrales

menos severos no siempre permiten suponer la homogeneidad del proceso, en Murcia

y Daroca debido a la existencia de tendencia y en San Fernando y Madrid debido al

caracter estacional.
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Respecto a los aspectos metodolégicos se concluye:

e Las tres series de localizacién de la ocurrencia utilizadas -punto medio, punto
inicial y de intensidad méxima- proporcionan resultados similares, excepto
en los controles de homogeneidad; la localizacién punto inicial presenta un

caracter estacional mas marcado.

e Los procedimientos para comprobar el cardcter Poisson del ntimero de ocu-
rrencias funcionan mejor cuando el nimero de intervalos en que se divide el
tiempo de observacién no es muy pequenio. La comprobacion del cardcter ex-
ponencial de los tiempos de recurrencia presenta la ventaja de que no requiere

ningan valor elegido de forma subjetiva.

e El test de rachas para contrastar la aleatoriedad de una serie definido con
la media como valor de referencia es muy sensible a la existencia de datos
anémalos. En presencia de este tipo de datos, la media toma valores demasiado
grandes y el nimero de rachas correspondiente puede ser pequeno indicando, de
forma errénea, la falta de aleatoriedad. Utilizando como referencia la mediana

se evitan estos problemas.

e Los tests de von Neumann y los tests de tendencia temporales son los més
eficientes para detectar la existencia de tendencias de tipo monétono, mientras
que los tests basados en rachas son més ttiles para detectar la existencia de

ciclos o tendencias no mondétonas.

Comparacion de los tiempos de recurrencia de los distintos observatorios
En la tabla 3.3 se muestran los resultados de las comparaciones de las series de
tiempos de recurrencia de los distintos observatorios, con el objeto de establecer
las coincidencias temporales de los mayores valores observados en cada una; una
coincidencia significa un periodo no seco comun. Se muestran, en orden cronolégico,
los anos inicial y final de algunos de los 10 mayores tiempos de recurrencia observados
en cada serie en ps25 y psl0, respectivamente. Entre paréntesis se indica la posicion
de esa observacion en la serie del observatorio correspondiente, ordenada en sentido
decreciente; sélo se muestran los periodos que coinciden, aproximadamente, en tres

0 mas observatorios.
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‘ Periodo H Huesca ‘ Burgos ‘ Daroca ‘ Murcia ‘ Madrid ‘ S. Fernando ‘
P25(1) 1882-87 | 1882-90 | - - 1884-90 | 1883-87
(5) (1) - - (2) (4)
P25(2) - - 1918-22 | 1922-25 | 1919-23 | 1919-21
- - (6) (9) (4) (9)
P25(3) 1932-38 | - 1935-38 | 1931-35 | - 1936-38
(2) - 9) (6) - (10)
P25(4) - 1939-43 | 1939-43 | 1942-45 | 1939-44 | 1939-43
- (5) (5) (5) (5) (3)
P25(5) 1959-67 | 1958-64 | 1958-63 | 1956-61 | 1958-65 | 1958-65
v e o lo o 2)
P25(6) 1970-76 | 1971-75 | 1971-76 | 1971-78 | - -
(3) (4) (2 (2 - -
P25(7) - 1976-81 | 1976-80 | - 1975-80 | 1976-80
- (3) (4) - (3) (5)
P25(8) 1982-85 | 1982-85 | 1986-92 | 1985-94 | - -
(9) (10) (1) (1) - -
‘ Periodo H Huesca ‘ Burgos ‘ Daroca ‘ Murcia ‘ Madrid ‘ S. Fernando ‘
P10(1) 1882-93 | 1876-96 | - - 1882-90 | 1882-905
(2) (1) - - (2) (1)
P10(2) 1919-24 | - 1917-23 | 1914-19 | 1919-23 | -
(5) - (4) (4) (10) -
P10(3) 1931-38 | 1925-35 | 1932-38 | 1931-36 | 1925-31 | 1929-35
(3) (2) (5) (6) (5) (5)
P10(4) 1958-81 | 1958-65 | 1954-65 | 1946-61 | 1957-65 | 1957-67
(1) (3) 1) (1) (1) (2)
P10(5) - 1976-81 | 1971-81 | 1971-78 | 1975-81 | 1975-80
- (4) (2) 3) 3) (M)
P10(6) - - 1986-92 | 1985-94 | - -
- - 3) (2) - -

Tabla 3.3: Comparacién de los mayores tiempos de recurrencia, ps25(sup.) y psl0 (inf.).

Los episodios no secos de cardcter general detectados en ps25 son: P25(1) -
Daroca y Murcia no tienen registro en esa época-, P25(4), y P25(5). Los periodos
P25(1) y P25(5) se siguen detectando de forma general en ps10, donde corresponden
a P10(1) y P10(4); en este umbral también son comunes a la mayor parte de los

observatorios P10(3) y P10(5). Se pueden senalar otras coincidencias mas locales:

e Los tres episodios de mayor magnitud de los observatorios de Murcia y Daroca

son los mismos en ps25 y pslO0.

e Los observatorios de Burgos y Huesca muestran una estructura similar, espe-

cialmente en ps25, que se aprecia en los graficos correspondientes de la figura
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3.8.

e En Burgos y Madrid coinciden cuatro de los cinco mayores tiempos de recu-

rrencia en ambas series.

3.4 Analisis de las series de magnitudes

Una vez comprobado que el proceso de ocurrencia definido con el percentil 10 es un
PPH, la descripcion del proceso de los periodos secos se completa con un analisis de
las series del vector de magnitudes asociado a cada episodio. En un PPC la muestra
de este vector debe ser independiente e idénticamente distribuida e independiente
del proceso de ocurrencia. Se analiza también el vector de magnitudes asociado a los
periodos no secos, aunque el modelo propuesto no impone ninguna hipdtesis sobre
estas variables, y se estudia la relacién existente entre los periodos secos y los no

secos adyacentes. Estos analisis serfan imprescindibles en un PRAC.

Independencia La independencia se comprueba con los controles descritos en el
apartado 3.3. Los datos analizados estan calculados a partir de sumas méviles anua-
les, por consiguiente, las observaciones correspondientes a episodios muy proximos,
a una distancia menor que doce, comparten informacion, y es probable que no se

pueda suponer la independencia de las series de magnitudes.

Homogeneidad Para analizar la existencia de tendencia se utilizan las mismas
herramientas que en el apartado anterior, excepto los tests especificos para procesos
de renovacion y de Poisson. La comprobacién del cardcter estacional asociado al

instante de ocurrencia en el ano, se basa en:

- Analisis descriptivo de la variable en periodos homogéneos, meses o grupos de

meses.

- Test de Kruskal-Wallis para contrastar la igualdad de medianas de k grupos.
Este test supone que la dispersién es la misma en todos los grupos, hipétesis
que no estd garantizada en este tipo de datos, por lo que sus resultados sélo

son orientativos.



74

mes

10 12

8

3. Modelizacién periodos secos

[} . . o . o
o V-OO L OQOQOQ. 5 ;
“ O -7, O- 4
°®OOOO ] O o o OOO O
. o © . 0 - .
o .9 0 O e 0 . .0 90

0 oY o Op
0 20 40 60 80 100

Figura 3.12: Gréfico de burbujas de la intensidad méxima con localizacién en el punto medio,
ps25; Madrid.
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Figura 3.13: Gréfico de signos de la duracién con localizacién en el punto inicial, ps25; Madrid.

- Tabla de contingencia del niimero de ocurrencias, segiin la duracién del episo-

dio y el mes de ocurrencia.

Para completar el analisis proponemos dos graficos que permiten comprobar,

de forma sencilla, la existencia de un patrén estacional.

- Gréfico de burbujas. En este grafico, figura 3.12, se representa la serie de los
meses de ocurrencia de los episodios con puntos de tamano proporcional al

valor que toma la variable en esa observacién.

- Gréfico de signos. Se representa la serie de una variable utilizando sfmbolos

distintos segun el periodo del afio en que se produce la observacion, figura 3.13.

Independencia del vector de magnitudes y el proceso de ocurrencia Se

analiza la correlacion entre la serie de cada una de las magnitudes y la serie de los

tiempos de recurrencia utilizando las herramientas indicadas en el apartado 3.3.
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‘ Observatorio H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S. Fernando
Media(L) (mes) 3.8 2.8 3.6 3.0 4.3 4.0
p50(L) 2 2 2 2 3 2
max(L) 15 12 22 12 24 31
p25(L)-p75(L) 1-5 1-3 1-4 1-4 25 1-5
Media(D) (1) 175.7 | 93.2 1792 | 96.1 1244 | 204.7
p50(D) 39.2 21.8 38.6 40.4 38.8 40.0
max(D) 1081.9 1049.2 1901.8 529.2 755.8 1840.3
p25(D)-p75(D) 14-192 13-67 18-200 11-123 11-198 16-190
Media(Im) (1) 44.3 30.2 48.6 36.2 32.1 54.5
p50(Im) 25.0 18.9 31.2 31.0 23.2 32.6
max(Im) 153.4 139.5 181.2 116.9 75.1 246.6
p25(Im)-p75(Im) || 13-71 9-43 15-62 10-54 9-59 14-91

Tabla 3.4: Descriptiva de las magnitudes asociadas a los periodos secos en psl10.

Dependencia entre periodos secos y no secos La posible dependencia existen-
te entre los periodos secos, ps, y los no secos, pns, adyacentes, se controla mediante
el anélisis de la correlacién entre las series ps-pns y pns-ps de las tres magnitudes

asociadas a cada uno de ellos, utilizando los tests de correlacién habituales.

3.4.1 Analisis de resultados

Cada una de las series de magnitudes asociadas a los periodos secos y a los no
secos se somete a un andlisis de independencia y homogeneidad. Los controles de
homogeneidad se realizan por bimestres, enero-febrero, marzo-abril, ..., noviembre-
diciembre, con cada una de las localizaciones. En la tabla 3.4 se muestran algunas
medidas descriptivas de la distribucion de las magnitudes asociadas a los periodos

Secos.

Los aspectos més destacables de los analisis son:

- Burgos. Aparecen indicios leves de falta de aleatoriedad en la duracién y el
déficit. En la representacion de la serie y el grafico de burbujas de estas mag-
nitudes se observa un descenso de nivel de las observaciones de mayor valor,
en torno al episodio nimero 20, que puede ser la causa de esos indicios. El

efecto contrario, un aumento de nivel, se aprecia en el exceso y la duracién de



76

deficit

10000 15000 20000

5000

3. Modelizacién periodos secos

150

duracion ns
100

Figura 3.14: Series del déficit y la duracién de los periodo no secos, ps10; Burgos.

los periodos no secos en torno a la misma observacion, figura 3.14; este punto
coincide temporalmente con el cambio de estructura que se ha detectado en
el proceso de ocurrencia, figura 3.9. Ese cambio de nivel corresponde, aproxi-
madamente, al anio 1924; la causa podria ser una alteracién en las condiciones
de observacién, pero Almarza et al. (1996) no senialan que en esa fecha se

produjera ningin cambio en el observatorio.

Daroca. Se detecta correlacion y falta de aleatoriedad en la intensidad méaxima
y el déficit y, en menor grado, en la duracién. El test Kruskall-Wallis de homo-
geneidad de la duracion es significativo, aunque graficamente no hay indicios
de estacionalidad; los tamanos de muestra de algunos bimestres son muy pe-

quenos, lo que puede estar influyendo en los resultados del test.

En los periodos no secos, los p-valores de todos los tests de correlacion son pe-
quenos, siendo significativos en la duracion; estos resultados son légicos dados
los problemas de correlacién detectados en la serie de tiempos de recurrencia,

y la relacién existente entre éstos y la duracién de los periodos no secos.

Huesca. De nuevo aparecen problemas de aleatoriedad y correlacién en el
déficit y la intensidad méaxima y, en menor medida, en la duracién. Los perio-

dos no secos verifican todas las hipdtesis analizadas.

Madrid. Los tests indican la existencia de una posible tendencia mondtona
en las magnitudes duracion y déficit; graficamente, figura 3.15, se aprecia

un descenso en el nivel de estas magnitudes en torno al epsiodio ntimero 13;
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Figura 3.15: Serie del déficit de Madrid y la duracién de los periodo no secos de Murcia, ps10.

mes
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en esta época, ano 1901, se produjo un cambio de ubicacién del Observatorio
Astrondémico al Instituto de Meteorologia, lo que puede ser el origen de esta in-
homogeneidad. Al analizar la serie correspondiente al Instituto Meteoroldgico,
los tests dejan de ser significativos. El efecto del desplazamiento parece afec-
tar inicamente al nivel de las magnitudes, ya que los resultados relativos al

proceso de ocurrencia coinciden con los de la serie completa.

Se detecta estacionalidad en las series del déficit y la intensidad méxima con
localizacion en el punto de intensidad maxima. Como se observa en la figura
3.16, los episodios que tienen su punto de méaxima intensidad en invierno o
verano son los de menos gravedad; la causa de este hecho es nuevamente el

menor peso de las aportaciones de esos meses en la precipitacién anual.

Murcia. Las series de magnitudes se pueden considerar homogéneas e inde-

pendientes.
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Figura 3.16: Gréfico de burbujas de la intensidad méxima con localizacién en el punto de inten-
sidad méaxima, ps10; Madrid.
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Figura 3.17: Gréfico de burbujas de la duracién con localizacién en el punto medio de ps10; San

Fernando.
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Figura 3.18: Grafico de burbujas de la intensidad méxima de los periodos no secos con localizacién
en el punto inicial de ps10; San Fernando.

- San Fernando. Se observan indicios de caricter estacional en la duracién y
el déficit de los periodos secos, en las series con localizacién en el punto medio,
figura 3.17.

En los periodos no secos la estacionalidad es clara en las tres magnitudes,

especialmente en la localizacién punto medio, figura 3.18.

Los andlisis realizados se resumen en las siguientes conclusiones.

e Las series de magnitudes, especialmente el déficit, no se pueden suponer in-
dependientes ya que presentan problemas de aleatoriedad y, en algin caso,
estructura de correlacién. La variable duracion es la que presenta menos indi-

cios de dependencia.
e No existen indicios significativos de tendencia en ninguna de las series.

e La homogeneidad estacional depende de las caracteristicas climaticas del ob-
servatorio; de las series analizadas sélo las de Madrid y San Fernando son

estacionales.
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e El caracter estacional de las magnitudes es distinto dependiendo del punto de
localizacion de la ocurrencia del episodio considerado; en general, y a diferencia
de los resultados del proceso de ocurrencia, la series con localizacién en el punto

inicial son las menos sensibles al efecto estacional.

e En todos los observatorios la relacién de dependencia entre las magnitudes es
similar. La dependencia mas fuerte se observa entre el déficit y la intensidad
maxima, en segundo lugar entre la duracién y el déficit, y la mas débil, aunque

claramente significativa, entre la duracién y la intensidad méxima.
e El vector de magnitudes es independiente del proceso de ocurrencia.

e El comportamiento de las series de magnitudes de los episodios no secos es, en

general, més aleatorio y homogéneo que el de los episodios secos.

e No existe correlacién significativa entre los episodios secos y los no secos ad-

yacentes.

e Respecto a la metodologia empleada, cabe destacar la utilidad del grafico de
burbujas para analizar el caracter estacional, tanto de la ocurrencia como de

las magnitudes.

En conclusién, la ocurrencia de los periodos secos en los observatorios analizados
se puede modelizar con un PP, pero no es posible plantear un modelo PPC debido

a la dependencia serial existente en los vectores de magnitudes.

3.5 Implementacién en S-Plus

e Funcién: dumbr.fun (dumbr.txt). Esta funcién realiza todo el proceso de

seleccién del umbral.
Argumentos:

- smo: serie de sumas moviles anuales

Subfunciones:

- rp.plot: realiza el grafico de razén Poisson; para obtener la muestra divide

el periodo de observacién del proceso en k intervalos.
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- rpe.plot: representa el grafico de razén exponencial de los tiempos de

recurrencia.

- npo.plot: realiza el grifico de Castro; para obtener la muestra se divide

el periodo de observacion del proceso en k intervalos.
- mrl.plot: representa el gréafico de la vida residual media.
- re.plot: construye el grafico de los excesos exponenciales.

- te.plot: realiza los tres graficos asociados al test de Gertensgarbe y calcula
el p-valor del test en el punto de corte que se le indique; se debe especificar

un valor inicial del umbral.

- perc.fun: calcula el percentil al que corresponde un valor en una muestra

dada.

e Funcidén: sseq.fun (sseq.txt). Esta funcién construye las tres series de ocu-
rrencia de los periodos secos dado un umbral, y todas las magnitudes asociadas
a ese proceso; realiza ademas un andlisis grafico de la serie y un control, op-

cional, del cardcter Poisson del proceso de ocurrencia.

Argumentos:

- datafsmo: base de datos que contiene la precipitacién anual mévil.
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio

- nl, n2, n3: son argumentos para las subfunciones; indican el niimero de

intervalos en que se divide el periodo de observacion.

Subfunciones (fsseq.txt):

- grafevolper.fun: representa, de forma simultanea, la serie de precipitacién

anual movil, respecto a distintos valores del umbral.

- grafico.fun: representa la serie de precipitacion anual mévil correspon-

diente al umbral seleccionado.

- contip.fun (contip.txt): realiza todos los controles indicados sobre el
caracter Poisson del proceso de ocurrencia. Calcula las series del punto
medio, inicial y de intensidad méaxima de las ocurrencias, y los corres-

pondientes tiempos de recurrencia; aplica el andlisis de comprobacién en



3.5. Implementacion en S-plus 81

cada uno de los tres procesos. En los episodios de duracién par, el punto
medio se localiza en la posicién L/2 desde el punto inicial. Utiliza las

siguientes subfunciones:
- rp.fun: realiza un control del cardcter Poisson del nimero de ocu-

rrencias en un intervalo; es necesario indicar el nimero de intervalos
en que se divide el tiempo de observacion del proceso.

Esta funcién llama a poiss.fun (poisson.txt) que realiza el ajuste Pois-
son de una muestra y los correspondientes controles de bondad de
ajuste. Para aplicar el test x? de bondad de ajuste se exige que
el valor esperado de cada celda sea mayor que cinco excepto, como
maximo, en un 20% de ellas, en las que debe ser mayor que uno. Para
calcular los puntos de corte que satisfagan esta condicién se utiliza
la funcién nperiopp.fun.

- ajusexp.fun (exponencial.txt): realiza un ajuste exponencial a una
muestra y los correspondientes controles de bondad de ajuste. Para
aplicar el test x? se exige la misma condicién que en el caso Poisson; la
funcién nperiop.fun (fajuste.txt), con argumento dist="exp’ calcula
los correspondientes puntos de corte.

- tendencia.fun: calcula los tests de tendencia especificos para procesos
de Poisson y de renovacion.

- acfsk.fun (taleat.txt): contrasta la hipdtesis de autocorrelacién nula
en los retardos indicados aplicando los tests de Kendall y Spearman,
y representa el correlograma con los correspondientes intervalos de
confianza basados en el estadistico tx propuesto y en el estadistico
de Spearman habitual.

- taleat.fun (taleat.txt): realiza los tests de tendencia generales y los
de aleatoriedad; los p-valores se calculan con las aproximaciones y
correcciones de continuidad descritas.

- anestacion.fun: realiza el anélisis del caracter estacional del proceso.

e Funcién: contmag.fun (contmag.txt). Esta funcién aplica los controles
de independencia, homogeneidad y correlacién entre magnitudes, a las seis
variables definidas. Los andlisis que dependen del instante de ocurrencia se

realizan con las tres localizaciones.
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Argumentos:

- dataf: base de datos que contiene las series de magnitudes

- datasmo: base de datos que contiene la serie de la precipitacién médvil

anual
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio analizado

- tipod: etiqueta del tipo de episodio analizado, 'p.seco’ o 'sequia’, y per-

centil con el que se define el umbral.

Subfunciones (fcontmag.txt): ademds de acfsk.fun y taleat.fun, ya descritas,

se utilizan:

- describe.fun: realiza un anélisis descriptivo numérico y grafico: histogra-

ma, grafico de caja y serie temporal de las observaciones.
- mpacf.fun: calcula y representa la correlacion parcial.

- describebi.fun: realiza un anélisis descriptivo numérico y un gréfico de

caja de la serie por bloques homogéneos, bimestres o trimestres.

- tabladur.fun: calcula la tabla de contingencia segin la duracion y el ins-

tante de ocurrencia.

- grafesta.fun: realiza un andlisis grafico del caracter estacional de una

variable y calcula el test de Kruskall-Wallis.



Capitulo 4

Modelizacién del proceso de
sequias mediante un proceso de
Poisson Cluster Compuesto

El modelo PPC propuesto inicialmente en el capitulo anterior exige el cardcter
Poisson del proceso de ocurrencia y la independencia de la muestra del vector de
magnitudes; la primera hipdtesis se hace verosimil al disminuir el umbral y se acepta

en el percentil décimo, pero la segunda no es plausible ni siquiera en ese umbral.

Por otra parte, las caracteristicas del fendmeno estudiado y la senal elegida justi-
fican la existencia de dependencia entre las magnitudes de los episodios consecutivos.
En efecto, en un episodio largo de sequia se pueden alternar periodos secos graves
con otros periodos de remision en los que no se llega a alcanzar la normalidad, pero
que sobrepasan ligeramente el umbral critico durante un corto periodo de tiempo;
por consiguiente, la sequia aparece dividida en varios periodos secos, figura 4.1, cu-
yas magnitudes seran mutuamente dependientes, ya que la pequena duracién del
intervalo de separacién no elimina el impacto del anterior periodo seco. El objetivo
de este capitulo es desarrollar un modelo que permita representar esta estructura,
de forma que los periodos secos que sean manifestaciones de una misma sequia se

identifiquen como una unidad.

83
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4.1 Proceso de Poisson cluster compuesto
4.1.1 Proceso de ocurrencia Poisson cluster

Un proceso de Poisson cluster, PPCIL, es un PP en el que cada punto u ocurrencia
tiene asociado un numero aleatorio de ocurrencias que forman un proceso subsi-
diario o cluster. EI proceso Poisson cluster corresponde a la superposicién de las
ocurrencias de todos estos subprocesos, sin identificar los puntos pertenecientes a
cada uno de ellos. Los centros o puntos de ocurrencia de cada cluster no tienen
que estar necesariamente incluidos en el proceso global, aunque no hay pérdida de

generalidad en suponerlo. Se pueden considerar dos tipos de procesos cluster:

- PPCI sin superposicién: procesos en los que no se puede producir el solapa-

miento temporal de dos clusters.

- PPCI con superposicién: procesos en los que la probabilidad de solapamiento
no es despreciable; en este caso, es necesario especificar no sélo el proceso
de ocurrencia de los centros de los clusters, sino también el mecanismo de

generacién de los puntos que forman cada uno de ellos.

La sequia es intrinsecamente un suceso raro, poco frecuente, por lo que se puede
suponer que la posibilidad de que se superpongan dos sequias es nula; en consecuen-

cia, s6lo se consideran PPCI sin superposicion.

Definicién 4.1. Se llama proceso de Poisson cluster, PPCI(\), a un proceso

que verifica las siguientes propiedades,

i.- El proceso de ocurrencia de los centros de los clusters es un PP(X).

11.- El numero de puntos asociado a cada cluster es una variable aleatoria, Np,
independiente e idénticamente distribuida. FEsta variable también es indepen-

diente de la configuracion del PP de los centros.

El correspondiente funcional generador de probabilidades es,

T(g) = exp {—)\ /0:0(1 — bplg(@)])da
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con Ynp(2) = E(2MP) la funcién generatriz de probabilidad de Np. Este resultado
permite obtener muchas propiedades del proceso, pero resulta mas sencillo deducirlas
a partir de las propiedades del PP de ocurrencia de los centros y del niimero de
ocurrencias por cluster, teniendo en cuenta que el proceso global, condicionado a
las posiciones de los centros, es una superposicion de procesos independientes. En

particular, se deducen facilmente las siguientes propiedades:
- El nimero medio de ocurrencias en un conjunto A es A|A|E(Np).

- El ntimero de ocurrencias en intervalos disjuntos es independiente.

4.1.2 Proceso de Poisson cluster compuesto

Como se coment6 en el capitulo anterior, la ocurrencia no es el tinico aspecto de in-
terés en la sequia; por esta razén se consideraron modelos que complementaban el PP
introduciendo un vector aleatorio de variables para representar otras caracteristicas

del fenémeno. El mismo razonamiento se puede aplicar al modelo PPCI.

Definicién 4.2. Se define un proceso de Poisson cluster compuesto,
PPCIC(N, Fy ..., Fy), como un PPCl en el que se asocia a cada cluster un vector
aleatorio de magnitudes (X1,..., Xk) i.i.d., con distribuciones marginales Fi, ..., Fy,

independientes del proceso de ocurrencia.
4.1.3 Proceso de las sequias

Al considerar este fenémeno en el marco de un PPCIC, cada sequia se identifica
con un cluster constituido por un nimero aleatorio de puntos que corresponden a
los periodos secos que la forman. En este modelo las magnitudes asociadas a las
diferentes sequias deben ser independientes, pero puede existir dependencia entre

las magnitudes correspondientes a periodos secos del mismo cluster.

El vector de magnitudes asociado a las sequias es el mismo que el asociado a los
periodos secos en el PPC, (L, D,IM), aunque es necesario adaptar su definicién a

esta situacion, figura 4.1.

- Duracién: Se define como la suma de las duraciones de cada uno de los periodos

secos que forman el cluster y de los periodos no secos que los separan.
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duracion
u2

intensidad maxima

Figura 4.1: Definicién de un episodio de sequia y de las magnitudes asociadas.

- Déficit: Definimos esta variable como la suma de las diferencias entre la in-
tensidad y el umbral U2 -en este caso el percentil 30- de cada una de las
observaciones que forman el cluster. Esta definicién presenta algunas ventajas
sobre la que se basa en las diferencias al umbral U1, que parece la definicién

natural:

- Es menos sensible a la eleccion del umbral que, aunque se base en criterios

razonables, no es absolutamente objetiva.

- Resuelve de forma eficiente el problema relativo a la influencia en el déficit
de los excesos asociados a los periodos de remision. La definicién propues-
ta tiene en cuenta su efecto, pero es menos sensible a su valor que otras
definiciones; en particular, evita la aparicién de sequias muy largas con
déficits anormalmente pequenos, que no reflejan la situacién real, provo-

cados por el efecto de los excesos.

- Garantiza que el déficit tome siempre valores positivos.

- Intensidad maxima: Se define como la intensidad méaxima observada en los

periodos secos que forman el cluster.

Finalmente senalaremos que si no se verifica la hipotesis de exponencialidad de

los tiempos de recurrencia, el andlisis de las sequias planteado, se puede enmarcar
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dentro de procesos de tipo renovacién y renovacién alternante, mas generales que el
PPCl y el PPCIC.

4.2 Justificacion del modelo

El proceso de los episodios de sequia se obtiene como resultado de una agrupaciéon
del proceso de periodos secos cuya ocurrencia se modeliza con un PP; el problema
ahora es determinar si el proceso de ocurrencia de los clusters conserva el caracter
Poisson y qué condiciones son necesarias para ello. En general, el proceso resultante
de la agrupacién de puntos en un PP no conserva el caricter Poisson del original,

pero los procesos definidos a partir de un umbral presentan la siguiente propiedad.

Propiedad 4.1. Si el proceso de ocurrencia de periodos por debajo
de un umbral u es un PP, el proceso de ocurrencia de agrupaciones de

dichos periodos convergerd, al decrecer el umbral, a un PP.

En efecto, asignando el instante de ocurrencia al punto de intensidad maxima
y aplicando la propiedad 3.1, se justificé el caracter Poisson de todo proceso de
ocurrencia de episodios definidos con un umbral mas estricto que u. Por hipdtesis,
el proceso de Poisson excluye la acumulacién de ocurrencias en intervalos de tiem-
po pequenos; en consecuencia, al decrecer el valor del umbral las ocurrencias que
permanecen, tienden a separarse temporalmente. En estas condiciones, en los corres-
pondientes procesos de clusters, el namero de episodios por cluster se aproxima a
uno; es decir, al considerar umbrales cada vez méas estrictos, el proceso de clusters
converge a uno de periodos secos, que se obtiene mediante borrado aleatorio del

proceso de periodos secos inicial, por lo que su caracter Poisson estd garantizado.

Esta propiedad justifica la hipotesis del caracter Poisson del proceso de ocurren-
cia de clusters de periodos secos definidos con el percentil 10. En caso de que la
hipétesis no fuera plausible en ese umbral, al disminuir éste, se haria més verosimil.
En los procesos definidos con umbrales menos estrictos se pueden plantear modelos
de renovacién alternante compuestos; estos modelos son menos restrictivos pero no
permiten la aplicacién de algunos de los resultados que se presentaran en el siguiente

capitulo.



88 4. Modelizacién del proceso de sequias

A continuacién se describe el proceso de ajuste del modelo. El primer paso es
la determinacion de los clusters a partir del proceso de ocurrencia de los periodos
secos. Una vez establecido el proceso de centros de los clusters con las tres localiza-
ciones habituales, se comprueba el caracter Poisson de la ocurrencia y se analizan las
hipétesis relativas al vector de magnitudes asociado a las sequias y al de los periodos

no secos que las separan.

4.3 Identificacion de los clusters

Los criterios para identificar clusters pueden desarrollarse a partir de hipdtesis pa-
ramétricas del modelo o de factores de cardcter empirico. En cualquier caso parece
razonable utilizar criterios basados en medidas de la magnitud del intervalo que se-
para dos ocurrencias. Antes de definir los criterios aplicados, se exponen y discuten

algunos de los utilizados en problemas afines.

El criterio de unién maés natural es suponer que dos ocurrencias consecutivas en

los instantes T;_1 y T;, pertenecen al mismo cluster si
T, —Ti 1 < zx,

siendo el problema determinar el valor zx. La mayor parte de los autores evitan la

formulaciéon de un modelo particular y realizan la seleccion de forma empirica.

- Tawn (1988) utiliza separaciones de 15 y 30 horas para garantizar la inde-
pendencia de observaciones del nivel del mar; con los dos criterios obtiene
resultados similares y comprueba la estabilidad de los resultados salvo con

valores muy alejados de ese rango.

- Smith (1989) supone independientes los registros horarios del nivel de ozono
que tienen una una separaciéon minima de un difa. Con este criterio obtiene
clusters muy préximos, por lo que repite el andlisis considerando una separa-
cién de tres dias para confirmar la validez de los resultados; éstos presentan

pocas diferencias con los obtenidos inicialmente.

Otros autores complementan este tipo de criterios con medidas de la gravedad

del periodo de separacién.
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- Zelenhasic & Salvai (1987) en su estudio sobre las sequias fluviales con me-
didas diarias, miden el grado de recuperacion del proceso basiandose en la
magnitud de la duracién y el exceso asociados al periodo de separacién entre
dos ocurrencias; consideran que dos observaciones pertenecen al mismo cluster
si estdn separadas menos de seis dias y el exceso del periodo de separacién es
pequeno respecto al déficit del periodo seco posterior. En estas condiciones
definen la duracion y el déficit del cluster como la suma de las duraciones y de
los déficits de los episodios secos que lo forman, sin tener en cuenta los valores

correspondientes a los periodos de separacién.

Por otra parte, consideran despreciables todas las ocurrencias con déficits tales
que D; < pgDpmaz, con pg un factor suficientemente pequeno y D4, €l mayor
déficit observado en la muestra, y las eliminan; utilizan valores de py entre

0.005 y 0.01.

- Madsen et al. (1994) plantean un modelo de sequias aplicando el mismo tipo de
criterios que Zelenhasic & Salvai (1987), pero modifican la forma de medir la
magnitud del exceso del periodo de separacién: imponen que la razén entre el
volumen del exceso y el déficit precedente debe ser menor que un valor critico

Pe, que definen igual a 0.3.

- Madsen & Rosbjerg (1998) proponen una nueva definicién de las variables aso-

ciadas al cluster que incorpora informacién sobre los episodios de separacién,

L = L;+ Ljy1+ Lns;
= Di+ D1 — Ens;

con Lns; v Ens;, la duracién y el exceso del periodo entre las ocurrencias i e
(14 1)-ésima respectivamente. Respecto al criterio de eliminacién de episodios
despreciables propuesto por Zelenhasic & Salvai (1987) consideran que es muy
sensible a la existencia de datos atipicos, por lo que excluyen los periodos con
L; <rpE(L) o D; < rpE(D), donde rr, y rp son factores prefijados, en este

caso con un valor igual a 0.1.

- En su revisién sobre la metodologia POT, Rasmussen et al. (1994) subrayan

la necesidad de imponer restricciones sobre la duracién y el exceso del inter-
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valo de separacion entre episodios, para garantizar la independencia de las

observaciones.

Una aproximacion alternativa a este problema consiste en plantear y ajustar un
modelo paramétrico para el proceso de ocurrencia de los periodos secos, y calcular

el valor de z* bajo esas hipétesis.

- Smith (1984) determina el valor de z* cuando el proceso de ocurrencia corres-
ponde a un PP doblemente estocastico cuyo proceso asociado es una cadena

de Markov de dos estados.

- Davison & Smith (1990) sugieren la utilizaciéon de los modelos de Neyman-

Scott y Bartlett-Lewis.

En general, la aplicacion de modelos paramétricos en la determinacién de los
clusters no mejora los resultados. Davison & Smith (1990), tras analizar los resul-
tados de distintos trabajos, concluyen que los andlisis no son demasiado sensibles al
valor de zx*, siempre que se utilice un valor intuitivamente razonable. Finalmente,
senalan que en las situaciones en las que los resultados son estables en un amplio

rango de valores del umbral, el ajuste paramétrico no presenta ninguna ventaja.

4.3.1 Criterios de separacién propuestos

En la eleccién del criterio de separacién se consideran los siguientes factores.

- Existen dos propiedades que borran la memoria de los episodios pasados y que
permiten suponer el comienzo de una nueva sequia: el tiempo transcurrido

desde el episodio anterior y la importancia del periodo no seco que los separa.

- La utilizaciéon de un criterio basado sélo en la distancia presenta algunos in-
convenientes: un valor zx grande puede dar lugar a un grado de agrupacién

excesivo, mientras que un valor pequeno no garantizara la independencia.

- Criterios como el de Madsen et al. (1994), basados en la magnitud del pe-
riodo de separaciéon entre dos sucesos, resultan muy sensibles al valor de pe,
de forma que, dependiendo de ese valor, la composicién de los clusters varia

considerablemente.
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Finalmente, se opté por utilizar longitudes de separacién z+* intermedias y com-
plementar ese criterio con una regla basada en la intensidad méaxima del periodo de
separacion entre los episodios, medida que consideramos menos sensible a los valores

fijados a priori, que las propuestas por otros autores.

Criterio de separacion I: Dos periodos secos pertenecen a clusters dis-
tintos si entre ellos hay mds de seis meses de separacion o la intensidad
mdxima entre dichos periodos es superior al percentil 30 de la precipita-

cion anual.

La eleccién de este percentil se basa en la clasificacién de Gibbs & Maher (1967) que
considera normales las precipitaciones anuales entre el percentil 30 y el 70, y muy
inferiores a la media a las que se encuentran entre los percentiles 10 y 20. La eleccion
del valor seis es més subjetiva; ademds de factores empiricos, como su relacién con
el ciclo semestral de precipitaciéon en el area mediterranea, se justifica porque en
las observaciones separadas por esa distancia la informacién comin es menor que
la informacién nueva. Esencialmente este criterio supone que dos periodos secos -
que corresponden a observaciones muy inferiores a la media- pertenecen a diferentes
sequias y son independientes, si estan suficientemente alejados temporalmente o,
si en algin instante entre ellos se alcanza un valor normal de precipitacién que

determine su finalizacion.

Para tener una idea relativa de la capacidad separadora de este criterio, se pro-

pone otro cuya capacidad de separacion es razonable.

Criterio de separacion II: Dos periodos secos pertenecen a clusters

distintos si la separacion entre ellos es mayor o igual que doce.

La aplicacién de este criterio a sumas anuales méviles implica que las observaciones
de episodios separados no comparten informacién y, en principio, no hay motivos
para suponer la existencia de dependencia entre las magnitudes asociadas a esos

episodios.

Para comprobar si las observaciones separadas por un criterio son independientes,

se aplican los siguientes controles.
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- Valor de la correlacién calculada emparejando cada observacién con la primera

posterior a ella que verifique el criterio de separacion.

- Independencia de la serie temporal de observaciones separadas, evaluada con
las herramientas habituales. La serie de observaciones separadas se construye
incluyendo la primera observacion de la serie original y aplicando posterior-
mente el criterio de separacién de forma iterativa; es decir, sélo se incorporan
a la nueva serie las observaciones que, de acuerdo al criterio, estan separadas

de la dltima incluida.

Criterio de eliminaciéon de episodios despreciables Es dificil establecer una
regla de caracter general sobre qué episodios se deben considerar despreciables, ya
que su importancia estd directamente relacionada con el umbral de definiciéon de
la sequia, y no sélo con los valores de las magnitudes asociadas. Dado que toda
entrada de la suma movil anual por debajo del umbral implica, al menos, un ano
de precipitacién escasa, se ha considerado que con umbrales estrictos, a partir del
percentil 10, todos los episodios secos se deben considerar relevantes. Con otros
umbrales se aplica el criterio de Madsen et al. (1994) con p. = 0.05, criterio muy

restrictivo que sélo elimina los episodios insignificantes.

Estadisticamente, la inclusién o no de estos sucesos afecta mas a la distribucién
de las magnitudes que a las propiedades del proceso de ocurrencia. En efecto,
bajo la hipétesis de independencia entre el vector de magnitudes y el proceso de
ocurrencia, la eliminacion de los episodios despreciables representa un proceso de

borrado aleatorio que no altera el caracter Poisson del proceso original.

4.3.2 Andlisis de resultados

Los controles de independencia aplicados a las series de magnitudes de los periodos
secos separados con los criterios I y II son satisfactorios en ambos casos aunque,
en general, los p-valores correspondientes al criterio II son mayores en el déficit
v la intensidad maxima, tabla 4.1; la aplicacion de este criterio puede conllevar,
sin embargo, una agrupacion excesiva. La duracion tiene un comportamiento mas

independiente y no presenta correlacién significativa, ni siquiera en la serie original.
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Magnitud ‘ Serie H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S. Fernando ‘

pv S.C || 0.138 0.333 0.263 0.420 0.771 0.316

T (-0.152) | (-0.103) | (-0.107) | (-0.070) | (0.043) | (-0.104)
Duracién pv C.I 0.362 0.194 0.656 0.810 0.981 0.402

T (-0.094) | (-0.135) | (-0.041) | (-0.020) | (0.003) | (-0.086)

pv C.II || 0.623 0.912 0.559 0.725 0.731 0.252

T (-0.050) | (-0.011) | (-0.055) | (-0.030) | (-0.047) | (-0.117)

pv S.C. || 0.129 0.186 0.015 0.555 0.944 0.168

T (-0.166) | (-0.156) | (-0.256) | (-0.057) | (0.013) | (-0.155)
Déficit pv C.I 0.238 0.326 0.613 0.933 0.761 0.298

T (-0.128) | (-0.114) | (-0.053) | (-0.008) | (0.043) | (-0.116)

pv C.II || 0.406 0.703 0.863 0.994 0.623 0.081

T (-0.090) | (0.044) | (-0.018) | (0.001) | (0.070) | (-0.194)

pv S.C. || 0.334 0.105 0.007 0.394 0.797 0.217

T (-0.106) | (-0.190) | (-0.281) | (-0.081) | (-0.040) | (-0.139)
Intensidad | pv C.I 0.501 0.182 0.479 0.806 0.981 0.321
maxima T (-0.073) | (-0.156) | (-0.074) | (-0.023) | (0.003) | (-0.111)

pv C.II || 0.613 0.643 0.785 0.896 0.925 0.100

T (-0.055) | (0.054) | (-0.029) | (0.012) | (-0.013) | (-0.186)

93

Tabla 4.1: Coeficiente de Kendall y p-valor del test de correlacién de las series completas, S.C.,
separadas con el criterio I, C.I, y por el criterio 11, C.II.

En conclusién, con umbrales inferiores al percentil décimo, el criterio I asegura la

independencia de los episodios, aunque este resultado no se puede generalizar a

valores menos severos del umbral.

4.4 Control de las hipétesis de un PPCIC

Las hipdtesis que debe verificar un proceso PPCIC son el cardcter Poisson del proceso

de ocurrencia de los clusters, la independencia del vector de magnitudes asociado, y

la independencia entre éstas variables y el proceso de ocurrencia. Para comprobar

estas hipdtesis se aplican los procedimientos utilizados en el analisis del proceso de

periodos secos.

Una hipdtesis adicional del modelo es la independencia e idéntica distribucién del

numero de elementos que forman cada cluster -que se evalia con las herramientas

utilizadas para contrastar la independencia y homogeneidad temporal- y su inde-
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pendencia del proceso de ocurrencia.

4.4.1 Andlisis de resultados

Se analiza el caracter Poisson del proceso de ocurrencia de los clusters definido con el
percentil décimo, que denotaremos seql0. Dado el resultado 4.1 se analiza también
un umbral un poco més estricto, correspondiente al valor en el que -de acuerdo con los
andlisis preliminares de seleccién del umbral, tabla 3.1- las observaciones presentaban
caracter extremo; en torno al percentil 6 o 7, dependiendo del observatorio. El centro
de los clusters se define en las localizaciones habituales, punto medio, punto inicial

y punto de intensidad méaxima.

Proceso de ocurrencia de los clusters En la tabla 4.2 se presenta un resumen
del analisis de la serie de ocurrencia de las sequias, y a continuacién senalamos los

resultados mas destacados.

- Burgos. En seql0 los tests no rechazan el caracter exponencial, sin embargo
el qgplot correspondiente, similar al observado en periodos secos, no es satis-
factorio; la causa es, de nuevo, el cambio de comportamiento que se aprecia en
la serie, ahora en torno a la observacién ntimero 16, como se puede observar en
la figura 4.2. Con la disminucién del umbral la mejora del grafico es apreciable,

figura 4.3.

- Daroca. No hay indicios para rechazar el caracter Poisson del proceso seql0;

la hipétesis de exponencialidad se hace mas verosimil al disminuir el umbral.

- Huesca. Los resultados son similares a los de Burgos: se puede aceptar el
caracter Poisson en seql0, y los p-valores correspondientes aumentan con la

disminucién del umbral.

- Madrid. En seql0 se rechaza, grafica y analiticamente, el caracter Poisson del
proceso de ocurrencia. Al disminuir el umbral al percentil 6, los tests dejan de
ser significativos y los graficos de bondad de ajuste experimentan una notable

mejoria, figuras 4.4 y 4.5, que permite aceptar el caracter Poisson.
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Figura 4.2: Serie de los tiempos de recurrencia con localizacién en el punto medio, seq10; Burgos.
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Figura 4.3: QQplot exponencial de los tiempos de recurrencia con localizacién en el punto medio,
seql0 (izda.) y seq6 (dcha.); Burgos.

- Murcia. La exponencialidad de T'r, asi como el cardcter Poisson del niimero
de ocurrencias se rechazan en seql0; los resultados mejoran en seq7, figura 4.6,

aunque se debe tener en cuenta el pequeno tamano de muestra disponible.

- San Fernando. El test de exponencialidad indica que no se puede rechazar
el caracter Poisson del proceso seql0, aunque los p-valores de algunos de los
tests x2 son pequenos. Se detecta un comportamiento estacional significativo,
especialmente en las series con localizacion en el punto de intensidad méxima
y el punto inicial. Esta inhomogeneidad provoca los bajos p-valores de los
tests y la desviacion que se aprecia en el qqplot. Con umbrales mas estrictos
la estacionalidad deja de ser significativa y mejora el caracter Exponencial,
figura 4.7.
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Figura 4.4: Funcién de distribucién del ajuste exponencial de los tiempos de recurrencia con
localizacién en el punto medio, seql0 (izquierda) y seq6 (derecha); Madrid.

e e
— —
®  Poisson @  Poisson
+  observada +  observada
o | i
o o
© @
o o
~ —~
x X
g t— g
< * <
o =] .
. o« — T —+
\. +/ \
| e o~ °
o o
.
. +\. e —
= i — | — .
o o
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

Figura 4.5: Funcién de probabilidad del ajuste Poisson del niimero de ocurrencias por intervalo,
con localizacién en el punto medio, n° intervalos=25, seql0 (izquierda) y seq6 (derecha); Madrid.
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Figura 4.6: Funcién de densidad del ajuste exponencial de los tiempos de recurrencia con locali-
zacién en el punto medio, seql0 (izda.) y seq7 (dcha.); Murcia.
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H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S. Fernando

Proceso seql0 seql0 seql0 seql0 seql0 seql0
Umbral 3880 3060 3740 3010 1630 3630

n 32 23 28 37 15 31
Poisson (x?) 0.239 0.893 0.088 0.136 0.058 0.021
Exp. (K-S) 0.213 0.117 0.144 0.004 0.013 0.167
o 0.021 0.023 0.019 0.024 0.017 0.020
Indep. T 0.943 0.650 0.894 0.618 0.951 0.301

7 Kendall (0.011) (0.076) (0.022) (-0.061) | (-0.026) | (-0.138)
Rachas cre-dec. 0.775 0.497 0.444 0.596 0.199 0.561
Von Neuman 0.806 0.611 0.796 0.892 0.689 0.190
Cox-Stuart 0.121 0.999 0.386 0.814 0.999 0.423
Lewis-Robinson 0.350 0.692 0.510 0.756 0.576 0.641
Homogeneidad 0.741 0.307 0.963 0.882 0.126 0.593
Indep. n° ps/cluster || 0.874 0.882 0.393 0.589 0.943 0.255

7 Kendall (-0.013) | (-0.022) | (-0.088) | (-0.044) | (-0.022) | (-0.083)

H Burgos ‘ Daroca ‘ Huesca ‘ Madrid ‘ Murcia ‘ S. Fernando ‘

Proceso seq7 seqb seqb seq6 seq7 seq6
Umbral 3700 2800 3500 2800 1450 3400

n 23 14 21 28 14 20
Poisson (x?) 0.267 0.423 0.397 0.794 0.634 0.372
Exp. (K-S) 0.239 0.300 0.213 0.216 0.206 (> 0.200)
« 0.015 0.014 0.014 0.018 0.016 0.013
Indep. T 0.486 0.304 0.916 0.628 0.301 0.325

7 Kendall (-0.114) | (-0.242) | (-0.023) | (-0.071) | (-0.242) | (-0.176)
Rachas cre-dec. 0.395 0.266 0.593 0.283 0.730 0.010
Von Neuman 0.529 0.467 0.925 0.830 0.321 0.488
Cox-Stuart 0.752 0.221 0.752 0.579 0.683 0.999
Lewis-Robinson 0.998 0.297 0.437 0.074 0.476 0.087
Homogeneidad 0.365 0.335 0.489 0.463 0.294 0.639
Indep. n° ps/cluster || 0.900 0.690 0.260 0.649 0.689 0.751

7 Kendall (-0.013) | (-0.026) | (-0.116) | (-0.031) | (-0.026) | (-0.041)

Tabla 4.2: P-valores de los tests del andlisis con el percentil 10 (sup.) y un umbral inferior (inf.)
con localizacién punto medio. El nimero de intervalos en el control Poisson es 15 en Murcia y
Daroca, y 18 en el resto.
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Figura 4.7: QQplot exponencial de los tiempos de recurrencia con localizacién en el punto medio,
seql0 (izda.) y seq6 (dcha.); San Fernando.

Independencia y homogeneidad del niimero de elementos por cluster

Los resultados se resumen en las siguientes conclusiones:

En general, el proceso seql0 de ocurrencia de los clusters se puede suponer un
PP, aunque el cardcter Exponencial y Poisson analizados mejora, notablemente

en algunos casos, al considerar umbrales més estrictos.

La hipétesis de independencia del proceso requiere umbrales menos estrictos
que las relativas al cardcter de la distribucion; en el proceso seql0 todos los

controles de independencia son satisfactorios.

En el proceso seq10 no se aprecia tendencia en ningtin observatorio y el caracter

estacional sélo es significativo en el observatorio de San Fernando.

En los umbrales préoximos al percentil 6, que corresponden a umbrales de
caracter extremo, el caracter Poisson del proceso de ocurrencia es completa-
mente satisfactorio. El problema de considerar umbrales tan estrictos es la

disminucién drastica del tamano de muestra.

Los

controles de independencia en esta serie son satisfactorios; los p-valores de los tests

de independencia, tabla 4.2, no detectan ningin patrén de correlacion. Tampoco el

andlisis descriptivo por trimestres muestra indicios de inhomogeneidad.
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Observatorio Burgos Daroca | Huesca Madrid | Murcia | S. Fernando
Proceso seql0 seql0 seql0 seq6 seq7 seql0
Media(L) (mes) 5.4 5.6 6.8 3.9 5.7 5.8
p50(L) 4 4 6 3 5 4
max (L) 15 17 26 9 21 31
p25(L)-p75(L) 1-9 2-8 2-9 1-6 2-6 2-8
Media(D) (1.) 649.4 510.8 858.8 414.8 564.6 903.5
p50(D) 454.6 350.3 582.6 352.9 451.6 525.4
max(D) 2029.9 1865.2 3829.0 922.7 2038.4 5343.3
p25(D)-p75(D) 108-1023 | 177-704 | 192-1162 | 112-688 | 201-361 | 193-1171
Media(Im) (1.) 52.8 40.8 66.1 38.3 33.7 65.1
p50(Im) 46.1 32.1 58.5 32.5 40.3 39.5
max(Im) 153.4 139.5 181.2 95.9 57.1 246.6
p25(Im)-p75(Im) 16-84 18-57 29-79 21-51 20-49 16-101
‘ n°ps/cluster H 1.3 ‘ 1.6 ‘ 1.6 ‘ 1.3 ‘ 1.1 ‘ 1.3

Tabla 4.3: Descriptiva de las magnitudes asociadas a las sequias

Vector de magnitudes Se analizan las series de las magnitudes correspondientes
a los procesos en los que se acepta el caracter Poisson del proceso de ocurrencia, seq10
en Burgos, Daroca, Huesca y San Fernando, seq7 en Murcia y seq6 en Madrid. En la
tabla 4.3 se muestran algunos medidas resumen de la distribuciéon de las magnitudes

asociadas a las sequias.

Los resultados a destacar en cada observatorio son:

- Burgos. Se detecta el mismo comportamiento encontrado en el andlisis de
periodos secos: en la serie del déficit se produce un descenso del nivel medio
en torno a la observaciéon nimero 16. En las magnitudes no secas se observa
el efecto contrario, un aumento del exceso a partir de la misma observacién,
figura 4.8. Una consecuencia de este problema, como se puede observar en
la figura 4.9, es la aparicion de un p-valor significativo en el test de rachas

respecto a la mediana y correlacion positiva de orden uno.

- Daroca. Existen indicios, no significativos, de estacionalidad en la duracién

y el exceso de los periodos no secos con localizacién en el punto inicial.

- Huesca. En las series de duracién y déficit, figura 4.10, se observa un compor-
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Figura 4.10: Serie del déficit y correlograma de Kendall de esa serie, seq10; Huesca.
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Figura 4.11: Serie del déficit, seq10; Madrid.

tamiento ciclico consecuencia de la alternancia de sequias graves -observaciones
numero 5, 11, 15 y 21- con otras de escasa importancia -observaciones nimero

2,7, 13, 17 y 22.

Madrid. En las series de duracién y déficit, se observa un cambio de régimen,
menos nitido que en el proceso de periodos secos, en torno a la observacion

nimero 11 que corresponde, aproximadamente, al ano 1901, figura 4.11.

El test de Kruskal-Wallis, asi como el grafico de burbujas y el de signos indican
la existencia de un efecto estacional en todas las magnitudes, especialmente
en el déficit y la duracién; este efecto es apreciable en las tres localizaciones
aunque no es significativo en la serie correspondiente al punto medio. Los
graficos de la figura 4.13 indican que las sequias que comienzan en verano son

las de menor entidad.

10 12
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t

Figura 4.12: Gréfico de burbujas de la duracién con localizacién punto medio, seql0; San Fer-

nando.
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Figura 4.13: Gréficos de burbujas de la duracién con localizacién en el punto inicial (sup.) y en

el de intensidad méxima (inf.), seq6; Madrid.

- Murcia. No existen indicios significativos de anomalias en ninguno de los

controles.

- San Fernando. Todas las series asociadas a los episodios secos presentan

caracter estacional; como se aprecia en la figura 4.12, los episodios cuyo punto

medio se localiza en los meses de verano son los de mayor duracion.

A continuacidon se resumen las conclusiones del anélisis.

e La introduccién del concepto de sequia como agrupacién de periodos secos

préximos y su modelizacién con un PPCIC resuelve el problema de dependencia

observado en el vector de magnitudes asociado a los periodos secos. En este

modelo los controles de incorrelacién y aleatoriedad son aceptables en todos

los observatorios.

e Respecto a las hipotesis restantes, las conclusiones son las mismas que en el

proceso de los periodos secos: no se puede asegurar la existencia de tendencia

en ninguna serie, y solo las de Madrid y San Fernando presentan caracter

estacional.
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e Existe una fuerte dependencia entre las tres magnitudes asociadas a las se-
quias, aunque la estructura de correlacion presenta algunas diferencias con la
observada en los periodos secos; en este caso, la correlacién mas fuerte no se
produce entre el déficit y la intensidad maxima, sino entre la duracion y el
déficit.

En conclusién, las series de Huesca, Burgos, y Daroca correspondientes al per-
centil 10 y la de Murcia definida con el percentil 7 satisfacen todas las hipotesis de un
PPCIC. A partir de 1901, la serie de Madrid correspondiente al percentil 6 también
verifica las hipotesis de un PPCIC, pero con vector de magnitudes no homogéneo
estacionalmente. En el caso de San Fernando, un modelo adecuado para la serie
definida con el percentil 10 podria ser un PPCIC no homogéneo, dado el carédcter

estacional tanto del proceso de ocurrencia como del vector de magnitudes.

Comparacion de los tiempos de recurrencia de los distintos observatorios
Los resultados de este analisis son analogos a los obtenidos en la serie ps10, ya que
los mayores tiempos de recurrencia de ambos procesos son, basicamente, los mismos;
las pequenas diferencias que se aprecian estan provocadas por los desplazamientos

en la localizacion de los puntos de ocurrencia de sequias y periodos secos.

4.5 Implementaciéon en S-plus

e Funcién: sseq.fun (sseq.txt). La segunda parte de esta funcién -la primera
se describié en el capitulo anterior- es opcional e identifica los periodos secos
que forman cada cluster aplicando el criterio I. Establecida la composicién de
los clusters, calcula todas las magnitudes asociadas a este proceso, incluido el
numero de elementos que forman cada uno, y realiza un control opcional pa-
ra detectar y eliminar los episodios despreciables de la muestra. Finalmente,
ofrece la posibilidad de comprobar el cardcter Poisson del proceso aplican-
do el procedimiento habitual con la funcién contip.fun, o realizar un andlisis

exploratorio utilizando sdélo el gréfico de Castro.

Argumentos:

- datafsmo: base de datos que contiene la precipitacién anual mévil
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- nomb: etiqueta del nombre del observatorio

- otros argumentos de las subfunciones.

Subfunciones de la segunda parte:

- union.fun: calcula las magnitudes asociadas a un episodio de sequia for-

mado por la unién de periodos secos.

Funcién: indnec.fun (ajusnec.txt). Esta funcién analiza la serie del nimero
de elementos por cluster; realiza un control de independencia y homogeneidad,

con las series de cada una de las localizaciones.
Argumentos:

dataf: base de datos con las magnitudes asociadas a los clusters

- datafsmo: base de datos con la serie de precipitacion mévil anual

nomb: etiqueta del nombre del observatorio

tipod: etiqueta con el tipo de dato: ’sequia’ y el percentil que define el

periodo seco.

Funcién: contmag.fun (contmag.txt). Esta funcién realiza los controles de
las hipdtesis que debe verificar el vector de magnitudes; se debe especificar el
argumento etiqueta tipod=’sequia’. Los controles de estacionalidad se hacen
por trimestres, diciembre-enero-febrero, marzo-abril-mayo, junio-julio-agosto

y septiembre-octubre-noviembre.



Capitulo 5

Distribucion del vector de
magnitudes. Analisis de
maximos

Una vez comprobado que el proceso de sequias verifica las hipétesis del PPCIC y
ajustado el modelo del proceso de ocurrencia, interesa analizar el vector de mag-
nitudes que describe las caracteristicas de los episodios observados, con el objeto
de determinar valores utiles en la toma de decisiones y planificaciéon de recursos
hidricos, por ejemplo, la duracién esperada de una sequia, la probabilidad de ob-
servar déficits superiores a uno dado, el periodo de retorno de episodios de cierta
intensidad, o la duracién y el déficit de la sequia mas grave que cabe esperar en un
determinado periodo de tiempo. Para dar respuesta a estas cuestiones se ajustan
modelos paramétricos a las magnitudes asociadas a un episodio -duracién, déficit,
intensidad méaxima- y se caracteriza la correspondiente distribucién del maximo de

una muestra. Se ajusta también una distribucién al nimero de elementos por cluster.

5.1 Modelos paramétricos para las magnitudes

En este apartado se presentan distribuciones que pueden ser adecuadas para ajustar
las magnitudes asociadas a las sequias, y criterios de comparacién y validacién de los
ajustes que permitan seleccionar la mejor distribuciéon en cada caso. La estimacion

de los parametros se realiza, en todos los modelos, utilizando el procedimiento de

105
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maéaxima verosimilitud.

5.1.1 Distribuciones mas frecuentes en el andlisis de fenédmenos ex-
tremos

En primer lugar, revisaremos brevemente las distribuciones mas utilizadas en estu-

dios de caracter climatico e hidroldgico.

Duracion: La distribucién més utilizada para modelizar esta magnitud es la
Exponencial; Zelenhasic & Salvai (1987) y Madsen & Rosbjerg (1998) ajustan esta
distribucién a la duracién de episodios de sequias fluviales. Si el rango de valores de la
variable es reducido se pueden considerar distribuciones discretas: Griffiths (1990) y
Madsen et al. (1994) ajustan una distribucién Geométrica a las duraciones de sequias
basadas en la precipitacion mensual y los flujos fluviales respectivamente, y Castro
& Pérez-Abreu (1994) proponen una distribucién Binomial negativa truncada para

modelizar la duracién de huracanes.

Déficit:  Zelenhasic & Salvai (1987) y Madsen & Rosbjerg (1998) proponen la
distribucién Exponencial para ajustar esta magnitud. Madsen et al. (1994) utilizan
la distribucion PG para modelizar déficits a escala diaria, mensual y anual, obte-
niendo un buen ajuste salvo en casos con déficits muy extremos. Griffiths ajusta
una distribucién Gamma al déficit -exactamente al déficit dividido por la mediana

anual- condicionado a la duracién.

Intensidad Maxima:  El ajuste de esta magnitud es habitual en las aproxima-
ciones POT, en las que sdlo se considera la méaxima observacién de cada cluster.
En los primeros trabajos se utilizo la distribucion Weibull y la Exponencial, (Artina
& Todini 1985, Bardsley & Manly 1987). Posteriormente, debido a su justificacién
asintotica y a los buenos resultados que proporciona, se ha generalizado la utiliza-
cién de la distribucién PG: Smith (1989) ajusta esta distribucién a niveles maximos
de ozono en la atmdsfera, Smith (1984) la utiliza para modelizar la altura maxima

de olas, y Davison & Smith (1990) para los excesos del flujo fluvial.
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‘ Distribucién H f. densidad f(z) ‘ f. distribucién F(x) ‘
Exponencial(a) aexp(—at) 1 — exp(—at)
Weibull(v, «) va(at)? ! exp[—(at)¥] 1 — exp[—(at)”]
Gammal(p, v) r(l,,) (ﬁ)y t" ! exp (7%15) —

Lognormal (s, o) ﬁ exp {—% (%)2] _

Pareto Generalizada(y, o) || = (1 + 75)7(1“/7) 1-— (1 + 7%) —
Binomial negativa(n, p) ( " Zf; 1 ) (1—-p)p" | —

Geométrica 0(p) p(1 —p)? 1—(1—p)itt
Poisson(\) W —

Tabla 5.1: Distribuciones propuestas para modelizar las magnitudes.

En la tabla 5.1 se resumen las distribuciones propuestas, que se pueden generali-
zar considerando un parametro de localizacién u. Dado que todas las magnitudes son
variables positivas, se han considerado distribuciones con rango (0,00), o Z; U {0}

en el caso de las discretas.

5.1.2 Analisis preliminar

Antes de formular un modelo paramétrico conviene estudiar las distribuciones posi-
bles, para seleccionar entre ellas la mas adecuada. El gran nimero de distribuciones
existentes dificulta esta tarea, por lo que interesa disponer de criterios rapidos y

simples para realizar una primera seleccién.

Un método exploratorio, utilizado en Fiabilidad y Anélisis de Supervivencia, para
determinar la adecuacién de un modelo paramétrico son los graficos lineales de la
funcién de supervivencia S(t) = F(t). Dada la expresién de S(t) de una distribucién
determinada, se buscan funciones continuas g; y g2 que linealicen la relacién entre t y
S(t). Serepresenta g1[S(t)] frente a go(t), siendo S(t) una estimacién no paramétrica
de la funcién de supervivencia, por ejemplo el estimador de Kaplan-Meier, de forma
que si el modelo es correcto, la nube de puntos debe ser aproximadamente lineal.

El ajuste de una recta de regresién a los puntos (g2(ti), g1[S(ti)]) proporciona una

medida de la adecuacién de la distribucién propuesta, el coeficiente R?, y estimadores
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‘ Distribucién ‘ g2(t) ‘ g1[S(t)] ‘ Estimadores de los pardmetros
Exponencial(a) t In[S(¢)] a=—H
Weibull(v, a) In(t) | In(—In[S(t)]) & = exp (Bo/Bl), v=7
Gammal(y, v) (aprox.) | v o (1-8(t) | -
Lognormal(s, o) n(t) | ® (1= S(2)) | #=—ho/Br, o = 1/
Geométrical(p)(p,0) | ¢ In[S(¢)] p=1—exp(f)

Tabla 5.2: Funciones de los graficos lineales de supervivencia de las distribuciones propuestas.

iniciales de los pardmetros de la misma, a partir de los coeficientes de la recta
ajustada. En la tabla 5.2 se muestran las funciones g; y g2, y los estimadores
iniciales de lo parametros para algunas distribuciones. En la distribucion Gamma
se realiza una comprobacién basada en que la distribucién de /T, siendo T una

variable con distribucion Gamma, es aproximadamente Normal.

Para la distribucion PG no existen funciones de linealizacion; en este caso se
utiliza el grafico del exceso medio, descrito en el andlisis de seleccion del umbral,
seccién 3.2.3, que proporciona los siguientes estimadores de los pardmetros.

A~

5y = B
1+ 6

. B

g = .
1+ 6

Para analizar la adecuacion de las distribuciones discretas se utiliza un grafico
basado en la funcién generatriz de probabilidades, 1(z) = E[zX], propuesto por
Nakamura & Pérez-Abreu (1993). Dada una muestra (zi,...,x,) y definiendo

Y (z) = In[p(2)], se demuestra que la funcién,

converge a Y (z). Si la muestra tiene una distribucién Poisson(\),
Y(z)=Az-1)

y, en consecuencia, la nube de puntos (z;, Y, (z;)) debe ser aproximadamente lineal

con A = (1. Las funciones Y (z) correspondientes a una distribucién Binomial,
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B(n,p), y Binomial negativa, BN (n,p), son funciones céncava y convexa respecti-

vamente,

Y(2) = nln(l—-p+pz)
Y(z) = n(ln(p)—[l - (1-p)),

de forma que si el grafico no es lineal, su forma indicard qué distribucién es més

adecuada.

Una alternativa a los graficos lineales de S(t) consiste en representar transfor-
maciones que linealicen la funcién de riesgo h(t) = f(t)/S(t); por ejemplo, la propia
h(t) si la distribucién es Weibull o Exponencial, o 1/h(t), si es PG. El inconveniente
de estos gréficos es que requieren una estimacién no paramétrica de h(t), que se
puede obtener a partir de una estimacion tipo nucleo de la funcién de densidad,

pero que resulta mas complicada que la de S(t).

5.1.3 Criterios de comparacion y de bondad de ajuste

Las distribuciones seleccionadas en el andlisis preliminar se comparan aplicando los

siguientes criterios.

- Comparacion grafica de la estimacién paramétrica de la funcién de densidad

con una estimacién no paramétrica utilizando el niicleo de Epanechnikov.

- Comparacion grafica de la estimacién paramétrica de la funcién de distribucién

con la funcién de distribucién empirica.

- Evaluacién de medidas de la distancia entre la funcién de distribucién empirica

v la estimacién paramétrica; se definen tres distancias:
D1: max; |F,(x;) — F(z;)]
D2: Yy |Fe(i) — Fai)]
D3: i [Fe(ws) — F(@i)]*.
Para las distancias 2 y 3 se define una versiéon, D2tp y D3tp, en la que el

sumatorio recorre todos los enteros hasta el maximo observado en la mues-

tra. Se consideran también las correspondientes medidas relativas, D2r, D3r,
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D2tpr y D3tpr, en las que se evalian las diferencias divididas por la estimacion

paramétrica.
QQplot de la distribucion ajustada.

Test de Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste. El resultado de este test es
conservador ya que supone que los pardmetros de la distribucién son conocidos.
Sélo se dispone de una versiéon del test con parametros estimados para las

distribuciones Normal y Exponencial.
Comparacion del criterio AIC de Akaike,

AIC = =200+ 2p
siendo p el nimero de parametros del modelo.

Test de razén de verosimilitud. Este test permite comparar dos distribuciones
cuando una contiene a la otra como caso particular; por ejemplo, la distribucién
Weibull, Gamma, y PG con la Exponencial, y la distribucién Binomial negativa

con la Geométrica0.

Andlisis de residuos. Cox & Snell (1968) proponen una definicién general de
residuo, vélida en una gran variedad de modelos. La idea bésica consiste en

expresar el término de error del modelo como una funcion,

gi = gi(0, i),

siendo # un vector de parametros desconocido e y; el valor de la variable
respuesta, cuya distribucién sea conocida bajo la hipdtesis nula; en estas con-

diciones, se define el residuo denominado de maxima verosimilitud,

€ = 92(07 yl)7

siendo § el MLE de 6. Si el modelo es correcto, la distribucion de los residuos
serd, aproximadamente, la del error. Definiendo,

e; = —In[S(y;; 0)],
los residuos deberan tener una distribuciéon aproximadamente Exponencial.
Para analizar el cardcter exponencial de los residuos se realiza un qqplot y el

grafico lineal de S(t) correspondiente.
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Distribucién H Media

‘ Desviacién tipica

‘ V. retorno (k u.t.) ‘

Exponencial 1/« 1/« In(kM)/a
Weibull v~ +1)/a VI +2v- 1) —T2(1+v1) Ja | 'Y (k))/a
Gamma I w/\v F! (1 - %)
Lognormal exp (,u + %2) ety/eo?(ev® — 1) F! (1 — %)
Pareto G. oy St <l | gmors st <05 [(RA)Y = 1]2
Binomial N. n(l —p)/p n(l—p)/p F! (1 — %)
Geométrica0. || (1 —p)/p Vv1—=0p/p —-1- 1:2(1]?;2)
Poisson A V8 Ft (1 — %)

Tabla 5.3: Parametros de las distribuciones propuestas.
5.1.4 Aplicaciones del modelo ajustado

Una de las ventajas de ajustar un modelo paramétrico es que permite hacer inferencia
y predecir en un rango de valores mayor que el de la muestra, uno de los objetivos
del andlisis de datos extremos. A partir del modelo ajustado se pueden calcular los
valores medios de las magnitudes, la desviacién tipica como medida de la variabilidad
de la distribucién, percentiles de distinto orden y el valor de retorno en k£ unidades
de tiempo, tabla 5.3. En un proceso de ocurrencia PP()), el valor de retorno, Vr,

de una magnitud con funcién de distribucién F', en k unidades de tiempo, se define:

1
—F1(1-—=—).
Vr < )\k:)

Esta medida es muy utilizada en Climatologia e Hidrologia para expresar resultados,
y corresponde al valor de la variable tal que, en un periodo de tiempo de longitud

k, cabe esperar una observaciéon mayor o igual que dicho valor.

5.1.5 Analisis de resultados

Se presentan los resultados de la serie de Huesca que, como se comprobd en el
capitulo anterior, satisface las hipétesis de un PPCIC y es una de las de mayor
longitud. Se realiza un proceso de seleccién y ajuste para cada variable del vector
de magnitudes del proceso seql0. En primer lugar se realiza un anélisis gréafico

exploratorio entre las distribuciones consideradas: Exponencial, Weibull, Gamma,
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Distribucién H Pardmetros ‘ R? ‘ AIC ‘ pv x° ‘ pv K-S ‘ pv A ‘
Exponencial a = 0.147 0.987 | 165.22 | 0.806 | 0.550 -
Weibull a=0.141 v=112 0.966 | 166.64 | 0.358 | 0.859 0.447
Gamma w=6.786 v=1.263 | 0.984 | 166.34 | 0.265 | 0.773 0.345
Lognormal p=1.470 o =0.997 | 0.941 | 165.56 | 0.266 | 0.557 -
Pareto G. v=-0.094 o=7431 167.04 | - - 0.663
Geométrical || p = 0.147 160.88 | 0.872 | 0.564 -
Binomial N. n=1 p=0.122 162.88 | 0.292 | 0.363 0.999
Poisson A =5.786 260.27 | 0.000 | 0.002 -
Tabla 5.4: Distribuciones ajustadas a la duracién, seql0; Huesca.
Valor medio | 7.79 meses Valor medio | 7.79 meses
D. tipica 6.79 D. tipica 6.27
Percentil p=0.25 3.0 Percentil p=0.25 2
p=0.50 5.7 p=0.50
p=0.75 10.4 p=0.75 9
V. retorno 50 anos 17.5 V. retorno 50 anos 16
100 22.2 100 20
200 26.9 200 24

Tabla 5.5: Pardmetros estimados de la distribucién Exponencial (izda.) y Geométrica0 (dcha.)
de la duracién, seq10; Huesca.

Lognormal y PG, como distribuciones continuas, y Geométrica0, Binomial negativa
y Poisson, como discretas. Posteriormente se ajustan todas las distribuciones que en
el andlisis anterior no hayan mostrado signos claros de falta de ajuste y se comparan
utilizando los criterios expuestos. Finalmente se calculan algunos parametros de
interés: media, desviacion tipica, percentiles 25, 50 y 75 y valor de retorno en 50,

100 y 200 anos.

Duraciéon Dadas las caracteristicas de esta variable se consideran distribuciones
continuas y discretas. El rango de esta magnitud es [1,00), por lo que las distri-
buciones se ajustan desplazadas una unidad o, equivalentemente, con parametro de
localizacion p = 1. El analisis preliminar indica que una distribucién sin memoria,
Exponencial o Geométrica, es suficiente para describir esta magnitud; como se ob-
serva en la figura 5.1, el grafico de Nakamura indica un caracter BN, en particular

Geométrico, de la muestra. Un andlisis mas detallado, tabla 5.4, confirma estos
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Figura 5.1: Gréfico lineal de S(t) Exponencial (izda.) y grifico de Nakamura de la duracién
(dcha.), seq10; Huesca.
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Figura 5.2: QQplot Exponencial (izda.) y Geométrico (dcha.) de la duracién, seq10; Huesca.
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Figura 5.3: QQplot Lognormal (izda.) y grifico de las funciones de densidad Lognormal y
Exponencial ajustadas a la duracién (dcha.), seql0; Huesca.
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Distribucién H Pardmetros ‘ R? ‘ AIC ‘ pv x° ‘ pv K-S ‘ pv A ‘
Exponencial || o = 0.00012 0.902 | 565.26 | 0.785 | >0.2 -
Weibull a = 0.00011 v =0.994 0.928 | 567.26 | 0.630 | 0.926 0.967
Gamma w=28588.143 v =1.057 0.953 | 567.20 | 0.818 | 0.862 0.815
Lognormal n = 8.516 o =1.093 0.943 | 565.22 | 0.470 | 0.743 -

PG v = 0.099 o = 7735921 566.99 | - - 0.609

Tabla 5.6: Distribuciones ajustadas al déficit, seq10; Huesca.

Valor medio | 858.8 1. Valor medio | 907.6 1.

D. tipica 858.8 D. tipica 1377.5

Percentil p=0.25 247.1 Percentil p=0.25 238.9
p=0.50 595.3 p=0.50 499.3
p=0.75  1190.6 p=0.75  1043.7

V. retorno 50 anos  2090.0 V. retorno 50 anos  2196.1
100 2685.3 100 3229.0
200 3280.6 200 4521.0

Tabla 5.7: Pardmetros estimados de las distribuciones Exponencial (izda.) y Lognormal (dcha.)
ajustadas al déficit, seql0; Huesca.

resultados. Aunque el valor del AIC correspondiente a la distribucién Lognormal
es competitivo con el de la Exponencial, los gréficos de las figuras 5.2 y 5.3 y los
demas criterios de comparacién indican que la distribucién Exponencial proporciona
un mejor ajuste. En consecuencia, se selecciona una distribuciéon sin memoria, Ex-
ponencial o Geométrica0; la elecciéon entre ambas dependerd, en cada caso, del tipo
de analisis que se vaya a realizar. Las estimaciones de algunos parametros obtenidas

en estos ajustes se muestran en la tabla 5.5.

Déficit El andlisis preliminar no rechaza ninguna distribucién continua, y sugiere
que la distribuciéon Lognormal es la mas adecuada, figura 5.4. Los resultados del
test de razén de verosimilitudes, tabla 5.6, senalan que la distribuciéon Exponencial
es suficiente frente a sus posibles generalizaciones. Las distribuciones Exponencial y
Lognormal proporcionan ajustes similares tanto numérica como graficamente, figuras
5.5y 5.6. Los residuos de ambos modelos presentan un comportamiento exponencial
aceptable, figura 5.6. En la tabla 5.7 se resumen los parametros estimados en los

dos modelos.
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Figura 5.4: Gréfico lineal de S(t) Exponencial (izda.) y Lognormal (dcha.) del déficit, seql0;

Huesca.
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Figura 5.5: QQplot Exponencial y Lognormal del déficit, seq10; Huesca.
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Figura 5.6: Gréfico dela f.d. Exponencial y Lognormal (izda.) y gréfico lineal de S(t) Exponencial
de los residuos del ajuste Lognormal (dcha.) del déficit, seql0; Huesca.
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Distribucién H Pardmetros ‘ R? ‘ AIC ‘ pv X2 ‘ pv K-S ‘ pv A ‘
Exponencial || o = 0.002 0.950 | 421.64 | 0.116 | 0.057 -
Weibull a =0.001 v=128 0.954 | 421.28 | 0.340 | 0.739 0.124
Gamma 1 =660.893 v =1.397 0.979 | 421.89 | 0.144 | 0.581 0.186
Lognormal ©=6.095 o =1.081 0.871 | 429.14 | 0.037 | 0.240 -

PG v=—-0.504 v =1020.784 419.76 | - - 0.049

Tabla 5.8: Distribuciones ajustadas a la intensidad méxima, seq10; Huesca.

Valor medio | 67.9 1. Valor medio | 1.571 ps

D. tipica 47.9 D. tipica 0.756

Percentil p=0.25 27.3 Percentil p=0.25 1
p=0.50 59.7 p=0.50 1
p=0.75 101.8 p=0.75 2

V. retorno 50 anos  143.1 V. retorno 50 anos 3
100 160.6 100 3
200 173.0 200 3

Tabla 5.9: Pardmetros estimados del ajuste PG de la intensidad méxima (izda.) y del ajuste
Poisson del nimero de elementos por cluster, seq10; Huesca.

Intensidad maxima Segun el andlisis preliminar, las distribuciones Exponencial,
Weibull, Gamma y PG son distribuciones posibles. Los resultados de los ajustes,
tabla 5.8, indican que la distribucién Exponencial es suficiente frente a la distribucion
Weibull y Gamma, pero no frente a la PG, conclusion que se confirma graficamente,
figuras 5.7 y 5.8. En consecuencia, se selecciona la distribucion PG que presenta
la maxima verosimilitud y cuya adecuacion se justifica tedricamente. El andlisis de
bondad de ajuste de esta distribucion es satisfactorio, figura 5.9. En la tabla 5.9 se

resumen los pardmetros estimados de la distribucién.

Numero de periodos secos por cluster Dado el rango de valores que toma

esta magnitud, sélo se consideran distribuciones discretas desplazadas una unidad.

Distribucién H Parametros ‘ AIC ‘ pv x° ‘ pv K-S ‘ pv A ‘
Geométrica0 || p = 0.636 59.68 | 0.748 | 0.646 -
Binomial N. n=3 p=0.815 | 61.20 | - 0.282 0.486
Poisson A=0.571 59.65 | 0.378 | 0.459 -

Tabla 5.10: Distribuciones ajustadas al niimero de elementos por cluster, seq10; Huesca.
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Figura 5.7: QQplot Weibull (izda.) y PG (dcha.) de la intensidad maxima, seq10; Huesca.
Q ]
A g — —  Exponencial
o J - ParetoG.
o Nucleo Epanechnikov
e [}
1\
b \
= < o
T 2.
4 o
P
— = Weibull
- Pareto G.
| ——  Empirica i
<o | o |
o T T T T o
0 500 1000 1500
X X

Figura 5.8: Gréfico de la f.d. Weibull y PG, (izda.) y de la f. de densidad Exponencial y PG
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(dcha.) de la intensidad maxima, seq10; Huesca.
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Figura 5.10: Gréfico de Nakamura y f. de probabilidad Poisson de n° ps/cluster, seql10; Huesca.

Aunque el ajuste maximo verosimil de las distribuciones Poisson y Geométrica0
proporciona resultados similares, tabla 5.10, el grafico de Nakamura, figura 5.10,
indica que un ajuste Poisson es mas adecuado, conclusion confirmada en los anélisis
de otros observatorios. Los estimaciones correspondientes a esta distribucién se

resumen en la tabla 5.9.

5.2 Distribucion del maximo de una muestra

Una cuestién importante en el andlisis de sequias, de utilidad en la planificacion
hidrolégica, es la evaluacién de las caracteristicas de la peor sequia que cabe esperar
en un cierto periodo de tiempo. Con este objetivo, se obtienen resultados que
permiten caracterizar la distribuciéon del maximo de una muestra, en la situaciéon

correspondiente al modelo de ocurrencia propuesto.

5.2.1 Maximo de muestras de tamano no aleatorio

La distribucién del maximo de una muestra de tamafio n con f.d. F es,
Fu, (z) = F(z)",

por lo que su célculo es sencillo si F' es conocida y tiene una expresién simple; en
otro caso, se puede aproximar utilizando argumentos asintéticos. Los resultados

sobre max-dominios de atraccién, expuestos en el capitulo segundo, determinan la
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Distribucion H an ‘ bn ‘
Exponencial || 1/« In(n)/a

Weibull L [In(n)] /70 | L [lGu]Y

Gamma w/v E(ln(n) + (v — 1) Inln(n) — InT'(v)]
Lognormal o[2In(n)]"Y/2b, | exp |u+o ( 2In(n) — W)
Pareto ont/« 0

Beta* 1/(na) 1

Tabla 5.11: Constantes normalizadoras de las distribuciones.

distribucién asintética de M, para un gran nimero de distribuciones, en particular

para las ajustadas a las magnitudes de los episodios de sequia en la seccion 5.1.
Teorema 5.1. Las distribuciones Exponencial, Weibull, Gamma y Lognormal per-
tenecen al MDA de la distribucion Gumbel.

La distribucion Pareto pertenece al MDA de la distribucion Fréchet.

La distribucién Beta* pertenece al MDA de la distribucion Weibull*.

Las constantes de normalizacién correspondientes a estas distribuciones se mues-

tran en la tabla 5.11.

5.2.2 Maiaximo de muestras de tamano aleatorio

Nuestro objetivo es hacer inferencia sobre la maxima sequia en un periodo de tiempo
de longitud n; en estas condiciones el tamano de muestra serd una variable aleatoria,
N(n), el nimero de episodios secos en ese periodo. Dado el modelo de ocurrencia
propuesto, interesa establecer la distribucion del méximo de una muestra de v.a.
i.i.d., de tamano aleatorio N(n) con distribucién Poisson(A(n)). Por claridad, omi-

tiremos el indice n en la notacién de N y A.

Resultados exactos

En primer lugar caracterizaremos la f.d. de My, el maximo de una muestra de

tamano NN, en términos de la funcién de distribucién de la muestra F'.

Resultado 5.1. La funcidon de distribucion de My, con N ~ P(\) es,

Fury(x) = e A-F @),
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Distribucién H Gumbel

Esperanza LCpu+1In(X) con Cry = 0.577
Desviacién tipica é%

Percentil p é In [ﬁ-‘

Tabla 5.12: Pardmetros del maximo de una muestra Exponencial de tamafio N ~ P()).

En efecto,

Fuy(z) = Y PN =n)F"(x)
n=0

e AAF@) _ —AN-F(@)]

A continuacidn, y aplicando el resultado 5.1, se obtiene la funcién de distribucién
del maximo y las expresiones de algunos parametros de interés -media, desviacién

tipica y percentiles- de las distribuciones continuas propuestas.

Distribucién Exponencial Si la distribucién de las variables X; es Exp(a) se

obtiene la expresién,

7&51?]

Fuy(x) = exp[—Xe
_ eXp[_eln()\)e—am]

= exp[—exp(In(\) — az)]

e [_ exp <_a {x ~ 1n((l)\)D] :

de donde se deduce el siguiente resultado y los pardmetros que se muestran en la

tabla 5.12.

Resultado 5.2. La distribucion del mdzximo de una muestra aleatoria
con distribucion Exp(a) de tamano N ~ P(\) es Gumbel(1/c,In(\)/a).

Si la distribucién de la muestra es Exp(a, i), este resultado sigue siendo valido y la

distribucién del maximo es Gumbel(1/a,In(\)/a + p).
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Distribucién H VE ‘
Esperanza ZNTA =) — 1] siy<1
Desviacién tipica %\/F(l —27)—T2%(1—-~) siy<1/2

Percentil p

o [(_ 2\ _
Y In(p)

!

Tabla 5.13: Pardmetros del méximo de una muestra PG de tamaiio P()).

Distribucion Pareto Generalizada Si la distribucién de las variables X; de la

muestra es GP(v,0),

[ —1/y
Fury () exp |—A <1 + %) ]
i —1/y
= exp|— ()\”Y + )\“’ﬁ) ]
o
[ —(o\Y — —1/v
- [ (1ot
r T — 0')\"’;—0' —1/v
= exp |— |1+ T )

de donde se deduce el siguiente resultado y los parametros de la tabla 5.13.

Resultado 5.3. La distribucion del mazrimo de una muestra aleatoria
con distribucion PG(v,0) de tamano N ~ P()\), esVE (fy, o\, W%)

En particular, si F' es Pareto(a, o), My tiene una distribucién Fréchet(a, oAt/ ). Si
la distribucién de la muestra es PG(v, 0, 1), el resultado sigue siendo valido, y en

ese caso la distribucién del méximo es VE (’y, o7, W% + u).

Distribucién Weibull Si las variables X; tienen distribucién W (v, a),

Fry (2) exp (—=Aexp [—(ax)"])

exp [—exp (In(A) — (az)")]
¥ —In(\) /¥
1/a¥

)

Esta funcién no corresponde a ninguna distribucién conocida, aunque proponemos la

exp [— exp (— (5.1)

siguiente caracterizacion que permite calcular de forma aproximada sus momentos.
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Propiedad 5.1. Si la f.d. de una variable X es de la forma 5.1, XV

tiene una distribucion Gumbel(1/a”,In(\)/a”).

El cédlculo exacto de los momentos de esta distribucion es complicado; por ejemplo
la esperanza,

E(Mpy) = /Ooo 1 —exp {— exp <—%{§;\)W>} dx,

requiere el cdlculo de una integral que es convergente -basta aplicar el criterio integral

y el criterio de la raiz de convergencia de series- pero cuyo valor se debe obtener por

métodos numéricos.

Una alternativa consiste en calcular los momentos utilizando la propiedad 5.1,
es decir, que la distribucién de Yy = ME es Gumbel(1/a”,In(\)/a”) y aplicar el
método delta. Este método permite obtener, de forma aproximada, los momentos
de la v.a. ¢g(X) mediante una aproximacién de la funcién basada en los primeros

términos de su desarrollo en serie de Taylor,

)= X — xo)!
90X =550 X )
Considerando My = ¢g(Yn) = YJ%,/ Yy utilizando una aproximacién de segundo

orden,

1/v v 1 11 1 /1 1/v—2
My = YN/ ~ yo/ + ;yo/ (YN — o) + o (; - 1) yo/ (YN —y0)%

tomando yg = E(Yy) y calculando la esperanza de la expresion resultante,

L, 1 /1 o
E(My) ~ yt" + 5 <; - 1) Wl Var(Yy).

Como Yy es Gumbel(1/a”,In(\)/a”), se sustituye yo = [Cpy+In(N)]/a” y Var(Yy) =

72/6a%, de forma que,
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Distribucién H ‘

n(\)]/ Y e
Esperanza (aprox.) M + {1 + % (% — 1) WJ

Desviacién tipica (aprox.) \Lf X [Cru + In(\)]/ 71
1/~
Percentil p ; {ln (ﬁ)-‘

Tabla 5.14: Pardmetros del méximo de una muestra Weibull de tamafio P()).

Esta aproximacion se puede mejorar hasta el orden deseado utilizando mas términos
del desarrollo en serie de Taylor, y calculando los momentos necesarios con la funcién

generatriz de momentos de la distribucion Gumbel.

La varianza también requiere el cédlculo de una integral, cuya convergencia se
prueba aplicando el criterio integral y el criterio del cociente de convergencia de
series, que no se puede obtener de forma exacta. Utilizando una aproximacién de

orden uno en el desarrollo de Taylor se obtiene la expresion,
1 2/1/ 2
Var(My) =~ | — Var(Yn),
v

y sustituyendo yo y Var(Yy):

1/ 7m\?
Var(My) ~ = (— | [Cry +In(V)]¥" 2,
ar(My) ~ 5 () (Cru + (V)
Puesto que la funciéon de distribucién de esta variable tiene una expresién ex-
plicita, los percentiles se pueden calcular de forma exacta. En la tabla 5.14 se

resumen las expresiones obtenidas.

Distribucion Gamma La funcién de distribucién Gamma se expresa en términos
de una integral que no es calculable de forma exacta, por lo que el procedimiento
utilizado en los casos anteriores no resulta 1til. Zelenhasic & Salvai (1987) proponen
un resultado exacto para el maximo en [0, ¢] de una muestra de tamano Poisson con
distribucién Gamma(u, v), basado en el célculo de la funcién generatriz de momentos

del proceso,

v v—1 i
Y’ v AL /OO v—1 I T (Z > 1
or(u) =e M + < ) o ¥ exp <u:c ,ux e Z z) 5 dx.

H im0 \H
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A partir de esta expresion deducen los momentos de orden j,

(+) — AL K e v—1+j —yy_l yi
m](t)—(y_l)! (1/)/0 Yy exp [ —y — Ate ZZ(:)“ dy

con y = vx/u. Este resultado, aunque exacto, proporciona una funcién complicada

de evaluar, cuyo valor se puede aproximar utilizando métodos numéricos. Si v es

grande, los momentos se pueden aproximar por su valor asintético:
J )
m;(t) ~ At (g) e My 4 )7

Este procedimiento no permite calcular los percentiles.

Distribuciéon Lognormal El problema de esta distribucién es andlogo al de la
distribucién Gamma; su funcién de distribucion sélo se puede expresar en funcién de
una integral y la expresién de Fjy, es demasiado complicada para realizar calculos

exactos.

Resultados asintoticos

La aplicacion de resultados asintéticos sélo tiene interés en distribuciones para las
que no existen resultados exactos o éstos implican cédlculos demasiado complejos;

por ejemplo: Gamma, Lognormal y Weibull.

El siguiente teorema, Galambos (1978), es bdsico para el desarrollo de las pro-

piedades asintéticas del maximo de muestras de tamano aleatorio.
Teorema 5.2. Sea una muestra de tamano aleatorio (Xi,...,Xn) tal que,

i.- N es una v.a. con

siendo £ una v.a. positiva con funcion de distribucion F.

11.- La distribucion de la muestra es tal que M, verifica,

lim P<M <:c> = H(z)

n—00 an,

donde H es una funcion de distribucion no degenerada.
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En estas condiciones, la distribucion asintotica del mdximo de la muestra es,

<M < x> - [ w@ir).

an

lim P

n—~oo

Aplicando este teorema se obtiene la distribucién asintética del maximo de una

muestra de tamano Poisson.

Resultado 5.4. Dada una muestra de tamano N ~ P(\), cuya distri-
bucion verifique la condicion ii del teorema 5.2, la distribucion asintotica
de My es:

lim P

n—oo

<MN - bn

an

< x> — B\,

En efecto, si N es P(A) se verifica la condicién i del teorema 5.2,

Nn) »,

n

con A una v.a. positiva degenerada. La expresion integral se reduce a,

| m@ary) = @)
obteniéndose la distribucion limite buscada.

Utilizando las caracterizaciones del max-dominio de atraccién, teorema 5.1, se
pueden determinar las distribuciones que satisfacen la condicién ii, y la forma de
su funcién de distribucién limite H; en particular las distribuciones Weibull, Gam-
ma, Lognormal, pertenecen al MDA (Gumbel) y, por consiguiente, la distribucién
asintética del maximo de todas ellas es del mismo tipo. Para caracterizar esta dis-

tribucion es necesario el siguiente resultado previo.

Propiedad 5.2. Si F' es una funcion de distribucion Gumbel(1,0),

F% es una funcion de distribucion Gumbel(1,1n(a)).

En efecto,

Fiz) = [exp(—e™)]" =exp (—ae™)
= exp {—e’”ln(“)] = exp (—e’[x’ln(a)]) .
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Distribucion asintdtica H - ‘

Esperanza, CEgu + 1n())
Desviacién tipica 7/V6

. A
Percentil p In [—W}

Tabla 5.15: Pardmetros de la distribucién asintética del maximo de una muestra de tamaio P(\)
con F' € MDA (Gumbel).

Resultado 5.5. Si F pertenece al MDA (Gumbel), la distribucion
asintotica del mdximo normalizado de una muestra con distribucion F y
tamano N ~ P()\), es Gumbel(1,In(X)); es decir,

(MN—b

lim P =< x) = Go(x; 1,In(N)).
Qnp

n—oo
En efecto, si F' € MDA(Gumbel), existen constantes normalizadoras tales que la
distribucién del limite estandarizado de M,, es Gumbel(1,0),
M, —b
lim P (u < x) = Go(x).
n— oo A,

Aplicando el resultado 5.4 se obtiene,

My — b,

Gn

lim P(

n—oo

< x) = G (x;1,0).

Finalmente, como consecuencia de la propiedad 5.2 la f.d. G())‘(:c; 1,0) corresponde a

una Gumbel(1,1In())), con lo que se demuestra el resultado.

Conocida la distribucién limite de My es inmediato obtener las expresiones
asintoticas de los momentos y parametros de interés, que se resumen en la tabla

5.15.

A continuacién se presenta la distribucién asintética del méximo de las distri-
buciones que nos interesan. Para obtener estas caracterizaciones basta aplicar el
resultado 5.5 y sustituir las correspondientes constantes normalizadoras expuestas

en la tabla 5.11.

Distribucién Gamma. La distribucion del mdzrimo de una muestra
i.i.d. con distribucion Gamma(p,v) de tamano N ~ P(\) se puede

aprorimar, sin es grande, por una distribucion,
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Distribucién asintética H Gumbel ‘

v—1
Esperanza L {CEU +1n (%)J
N 4o
Desviacién tipica & 7=
: © _ nln(m]¥ 7
Percentil p £1 ( OO} )

Tabla 5.16: Pardmetros de los distribucién asintética del méximo de una muestra Gamma de
tamafio P()).

popy (@)~

—=—In| —————— || .

v v I'(v)

Distribucién Lognormal. La distribucion del mdzimo de una muestra

Gumbel

de variables i.i.d. con distribucion Lnor(u,o) de tamano N ~ P()\) se

puede aprorimar, sin es grande, por una distribucion,

oby, oln(X)
Gumbel [7m,bn <1 + m)] )

con by = exp [+ o (2T — Dttt )]

Distribucion Weibull. La distribucion del mdzimo de una muestra
i.i.d. con distribucion W (v, ) de tamano N ~ P()) se puede aprozimar,
st n es grande, por una distribucion,
1 /v=1 1
Gumbel [%, = In(n)]Y* " In(nA")| .

av [0

‘ Distribucién asintética H Gumbel ‘

Esperanza bn (\/#(R)[CEu +In(A)] + 1)
. .y s abp T
Desviacion tipica NATORG
. o A
Percentil p bn [1 + NAO) In (_ ln(p)):|

Tabla 5.17: Parametros de la distribucién asintética del méximo de una muestra Lognormal de
tamano P()\).
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Distribucién asintética || Gumbel

Esperanza ﬁ[ln(n)]l/”_1 [CEu + In (R )]
Desviacién tipica a—ly [ln(n)]l/"*1 %

Percentil p %[ln(n)]l/”_1 In {_ 17:(/;)}

Tabla 5.18: Pardmetros de la distribucién asintética del méximo de una muestra Weibull de
tamarnio P()).

5.2.3 Peniltima aproximacion del maximo

Una cuestién importante en los resultados de caracter asintético es la velocidad de
convergencia; interesa conocer si la aproximacién que proporciona la distribucién
asintotica para un cierto tamano de muestra es aceptable, y determinar distribu-
ciones que proporcionen mejores aproximaciones si n no es suficientemente grande.
Esta cuestion ha sido analizada por diversos autores para muestras de tamano no

aleatorio; algunos de los resultados obtenidos se resumen en el apartado siguiente.

Penultima aproximacién en muestras de tamano no aleatorio

Fisher & Tippett (1928) senalan que la convergencia del méaximo de n variables
Normales independientes a su distribucién limite, Gumbel, es extremadamente len-
ta y que la distribucién del méximo estd mds préxima a una distribucién Weibull*.
Gomes (1984) confirma que, en el caso de variables Normales, la aproximacién con
una distribuciéon Weibull* o Fréchet es mejor que la correspondiente a la distribu-
cién limite. Castillo (1988) propone también la utilizacién de lo que se denomina

penultima aproximacion.

Resultado 5.6. La distribucion del mdximo M, de variables i.i.d.
con distribucion F € MDA(V E) se aprozima mejor por una distribucion
VE, H(;%n, On, fin), la pendltima aproximacion, que por su distribucion

limite H(x;7y,0n, lin), con y constante.

La inclusién de un grado de libertad maés, asociado al pardmetro de forma que
varia con el tamano de muestra, mejora la aproximacién. Castillo (1988) propone es-

timar los pardmetros v,, o, v , por el método de los percentiles; es decir, igualando
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tres percentiles calculados con la distribucién exacta, F"(x), a los correspondientes

calculados con la pentultima aproximacion.

Aplicando este resultado a las distribuciones Weibull, Gamma y Lognormal, se

obtiene:

Resultado 5.7. La distribucion del mdximo de una muestra con dis-
tribucion Weibull, Gamma o Lognormal se aproxima mejor por una dis-

tribucion VE (Y, opn, ) que por una Gumbel(oy, iy).

Penultima aproximacién en muestras de tamano aleatorio

Siendo los resultados sobre la pentltima convergencia de gran aplicacién, interesa
disponer de resultados andlogos para la convergencia en muestras de tamaino aleato-
rio. En el siguiente resultado comprobamos que la peniltima aproximacién también

es aplicable cuando el tamano de muestra, IV, es Poisson.

Resultado 5.8. Sea F' € MDA(VE) tal que,

n—oo

Mn - Un
lim P <b7a < x) = H(z;7); (5.2)

Entonces, sila funcion de distribucion VE de la peniltima aproximacion

de M, es H(x;Yn,0n, ln), la funcion de distribucion de la peniltima

aprozimacion de My, con N ~ Poisson(\), serd H(x;Vn, O, fin)-
Se debe probar que Ve > 0 3 ng t.q. V n > ng,
‘P(MN < .’L‘) - H)\(x§7nvanvﬂn)‘ <e

Para probar esta desigualdad se acota la diferencia por la suma de dos términos,

que se comprobard que son menores que /2 a partir de un cierto valor de n.

‘P(MN < .’L‘) — HA(-%'Q’ananaﬂn)‘ <
P (W <) B0 120~ )
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e En primer lugar se prueba que Ve >0 dn; t.q. Vn > n;

’P(MN < x) —H’\(x;fy,an,bn)‘ <

| ™

En efecto, por hipétesis F' € MDA(VE) y aplicando el resultado 5.4,

lim P

n—oo

My — by,
(=

an

90) = H(z;7)

0, equivalentemente, Ve > 0 d ny t.q. V. n > ng

My — b,
‘P <N7 < :c> - H)‘(x;’y)‘ <

an

O, DN M

_bn
‘P(MN <y) - H (yTSV)‘ <

de donde se deduce la desigualdad 5.3.
El segundo sumando se acota comprobando que Ve > 0 3 n3 t.q. V n > ngs,

’Hk(x;’y, ambn)) — H)\(x;’yn,dn,un)’ < (5_4)

| ™

En efecto: si lim, .o H,(x) = H(z), entonces lim, .., H)(z) = H*(x); es

decir, si Ve > 0 d ng t.q. V n > ny,

3
‘H(x§77 anvbn) - H(xQ’YnaUnnU'n)‘ < 57 (5-5)

entonces Ve > 0 d n5 t.q. V n > ns,

3
[ @7, a0, ba) = H (@550, 00, 1a)| < 5

En consecuencia, para comprobar la desigualdad 5.4 basta demostrar 5.5. Esta

diferencia se acota de nuevo por dos sumandos:

‘ (.%' Y, Qn, n) - H(x§7n70nvﬂn)‘ <

‘ (.%' Y, Qn, n)_P(Mn<x)‘+‘P(Mn<x)_H(x§’Yn70n7Mn)’ <
9

I
4 2

€
4

La acotacién del segundo término es inmediata porque H (x; vy, op, fin) €s la
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peniltima convergencia de M,,. El primer sumando se obtiene de la igualdad

5.2; en efecto, dado € > 0 3 ng t.q. V n > ng,

M _
‘P<%<x)—ﬂ($;7)}§i
y—by €
P M —H . < —
PO <) - ()<
£
[P (M < y) = H(y; 7 an, ba)| < 7

En conclusién, se obtiene que Ve > 0 3 ny = max(n;) t.q. ¥V n > ny,

‘P(MN <z)-— H/\(:C;’YTL)O-TUHTL)‘ <e.

Antes de presentar algunas aplicaciones de este resultado generalizamos la pro-

piedad 5.2 a distribuciones VE.

Propiedad 5.3. Si F' es una funcion de distribucion VE(vy,0,u), la

funcion de distribucion F'® es,

T—1
VE (fy,aaﬁ,,u—i— u).

v

Ademds, el pardmetro de forma de las dos distribuciones es el mismo v,

en consecuencia, ambas son del mismo tipo.

Para obtener el resultado basta plantear la expresiéon de la funcién de distribucién

de la nueva variable,

Fi(z) = (exp [_ <1+7x;u)1/v]>a

_ =1/~
L] 1)

a¥

r — = oaY =1/
- e[ (1epammreby

oa”

@ —1)ol\ —V
- _(1+Pyx—[u+(vwl) }) 1/y

oa”
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Distribucion asintdtica H VE

Esperanza (aprox.) U"W + fin, siy, <1

Desv. tipica (aprox.) %\/F(l —29,) =T2(1 =) siy <05

Percentil p (aprox.) fin + 2= ([_ In(p)] "™ — 1)

Tabla 5.19: Pardmetros de la peniltima aproximacién del miximo de una muestra de tamafio
P(X), con F € MDA(Gumbel).

Finalmente presentamos la peniltima aproximacién de las distribuciones de ma-

yor interés en el andlisis de las sequias.

Resultado 5.9. Si F' € MDA(Gumbel), en particular si F' es una
distribucion Weibull, Gamma o Lognormal, la peniltima aprozimacion

de My, con N ~ P(X), es una distribucion VE(yp, 0n, tin)-

En efecto, por ser F' € M DA(Gumbel), la pentltima aproximacién de M, es una
distribucién VE. Aplicando el resultado 5.8, se obtiene que la pentiltima aproxima-
cién de My tiene una distribucién F* con F una distribuciéon VE(v), o/, ul,). De
acuerdo con la propiedad 5.3, ésta corresponde a una distribucién:

(\n — 1)02)

VE (%g,amu; + -
Tn

y se obtiene el resultado con o, = o, A", i, = pl, + (N — 1)’ /AL ¥ Y = AL

Los valores 0, pn ¥ vn se pueden obtener por el método de los percentiles. En

efecto, como N ~ P()), la distribucién exacta de la muestra es Fy, (z) = e A1 =F (@)l

y los percentiles,
1 1
xp=F 1—|—Xln(p) .

Por otra parte, los percentiles de una distribucién V E(~,,, oy, ) son:

2= pin + 2 ([~ In(p)] 7 — 1)

n

Igualando estas expresiones,
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T | 50 aiios | 100 afios | 200 afios | 500 aiios
Distribucién Gumbel | Gumbel | Gumbel | Gumbel
Ap 11.4 22.8 45.6 114.0
n 17.55 22.27 26.99 33.22
o 6.80 6.80 6.80 6.80
E(Mn) (mes) || 21.48 26.20 30.91 37.15
Dit(Mn) 8.73 8.73 8.73 8.73
Mediana 15.1 19.8 24.5 30.7

Tabla 5.20: Distribucién exacta de la duracién méxima en un periodo T, F' ~ Exp, seql10; Huesca.

T H 50 afios ‘ 100 afios | 200 afios | 500 afios

Distribucién || VE VE VE VE

Ap 11.4 22.8 45.6 114.0

v 0.330 | 0.308 0.290 0.270

L 21978.0 | 32304.1 | 45219.7 | 66988.6
‘ o H 13191.2 ‘ 16643.9 | 20671.5 | 26988.9

E(My) (1) | 3589.7 | 4910.9 6535.0 9227.3

Dt(My) 3580.9 | 4168.9 | 4861.1 5957.5

Mediana 2711.7 | 3876.2 5321.3 7738.6

Tabla 5.21: Distribucién asintética del déficit maximo en un periodo T, F' ~ Lnor, seql0; Huesca.

P 1 000 = o+ 22 () - 1)

n
para tres valores de p, se obtiene un sistema de ecuaciones en oy, pn, ¥y 7o que se

puede resolver numéricamente. En la tabla 5.19 se muestran los estadisticos de esta

distribucién.

5.2.4 Analisis de resultados

Se calcula la distribucién del maximo en periodos de 50, 100, 200 y 500 anos, de
las magnitudes, duracién, déficit e intensidad méaxima, a partir de la distribucion
seleccionada y ajustada en la seccién 5.1 y del proceso de ocurrencia Poisson ajustado
en el cuarto capitulo. Como aplicacién, se han calculado algunas medidas -media,
desviacion tipica y mediana- correspondientes a cada una de esas distribuciones.
Con las distribuciones Exponencial y PG se utilizan resultados exactos, y con las

restantes resultados asintéticos basados en la peniltima aproximacion.
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T | 50 aiios | 100 afios | 200 aios | 500 aiios
Distribucién || Gumbel | Gumbel | Gumbel | Gumbel
Ap 11.4 22.8 45.6 114.0

1 20280 26056 31833 39468

o 8333 8333 8333 8333
E(Mn) (L) 2509.0 3086.6 3664.2 4427.8
Dit(Mn) 1068.8 1068.8 1068.8 1068.8
Mediana 1722.6 2300.2 2877.8 3641.4

Tabla 5.22: Distribucién exacta del déficit maximo en un periodo T, F' ~ Exp, seql0; Huesca.

T H 50 afios ‘ 100 afios | 200 afios | 500 afios

Distribucién || VE VE VE VE

Ap 11.4 22.8 45.6 114.0

v -0.50 -0.50 -0.50 -0.50

L 1436.93 | 1614.03 | 1739.27 | 1850.39
‘ o H 302.34 ‘ 213.78 151.16 | 95.61

E(My) (1) [ 1506 [ 166.3 177.4 187.2

Dt(My) 28.0 19.8 14.0 10.9

Mediana 1538 | 168.6 179.0 188.2

Tabla 5.23: Distribucién exacta de la intensidad maxima en un periodo T, F ~ PG, seql0;
Huesca.

Duraciéon Suponiendo que la duracién es Exponencial, la distribucion exacta del
maximo en un intervalo de tiempo dado es Gumbel; en la tabla 5.20 se resumen los
estadisticos correspondientes. La sequia de mayor duraciéon observada en la muestra,

que corresponde a un periodo de tiempo de 136 anos, es 26 meses.

Déficit No existen resultados exactos sobre la distribucién del maximo de una
muestra Lognormal, por lo que la distribucién del maximo déficit, VE, se ha cal-
culado utilizando la peniltima aproximacién; los parametros y medidas correspon-
dientes se muestran en la tabla 5.21. La distribucion exacta del maximo, suponiendo
la distribucién del déficit Exponencial, es Gumbel con los pardmetros indicados en

la tabla 5.22. El mayor déficit observado en la muestra es 3829.0 litros.

Intensidad maxima Para modelizar el maximo de la intensidad méxima se utiliza
una distribucién VE, que es la distribuciéon exacta del maximo de una muestra

PG; los parametros y medidas de las distribuciones correspondientes a los distintos
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periodos de tiempo se muestran en la tabla 5.23. La mayor intensidad observada en

la muestra es 181.2 litros.

5.3 Implementacién en S-plus

e Funcidn: seldist.fun (seldist.txt). Esta funcién representa los graficos ex-
ploratorios del grado de bondad de ajuste de las distribuciones consideradas:
Exponencial, Weibull, Gamma, Lognormal, PG; en el caso de la duracién,

realiza también el grifico de Nakamura.
Argumentos:

x: serie de la magnitud que se quiere analizar

- eligel: etiqueta para indicar la distribucién de la que se quiere representar
el grafico. Toma los valores ’exp’, 'wei’, ’gam’, ’Inor’, 'pg’ o 0 si se quieren

representar todos los graficos

- nomb: etiqueta del nombre del observatorio analizado

- tipod: etiqueta del tipo de episodios analizados ('p.seco’ o ’sequia’) y
percentil con el que se define el umbral

- magn: etiqueta de la magnitud, 'Duracion’, 'Deficit’ o ’'Intensidad max.’

que se ajusta.

e Funcién: ajuste.fun (ajuste.txt). Esta funcién realiza el ajuste MLE de dis-
tintas distribuciones continuas. Para maximizar la verosimilitud ¢, en realidad
minimizar —¢, se utiliza la funcién nlminb de S-plus que permite minimizar
una funcién no lineal imponiendo condiciones sobre el rango de sus pardametros.
Se valida el ajuste y se calculan los estadisticos, media, desviacion tipica, per-
centiles 10, 25, 50, 75 y 90, y los valores de retorno en 50, 100, 200 y 500

anos.
Argumentos:
- data: serie de la magnitud que se quiere ajustar

- lambda: pardametro del PP de ocurrencia de los episodios a los que corres-

ponde la magnitud ajustada

- nomb, tipod, magn: etiquetas indicadas en la subfuncién anterior.
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Subfunciones: ademds de la funcién nperiop.fun ya descrita, se utilizan:

- ajusexp.fun (exponencial.txt). Realiza un ajuste exponencial; el estima-
dor inicial del pardmetro se calcula por el método de los momentos, que

coincide con el MLE.

- ajuswei.fun (weibull.txt). Realiza un ajuste Weibull; el estimador inicial

de v es el propuesto por Menon (1963),

™

\/63111(2:) ’

y el de « se obtiene por el método de los momentos aplicado a X", que

vV =

tiene una distribucién Fzp(a”). Llama a la subfuncién weibull.fun que
minimiza la funcién —¢¢ de este modelo.
La parametrizacion de esta distribuciéon en S-plus utiliza un pardmetro

de escala 1/a.

- ajusgam.fun (gamma.txt). Realiza un ajuste Gamma; los estimadores
iniciales de los parametros se calculan por el método de los momentos:
pw==2yv=p?/s2. Llama a la subfuncién gamma.fun que minimiza la

funciéon —¢¢ de este modelo.

La parametrizacion de esta distribuciéon en S-plus utiliza un pardmetro

de escala v/ pu.

- ajuslnor.fun (lognormal.txt). Realiza un ajuste Lognormal; los estimado-
res iniciales de los parametros se calculan por el método de los momentos

aplicado al logaritmo de la muestra: p = In(z) yv = sfn(x). La subfuncién

Inormal.fun minimiza la funciéon —#¢ de este modelo.

- ajuspar.fun (pareto.txt). Realiza un ajuste PG. Los estimadores iniciales
son los proporcionados por el grafico del exceso medio calculado por la
funcién meplot; se comprueba que max(z;) < o/v, condicién requerida
por el rango de la distribucién, y si no la verifican se pueden utilizar los
estimadores de momentos: v = 0.5(z2/s2 — 1) y 0 = 0.52(z%/s2 + 1) o
introducir otros. La subfuncién gpd.fun (fpareto.txt) minimiza la funcién

—/¢¢ de este modelo.

Las funciones de densidad y distribucién PG no estan implementadas en

S-plus.
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- resplot.fun: (fajuste.txt) realiza los graficos de residuos para validar el

modelo.

e Funcién: ajusdisc.fun (ajusdisc.txt). Esta funcién, andloga a ajuste.fun,

realiza el ajuste de las distribuciones discretas.
Argumentos: Los mismos que la funcién ajuste.fun.
Subfunciones:

- ajusbn.fun (binomialn.txt). Ajusta una distribucién BN utilizando la
funcién glm.nb de la libreria MASS. En S-plus el pardmetro n de esta
distribucién sélo puede tomar valores enteros por lo que, una vez obtenido

el MLE, se redondea al entero mas préximo.

- geomet0.fun (geometrica0.txt): ajusta una distribucién Geométrica0. Es-
tima el pardmetro p por el método de los momentos, p = 1/(z + 1), que

coincide con el MLE.

- poiss.fun (poisson.txt): ajusta una distribucién Poisson. Calcula el esti-

mador MLE de A, que coincide con el del método de los momentos \ = .

En las funciones descritas, al realizar el ajuste de la duracién y el nimero de
periodos secos por cluster, se ajustan distribuciones desplazadas: se resta uno a la
muestra y posteriormente se recalculan los estadisticos correspondientes a la variable

original.

e Funcién: maxexp.fun (maximos.txt). Esta funcién calcula los pardmetros
y algunos estadisticos de la distribucién exacta del maximo de una muestra

exponencial.

Argumentos: ademas de las etiquetas habituales, nomb, tipod y magn, requie-

re,
- landae: parametro de la distribucién exponencial de la muestra

- landap: parametro del PP de ocurrencia.

e Funcién: maxpg.fun (maximos.txt). Esta funcién calcula los pardmetros y

estadisticos de la distribucion exacta del maximo de una muestra PG.

Argumentos: las etiquetas habituales, nomb, tipod, magn y:
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- gamma, sigma: parametros de la distribucién PG de la muestra

- landap: parametro del PP de ocurrencia.

e Funcién: maxmdaG.fun (maximos.txt). Esta funcién calcula los pardme-
tros y momentos de la distribucién correspondiente a la peniltima aproxima-
cién del maximo de una muestra de tamano Poisson con distribucién pertene-

ciente al MDA (Gumbel).

Argumentos: las etiquetas habituales, nomb, tipod, magn vy,

- parl, par2: parametros de la distribuciéon de la muestra
- landap: pardmetro del PP de ocurrencia

- n: longitud del periodo de tiempo en el que se ha observado el proceso

de ocurrencia
- muVE, sigmaVE, gamaVE: pardmetros de la distribucién VE de la pe-
nultima aproximacién

- dist: etiqueta del nombre de la distribucién de la muestra que puede

tomar los valores Gamma o Lognormal.

Los parametros de la pentltima aproximacién se calculan por el método de los
percentiles, con valores de p = 0.2, 0.5 y 0.8. El correspondiente sistema de

ecuaciones no lineales se resuelve utilizando el programa Mathematica.



Capitulo 6

Prediccién en tiempo real

Uno de los aspectos de mayor utilidad e interés en relacién con la sequia es la
prediccién de sus caracteristicas en tiempo real, es decir cuando nos encontramos
en un instante del episodio seco y la informacion disponible es la observada hasta
ese instante. La obtencion de modelos que permitan realizar esta prediccién con
un aceptable grado de éxito, seria de gran ayuda en la toma de decisiones y en
la gestién de recursos hidricos durante un periodo de sequia. En este capitulo se
proponen modelos de prediccion para la duracion restante de las sequias y para el

riesgo de finalizacién de las mismas.

Antes de plantear posibles modelos es necesario establecer el tipo de informacién
en que se va a basar la predicciéon. Los modelos propuestos utilizan, exclusivamen-
te, la informacion aportada por el mismo proceso. Dado que nuestro objetivo es
predecir en tiempo real, la informacién disponible sobre el estado del episodio se
actualizara en cada instante, por lo que se deben considerar modelos que permitan
introducir esta informacién, a través de covariables dependientes del tiempo u otros

procedimientos.

6.1 Prediccion de la duraciéon restante de un episodio
de sequia

El objetivo de esta seccién es el desarrollo de modelos que permitan calcular la media

y la mediana de la variable respuesta, ya que son estos valores los que se utilizaran

139
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como prediccion de la duracién restante de una sequia en desarrollo.

Cada sequia esta formada por un cluster de células o periodos secos, por lo que,

en principio, planteamos dos posibles aproximaciones.
- Desarrollar directamente modelos para la duracién restante de la sequia.

- Descomponer el proceso en dos pasos,
a. Prediccién sobre la duracion restante del periodo seco actual.

b. Prediccion sobre el nimero de periodos secos restante y sus caracteristicas.

Este ultimo procedimiento es més complicado y debido a la gran variabilidad
asociada a la segunda fase del proceso no mejora, en los ensayos efectuados, las
predicciones finales. Sin embargo, dada la complejidad del fenémeno y el elevado
numero de variables que, a priori, pueden influir en la evolucién de un episodio,
hemos considerado que tiene interés realizar un estudio predictivo preliminar de los
periodos secos. Los resultados de este andlisis, menos complejo, aportaran informa-
cién sobre el proceso de modelizacién y el tipo de covariables que se debe considerar

en el andlisis de sequias.

Antes de formular un posible modelo, planteamos un problema asociado a la
prediccion en tiempo real: la falta de informacién sobre el estado de la observacion
actual. Una sequia esta formada por dos tipos de observaciones, las correspondientes
a periodos secos -que no presentan problemas de identificacion- y las pertenecientes
a periodos de remisién dentro de la sequia. En tiempo real se pueden producir situa-
ciones de indeterminacién; en efecto, en las seis primeras observaciones posteriores
a un periodo seco, si su valor se encuentra entre los dos umbrales Ul y U2 de defini-
cién, no hay informacién suficiente para asegurar si el estado de sequia ha terminado.
Desde una de estas observaciones, la prediccién se debe basar en la probabilidad de
reentrada en un nuevo episodio seco, y la consecuente evolucion. Este esquema de
prediccién, que combina elementos de los dos métodos de prediccién propuestos en
el capitulo, no estad operativo en este momento, y presenta el problema adicional del

pequeno tamano de muestra disponible.

Como se ha comprobado en el capitulo cuarto, la duracién de las sequias es una

magnitud, aparentemente sin memoria, a la que se ajusta una distribucién Geométri-
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ca o Exponencial con rango [1, 00). Bajo esta hipdtesis, la distribucién de la duracién
restante en cada instante, Lr, tendra la misma distribucién con rango [0, c0). Dadas
las caracteristicas de esta variable, que toma valores enteros, generalmente, en un
rango pequeno, consideramos que la distribuciéon Geométrica0 es la méas adecuada.
Por otra parte, es verosimil suponer que el proceso estocastico que describe la sequia
posee una estructura de dependencia markoviana: dada la situacién actual, el com-
portamiento futuro es independiente del pasado; en consecuencia, las observaciones
de la duracién restante en cada instante se pueden considerar independientes condi-
cionalmente a la trayectoria observada del episodio, que se resume en un conjunto

adecuado de covariables.

Esencialmente, el problema que se plantea es predecir una magnitud con dis-
tribucién Geométrica0, cuyo valor medio es una funcién de variables dependientes
del tiempo. Este problema se puede plantear en el marco de los modelos lineales

generalizados.

6.1.1 Modelos lineales generalizados

Definiciéon 6.1. Un modelo lineal generalizado, GLM, es un modelo que verifica

las siguientes hipdtesis:

- FExiste una variable respuesta, y, observada de forma independiente en los

valores de un conjunto de covariables x1,...,Tp.

- FEl efecto de las covariables sobre la respuesta se manifiesta unicamente a través

del predictor lineal n = Bix1 + ... + Bpxyp.

- La distribucion de y pertenece a la familia Fxponencial, es decir, tiene una

funcion de densidad o probabilidad de la forma,

0: — ~(0: o
f(yi; 0i,0) = exp Aiw T (yiv _)] ’
g Az
donde i es el indice de la observacion, o un pardmetro de escala, 6; un pardmetro

funcion del predictor lineal y A; un peso conocido a priori.

- La media p es una funcién invertible del predictor lineal, n = m(n). La inversa

de esta funcion m es la funcion enlace, [.
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McCullagh & Nelder (1989) desarrollan en detalle las propiedades de este tipo de
modelos. La herramienta principal en la modelizacién de los GLM es la desviacion
escalada, D*, medida de discrepancia definida como el estadistico del test de razén
de log-verosimilitudes que compara el modelo saturado -en el que se alcanza la
maxima verosimilitud ajustando una media distinta para cada observacién- y el

modelo planteado,

siendo 6; y 6; los MLE del modelo propuesto y del saturado, respectivamente, y D

la desviacién, no escalada, del modelo.

Definido un GLM, comprobaremos que el problema de predicciéon planteado se

puede incluir en este marco. En efecto,

- Se tienen observaciones condicionalmente independientes de la variable res-
puesta, Lr, y de un conjunto de covariables que expresan el estado del proceso

en cada instante seco de cada episodio de la muestra.

- La variable Lr tiene una distribucion Geométrica0 con funciéon de probabili-
dad,

P(Lri;0;) = pi(1 — p;)™"" = exp[Lr; In(1 — p;) + In(p;)]

que pertenece a la familia Exponencial, con A; = 1 para todo 4, parametro de

escala 0 =1, 6; =In(1 — p;), 7(6;) = —In[1 — exp(#;)], y funcién 7 nula.

- El predictor lineal puede tomar valores en todo el rango real; sin embargo, la
media de la distribucién Geométrica0, (1 — p)/p, es un valor positivo, por lo
que serd necesario utilizar una funcién m que garantice esta propiedad; por

ejemplo pu = exp(n), es decir una funcién de enlace logaritmica n = In(u).
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6.1.2 Definicion de las covariables

La tnica restriccién que se debe tener en cuenta al definir las covariables es que
su valor en cada instante se pueda determinar en tiempo real, y no sea necesario
haber observado todo el episodio para conocerlo, como sucede, por ejemplo, con la

intensidad méaxima total.

Proceso de los periodos secos Se han considerado las siguientes covariables

bésicas.

intt: intensidad o diferencia entre el valor del umbral y la precipitacién observada

en el instante t.

deft: déficit al umbral acumulado desde el comienzo del episodio hasta t, es decir,
la suma de las intensidades de cada una de las observaciones del periodo hasta

ese instante.

durt: duracién del episodio hasta ¢ o niimero de observaciones anteriores consecu-

tivas con valor inferior al umbral.
difint: diferencia entre la intensidad observada en ¢ y la intensidad en ¢ — 1.
imaxt: intensidad médxima observada hasta el instante ¢ en ese episodio.

estimax: estado respecto a imaxt; variable binaria que toma el valor 0 en las obser-
vaciones cuya intensidad coincide con la méxima observada hasta ese instante,

estado creciente, y 1 si es menor, estado decreciente.

dimaxt: distancia a la posicién de la intensidad méxima observada en el episodio

hasta ese instante; en las observaciones en estado creciente la distancia es 0.

rec: valor del iltimo récord observado en el episodio hasta ese instante, es decir,

valor de la intensidad en el dltimo méaximo local observado.

estrec: estado respecto a rec; variable binaria que toma el valor 0 en las observa-

ciones que son récord, y 1 en otro caso.

direc: distancia a la posicién del ultimo récord del episodio hasta ese instante; en

las observaciones que son récord, la distancia es 0.
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Entre las covariables definidas existen dos factores: estimax y estrec; dado que
el efecto de las restantes covariables puede ser distinto en cada uno de los niveles

definidos por estos factores, se definen las correspondientes interacciones.

- Interacciones con el factor estimax: inttei, deftei, durtei, difintei, imaxtei,
recei. No es necesario considerar la interaccién con dimaxt y con direc ya que

coincide con las variables.

- Interacciones con el factor estrec: intter, defter, durter, difinter, imaxter, di-

maxter, recer; la interaccién con direc coincide con ella misma.

No es necesario considerar la interaccion entre los dos factores, ya que sélo se
pueden producir tres combinaciones de las variables (estimax, estrec): (0,0), (1,0) y
(1,1); por lo que, en presencia de término independiente, el término de interaccién

entre ambos es linealmente dependiente.

La relacién entre la respuesta y las covariables puede ser no lineal; por ello se
han considerado potencias hasta orden tres de todas las covariables e interacciones.

En total se definen 65 covariables.

Proceso de las sequias La informacién que describe el estado de las sequias es
mas compleja: ademas de definir las mismas covariables que en los periodos secos
-asociadas en este caso a las magnitudes de la sequia observadas hasta el instante ¢-
se ha considerado de interés anadir informacién relativa, exclusivamente, al estado
hasta ese instante del periodo seco en el que se realiza la prediccién, que denotaremos

periodo seco actual. Se definen las siguientes variables:

defpst: déficit acumulado en el periodo seco actual hasta el instante ¢.
durpst: duracion del periodo seco actual hasta el instante .

imaxpst: intensidad méaxima observada en el periodo seco actual hasta .
estimaxpst: estado respecto a imaxpst.

dimaxpst: distancia a la posiciéon de imaxpst.
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Las covariables intt, difint, y las asociadas al récord son variables locales, por lo que

no es necesario definir sus versiones relativas al periodo seco actual.

Se debe considerar también la posible interaccién entre las covariables y el estado

de los factores definidos:

- Interacciones con el factor estimax: inttei, deftei, durtei, difintei, imaxtei,
recei, defpstei, durpstei, imaxpstei; la correspondiente interaccién con dimaxt,

direc y con dimaxpst coincide con ellas mismas.

- Interacciones con el factor estimaxpst: intteips, defteips, durteips, difinteips,
imaxteips, dimaxteips, receips, defpsteips, durpsteips, imaxpsteips; las inter-

acciones con direc y con dimaxpst no son necesarias.

- Interacciones con el factor estrec: intter, defter, durter, difinter, imaxter, di-
maxter, recer, defpster, durpster, imaxpster, dimaxpster; la interaccién con

direc coincide con la variable.

Los tinicos valores posibles de (estimax, estimaxpst, estrec) son, (0,0,0), (0,0,1),
(0,1,1), y (1,1,1); por consiguiente, los parametros del término independiente y de
los tres factores son suficientes para caracterizar todas las situaciones posibles, no

siendo necesario ningin término de interaccion.

De nuevo, la relaciéon entre la respuesta y las covariables puede ser no lineal;
dado el elevado ntimero de covariables y los resultados del analisis de periodos secos,
se han considerado unicamente potencias hasta orden dos de todas las covariables e

interacciones. En total se definen &7 covariables.

Efecto del nimero de periodos secos Otra variable que puede ser 1til en
la prediccion es nper, el nimero de periodos secos observados en la sequia hasta el
instante de prediccién. Para modelizar el efecto de esta variable se define un nimero
de términos polinémicos igual a n.— 1, siendo n. el maximo muestral del nimero de
episodios por cluster. Los términos polinémicos se parametrizan de forma ortogonal
y se denotan f1, f2, ..., de acuerdo al orden de la potencia. Dado el caracter discreto
de esta variable, la inclusién de estos términos es equivalente a introducir un factor

con n. categorias. La parametrizacién en forma de factor plantearia problemas al
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predecir desde un instante en el que el nimero de periodos secos fuera mayor que el
valor n. observado en la muestra de estimacién, mientras que con la parametrizacion
polinémica, la prediccién se interpreta como la proyecciéon a un valor mayor de una

relacion establecida en el modelo.

La influencia de esta variable se puede manifestar individualmente y a través de
otras covariables. Dado el elevado nimero de éstas, nper se ha interaccionado con
las variables individuales, pero no con la interacciones con los factores binarios. A

pesar de esta limitacién, se definen 171 variables.

6.1.3 Seleccion de covariables

Dado el elevado nuimero de covariables definidas es imprescindible disponer de un
procedimiento que permita seleccionar las de mayor poder predictivo. Con este
objetivo se ha utilizado un algoritmo tipo 'paso a paso’ basado en el test de razon
de verosimilitudes. En este algoritmo, a partir de un modelo inicial, se aplican
alternativamente un paso de entrada y otro de salida hasta alcanzar un modelo
en equilibrio, en el que todos los términos incluidos en el predictor lineal, y sélo
ellos, son significativos. En un paso de entrada se decide la introduccién de una
nueva covariable comparando el modelo ajustado en ese instante con cada uno de
los obtenidos al anadir una de las variables no incluidas; en un paso de salida se
decide la exclusiéon de un término comparando el modelo actual con cada uno de los

obtenidos al eliminar una de las variables ya incluidas.

El test utilizado como criterio de entrada-salida contrasta la hipdtesis de que un
modelo Mr con g pardmetros, llamado modelo reducido, es un modelo suficiente
respecto a un modelo mas general, Mg, con p parametros, p > ¢, en el que Mr esta

anidado. El estadistico del test es,
A= IDT\/IT - ID}’(\/Ig = 2[€€M9(é9) - EEMT’(éT’)L

y, bajo la hipétesis nula, tiene una distribucién aproximada x? con p — ¢ grados de
libertad.

En el proceso de seleccién de covariables, ademads de aplicar el test de razén de

verosimilitudes, se comparan dos medidas de cada modelo M,
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- El criterio AIC propuesto por Chambers & Hastie (1992),
AICcy = Dy + 2po,
que en este caso, dado que o = 1, es equivalente al criterio AIC de Akaike,

AIC = —2% 0y + 2p.

- El criterio BIC,
BIC = Dy + In(n)po,

donde n es el tamano de la muestra, que penaliza el nimero de parametros

mas que el AIC y proporciona modelos més sencillos.

El algoritmo paso a paso requiere un modelo inicial como punto de partida.
En general se utiliza el modelo nulo, que sélo tiene término independiente, pero se
puede comenzar con un modelo lleno, que contenga todas las variables que puedan

ser influyentes, o con un subconjunto de ellas que se crea relevante.

Esencialmente el objetivo del proceso de seleccién sera buscar modelos que pre-
senten valores préximos al minimo en los criterios AIC y BIC. En la seleccién final
entre los mejores modelos ajustados se considera un criterio adicional, la sencillez e

interpretabilidad del modelo.

Control del algoritmo de bisqueda

Para comprobar si los modelos resultantes del algoritmo paso a paso presentan va-
lores préximos al minimo AIC y BIC global se propone un procedimiento basado en
el anélisis de componentes principales. L.as componentes principales -combinaciones
lineales de las variables originales, ortogonales entre si- proporcionan un método
de inspeccion de las direcciones de mayor variabilidad del espacio generado por las
covariables, que permite reducir la dimensién del problema de estimacién. Esta
reduccién de la dimension se obtiene suponiendo que dependencias lineales ’casi
exactas’ entre las covariables, son exactas. Al eliminar las componentes cuya va-
rianza es pequena, se pierde poca informacion y se conserva un alto porcentaje de la

variabilidad del espacio muestral original. La imposicién de las restricciones lineales
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son especificas de la muestra pero tienen algunas propiedades de maxima varianza
(Greenberg 1975).

Generalmente, el objetivo de la aplicacién de esta técnica en regresién es la
estimacién de los parametros eliminando los sesgos provocados por la existencia de
colinealidad entre las covariables; Judge et al. (1985) senalan, sin embargo, que
los estimadores obtenidos con este procedimiento no tienen, en general, mejores

propiedades que los de minimos cuadrados obtenidos en el espacio original.

En este caso, los modelos basados en componentes principales se emplean como
modelos de referencia para verificar la bondad de ajuste de los modelos propues-
tos, es decir, para medir la proximidad del espacio generado por las covariables de
los modelos propuestos al correspondiente a todas las covariables definidas o, mas
exactamente, a la aproximacién del mismo generada por un nimero de componentes
principales suficiente. Se considera un nimero suficiente al que explica al menos el
90% de la variabilidad del espacio original. Dado que el rango de valores de las co-
variables originales es muy diferente y con el fin de que todas ellas tengan el mismo
peso en el andlisis, se calculan las componentes principales del espacio generado por

las variables divididas por su desviacién tipica.

6.1.4 Prediccion de la duracion restante de un episodio

Ajustado el modelo y conocido el valor de las covariables en un instante Iy, el valor

medio estimado de la duracién restante se obtiene directamente,

E(Lriy) = exp[v(l)];
donde v(ly) es el predictor lineal del modelo evaluado en el instante .

La mediana, o cualquier otro percentil, se obtienen a partir del pardametro p de

la distribucién,
1

P=E@n)+ 1

y de la expresién del percentil de orden per,

In(1 — per)

Pper(Lrio) = {m} :
entera
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6.1.5 Comparacion y bondad de ajuste de los modelos

Puesto que el principal objetivo de los modelos desarrollados es la prediccion, los
criterios de comparacién se basaran en la calidad de la misma. La forma mas sencilla
de evaluar la capacidad predictiva de un modelo es predecir observaciones cuyo valor
real se conoce, y comparar los valores observados con los predichos; para evitar
sesgos, conviene realizar las predicciones de comprobacién utilizando métodos de
validacién cruzada, es decir, basados en la predicciéon de observaciones que no se

hayan utilizado en el proceso de estimaciéon. Dos posibles alternativas son:

- Separar la muestra disponible en dos partes: utilizar una para estimar los
pardametros y otra para validar el modelo evaluando sus predicciones. Este
procedimiento garantiza una valoracién del modelo en condiciones reales de

aplicacion, pero sélo es aplicable si se dispone de series suficientemente largas.

- Predecir cada elemento de la muestra, en este caso cada episodio, a partir de
un modelo cuyos pardmetros se estimen eliminando de la muestra ese elemen-
to; con este procedimiento se evitan los sesgos sin practicamente reducir el
tamano de muestra. Los residuos correspondientes a este tipo de prediccién se

denotaran p-residuos.

Comparacion de los modelos A continuacién se proponen un conjunto de me-
didas que cuantifican el error cometido en la prediccién. Su mayor inconveniente es
la ausencia de valores de referencia absolutos y de resultados que permitan validar
un modelo de forma individual; por el contrario, proporcionan criterios eficientes

para comparar modelos alternativos de forma réapida y sencilla.

Como medida de error bésica se considera un p-residuo de caracter general, el

residuo de la respuesta,
€ =Y — Yi
A partir de ellos, se definen medidas de error individuales, asociadas a cada obser-

vacion:

el = |yi — Uil
€2 = (yi— )%,



150 6. Prediccion en tiempo real

y una medida de caracter relativo, en la que se considera como valor de referencia

yz+1a

er; =

€; ‘
yi+1

Generalmente, el nimero de observaciones es elevado y no resulta facil comparar
directamente los errores individuales correspondientes a dos modelos. Para evitar es-
ta dificultad se definen medidas de error relativas a cada episodio y medidas globales

de toda la muestra. Se consideran medidas absolutas:
l;

ml = Zelj

j=1

m2 = max el;
1<y<l;
l;

m3 = Zer
j=1

y relativas:

l;
mrl = Z er;
j=1

mr2 = max erj,
1<j<l;

siendo I; la duracién del episodio i-ésimo. Como medidas globales se utilizan la suma,

en todos los elementos de la muestra, de cada una de las cinco medidas propuestas.

Como herramienta complementaria se proponen métodos graficos que facilitan

la comparacién de las medidas individuales.

- Gréfico de la sucesién de residuos. Se representa la serie temporal de los
p-residuos en cada instante de cada episodio, senalando las divisiones entre
ellos. Este gréfico, figura 6.1, ademdas de proporcionar una idea global del
error, permite determinar las observaciones que presentan mejor y peor ajuste
y analizar la bondad del modelo segtun la longitud del episodio y el instante

de prediccién dentro del mismo.

- Grafico de el. Grafico en el que se representa la serie temporal de la medida
el. El 4rea bajo esta curva coincide con la medida global asociada a m1. Si se
utilizan residuos relativos, el area bajo la curva coincide con la correspondiente

a mrl.
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Figura 6.1: Gréfico de los residuos (sup.) y de los residuos absolutos (inf.) correspondientes al
valor esperado del ajuste de la duracién restante, Mseq*3, seq10; Huesca.

Bondad de ajuste Las medidas de bondad de ajuste utilizadas son:

- Desviacién. La desviacién es una medida de bondad de ajuste equivalente, en
muchos sentidos, a la suma de residuos al cuadrado en el modelo lineal; en
particular, si el término de error es Normal y el enlace la identidad, coincide
con ese valor. En esas condiciones, la distribucién de la desviacion escalada es
X%_p, siendo p el niimero de parametros ajustado. Con otras distribuciones de
error el resultado anterior es asintético y no se conoce bien su comportamiento
cuando el tamano de muestra es pequeno. En el caso de distribuciones discretas
la aproximacién presenta problemas suplementarios, ya que la distribucién

exacta de la desviacion es discontinua.

- Estadistico de Pearson generalizado. El estadistico de bondad de ajuste de
Pearson es,
x*=% (i = i)
=1 Var(yi)
Si la distribucion del error es Normal, su distribucion es X%,p; con el resto de

distribuciones, este resultado sélo es valido asintdticamente.
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Pierce & Schafer (1986) establecen que la desviacién es una medida de bondad
de ajuste més adecuada, a pesar de que el estadistico X2 presenta una mejor
aproximacién a la distribucién y?. La desviacién, ademds, permite comparar

modelos anidados.

- Control del pardametro de escala. Un control sencillo para comprobar la exis-
tencia de sobredispersién en el modelo consiste en comparar el valor estimado

del pardmetro de escala,
Dy

(n—p)
con, 1, su valor en la distribuciéon GeométricaO0.

a-:

El proceso de validacién termina con un analisis de residuos. Los GLM requieren
un concepto de residuo general, que sea aplicable con todas sus posibles distribucio-

nes de error; los mas utilizados son:

- Residuos de la desviacién. Estos residuos se pueden interpretar como la con-

tribucion de cada observacion a la desviacion:

rd; = sgn(y; — ﬂi)\/QAi [yi(éi —0;) —~(6:) + 7(«9})}-

- Residuos de Pearson. Son una versién estandarizada de los residuos respuesta,

rP; = yi_ﬂi;

Vi

y, salvo el signo, coinciden con la raiz cuadrada del sumando correspondiente

en el estadistico X2 de Pearson.

Pierce & Schafer (1986) analizan y comparan estos dos tipos de residuos en mode-
los con errores no Normales, tanto discretos como continuos, y concluyen que los
residuos de la desviacién son mejores, ya que presentan un comportamiento mas

préximo a la Normal que los de Pearson.

En el caso de la distribuciéon Geométrica la expresién de los residuos de la des-

viacion es,

== (5 -2) [ (o [t o [ )
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Varios autores, como Davison & Snell (1991) o Fahrmeir & Tutz (1994), aconse-
jan utilizar los residuos estandarizados de la desviacién, que se obtienen dividiendo
por una aproximacién de su error estandar,

rd;
rds; = ————
1 — hi;
donde h;; son los elementos de la diagonal de la matriz de potencial H,

H=WYV2X(X'WX)"'X'W'/2,

con W, la matriz diagonal de pesos correspondiente a la tltima iteraciéon del algo-
ritmo de estimacién. Los elementos h;; constituyen una medida de la influencia que
el valor de las covariables de cada observaciéon ejerce en el ajuste global, aunque, a
diferencia del modelo lineal clésico, la matriz H no depende inicamente de la matriz

de diseno sino también del ajuste.

El anélisis de residuos se basa principalmente en controles de tipo gréafico: re-
presentacién de la serie de residuos y de los valores h;;, de los residuos frente al
valor ajustado y frente al instante de prediccion en el episodio. Para comprobar la
validez de las hipdtesis relacionadas con la distribucién de la respuesta se analiza
el caracter Normal de los residuos utilizando un ggplot. Con el mismo objetivo se
estudia el caracter exponencial de los residuos de méaxima verosimilitud, definidos

en el apartado 5.1.3, utilizando un qqgplot y un grafico lineal de supervivencia.

Se analiza también la existencia de correlacién entre las observaciones mediante
los tests habituales, un grafico de los residuos frente a los residuos retardados y
un andlisis del correlograma. El modelo planteado supone que, dada la trayectoria
pasada, las observaciones de la respuesta son independientes. Si las covariables del
modelo no son suficientes para resumir esa trayectoria, existird correlacién entre los

residuos de las observaciones pertenecientes al mismo episodio.

6.1.6 Analisis de resultados

En este apartado se presentan los modelos de prediccién para el proceso de periodos
secos y de sequias, definidos con el percentil décimo en la serie de Huesca. En primer

lugar se realiza un proceso de selecciéon de covariables con el procedimiento paso a
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paso descrito, que proporciona varios modelos competitivos; se compara la bondad
de prediccién de los modelos obtenidos utilizando los graficos y medidas indicadas,
y se elige el mas adecuado. Finalmente, se efectiia un andlisis de validacion del
mejor modelo para episodios de sequia, basado en los residuos estandarizados de la

desviacién y los de maxima verosimilitud.

El modelo resultante del proceso de seleccion depende de la estrategia de mo-
delizacién: modelo inicial utilizado, orden de entrada de las variables, criterios de
seleccién de entrada-salida de las variables, etc. Se han ensayado distintos procedi-

mientos con el objeto de compararlos y establecer criterios de modelizacién.

Los resultados obtenidos tras algunos ensayos confirman una propiedad cono-
cida: la minimizaciéon del AIC produce modelos complejos, mientras que la del
BIC proporciona modelos con menos covariables que en este caso han resultado, en
general, insuficientes. Intentando evitar estos inconvenientes se ha establecido un

procedimiento, que denominaremos AIC-BIC combinado, consistente en:

- Aplicar el procedimiento paso a paso buscando minimizar el AIC; es decir, se

introduce o elimina una variable, si el AIC del modelo resultante es menor.

- Sobre el modelo obtenido -que contendra todas las variables relevantes entre
las definidas- se aplica de nuevo el algoritmo de entrada-salida, buscando ahora

la minimizacién del BIC.

Periodos secos Algunos de los mejores modelos encontrados en el proceso de

seleccién son:

Mpsl: intt, estimaxt, dimaxt, deftei.

Mpslb: intt, estimaxt, dimaxt, difint2, deftei.

Mps2: deft, estimaxt, dimaxt.

Mps2b: imaxt, estimaxt, dimaxt, difint2, imaxt2ei, deft3ei, difint3ei.
Mps3: imaxt, dimaxt, difinter, deft2.

Mps3b: deft, difint, imaxt, estimaxt, dimaxt, durtei, difinter, deft2, durt2ei.
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| [ D JAlC [BIC [[Xmi | Ym2 | Ym3 || Emlm | Yme | Yoms

Mpsl || 159.3 [ 169.3 | 184.7 || 121.0 | 186.9 [ 486.1 [ 86.2 146.0 | 317.6
87.0 | 107.1 55.4 70.8

Mpslb || 155.0 | 167.0 | 185.5 || 117.1 | 180.7 | 467.0 || 83.0 1440 | 301.6
85.6 | 108.3 53.5 69.9

Mps2 || 160.9 | 168.9 | 181.3 || 120.6 | 186.8 | 487.2 | 85.2 136.0 | 303.2
885 | 108.4 55.5 69.3

Mps2b || 150.9 | 166.9 | 191.6 || 116.2 | 186.7 | 467.0 || 84.0 1440 | 299.6
85.0 | 109.2 54.0 70.4

Mps3 || 156.7 | 168.7 | 182.2 || 114.9 | 181.3 | 4492 || 87.1 146.0 | 3117
82.8 | 1034 57.4 72.6

Mps3b || 148.8 | 166.8 | 199.7 || 114.9 | 1853 | 506.6 || 82.5 1470 | 3147
82.8 | 109.1 52.4 70.3

Tabla 6.1: Medidas de bondad de ajuste de los modelos para la duracién restante, ps10; Huesca.

Los modelos Mpslb, Mps2b y Mps3b son los de minimo AIC resultantes del
primer paso del algoritmo propuesto, partiendo de distintos modelos iniciales, y
Mpsl, Mps2 y Mps3 son los obtenidos, en cada caso, al final de la segunda fase.
En la tabla 6.1 se muestran los valores de las medidas de bondad de ajuste de estos
modelos: la desviacién, el AIC, el BIC y las medidas de error global -absoluto en la
primera linea, y relativo en la segunda- correspondientes a las predicciones basadas

en la media, m, y la mediana, m*.

Aunque los modelos seleccionados a partir de diferentes modelos iniciales no
coinciden, se observa que algunas covariables aparecen de forma constante en todos
ellos, bien en su forma original o a través de variables de la misma familia, las
correspondientes a sus potencias o sus interacciones. En particular, en los modelos
tipo b: deft, estimaxt, dimaxt y una variable de caracter local, difint; en los modelos

més simples se mantienen deft, dimaxt, y es frecuente estimaxt.

Como se observa en la figura 6.2 y en la tabla 6.1, las predicciones de los modelos
b son similares a las de sus correspondientes modelos finales. El modelo Mps2, el
de minimo BIC, presenta residuos méas grandes que Mpsl y Mps3 en algin punto
concreto, figura 6.3. Los resultados de prediccién de Mpsl y Mps3 no presentan

diferencias notables y es dificil establecer la superioridad de uno sobre el otro.

En el espacio generado por las 65 variables definidas, las 16 primeras componentes

principales explican el 90% de la variabilidad total. La desviacién del modelo que
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Figura 6.2: Gréfico de los residuos de los modelos Mps3 (sup.) y Mps3b (inf.), prediccién con el
valor esperado, ps10; Huesca.
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Figura 6.3: Gréfico de los residuos de los modelos Mpsl (sup.) y Mps2 (inf.), prediccién con el
valor esperado, ps10; Huesca.
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[ Dn [AlC [BIC [[Xmi | Xm2 ] Xm3 | Eml” | Yme | Yoms®

Mseql 131.6 | 139.6 | 152.0 101.4 188.0 581.5 81.5 162.0 417.9
63.2 99.6 43.2 65.9

Mseqlb 120.7 | 134.7 | 156.2 101.6 176.7 597.4 79.4 155.0 410.9
63.4 99.0 42.4 65.6

Mseq?2 123.3 | 135.3 | 153.8 105.5 175.8 619.4 80.3 150.0 420.7
67.3 102.3 44.8 67.6

Mseq2b 117.8 | 133.8 | 158.5 108.4 182.5 665.6 80.4 152.0 428.5
67.0 98.1 43.3 63.8

Mseq*3 114.3 | 130.3 | 149.9 115.5 179.7 783.4 89.0 152.0 491.9
74.2 105.8 50.1 71.6

Mseq*3b 110.5 | 128.5 | 161.3 109.3 182.3 710.5 85.1 154.0 465.8
69.2 101.2 47.6 70.1

Mseq*4 117.3 | 129.3 | 147.8 107.7 173.3 663.0 83.7 151.0 450.6
68.2 102.7 47.5 71.3

Mseq*4b 108.3 | 124.3 | 148.9 103.7 183.0 662.2 83.1 156.0 441.9
64.4 98.2 44.5 67.0

Tabla 6.2: Medidas de bondad de ajuste de los modelos para la duracién restante, seql10; Huesca.

tiene por covariables esas componentes principales es 153.6.

Episodios de sequia Dado el elevado nimero de posibles predictores, el algoritmo

de seleccién se aplicd, en primer lugar, al conjunto de covariables sin considerar la

familia nper. Posteriormente, se realizé un nuevo proceso de seleccion a partir de las

171 variables definidas, utilizando la informacién obtenida en esa primera seleccién

y en el proceso de modelizacién de periodos secos para elegir los modelos iniciales.

A continuacién, se muestran algunos de los mejores modelos obtenidos en el primer

proceso de seleccién, modelos Mseq, y en el segundo, que incluye a la familia nper,

modelos Mseq*; las medidas de bondad de ajuste de cada uno de ellos se muestran

en la tabla 6.2.
Mseql: estimaxt, defpst, dimaxteips.
Mseqlb: estimaxt, defpst, difint2, recei, defpstei, dimaxteips.

Mseq2: dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, durtei.

Mseq2b: intt, dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, durtei, receips.

Mseq*3: dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, fldurt, fldurt2.
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Mseq*3b: deft, dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, rec2ei, flint, fldurt, fldurt2.
Mseq*4: dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, flimaxt.

Mseq*4b: durt, dimaxt, estimaxpst, difint2, deftei, flimaxt, flimaxt2.

En todos los modelos de tipo b se encuentran presentes las covariables estimaxpst
o estimax, dimaxt o dimaxteips, deftei o defpstei, y la variable local difint2; en los
mejores modelos Mseq* ensayados aparece, ademads, alguna interaccion del término
lineal de la variable nper, denotadas fl. Estas covariables se mantienen en los
modelos finales. Cabe senalar que en todos los modelos aparece alguna covariable

referente a toda la sequia y alguna relativa al periodo seco actual.

Las predicciones de los modelos tipo b no son notablemente mejores que las de
los modelos finales. Globalmente, el modelo de minimo BIC de los ensayados es
Mseq*4, y Mseq*4b el de minima desviaciéon y minimo AIC, aunque las predicciones
de todos ellos, en particular las de Mseq*3 y Mseq*4, son similares. En la figura
6.4, se pueden comparar las predicciones de Mseql, el modelo mas sencillo, con las
de Mseq*4.

En el espacio generado por las 87 variables asociadas a los episodios de sequia,
19 componentes principales explican el 90% de la variabilidad total; considerando
las variables de la familia nper, son necesarias 27 componentes para explicar el
mismo porcentaje en el espacio generado por las 171 covariables. La desviacion de
los modelos de componentes principales es 114.7 y 108.0, respectivamente, valores

proximos a los alcanzados en el proceso de modelizacién.

Los resultados méas importantes del ajuste y seleccién de modelos de prediccién

para el proceso de periodo secos y sequias se resumen en las siguientes conclusiones.

e El grado de significacién de las covariables durante el proceso de seleccion
es muy sensible a las covariables presentes en el modelo; la causa de este
comportamiento es la relacién, o incluso coincidencia en algin caso, entre
el valor de las covariables en algunas observaciones. Como consecuencia, el
modelo con el que se alcanza el equilibrio depende en gran medida del modelo

inicial.
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Figura 6.4: Gréfico de los residuos de los modelos Mseql (sup.) y Mseq*4 (inf.), prediccién con
el valor esperado, seq10; Huesca.

e Se pueden estimar modelos equivalentes, en cuanto a ajuste y prediccién, con
covariables distintas. Este efecto es consecuencia de la conclusiéon anterior, en
concreto de la existencia de covariables, o subconjuntos de ellas, que aportan

informacién muy parecida.

e A pesar del comportamiento senalado en los dos puntos anteriores, existe un
conjunto de covariables cuya informacién parece ser necesaria, tanto en los
modelos de periodos secos, como en los de sequias: dimaxt, estimaxt, difint y

alguna de la familia deft.

En el caso de las sequias esta informacién se complementa con un término que
incluye el efecto lineal de nper. No son necesarios términos de esta variable de

mayor orden.

Es suficiente definir términos polinémicos de orden dos; los mejores modelos

no incluyen términos de orden superior.

La informacion que aportan las magnitudes asociadas a toda la sequia y las
relativas al periodo seco actual es complementaria; los modelos seleccionados

incluyen covariables de ambos tipos que, en general, no corresponden a la
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Figura 6.5: Gréfico de los residuos del modelo Mseq2, prediccién con el valor esperado (sup.) y
con la mediana (inf.), seq10; Huesca.

misma magnitud.

e La capacidad predictiva de los modelos depende del instante de prediccién. Las
predicciones en los primeros instantes de cada episodio son valores préximos
a la media, debido a que las caracteristicas iniciales de todos ellos, largos o
cortos, son similares y, en consecuencia, el modelo no dispone de informacién
suficiente que le permita discriminar. Con cada instante observado se acumula
informacién, de forma que en los periodos secos mas largos las predicciones

mejoran progresivamente, como se aprecia en el grafico de residuos.

Este efecto es consecuencia de la informacién utilizada, relativa tnicamente
al propio episodio, y se manifiesta en todos los modelos seleccionados, que

proporcionan las mejores y peores predicciones en los mismos instantes.

e Las series de los p-residuos correspondientes a las predicciones con el valor
medio y con la mediana presentan un perfil similar en todos los modelos,
figura 6.5, aunque las correspondientes a la mediana tienen una forma maés

suave y menores medidas de error.
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e En general, los modelos obtenidos con el criterio AIC-BIC combinado, mas
sencillos que los obtenidos al minimizar el AIC, proporcionan predicciones
muy préximas a las de éstos; la calidad de los ajustes y predicciones de los

modelos de minimo BIC es menor.

e Los modelos seleccionados presentan valores de la desviacién préximos a los

minimos alcanzables en el espacio de covariables considerado.

e Los valores estimados del pardmetro de escala en los modelos propuestos osci-

lan entre 0.8 y 1, indicando que no existe sobredispersién en los modelos.

Respecto a la metodologia empleada se pueden senialar las siguientes observacio-

nes.

e El nimero de covariables seleccionado esta directamente relacionado con el
criterio de entrada-salida de variables. El criterio de minimizacion del AIC
proporciona resultados similares a la utilizacién del test de razén de verosimi-
litudes con un nivel de significacién entre el 90 y el 95%. El procedimiento de
seleccién de covariables AIC-BIC combinado proporciona modelos suficientes

y no sobreparametrizados.

e La prediccién con la mediana resulta menos sensible a valores particulares de
la muestra. Sus medidas de error son algo mejores que las de la prediccién con
la media. La justificacién de este hecho se basa en que el valor de la mediana
en la distribuciéon Geométrica, por ser asimétrica positiva, es siempre menor
que el de la media; en consecuencia, proporciona mejores predicciones en las

observaciones de menor valor, que son las mas frecuentes.

e El gréafico de el proporciona una idea global de la calidad de predicciéon que
permite comparar distintos modelos. El gréafico de la serie de residuos sepa-
rados por episodios permite analizar la bondad de prediccién en funcién de la
posicién de la observacién dentro del episodio y comparar, de forma rapida,

las predicciones de los modelos.

e El andlisis grafico de los residuos relativos es de menor interés ya que, en los

instantes iniciales de los periodos largos, enmascaran las malas predicciones.
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Figura 6.6: Grafico de la serie de valores observados, seql0; Huesca.

Validacién del modelo Mseq*4 En la figura 6.6 se representa la serie de
observaciones de la variable respuesta, con el fin de mostrar la agrupacion en
periodos secos y episodios de la misma. El grafico de la figura 6.7 corresponde
a la serie de residuos estandarizados de la desviacion. La hipdtesis sobre la
distribuciéon de la respuesta, Geométrica, se ve confirmada por el caricter
exponencial de los residuos de maxima verosimilitud, figura 6.7, y el caracter
normal de los residuos de la desviacién. En el grafico de los residuos frente al
instante de prediccion, figura 6.8, se observa que en los primeros instantes de
cada episodio la prediccién es menos fiable, y cémo mejora progresivamente

en el transcurso de los mismos.

No se detecta ninguna anomalia importante, excepto en el grafico de corre-

lacién de los residuos, donde se observa en la zona de los residuos positivos
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Figura 6.7: Gréfico de la serie de residuos estandarizados de la desviacién (izda.) y qqplot
Exponencial de los residuos de maxima verosimilitud (dcha.), Mseq*4 seq10; Huesca.
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Figura 6.8: Gréfico de residuos frente al instante de prediccién (izda.) y gréfico de correlacién de
los residuos (dcha.), Mseq*4 seq10; Huesca.

un conjunto de observaciones con clara correlacién positiva, figura 6.8. En la
figura 6.9 se representan tinicamente los pares de observaciones pertenecientes
al mismo episodio y, como cabia esperar, son algunas de éstas las que presentan
correlacién. Con el fin de determinar el origen de esta correlacion, se realiza
un analisis detallado de estos residuos en funcién de distintos factores como,
el instante de ocurrencia, la magnitud de la respuesta y la duracién total de
los episodios. En el segundo grafico de la figura anterior se muestran los pares
de residuos correspondientes a las sequias de duracién menor o igual que 9,
grupo A; las observaciones de los episodios de mayor longitud se separan, a
su vez, en dos grupos, en funcién de que la duracién restante en ese instante
sea menor, o mayor o igual que 8, grupos B y C respectivamente. Como
se puede observar en estos graficos, son las observaciones del grupo C, que
corresponden al periodo inicial de los episodios més largos las que presentan
correlacién significativa, con un coeficiente de correlaciéon de Kendall de 0.45,
al que corresponde un p-valor de 0.00; por el contrario, las observaciones en la
etapa final de los mismos episodios, grupo B, presentan la correlacién menor,
0.13, con un p-valor de 0.21. En el grupo A, la correlacién es 0.15 y tampoco

resulta significativa, con un p-valor de 0.14.

De estos resultados se concluye que los dos factores que originan la correlacién

existente en el grupo C son:

- El peor ajuste del modelo en los primeros instantes de los episodios, de-
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Figura 6.9: Gréfico de correlacién de los residuos de las observaciones pertenecientes al mismo
episodio (sup.izda.), del grupo A (sup.dcha.), B(inf.izda.) y C (inf.dcha.), Mseq*4 seql0; Huesca.

bido al tipo de covariables que se han considerado, relativas al propio

episodio. En estos modelos, la informacion disponible en los primeros

instantes no parece suficiente para garantizar la independencia condicio-

nal.

La existencia de algiin episodio de gran longitud. En la muestra exis-

ten dos sequias cuya duracién es notablemente mayor que la del resto.

En los primeros instantes de estos episodios se producen rachas de resi-

duos positivos consecutivos, que dan lugar a la existencia de correlacién

positiva.

La solucién al primer problema requerird la introducciéon en el modelo de
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informacién suficiente, desde el primer instante de cada episodio. Con este
objetivo, se ha abierto una nueva linea de trabajo basada en la introduccién
de variables que caractericen un periodo, de longitud fija, anterior a cada
observacién, independientemente de que las observaciones de ese intervalo se
encuentren por encima o por debajo del umbral. Con este planteamiento
cabe esperar que también mejorard la independencia del grupo A. El segundo

aspecto senalado es inherente a los datos y, en consecuencia, de dificil solucion.

6.2 Predicciéon del riesgo de fallo y la finalizacién de un
episodio

En esta seccion se desarrollan modelos para predecir el riesgo de fallo y la finalizacién
o no en un instante de un episodio seco activo, en funcién de las caracteristicas del

mismo observadas hasta ese momento.

La evolucién de un episodio de sequia puede expresarse en términos de una
variable binaria que describa su continuidad o finalizacién, tomando el valor 1 si la
observacion es la tltima del episodio, y 0 en otro caso. La prediccién de esta variable
en un instante se realiza a partir de la prediccién del riesgo de finalizacién del episodio
en ese momento, es decir del riesgo de la variable duraciéon. La funcién riesgo de
fallo es muy utilizada en Anilisis de Supervivencia y Fiabilidad para estudiar el
comportamiento de una variable positiva, T', que representa el tiempo hasta el fallo

de un individuo y que puede estar sometida a la influencia de distintos factores.

6.2.1 Funcion riesgo de fallo

La funcién de riesgo h(t) se define como la tasa de fallo instantdnea de un individuo
que no ha fallado hasta ese instante; en el caso de una distribuciéon continua su
expresion es:

P(t<T<t+At|T>t) f(t)

At) = fim, Al ~ S50

y en el de una variable discreta,
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p(t))

S(t;)’

h(tj)=P(T=t;| T >t;) =

siendo S(t) = P(T > t) la funcién de supervivencia.

En Anaélisis de Supervivencia es frecuente modelizar directamente la funcién de
riesgo; este procedimiento permite determinar la combinaciéon de variables explica-
tivas que afecta al tiempo de fallo, ya que h(t) caracteriza la distribucién de T, y
proporciona un estimador del riesgo en cada instante; éste tiene interés en si mismo
y permite estimar la funcién de supervivencia. Aunque los modelos resultantes son
diferentes a los de regresién lineal, muchos de sus principios y procedimientos son

aplicables.

Se proponen dos alternativas para modelizar la funcién de riesgo, una aproxima-
cién paramétrica y otra semiparamétrica; ambas permiten la inclusién de covariables

dependientes del tiempo.

Modelos semiparamétricos de riesgo proporcional Estos modelos no requie-
ren que la funcién de distribuciéon de T' tenga una forma determinada, la tnica con-
dicion necesaria es la denominada hipétesis de riesgo proporcional, que supone que

el cociente del riesgo de dos individuos distintos es constante en el tiempo, es decir,

donde hy(t) es la funcién de riesgo base o riesgo asociado a un individuo con cova-
riables nulas, y g(x1,...,xk) se puede interpretar como el riesgo relativo respecto

al riesgo base, de un individuo con covariables z1, ..., zk.

El modelo mas utilizado de esta familia es el modelo de riesgo proporcional de

Cox, en el que se define la funciéon g como,

k
g(zl,... ,xk) = exp Zﬂjxj
j=1

Recientemente se han desarrollado generalizaciones del modelo de Cox, como los mo-

delos HARE (hazard regression), (Kooperberg, Stone & Truong 1995, Kooperberg

& Clarkson 1997), que estiman la funcién de riesgo condicional utilizando splines
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lineales y son aplicables en situaciones que no verifican la hipotesis de riesgo pro-

porcional.

Modelos paramétricos En los modelos paramétricos se supone conocida la dis-
tribucién de la variable Ty, en consecuencia, la forma de la funcién de riesgo, excepto

un vector de pardametros 6. Generalmente se plantean dos hipdtesis simplificadoras:

i. Las covariables influyen en la variable T a través de los parametros de su

distribucién, que son funcién del predictor lineal.

ii. El riesgo en el instante ¢t no depende de toda la trayectoria anterior del vector
de covariables dependientes del tiempo, que denotaremos X (t), sino sélo del

valor de dicho vector en ese instante, x(t).

En estas condiciones, el riesgo se puede expresar como,
hiti| X(t)] = hlti| z(t:)],
que es una funcién de t; y 0[z(t;)].

El procedimiento de estimacién e inferencia que se presenta en los siguientes

apartados, es valido para los dos tipos de modelos.

Funcion de riesgo de fallo de los episodios de sequia

La prediccién del riesgo de finalizacién de una sequia se puede incluir en este marco,
considerando cada episodio como un individuo cuyo fallo consiste en observar un
valor de la senal de precipitacién por encima del umbral. Con esta formulacion,
la duracién es una variable tiempo de fallo cuyo riesgo en cada instante depende
del estado del episodio en ese momento. En consecuencia, el problema se reduce a
predecir la funcién de riesgo de una variable, a partir de un conjunto de covaria-
bles dependientes del tiempo. Los procedimientos del Andlisis de Supervivencia se
pueden simplificar en algunos aspectos, ya que en este caso no existen observaciones

censuradas.

Este procedimiento es aplicable a la prediccién de otras magnitudes que presen-

tan el mismo tipo de estructura, por ejemplo, el riesgo de comienzo de una nueva
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sequia cuando el proceso se encuentra en un periodo no seco, o de reentrada en un

periodo seco en las observaciones en estado indeterminado.

6.2.2 Estimacidn e inferencia de los modelos para h(t)

Para estimar los modelos de la funcién de riesgo se emplea el método de maxima ve-
rosimilitud. Definiendo la funcién de verosimilitud en términos de h(t) y denotando

t; a la observacion i-ésima, la expresién de la funcion es,
n
¢ = H f(ti] x(t
=1
n
H (ti| @(t:)) S (i | z(t:))
5
:H (t; | z(t; exp(/hu| >

Suponiendo que A(t) queda completamente determinada por un vector de parametros

0 de dimensién m, las funciones de verosimilitud y logverosimilitud, £¢, son,

Utz 0) = Hh ti | z(t; exp( / h(u| xz(u);0)d )
0t 21 0) = ;m[ (| 2(t: / h(u| 2(u); 0) du

En el caso de distribuciones discretas,

0t z;0) = ﬁ( (ti | z(t; H)H[l—h(tk]x(tk);e)]>

i=1 e <t;

(t,x;0) = z”: (ln[ (ti| #(t:):0)] + > W[l —h(tg | x(t); 0)]) .

=1 te<t;

Esta expresion, incluso en el caso de distribuciones con funcién de riesgo sencilla
como la Exponencial y la Geométrica, es complicada y para obtener el MLE del
vector de parametros 6 se deben emplear métodos iterativos de maximizacién, por

ejemplo, el de Newton-Raphson.

Los procedimientos de inferencia basados en la verosimilitud, (Kalbfleisch &

Prentice 1980, Cox & Oakes 1984, Collett 1994), pueden dividirse en tres bloques.
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- Basados en el vector de scores, U(0) = [UY(0),...,U™(0)], con

_ (o)

OB
J

que tiene una distribucién asintética Normal con vector de medias nulo y ma-
triz de covarianzas la matriz de informacion de Fisher o matriz de informacion
esperada, I(0), de elementos:

2
I;(0) = E <%§f)> .

- Basados en el MLE 6. Bajo ciertas condiciones de regularidad este estimador
tiene una distribucién asintética Normal con vector de medias 6 y matriz de

covarianzas I~1(6); en consecuencia, la distribucién asintética del estadistico,
(0 —0)'1(0)(© - 90),

es x2,. Si se sustituye la matriz I(f) por un estimador consistente, como la
matriz de informacién observada evaluada en 6, la correspondiente expresién

presenta la misma distribucion asintética.

- Basados en el test de razén de verosimilitudes. Bajo la hipdtesis, 6 = 6y, la

distribucién asintética del estadistico,

A(6y) = —21n <€(9°)> = 2[00(6) — ££(60)]
es an.

Los métodos que se proponen en los siguientes apartados se basan principalmente
en el test de razén de verosimilitudes, el mas recomendado en situaciones genera-
les, que es invariante bajo reparametrizaciones, (Barndorff-Nielsen 1983, Barndorff-
Nielsen & Cox 1984).

6.2.3 Covariables dependientes del tiempo

Se pueden distinguir dos tipos de covariables dependientes del tiempo, segin su

forma de dependencia,
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i. Covariables definidas: variables cuya dependencia respecto al tiempo tiene una

forma funcional conocida.

ii. Covariables estocésticas: variables que son la realizacién de un proceso es-
tocastico. Dentro de esta clase de variables, Kalbfleisch & Prentice (1980)

distinguen dos tipos,

ii.a. Covariables externas: aquéllas en cuya trayectoria no influye el valor de

la variable tiempo de fallo, aunque ellas influyan en su valor.

ii.b.- Covariables internas: aquéllas que son el resultado de un proceso generado
por el individuo, de forma que el valor de la covariable puede depender

del valor de su tiempo de fallo.

El calculo e interpretacién de una verosimilitud en la que intervienen covariables
internas no es sencillo. En efecto, una variable interna sdlo puede ser observada

mientras el individuo no ha fallado y, en consecuencia,
P(T>t]xz(t))=1.

En esta situacién, la funcion de riesgo no se puede plantear en términos de la funcién
de supervivencia, y es necesario formular una expresién de la funcién de verosimilitud

alternativa a la desarrollada en la seccion 6.2.2.

6.2.4 Verosimilitud parcial

La introduccién del concepto de verosimilitud parcial permite desarrollar técnicas
de inferencia en presencia de parametros ’inttiles’. Es frecuente que en la especifi-
cacién de una distribucién, ademas del vector de pardmetros de interés 6, aparezcan
parametros irrelevantes. La idea basica de los métodos de verosimilitud parcial
consiste en separar la funcién de verosimilitud en dos términos -uno, en el que la in-
formacion sobre los pardametros de interés aparezca ligada a los parametros inutiles,
y otro que sélo sea funcién de 6- y simplificar la estimacién considerando solamente
el segundo término. No existe ningun resultado, con validez general, que permita
asegurar la suficiencia de los estimadores obtenidos por este procedimiento y, ob-

viamente, la funcién obtenida no es una verosimilitud en sentido estricto, ya que
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no tiene una interpretacion directa en términos probabilisticos; no obstante, existen
argumentos heuristicos que sugieren que, en muchas situaciones, la aplicaciéon de

estos métodos no provoca una pérdida de informacién significativa en la estimacion.

A continuacién, desarrollamos la obtencién de la funciéon de verosimilitud aso-
ciada al modelo. Una funcién de verosimilitud se puede construir como el producto
de las contribuciones de intervalos de la forma [t,t + dt). Para calcular estas con-
tribuciones se define H(t), el proceso que contiene toda la informacién disponible
sobre el fallo y las covariables hasta el instante ¢; H(t) es un proceso de Markov,
por lo que, utilizando la notacién de Kalbfleisch & Prentice (1980), la verosimilitud
se puede expresar como el producto integral de las probabilidades condicionales que

aporta cada intervalo,
C=PF{P[H(t+dt)| H(t)]}.

La informacién contenida en el proceso H(t) se puede separar en dos partes: una
relativa al proceso Dy(dt), que contiene informacién sobre el fallo en el intervalo
[t,t + dt), y otra a la trayectoria de las covariables hasta ¢, X (¢). En consecuencia,

cada factor se puede descomponer en dos términos,
PH(t+dt) | H()] = P[X(t +dt) | H(t), D(dt)] P[Dy(dt) | H(t)],
y la verosimilitud se puede expresar como,
t="P5 AP [Dy(dt) | H(t)]} Po° {P[X(t+dt) | H(t), Di(dt)]}.
donde el segundo factor corresponde a la contribucion del proceso de covariables.

Habitualmente, la funcién de verosimilitud se define con el primer producto; si
el segundo factor depende del vector de parametros #, como sucede en presencia de

covariables internas, ese primer término es una verosimilitud parcial.

Bajo la hipétesis de que, dado H(t), el mecanismo de fallo actia de forma inde-

pendiente en el intervalo [t, ¢ + dt),
POt | H@)) = [[ Altlwsold  T] (—hlt] z@);0]de),
1eDy(dt) LER(t)— Dy (dt)

donde z;(t) es el vector de covariables del individuo [-ésimo evaluado en el instante

t,y R(t) el conjunto de individuos en riesgo en ese instante. Consecuentemente, la
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funcién de verosimilitud parcial, £, es,

6(0) = 7’8"{ I[I rltla@sela I (Q-h [tlwz()H]dt)}

leDy(dt) lER(t)—D¢(dt)
= [Inr(ti]it);0) P& { I[I a-n [t!wz()ﬁ]dt)}
i=1 leR(t)— Dy (dt)

donde t; < to < ... < t, representan los tiempos de fallo de la muestra y

(t; | xi(t;);0) el riesgo del individuo i-ésimo evaluado en su tiempo de fallo.

La expresién del producto integral depende del tipo de distribucién considerada;

en el caso discreto,

7’6"’{ I[I @a-n [t\wz()ﬁ]dt)}
leR(

t)— Dy (dt)

= H [T Q—nlilx);e)

i=11€R(i)—D(3)

- ﬂ [T =nR[i] x(i);6])

i=1t>1

= HHl_ l’xz)(g]),

1=11<;
donde h[l | x;(1); 0] corresponde al riesgo del individuo i-ésimo de la muestra evaluado

en el instante [, con [ moviéndose en los enteros positivos menores que su tiempo de

fallo ;.

En el caso de distribuciones continuas la obtencién de la expresién correspon-
diente es mas compleja. Considerando una particion 0 = 79 < ... < 7, < 00 tal que

limy, oo AT, = 0,

736”{ [T a-» [tlwz()H]dt)}
IER(t

)—D¢(dt)

= exp | lim Y In ( II [1—h[7| xl(Ti);e]ATi])
e leR(7;)

i=1 —Dr, (AT;)

m

= exp n%gnooz ( Z In[1—h[m| (L'Z(TZ‘);H]ATZ‘]>
i=1 \I€R(r))—D~, (A7)
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m

= exp |— lim Z Z him| x(1:);0] A ||,
"% 21 \1eR(n)— Dy, (Am)

e intercambiando los sumatorios y aplicando la definicién de integral,

= exp [—Z/ h(u | :cl-(u);H)du] .
=170
En consecuencia la expresion de la verosimilitud parcial en el caso discreto es,

6p(0) = II [h(tili(t:),0) JT1L = h (1] 2i(1);0)]
i=1

I<t;

y en el caso continuo,

0,0) = T[n(t| zi(t:),0) exp [—/Otih(u\xi(u);é?)du .

=1

Como se ha comentado, en presencia de covariables internas la funcién de super-
vivencia no se puede interpretar de la forma habitual y, por lo tanto, la expresién
obtenida no corresponde a

n

Hh(ti ‘ xz(tz),H)S(tl ‘ xz(tz),é?) .

i=1
Inferencia basada en la verosimilitud parcial

Los métodos de inferencia maximo verosimiles siguen siendo aplicables en estas
condiciones. Kalbfleisch & Prentice (1980) desarrollan resultados que justifican la
aplicacion de las propiedades asintéticas de la verosimilitud a la verosimilitud parcial,
cuando la funcién estd compuesta por un nimero elevado de términos, m, cada uno
de los cuales aporta una pequena cantidad de informacion sobre 6. Este es el caso de
la funcién de verosimilitud parcial asociada a un problema con covariables internas.

En particular, demuestran la validez de los siguientes resultados.

- La distribucion asintética del vector de scores, U, es Normal con vector de

medias nulo y matriz de covarianzas estimada I(6), bajo las condiciones nece-

sarias para la aplicacion del teorema central del limite, que son:
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- Independencia de las contribuciones U; al score total U.
- Varianzas similares de las componentes del vector de scores, Var(U;).

- Convergencia a oo del sumatorio ) I;, con una velocidad adecuada.

- La distribucién asintética del MLE 6 es Normal con vector de medias 6 y
matriz de covarianzas I-1(0). Este resultado se obtiene aplicando desarrollos
en serie de Taylor validos bajo condiciones suaves sobre las derivadas parciales

de tercer orden de la logverosimilitud parcial.

- Como consecuencia del resultado anterior, el test de razén de verosimilitudes

también es aplicable.

Es importante sefialar que la funcién de verosimilitud parcial planteada propor-
ciona informacién, inicamente, sobre la tasa de fallo instantdnea dado X (¢). Cual-
quier tipo de inferencia sobre la distribucién marginal de 1" requerird integracién

sobre X (t).

6.2.5 Verosimilitud parcial de algunas distribuciones de interés

A partir de los resultados obtenidos en al apartado anterior se desarrolla la expresién
de la verosimilitud parcial de las distribuciones Exponencial, Geométrica y Binomial
negativa. De forma andloga, se puede obtener la expresién correspondiente a otras

distribuciones.

Distribuciéon Exponencial La distribuciéon Exponencial se caracteriza por tener
funcién de riesgo constante, igual a su parametro «; para garantizar que se obtienen

valores positivos del parametro, se plantea un modelo de la forma,

h(t) = a(t) = explv(t; B)];

donde v(t; 8) = YF | Bizi(t). Como el valor de las covariables evoluciona de forma
discreta, la funcién de riesgo se supone constante entre dos instantes consecutivos vy,

en consecuencia,

" b (] i (u); B) du = SR (1] (1) 8),

0 1<t;
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donde [ es un indice en los enteros positivos. Sustituyendo este valor, se obtiene la

expresion de la funcién de verosimilitud parcial,

i=1 I<t;

08 = LAl o)) exp[ NAUE0) ]
= Hexp exp( Zexp )

1<t;

— ﬁexp [u(ti; DEDY eXp[V(l;ﬁ)]]

1<t;

y de logverosimilitud,

n

w,(3) = Z(V (ts; ) — > explv tj,ﬂ)

i=1 1<t;

Distribucién Geométrica0 La funcion de riesgo de la distribuciéon Geométrica0
es constante e igual a su pardametro p. Para garantizar que el modelo proporciona un

valor del parametro en el rango adecuado, se utiliza la funcién de enlace logistica,

explv(t; B)]

h(t) = p(t) = 1+ exp[v(t; 3)]

La funcién de verosimilitud parcial asociada es,

GB) = 11 h(tzlwi(ti);ﬂ)ﬂ[l—h(llmi(l);ﬁ)]]

=1 I<t;

| explv(ts B)] 1
a Z:Hl |1+ explv(ts; B)] H 1+exp[l/(l;ﬁ)]]

. exp[v(t;; B)]
i=1 e, (1 + exp(v(l; B)])’

y la correspondiente funcion de logverosimilitud,

o vt B) = > (1 + exp[v(l;ﬂ)])] :

i=1 1<t



176 6. Prediccion en tiempo real

Distribucién Binomial Negativa Para simplificar el modelo, supondremos que
s6lo el pardmetro p(t; 3) de la distribucién es funcién de las covariables. Para ga-
rantizar que este pardmetro toma valores en [0, 1], se utiliza la misma funcién de
enlace que en la distribuciéon Geométrica. En estas condiciones la funcién de riesgo
de la distribucién es,
0=
=0 jin, B)

n+t—1

con Pb(t;n,3) = ( ) ) p(t; B)*[1—p(t; B)]! y la expresién de la verosimilitud

parcial,

- Pb(ti;n, ) ‘ Pb(l;n, B)
0,(n, B) = a\ 1—
=1 fsszb(k;n,ﬁ)H[ - LzllPl)(k;n,ﬁ)]

I<t;

La logverosimilitud correspondiente es,

n t;—1
y(n,B) = Z <ln[Pb(ti;n,ﬁ)] —1In [1 — Z Pb(k;n,ﬁ)]
i=1 k=1
N Pb(l;n, B)
+l<ztilnl1 1- L;ﬁPb<k;n,5>D'

Este modelo puede generalizarse permitiendo que el pardmetro n sea también
una funcién de las covariables aunque, generalmente, los modelos no mejoran bajo

esta hipdtesis.

6.2.6 Prediccion de la probabilidad de fallo en el marco GLM

La evolucién del estado de sequia se ha planteado en términos de una variable binaria
que toma el valor 1, si la observacion es la iltima del episodio, y 0 en otro caso.
Bajo la hipdtesis de dependencia markoviana, las observaciones de esta variable,
dado el estado actual del proceso, seran independientes con distribucién Bernoulli
cuyo parametro dependera del estado del episodio a través de las covariables. Esta

situacién es andloga a la planteada en la prediccién de la duracion restante, secciéon
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6.1, sélo que, en este caso, la respuesta es binaria. En consecuencia, la prediccién
de la probabilidad de finalizacion del episodio se puede plantear en el marco de los

GLM utilizando un error Binomial. En efecto,

- Se tienen observaciones, en cada instante de cada episodio, de una variable
respuesta I, indicador binario de la finalizacién del episodio, condicionalmente
independientes dado el estado del proceso, asi como el valor de un conjunto de

covariables en esos instantes.

- La variable I tiene una distribuciéon Bernoulli con funcién de probabilidad,
P(I;;0;) = p* = exp[I; In(p;)],

que tiene la forma de la familia exponencial con A; = 1 para todo i, pardmetro

de escala 0 = 1, pardmetro 0; = In(p;), y funciones « y 7 nulas.

- Las covariables influyen en la respuesta sélo a través de su valor medio, el
parametro p, que es una funcion del predictor lineal; para garantizar que el
valor ajustado del pardmetro toma valores en el rango [0,1] se utiliza una

funcién de enlace logistica, n = In[p/(1 — p)].

Bajo la hipotesis de que el tiempo de fallo tiene una distribucion Geométrica,
el riesgo coincide con la probabilidad de fallo en cada instante, y la expresion de la

verosimilitud del modelo GLM planteado en este apartado,

n

(B) = I |pCtal@at:); 8) [T —p (1] 2:(D); B)]

=1 I<t;

es la misma que la verosimilitud definida en la secciéon 6.2.5 para la distribucion
Geométrica. En consecuencia, en el caso de variables con esa distribucién, como la
duracién de los episodios, la modelizacién y prediccién del riesgo en un instante es

equivalente a la de la probabilidad de fallo.

Se han programado los algoritmos de prediccion del riesgo de otras distribuciones,
como la BN, pero en el caso de la Geométrica, dada la equivalencia senalada y
la mayor rapidez computacional del ajuste de modelos GLM, se ha utilizado esta

aproximacion en la modelizacién del riesgo.
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6.2.7 Proceso de modelizacién y prediccién

Las covariables consideradas son las mismas que las definidas en la modelizacién de
la duracién restante. Todas ellas son covariables internas, ya que se construyen a
partir del proceso y, en consecuencia, la verosimilitud asociada es una verosimilitud
parcial. La seleccion de covariables se realiza con un algoritmo paso a paso, basado
en un test de razén de verosimilitudes y en los criterios AIC y BIC, de un modo

andlogo al descrito en la seccién 6.1.3.

El modelo propuesto predice la probabilidad de finalizacién del episodio; sin
embargo, interesa formular la prediccién como una respuesta binaria que indique si
el episodio finaliza o no, en ese instante. En consecuencia, se debe establecer un
criterio que asigne un valor ’1’ -finalizacién- o ’0’ -continuacién- de acuerdo a las

probabilidades ajustadas.

El criterio mas sencillo es determinar un umbral de referencia para la proba-
bilidad de finalizacién, de forma que si el valor ajustado es mayor que el valor de
referencia, la prediccién serd '1’, y 0’ en otro caso. En muestras con frecuencias
de los valores de la respuesta equilibradas, el valor de referencia logico sera 0.5; en
este caso, el nimero de observaciones con valor '1’ es muy inferior al de las que
tienen valor 0’ y, en consecuencia, la estimacién del valor del umbral adaptada a
esta situacién, seria la proporcion muestral de las observaciones con valor '1’. Un
criterio alternativo consiste en buscar el umbral que minimice una medida del error
de prediccién. Para evitar sesgos, las predicciones en las que se basara esta medida

se calculan utilizando el método de validacién cruzada descrito en la seccién 6.1.5.

Para definir una medida del error de prediccién es preciso establecer, en primer

lugar, los distintos tipos de error y la importancia asignada a cada uno de ellos.

- Error 10: error que se produce cuando el valor observado es 1 y el predicho 0.

- Error 01: error que se produce cuando el valor observado es 0 y el predicho 1.
Una prediccién erronea de este tipo no tiene siempre las mismas consecuencias;
es obvio que no debe considerarse tan grave predecir la finalizacién de un
episodio un instante antes de que ésta se produzca, que predecirla mucho antes

del final del episodio.
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Figura 6.10: Gréfico de las curvas de error, Mrseq?2, seql10; Huesca.

Como las covariables utilizadas se definen a partir del estado del propio episodio,
en los instantes iniciales, al no disponer de informacién suficiente, la prediccién sera

poco fiable independientemente de la bondad del modelo.

En consecuencia, se define una medida que considera todos los errores que se
producen en la prediccién, con diferentes pesos segin su importancia: a los errores
de tipo 01 se les asigna un peso proporcional a la distancia a la que se encuentran
del final del episodio, excepto los que se producen en la etapa inicial del modelo, las
tres primeras observaciones, que tienen peso 1. Los errores de tipo 10 corresponden

siempre a la misma situacion y se les asigna a todos peso 1.

Debido a la diferente proporcién de los valores de la respuesta, la suma de las
medidas de error tipo 01 y 10 no proporciona un criterio equitativo; en efecto, la
mayor magnitud de la primera enmascara a la segunda y, en consecuencia, minimi-
zar su suma es practicamente equivalente a minimizar el error 01. El objetivo es
minimizar las dos medidas de forma simultéanea y, por consiguiente, se debe bus-
car el minimo en el espacio bidimensional definido por ambas. Como la medida
del error 10 es una funcién creciente del umbral, y la del error 01 decreciente, el
punto donde se alcanza el minimo corresponde al punto de corte de las dos funcio-
nes. El valor correspondiente a ese punto se puede calcular, de forma aproximada,

representandolas graficamente, figura 6.10.

En general, el nimero de observaciones de la muestra es grande y resulta dificil
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establecer la capacidad predictiva de un modelo, o compararlo con modelos alterna-
tivos, analizando las predicciones en cada instante. Por ello proponemos la compa-
racién de las medidas de error y el andlisis de las p-predicciones utilizando el grafico
de la figura 6.11. En este grafico se representa las respuestas y las probabilidades de
finalizacién ajustadas en cada instante; se muestra también la magnitud de su dife-
rencia, senalando las que corresponden a predicciones erréneas. El grafico permite
analizar también la bondad de las predicciones en funcién de su localizacién en el
episodio. La bondad del modelo se puede evaluar globalmente, o analizando por se-
parado los errores tipo 10 y 01, que corresponden, respectivamente, a los segmentos

superiores e inferiores.

Con el objeto de facilitar la interpretacion de la prediccién de la probabilidad
de finalizacién, se calcula un intervalo de confianza aproximado para el pardmetro
p, basado en la aproximacion Normal de la distribucion del estimador del predictor

lineal, (Collett 1991), que se representa en un grafico andlogo al anterior, figura 6.12.

Bondad de ajuste El caricter binario de la respuesta invalida algunas de las
técnicas de validacién expuestas en la seccién 6.1.5. En particular, en los modelos
con respuesta binaria la desviaciéon no se puede utilizar como medida de bondad de

ajuste; en efecto, en estos modelos la desviacion,

n
D=-2)" {pilnlfﬂ +1In(1 —pi)|
i=1 P

depende de la respuesta sélo a través de las probabilidades ajustadas, por lo que no se
puede interpretar como una medida de la concordancia entre los valores observados
y los ajustados. En los modelos binarios la distribucién de la desviacién no es, ni
siquiera de forma aproximada, y?; no obstante, la aproximacién de la diferencia
entre las desviaciones de dos modelos anidados sigue siendo vélida, por lo que se

mantiene su aplicacién en la comparacién de modelos, (Collett 1991).

En el andlisis de residuos aparecen también algunas dificultades adicionales. Si

el error es Bernoulli, los residuos de la desviacion son,

rd; = sgn(yi — pi)y/~2 [y n(pr) + (1 - y) In(1 — py)],

expresién que se reduce a —[—21In(1 — p;)]/2, si la respuesta es 0, y [—21In(p;)]*/2,
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si es 1. En consecuencia, los residuos son positivos o negativos dependiendo del
valor de la respuesta; ademas, la distribucién de los residuos no se puede aproximar
por una Normal aunque el modelo sea correcto. No obstante, el grafico seminormal
de los residuos junto con una envolvente calculada mediante simulacién, (Atkinson
1981), aporta informacién sobre la existencia de datos atipicos y la adecuacién del
predictor lineal. Si el modelo es correcto, los puntos de la muestra deben encon-
trarse, con una probabilidad prefijada, dentro de la envolvente; en particular, con
diecinueve simulaciones la probabilidad de que el mayor residuo absoluto de los da-
tos se encuentre fuera de la envolvente, siendo el modelo correcto, es del 5%. Los

residuos se estandarizan de la forma indicada en el caso general.

Otros graficos también presentan algunas peculiaridades que son consecuencia
del caracter binario de los datos. Por ejemplo, los graficos de los residuos frente al
predictor lineal no son informativos, ya que siempre muestran un patron indepen-
dientemente de que el modelo sea correcto o no. La interpretacion del gréfico de la
serie de residuos, de los residuos frente al instante de prediccion y del de correlacién

sigue siendo la habitual.

En modelos con respuesta binaria los datos atipicos corresponden a observacio-
nes y; = 1 cuya probabilidad ajustada es préxima a 0, o a observaciones y; = 0
con valor ajustado préximo a 1. Estas probabilidades ajustadas se obtienen con
valores grandes, negativos y positivos respectivamente, del predictor lineal, por lo
que todos los datos atipicos corresponderan a observaciones con valores extremos en
las covariables, es decir, con un alto potencial; en consecuencia, los posibles datos

anémalos se pueden identificar representando la serie h;;.

6.2.8 Analisis de resultados

En este apartado se muestran modelos de prediccién del riesgo de finalizacién de
los periodos secos y de las sequias, de la serie de Huesca correspondiente al umbral
definido con el percentil décimo. EI proceso de modelizacién es el mismo que el

descrito en los modelos de prediccién de la duracién restante.

Periodos secos Algunos de los mejores modelos obtenidos son,
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Figura 6.11: Gréfico de las predicciones de finalizacién, Mrpsl (sup.) y Mrps3 (inf.), psl0;
Huesca.

Mrpsl: intt.

Mrps2: intt, rec, defter, durter, dimaxter.

Mrps2b: intt, rec, direct, defter, durter, imaxter, dimaxter, intt2er, intt3ei.
Mrps3: imaxt, dimaxt, inttei, durter, recer, deft2.

Mrps3b: imaxt, dimaxt, inttei, durter, dimaxter, recer, deft2, durt3ei.
Mrps4: intt, rec2, deft2er, dimaxt2er.

Mrps4b: intt, rec, durer, imaxter, dimaxter, intt2er, deft2er, dimaxt3er.

En la tabla 6.3 se muestran los resultados de los ajustes de estos modelos. Los

modelos de minimo AIC son m&s complicados y presentan valores mayores de las
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‘ H Dnr ‘ AIC ‘ BIC H Error01 ‘ Errorl0 ‘ Errort ‘

Mrpsl 148.4 | 152.4 | 158.6 || 36 17 53
Mrps2 128.3 | 140.3 | 158.9 || 39 15 54
Mrps2b || 118.8 | 138.8 | 169.7 || 41 14 55
Mrps3 125.7 | 139.7 | 161.4 || 35 13 48
Mrps3b || 117.2 | 135.2 | 163.0 || 39 13 52
Mrps4 135.2 | 145.2 | 160.7 || 33 13 46
Mrps4b || 118.8 | 136.8 | 164.7 || 35 14 49

Tabla 6.3: Modelos ajustados al riesgo de finalizacién de los periodos secos, ps10; Huesca.

medidas de error que los correspondientes al criterio AIC-BIC combinado, por lo

que no se consideran competitivos.

Un rasgo a destacar es la importancia en estos modelos de la variable intt, que
es, con diferencia, la covariable mas significativa; el modelo Mrpsl, que contiene
Unicamente esta covariable, es el de minimo BIC. Su inclusién es dificil de sustituir
por otra u otras covariables: ella o una de sus interacciones aparece siempre en los
mejores modelos. Existen otras familias de covariables, menos significativas, cuya
presencia también es constante: deft, dimaxt y rec; estas variables aparecen en su

forma original o en interaccion con estrec.

Como se observa en la figura 6.11 y la tabla 6.3, el modelo Mrps1 es competitivo
con otros mas complicados. Comparado con Mrps3, el que proporciona mejores
resultados, predice peor en el instante final de los episodios ya que aunque sus
probabilidades suelen ser mayores que las de las observaciones anteriores no llegan a

superar el umbral de referencia; a cambio produce menos falsos avisos de finalizacion.

La desviacién del modelo cuyo predictor lineal contiene las 16 componentes prin-

cipales del espacio determinado por las 65 covariables es 128.8.

Episodios de sequia A continuacién se presentan algunos de los mejores modelos
seleccionados con el criterio AIC-BIC combinado, y los modelos correspondientes de
minimo AIC; las medidas de error de éstos ltimos son mayores por lo que no se

han considerado competitivos.
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H D ‘ AIC ‘ BIC H Error01 ‘ Errorl0 ‘ Errort ‘
Mrseql 130.6 | 134.6 | 140.8 || 17 26 43
Mrseq2 105.5 | 115.5 | 130.9 || 14 16 30
Mrseq2b 99.9 113.9 | 1355 || 15 17 32
Mrseq*3 101.5 | 113.6 | 132.0 || 13 17 30
Mrseq*3b || 99.6 113.6 | 135.2 || 17 18 35
Mrseq*4 77.9 101.9 | 138.9 || 14 16 30

Tabla 6.4: Modelos ajustados al riesgo de finalizacién de las sequias, seql0; Huesca.

Mrseql: intt.

Mrseq2: intt2, rec2ei, dimaxter, defpsteips.

Mrseq2b: imaxt2, imaxtei, rec2ei, dimaxter, intteips, defpsteips.
Mrseq*3: dimaxt, intt2, deftei, recer, flestimaxpst.

Mrseq*3b: dimaxt, intt2, deftei, recer, durt2er, flestimaxpst.

Mrseq*4: intt, rec, inttei, defpsti, difint2ei, dimaxter, difinteips, f1difint2, f2intt,
f2difint2, f3imaxpst2.

La variable intt es, individualmente, la mas significativa de las covariables de-
finidas, aunque, a diferencia de lo que ocurria en el proceso de los periodos secos,
el modelo Mrseql no es el de minimo BIC; es decir, existen otras covariables cuya
inclusién en el modelo complementa, de forma significativa, la informacion aportada
por esta variable. En concreto, analizando sus predicciones, tabla 6.4 y figura 6.12,
se observa que la variable intt no es suficiente para discriminar la situacién previa a
la finalizacién del episodio; en consecuencia, el modelo Mrseql presenta una medida
Error 10 alta. Existen familias de covariables cuya presencia es constante en los

mejores modelos, en particular, deft, dimaxt, rec e intt.

La desviacion del modelo cuyo predictor lineal contiene las 19 primeras compo-
nentes principales del espacio determinado por las 87 covariables es 92.2, y la del
modelo ajustado con las 27 componentes que aproximan el espacio generado por
el conjunto de las 171 covariables, 76.3. El modelo Mrseq*4, con 11 covariables,

presenta un valor de la desviacién comparable. Sin embargo, la disminucién de la
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Figura 6.12: Gréfico de las predicciones de finalizacién y su error estdndar, Mrseql seq10; Huesca.

desviaciéon no implica una mejora en las medidas de error de la prediccion; en este
aspecto, Mrseq*4 es andlogo a Mrseq2 y Mrseq*3, que tienen un menor nimero de

parametros.

Los medidas de error de los modelos Mrseq2 y Mrseq*3 son similares aunque sus
predicciones presentan algunas diferencias, figura 6.13; Mrseq2 tiende a anticipar los

finales de los episodios.

Los resultados de la modelizacion del riesgo de finalizacién de los procesos de

periodos secos y sequias se resumen en las siguientes conclusiones.

e Las covariables de tipo local, como rec, intt o estrec, son més importantes en

la prediccién de finalizacion de un episodio que en la de la duracién restante.

e Modelos con medidas de error similares pueden proporcionar predicciones me-
jores en distinto tipo de situaciones; en consecuencia, la eleccion del mejor
modelo se puede condicionar al tipo de error que se considere més importante,

o de peores consecuencias, dependiendo de la aplicacién de la prediccién.

e Obviamente, la disminucién del umbral de referencia mejora el porcentaje de
errores tipo 10 pero aumenta el de errores 01. En consecuencia, la seleccion del

umbral también se puede condicionar al tipo de error que se quiere minimizar.

e Las probabilidades que toman valores en torno al umbral de referencia no per-

miten discriminar la respuesta binaria a la que corresponden; las predicciones
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Figura 6.13: Grafico de las predicciones de finalizacién, Mrseq2 (sup.) y Mrseq*3 (inf.) seql0;
Huesca.

en los instantes iniciales de cada episodio suelen tomar valores en este rango,

debido a la poca informacién disponible para realizar la prediccién.

e Un inconveniente de la prediccién binaria es que no diferencia la magnitud
del error, éste es el mismo independientemente del valor de la probabilidad
ajustada; por esta razén, en algunas situaciones, puede ser mas interesante
interpretar las probabilidades ajustadas como probabilidad de finalizaciéon de

la sequia, que realizar una prediccién 0-1.

Validaciéon del modelo Mrseq*3 En la figura 6.14 se muestra la serie temporal
de los residuos estandarizados de la desviacién de este modelo. Debido al caracter
binario de la respuesta, los residuos de las observaciones ’0’, mas numerosas, son

siempre negativos, mientras que los correspondientes a la observacién final de ca-
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Figura 6.14: Gréfico de la serie temporal y gréfico seminormal de los residuos estandarizados de
la desviacién, Mrseq*3, seql0; Huesca.

da episodio son positivos. El grafico seminormal, en la misma figura, no indica

insuficiencias en el predictor lineal del modelo.

El grafico de correlacion de los residuos, figura 6.15, resulta de dificil interpreta-
cién debido a la formacién de grupos dependiendo de la respuesta de las observacio-
nes i e (i+ 1)-ésima. Los pares de observaciones pertenecientes al mismo episodio se
localizan en la parte negativa del eje horizontal. Globalmente, no existe correlacion,
ya que el p-valor del test de Kendall es 0.97, aunque existe un pequenio grupo de
observaciones que si presentan este problema. En los tres graficos restantes de la
figura se representan las observaciones de los grupos A, B y C definidos en los mo-
delos para la duracién restante. Los p-valores de los tests de correlacién son 0.58,
0.72 y 0.0002, respectivamente; de nuevo, son las observaciones de la etapa inicial
de los episodios mas largos las que presentan dependencia significativa. El origen de
esta estructura es el mismo que el indicado en los modelos Mseq, aunque debido a
la mayor influencia en esta respuesta de los factores de caracter local, la estructura

es menos marcada.

6.3 Implementacién en S-plus

Modelos para la duracién restante

e Funcién: sdeptiem.fun y sdeptiems.fun (sdeptiem.txt). Estas funciones
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Figura 6.15: Gréfico de correlacién de los residuos de todas las observaciones (sup.izda.), del
grupo A (sup.dcha.), B (inf.izda.) y C (inf.dcha.), Mrseq*3 seql0; Huesca.

calculan las observaciones de la variable tiempo restante y de las correspon-

dientes covariables, en cada instante de cada periodo seco y sequia respectiva-

mente. También crean una variable que etiqueta las observaciones de episodios

distintos. En el caso de las sequias no se incluyen las observaciones en estado

indeterminado. El resultado de las funciones es una matriz de datos que se

puede guardar, opcionalmente, en un fichero.

Argumentos:

- smo: serie de sumas méviles de la precipitacion

- pos, def, dur: series de posicién inicial, duracién y déficit de cada episodio

- perc: percentil con el que se define el umbral que determina la entrada
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en un periodo seco

- tipo: (sélo en sdeptiem.fun) etiqueta que indica el tipo de periodo ’ps’

seco, o 'pns’ no seco, al que corresponden los datos. Por defecto 'ps’

- percc: (sélo en sdeptiems.fun) percentil con el que se define U2. Por

defecto 0.3.

e Funcién: prepmodelos.fun, prepmodelos2.fun y prepmodelos3.fun
(faglmgeoc.txt). Estas funciones preparan las covariables e interacciones nece-
sarias asociadas a los periodos secos, y a las sequias, sin considerar, y conside-
rando la familia nper, respectivamente. El resultado es una lista con compo-
nentes, obs: respuesta observada en cada instante, data: matriz de covariables,
ncolu: nimero de columnas de la matriz anterior, fac: etiqueta del niimero de

episodio, y auxnomt: lista de nombres de las covariables.
Argumentos:
- dataf: base de datos con las covariables dependientes del tiempo
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio
- tipod: etiqueta del tipo de dato que se estd analizando.

e Funcidén: aglmgeoc.fun (aglmgeoc.txt.). Esta funcién realiza un proceso de
seleccién de covariables utilizando el algoritmo paso a paso descrito. Se puede
aplicar a periodos secos y sequias. El resultado de la funcién es una lista con
componentes, obs: vector de valores observados, datacov: matriz de covariables
seleccionadas, dentro: vector de cédigos de las covariables seleccionadas, fac:

indicador del episodio correspondiente de cada observacién y durt: respuesta

o duracién restante en cada instante.

Argumentos:

- listobs: lista con las componentes indicadas en el resultado de la funcién

prepmodelos.fun
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio

- tipod: etiqueta del tipo de dato que se estd analizando.

Subfunciones:
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- geo.glm: definicién de una familia glm, con error geométrico y enlace

logaritmico.

e Funcién: predglm.fun (predglm.txt). Esta funcién calcula la prediccién en
cada instante de la muestra utilizando la media y la mediana. También calcula

los p-residuos y las medidas de comparacién propuestas.
Argumentos:

- listglm: lista con las componentes indicadas en el resultado de la funcién

aglmgeoc.txt
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio
- tipod: etiqueta del tipo de dato que se estd ajustando

- resmaxve, resminve, resrelmaxve, resrelminve: argumentos opcionales pa-
ra indicar el rango, maximo y minimo, para los graficos de residuos y

residuos relativos de la prediccién basada en el valor esperado

- resmaxm, resminm, resrelmaxm, resrelminm: argumentos opcionales para
indicar el rango, maximo y minimo, para los graficos de residuos y residuos

relativos de la prediccién basada en la mediana.

Subfunciones: (fpredglm.txt)

- pressglm.fun: calcula la prediccién en cada instante de cada episodio de

la muestra utilizando el procedimiento de validacién cruzada propuesto.

- medba.fun: calcula las medidas de bondad de ajuste y los gréaficos pro-

puestos para comparar la prediccion de un modelo.

- resresp.fun: calcula y analiza graficamente los residuos respuesta y los

residuos respuesta relativos.

- compglm.fun: compara dos modelos anidados con un test de razén de

verosimilitudes.

e Funcidn: valglm.fun (valglm.txt). Esta funcién realiza un andlisis de vali-
dacién del modelo; calcula los residuos estandarizados de la desviacién y los
de méaxima verosimilitud, con los que realiza los graficos descritos. Permite
analizar la correlacion de los residuos en funcién de su instante de prediccidn,

la longitud de los episodios y la duracién restante.
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Argumentos: listglm, nomb y tipod, definidos en la funcién predglm.fun.

Modelos para la finalizacién de un episodio

Computacionalmente, la ejecucién de los modelos GLM es mas rapida que la mo-
delizacién de la funcién de riesgo, por lo que se ha programado el ajuste de la

probabilidad de finalizacién de un episodio, en este marco.

e Funcién: aglmhc.fun (aglmhe.txt.). Esta funcién realiza un proceso de
seleccién de covariables utilizando el algoritmo paso a paso descrito. Se puede
aplicar a periodos secos y sequias. El resultado de la funcién es una lista como

la de la funcién aglmgeoc.fun

Argumentos: los mismos que la funcién aglmgeoc.fun.

e Funcién: predglmh.fun (predglmh.txt). Esta funcién calcula la prediccién
en cada instante de la muestra de la probabilidad de finalizacion del episodio
y la correspondiente variable binaria con el umbral de referencia que minimiza
simultaneamente los errores 10 y 01. Realiza el andlisis grafico de validacién

del modelo.
Argumentos: los mismos que la funcién predglm.fun.

Subfunciones: (fpredglmh.txt)

- pressglmh.fun: calcula la prediccion de la probabilidad de finalizacién en
cada instante de cada episodio de la muestra, utilizando el procedimiento

de validacion cruzada.

e Funcién: valglmh.fun (valglmh.txt). Esta funcién realiza un andlisis de
validacién del modelo; calcula los residuos estandarizados de la desviacién y
representa los graficos descritos. Permite realizar un analisis de la correlacion
de los residuos en funcién de su instante de prediccién, la longitud de los

episodios y la duracién restante.
Argumentos: los mismos que la funcién valglm.fun

Subfunciones:
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- seminormal.fun: representa el grafico seminormal de los residuos del mo-

delo indicado y la correspondiente envolvente.

En el caso general, la modelizacién de la funcién de riesgo se hace utilizando
procedimientos de maxima verosimilitud; para ello se utiliza la funcién nlminb de
S-Plus que permite minimizar funciones no lineales, imponiendo restricciones sobre
los parametros si es necesario, con un algoritmo tipo Newton-Raphson. Esta funciéon
calcula el gradiente y el hessiano de la funcién por un método de diferencias. Como
nlminb es un algoritmo de minimizacion, para obtener los estimadores MLE de los

parametros se minimiza el opuesto de la funcién de verosimilitud correspondiente.

Para utilizar la funcién anterior sélo es necesario especificar la expresion de la
funcién de verosimilitud, més exactamente de menos la funciéon de logverosimilitud

en términos de los parametros que se quieren estimar.

e Funcién: asepdeptc.fun(apdeptc.txt). Esta funcién realiza un proceso de
seleccion de las covariables utilizando un algoritmo paso a paso. El resultado
de esta funcion es una lista con los siguientes elementos, marcfl: un marcador
de la observacién final de cada episodio, datacov: la matriz con las covariables
seleccionadas en el modelo, dentro: variable con los cédigos de las covariables,
fac: indicador del nimero de episodio y vinic: el vector de valores iniciales de

los pardmetros del modelo.
Argumentos:

- dataf: base de datos con las covariables dependientes del tiempo que se
obtiene como resultado de la funcién sdeptiem.fun
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio

- tipod: etiqueta del tipo de dato que se esta analizando.

Subfunciones: (fapdeptc.txt) ademds de prepmodelos2.fun, ya citada,

- llp.obj: calcula la funcién de verosimilitud que se quiere maximizar cam-

biada de signo.

e Funcidén: predriesgo.fun(predriesgo.txt). Esta funcién calcula la prediccién
en cada instante de cada episodio, utilizando el criterio de validacién cruzada

propuesto
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Argumentos:
- listriesgo: es una lista que se obtiene como salida de la funcién apdept.fun
- nomb: etiqueta del nombre del observatorio

- tipod: etiqueta del tipo de dato que se estd analizando.

Subfunciones: (predriesgo.txt)

- elimunah.fun: estima el modelo indicado eliminando las observaciones
correspondientes a un episodio, y calcula la predicciéon en todos los ins-

tantes de ese episodio.
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Simbolos y abreviaturas

AIC
Gy b
BIC
BN
D*, D,
D, Dy
Dt(X)
EOT
E(X)
Exp
f.d.
f)
F.(x)
F(z), S(z)
GLM
G(x)
h(z)
ii.d.

k; p

lo

1

o

tp

e,

(L, D, IM)

(Lns, Ens,IMns)

Criterio AIC de Akaike

Constantes de normalizacién

Criterio BIC

Distribuciéon Binomial negativa

Desviacién escalada (del modelo M)
Desviacién (del modelo M)

Desviacion tipica de la variable X

Exceso sobre un umbral

Esperanza de la variable X

Distribuciéon Exponencial

Funcién de distribucion

Funcién de densidad de una variable aleatoria
Funcién de distribucién de una variable aleatoria
Funcién de distribucién empirica

Funcién de supervivencia

Modelo lineal generalizado

Funcién de distribucion VE

Funcién de riesgo

Funcién de distribucion GP
Independiente, idénticamente distribuido
Cumulante de orden j de la distribucién F
Longitud actual de un episodio activo
Funcién de verosimilitud

Funciéon de logverosimilitud

Funcién de verosimilitud parcial

Funcién de logverosimilitud parcial

Vector de magnitudes ps: duracion, déficit e intensidad

maxima
Vector de magnitudes pns: duracién, exceso e intensidad
maxima
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In Logaritmo neperiano

L, Longitud o duracién restante

m; r Momento de orden j de la distribucién F'

max Méximo

MDA Max-dominio de atraccién

min Minimo

MLE Estimador maximo verosimil

M, Maximo de una muestra de tamano n

My Maéaximo de una muestra de tamano N aleatorio
Mps Modelo duracion restante de periodos secos
Mseq Modelo duracion restante de sequias

Mseq* Modelo duracién restante de sequias con familia nper
Mrps Modelo riesgo de periodos secos

Mrseq Modelo riesgo de sequias

Mrseq* Modelo riesgo de sequias con familia nper
N(n), N Numero de ocurrencias en un intervalo de longitud n
Np Numero de periodos secos por cluster

Pse{ } Producto integral

P()) Distribucién Poisson de pardmetro A

PG Distribucién Pareto generalizada

POT Picos sobre un umbral

pns Periodo no seco

PP Proceso de Poisson

PPC Proceso de Poisson Compuesto

PPCL Proceso de Poisson Cluster

PPCIC Proceso de Poisson Cluster Compuesto

PPH Proceso de Poisson homogéneo

PPNH Proceso de Poisson no homogéneo

PRA Proceso de renovacién alternante

PRAC Proceso de renovacién alternante compuesto

ps Periodo seco

psl0 Proceso de periodos secos definido con el percentil 10
R Conjunto de los nimeros reales

R_, Conjunto de funciones de variacién regular

Tn Numero de excesos en n observaciones
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seql0
rang( )
sgn( )
Sn

T;

Tr

U

Un

U1l

U2

Proceso de sequias definidas con el percentil 10
Rango de una observacién en una muestra
Signo de una expresion

Suma de X1, Xo,..., X,

Tiempo de ocurrencia i-ésimo

Tiempo de recurrencia

Umbral de un proceso

Sucesién de umbrales

Umbral de definicién de los periodos secos
Umbral de separacion de dos periodos secos
Variable aleatoria

Varianza de la variable X

Distribucién Valor extremo

Valor de retorno

Valor medio muestral

Variable i-ésima de la muestra

Variable i-ésima de la muestra ordenada
Punto extremo superior de la distribucién F
Variable Exceso sobre el umbral

Longitud minima de separacién de dos clusters
Funcion Gamma

Intensidad de un PPH

Funcion de intensidad de un PP

Estadistico del test de razén de verosimilitudes
Pardmetro de localizaciéon

Predictor lineal

Funcién de distribucién N(0,1)

Funcién generatriz de probabilidades
Funcional generador de probabilidades
Coeficiente de correlacion

Coeficiente de correlacién de Spearman
Pardmetro de escala

Coeficiente de correlacién de Kendall
Funcién generatriz de momentos

Vector de pardmetros de un modelo
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