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1. Introduccion

El transporte de electrones a través de los materiales es uno de los temas clave en Fisica. Este fenémeno
no sélo es de gran interés desde un punto de vista de ciencia fundamental sino que también lo es a nivel
practico debido a todas las aplicaciones tecnoldgicas que ofrece. Dado que la electronica se basa en el
transporte de carga eléctrica por los diferentes dispositivos de un circuito, la investigacién en este campo
nos lleva a una mayor sofisticacién y progreso en la tecnologia actual.

Los circuitos que empleamos a dia de hoy requieren del estudio de sistemas fisicos a unas escalas de
distancia muy bajas. De hecho, de acuerdo con la ley experimental de Moore [I] cada afio se duplica el
numero de transistores en un dispositivo electréonico, lo que nos lleva a que, para un mismo tamano de
circuito, tenemos el doble de elementos a cada ano que pasa: asi, el resultado es que las distancias entre
elementos de circuito son tan pequenas que la aplicacién de la mecanica cudntica se hace necesaria para
comprender la fisica que los gobierna.

Esto es algo que se aprecia en la tecnologia que empleamos: ya en 1990, los dispositivos semiconductores
comerciales eran del orden de entre 1 pm y 100 nmE|; los quantum dots son sistemas semiconductores que
confinan los electrones en un espacio reducido con una cuantizacién de la energia (cuyos niveles pueden
ajustarse convenientemente segun las condiciones que deseemos) y que tienen aplicaciones en optoelectréni-
ca (lectores de CD, cédigos de barras) y biomedicina (obtencién de imdgenes de mucho contraste con laseres
de baja potencia). Queda claro que el estudio cuantico de los electrones resulta necesario y de una gran
utilidad en nuestra tecnologia actual.

Pero jcémo podemos estudiar estos sistemas? Idealmen-
te, podemos analizar el transporte de electrones cuantica- 20
mente a través de la Fisica del Estado Sélido y la teoria de = 50mK
bandas. Sin embargo, la realidad experimental presenta pro-
blemas que estos modelos no pueden solucionar facilmente:
a diferencia de lo que en estas teorias se plantea, los solidos
reales no son periédicos y cristalinos ya que poseen atomos
deslocalizados e impurezas. Este tipo de imperfecciones pro-
voca que los electrones sufran una dispersién multiple den-
tro del sélido, la cual resulta muy dificil de explicar con las
teorias convencionales. Al tratar con estos sistemas hemos
de afrontar procesos de dispersién que serdn aleatorios, pues
no podemos predecir cémo van a distribuirse las impurezas.
Esto nos lleva a resultados con unas fuertes fluctuaciones en
cantidades del transporte de electrones, tal y como se ilustra 0.0 L
en la Figura [1} Es habitual encontrarse con estas oscilacio- 4 56 58 6'50(\;;'2 o4 66 68
nes tan violentas, pues un leve cambio en en la energia (en la
F igura corresponderia al potencial V en el eje de abscisas) Figura 1: Conductancia frente a voltaje apli-
provoca en la conductancia G unos cambios muy significa- cado en un MOSFET a una temperatura de
tivos. Tales fluctuaciones motivan un estudio estadistico de 50 mK. Fuente: referencia [2].
la conductancia, que es lo que trataremos en este trabajo.

Conductance (uS)

0.4 -

Para afrontar este problema se necesita una teoria que tenga en cuenta el desorden de los sélidos.
Anderson [3] fue el pionero en este campo: comprob6 que la funcién de ondas de los electrones en medios
desordenados se quedaba localizada en el sélido y decaia exponencialmente como [1)| ~ e~ espacialmente.
Este modelo se ha estudiado ampliamente tanto a nivel teérico como experimental, comprobandose una
muy buena concordancia entre las predicciones y las medidas.

'Datos sacados de la referencia [2]



En este trabajo se estudia el transporte de electrones en unos dispositivos sencillos: los nanohilos,
sistemas nanoscopicos bidimensionales cuya longitud L es mucho mayor que su anchura a. Trataremos con
estructuras con esta geometria en las que anadiremos un desorden, modelizado por la colocacién de centros
dispersores cuyas posiciones siguen una cierta distribucién de probabilidad. En particular, usaremos un tipo
de distribucién de probabilidad que no tendré el segundo momento definido, conocidas como distribuciones
tipo Lévy [4]. Estas distribuciones son de «cola larga», lo que significa que para valores altos de la variable
aleatoria la distribucién toma valores significativos (por eso el segundo momento no esté definido). El uso
de estas estructuras matemdticas no es casual, pues se ha comprobado en trabajos previos [5] que tales
distribuciones describen el fenémeno de la localizacién anémala de electrones.

Este trabajo consta de dos bloques: el primero es una introduccién a los conceptos basicos de la teoria
del transporte cuantico de electrones, de manera que en la seccién [2| se estudiaran los fundamentos de esta
teorfa y, posteriormente, en la seccién [3] se anadird a este estudio bésico los modelos convencionales de
sistemas desordenados, esto es, la teoria de Anderson. En el segundo bloque presentamos los resultados
mas novedosos: la seccién [4f explica el desorden tipo Lévy en un cable unidimensional y la seccién [5] se
reserva para la generalizacién de este resultado al caso multicanal, que son los resultados méas recientes
obtenidos. De hecho, son presentados por primera vez en este trabajo. Haremos un resumen y conclusiones
de lo presentado en la seccién [6] y dejamos el Anexo para los detalles técnicos de las simulaciones que
apoyan nuestros resultados teoricos.

2. Transporte cuantico de electrones

Antes de comenzar el estudio de los nanohilos, vamos a ver algunos conceptos basicos a través de los
cuales comprobaremos que, partiendo de la fisica fundamental, podemos asentar las bases que nos ayudaran
a describir los sistemas desordenados.

Para estudiar cualquier sistema cudntico, los postulados de la Mecédnica Cuéntica [6] establecen que
hemos de conocer la funcién de ondas ¥(r,t) de tal sistema, que depende de la posicién r de la particula
y el tiempo ¢ y cuya evolucién temporal viene dada por la ecuacion de Schrodinger

oV (r,t
Zh (r7 )

ot
donde H(r,t) es el operador hamiltoniano. Si éste solamente depende de la posicién (H(r,t) = H(r)), la
solucion a esta ecuacién serd

= H(r,t)¥(r,t), (1)

W(r,t) = Zn: e exp <—i€i”t> (), 2)

de manera que cada 1, (r) queda determinada por

H(r)wn(r) = Enwn(r)a (3)
siendo la ecuacion la llamada ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

En esta seccién estudiaremos cémo podemos describir la funcién de ondas en un sistema cudntico de
transporte de electrones. Tal sistema ha de modelizarse desde el hamiltoniano H(r), que consta de una
parte de energia cinética y otra de energia potencial

Hr)=T+V(r) = —QIZW +V(r), (4)



asi que, como la energia cinética tiene siempre la misma expresién, modelizar nuestro sistema conductor
equivaldré a describir adecuadamente el potencial V(r). A lo largo de este trabajo supondremos que el
proceso de transporte es estacionario y, por tanto, emplearemos la ecuaciéon . No obstante y tal como
veremos en la subseccion para estudiar sistemas de interés tendremos que recurrir a otra clase de
herramienta matematica: la matriz de scattering.

2.1. El concepto de canal

Cuando se habla de transporte cuéntico es habitual
mencionar que los electrones viajan por diferentes cana- ZA
les. Para explicar a qué nos referimos con «canal», vea-
mos un sistema sencillo: un electrén viajando por un ca-
ble vacio con un centro dispersor, modelizado matemati- -«
camente por un sistema tridimensional. A lo largo del
eje x el electrén es libre (a excepciéon de la zona disper-
sora, representada por una barrera de potencial V' (z)) y, b
en los ejes y y z, hay un confinamiento de la particula 1)7
(Ver Figura . Este sistema seria el andlogo en ondas y
electromagnéticas a una guia de ondas. De hecho en el
problema de transporte de electrones habitualmente a un
hilo cuantico se le llama también guia de onda debido al
comportamiento ondulatorio de los electrones, pues de
hecho la ecuacién de Schrodinger (1)) es una ecuacion de
ondas.

Para describir este dispositivo, la definicién del po-
tencial V(r) teniendo en cuenta las restricciones del pro-
blema sera

V(I’) = Vdisp(x) + Vpozo,a(y) + VpOZO,b(Z)u (5)

de manera que el potencial del dispersor Vgisp, serd nulo
salvo en la regién del dispersor y los potenciales de los

. . Figura 2: Sistema de dimensiones a x b X L con
pozos de anchuras by a en las dimensiones z e y se definen

comd?] un dispersor de grosor w.
400 si —oco<y<O0 400 si —o0o<2z<0
Voozoa(y) = ¢ 0 si 0<y<a Voozop(2) = ¢ 0 si 0<z<b . (6)
400 si a<y< 400 400 si b<z <40

De este modo, si tenemos en cuenta que el laplaciano en la energia cinética puede separarse en cada
. . 2 _ 02 92 92 . .
una .de la.us d1men/s1ones como V* = 55 + T oz Y dado que el potencial es igualmente separable, el
hamiltoniano estd dado por

H(I‘) = Hdisp(x) =+ Hpozo,a(y) + Hpozo,b(z)a (7)

2Nétese que hemos escogido el sistema de referencia de modo que la gufa tiene su esquina inferior en el origen de coordenadas.



con

h 0? ho 02 h 0?
Hdisp(x) = _%@"’_Vdisp(x)? Hpozo,a<y) = _%aiyz“_vpozo,a(y) y Hpozo,b(z) = _%@"f’vpozo,b(z)-
(8)

Debido a la separabilidad del hamiltoniano, podemos escribir la funcién de ondas de nuestro sistema
como

P(r) = Yaisp (€)Pn.a(Y)p16(2)- 9)

Los hamiltonianos unidimensionales Haisp (%), Hpozo,a(y) ¥ Hpozop(2) son resolubles de modo exacto
(ver el libro Quantum Mechanics de Cohen-Tannoudji [6]). Se puede demostrar que las funciones de onda

transversales son
2 . /nmy 2 . lmz
<Pn,a(y) = \/;sm (T> y SDZ,b(Z) = \/;SIH <b> . (10)

La energia total serd la suma de energias de cada dimensién (hamiltoniano separable), que toma la
siguiente expresion en la regién previa al dispersor

BR R PrR? R n®
E=E,+E E.ip= = — |+ (5 +5])]- 11
z + Y,n,a + 2,0,b 2m T 2ma? + 2mb? 2m |: +7T <a2 * b2>:| ( )

Vemos que la energia estd determinada por tres nimeros: k£ € R y n,l € Z. El indice k es el que
caracteriza el transporte del electrén en el eje x, que es el que en realidad nos interesa ya que describe la
conduccion de carga por el cable. Sin embargo, la energia total esta determinada también por los indices
transversales (n,[), que indican los «modos de vibracién» en los ejes y y z respectivamente de la funcién
de ondas en tales direcciones. En el ambito del transporte cudntico se le llama canales a las diferentes
parejas de indices (n,1).

El electrén puede viajar con diferentes modos (n,l) por el cable dependiendo de a cudnta energia total
E pueda acceder. Por ejemplo, decimos que el canal (1,2) estd abierto si el electrén es capaz de acceder a
una energia tal que su funciéon de onda en el eje y pueda «vibrar» con al menos el primer arménico y, en
el eje z, con hasta dos armédnicos.

El acceso del electrén a los diferentes canales resulta de una gran influencia para su transporte por el
cable: la energia total se distribuye entre la «vibracién» de la funcién de onda segiin los modos transversales
y entre el transporte del electron por el eje x, de modo que tal transporte se ve afectado en este reparto
energético dependiendo de los modos (n, 1)

Estudiemos con detalle el sistema en el eje x para saber exactamente como afectan los canales (n,l)
al transporte de electrones en tal dimension, en la que no tenemos mas interacciones que la del dispersor.
Para estudiarlo, tomaremos las soluciones asintoticas del sistema, es decir, la forma que tiene la funcion de
ondas antes y después del obstaculo, el cual describimos con el siguiente potencial

0 fuera del dispersor

Vaisp(z) = { Vo dentro del dispersor 12

Este es un caso muy sencillo: podriamos tratar con sistemas més complejos si usdsemos un obstaculo
dependiente de la posicién (Vo = Vj(x)). Consideremos el caso en el que la energia E, es menor que la



barrera Vy (E; < Vp). Fuera de la regién del dispersor tenemos una funcién de onda en forma de ondas
planas:

eiikx

k= \2mE,JR% >0, (13)
\/2mh?k/m

donde ¢4 (FEy;x) es la funcién de onda libre con energia E, moviéndose hacia la derecha y ¢_(E,;x) la
misma pero hacia la izquierda. Por otro lado, de acuerdo con , podemos reformular E, como E, =
E—-FEyna— E.1p = E — Egransversal- Ahora expresamos la solucién para un electrén incidiendo desde el
origen hasta el dispersor:

¢i(Ex; .Z‘) =

O+ (Esx) +ro_(E;x) si est4 antes del dispersor
Yaisp(z) = A4 (E',z) + Bo_(E', x) si estd en el dispersor . (14)
to4(F;x) si estd después del dispersor

Los valores r y ¢ indican la amplitud de reflexiéon y transmision respectivamente de la funcién de
onda por el dispersor, de manera que los coeficientes |t|> = T'y |r|> = R = 1 — T son los coeficientes
de transmisién y reflexién, que indican la probabilidad de T' que el electrén atraviese la barrera y la
probabilidad R de que se refleje en ésta. En la ecuacién E' = E — Eiransversal — Vo- En particular, para
este caso de una barrera constante se tiene que

4k% K2
(k2 — K2)2sin? kw + 4k2k2’
donde k es la descrita en y k= /2mE'/h?. Lo mas importante de este resultado es que, pese a que

la energia disponible es més pequena que la de barrera, hay una probabilidad no nula de que el electrén la
atraviese (efecto tinel).

T(E) = (15)

Como veremos posteriormente y como ya puede entenderse intuitivamente, lo que caracterizara si un
dispositivo conduce mejor o peor los electrones es su coeficiente de transmisiéon T'(E). Del andlisis previo
se entiende también la importancia del movimiento en el plano transversal, pues afecta a la energia total
E y, por lo tanto, a la transmisién de electrones en el eje x, que es lo que nos interesa determinar.

Para comprender de un modo mas claro esta relacion entre las tres dimensiones, consideremos un
sistema bidimensional (Figura : en la dimensién x tenemos la longitud L del cable, que tiene un centro
dispersor; en la y una anchura a que confina el movimiento en ese eje. En la dimension y tendremos las
soluciones tipo , andlogas a las de una cuerda estacionaria. De esa manera y de acuerdo con ,
dependiendo del modo de vibracién de la funcién de onda en esta dimensién (es decir, el canal), tendremos
una u otra energia. Asi, aunque a primera vista la funcién de onda y la energia en el eje x no se vean
afectadas por esto, la energia total de la particula si lo hace y, por lo tanto, el coeficiente de transmisién
T(E) se ve notablemente afectado.

P, P2 @3 @ P2 P

DA v

< L >
Figura 3: Representacién de un cable bidimensional con tres modos transversales n=1,2,3 y un centro
dispersor.




El concepto de canal es de vital importancia en nuestro estudio. Los electrones tienen la posibilidad
de acceder a varios canales cuando se transportan por sistemas cuasi-unidimensionales, esto es, aquellos
cuya longitud L sea mucho mayor que la anchura transversal. El transporte de electrones de un sistema
unidimensional (o de un solo canal) y uno cuasi-unidimensional puede ser muy diferente, y las herramientas
matematicas involucradas serdn de una mayor complejidad en el segundo caso.

2.2. Matriz de scattering o de dispersién

El ejemplo tratado en la seccién previa ha servido para asentar la base de nuestro estudio. Con estas
ideas vamos a desarrollar el concepto de matriz de scattering o de dispersion, el cual nos permitira es-
tudiar el problema del transporte cuantico de electrones por nanohilos como un problema de dispersién.
Fue Rolf Landauer quien, en 1970, desarroll6 esta idea [7] deduciendo la conocida férmula de Landauer,
resultado de gran importancia en este campo que estudiaremos en la subseccion [2.3

La matriz de scattering se fundamenta en el tratamiento asintético de la funcién de onda cuando
tenemos un centro dispersor, al igual que en la seccién anterior solo que, en vez de poner una barrera
de potencial constante Vj, trabajamos con un potencial arbitrario. De hecho, tal potencial no tendra por
qué ser descriptible de un modo analitico: el método que sigue este tratamiento es tomar el nanohilo como
una «caja negra» de la que queremos sacar informacién colocandolo entre dos cables ideales, donde tenemos
funciones de onda libres. De esta manera, al comparar las funciones de onda libres a uno y otro lado del
nanohilo podremos averiguar cémo afecta éste al transporte del electrén. El esquema con el que trabajamos
en este modelo es el ilustrado en la Figura [4

N, Np

Reservorio Cable S Regifn — Cable Reservorio
I ideal S ideal II

(x.Ynz) (Xp.Yp.Zp)

Figura 4: Esquema del modelo general para el transporte electrénico en nanohilos.

La regién de scattering es el nanohilo que queremos estudiar. En los cables ideales que éste tiene
a sus laterales usaremos el estudio de la seccién anterior (donde el centro dispersor serd la regién de
scattering), asumiendo que los reservorios I y II y la regién de scattering se encuentran a distancia
infinita. Estos reservorios son los que dotan de electrones al sistema y se encuentran a una diferencia de
potencial V' que tomamos como muy pequena. En este tratamiento tendremos en cuenta que la orientacién
de los cables ideales con respecto a la region de scattering puede ser cualquiera, asi que adjudicamos a cada
uno de ellos un sistema de coordenadas propio: (xr,yr, 27) para el cable de la izquierda y (zp,yp, 2p) para
el de la derecha.

Teniendo en cuenta la separacién de la funcién de onda como parte transversal y parte libre @ en cada
una de las guias (con N canales abiertos a la izquierda y Np canales abiertos a la derecha), la solucién



mas general estd dada por

Ny
br(xryrzr) = Y ealyr, 21) [aln¢+(Ek;n>;$I) + bln¢—(Ekg(gn>;€'31)}
N (16)
Yn(zp,yp,2p) = Y em(yD, 2D) [aDmEb—(Ekgm);iED) + b1m¢+(Ek§Em)§l'D)] ;
m=1

de manera que z;y < 0 y xp > 0. Las funciones ; son las que describen el movimiento transversal, que
dependerdn de la geometria de cada cable. A cada energia Ek<n> le corresponde un vector de ondas ké")

tal que k:,(rn) = w, donde FE es la energia disponible y FE,, la energia transversal del canal n. Las

amplitudes denotadas con ay, (0 apy,) son las correspondientes a los electrones viajando hacia la derecha
y las denotadas con by, (0 bp,,) hacia la izquierda, de forma que los subindices D e I indican si estamos
a derecha o izquierda de la region de scattering y los subindices n, m indican el canal. A diferencia de lo
llevado a cabo en la seccién anterior, en este caso hemos considerado la solucién asintdtica més general
de todas, esto es, con electrones viajando tanto del reservorio izquierdo como del derecho a la region de
scattering.

La clave de este tratamiento estd en que las amplitudes ar, (apm) ¥ brn (bpm) de las funciones de onda
libres en las guias de onda no son independientes, sino que se pueden relacionar de la siguiente manera

bt = Z Z Sal,Bla81, CON l=n,m. (17)

B=I,D I

Los coeficientes s, 31 pueden escribirse en forma matricial a través de la matriz de scattering:

N 3 3 Y
G (S S \_ (7T U (18)
Spr SpbD t

donde hemos renombrado cada submatriz segtin su funcién: §j; relaciona los canales de la izquierda entre
si, asi como §pp relaciona los de la derecha (es decir, describen la reflexién de los electrones en ambos
cables), $;p relaciona los canales de la izquierda con los de la derecha y $pr los de la derecha con los de la
izquiera (o sea que definen la transmisién de los electrones a través del nanohilo).

La interpretacion fisica de cada elemento de matriz es importante; sirva como ejemplo los elementos de
la submatriz 7 de la forma r;o: el niimero r;2 indica qué porcion de la funcién de onda proveniente del canal
2 de la guia de ondas de la izquierda se ha reflejado al canal i-ésimo en la misma guia. Asi, los elementos
de t del tipo to; indican qué proporcién de la misma funcién de onda se ha transmitido al canal i-ésimo de
la guia de ondas de la derecha.

La matriz de scattering tiene las siguientes propiedades de interés:

» Es unitaria: STS = I. Como consecuencia, elementos de la diagonal verifican que

N M
(8" 8)mn = D lruw 4 3 ltanal? = 1. (19)
n/=1 m=1

es decir, que la probabilidad de que el electrén del canal n se transmita o se refleje a cualquier otro
canal es 1, lo cual es perfectamente comprensible si tenemos en cuenta que el niimero de electrones
del sistema se conserva.



= Si los procesos de dispersién son reversibles ante inversiones temporales, se satisface que, ademaés de
la unitariedad,

S=8T —p=4 =t th =T, (20)

= Si se rompe la reversibilidad temporal, por ejemplo por la existencia de un campo magnético B, se
tiene que

Tt (B) = 1 (=B) 7700 (B) = 17,0, (=B)  tmn(B) = t;,,,,(=B). (21)

mm/

Este resultado es también 1égico: para que la fuerza de Lorentz F = q% x B ejercida sobre la carga
¢ no cambie y, por tanto, la dindmica sea la misma, al invertir el tiempo (pasar de t a —t) el campo
B ha de cambiar a —B.

A continuacién estudiaremos cé6mo, a partir de esta matriz, podemos caracterizar cémo de buen con-
ductor es un material, es decir, cudl es el valor numérico de su conductancia.

2.3. Conductancia y formula de Landauer

La conductancia G de un dispositivo estd definida como

1
= lim —, (22)

con [ la intensidad de la corriente que circula por él y V la diferencia de potencial entre los extremos del
cable. Esta magnitud no es otra cosa que la inversa de la resistencia R = 1/G vy, por tanto, indica con
qué facilidad viajan los electrones por la nanoestructura: a mas conductancia, méas simple les es recorrerla
y mayor es la intensidad de corriente. Lo que vamos a ver en esta secciéon es como podemos relacionar la
matriz de scattering con esta magnitud; cémo es posible tratar el transporte de electrones como un
problema de dispersion.

Partimos primero de la descripcién de la intensidad de corriente I que circula por un cable de longitud
L. Como sabemos, si la densidad de electrones es n y su velocidad media v, tal intensidad estara dada por

I= d—z = env. (23)

Consideremos una situacion algo mas compleja: supongamos que no todos los electrones contribuyen
a la corriente, sino s6lo aquellos que llevan un cierto vector de ondas +k, en la direccion x. Si esos
electrones siguen una distribucién f(k;) y considerando que la densidad electrénica es 1/L (repartidos
homogéneamente por el cable) tendremos que

e
I= i kzv(kx)f(kx) (24)
Si ahora consideramos un rango continuo de vectores de onda k, en lugar de uno discreto, haciendo el

L
cambio E — 22— / dk, (donde el 2 se incluye por la degeneracién de espin), obtenemos que
T
kz

_26
o7

1 (k) f (k) dkz. (25)



Calculemos ahora la intensidad en el sistema de la subseccién previa (Figura |4 en el cable situado a la
izquierda de la regién de scattering. Para considerar todas las contribuciones a la intensidad de corriente
I hemos de tener en cuenta todos los canales activos a ese lado: los electrones provenientes del Reservorio
I, los que se reflejan en el centro dispersor y los que se transmiten desde el otro cable por la regién de
scattering (Ver Figura [5)).

1-R,

> Canal -
R, n-ésimo

-

Figura 5: Procesos de scattering a la izquierda de la regién de scattering en el canal n-ésimo.

Los electrones incidentes desde la izquierda dardn contribuciones positivas a la intensidad (es decir,
de k, > 0) y los reflejados en el nanohilo dardn contribuciones negativas (k, < 0), al igual que aquellos
provenientes del Reservorio II que se transmiten por el nanohilo. De este modo, sumando a todos los canales
de la izquierda y teniendo en cuenta que una fracciéon R, se refleja y otra 1 — R,, se transmite, la intensidad
I sera:

0

(1- Rn<kx>>vz<km>fD<km>dkz} ,

(26)
donde fr(kz) v fp(kz) son las funciones de distribucién de los electrones en los Reservorios I y II respec-
tivamente. Si en la féormula hacemos el cambio de variable k, — —k, en las dos ultimas integrales
y considerando que v, (k) = %gTi, de lo que se deduce que vy(—k;) = + 8(8E Wy = —v,(ky), tenemos la

siguiente expresion para la intensidad de corriente I

=k 5 {7 vt + [ Rtk ) i)k +

n—1 0 —o0 —o0

e Nr 00 0 0
1:;;{ / k) filha)dbs + [ Rolha)os(ho) i), + [ <1—Rnwx))vx(kafz)(kadkx}-

+00 +o0

(27)

Como fab flz)dx = — fb x)dz, si reagrupamos términos tenemos

% oL [+
T=5o > [ o)1 = Ra)(ilhe) = fo (ko) (28)
n=1

Si ahora consideramos la propiedad de la matriz de scattering:

1- Ry, = Z [tann|? = (t1E)on, (29)

oo
donde R, = Z T - Sustituyendo en obtenemos lo siguiente

n/=1

9] Nr o

n=1



Np
Como Z(ﬁ )nn = Tr(11), escribimos 1| del siguiente modo
n=1
2e [ o
I'= by (k) Te (1) (f1(ka) — fp(ks))dka, (31)
0

y si recordamos que v, = (1/h)0E [0k,

_ 2e >

v Te(t4)(f1(E) — fp(E))dE. (32)

2¢ [ 10E, .
- i /0 g@Tr(tTt)(ff(kx) — fp(ks))dk,

Planteamos ahora que podemos considerar el régimen lineal: dado que la diferencia de potencial V' entre
los reservorios es muy pequena, la traza Tr(¢'f) no depende de la energfa. Esto se debe a que la integral
fooo( f1(E) — fp)dE, que es el aporte energético debido a la diferencia de los niveles de energia de ambos
reservorios (o sea, [ (fr(E) — fp)dE = eV), es lo suficientemente pequefia como para que en ese rango
de energias los coeficientes de transmisién T’ se mantengan constantes. Asi, podemos escribir la férmula

como

1= Engtey — o= it = 60 Y, (33)
= e = =Gy a s

donde Gy = 2¢%/h es el llamado cuanto de conductancia y 7, p los autovalores de la matriz ', que son
los coeficientes de transmisién del sistema.

Esta 1ltima férmula es la llamada férmula de Landauer y es uno de los resultados mas im-
portantes del campo del transporte cuantico de electrones: pone de manifiesto la importancia de nuestra
matriz de scattering ya que, a través de su submatriz de transmisién £, nos permite calcular directamente
la conductancia G de nuestro sistema.

Pese a que las herramientas hasta ahora descritas son sofisticadas y permiten un estudio realista de un
sistema fisico, estamos tratando estos ain de un modo ideal sin tener en cuenta muchos de los detalles de
la realidad experimental. En la proxima seccién vamos a considerar que los nanohilos no son estructuras
perfectas, sino que existen imperfecciones tales como impurezas, lo que provoca una dispersién miltiple de
los electrones al viajar por ellos y requiere de un estudio distinto al visto hasta ahora.
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3. Nanohilos desordenados

Cuando estudiamos un sistema fisico tedricamente siempre se plantean las situaciones mas sencillas,
tratando de describir un cierto fenémeno de la forma mas eficaz con el modelo més simple posible. Sin
embargo, muchas veces dejamos de lado detalles que pueden llegar a ser cruciales. Esto sucede en el caso
del transporte cuantico de electrones: cuando estos circulan por un sélido pueden encontrarse con imper-
fecciones en su estructura, las cuales hacen que éste no sea perfectamente cristalino. Este hecho complica
el estudio del transporte electronico en el material, pues nos impide usar aproximaciones relacionadas con
las simetrias y la periodicidad de los sélidos.

La presencia de impurezas, o en general de imperfecciones, da un cardcter aleatorio al transporte de
electrones debido a la dispersién multiple que estos sufren por el sistema. El estudio de tales imperfecciones
a escala nanoscopica resulta muy complicado y, ademads, poco util: no podemos controlar individualmente
los defectos que un sdlido pueda tener, su estructura microscépica sufre fluctuaciones aleatorias, es
decir, dos muestras pueden ser macroscépicamente idénticas pero muy diferentes microscépicamente. Todo
esto motiva un estudio estadistico del transporte de electrones: introducimos tales defectos del nanohilo
dentro de un desorden del sistema, lo que nos llevard a una teoria que nos hard capaces de obtener
cantidades estadisticas como promedios, varianzas y, en definitiva, todo lo que se pueda deducir de una
distribucién de probabilidad.

En este capitulo introduciremos un modelo estadistico para la matriz de transferencia (proveniente de
la matriz de scattering) con el fin de definir las propiedades estadisticas de la conductancia eléctrica G,
que serd el fundamento de nuestro posterior estudio con el desorden de tipo Lévy.

3.1. Nanohilo desordenado en una dimensién (caso de un canal)

El estudio del nanohilo desordenado requiere de un desarrollo fisico-matematico complejo y de gran
extension, por lo que en este trabajo presentaremos los fundamentos fisicos en los que se basa y expondremos
el resultado final. El objetivo de este tratamiento es encontrar una distribucién de probabilidad Ps(G) para
la conductancia G. Para ello consideramos un ensemble (conjunto) de cables desordenados de longitud L
con impurezas colocadas aleatoriamente, de manera que cada uno de los cables del ensemble tiene una
colocacion diferente de las impurezas y, por lo tanto, la conductancia eléctrica G fluctiia de muestra a
muestra. Un desarrollo detallado de la deduccién de tal distribucion puede encontrarse en el capitulo 7 de
la referencia [§]. Para comprender cmo resolver el sistema es conveniente introducir el concepto de matriz
de transferencia. Esta es una descripcién alternativa a la matriz de scattering con unas propiedades que
resultan de interés para el estudio del transporte de electrones en nanohilos. Como veremos a continuacién,
la matriz de transferencia y la matriz de scattering estan estrechamente relacionadas

En el caso unidimensional, si consideramos un centro dispersor descrito por un cierto potencial V (z)
podemos plantear, como vimos en el capitulo previo, la solucién més general a partir de las soluciones fuera
del alcance del potencial V (z) ilustrado en la Figura @

Para este sistema (Figura @, la matriz de scattering relaciona las amplitudes a® pM) q(2) y b@ de la

siguiente manera
pL) -~ o pD) r ot a®
(5 ) =5 (o ) = (3w )= (7 2 ) (o) 2
es decir, relaciona las amplitudes de las funciones de onda que viajan hacia la izquierdg (b) con las que

viajan hacia la derecha (a) (ver Figura @) Por otro lado, la matriz de transferencia M relaciona estos
mismos coeficientes pero de otra manera:

11



Vix)
a"”q)JE;x) \/\ a‘z’@{E;x)

¥ o

\J

b (E:x) b ¢ (E:x)

Region 1 Region 2 X

Figura 6: Esquema de reflexién y transmisiéon para un potencial V (z) arbitrario. a indica que la funcién
de onda viaja en el sentido positivo del eje x, b que viaja en el negativo; el superindice senala la regién
en la que estamos: 1 para © — —oo(a la izquierda del obstaculo) y 2 para © — 400 (a la derecha del
obstaculo).

b2 NEYaAC)) b2 a B a®
() =3 () = ()= (5 5) (o) 5
La relacién que M establece es entre las amplitudes de las funciones de onda en la regién 2 y las de
la regién 1 (ver Figura[6). Por argumentos de la conservacién de la corriente probabilistica de la funcién
de onda y en el caso en el que existe reversibilidad temporal (esto es, la funcién de ondas conjugada es

también solucién de la ecuacién de Schrodinger), se deduce E| lo siguiente acerca de los elementos de la
matriz de transferencia:

a2 =1
o=~ . (36)
B2 —1o]* =1

Cuando se cumplen las igualdadaes de se dice que la matriz M es pseudounitaria. Por otro lado,
si existe reversibilidad temporal se verifica que

a* =4
% ) 37
p (37)
de lo que se concluye que
~ « ﬁ

verificindose que detM = 1. Los elementos de M estan relacionados con las amplitudes de reflexién y
transmision a través de las relaciones:

1 i . 1
a:*ﬁz—LHT:—Bf t:tlzirlzﬁa (39)
t* t* ar ar a*

3Para un desarrollo en detalle, consultar la seccién 2.1.5 de [§]
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las cuales son vélidas si hay reversibilidad temporal, es decir, si S = ST 1' Un modo sencillo de trabajar
con la matriz de transferencia M es la representacién polar que consiste en escribirla como

M—(e;u e%)(‘/l\;—? %)(ew 692.,,), A pv € R. (40)

Asi, tenemos la matriz M parametrlzada por tres nimeros reales u, v y A, lo que nos da el mismo nimero
de parametros que la definicién de M a través de : dos nimeros complejos o y 5 (cada uno con parte
real e imaginaria, esto es, cuatro nimeros reales) relamonados mediante la férmula detM =1 = la|? — | B]2.
Las amplitudes de reflexién y transmisién pueden expresarse en base a los pardmetros A, p y v del siguiente

modo:
N L itetn)
2w V), 41
1+ 2° 1+ N (41)

A través de estas expresiones podemos averiguar el coeficiente de transmisién:

T = t+* = 1 elutv) g —i(ptv) — 1

VI+ A 1+ A

Por lo tanto la transmision T depende solamente del parametro A.

(42)

El motivo fundamental por el cudl usamos la matriz de transferencia en vez de la de scattering es por
su propiedad de ser multiplicativa, esto es, si tenemos dos barreras de potencial consecutivas Vi y Vs,
cada una con su correspondiente matriz de transferencia M,y y Mg, el sistema total estd dado por la matriz
M de modo que

M = M, M. (43)
VI ()C) VQ(X)
M; M,
X
B N N
M=M,M,

Figura 7: Las barreras de potencial consecutivas Vj y Vs representadas por sus matrices de transferencia
Ms y M. El sistema total estd descrito por la matriz de transferencia producto de ambas M = MsM;.

De este modo, si tenemos varios sistemas colocados en serie nos basta con multiplicar sus matrices de
transferencia.

Ahora que ya hemos visto la matriz de transferencia podemos comenzar a resolver el problema del
transporte de electrones en un nanohilo unidimensional de longitud L (Figura [§]) en el cudl introducimos
un ingrediente aleatorio (por ejemplo, centros dispersores colocados aleatoriamente).
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L

Figura 8: Nanohilo desordenado de longitud L con un anadido L.

Como comentabamos al comienzo de esta seccién, nuestro objetivo es conocer la distribucién de pro-
babilidad de la conductancia. La tactica para resolver el sistema es la siguiente: queremos conocer la
distribucion pr4s1, del cable de longitud L + 6L de la Figura [§| basdndonos en la distribucién py, del cable
de longitud L y en la distribucién psy, del de longitud L. La longitud de este segundo cable (al que se
le suele llamar building block) verifica que 6L < L. Al estudiar la matriz de transferencia del sistema de
longitud L + 6L llegaremos a una evolucién (ecuacién diferencial) para la distribucién de probabilidad del
cable de longitud L.

La matriz de transferencia del sistema completo L + dL estard dada, tal y como hemos visto en ,

por el producto de M, (matriz de transferencia del hilo de longitud L) y My, (matriz de transferencia del
building block):

ML+6L = M&LML- (44)

La distribucion prs L(M L+5L) se obtiene mediante la convolumon denotada por @ de las distribuciones
(ML) y ng(MgL, de manera que, si escribimos a partir de que My, = MSL ML+6L

prsr(Mrisr) = pst @ pr, = /dﬂ(ﬂ) (Msz)pr (M Mrs1)psr(Msz), (45)

con di® es la medida invariante(definida de modo andlogo al hecho en anélisis matematico de funciones
reales, pero involucrando matrices en lugar de nimeros reales).

El punto clave de la obtencién de pr,(Mp4s1) (que, en realidad, dependerd sélo del pardmetro A como
veremos a continuacién) es el ansatz de maximizacién de la entropia de Shannon, es decir, buscamos
que

Slpss] = — / ps (Vs )npsz, (Vs )l dp (46)

sea maxima. Para esta maximizacién se imponen dos restricciones: la normalizacion de la distribucion psy,
y

L
e
con [, el recorrido libre medio de los electrones en el nanohilo, de modo que el promedio de A en el building
block esté fijado. Como sabemos por , esto significa que el promedio de T' también lo estara y, como el
coeficiente de transmisién se relaciona con la conductancia G a través de la férmula de Landauer , esta
condicion indica que el primer momento de la distribuciéon de la conductancia estéd fijado. Si seguimos un
procedimiento de multiplicadores de Lagrange se encuentra que la distribucién que maximiza la entropia

(1) es

(NsL = (47)
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ps1 (V) = 55 e (~A/(L/1) (15)

La ecuacién (45 puede transformarse en una ecuacién de evolucién segun el tamanio del sistema L para
la distribucion pr, (), obteniéndose el siguiente resultado:

dps(A) 0 0
55— BX >\(1+/\)aps(

que es una ecuaciéon de Fokker-Planck y es equivalente a . Hemos definido la variable

Al (49)

L
s=—. (50)
le
La solucién a esta ecuacién se dio en 1981 por Abrikosovﬁ viene dada por
8_3/2 ye—y2/4s
ps(A) = 68/4/ dy , 51
8( ) V2T acosh(142)\) \/COShy —1-2X ( )

de modo que esta distribucion viene en forma integral. De este resultado notamos que la solucién a nuestro
sistema depende solamente del pardametro s. Para conocer la distribucién de probabilidad de la conductancia
Ps(G) hacemos el cambio de G a \ a través de la relacién (42]) usando que

dA
Py(G) = Ps()\)ﬁy (52)
obteniendo la siguiente distribucién
873/2 673/4 () yefy2/4s
P(G) = / d ) 53
(@) Ver G2y, y\/coshy+1—2/G (53)

con yg = arcosh(2/G — 1). Para llegar a hemos utilizado la férmula de Landauer para un solo canal,
es decir, G =T = 1/(1+ ) y hemos expresado la conductancia G en unidades del cuanto de conductancia
Go.

Podemos encontrar un ejemplo de estra distribucién en
la Figura [9] donde se muestran resultados de simulaciones
numéricas tight-binding (modelos cuyo fundamento explica- 3
mos en el anexo de este trabajo) comparados con la grafica
de la distribucién . Se aprecia que los resultados analiti-
cos de Ps(G) tienen una muy buena concordancia con los
datos de las simulaciones. Para la comparacién de los da-
tos tedricos y experimentales es necesario obtener el valor
de s : a partir de la ecuacion se puede comprobar
que (—InG) = L/l, = s, de manera que podemos conocer s a
partir de los datos experimentales si calculamos el promedio

del logaritmo de G. 05 02 04 06 08 I

G/G,

2 \

P(G)
T
\

05— ,

En el siguiente apartado vamos a extender el andlisis
anterior de un solo canal a un sistema cuasi-unidimensional
con varios canales

Figura 9: Ejemplo de la distribucién (53) pa-
ra s=0.81

“Consultar pagina 772 de [9]
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3.2. Nanohilo desordenado cuasi-unidimensional

El sistema que estudiamos a continuacién es tal que, en lugar de tener una sola direccién en el eje x,
tenemos un hilo con un cierto grosor y varios canales abiertos (ver Figura . Esto permitira describir la
funcién de onda transversal a la direccién de propagacién y, por tanto, permitird a los electrones viajar
por N canales distintos dentro del hilo, tal y como vimos en la subseccién 2.1

P P393 P P2 Q3

> =
(S | )(S
e F——

L oL

Figura 10: Nanohilo desordenado cuasi-unidimensional de longitud L con un afiadido dL y con modos

A
Y

transversales n=1,2,3.

El tratamiento matematico requerido aqui es aiin més complejo que en el caso unidimensional: con un
solo canal podiamos reducir el tratamiento de matrices 2x2 a una sola variable real A mientras que en este
caso el analisis se basa en matrices 2Nx2N que se reduce al estudio de N variables A1, ..., A\y. La estrategia
es esencialmente la misma, pues consiste en partir de un hilo desordenado de longitud L y un fragmento
0L mucho menor, con el objetivo de averiguar la distribucién de la conductancia del sistema total L + 6L,
solo que ahora permitimos la existencia de modos transversales.

Estudiando este sistemaﬂ basandonos en los mismos fundamentos que en el caso de un solo canal (esto
es, maximizacién de la entropia y convolucién de las distribuciones de probabilidad de L y 6L) se llega a
que la distribucién Ps(A1, ..., An) de probabilidad para el caso multicanal estd gobernada por la ecuacién
de Dorokhov-Mello-Pereira-Kumar (DMPK):

N
OPs(A1,...; AN) 2 0 0 Ps(M,...; AN)
- A1+ Al O, oo, A , 54
s N+1;aAn 1+ An] T (A N)BAn JA1, - AN) (54)
N N
con J(A1, ..., AN) = H H IAn — Am| ¥ N es el nimero de canales, cada uno con su pardmetro \,.
n=1m=n+1

Estas ecuaciones son validas para sistemas que cumplen reversibilidad temporal. Si definimos un nuevo
pardmetro x,, tal qudf]

1

o2
m )\n = sinh Ty, (55)

T, =

la ecuacién (54) puede reescribirse en términos de las variales x; descritas en (b5)) como

P, 1 P, Q
oh _ 1y 0 (a 5 4 p, UL 2N) (””gx ’mN)> (56)

con

®Consultar seccién 7.3 de [§] para un desarrollo pormenorizado.
SRecordemos que los coeficientes A, y los coeficientes de transmisién de cada canal T}, vienen dados por , es decir:
T, =1/(14+\n)
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N
1
Qzy,..,xn) = . Z In|sinh? z,, — sinh? z,,| — Zln] sinh 2z, |. (57)

m#n n=1

La funcién de distribucién Ps(x1, ..., 2 ) puede resolverse exactamente para sistemas en régimen metali-
co (le € L < Nl.) y aislante (L > Nl.). Para el régimen metalico, la distribucién toma el siguiente Valorﬂ

N
Py(z1,.yzn) = C(s)exp | — | Y u(ziz) + > Viwi) ||, (58)
i<j i=1
donde C(s) es una constante de normalizacién y
AU SENDS SUNR SR PR S N Y2 L }
w(xi, xj) = —iln] sinh” z; — sinh® z;| — §ln\xj —zi| y V() = 25 %i ~ an\xz sinh 2x;]. (59)

En el caso aislante también se cumplen las ecuaciones y , salvo que en este caso V(z;) =
2a? — Lln|z; sinh 22| — Inz;. El término —Inz; de V(z;) (que es la tnica diferencia con respecto a la
férmula en régimen metalico) supone una contribucién que es despreciable en comparacién con el
resto de términos de V'(z;), asi que usaremos la solucién en régimen metdalico para todos los casos. De este
modo e introduciendo la férmula de Landauer , la distribucién de la conductancia en funcién de la de

las varibales x; estd dada por

+o0 +oo N 1
xr1=0 =0 n=1 Tn

donde hemos considerado el cambio de variables . Vemos que este resultado sélo depende del pardmetro
s, al igual que en el caso de un solo canal.

Para calcular la distribucién de probabilidad Ps(G) hemos de resolver la ecuacién , que requiere
de la integracién en varias variables de una funcién cuya primitiva no conocemos. Por ello, para obtener
la distribucién Ps(G) requerimos de calculos numéricos. En este trabajo hemos empleado algoritmos de
integracion por Monte-Carlo implementados en un programa en C que resuelve la ecuacién . En la
Figura |11] mostramos los resultados tedricos en linea continua (calculados, como decimos, por algoritmos
Monte-Carlo) junto con los de las simulaciones tight-binding (histograma) para el caso de dos canales con
promedios de la conductancia (G) = 0.86G¢ y (G) =0.61Gy. Al igual que en el caso de un solo canal, la
concordancia entre las simulaciones y la teoria es muy buena.

"Consultar pagina 766 de [9]
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(a) Distribucién de la conductancia Py(G) para (G) = (b) Distribucién de la conductancia P,(G) para (G) =
0.86 G y s = 0.396. 0.63Gy y s=0.610

Figura 11: Distribuciones de la conductancia Ps(G) en el caso de dos canales N = 2 para s = 0,396 y
s = 0,610. La solucién analitica se representa en linea continua y los resultados de las simulaciones
tight-binding se presentan en forma de histograma.

El modelo anteriorha sido estudiado ampliamente y resulta ser muy efectivo para describir conductores
desordenados donde los electrones sufren una localizacion en su funcion de onda: ésta queda casi totalmente
localizada en un punto de la red, decayendo desde tal punto con un comportamiento exponencial || ~ e~"
lo que lleva a que (G) ~ e~ L/l A este fenémeno se le llama localizacién de Anderson y nuestro modelo

permite describir sus propiedades estadisticas.

La efectividad de este modelo ha dado lugar a un estudio méas profundo del mismo y a una extensién a
otro tipo de sistemas. El objeto de estudio de nuestro trabajo es, precisamente, ir mas alla de la localizacién
de Anderson: basdndonos en este modelo, en el proximo apartado vamos a extenderlo para que sea capaz
de describir la llamada localizacién anémala, en la cual la funcion de onda de los electrones decae
como |¢)| ~ e " que provoca que (G) ~ L%, a diferencia de lo que ocurre en localizacién de Anderson
((G) ~ e~ L/le). Veremos en la préxima seccién que este indice a estd directamente relacionado con las
distribuciones tipo Lévy.
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4. Nanohilos unidimensionales desordenados tipo Lévy

La teoria empleada hasta ahora consideraba un desorden en el hilo cudntico cuyo promedio de nimero
de centros de scattering estaba bien definido, de modo que la longitud del sistema era proporcional al
numero de centros dispersores. Lo que se plantea ahora es cambiar la densidad de probabilidad de la
ubicacion de los centros dispersores en el nanohilo, de manera que ésta serd una distribucién tipo Lévy
(o también llamadas distribucién estable), que se caracterizan por ser funciones de «cola larga», esto
es, que decaen lentamente hacia cero: siguen una ley de potencias del tipo 1/z'*® (con 0 < a < 2) para
valores grandes de x. Debido a esta propiedad, estas distribuciones no tienen definido el primer momento
de la distribucién (x) si @ < 1 y en ningtin caso tienen el segundo momento (z2) definido.

La justificacién de la eleccién de tal estructura matematica se basa en el hecho de que, en la natura-
leza, se observan muchos fenémenos que siguen distribuciones probabilisticas de ese tipo. En particular,
recientemente se han llevado a cabo estudios de propagacion de la luz que viaja dispersandose por medios
desordenados formados por esferas de cristal cuyos didmetros siguen una distribucion tipo Lévy [10], donde
se encuentran propiedades poco convencionales en la transmisién de la luz.

Experimentos como el mencionado en el parrafo anterior motivan nuestro trabajo: queremos comprobar
cémo afecta un desorden tipo Lévy al transporte de electrones, comprender cémo funciona y ver qué cambia
con respecto al desorden convencional. Un desarrollo detallado de tal teoria puede encontrarse para el caso
del cable unidimensional en el articulo [5]. En esta seccién explicaremos cémo llegar al resultado que en
tal articulo se deduce y cémo aplicarlo a casos de estudio concretos.

4.1. Distribuciones tipo Lévy o estables

Decimos que una variable aleatoria x sigue una distribucién tipo Lévy o estable [11] si existen unas
constantes b, > 0 y a,, tales que

n
Z l’z i a/n + bnxy (61)
=1

donde 1, z9, ..., T, son variables aleatorias independientes con la misma distribucion de probabilidad

que z (el simbolo 2 indica que los términos a ambos lados de la igualdad son variables que siguen las
mismas distribuciones). Asi, una distribucién es estable si la suma de un nimero arbitrario de variables
aleatorias siguiendo cada una de ellas esta distribucién sigue también el mismo tipo de distribucién (por
ejemplo, una suma de variables gaussianas es una distribuciéon gaussiana, pero con diferente media y
varianza).

De un modo general, una distribucion estable esta caracterizada por cuatro parametros:

» El exponente caracteristico o € (0, 2].
» La asimetria estadistica g € [—1, 1], que indica hacia «qué lado» tiende a ir la distribucién.
= Kl parametro de escala ¢ > 0, que indica la escala de la distribucion.

= El parametro de localizaciéon § € R, que indica en qué punto estéd centrada la distribucién.
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Como ejemplos de este tipo de distribuciones tenemos:

= La distribucién normal o gaussiana, con una densidad de probabilidad

1 o 2
f(z) = 5 exp (—@202'u)> -0 <z < +00, (62)
con i la media o primer momento de la distribucién y o la varianza. En esta distribucién @ = 2 y
B8 =0.
» La distribucién de Cauchy (« =1y = 0):

fla) =1 ‘ <z<+ (63)

r)=——5——-—- —0<=z 00

2+ (x—0)? ’

» La distribucién de Lévy (a =1/2y 5 =1):

flx) = \/5@_15)3/2 exp (—2(;_5)) § < & < 400 (64)

Es importante destacar que para casos diferentes al gaussiano, Cauchy o Lévy no hay una expresién
analitica de estas distribuciones, pero es posible generarlas numéricamente [4]. En general, la forma que
tienen estas distribuciones es de un pronunciado méaximo cerca del origen y una larga cola que decae
lentamente, tal y como se aprecia en los ejemplos de la Figura

1.0}
— e=1/2
-_ c=

0.8F —_— =2

—_— =4

— =8

O'%‘U 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Z

Figura 12: Ejemplos de distribuciones Lévy (v = 1/2,4 = 1) para diferentes pardmetros de escala cy § = 0.

Uno de los aspectos de estas distribuciones de probabilidad es que no tienen definido su segundo
momento (como pasa en las distribuciones de Cauchy y Lévy y, en general, aquellas cuyo exponente
caracteristico o sea a < 2). De hecho, resultan de gran interés por su importante papel en el Teorema
del limite central generalizado. Recordemos el Teorema del limite central:

Sea x1,T3,...,Tn un conjunto de variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas de
una distribucion con media ju y varianza o # 0. Entonces, sin es lo suficientemente grande, la variable
aleatoria

8l
Il
SR

n
D i
=1
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tiene una distribucion normal con pz y o2 = o2 /n en el limite n — oc.
Enunciamos ahora el Teorema del limite central generalizado:

La suma de un numero de variables aleatorias siguiendo una distribucion de variancia infinita tiende a
una distribucion estable f(z;c, 8 =0,c¢,0 =0) conforme el nimero de sumandos crece. Si a« = 2 entonces
la suma converge a una distribucion estable con o = 2, es decir, una distribucion gaussiana.

Dentro de la amplia familia de distribuciones estables, en este trabajo usaremos solamente aquellas cuya
asimetria es § = 1 y su pardmetro de localizacién es § = 0, de modo que nuestras distribuciones gq ()
estaran determinadas solamente por el parametro de escala ¢ y el exponente caracteristico a. De hecho,
como veremos en la siguiente seccién, en nuestros sistemas de estudio bastard con conocer el exponente
caracteristico a.

4.2. Aplicacion a la distribuciéon de la conductancia

En esta seccién vamos a analizar cémo afecta a la distribucion de probabilidad de la conductancia
P(G) el hecho de que entre nuestros centros dispersores haya una distancia l; distribuida aleatoriamente
siguiendo una distribucién de probabilidad p(z) de las de tipo «cola larga», esto es, que tenga segundo
momento divergente (por ejemplo, una distribucién Lévy).

Tenemos N dispersores distribuidos segin una distribucién tipo Lévy g, (z) hasta alcanzar la longitud
L del hilo, tal y como se ilustra en la Figura

by 12113| by | v

Figura 13: N + 1 dispersores en un cable de longitud L siguiendo la distribucion tipo Lévy gq..(x).

Sea z una variable de longitud que podemos expresar como

N
=1

con [; la distancia entre el dispersor i y el ¢ — 1. Estas distancias siguen una distribucién tipo Lévy, de modo
que de acuerdo con las propiedades de estas distribuciones, la distribucion de probabilidad de la variable
T sera

p(e) = wrrtee (s (66)

Lo que haremos a continuacién serd averiguar la distribucion acumulativa para, después, calcular la
densidad de probabilidad mediante su derivada. La probabilidad de que z < L es

Lo T
pr(r <L) = / Ga,c dx, 67
wsi)= | jmtee (§i7m) (67)

es decir, es la probabilidad de que tras N colocaciones de dispersores la suma xz sea menor que L. Si
tomamos la probabilidad total:

P(z <L)+ P.(z>L)=1, (68)
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podemos obtener que

too 1 T L T
Pr(x > L) =1- PT(LU < L) = / Ga,c dx +/ —~17-40,c dx. (69)
0 N1l/a (Nl/a) 0 N1/« (Nl/a)

Considerando que fabf(x)da: + [ f(x)dz = [ f(z)dz, haciendo el cambio de variable z = z/N'/ y
teniendo en cuenta que P.(z > L) es la distribucién cumulativa F(L, N), se obtiene que

+oo
P.(x>L)=F(L,N) = /L/Nl/a Ja,c(2)dz. (70)

A través de esta funcién y tomando L fijo, podemos sacar la densidad de probabilidad

OF L L
I(N) = ON = an,c (Nl/a> ) (71)

donde hemos usado el teorema del valor medio

b
o [ s = 10) - s0). (72)

Si hacemos el cambio de variables N = 2v, obtenemos

2 L L
HL(v) = amqmc <W> . (73)

A partir de este resultado podemos calcular cantidades como el promedio (—InG): de acuerdo con la
teorfa anterior el promedio (—InG), = av para un nimero de dispersores v fijo, con a una constante. De
esta manera, se puede obtener el siguiente resultado

(e}

(—InG) 1, = /OOO<—lnG>l,HL(V)d1/ = a%[a, (74)

con I, = % 0+OO 27%qa,1(2)dz y donde se ha usado la propiedad

Cl/QQa,c(Cl/a2> = QQ,I(Z)a (75)

asf como el cambio de variable z = L/(2cv)Y/®. Notemos que en este caso (InG)y, o< L®, mientras que en
la localizacién de Anderson tenfamos (InG); o« L. Podemos encontrar la distribucién completa Ps(G) de
nuestro sistema si utilizamos la densidad de probabilidad de los centros dispersores II(v) de (73) y s = av
de modo que, haciendo los céalculos adecuados, se obtiene que

P:(G) = /Ooopa,,(G’)HL(y)dV = /000 Py(G)qa1(z)dz, (76)
donde
__ € _
s = A y &€= (—InG)r. (77)
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Para obtener la distribucién P¢(G) hemos de resolver una integral doble (76| (pues Ps(G) sigue la forma
integral ) Para ello hemos desarrollado un programa en C que resuelve el problema numéricamente.
En la Figura [14] se presentan dos ejemplos de esta distribucién: para £ =1.1 con a=1/2 y para & = 0.76
con a=3/4. La linea continua es el resultado de resolver la ecuacién mientras que los resultados de

las simulaciones tight-binding se muestra en forma de histograma.

Tal y como se aprecia, la concordancia

entre simulaciones y teoria es excelente. Para reproducir resultados numéricos o experimentales con este
modelo basta con calcular (—InG)y, para averiguar £ y asi conseguir la distribucién analitica Pe(G).

3 . . . . : . 3

—— Tight-binding
— PG

- 25

T T
—— Tightbinding]
— PG _

/

0 02 0.4

GIG,

0,6 0.8 1 0

(b)

02

(a) Distribucién de la conductancia
P:(G) para £ =0.76 y a=3/4.

L
0.4 0,6 0.8 1

G/G,

Distribucién de la conductancia
P¢(G) para £=1.1y a=1/2.

Figura 14: Distribuciones de la conductancia P¢(G) para £ =1.1 con o =1/2 y £ =0.76 con o« =3/4. El

resultado analitico ((76)) se presenta en linea continua y el de las
histograma.

Es de interés comparar el resultado obtenido con desorden
tipo Lévy con el caso normal (localizacién de Anderson), es decir,
el regido por la férmula . Enla Figura se representa en azul
el resultado con desorden tipo Lévy para a=1/2y {=1.1, siendo la
linea roja el caso normal con s =0.709 y, en ambas distribuciones,
(G) = 0.57Gp. En ella observamos que el hecho de insertar un
desorden Lévy provoca, en este caso, una mayor conductancia en
el sistema (la distribucién toma valores més elevados para valores
altos de GG), aunque el decaimiento a conductancia nula es menos
violento en el caso Lévy. Cuando estudiemos el caso multicanal
(en la subseccién haremos un estudio mas detallado de las
diferencias entre ambos casos (normal y Lévy).

El marco tedrico que hemos presentado es tan general que se
puede aplicar a otros sistemas donde existe dispersién de ondas:
a través de experimentos de microondas [I12] viajando por una
guia de ondas (que corresponderia al cable unidimensional por el
que se transporta la carga) con dispersores colocados segin una

simulaciones tight-binding en forma de

T T
— Levy b
— Normal |

0 . | . ! . | . | .
0 02 04 0.6 0.8 1
G/G,

0

Figura 15: Comparacién entre el caso
normal con s=0.709 y Lévy
con £ = 0,76 y «=3/4 en el caso de un
solo canal con (G)=0.57G.

distribucién tipo Lévy (ver Figural6a)) podemos obtener resultados que concuerdan con los de esta teoria,

tal y como se ve en la Figura
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[ (b) 11.5GHz

|
-20 -15 -10 -5 0
InT
(a) Montaje de la gufa de onda con dispersores co- (b) Datos experimentales (histograma) y tedricos
locados siguiendo una distribucién tipo Lévy [12]. (linea continua) para un desorden Lévy (o = 1/2).

aluminum  dielectric
waveguide slabs

Figura 16: Esquema y resultados del proceso de comprobacion experimental por microondas.

5. Nanohilos multicanal desordenados tipo Lévy

El estudio de un nanohilo de un sélo canal es un caso muy restringido y particular. En realidad, los
nanohilos tienen una cierta anchura que no podemos despreciar y, por lo tanto, permiten el transporte de
eletrones por varios canales (tal y como vimos en la subseccién. Es por eso que necesitamos ir mas alla en
nuestra teorfa y aplicar nuestros conocimientos del desorden tipo Lévy en el caso cuasi-unidimensional:
la generalizacién al caso multicanal es fundamental para el estudio de estos sistemas y en este trabajo
presentamos los primeros resultados tedricos de este caso.

5.1. Aplicacion de la teoria

Buscamos estudiar sistemas de transporte de electrones en cables con desorden tipo Lévy en los que
estos pueden acceder a N canales. La versatilidad de nuestra teoria nos permite estudiar la distribucion de
la conductancia P¢(G) de modo andlogo al caso de un solo canal: dada la distribucién P (G) para el
caso multicanal convencional, si usamos la férmula la distribucién Pe¢(G) serd

Pg(G)_/_O/ _O.../ 1) G—Zi qa71(2)PS(Z)(x1,...,xN)ddel...de, (78)

2
N=0 “— cosh” zp

donde el pardmetro s(z) tiene la dependencia ya conocida . No obstante, en el marco del caso multicanal
el valor de (—InG) difiere de la definicién del caso de un solo canal { = (—InG) = L/I.. En vez de esto, en
el caso multicanal (—InG); = L/1;, con [; la longitud de localizacién. Debido a esto, el valor del pardmetro
& para el caso multicanal se obtiene haciendo que la distribucién teérica tenga el mismo valor del promedio
(G) que el de los datos numéricos.

5.2. Anadlisis de los resultados

Primero compararemos nuestros resultados tedéricos con simulaciones numéricas. Para obtener la
distribucién P¢(G) en el caso multicanal es necesario resolver una integral /N-dimensional . Tal y como
hemos explicado al final de la subseccién [3.2] requerimos de una solucién numérica que, en este trabajo,
hemos realizado a través de un programa en C con algoritmos de integracién por Monte-Carlo. En la
Figura [17] tenemos la distribucién P¢(G) analitica (linea continua) para N = 2, { =4.2 y a =0.75 y para
N =3, £ =1.23 y a =0.5; estos resultados estdn comparados con simulaciones tight-binding(histogramas).
En las graficas de la Figura [17] puede apreciarse una muy buena concordancia entre las simulaciones y la
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distribucién de probabilidad de nuestra teoria para diferentes valores de o y N. Comprobamos asi que
nuestra teoria nos permite estudiar también sistemas multicanal con la misma efectividad que en el caso
de un sélo canal.

. . . : . . . . . : . : .
08l — — Tightbinding| | [ - — Tightbinding| |
1A — PG 06— — PG !

L // B L = 4

0,6

\

P.(G)

0.4 |

02—

0 ‘ ! ‘
0 05 1 L5 2

G/G, G/G,

(a) Distribucién de la conductancia P¢(G) para  (b) Distribucién de la conductancia P (G) para
£=4.2, a=0.75y N=2. £=123, a=0.5y N=3.

Figura 17: Distribuciones de la conductancia P¢(G) multicanal para N =2, { =42y a =075y N = 3,
£=1.23 y a =0.5.

A continuacién vamos a analizar la distribucién de probabilidad poniendo diferentes ejemplos.
Comencemos por variar el pardmetro §: para un mismo exponente o podemos ver cémo cambia P (G)
segun la distribucién tenga diferentes valores del promedio de la conductancia (G), tal y como vemos en
la Figura Se aprecia que al aumentar el promedio de la conductancia la distribucion se concentra para
valores altos de G, pero siguiendo una forma suave; por otro lado, para valores bajos de la conductancia
media tenemos un crecimiento méas abrupto hacia los valores bajos.

3 T ‘

— &=2.5 <G>=0.72G,,
— 46 <G>=0.56G,
— &=1.2<G>=1.01G;
— &0.6<G>=130G,

Figura 18: Distribucién de la conductancia P¢(G) con a = 1/2 y N = 2 para diferentes valores de (G):
(G) =0.72Gy (negro), (G) =0.56Gq (rojo), (G) =1.01Gy (azul) y (G) =1.30Gy (violeta).

Para ver los efectos de las distribuciones tipo Lévy en el transporte electrones, es interesante comparar
los resultados con estadistica tipo Lévy con los que la teorfa de transporte multicanal normal (es decir, de
la que se obtiene la distribucién (60)). En la Figura [19] mostramos una comparativa de distribuciones de
conductancia en el caso normal (Anderson) y el caso tipo Lévy.

En la Figura representamos la distribucién tipo Lévy en azul y la normal en rojo. La
densidad de probabilidad cuando incluimos desorden tipo Lévy es méas «uniformes», en el sentido de que
las distribuciones son més anchas: la distribucién toma valores mas significativos para todo el rango de
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G/G, 0
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(a) Distribuciéon de la conductnacia Pe¢(G) para %o

& =42 y a =0.75 comparada con la distribucién (b) Distribucién de la conductancia P¢(G) para
Py (G) con s=0.480. € =0.12 y o =0.5 comparada con Ps(G) con s=0.302.

Figura 19: Distribuciones de la conductancia con desorden tipo Lévy P¢(G) multicanal (N=2) comparadas
con distribuciones de la conductancia Ps(G). En el promedio de ambas distribuciones es (G)=0.76G¢
y enm (G) =1.01Go.

G /Gy, a diferencia de en el caso normal con respecto del cual vemos un aumento de la distribucién para
valores cercanos a G = 0 y G maxima. Esto es consecuencia de que las fluctuaciones son mucho mas
grandes en el caso del desorden tipo Lévy. Podemos comprobar esto calculando la varianza, tal y
como se ve en el Cuadro [l donde apreciamos unas fluctuaciones mayores para el caso Lévy que para el
normal.

(G)=0.76G) (G)=1.01Gy
Normal Lévy Normal Lévy
VarG | 0.312Gq | 0.488Gy | 0.313Gy | 0.503Gy

Cuadro 1: Célculo de VarG=+/(G?) — (G)? en caso normal y Lévy.

La interpretacién fisica de este hecho es la localizacién anémala de los electrones frente a la loca-
lizacién de Anderson. En el caso normal (Anderson) la funcién de onda se localiza en un punto del
s6lido, de modo que su médulo decrece exponencialmente desde el lugar de localizacién || ~ e, y
como consecuencia (G) ~ e~ %/!. Sin embargo, en la localizacién anémala la funcion de ondas decae como
|| ~ e~ haciendo que el promedio de la conductancia decaiga con una ley de potencias (G) ~ 1/L%.
Debido a esto los electrones no estan tan localizados y se permite un movimiento més libre de los mismos,
lo que se traduce en el acceso a valores mayores de la conductancia G.

26



6. Resumen y conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos presentado la teoria del transporte cudntico de electrones desde sus
fundamentos: partiendo de la fisica cudntica elemental hemos ido construyendo esta teoria y sofisticandola
para, comenzando por sistemas muy ideales, llegar a describir nanohilos cuanticos con modelos probabilisti-
cos que han resultado ser muy eficaces.

En primer lugar hemos usado la mecdnica cuantica elemental para acercarnos al estudio de los nanohilos.
De esta primera parte extraemos dos resultados fundamentales: la matriz de scattering, que nos permite
tratar cualquier nanohilo como una «caja negra» y nos dota de un tratamiento muy general y la férmula de
Landauer, que hace del transporte de electrones un problema de dispersién de mecanica cuantica, haciendo
que nos baste con conocer los coeficientes de transmisién 7}, para calcular la conductancia eléctrica G.

Tras ver estos primeros resultados hemos tratado con los nanohilos desordenados, sistema fisico més
realista y de gran interés. El estudio de los modelos convencionales de desorden nos ha desvelado que en esta
clase de sistemas es necesario un tratamiento estadistico, pues debido a las fuertes fluctuaciones que sufre
la conductancia G a causa de la dispersién multiple de los electrones por los defectos de los nanohilos, resulta
extremadamente complicado determinar con exactitud el valor de la conductancia. Lo que si podemos
obtener es una distribucién de probabilidad Ps(G) de la conductancia, la cual quedara determinada por el
pardametro s = L/I. que, para comparar con datos experimentales, basta con usar la propiedad (—InG) = s.
Esta teoria resulta de una gran versatilidad y eficacia, mostrando una gran concordancia entre datos tedéricos
y experimentales y describiendo con éxito la localizacién de Anderson en la cual la funcién de ondas
se localiza en un punto y decae con la distania r como [i)| ~ e,

Nuestra contribucién consiste en ir més alla de esta teoria incluyendo el desorden tipo Lévy, cuya eficacia
para describir la localizacién anémala ha sido ya probada tedrica y experimentalmente ([5],[12]) para
el caso de un canal. En el fenémeno de localizacién anémala la funcién de ondas decae como [¢| ~ e,
donde « es el exponente caracteristico de la distribucion tipo Lévy. En este trabajo hemos extendido el
estudio de desorden tipo Lévy a sistemas multicanal en los cuales se requiere de dos parametros a y £ para
una descripcién completa, mientras que en el caso normal bastaba con un sélo parametro s. A través de la
resolucion de la ecuacién mediante integraciéon numérica por Monte-Carlo, hemos podido comprobar
una excelente concordancia entre nuestra teoria y las simulaciones tight-binding. Después hemos pasado a
analizar la influencia del pardmetro £ en nuestro modelo, comprobando que tiene una gran importancia a la
hora de determinar como de aislante es un sistema. También hemos realizado una comparativa entre el caso
normal y el caso Lévy, de modo que en este ultimo se aprecian fluctuaciones en la conductancia G mayores
que en el caso normal, cuestién relacionada con la diferencia entre localizacién anémala y localizacién de
Anderson. Gracias a este nuevo andlisis hemos sido capaces de analizar sistemas cuasi-unidimensionales,
cuya descripcién se acerca mas a como es un nanohilo desordenado en la realidad.

El siguiente paso en este trabajo es la comprobacién experimental: al igual que en el caso de un sélo
canal, un experimento con microondas y dispersores colocados aleatoriamente segin una distribucién tipo
Lévy en la guia de ondas permitiria contrastar los resultados de nuestro modelo con datos de laboratorio.
Esperamos que en un futuro se lleve a cabo tal experimento; ademas, podriamos tratar de comparar nuestro
modelo con la conductancia eléctrica en nanohilos en un laboratorio, la cual pensamos que podria estudiarse
en condiciones similares a las que se plantea en este modelo debido al gran desarrollo que ha alcanzado la
nanociencia en los tdltimos anos.

Como posibles retos tedricos para el futuro, el uso de este modelo podria plantearse para sistemas
de mds dimensiones (como pueda ser, por ejemplo, un sélido en tridimensional). De hecho, para el caso
normal se ha comprobado que, pese a que el modelo estd ideado para sistemas cuasi-unidimensionales, los
resultados son también satisfactorios en redes bidimensionales. El paso a las tres dimensiones resulta muy
interesante, aunque se trata de un reto de una gran envergadura.
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