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Recomendaciones para cursar esta asignatura

El estudio y trabajo continuado desde el principio de curso son esenciales para no perder el ritmo de la materia y poder,
finalmente, superar la asignatura.

Es recomendable la realizaciéon de las actividades propuestas, especialmente la resolucién de problemas. Una de las
dificultades de la asignatura se presenta en la construccion del modelo adecuado para resolver los problemas con la ayuda
de las herramientas que se proponen en clase, por lo que es recomendable que el alumno invierta tiempo suficiente para
resolver problemas por si mismo.

Se recomienda haber superado las asignaturas “Calculo de Probabilidades” e "Integral de Lebesgue". Esta recomendacion
tiene como razén intrinseca el hecho de que en la primera parte del curso se reconsideran y profundizan conceptos y
resultados vistos en la asignatura “Calculo de Probabilidades”, a la luz de la teoria de la medida estudiada en la asignatura
"Integral de Lebesgue".

Aun siendo optativa, esta asignatura puede ser de gran interés para aquellos alumnos que quieran complementar y
contemplar desde una perspectiva probabilistica los contenidos de la asignatura "Integral de Lebesgue".
Actividades y fechas clave de la asignatura

Clases de contenidos y de problemas (4 horas por semana en total), segun el horario publicado por el centro.

Cada alumno deberd realizar, al menos, una presentacién oral, individual o en grupo reducido. Dependiendo del desarrollo
del curso, estas presentaciones tendran lugar en clase o en seminarios especificos.

Inicio

Resultados de aprendizaje que definen la asignatura

El estudiante, para superar esta asignatura, debera demostrar los siguientes resultados...

1:



Comprender y manejar las nociones y resultados fundamentales de la teoria de la probabilidad (espacios de
probabilidad, variables aleatorias, esperanzas, modos de convergencia de variables aleatorias,...) de una
forma rigurosa.

2:
Conocer, manejar y utilizar las nociones de independencia de variables aleatorias, asi como sus distintos
modos de convergencia, haciendo hincapié en las leyes fuertes y débiles de grandes nimeros.
3:
Comprender el significado de los distintos teoremas centrales del limite, su fundamentacién y demsotracién a
través de las funciones caracteristicas, y sus diversas aplicaciones a la estadistica y otras ciencias.
4:
Conocer las nociones y resultados basicos de la teorfa de cadenas de Markov y sus multiples aplicaciones a la
modelizacién de fendmenos fisicos, biolégicos y econémicos, entre otros.
5:
Comprender los procesos fundamentales en tiempo continuo, especialmente el proceso de Poisson, y su
potencial aplicabilidad a la modelizacién de problemas procedentes de otras disciplinas cientificas.
Introduccion

Breve presentacion de la asignatura

La asignatura "Teoria de la Probabilidad" es una asignatura optativa del Grado en Matematicas, incluida en el médulo
"Probabilidad y Estadistica". Se pretende con ella, por una parte, afianzar y profundizar en los conceptos y resultados vistos
en la asignatura obligatoria "Calculo de Probabilidades", desde la perspectiva rigurosa proporcionada por la teoria de la
medida. Por otra, adiestrar al estudiante en el arte de la modelizacién de los diferentes fenémenos aleatorios con una
vertiente temporal, mediante la introduccién a la teoria de los procesos estocdsticos. En este sentido, se introducen los
procesos mas simples y con mayor aplicabilidad en las diferentes ciencias, a saber, las cadenas de Markov, como procesos
bésicos en tiempo discreto, y los procesos de Poisson y cadenas de Markov en tiempo continuo, como ejemplos de procesos
en tiempo continuo.

En definitiva, se da mucha importancia tanto a la presentacién rigurosa de contenidos como a los aspectos practicos de
modelizacién a través de la resolucién de problemas y situaciones concretas.

Contexto y competencias

Sentido, contexto, relevancia y objetivos generales de la asignatura

La asignatura y sus resultados previstos responden a los siguientes planteamientos y
objetivos:

La asignatura "Teoria de la Probabilidad" es una asignatura de formacién optativa. Sus principales objetivos son afianzar los
resultados clasicos del calculo de probabilidades, desarrollados en asignaturas previas del médulo "Probabilidad y
Estadistica" y dar una introduccién a la teoria de los procesos estocasticos y sus variadas aplicaciones a diversos problemas
procedentes de la fisica, la economia y la ingenieria, entre otras ciencias.

Contexto y sentido de la asignatura en la titulacion

Se trata de una asignatura optativa dentro del Grado en Matematicas. Culmina de una forma rigurosa los conocimientos
adquiridos en las asignaturas obligatorias dentro del mddulo "Probabilidad y Estadistica". También complementa los tépicos
impartidos en las asignaturas dedicadas a la estadistica dentro del citado mddulo. Finalmente, proporciona otra visién de los
conocimientosdesarrollados en la asignatura "Integral de Lebesgue".

Se recomienda haber superado las asignaturas "Célculo de Probabilidades" e "Integral de Lebesgue".



Al superar la asignatura, el estudiante sera mas competente para...

1:
Comprender y utilizar el lenguaje y el método de la Teoria de la Probabilidad y los Procesos Estocasticos y sus
aplicaciones en la modelizacién de fenémenos aleatorios.

2:
Adquirir nuevos conocimientos y técnicas probabilisticas de forma auténoma y dentro de los estudios del
Grado en Matematicas.

3:
Poder comunicar, de forma oral y escrita, informacidn, ideas, problemas y soluciones del &mbito matematico
a un publico tanto especializado como no especializado.

4:

Utilizar herramientas de blsqueda de recursos bibliograficos en Matematicas y utilizar dichos
recursos en idiomas modernos, especialmente inglés.

Importancia de los resultados de aprendizaje que se obtienen en la asignatura:

Proporciona una formacién de caracter optativo dentro del Grado en Matematicas. Ademas, de afianzar los conocimientos
fundamentales de Probabildiad, se pretende adiestrar al estudiante en el arte de la modelizaciéon de fenémenos aleatorios
que evolucionan a lo largo del tiempo. Se proporciona asimismo una visién suficientemente amplia que permita al alumno
proseguir sus estudios en un futuro en el campo de la Estadistica y la Probabilidad.

Evaluacion

Actividades de evaluacion

El estudiante debera demostrar que ha alcanzado los resultados de aprendizaje previstos
mediante las siguientes actividades de evaluacion

1:
Se efectuard un examen intermedio eliminatorio de materia entre las semanas 8 y 9 del curso. Dicho examen
incluird la materia de los bloques I y Il. Habrd también un examen final en la fecha indicada por el centro que
incluird el resto de la materia desarrollada, si se hubiese superado el examen previo, o toda la materia si no
fuera asi. El alumno podra optar por realizar el examen con toda la materia, aiin habiendo superado el
examen intermedio, si desea mejorar su calificacion.

No obstante, los alumnos podran sustituir los exdmenes por la realizacién de una serie de trabajos, bien de
forma indivudual o en grupo reducido, que se irdn encargando a lo largo del curso. Ademas, deberdn llevar a
cabo la presentacién en clase de alguno de los trabajos realizados.

Dichos trabajos pueden incluir el desarrollo de algln tépico o resultado no visto en clase, la resolucién de
problemas o el estudio de algln tema de interés para completar la formacién de los alumnos.

La calificacidn tendra en cuenta todas las actividades desarrolladas.

Actividades y recursos



Presentacion metodoldgica general

El proceso de aprendizaje que se ha disenado para esta asignatura se basa en lo siguiente:

Clases de teoria: Siguiendo principalmente el modelo de leccién participativa, utilizando el apoyo de medios audiovisuales
u otros recursos si se considerase conveniente, y procurando que exista interaccién con los estudiantes.

Clases de resolucion de problemas: Se trabajara en la resolucién de ejercicios y problemas. Ademas, si fuese necesario
se podran realizar algunas practicas informaticas. Se propondran también problemas y ejercicios. Los alumnos tendran que
realizar su parte de trabajo personal para la resolucion de los problemas propuestos y la redaccién de soluciones.

Dependiendo de las disponibilidades, se realizardn algunos seminarios tutelados de teoria/problemas: En estos seminarios
los estudiantes expondran su trabajo, y plantearan las dudas y dificultades con las que se han encontrado.

Tutorias. Habra un horarios de tutorias personales con el profesor.

Trabajo personal. El estudio individual le permitird asentar los conceptos explicados en las clases, asi como aprender y
aplicar adecuadamente las técnicas explicadas. Deberd manejar otra bibliografia distinta de la propuesta por el profesor,
ademas de los apuntes de clase. También debera dedicar una parte importante de su tiempo a la resolucién de los ejercicios
propuestos.

La asignatura aparece en el Moodle de la Universidad de Zaragoza. Asi, el alumno puede obtener, informacién sobre la
asignatura, apuntes, otra bibliografia, material complementario, hojas de problemas, etc.

Actividades de aprendizaje programadas (Se incluye programa)

El programa que se ofrece al estudiante para ayudarle a lograr los resultados previstos
comprende las siguientes actividades...

1:
El programa que se ofrece al estudiante para ayudarle a lograr los resultados previstos comprende las
siguientes actividades: Clases de teoria y problemas, tutorias y seminarios sobre los siguientes topicos

Bloque I. Espacios de Probabilidad y variables aleatorias.

Tema 1. Probabilidad y medida. El problema de la medida: Conjuntos no medibles, sucesos y sigma
algebras. Espacios de probabilidad. Propiedades de la Porbabilidad. Construcciéon de medidas de probabilidad.

Tema 2. Variables aleatorias. Probabilidad imagen y funcién de distribucién. Relacién entre funciones de
distribucién y variables alaeatorias. Esperanza de variables aleatorias. Desigualdades. Espacios producto:
Vectores aleatorios. Distribuciones condicionales. Independencia de variables aleatorias. Limite de sucesos.
Lemas de Borel-Cantelli.

Bloque Il. Convergencias y Leyes de Grandes Numeros

Tema 3. Convergencia de v.a. Modos de convergencia de sucesiones de variables aleatorias: en
distribucién, en probabilidad, en media de orden p y casi segura. Relaciones mutuas. Teoremas sobre
convergencias.

Tema 4. Leyes de grandes numeros. Leyes débiles de grandes nimeros. Convergencia de series
aleatorias y leyes fuertes de grandes nimeros. Aplicaciones: nimeros normales, métodos de Montecarlo de
integracién numérica, métodos probabilisticos en la aproximacién de funciones.

Tema 5. Funcion caracteristica. Funcion caracteristica: derivacién y momentos, teoremas de unicidad,
inversion y continuidad. Aplicacion al caso de sumas de variables aleatorias independientes.

Bloque Ill. Teoremas Centrales de limite.



Tema 6. Teoremas centrales del limite. Bosquejo histérico. Teoremas de De Moivre-Laplace, Lévy,
Liapunov y Lindeberg-Feller. Aplicaciones: construccién de intervalos de confianza asintéticos. Velocidad de
convergencia en el teorema central del limite.

Bloque IV. Introduccion a los procesos estocasticos.

Tema 7. Cadenas de Markov: primeras propiedades. Definicién y construcciéon de una cadena de
Markov. Ejemplos: recorridos aleatorios, colas, modelizacién de fenédmenos fisicos, biolégicos y econémicos.
Ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Clasificacién de estados: periodicidad, recurrencia y transitoriedad.
Estados recurrentes positivos y recurrentes nulos.

Tiempos de parada: la propiedad de Markov fuerte.

Tema 8. Cadenas de Markov: comportamiento limite. Probabilidades a largo plazo y tiempos medios de
recurrencia. Distribuciones estacionarias o invariantes. Existencia de distribuciones estacionarias. Teorema
ergddico en los casos periddico y aperiddico.Comportamiento en estados transitorios. Probabilidades de
absorcién y tiempos medios de absorcion. Caso finito. Aplicaciones a la modelizacién de fendmenos fisicos,
bioldégicos y econémicos.

Tema 9. Introduccion a los procesos en tiempo continuo. Teorema de consistencia de Kolmogorov. El
proceso de Poisson: construccion y propiedades. Procesos de Poisson no homogéneos y compuestos.
Aplicaciones a la modelizacién en ingenieria. Cadenas de Markov en tiempo continuo. Aplicaciones.
Introduccién al movimiento browniano.
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Planificacion y calendario

Calendario de sesiones presenciales y presentacion de trabajos

Todas las actividades presenciales se imparten seguin horario establecido por el centro, publicado con anterioridad a la fecha
de comienzo de curso.
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