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Proélogo

Esta disertacion es un requerimiento parcial para la obtenciéon del grado
académico de Doctora por la Universidad de Zaragoza. Este trabajo se ha
llevado a cabo en el Area de Mecanica de Fluidos, bajo la supervision del
Doctor Norberto Fueyo, Profesor Titular de la Universidad de Zaragoza.

En esta tesis se propone un nuevo algoritmo de resolucion acoplada de
las ecuaciones de Navier-Stokes, basado en una implementacion parcialmente
implicita del método de interpolacion del momento. Su contenido se es-
tructura en nueve capitulos. El primero de ellos presenta una introduccion
general de los temas tratados en este trabajo y el ultimo un resumen de las
principales conclusiones junto con posibles lineas futuras de investigacion.
El resto de capitulos puede agruparse en tres grandes secciones. En primer
lugar, se describe detalladamente el algoritmo de discretizacion y resolucion
acoplada e implicita de las ecuaciones de Navier-Stokes propuesto en este
trabajo (los Capitulos 3 y 4 contienen las contribuciones mas relevantes)
y se muestra su comportamiento en casos utilizados habitualmente para la
validacion de algoritmos numéricos (Capitulo 6). A continuacion, el Capitulo
7 trata sobre la aplicacion del método a la resolucion de flujos turbulentos
mediante el modelo de Simulacién de las Grandes Escalas (LES) e incluye
la motivacion para su tratamiento, una breve introducciéon a la teoria y un
caso de aplicacion practica del algoritmo a LES. Finalmente, el Capitulo
8 presenta el comportamiento computacional del codigo de CFD paralelo
desarrollado durante este trabajo, y con el que se han obtenido todos los
resultados presentados en el cuerpo de esta memoria.

El orden de los capitulos no sigue necesariamente el orden cronologico de
la investigacion. En la memoria se ha tratado de exponer en primer lugar
los temas con contenidos novedosos y asi, por ejemplo, aunque la verificacion
del codigo computacional es un paso previo al resto, en esta memoria se
presentan antes los resultados del anélisis del comportamiento del algoritmo
de resolucion acoplada de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Por tdltimo, en el Apéndice A se describe brevemente la estructura del
codigo desarrollado y en el Apéndice B se presenta el contenido del CD
anexo a esta memoria con informacién suplementaria.
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Resumen

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo para resolver las ecua-
ciones de Navier-Stokes de una manera acoplada e implicita que combina
técnicas utilizadas por los dos grandes grupos de algoritmos tradicionales
(i.e. métodos basados en la presion, implicitos y segregados, y métodos
basados en la densidad, explicitos y acoplados). Con el proposito de mejorar
el namero de condicionamiento de la matriz del sistema acoplado, se deduce
una ecuacioén para la presion a partir de las ecuaciones de continuidad y
cantidad de movimiento y se anade un término de compresibilidad artificial
a la ecuacion de Poisson resultante.

La ecuaciones de Navier-Stokes son discretizadas siguiendo el método
de volumenes finitos y el modelo de malla colocalizada. Para evitar el bien
conocido fenomeno de desacoplamiento velocidad-presion que ocurre en este
tipo de mallas, las componentes de velocidad del flujo mésico a través de
las caras correspondientes se calculan mediante el modelo de Interpolacion
del Momento, que anade un término de correccion a la interpolacion lineal
estandar entre nodos; dicho término involucra gradientes de presion entre
el propio nodo y el vecino correspondiente. En este trabajo se propone una
nueva expresion que evita ciertas inconsistencias de la formulacion original
y permite ademds obtener una ecuacion de Poisson (para la presion) com-
pacta, asi como su implementacion parcialmente implicita, consiguiendo el
acoplamiento velocidad-presion (up — pp) en la misma iteracion (la actual),
sin aumentar el tamano de la molécula computacional.

La resolucion, mediante un codigo de CFD paralelo desarrollado ex pro-
feso para este trabajo, de una amplia gama de casos de validacion, muestra
un algoritmo con buen comportamiento en lo referente a precision, robus-
tez y escalabilidad numérica, apto para resolver flujos tanto incompresibles
y altamente dominados por la conveccion como con fuertes gradientes de
temperatura y densidad variable. Los términos transitorios son discretizados
mediante un esquema implicito, comprobandose la eficiencia y precision del
método implicito para flujos no estacionarios mediante la resolucion del
desprendimiento de vortices laminar tras un cilindro cuadrado.

Por ultimo, se muestra la capacidad del algoritmo propuesto para resolver
un problema computacionalmente exigente: la simulacién tridimensional y
transitoria del desprendimiento de vortices turbulento a un nimero de Rey-
nolds moderadamente alto (Re = 21400) mediante el modelo de Simulacion
de las Grandes Escalas (LES).



Abstract

In this work, a new algorithm for solving the Navier-Stokes equations in a
coupled and implicit manner is proposed; it combines techniques alternatively
used in the two traditional approaches in the field (i.e. methods based on
pressure, implicit and segregated, and methods based on density, explicit and
coupled). In order to improve the conditioning of the matrix of the coupled
system, an equation for pressure is derived from the equations of continuity
and momentum, and a term of ‘artificial compressibility’ is added to the
resulting Poisson equation.

The Navier-Stokes equations are discretized according to the finite volume
method and the co-located grid scheme. To avoid the well-known phenome-
non of velocity-pressure decoupling that occurs in this kind of grids, the
velocity components of the mass flow through the corresponding faces are
calculated following the Momentum Interpolation method, which adds a
corrective term to the standard lineal interpolation between nodes; such
term involves pressure gradients between each node and its corresponding
neighbour. This work makes use of a new formulation for this interpolation
which avoids some of the inconsistencies in the original expression; it also
allows to obtain a compact Poisson equation (for pressure), as well as its im-
plementation in a partially implicit way, thus achieving the velocity-pressure
coupling (up — pp) in the same (current) iteration, without increasing the
size of the computational molecule.

The solution of a wide range of benchmark cases, by means of a parallel
CFED code also developed along this research, confirms the good behaviour
of the algorithm regarding accuracy, robustness, and numerical stability.
It is found adequate for both incompressible, highly convection-dominated
flows and those where strong temperature gradients and variable density
are present. The transient terms are discretized in an implicit manner; the
efficiency and accuracy of the implicit method for non-stationary flows have
been verified solving, as a test case, the laminar vortex shedding after a
square cylinder.

Finally, the capacity of the proposed algorithm for solving a computatio-
nally demanding problem is shown: the simulation of the three dimensional,
transient and turbulent vortex shedding at a moderately high Reynolds
number (Re = 21400) is performed using Large Eddy Simulation (LES).
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Capitulo 1

Introduccién general

La stmulacion acaso no es ni teoria ni experimento sino una
tercera aproximacion a la realidad a punto de renovar el mismo
método cientifico con tres dialécticas (experiencia-simulacion,
teoria-simulacion y experiencia-teoria).

- Jorge Wagensberg

Este trabajo de investigacion se enmarca en el campo de la Fluidodinami-
ca Computacional (CFD, de sus siglas en inglés), que engloba la resolucion
numérica de la ecuaciones que rigen el movimiento de los fluidos con el fin de
obtener, para un problema particular (definido por unas condiciones iniciales
y de contorno), el campo solucion discreto (es decir, el valor de las variables
en cada uno de los nodos que forman la malla computacional, en cada paso
del tiempo).

En este capitulo se exponen las razones generales que motivaron este
trabajo y los objetivos concretos planteados, junto con una breve exposicion
del estado del arte en la materia. Se presenta una descripcion mas detallada
de cada campo en capitulos posteriores.

1.1. Motivacion

La Fluidodinamica Computacional ha experimentado una gran evolucion
desde sus inicios (en los anos 60), con aplicaciones reducidas al ambito
académico y conocida por un escaso nimero de expertos, hasta convertirse
en una herramienta de alcance industrial, ampliamente utilizada (y quiza
ya imprescindible) en el diseno y analisis de dispositivos de ingenieria. A
esta rapida expansion contribuyeron tanto el crecimiento de la potencia
de los recursos computacionales (y su abaratamiento) como el desarrollo
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de algoritmos numeéricos para resolver las ecuaciones de manera eficiente
y con un bajo requerimiento de memoria, haciendo viable la simulacion de
configuraciones realistas. El punto de inflexion lo marco, quizé, la publicacion
en 1972 del primer método segregado para resolver las ecuaciones del flujo
incompresible (Patankar y Spalding [84]), junto con el desarrollo de métodos
de discretizacion para mallas complejas (anos 80); finalmente, la aparicion
de codigos comerciales (FLUENT, CFX, etc.) ‘popularizo’ definitivamente la
CFEFD como herramienta industrial.

En la dltima década este campo esté experimentando una nueva transfor-
macion, esta vez propiciada por la expansion en la disponibilidad de memoria
computacional y por el progreso en los métodos iterativos para resolver
sistemas lineales. El hecho de que los requerimientos de memoria sean cada
vez menos un cuello de botella y de que el patron de llenado de la matriz de
coeficientes pueda ser mas complejo ha conducido a un replanteamiento de los
algoritmos tradicionales, disenados en el marco de los recursos computacio-
nales y numéricos disponibles en la época en la que se desarrollaron; ademas,
conforme se extiende el uso de la CFD en el campo industrial, también crecen
sus exigencias. Se requieren c6digos eficientes y robustos, capaces de resolver
con precision y fiabilidad fendémenos fisicos complejos en un tiempo razonable
y evitando (en la medida de lo posible) la presencia de pardmetros numeéricos
libres a elegir por el usuario en funciéon de su experiencia. Puesto que los
métodos completamente acoplados e implicitos pueden en principio satisfacer
estas necesidades (a costa de penalizar en memoria), se dedican actualmente
importantes esfuerzos a su desarrollo (ésta es también la vision expuesta en
el articulo publicado en 2007 por Acharya et al. |1] en un nimero especial
de la revista Journal of Heat Transfer-Transactions of ASME en honor del
Profesor Patankar). El presente trabajo se enmarca en esta novedosa linea
de investigacion.

1.2. Estado del arte

El método de discretizacion, las variables incognita, la distribucion de
dichas variables en la malla computacional o el algoritmo para resolver el
sistema algebraico resultante de la discretizacion de las ecuaciones de Navier-
Stokes presentan diversas opciones entre las que elegir en el desarrollo de un
codigo de Fluidodinamica Computacional.
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Mallas decaladas y colocalizadas

En este trabajo se usa el método de discretizacion de las ecuaciones de
Navier-Stokes de volimenes finitos, basado en una particion del dominio
del problema en pequenios volamenes de control (o celdas) y la aplicacion
de las ecuaciones de conservacion a cada celda. Una eleccion clave en el
procedimiento de discretizacion es la disposicion de las variables en la malla
computacional. Habitualmente se usan dos métodos: malla colocalizada y
malla decalada (una comparacion detallada de ambos métodos se encuentra
en [85]). El primero puede considerarse como la opcion ‘natural” ya que
el valor de todas las incognitas es almacenado en el centro de las celdas.
Sin embargo, dicha disposicion presenta una desventaja importante cuando
se resuelve una gran mayoria de flujos: puesto que so6lo el gradiente de
presion, y no directamente la presion, aparece en las ecuaciones de cantidad
de movimiento, su discretizacion colocalizada puede desacoplar la presion
y la velocidad en una celda, resultando en campos de presion oscilatorios,
conocidos como campos tipo ‘tablero de ajedrez’ (en una malla estructurada
y rectangular, por ejemplo, los gradientes de presion entre las celdas per-
tenecientes a las filas impares son correctos y también lo son entre las de
las pares; el nivel absoluto de la presiéon en un grupo de celdas respecto al
otro estd, en cambio, desplazado). Por esta razon, la alternativa de malla
decalada se usa con frecuencia en dominios cartesianos. En este modelo, las
componentes de velocidad se desplazan a las correspondientes caras de la
celda, mientras que los valores de la presion (y, en su caso, otras variables
transportadas, como la temperatura) se mantienen en el centro de la celda,
consiguiendo de esta manera un fuerte acoplamiento entre la velocidad y la
presion. La extension de este algoritmo a geometrias complejas, sin embargo,
no es directa. Asi, por ejemplo, Zang et al. [117] discuten diversas elecciones
para las componentes de la velocidad (cartesianas o covariantes) sobre mallas
curvilineas y decaladas e informan de dificultades en la implementaciéon de
todas ellas debido a un excesivo gasto computacional, a la complejidad en
la discretizacion o a la pérdida de un acoplamiento fuerte entre velocidad
y presion. Ademas, puesto que el modelo decalado debe manejar cuatro
mallas diferentes (en 3D), la implementacion de técnicas multi-malla para
la aceleracion de la convergencia del procedimiento iterativo de resolucion
del sistema no lineal de ecuaciones es una tarea ardua.

Un modelo alternativo, que puede ser considerado como una combinacion
entre la disposicion colocalizada y decalada de las variables, fue propuesto
por Rhie and Chow [92]. Se retiene la simplicidad de las mallas colocalizadas
almacenando todas las incognitas (tanto las componentes cartesianas de
la velocidad como la presion y otros escalares) en el centro de las celdas.
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Ademas, unas nuevas variables, las velocidades de conveccion (i.e. aquellas
involucradas en el calculo del flujo de masa a través de las caras de las celdas),
son definidas en la correspondiente cara de la celda y se calculan usando una
interpolacion especial (llamada Interpolacion del Momento') con el propo-
sito de conseguir un acoplamiento fuerte entre la velocidad y la presion en
cada nodo (ver Figura 2.1, méas adelante). Dicha interpolacion se basa en la
formulacion de una ecuacion de cantidad de movimiento discretizada en la
cara de la celda, de tal forma que el cilculo del gradiente de presion implica
valores de presion en los nodos adyacentes a la cara y, consecuentemente,
en el propio nodo. Sin embargo, el modelo de Rhie and Chow presenta
algunas inconsistencias y las soluciones obtenidas pueden depender del factor
de relajacion o del paso de tiempo utilizado ([65], [74], [18], [115]). La unica
mejora encontrada en la bibliografia de la Interpolacion Original del Momento
que evita de manera eficaz estas indeseables dependencias de la solucion es
la formulacion presentada por Yu et al. [116], escasamente utilizada debido
a su compleja implementacion.

Algoritmo de resolucién

Respecto a la manera de resolver las ecuaciones discretizadas, los algo-
ritmos de CEFD se clasifican frecuentemente en dos grandes grupos: métodos
basados en la presion y métodos basados en la densidad [114]. Historicamente,
los métodos basados en la presion se propusieron para resolver flujos incom-
presibles, mientras que los métodos basados en la densidad se desarrollaron
principalmente en el campo de la aeronautica y se dedicaron a la resolucion
de flujos en régimen transoénico o hipersonico. El caracter hiperbolico de las
ecuaciones que gobiernan el flujo compresible permite resolver el problema
usando un esquema explicito de integracion temporal, avanzando las variables
dependientes en el tiempo a partir de un campo inicial. La densidad es
la variable dependiente de la ecuacion de continuidad (donde aparece la
derivada temporal de dicha variable) y una ecuacion de estado relaciona
la densidad con la presion. En flujos incompresibles, en cambio, la relacion
entre densidad y presion es débil, y el papel que representa la ecuacion de
continuidad se reduce al de una mera ligadura para la presion, de forma que
cuando los valores de los gradientes de presion introducidos en las ecuacio-
nes de cantidad de movimiento son los correctos, las velocidades obtenidas
satisfacen el criterio de conservacion de la masa. Los métodos basados en
la presion superan las dificultades numeéricas asociadas a esta ausencia de

'El nombre original Momentum Interpolation usado en inglés ha sido traducido como
Interpolacion del Momento, aunque quizé el término cantidad de movimiento es utilizado
con mas frecuencia en espanol para referirse al momento lineal.

4
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una ecuacion para la presion mediante la resolucion segregada (o secuencial,
desacoplada) de cada ecuacion de conservacion: se deduce una ecuacion de
correccion de la presion a partir de la ligadura de continuidad y se lleva a
cabo un proceso iterativo entre las soluciones de cada ecuacion hasta que se
alcanza un campo de velocidades con divergencia nula en la convergencia.
Son algoritmos implicitos, donde habitualmente se resuelve cada ecuacion
mediante un método iterativo para ecuaciones lineales, y cuya convergencia
depende de la dominancia de la diagonal principal (una condicion suficiente).
Acharya et al. presentan una revision de la evolucion historica de los métodos
basado en la presion (desde los anos 70 hasta la actualidad) en [1].

Existen algunos tipos de flujos, sin embargo, cuyas caracteristicas no
pertenecen claramente a ninguno de los dos grupos. Este es el caso, por ejem-
plo, de flujos en los que varia la densidad debido a fuertes efectos térmicos
(como ocurre en combustion) o configuraciones en las que el flujo presenta
un comportamiento subsonico en unas zonas y supersonico en otras (como
es el caso en tuberias convergentes y divergentes). En el primer grupo la
aplicacion de métodos segregados puede deteriorar la eficiencia o robustez
del procedimiento de resolucion: aunque la técnica conocida como relajacion
ayuda a suavizar las sucesivas actualizaciones de las variables dependientes,
conseguir la convergencia del método iterativo puede resultar dificil en pro-
blemas con fuerte acoplamiento entre las variables fisicas. Por otra parte, los
esquemas de tiempo explicito hacen que los métodos basados en la densidad
sean muy ineficientes cuando resuelven flujos compresibles a bajo niimero de
Mach debido a la gran disparidad de escalas existente (generalmente) entre la
velocidad actstica y la de propagacion convectiva. Criterios de estabilidad del
método numérico imponen pasos de tiempo del orden del tiempo de residencia
de la onda actistica, y éstos son prohibitivamente pequenos para capturar las
propiedades fisicas del flujo medio.

Si bien a lo largo de los anos se han propuesto diferentes mejoras en
ambas clases de algoritmos con el fin de extender su rango de aplicabilidad, los
planteamientos iniciales para su desarrollo (basados en el requisito de un bajo
consumo de memoria y en las limitaciones de los métodos iterativos lineales)
se han quedado en cierta medida obsoletos debido, por un lado, a la fuerte
expansion de los recursos computacionales (célculos masivamente paralelos,
en los que la memoria utilizada es cada vez menos el factor limitante) vy,
por otro lado, al progreso en los métodos iterativos para resolver sistemas
lineales. Como se mencioné arriba, en los dltimos anos se estan dedicando
importantes esfuerzos al desarrollo de algoritmos unificados, que resuelven
acoplada e implicitamente las ecuaciones de Navier-Stokes. El objetivo es
conseguir algoritmos eficientes (en tiempo de CPU), robustos y aptos para
resolver una amplia variedad de flujos.
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Una ventaja importante de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes de
una forma acoplada es que la robustez del método no se ve afectada de una
manera negativa por la necesidad de tener en cuenta el acoplamiento entre
las variables fisicas. Sin embargo, este método no ha sido tradicionalmente
usado para flujos incompresibles, debido a que la matriz del sistema resul-
tante de la discretizacion estda mal condicionada y la solucién numérica del
sistema resulta dificil, siendo necesario precondicionar la matriz. Han surgido
diferentes estrategias de precondicionamiento, segiin provenga su desarrollo
historico de métodos basados en la presion o en la densidad. Dentro de los
basados en la presion, los intentos iniciales para evitar los ceros en la diagonal
principal consistieron en la reordenacion de las ecuaciones o en el método de
penalizacion, que incluye el término artificial p/A (con A un parametro a
ajustar) en la ecuacion de continuidad. Sin embargo, los resultados de estos
intentos no fueron satisfactorios: en el primer caso, se requerian técnicas
de reordenacion demasiado sofisticadas y costosas; en el segundo, aunque el
nimero de iteraciones para alcanzar la convergencia se reducia de una manera
importante respecto a las formulaciones segregadas, el coste computacional
por iteracion era mucho més elevado y en su conjunto resultaba ser un
método menos eficiente [82]. Deng et al. propusieron una mejora del nimero
de condicionamiento de la matriz con un mayor sentido fisico, basada en la
deduccion de una ecuacion de Poisson para la presion desde la ecuacion de
continuidad (]25],[24]). Su propuesta implicaba la resolucion de un conjunto
adicional de variables (las llamadas pseudo-velocidades) para implementar la
ecuacion discretizada de la presion sin incrementar el tamano de la molécula
computacional. Mas recientemente, Ammara y Masson compararon una for-
mulacion similar con los métodos segregados y encontraron que su modelo era
maés eficiente, y robusto, para todos los problemas estudiados (flujo laminar)
[3].

Por otra parte, el precondicionamiento aplicado en los métodos basados en
la densidad para mitigar las dificultades numeéricas asociadas a la disparidad
de escalas en un flujo compresible a bajo nimero de Mach, se basa habitual-
mente en el método conocido como pseudo-compresibildad [20], consistente en
la adicion de un término transitorio artificial para la presion en la ecuacion de
continuidad, viz (1/3)0p/0t. Este modelo, sin embargo, puede sufrir falta de
robustez ya que se debe elegir, sirviendo como guia la experiencia numeérica,
un parametro libre 3. Se han propuesto en la literatura modelos alternativos
y mas sofisticados, basados en la definicion de una velocidad pseudo-actstica
(1/8 = 0p/dp = 1/c;) y una matriz no diagonal de precondicionamiento
([114], [66], [109]). Dicha velocidad pseudo-actustica ¢, puede ser referida a
una velocidad tanto global como local, no siendo enteramente satisfactoria
ninguna de las dos opciones: la definicion de una velocidad global es dificil
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en flujos compresibles con miultiples regimenes de ntimero de Mach, mientras
que la especificacion de una velocidad local apropiada es un tema abierto en
torno a las regiones de estancamiento [109], donde dicha velocidad local (y
de ahi () tienden a cero.

Por otro lado, la introduccion del término de pseudo-compresibilidad
como precondicionador modifica las ecuaciones originales que rigen los flujos
no estacionarios. El procedimiento de integracion en el tiempo conocido
como paso dual se usa habitualmente para obtener soluciones transitorias
precisas |99]: el campo de flujo en cada paso de tiempo fisico es tratado
como un problema estacionario en el pseudo-tiempo, cuya soluciéon convergida
proporciona una solucién precisa en el tiempo. Este método, implicito en la
integracion del término temporal real, permite elegir el paso de tiempo de
acuerdo con las escalas que gobiernan el flujo; las estrategias para mejorar la
convergencia del método numeérico se confinan al término artificial.

La resolucion implicita del sistema acoplado evita las restricciones en el
maximo paso temporal impuestas por la condicion de estabilidad numérica;
sin embargo, la robustez y eficiencia de los métodos usados para resolver
los sistemas resultantes, grandes, pseudo-lineales y acoplados, son esenciales,
y aun mas, para flujos no estacionarios. En el marco de cédigos acoplados
desarrollados a partir de métodos basados en la densidad (méas abundantes
en la literatura que los que provienen de métodos basados en la presion), la
linealizacion de las ecuaciones se lleva a cabo mayoritariamente mediante una
aproximacion de tipo Newton ([17], [69], [114], [99]). Sin embargo, la reduc-
cion del esfuerzo computacional de construir el Jacobiano de la matriz en los
métodos de Newton (para estrategias tanto inexactas como aproximadas) y
el diseno de precondicionadores robustos para la matriz Jacobiana son temas
abiertos ([24], [27]). En el conocimiento de la autora de esta memoria, solo
Deng et al. ([25], [24]), y Ammara y Masson en [3] estudian un procedimiento
de sustitucion sucesiva (Picard) y métodos iterativos lineales para resolver
un sistema acoplado. Estos mismos autores llevaron a cabo una comparacion
con la linealizacion tipo Newton y no encontraron una tendencia concluyente:
el procedimiento tipo Newton requiere menos iteraciones para alcanzar la
convergencia, pero es menos robusto y requiere més gasto computacional por
iteracion, atribuible a la mala condicion de la matriz jacobiana.

Simulacién de las Grandes Escalas de un flujo turbulento

Un reto importante para esta nueva clase de algoritmos, acoplados e
implicitos, es la resolucion de flujos turbulentos mediante el modelo de Simu-
lacion de las Grandes Escalas (LES). La turbulencia, presente en una gran
mayoria de aplicaciones practicas, es un fenémeno muy complejo que necesita



1. Introduccion general

de modelizacion para poder ser resuelta en configuraciones realistas. Un
mecanismo esencial de la turbulencia es la cascada de energia, por el cual se
transfiere energia desde las escalas mas grandes (del orden de las dimensiones
del problema) hacia escalas méas y mas pequenas, hasta un tamano en el que
la disipacion viscosa molecular es efectiva (ver, por ejemplo, Pope |88| para
una revision de flujos turbulentos y modelos para su calculo numeérico). Resol-
ver directamente las ecuaciones de Navier-Stokes discretizadas (Simulacion
Numérica Directa, DNS) capturando este amplio rango de escalas requiere
una densidad de malla prohibitiva. Si bien el modelo RANS, basado en el
promediado en el tiempo de las ecuaciones de Navier-Stokes ha sido utilizado
con éxito en aplicaciones industriales para conocer tendencias y mejorar
disenos, la técnica LES es, en la actualidad, la més prometedora. Se basa
en la idea de resolver de manera directa tinicamente las escalas mayores de la
turbulencia y modelizar el efecto de las pequenas (que consiste, basicamente,
en la absorcion de energia de las escalas grandes). Aunque, respecto a RANS,
las soluciones obtenidas con LES tienen un mayor caracter predictivo (pro-
porciona campos instantaneos) y universal (el comportamiento de las escalas
que se modelan, ¢.e. las que pertenecen al rango inercial de la cascada de
energia, depende poco del problema particular), su aplicacion en problemas
practicos se ha visto algo ralentizada. Por un lado, el diseno de la malla
influye de manera importante en los resultados y, ademés, parece necesario
avanzar en los diferentes modelos tebricos para utilizarlos con confianza en
mallados complejos; el método necesita ganar por tanto en robustez. Por otro
lado, son simulaciones transitorias que requieren una resolucién tanto espacial
como temporal fina para que las escalas méas pequenas que se resuelven
pertenezcan al rango inercial, donde es valido el modelo: son simulaciones,
aunque generalmente asumibles, computacionalmente costosas. Debido a esta
exigente resolucion espacial, se usan por lo general métodos explicitos de
integracion temporal en LES. Sin embargo, las mallas utilizadas también
son finas y la restriccion en el paso temporal impuesta por la condicion de
estabilidad numérica puede ser varios 6rdenes de magnitud menor que el
requerido por consideraciones fisicas. Es en este punto donde un algoritmo
eficiente, acoplado e implicito, puede reducir el coste computacional de una
simulacion LES, contribuyendo a su viabilidad en aplicaciones practicas. En
la literatura se encuentran escasos estudios de la ganancia en eficiencia de un
método implicito respecto a uno explicito en LES (|2], [57]). En el Capitulo 7
de esta memoria se lleva a cabo una introduccién mas amplia a este campo.

Por ultimo, ademéas de precision, eficiencia y robustez (mejores métodos
numéricos y modelos fisicos), la aplicacion industrial necesita que los resul-
tados numeéricos sean fiables. Asi, instituciones de prestigio han desarrollado
protocolos para verificar y validar los codigos de CFD. Es decir, guias para
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cuantificar, una vez implementados los modelos fisicos y numéricos en un
codigo computacional y eliminadas los fallos en la programacion, tanto los
errores debidos al modelo fisico como los errores debidos a la discretizacion de
las ecuaciones y la resolucion del sistema algebraico. Oberkampf y Trucano
han revisado recientemente el estado del arte en verificacion y validacion, y
formulan recomendaciones para disenar experimentos y soluciones numeéricas
de referencia con los que comparar los resultados obtenidos con un cédigo
dado de CFD [79].

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es contribuir al desarrollo de la nueva
clase de algoritmos mediante la propuesta de un nuevo método, con bases
sOlidas, para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes de manera acoplada
e implicita en mallas colocalizadas. Para ello, se plantean los siguientes
objetivos concretos:

= Mejorar el modelo original de Interpolacién de Momento para evitar
las oscilaciones espurias de presion en mallas colocalizadas; se pretende
obtener una formulacion consistente (es decir, que genere soluciones
independientes de la relajacion y el paso temporal) y, también, sencilla
de implementar.

= Revisar las técnicas de precondicionamiento de los métodos basados
tanto en la presion como en la densidad, y buscar un nuevo método
acoplado e implicito, que pueda beneficiarse de ambos tipos de técnicas.

s Desarrollar un nuevo codigo de CFD paralelo (para poder ejecutar
casos computacionalmente exigentes) donde implementar y analizar
el algoritmo acoplado e implicito propuesto; comprobar el comporta-
miento del codigo en tres aspectos: verificacion, escalabilidad paralela
y optimizacion en el uso de memoria y tiempo de CPU.

» Estudiar el comportamiento del nuevo algoritmo propuesto en un am-
plio repertorio de casos utilizados habitualmente para validar los méto-
dos numeéricos (configuraciones sencillas, pero que presentan compor-
tamientos complejos del flujo, de tienen interés practico), analizando
tanto la precision de las soluciones obtenidas como la eficiencia y la
robustez del método.

s Aplicar el algoritmo acoplado e implicito a la resolucion de un flujo
turbulento mediante el modelo de Simulacién de las Grandes Escalas
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(LES), comparando los resultados obtenidos con trabajos experimen-
tales y computacionales previos y estimando la ganancia en eficiencia
del método implicito respecto a otro explicito.
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Capitulo 2

Ecuaciones que gobiernan el flujo
y algoritmo de discretizacion

Y Dios dijo: que Newton sea.
- Alexander Pope

En este capitulo se presentan las ecuaciones que describen los tipos de
flujos resueltos en este trabajo, y el algoritmo de discretizaciéon usado para su
resolucion. Se describen el método de volimenes finitos con una disposicion
colocalizada de las incognitas en la malla y la estrategia conocida como
limitador de flujo para construir esquemas convectivos de alto orden con
buenas propiedades numeéricas. Asimismo, se tratan los esquemas implicitos,
multi-punto, para la integraciéon temporal de las ecuaciones en flujos no
estacionarios.

2.1. Ecuaciones que gobiernan el flujo

El algoritmo desarrollado en este trabajo se aplica tanto a flujos incom-
presibles como a flujos compresibles a muy bajo ntimero de Mach. Para
modelar estos flujos se utiliza una version simplificada de las ecuaciones
de Navier-Stokes que retienen, no obstante, todos los fenémenos de interés
desde el punto de vista de exigencia algoritmica. Estas ecuaciones son las de
continuidad y cantidad de movimiento, y una ecuacién para la temperatura
derivada a partir de la ecuacion para la energia. Puesto que la velocidad del
flujo es pequena comparada con la del sonido, se desprecian los efectos del
trabajo de las fuerzas de presion y de la disipacion viscosa, y se considera
variable la densidad (y otras propiedades termodinamicas del fluido), si bien

11
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se supone dependiente tinicamente de la temperatura (y no de la presion).
Las ecuaciones utilizadas son !:

G =0 (2.1)
(Opvi) | 9(pvivy) ap | 07
— — g 2.2
8t + 825']‘ 825‘2 * 825']‘ PG ' ( )
(0pT)  O(pv;T) O OT
o " on, " on o) (2:3)

donde g; es la componente ¢ de la aceleracion de la gravedad, x es un coefi-
ciente de difusion térmica y el calor especifico ¢, se ha supuesto constante.
El tensor de esfuerzos viscosos 7;; es :

, 8% 8’0]' 2 8’01
- _ L5 8n 2.4
Tig {axj T o 3%, } ’ (24)

siendo p la viscosidad del fluido.
En los siguientes apartados se describen los procedimientos de discretiza-

cion usados para transformar estas ecuaciones en derivadas parciales en un
sistema algebraico de ecuaciones, apto para ser resuelto numéricamente.

2.2. Algoritmo de discretizacion sobre mallas
colocalizadas

Las variables primitivas (v;, p y T) se eligen como las incognitas del
sistema y se disponen en la malla siguiendo el modelo de malla colocalizada.
Asi, la presion p, las componentes cartesianas de velocidad v; y (si se requiere)
otras variables transportadas ¢ son almacenadas en el centro de las celdas.
Ademas, siguiendo el modelo de la interpolacion del momento (mencionado
en la introduccion y descrito en detalle en el Capitulo 3), se define un nuevo
conjunto de variables, las llamadas velocidades convectivas (velocidades invo-
lucradas en el calculo del flujo de masa a través de las caras), y se almacenan
en la cara correspondiente. La Figura 2.1 ilustra (en un ejemplo en 2D, por
simplicidad) la notacion y la disposicion de variables seguida en este trabajo.
Se emplean letras maytusculas para referir a las celdas y mintsculas para sus
caras. Las velocidades convectivas estan etiquetadas con el superindice M [
(de las siglas en inglés de Interpolacion del Momento).

!Se puede encontrar una deduccion razonada de las ecuaciones generales en [54].

12
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Figura 2.1: Notacion en la celda (izquierda) y disposicion colocalizada de las
variables (derecha)

En el método de volumenes finitos se discretiza el espacio fisico en pe-
quenos volumenes de control (o celdas) y se aplica en cada uno de ellos las
ecuaciones de conservacion (Ecuaciones (2.1)-(2.3)), expresadas en su forma
integral [29]. Dichas ecuaciones pueden escribirse de forma general como la
suma de los términos temporal, convectivo, difusivo y fuente de una variable
transportada ¢:

@@+ mwmm—fp@m¢mmz/5%v , (2.5)
v Ot A A v

donde V' es el volumen de control y A es la superficie que limita dicho
volumen, N es el vector unitario normal a la superficie apuntando hacia
afuera, v es el vector velocidad, p es la densidad del fluido, I'? es un coeficiente
de difusion para el escalar ¢, y Sf; engloba todos los términos fuente (o
sumideros) de ¢. Las integrales de superficie y de volumen son calculadas
considerando constantes los valores del integrando, e iguales al valor en el
centro de la cara o celda, lo que constituye una aproximacion de segundo
orden de la integral (teorema del punto medio). Este procedimiento conduce
a la siguiente ecuacion semi-discretizada, escrita para una celda P:

0 0
po Vo + Z 0
nb(P

: ¢
—_— m — e Ay ——
ot nb¢nb Z nb<inb 81'7117
nb(P)
El sumatorio en la ecuacion anterior recorre todas las caras de la celda, (i.e. ,
nb = {w,e,s,n} ? en un problema 2D; ver Figura 2.1), siendo 1, el flujo
a través de la cara nb: My, = pupAnpvns. Aqui, v, es la componente de la

=S0Vp . (2.6)

nb

P )

Znb, por 'neighbour’, ‘vecino’.
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velocidad (i.e. , la componente en la direccion normal a la cara nb). El area
de la cara A, se define como A,, = An - €& (siendo & el vector unitario del
sistema de referencia) y es por tanto positiva en las caras este y norte y
negativa en las oeste y sur. Por ultimo, x,; representa la direccién normal a
la cara nb.

Puesto que la disposicion de las incognitas en la malla sigue el modelo
colocalizado, todos los valores en las caras que aparecen en la ecuaciéon
discretizada (Ecuacion (2.6)) deben ser referidos a valores en los centros
de las celdas. A continuacion, se describe las aproximaciones utilizadas en
este trabajo. Para calcular la derivada espacial de ¢ en el término difusivo,
se emplea el esquema de diferencias centradas (CDS), que da lugar para la
direccion x, a modo de ejemplo a:

0¢/0x. = 0¢/0x1|, > (¢ — ¢p)/(Ax1p + Ax15)/2 : (2.7)
0¢/0x,, = 0¢/0x1], > (bp — dw)/(Ax1p + Azyy))/2

El simbolo B> puede ser leido como “calculado como”, o “aproximado como”.
Por simplicidad, se empleara x en lugar de x; de ahora en adelante donde su
uso no sea ambiguo.

Respecto al término convectivo, el flujo mésico m,,; debe satisfacer el
balance de masa total en cada celda y es apropiado el uso de una interpolacion
lineal para las velocidades involucradas en su calculo®. Sin embargo, es bien
conocido que el uso de una interpolacion lineal para las variables transpor-
tadas ¢ puede conducir a campos con oscilaciones espurias en regiones de
gradientes altos [29]. El esquema convectivo Upwind tiene en cuenta la direc-
cion del flujo para evitar dichas soluciones sin sentido fisico. Este esquema es
una aproximacion de primer orden que introduce difusion artificial, numeérica,
en las ecuaciones de transporte y no resulta adecuado para obtener soluciones
precisas [56]. En este trabajo se usan esquemas convectivos de alto orden para
obtener aproximaciones menos difusivas. De ahora en adelante, la notacion

“5 indicard la interpolacion a la cara nb de ¢ siguiendo un determinado
esquema convectivo C'S.

En el caso de las ecuaciones de cantidad de movimiento, el término fuente
incluye el gradiente de presion. Dicho término es discretizado como la fuerza
de presion sobre la celda en la direccion correspondiente f;p; para la direccion
x, es:

fo E _(Awpw + Aepe) . (28)

3No obstante, para evitar el indeseable desacoplamiento velocidad-presién que ocurre
en mallas colocalizadas, se anade una correcciéon a la interpolaciéon lineal siguiendo el
método de interpolacion del momento.
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Los valores de presion en las caras son entonces aproximados mediante una
interpolacion lineal entre los nodos adyacentes:

Pe [2 )\epE + (1 - )\e)pP = LpJe : (29)

Aqui, A\, es el coeficiente geométrico de interpolacion lineal para la cara
este, v se ha introducido una nueva notacion en el dltimo término para
escribir la interpolacion lineal de una forma compacta: el simbolo |®],,
indica interpolacion lineal de la cantidad rodeada, ®, desde los dos nodos
adyacentes al centro de la cara compartida nb. En caso de ser variables las
propiedades del fluido (p, I'), se usa también para ellas una interpolacion
lineal.

Antes de presentar los esquemas de alto orden, es interesante destacar
que la interpolacion utilizada para la velocidad es diferente en funcion de su
papel en las ecuacion de transporte. Asi, se usan las velocidades de convecciéon
definidas en las caras de las celdas y calculadas de acuerdo con la interpola-
cion del momento (vM7; ver Figura 2.1, derecha) para obtener el flujo méasico
tanto en las ecuaciones de transporte como en la ecuacion de continuidad.
Por otro lado, las componentes cartesianas de la velocidad, que son las
incognitas del sistema y estdn definidas en el centro de las celdas, tienen
el papel de una variable transportada y se emplea un esquema convectivo
para su interpolacion a las caras. Asi, por ejemplo, el término convectivo de
la ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion z se discretiza de la
siguiente forma:

> titvns = o)y Anong Sy (2.10)
nb(P) nb(P)

y la ecuacion de continuidad como:

Z Moy & > (ol Amviy! (2.11)

nb(P)

2.3. Esquemas Convectivos de Alto Orden

Los Esquemas Convectivos de Alto Orden (HOCSs por sus siglas en
inglés), al igual que la aproximacion Upwind, tienen en cuenta la direccion del
flujo para calcular los valores en las caras de las variables transportadas. Es-
tan disenados para cumplir los criterios de monotonia (desde los nodos aguas
arriba de la posicion de la cara en cuestion) y acotacion de la funcion local,
criterios que proporcionan una buena resolucién cuando existen gradientes
abruptos y evitan la aparicion de oscilaciones en la solucion. En este trabajo
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uu U D
° QLE,Q

Figura 2.2: Esquema de etiquetado para los nodos involucrados en los
Esquemas Convectivos de Alto Orden

se aplica el modelo conocido como limitador de flujo para construir dichos
esquemas de alta resolucion, que permite obtener una expresion general para
una amplia variedad de HOCSs (|112]). El célculo de valores en las caras
involucra tres nodos, etiquetados en funcion de la direccion del flujo (ver
Figura 2.2): los dos nodos adyacentes (el nodo aguas arriba U y el nodo aguas
abajo D) y un nodo adicional, situado aguas arriba del nodo U (etiquetado
UU). Usando esta notacion, el valor en la cara de una variable transportada,
®np, en una malla no uniforme se expresa de la siguiente forma [90]:

©5 = ou + Yup(dv — duv) (2.12)

La funcién limitadora de flujo ¢, determina el esquema convectivo elegido,
de los que hay disponibles en la literatura una amplia variedad (SMART
[35], QUICK [50], NOTABLE |[83], Van-Leer [108], etc.). Se puede encontrar
un compendio de esquemas en el articulo de Waterson et al. [112]). Dicha
funcion representa la parte ‘anti-difusiva’ anadida al esquema de primer orden
Upwind (donde qﬁf{g’“"d = ¢y) y depende del ratio r entre la variacion de ¢
aguas arriba y abajo de la cara y de dos coeficientes g v gp que incluyen el
coeficiente de interpolacion lineal para la cara aguas arriba, Ay, esto es

r = (¢p — ¢v)/(dv — dvv) (2.13)
gdp :05*>\U*(1+)\U)
gu =0.5x Ay (1= A\p)

En el Apartado 6.5 se compara el comportamiento del esquema convectivo de
diferencias centradas (CDS, o interpolacion lineal) y el esquema de alto orden
SMART en la resolucion de un flujo con altos gradientes de velocidad usando
una malla con celdas que tienen una relacion de aspecto alta. La expresion de
la funcion limitadora de flujo utilizada para implementar el esquema SMART
es:

Yy = max (0, min(B, — 1r, gp + gur, B2)) ) (2.14)
con B =3y [Py =1.
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2.4. Esquemas temporales implicitos

En la solucion de flujos no estacionarios es necesario integrar las ecuacio-
nes de transporte en el tiempo ademas de en el espacio. Como se mencion6
en la introduccion, los esquemas de tiempo explicitos no son apropiados para
la resoluciéon de problemas fisicos con un amplio rango de escalas de tiempo
(problemas stiff ) debido a la restriccion del paso de tiempo impuesta por
criterios de estabilidad del método iterativo. Si el problema transitorio con
su valor inicial es expresado de la siguiente manera:

/0t + f(t,0(t) =0 5 o(t=0)=do (2.15)

donde ¢ es una variable genérica y f representa la ecuacion discretizada
en el espacio, la aproximacion de primer orden implicita (o esquema Euler)
consiste en estimar la derivada en el tiempo de la siguiente formas:

0p/0t = (¢" — " 1) /(At) (2.16)

donde n y n — 1 son el tiempo actual y anterior (respectivamente) y At es el
tamano del paso temporal.

Algunas aplicaciones, sin embargo, requieren integrar en el tiempo con
una aproximacion mayor que la de primer orden. Los esquemas temporales
se agrupan en dos familias principales: multi-punto y multi-etapa. Las apro-
ximaciones multi-punto usan, ademas de la soluciéon actual, soluciones en
pasos de tiempo anteriores; las aproximaciones multi-etapa (como el método
Runge-Kutta), en cambio, hacen uso de evaluaciones intermedias entre un
punto y el siguiente. En el algoritmo desarrollado en este trabajo, se ha
preferido aplicar esquemas multi-punto en la resolucion de flujos no esta-
cionarios porque se evitan evaluaciones adicionales y se requiere un menor
esfuerzo computacional. Ademas, la dificultad inherente a las aproximaciones
multi-punto de inicializar el procedimiento (en los instantes iniciales, no se
dispone de las soluciones previas requeridas para avanzar la solucién en el
tiempo segtn la expresion general), es un inconveniente menor en la solucion
de problemas no estacionarios que surgen por inestabilidades en el flujo (por
ejemplo, el desprendimiento peridédico de vortices de Von-Karman tras un
obstéculo). En estos casos, el valor de las variables fisicas promediadas en el
tiempo permanece constante y se descartan las soluciones anteriores al estado
estadisticamente estacionario.

Una de las aproximaciones multi-punto de segundo orden maés utilizada
es el esquema de tres niveles de diferencias centradas hacia atras (también
llamado Euler de segundo orden). La discretizacion del término temporal
seglin esta aproximacion resulta:

O0p/Ot > (3¢™ — 4™ ' + ¢" ) /(2At) . (2.17)
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2. Algoritmo de discretizacion

En el codigo desarrollado se ha implementado también el esquema Adams-
Moulton de segundo orden. Los métodos Adams-Moulton pertenecen a la
categoria multi-punto de dos niveles, y permiten la construccién de aproxi-
maciones de cualquier orden. La expresion general es:

I=k—1

e = N A (2.18)

=0

donde (3 son coeficientes que dependen del orden de aproximacion k. En
el caso del segundo orden (k = 2), fy = (1 = —0.5, siendo el esquema
resultante equivalente a aplicar la regla del trapezoide en el cilculo numérico
de la integral temporal:

¢" =" —(f"+ 1T/ (2AL) . (2.19)

La aproximacion Adams-Moulton de segundo orden es mas precisa que el
esquema de tres niveles de Euler para un mismo tamano de paso de tiempo,
pero puede ser inestable para problemas no lineales cuando se usan pasos de
tiempo grandes (algo habitual en la resolucion de problemas stiff) [29].

2.5. Sistema algebraico de ecuaciones

La discretizacion de cada ecuacion de conservacion resulta en un sistema
de ecuaciones algebraico, siendo las incognitas los valores de las variables
dependientes almacenados en el centro de las celdas. En el método propuesto,
la ecuacion de continuidad y las de cantidad de movimiento son resueltas
simultaneamente. Si es el caso y si es apropiado por las particularidades
fisicas del problema, también se resuelve simultaneamente la ecuacion de
energia. En este apartado, sin embargo, se describe el sistema acoplado para
las incognitas (v;, p), por simplicidad.

En notacion matricial, el sistema acoplado se escribe como A® = b,
donde A es la matriz de coeficientes, ® es el vector incognita y b el vector
fuente. En una malla computacional de N nodos, el vector soluciéon tiene 4 N
dimensiones y las incognitas estdn ordenadas de la siguiente manera:

D = {uy, vy, w1, P1; Ug, Vg, Wa, P2} ...; UN, UN, WN, PN } (2.20)

También se puede representar el sistema de ecuaciones acoplado mediante
bloques de sub-matrices 4 x 4 para cada celda P. De esta forma, el vector de
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2. Algoritmo de discretizacion

incognicas se escribe ®p = {u, v, w,p}py Ap es:

A avu a’l)’l) avw aUp (2 21)
P = .
awu a”UJ’U aww awp Y

aPt  aPv  qPv PP
P

donde el coeficiente a®¢* proviene de la discretizacion de la ecuacion para
la variable dependiente ¢! y contiene términos implicitos de la variable ¢2.
En esta sub-matriz Ap los elementos no nulos fuera de la diagonal principal
son debidos al acoplamiento de las ecuaciones (por ejemplo, a*? # 0 ya
que la presion aparece en las ecuaciones de cantidad de movimiento). A
continuacion, a modo de ejemplo, se expresa la ecuacion de cantidad de
movimiento en direcciéon x para un problema estacionario:

CLQILJUUP + Z CL]uVuBUNB — pr = bp s (2.22)
NB(P)

donde los coeficientes de la matriz a** engloban los términos convectivos y
difusivos de la ecuacion de transporte y su calculo relaciona la celda Py todas
sus celdas vecinas NB . fup = —(Aupw + Aepe) es el gradiente de presion
discretizado, el cual implica a celdas vecinas en la direcciéon x y da lugar a
coeficientes de acoplamiento no nulos (a*? # 0). Por ultimo, bp representa
otros términos fuentes (como, por ejemplo, fuerzas de volumen).

La ecuacion de continuidad, por su parte, se expresa de la siguiente

manera:
S+ Y =0 223)
j NB(P)

. v . .,
Los coeficientes a5 son nulos cuando la direccion en la que se encuentra
la celda vecina, respecto a P, no corresponde con la de la componente de la
velocidad (es decir, ai/; incluye dos tnicos coeficientes distintos de cero
» ANB
pu pu

son ay,’ y ayy).

Las dos ecuaciones anteriores conducen al siguiente patron de llenado de
la matriz Ap:
a™ 0 0 a"
0 a 0 a™
af* af’ af 0

Ap = (2.24)

P

4Es interesante destacar que, en las ecuaciones de cantidad de movimientos para la
direccion y y z, a** = a®¥ = a™".
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2. Algoritmo de discretizacion

Una dificultad numérica importante en la resolucion acoplada e implicita
de las ecuaciones de Navier-Stokes es la mala condicion de la matriz: la
ecuacion de continuidad no contiene explicitamente la incognita presion p y
por tanto algunos elementos de la diagonal principal son cero (a?? = 0). Como
consecuencia, se debe aplicar precondicionamiento para resolver el sistema;
este aspecto del algoritmo numérico sera tratado en el Capitulo 4. Previamen-
te y como preparacion a la exposicion del método de precondicionamiento,
se describe la técnica de interpolacion del momento usada en este trabajo.
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Capitulo 3

Una nueva formulacion,
compacta, de la interpolacion del
momento (CMI)

Mds madera, es la guerral!

- Groucho Marz
(doblado al espanol)

La disposicion de las incognitas del sistema algebraico en la malla segin
el modelo colocalizado es una opcion natural, cuyo principal inconveniente
respecto a la disposicion escalonada (el desacoplamiento velocidad-presion en
la celda) puede evitarse aplicando la técnica conocida como interpolacion del
momento.

La Interpolacion del Momento originariamente propuesta por Rhie y
Chow [92] (en adelante OMI) presenta, sin embargo, algunas deficiencias. En
los métodos iterativos de resolucion del sistema de ecuaciones se utiliza con
frecuencia relajacion para suavizar el cambio en las variables de una iteracion
a otra y evitar la divergencia. Majumdar [65] y Miller y Schmidt [74] advir-
tieron que, en caso de aplicar la interpolacion del momento en su formulacion
original, la solucion convergida depende del factor de relajacion empleado.
Posteriormente, Choi [18] encontré que la solucion de flujos estacionarios,
cuando se resuelven como transitorios (i.e. partiendo de una solucion incial
y avanzando en el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario), también
depende del tamano del paso temporal. Aunque la precision de los resultados
no se ve significativamente afectada, la técnica original puede incluso fallar
en su principal objetivo de evitar oscilaciones espurias de la presion cuando
se utilizan coeficientes de relajacion o tamanos de paso temporal pequenos
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3. Interpolacion Compacta del Momento

[115]. En estos casos, por tanto, es inevitable aplicar una version mejorada
del modelo original.

Majumdar [65] y Miller y Schmidt [74] desarrollaron, separadamente,
un método de interpolacion del momento que conduce a campos solucion
independientes del coeficiente de relajacion lineal. El esquema propuesto por
Choi [18] para flujos no estacionarios, por otro lado, consigue el objetivo
de eliminar las oscilaciones espurias en el campo de presion, pero Yu et al.
[115] mostraron que las soluciones estacionarias y convergidas obtenidas con
este esquema dependen todavia del paso de tiempo. Asimismo, el método
propuesto por Shen et al. |98] para el esquema temporal de tres niveles puede
ser considerado, en su aplicacion a mallas uniformes, como una extension
natural al segundo orden del esquema de Choi [18] y, por tanto, tampoco es
independiente del tamano de paso de tiempo.

Se ha encontrado en la literatura un inico método modificado de la inter-
polacion del momento que evita de manera eficaz la indeseable dependencia
de la solucion numérica tanto del factor de relajacion lineal como del tamano
de paso de tiempo, propuesto por Yu et al. [116] (aunque Bergeles utilizo
previamente una formulacion similar en [52], no justifico su desarrollo ni hizo
un estudio sisteméatico de su comportamiento). En el presente trabajo, se
propone un modelo alternativo, que sera llamado en adelante Interpolacion
Compacta del Momento (CMI), y se detallan algunas de las ventajas respecto
a la formulacion de Yu et al. [116]. Dicho método CMI puede acomodar
tanto relajacion lineal como inercial (o de falso paso temporal) y, para flujos
transitorios, puede usarse con esquemas de discretizacion de orden alto. En
este trabajo, se muestra el procedimiento para esquemas de Euler y Adams-
Moulton de segundo orden. La independencia de los coeficientes de relajacion
y del paso de tiempo de la formulacion compacta de la interpolacion del
momento propuesta serd mostrada tanto a través del analisis numeérico de las
ecuaciones (a lo largo de este capitulo) como de experimentos numéricos con-
sistentes en la simulacion de casos de validacion (en el Capitulo 6). Ademas,
el orden real de la aproximacion del esquema temporal de discretizacion es
determinado usando el problema de decaimiento de vortices de Taylor-Green
en 2D, para el cual se dispone de solucion analitica.

En este capitulo se presenta un desarrollo detallado de la estrategia de
interpolacion del momento, comenzando por el algoritmo original OMI. A
continuacion, se desarrollan los algoritmos modificados propuestos para tener
en cuenta ambas formulaciones de la relajacion y varios esquemas de integra-
cion temporal. Finalmente, se combinan todas las anteriores formulaciones
en una unica expresion para dar lugar al método de Interpolacion Compacta
del Momento (CMI) propuesto en este trabajo.
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3. Interpolacion Compacta del Momento

3.1. Interpolacion Original del Momento

Esta seccidon presenta un breve resumen de la técnica de Interpolacion
Original del Momento (OMI), sobre la que se construye la formulaciéon com-
pacta propuesta en este trabajo. Dicha técnica se puede considerar el método
estandar de interpolacion del momento para resolver flujos estacionarios sin
usar relajacion.

Es bien conocido que el débil acoplamiento entre velocidad y presion que
resulta de la discretizacion de las ecuaciones sobre mallas colocalizadas no
se manifiesta sobre mallas decaladas, donde los valores de la presion son
almacenados en el centro de las celdas mientras que las incognitas velocidad
son escalonadas a las caras. En este caso, la discretizaciéon por volimenes
finitos de la fuerza de presion en la ecuacion de cantidad de movimiento (o
velocidad) engloba un patron (stencil) de malla pequeno, ya que la evaluacion
de este término en la cara involucra incognitas presion en el centro de las
celdas adyacentes, que estan separadas por una distancia 16z (ver Figura
2.1). En el modelo colocalizado, en cambio, tanto las velocidades como la
presion se disponen en el centro de las celdas y la fuerza de presion involucra
valores en las caras que se deben interpolar dando lugar a un patréon de malla
mas grande (20x, si se usa una interpolacion lineal). La ecuacion de velocidad
en un nodo no esta directamente conectada con la presion en el mismo nodo
(en una malla uniforme; en una malla no uniforme resulta un acoplamiento
débil, en cualquier caso), y este desacoplamiento es el causante de los campos
de presion de ‘tipo ajedrez’.

La estrategia propuesta por Rhie y Chow |92]| para remediar esta defi-
ciencia de las mallas colocalizadas trata de imitar la situacion de las mallas
decaladas calculando la velocidad en las caras no a través de una interpo-
lacion directa desde los nodos vecinos, sino usando una formulacion de la
ecuacion de cantidad de movimiento en la cara de la celda. Esta estrategia
de interpolacion del momento serd descrita a continuacion para la velocidad
en la cara este.

La ecuacion de cantidad de movimiento discretizada en direccion x, que
es la ecuacion de transporte para la velocidad wu, se escribe para un flujo
estacionario y sin introducir relajacion,

apup + Z anBunp = fer +bp ) (3.1)
NB(P)

donde las incognitas u son evaluadas en el centro de las celdas. Los simbolos
anp y ap ! incluyen coeficientes de conveccion y difusion, f,p corresponde al

'Los superindices uu (indican la ecuacién y la variable asociada al coeficiente, ver
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3. Interpolacion Compacta del Momento

gradiente de presion y bp representa (otros) términos fuente. El gradiente de
presion se discretiza como la fuerza de presion sobre la celda P en la direccion
x:

f:cP = _(Awpw + Aep6) : (32)

La estrategia de la Interpolacion Original del Momento (OMI) comienza
obteniendo el valor de la componente de la velocidad en el nodo P, up,
a partir de la Ecuacion (3.1):

Z anpunp — bp " "
_ 2NB(P) +fP:ﬁP+fP

ap ap ap

El altimo miembro muestra una descomposicion de las contribuciones de
la velocidad, usada frecuentemente, en dos partes: la primera, ip, a veces
llamada pseudo-velocidad, incluye los efectos de conveccion y difusion desde
celdas vecinas, y otras fuerzas (e.g. fuerzas de volumen) que no son debidas
a la presion; y el segundo término f,p/ap representa la contribucion de la
fuerza de presion.

Usando una celda imaginaria alrededor del centro de la cara este, se puede
escribir una ecuaciéon analoga a la anterior para la velocidad en la cara este:

Ue = Up + & ) (3.4)
Qe
Aqui, 4. y a. son variables nuevas (i.e. no pueden ser calculadas inmediata-
mente en la discretizacion original), mientras que f,. se interpreta como la
fuerza de presion sobre una celda desplazada y centrada en la cara este, y se
calcula usando una ecuacion similar a la Ecuacion (3.2):

fee = —(Appp + Appp) ; (3.5)

donde la presion en los nodos son incognitas del problema algebraico. Este
término f,. en la ecuacion de arriba es crucial para la estrategia de la
interpolacion del momento ya que implica un patron de malla pequeno (dz)
y, por tanto, se consigue un acoplamiento fuerte entre la velocidad en la cara
y la presion en los nodos Py E.
La pseudo-velocidad en la cara es calculada en el método original de Rhie
y Chow [92] usando una interpolacion lineal:
Ue > | (3.6)

e )

Apartado 2.5) han sido eliminados del coeficiente de la matriz por simplicidad; en el
resto de la memoria, alli donde no haya confusién posible, tampoco se escribirdan estos
superindices.
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sustituyendo la pseudo-velocidad @p de la Ecuacion (3.3) y usando una
ecuacion similar para obtener 4. La pseudo-velocidad . en la cara calculada
asi es entonces introducida en la Ecuacion (3.4) resultando en la siguiente
expresion para la velocidad en la cara segin la OMI:

R 87

a e

Esta interpolacion en la cara puede ser por tanto interpretada como la
composicion de una interpolacion lineal de valores en los nodos vecinos y

. . oMI .
un término de correccion: u9M! = |u], + '™, el cual esta dado por

WM = L - {EJ . (3.8)

[0 a

El termino 1/a. es desconocido en la discretizacion usada, y es aproximado
de nuevo mediante una interpolaciéon lineal:

1s H | (3.9)

Qe a

Miller y Schmidt |74] mostraron que la velocidad en la cara corregida por el
modelo OMI retiene el segundo orden de aproximaciéon de la interpolacion
lineal.

Para terminar con la exposicion acerca de la técnica de interpolacion
original del momento, se describen algunas interpretaciones de dicha técnica
encontradas en la literatura. La correccion u’SMI puede ser vista como un
término de disipacion que elimina las oscilaciones no realistas de la presion
([51], [91]). Si la interpolacion lineal de f,/a es aproximada como:

Ja 1
= B—1/ , 3.10
\; a e o a’e |-f Je ( )
entonces el término de correccion resulta:
1
U,eOMI - a_(.fxe - foJe) 5 (311)

y, en el caso de mallas uniformes:

, 1
u eOMI - {EJ A [(pp — pe) — 0.25(pw — pE) — 0.25(pp — prr)] <

1| &p
< bJ = (3.12)

e
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Asi, el término adicional representa un operador de discretizacion de una disi-
pacion, el cual decrece cuadraticamente con el refinamiento de malla. Puede
controlarse la cantidad de disipacion introducida mediante un coeficiente:
uOME = | ] +Cu'™ . Dicho coeficiente C' varia normalmente entre 0.5 y 1,
pudiendo elegirse de modo que sea mas pequeno en regiones con gradientes
de presion grandes [51].

Por su parte, Papageorgakopoulos et al. [81] han propuesto una mejora
del método de interpolacion del momento para aumentar su precision basada
en la interpretacion de la velocidad en la cara de acuerdo con la Ecuacion
(3.4) (i.e. como la suma de la pseudo-velocidad en la cara y un término
que representa la fuerza de presion sobre la celda decalada). Su propuesta
consiste en usar una aproximacion de mayor orden que la interpolacion lineal
para calcular las pseudo-velocidades en la cara. Dichos autores analizan,
concretamente, una interpolacion cuadratica de polinomios y encuentran que
los resultados de su método son més precisos que la técnica original en un
problema tipico de validacion (la cavidad con una pared movil) usando mallas
gruesas.

3.2. Modificacién de la Interpolacién del Mo-
mento para tener en cuenta relajacion li-
neal e inercial

El método original de interpolacion del momento conduce a soluciones
convergidas que dependen del factor de relajacion empleado en el proceso ite-
rativo de resolucion del sistema no lineal. Majumdar [65] y Miller y Schmidt
[74] propusieron, separadamente, un método de Interpolacion Modificada
del Momento (MMI) que evita este inconveniente. Dichos autores siguen el
procedimiento descrito en el apartado precedente, e incluyen explicitamente
los términos de relajacion en las ecuaciones de cantidad de movimiento
discretizadas de partida. En este apartado su método, desarrollado para la
relajacion lineal, es modificado y extendido a la llamada relajacion inercial
(o de falso paso temporal). Este tipo de relajacion consiste en introducir un
falso término transitorio en las ecuaciones de Navier-Stokes, y tiene la ventaja
préactica de permitir elegir el pardmetro de relajacion, viz el tamano del falso
paso temporal, basandose en criterios fisicos (e.g. como una fraccion de un
tiempo caracteristico del problema fisico). El procedimiento de la interpo-
lacion del momento para relajacion inercial puede extenderse directamente
a un problema transitorio (real), aspecto discutido en el siguiente apartado.
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Ademés, al final de esta seccion se presenta una formulacion tnica para tener
en cuenta tanto la relajacion lineal como la inercial.

Analogamente al método propuesto por Majumdar [65] o Miller y Schmidt
|74], la derivacion del método modificiado desarrollado en este trabajo parte
de las ecuaciones de cantidad de movimiento conteniendo explicitamente el
término pseudo-transitorio. Este término es, si se anade al lado derecho de
la ecuacion discretizada:

u’f;l —up

Ve = ap(u ) (3.13)

donde k —1 es la iteracion previa, At es el falso paso temporal (el parametro
de relajacion ajustable), y se ha introducido a}, = pV/At por conveniencia.
Insertando el nuevo término en la ecuacion discretizada (Ecuacion (3.1)) y
reagrupando, se obtiene:

CLTDUP + apup + Z aANBUNB — bp — fxp = a}u'f;l . (314)
NB(P)

Al igual que en el modelo OMI, up se deduce de la ecuaciéon anterior y se
agrupan los términos que no son influidos por la presion en la definicion de
la pseudo-velocidad:

B 1 ZNB(P) aypunp — bp n 1 fup Bp k1
1+ 3% ap 1+87ap 1465 °
1 fo + ﬁlg uk—l

14+8pap 14065 F ’

= Uup +

donde 7 = a}/ap. A continuacion, se asume una expresion analoga para la
velocidad en la cara, u,:
-
~ 1 f:ce ﬁe k—1

Ue = Up + — + U, 3.16
1437 a. 1487 ( )

Aproximando, como anteriormente, 4. > |u], e introduciendo los valores de
up y ug obtenidos de la Ecuacion (3.15) y una equivalente para el nodo Este,
resulta:

1 1 1 f
MMI T
- - Je 317
Ye LUJ€+1+ﬁgaef L+57aJe+ (3.17)
n Ge k=t 5T U1
1457 1+ 07 .
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La velocidad en la cara en la iteracion anterior (u*~') no se incluye en la

definicion de la pseudo-velocidad, y se evaliia usando su valor MI-corregido
calculado y almacenado previamente; esto favorece, como senalaron Shen
et al. [98], la consistencia de las ecuaciones de la velocidad en las caras y
evita las oscilaciones espurias en el campo de presion con tamanos pequenos
de paso temporal.

La siguiente etapa en el procedimiento propuesto es usar para calcular
1/a. la misma aproximacion que en el método OMI (viz Ecuacion (3.9)), y
adicionalmente 57 > 57|, v

{ 1 QJ 1 V_J _ VUHJ DLﬁTJe[uk‘lJe
1+p7al, 1+p7]),la]l, = [1+p7], 1457,

(3.18)
Una vez que estas aproximaciones han sido introducidas en la Ecuacion
(3.17), se puede expresar la velocidad en la cara segin la MMI como una
interpolacion lineal més un término de correccién:

uMM = lu], +u'£/[MI , (3.19)

. . MMI ) .
La expresion para correccion u', es, tras hacer los calculos algebraicos
simples descritos arriba:

JMMI 1 OMI 167, mmrk-1

oo Tip e Tieelt

Para derivar esta ecuacion, se ha usado la misma identidad para la iteracion
o MMIkF-1 k—1 /MM Ik=1
k — 1 que para la k, viz: u} = |ul|, 4+, :
De esta forma, la correccion MMI resultante estd compuesta por dos
, . . . OMI ., . ..
términos: el primero involucra v, ™", la correccion segin el modelo original

OMI (Ecuacién (3.8)), y el segundo término es una correccién adicional que

. MMIE—1 . ., . ., . .
incluye o/, , la propia correccion MMI en la iteracion anterior. Asi

expresada, la velocidad en la cara corregida por la MMI es, en la convergencia

k-1, . , .
(v MMI oy MMI ), independiente del falso paso temporal (o coeficiente de

e e
relajacion); ademas, las aproximaciones adicionales no comprometen la pre-
cision de la solucion ya que se recupera la correccion OMI en la convergencia.
Se puede deducir una expresion tnica de la MMI que tenga en cuenta tan-
to la relajacion inercial como la lineal incluyendo ambas en la discretizacion

original de la ecuacion de cantidad de movimiento de la siguiente manera:

(3.20)

CL‘JFDUP—FCLPUP—FO(L Z aAaNBUNB — bp —Oéfop = (1—0&L)CLPU];_1+CL7I;UI;_1
NB(P)
(3.21)
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donde o’ es el coeficiente de relajacion lineal, una constante que varia desde
0 (donde se congela la solucion) a 1 (cuando no se aplica relajacion). En
cambio, el coeficiente de relajacion inercial, 37 tal como se define arriba
no es igual para todas las celdas y varia entre cero (sin relajacion) e infinito
(solucion congelada). Es sencillo demostrar que la ecuacion precedente puede
ser reformulada usando un tnico coeficiente de relajacion, 55 (notese el uso
de r en lugar de 7), que agrupa los dos tipos:

(1+ Bp)apup + Z anpunp — bp | — fap = ﬁ}apu’f;l ;o (3.22)
NB(P)
donde 5 .
. 1+0p -«
R (3.23)

La Ecuacion (3.22) es formalmente equivalente a la ecuacion de cantidad
de movimiento discretizada con relajacion inercial y un coeficiente (5, de
modo que puede interpretarse dicho parametro como la forma inercial de la
relajacion total. De forma similar, se define un coeficiente a” que representa
la forma lineal de la relajacion total como of = 1/(1 + (%) = a*/(1 + B5),
y conduce a la siguiente ecuacion discretizada para la relajacion lineal:

1 I -« _
a—rCLP’UJP + Z aAaNBUNB — bp — JaP = o Papulf_j ! (324)
P NB(P) P

A partir de esta expresion, se obtiene una correcciéon unificada del método
MMI para relajacion reemplazando B7 por " en la Ecuacion (3.20). El
resultado es:

L 1 7| —at k-1
w2 gowr L\ e —of o (3.25)
1+ 157], 1+ [67],
k—
En la convergencia u’ é‘/‘[MI = éV[MI 1, los coeficientes o y 3 son eliminados

de la ecuacion y se recupera la correccion OMI. Por tanto, la solucién final no
depende de los parametros de relajacion. Por otro lado, cuando no se aplica

relajacion inercial, 37 = 0 y se obtiene la misma expresion propuesta por
Majumdar [65] y Miller y Schmidt [74].

3.3. Modificacién en la Interpolacién del Mo-
mento para flujos no estacionarios

En este apartado se describe una modificacion del método OMI para
problemas transitorios. Se consideran las tres integraciones implicitas del tér-
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3. Interpolacion Compacta del Momento

mino temporal descritas en el Apartado 2.4. Primero, se presenta la estrategia
propuesta en este trabajo para la aproximacion Euler de primer orden y, a
continuacion, se muestra su extension al esquema Euler de segundo orden de
tres niveles. Finalmente, se consideran también los métodos Adams-Moulton,
una categoria de aproximaciones multi-punto que permite la construcciéon de
esquemas de tiempo de cualquier orden de aproximacion.

3.3.1. Esquema temporal Euler de primer orden

El procedimiento desarrollado en el apartado anterior para obtener un
modelo de interpolacion del momento con relajacion inercial puede emplearse
para la aproximacion Euler de primer orden puesto que, en este caso, la dis-
cretizacion del término transitorio real y artificial es formalmente equivalente.
Dicho esquema temporal (Ecuacion (2.16)) conduce a la siguiente discretiza-
cion del término transitorio de la ecuacion de cantidad de movimiento:

dpu

I Vp [2 aﬁ;(uP - ug_l) (326)
ot |,

donde n — 1 es el tiempo anterior y a’, esta dada por

ppVp
ap = s : (3.27)

Aqui At es el paso de tiempo (fisico), y se supone densidad constante.

La derivacion del procedimiento modificado parte de la ecuacion de can-
tidad de movimiento incluyendo explicitamente el término temporal discre-
tizado, que involucra a la velocidad en el paso de tiempo anterior:

aﬁ;uP + apup + Z aAaNBUNB — bp — fmp = aﬁ;u%‘l s (328)
NB(P)

ecuacion formalmente idéntica a la Ecuacion (3.14). Por tanto, usando el
mismo procedimiento que para la relajacion inercial, la correccion MMI para
el esquema Euler resulta:

¢ 1+LﬁtJeu6 +1+LﬁtJeu6 ’

1 t n—
IMMI _ JOMI Lﬁ Je JMMIn—1 (3.29)

donde
' =a'/a . (3.30)

Cuando se alcanza un estado estacionario después de una evolucion transi-
toria, la solucion es independiente del tamano del paso de tiempo usado ya
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3. Interpolacion Compacta del Momento

JMMI  MMIN—1 1 fici ; los (i el
que u', =u , v los coeficientes 5 (que son los tnicos que incluyen

e
At) desaparecen de la ecuacion.
Un paso crucial en la obtenciéon del presente modelo es el uso de las

ecuaciones equivalentes a las (3.18) para el paso de tiempo real:

{ 1 QJ > 1 V_J . {ﬁtu"‘lJ A K P
I+ptal, —1+1p), La], =~ L[1+p],~ 14|58,

(3.31)
A diferencia de la solucién de un flujo estacionario, los términos que surgen
de esta aproximacion no seran eliminados en los pasos de tiempo intermedios
de una simulacion de flujo transitorio. La precision del esquema transitorio
podria resultar alterada; por este motivo, el orden de aproximacion del es-
quema temporal de discretizacion serda examinado mediante ‘experimentos
numéricos’ en el Capitulo 6, consistentes en la resolucion del problema del
amortiguamiento de vortices bidimensionales (Taylor-Green) para distintos
tamanos de paso de tiempo, y se mostrard que se conserva la precision
temporal.
El comportamiento asintotico de la correccion para u, (Ecuacion (3.29))
es consistente tanto para pasos de tiempo pequenos como para grandes. En
este tltimo caso (5" es pequetia), la MMI conduce al método original (OMI), y

por tanto el nuevo algoritmo numérico no introduce disipacion extra. Cuando
JMMI u/MMI”—l

el paso de tiempo tiende a cero, la ecuacién se reduce a u', .

como se espera para el esquema Euler de primer orden.

A continuacioén, se revisa el comportamiento de la formulacion original
y del método de Choi [18], remarcando su comportamiento asintotico. Si
se emplease el método original en un problema transitorio, en cambio, la
velocidad en la cara se expresaria como

1 J
OMI x
= + e — , 3.32
e Ll LmtatJef LhtatJe (3:32)
y para At — 0 se obtendria ufM! = |u],. Por lo tanto, el término de

acoplamiento de velocidad y presion introducido por la interpolacion del
momento desapareceria de la ecuacion y el calculo numérico podria conducir
a campos de presion con oscilaciones no realistas. Un ejemplo de este mal
comportamiento de la OMI sera mostrado en el Capitulo 6.

Choi [18] senial6 por primera vez que la OMI produce soluciones de-
pendientes del tamano del paso temporal y propuso el siguiente esquema
mejorado (segin la notacion empleada en este trabajo y suponiendo que el
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3. Interpolacion Compacta del Momento

coeficiente de relajacion lineal es igual a 1 (af = 1)):
ChMT fa 1
- » 3.33
te Lule \@+a46+{a+wJJ?+ ( )

A 1 uCrrm 1 _ atu"! |
a+a], a+ at

donde af = pV,/At siendo V, el volumen de la celda decalada y centrada
en la cara este. El comportamiento asintotico de la ecuacion anterior es el
apropiado para pasos de tiempo grandes (los coeficientes de a’ son pequenos
y se recupera la correccion original). Para pasos de tiempo pequenos, sin
embargo, se manifiesta cierta inconsistencia puesto que se obtiene

o {07 = L)} = {at | 5| e - LUJE}M SNCER

At—0 at

en lugar de la igualdad v’ =u . Ademas, Yu et al. [115] mostra-
ron que, para pasos de tiempo intermedios, la solucion del estado estacionario
varia con este parametro. Aunque la desviacion no es significativa (comparada
con errores de discretizacion), la dependencia con el paso de tiempo es no
obstante un comportamiento indeseable.

A modo de conclusion, el método de interpolaciéon propuesto para el
calculo de flujos no estacionarios consigue dos objetivos principales en la
mejora del método MI: se evitan campos de presion del tipo de tablero de
ajedrez, incluso para pasos de tiempo pequenos, y la soluciéon del estado
estacionario es independiente del paso de tiempo usado en la integracion
temporal.

/ChMI _ ChMI"—1
e

3.3.2. Esquema temporal Euler de segundo orden

Algunas aplicaciones requieren integrar en el tiempo con mayor precision
que el primer orden. La modificacion del método de interpolacion del momen-
to se extiende a continuacion para esquemas temporales de segundo orden,
haciendo uso del método Euler de tres niveles.

La discretizacion del término temporal de la ecuacion de cantidad de
movimiento utilizando el método Euler de tres niveles de diferencias hacia
atras (Ecuacion (2.17)) resulta

dpu Sup — dulpt +ulp?

= Ve
at |, 7= 201

Ve oo (3.35)

Analogamente al esquema implicito de primer orden (y, por consiguiente,
a la relajacion inercial), el procedimiento MMI para el esquema multi-nivel
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se basa en incluir explicitamente en la ecuacién de cantidad de movimiento
los términos provenientes de la discretizacion en el tiempo, que contienen el
paso de tiempo real (At). Cuando se usa el esquema Euler de segundo orden,
aparecen tres niveles de tiempo en la ecuacion discretizada:

3ppVp
CL?Q = 5? = Coasp (336)
ppVp
al}l = 2Tt = Clal})
L ppVp
e vl

donde al, = ppVp/At, y los coeficientes ¢; son ¢g = 1.5, ¢; = 2.0 and ¢y =
—0.5. Entonces, la ecuacion se escribe:
t o t n—1 t n—2
coa’pup + apup + ( Z anpunp — bp) — fop = crapuly " + caapu’p
NB(P)
(3.37)

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en el apartado anterior (y usando
las mismas aproximaciones), la correccion de la velocidad en la cara para el
esquema de tiempo Euler de segundo orden es

C1 Wtje u/MMI"—l
L+co |, °

C2 LﬁtJe u/MMI"_2
1+ Co LﬁtJe

Shen et al. [98] sugirieron un motivo para las oscilaciones de presion obtenidas
cuando se aplica la técnica original (OMI) a flujos no estacionarios: la inclu-
sion de la velocidad en la cara en pasos de tiempo anteriores en la definicion de
la pseudo-velocidad conduce a cierta inconsistencia puesto que dichos valores
han sido calculados previamente usando la interpolaciéon del momento. La
modificacion a la OMI propuesta por Shen et al. [98] para el esquema Euler
de segundo orden puede verse como una extension natural al segundo orden
del método, en mallas uniformes, de Choi [18| para el primer orden (Ecuacion
(3.33)). Tras algunas operaciones algebraicas y usando la notacion seguida
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en este trabajo, la expresion propuesta por Shen et al. queda:

wSMT |y, = — {fiJ e + {#J e foet (3.39)

a + coat a + coat

crat sum-1 | catu™?

+ 1 ul —|l—
a+coat |, a+coal |,

CQQt SMIn—2 Cgatu” 2

+ 1 u — | —
a+ coal |, a+ copat |,

El comportamiento asintotico de la ecuacidon anterior es consistente con el
esquema de tiempo para tamanos de paso de tiempo pequeno:
, sMI __ C1 ,sMmin—1l - Co spvpm—2
lim )" = —u'; + —=u"] : (3.40)
At—0 Co Co
Se obtiene también un buen comportamiento para pasos de tiempo largos ya
que
, SMT OMI
lim 2" =4 . (3.41)

At—oco € ¢

Sin embargo, cuando se usan pasos de tiempo intermedios, la solucion del
estado estacionario depende del paso; lo que se puede demostrar siguiendo el
mismo procedimiento que Yu et al. [116] aplicaron a la correcciéon propuesta
por Choi 18] para el esquema de primer orden. Por otro lado, inspeccionando
las Ecuaciones (3.38) y (3.39) se observa que el esquema propuesto en este
trabajo no presenta dicha deficiencia y no resulta mas dificil de implementar
que el esquema de Shen et al. [98].

3.3.3. Esquema temporal Adams-Moulton de segundo
orden

Los métodos Adams-Moulton pertenecen a la categoria de esquemas mul-
ti-punto de dos niveles. La aproximacion de segundo orden, es obtenida
aplicando la regla del trapezoide a la ecuacion integrada en el tiempo (ver
Apartado 2.4), obteniéndose la siguiente ecuacion de cantidad de movimiento
discretizada:

20,331“3 + apup + ( Z aANBUNB — bp) — fxp = (342)
NB(P)
n—1
=2abuls "t — S apup + ( Z anpung — bp) — fup
NB(P)
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De nuevo, la ecuacion precedente es formalmente equivalente a la del pri-
mer orden de aproximacion del término temporal (Ecuacion (3.28)), ex-
cepto por el factor 2 que multiplica al coeficiente af, y un término ex-
tra (entre llaves en el lado derecho de la ecuacion) evaluado en el nivel
de tiempo anterior. Como este término nuevo no depende explicitamente
del tamano de paso de tiempo, puede ser incluido por conveniencia en el
término de pseudo-velocidad, e.g. usando un nuevo término fuente: b =

n—1
bp — {apuP + (ZNB(P) aNpunp — bp) — fo} . Por lo tanto:

w1 > wp(p) avBuNE — bp L1 fer 20p -1
P 128, ap 1+28ap ' 1+26, ©

(3.43)

~ 1 fo 2/6t n—

=Up+ ——= 7Ptu wt
La correccion aplicada a la velocidad en la cara para el esquema Adams-
Moulton de segundo orden es entonces

1 2LﬂtJ n—1

JMMI JOMIT JMMI

U ] — ¢ 3.44
‘ T+2[8, " T1t218, ¢ (3.44)

Esta expresion es extensible directamente a cualquier orden de aproximacion
del método Adams-Moulton, sin mas que cambiar el factor que multiplica a
los coeficientes 5' (segun la Ecuacion (2.18)).

3.4. Una Interpolaciéon Compacta del Momen-
to

Las modificaciones a la interpolaciéon original del momento de Rhie y
Chow [92| desarrolladas en este trabajo (y descritas a lo largo de este ca-
pitulo) pueden combinarse en una tunica expresion compacta, la cual tiene
en cuenta ambas formulaciones de la relajacion (lineal e inercial) asi como
varios esquemas de integracion en el tiempo. La ecuacion de partida para
esta Interpolacion Compacta del Momento (CMI) es la ecuacion de cantidad
de movimiento formulada de la siguiente manera:

Bp+1
colparup =+ PaL apup + Z anpunp — bp) = fop = (3.45)
NB(P)
n— n— 1+ /67— — OéL -~
= cfpapu! + eofpapul + ————apup
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donde los coeficientes ¢; se determinan en funcién del esquema de tiempo
empleado, y se presentan en la Tabla 3.1. Siguiendo el procedimiento descrito
en los apartados precedentes, se escribe una ecuacién equivalente para la
cara este y los nuevos términos que surgen se evaliian usando aproximaciones
similares. Estas aproximaciones consisten en el uso de una interpolacion lineal
para la pseudo-velocidad (aS™’ > [a“M'] ), cuya definicion en el nodo P
resulta de una extension natural desde su expresion en el caso OMI (Ecuacion
(3.3)) a la formulacion compacta:

L _ T
~CMI __ o ZNB(P) ANBUNB bP

P 14 B+ cffbal ap

donde b% involucra a todos los término fuentes que no incluyen explicitamente
coeficientes de relajacion o pasos de tiempo real At. Como se hace frecuen-
temente en la estrategia MI, se usa también una interpolaciéon lineal para
calcular el término (1/a.) &> |1/a|,. Ademas, el presente método introduce
dos conjuntos de aproximaciones adicionales: las ecuaciones (3.18) si se usa
relajacion inercial y (3.31) en el caso de resolver flujos no estacionarios. Como
resultado, la velocidad en la cara de acuerdo con el modelo de Interpolacion
Compacta del Momento (u$™?) propuesto aqui puede ser expresada como

€
. Co . o - oM
una interpolacién lineal més un término de correccion (u'; ™" ):

uSM = ], + M (3.47)

, (3.46)

El término de correccion estd dado por

ol
U/SMI T+ 187, +co 5], aLU/eOMI+ (3.48)
i 1+ |57], —a” o/ CMIF
L+ 7] +co B oot ©
+ a |8, a” u/CMm—l
L+ 7] +co B oot ©
C2 LﬁtJe ol JCMIT—2

TN L teolF], o ’

Tabla 3.1: Coeficientes ¢; en el esquema CMI (Ecuaciones (3.48) o (3.50))

Estacionario 0 0 0
Euler, primer orden 1 1 0
Euler, segundo orden 1.5 2 -0.5

Adams-Moulton, segundo orden 2 2 0
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donde w/'?™" es la correccion OMI (Ecuacion (3.8)) y los coeficientes 3 se

definen como ™" = a™ /a. Como se muestra en la Tabla 3.1, los coeficientes
¢; cumplen la relacion ¢y = ¢; + ¢ y, por tanto, cuando se alcanza una
solucion estacionaria y convergida, se recupera la correccion OMI. Por otro
lado, cuando At — 0, la velocidad en la cara es consistente con el esquema
de tiempo usado:

, cMmMI € ,cmIn—1  C2 ,omIn—2
lim o', = —/ + = . (3.49)

At—0 € CO € CO €

La Ecuacion (3.48) puede ser escrita en una forma mas compacta usando el
parametro de relajacion total 57, definido en la Ecuacion (3.23).

1 k—1
/CMI { JOMI . /CMI
w, = (T S C N + 3.50

1+ (67, +co |5, 15"] (3:50)

b [, e W

De este modo, la correccion de velocidad en la cara calculada segtin el modelo
CMI propuesto es sencilla de implementar. Consiste en la adicion de varios
términos a la correccion original (u/ eOMI) para tener en cuenta términos tem-
porales o de relajacion. Estos términos dependen de la propia correcciéon en la
iteracion anterior (u’ ECMIk_l) o en niveles de tiempo anteriores (u’ eCMm_l, ete,
dependiendo del esquema temporal), y estan multiplicados por el coeficiente
de relajacion (") o temporal (). Comparando el coste computacional de
este modelo respecto a la MI original, requiere la interpolacion lineal de dos
parametros adicionales (87 y ) y el almacenamiento de la propia correccion
en niveles de tiempo previos.

Unicamente se tiene constancia de otro modelo de interpolacion del mo-
mento en la literatura que conduzca a resultados independientes del tamano
del paso de tiempo: el método de Yu et al. [116], que es aplicable al esquema
temporal Euler de primer orden asi como a la relajacion lineal. A continua-
cion, se describen sus caracteristicas, y se comparan con el nuevo método
CMI. Usando la notacion seguida en esta memoria, su expresion para la

velocidad en la cara (uY*7) se escribe
1
'LLZMI = m { L(a + CLt)'U/Je —+ (fxe - Lfmje)} + (351)
_ + ah)urt
1_ yMrk=1 (a e
Hme {“ o], +
g, n—1 n—
T {abul "~ o]
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donde a! = pV,/At, con V, el volumen de una celda desplazada y con centro
en la cara este?. Asimismo, no se han escrito los términos fuentes explicitos
para simplificar la comparacion con la presente propuesta, viz Ecuacion (3.50)
tomando c; =0y 8" = (1 —al)/al)

En el modelo de Yu et al. [116], la velocidad en la cara en la convergencia
y en el estado estacionario es

vomr _ lLau], 1

Ue - LCLJ@ + LaJe {fxe LfIJe} . (352)
y no requiere aproximaciones adicionales, a diferencia del método propuesto
en esta memoria que emplea las aproximaciones de las Ecuaciones (3.18)
y (3.31). En cambio, la velocidad en la cara u)™! no es expresada como
un término de correcciéon anadido a la interpolacion lineal, haciendo mas
dificil controlar la disipaciéon que se quiere introducir via un coeficiente como
se describio en el Apartado 3.1. Ademas, el coste computacional de imple-
mentar la ecuacion de Yu et al. (Ecuacion (3.51)) es algo mayor que la CMI
propuesta, ya que involucra maés interpolaciones y requiere el almacenamiento
de parametros nuevos adicionales, tales como |au], y |a'u],. Finalmente, el

comportamiento asintotico del presente modelo para tamanos de paso de
-1
tiempo pequenos (At — 0) es mas apropiado ya que u’SMI — u’SMIn ,

mientras que la tendencia para la ecuacion ul ™! depende del coeficiente de
relajacion lineal.

Ifm {uYMf — ﬂ} =(1—-a") {uYMI — ﬂ}k_l +  (3.53)

At | € la], +at ‘ la], +af
n—1
Lok M Lau],
‘ lal. +at

El método de interpolacion del momento de Yu et al. [116] se usa escasamente
en aplicaciones practicas debido a su ardua implementacion, en comparacion
con el esquema de Choi [18], el cual ofrece una expresion méas simple para
tener en cuenta la presencia tanto de coeficientes de relajacion lineal como de
términos transitorios. Mientras que en el Apartado 3.3.1 se mostro el esquema
de Choi suponiendo o = 1, aqui se escribe la expresion completa:

ChMI OMI ChMI1k—1
u/e _ OéLu,e + (1 o L>u/e

L)t 1 ChMI a'u o
+a qa, | —— | Ug —
a+ at a+ at

2El factor (a + a?) en el segundo término del lado derecho no aparece en la expresion
publicada por Yu et al. [116]; probablemente debido a una errata tipografica.

(3.54)
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Esta ecuacion se obtiene a partir del esquema temporal Euler de primer
orden para la integracion en el tiempo, y como se mencion6 anteriormente,
la expresion de Shen et al. [98] puede considerarse una extension natural
al segundo orden, al menos en mallas uniformes, donde a' es constante.
Sin embargo, las soluciones obtenidas usando la ecuacién anterior dependen
ligeramente del paso de tiempo ([116]).

Se considera que la formulaciéon compacta propuesta en este trabajo de
investigacion puede ser competitiva y util en aplicaciones practicas puesto
que no presenta las deficiencias mencionadas del esquema de Choi [18] y no
es mas complicada de implementar (comparar Ecuacion (3.48) con 57 = 0)
y Ecuacion (3.54)).
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Capitulo 4

Precondicionamiento basado en
una implementacion parcialmente

implicita de la CMI

Go for the messes - that “s where the action is.

- S. Weinberg

Una vez descrito el procedimiento de discretizacion de las ecuaciones de
Navier-Stokes en los dos capitulos precedentes, se detalla en este capitulo
el método propuesto en este trabajo para resolver simultaneamente todas las
ecuaciones algebraicas resultantes de la discretizacion. En primer lugar, se
trata el procedimiento de linealizacion y la integracion de paso dual implicita.
A continuacion, se describen las estrategias llevadas a cabo para forzar la
dominancia de la diagonal principal del sistema acoplado, en las filas corres-
pondientes tanto a las ecuaciones de cantidad de movimiento como a la de
continuidad.

4.1. Procedimiento de linealizacién e integra-
cién en el tiempo de paso dual

El objetivo de resolver las ecuaciones de continuidad y cantidad de movi-
miento simultaneamente es conseguir una metodologia més robusta (respecto
al método segregado) preservando el acoplamiento intrinseco de las variables
fisicas. Los métodos tipo Newton permiten una linealizacion exacta y evitan
las iteraciones debidas a los términos no lineales, pero la evaluacion del
jacobiano de la matriz es, en general, muy costosa en tiempo computacional
y el sistema lineal resultante puede estar mal condicionado y ser dificil de
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resolver. Por otra parte, los métodos inexactos o aproximados de Newton bus-
can evaluar una matriz jacobiana menos compleja, eliminando directamente
elementos en el primer caso o utilizando aproximaciones con mas justificacion
fisica en el segundo; en cualquier caso, a costa de necesitar resolver varias
veces un sistema lineal para alcanzar soluciones precisas (ver, por ejemplo,
[68], [17] o [27]).

Un método alternativo de linealizacion es el procedimiento de sustitucion
sucesiva (o de Picard). Aunque el niimero de iteraciones exteriores (aquellas
debidas al hecho de ser un sistema no lineal) es mayor en el método de
Picard que en uno tipo Newton, cada sistema lineal se forma con un coste
computacional comparativamente pequeno. La linealizacién por sustitucion
sucesiva se ha utilizado tradicionalmente para resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes de forma segregada [29]. La aplicacion del procedimiento de
Picard a un sistema acoplado requiere la resolucion y el almacenamiento
de un sistema mas grande (respecto a los segregados) en cada iteracion v,
por tanto, un mayor coste computacional; como contrapartida, se evitan los
ciclos adicionales debidos al acoplamiento entre las ecuaciones de transporte.
Teniendo en cuenta que el modelo de implementacion diferida de la técnica
de interpolacion del momento propuesto en este trabajo (que seréd tratado en
el Apartado 4.3) retiene el acoplamiento velocidad-presion en la ecuacion de
continuidad (ademéas de en las de cantidad de movimiento) de una manera
implicita (es decir, en la iteracion actual), la linealizacion por sustitucion
sucesiva puede ser un método competitivo para algoritmos acoplados pocas
veces documentado en la literatura.

Cuando se resuelven flujos no estacionarios, la integracion temporal im-
plicita permite elegir el paso de tiempo considerando tUnicamente las es-
calas de tiempo caracteristicas del problema (las restricciones debidas a
un esquema numérico explicito imponen habitualmente pasos de tiempo
menores). Para aumentar la precision de las soluciones transitorias, se puede
recurrir a esquemas implicitos de orden alto. El precondicionamiento del
problema, por otra parte, recae en el falso paso temporal de la relajacion
inercial o en el término de pseudo-compresibilidad (como se detallara en los
apartados siguientes). El esquema implicito de primer orden es suficiente
para integrar estos términos temporales artificiales ya que no se requieren
soluciones precisas de las iteraciones exteriores. Como resultado, se aplica un
método de integracion en el tiempo de paso dual completamente implicito
es aplicado: por cada paso de tiempo fisico se lleva a cabo un determinado
namero de iteraciones (con un falso paso de tiempo) para alcanzar la solucion
convergida.
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4.2. Precondicionamiento de las ecuaciones de
cantidad de movimiento, y otras ecuacio-
nes de transporte

El esquema utilizado para calcular los términos convectivos de las ecua-
ciones de transporte influye en el nimero de condicion de la matriz de
coeficientes. Como se destacod en el Apartado 2.2, en este algoritmo se emplean
esquemas de interpolacion diferentes para calcular las velocidades en las caras
dependiendo de su papel en las ecuaciones de conservacion. Puesto que una
interpolacion lineal de las velocidades es suficiente para satisfacer el balance
de masa integral, las velocidades involucradas en el flujo de masa a través
de las caras, calculadas de forma explicita, son interpoladas linealmente
(y corregidas por el método de interpolacion compacta del momento para
evitar oscilaciones no realistas de la presion). En cambio, se hace uso de un
esquema convectivo (entre los descritos en el Apartado 2.3) para interpolar
las variables transportadas ¢ en el término de conveccion, que son incognitas
del sistema y se tratan implicitamente.

El esquema convectivo Upwind, a pesar de su pobre precision |56], ha
sido aplicado con frecuencia en los algoritmos segregados debido a las buenas
propiedades numéricas de la matriz de coeficientes resultante. La molécula
computacional engloba tnicamente 7 nodos (en una malla rectangular 3D)
y la dominancia de la diagonal principal estd asegurada. Para poder aplicar
esquemas convectivos de mayor orden manteniendo las buenas propiedades
numéricas del esquema Upwind, se emplea una implementacion diferida de
tal forma que la parte ‘anti-difusiva’ de la formulacion (ver Ecuacion (2.12))
se calcula explicitamente usando los valores conocidos de las variables en la
iteracion anterior y se anaden al vector del lado derecho del sistema (o vector
fuente). Se alcanza la solucién de mayor orden en la convergencia del método
iterativo. A modo de ejemplo, la ecuacion discretizada del término convectivo
a través de la cara este para una variable transportada ¢ se calcula como:

me¢e = {peAeugMI}k_l(élfj + {peAeueCMI%d}(r> (¢U - ¢UU)}k_1 ) (41)

donde se designa la iteracion actual como k, y la anterior como k& — 1. El
primer sumando en la ecuacién anterior se trata implicitamente, mientras
que el segundo se calcula explicitamente y se introduce en el vector fuente.
Cabe destacar asimismo que en las ecuaciones de cantidad de movimiento ¢
corresponde a una de las componentes de la velocidad.

En el sistema acoplado de ecuaciones, sin embargo, la dominancia diago-
nal de la matriz en las filas correspondientes a las ecuaciones de cantidad de
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movimiento esta todavia comprometida por los coeficientes adicionales (res-
pecto al método segregado) que provienen de la discretizacion del gradiente de
presion (en general,a"?, a’? y a? # 0). En este trabajo, se utiliza relajacion
inercial para compensar estos coeficientes extra fuera de la diagonal principal.
En el caso de la ecuacion para u en la celda P, el término pseudo-transitorio
discreto es: .

Up —Uup

AT

donde k—1 hace referencia a la iteracion anterior. De esta forma, el coeficiente
ap es anadido a la diagonal principal en las filas de la matriz correspondientes
a la ecuacion de cantidad de movimiento y aumenta su nimero de condicion.
Ademés, en el Apartado 5.2 se deduce un valor apropiado del falso paso
temporal (A7), de tal forma que su eleccion no es una tarea critica para la
convergencia del método.

A diferencia de las ecuaciones de cantidad de movimiento, otras ecuacio-
nes de conveccion-difusion puras (como una ecuacion de transporte para la
temperatura) no requieren precondicionamiento por relajacion inercial para
asegurar la dominancia de la diagonal puesto que la variable transportada
no esta directamente acoplada con otras variables primitivas. Los tnicos
coeficientes fuera de la diagonal principal son debidos a la discretizacion del
término convectivo y difusivo. La implementacion diferida de los esquemas
convectivos y el uso del esquema CDS para calcular los gradientes del tér-
mino difusivo aseguran una matriz de coeficientes diagonalmente dominante.
No obstante, los resultados presentados en este trabajo han sido obtenidos
aplicando relajacion también a la ecuacion de energia y se ha usado el mismo
falso paso temporal para todas las variables dependientes con el objetivo de
sincronizar su marcha en el (falso) tiempo.

Ve =ap(up ' —up) (4.2)

4.3. Precondicionamiento de la ecuacion de con-
tinuidad

El precondicionamiento de la ecuacion de continuidad es un punto critico
en el intento de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos incompre-
sibles de una forma acoplada puesto que una de las incognitas, la presion, no
tiene ecuacion. Una técnica que se usa frecuentemente para adaptar estrate-
gias propias de flujos compresibles es el modelo de compresibilidad artificial.
El método estandar, propuesto por Chorin [20], consiste en anadir un término
artificial de derivada temporal de la presion (esto es, (1/3)/(0p/0T)), el cual
emula el término transitorio de la ecuacion de conservacion de masa en un
flujo compresible.
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Aunque el término de compresibilidad artificial elimina los ceros de la
diagonal principal de la matriz de coeficientes A, la necesidad de determinar
el parametro libre [ resta robustez al método: el valor, que afecta a la
velocidad de convergencia, se elige mediante ‘experimentacion numérica’. Se
puede mitigar este inconveniente relacionando el parametro libre 3 con una
velocidad pseudo-acustica, c;, a través de la siguiente ecuacion:

o _dpop _ 10p

or  dpdr  2or (43)

En la literatura hay disponible una variedad de opciones para el calculo de ¢,
(ver, por ejemplo, |107], |[114], [66] o [57|), relacionandola con una velocidad
global de referencia, la velocidad local en cada celda o una velocidad difusiva
(en el caso de flujos dominados por la difusion). A modo de ejemplo, la
expresion propuesta por Weiss and Smith [114] para la velocidad pseudo-
acustica es:

¢, = max(|v|,v/Ax) : (4.4)

donde el primer elemento es el moédulo de la velocidad local y el segundo
representa la velocidad difusiva (siendo v la viscosidad cinemaética). Como
senalan Venkateswaran et al. [109] la robustez de las diferentes variaciones de
precondicionamiento, sin embargo, se ve todavia amenazada por la necesidad
de definir una velocidad convectiva minima en zonas de estancamiento, donde
la velocidad local tenderia a cero.

En este trabajo se propone una estrategia diferente para evitar la apari-
cion de ceros en la diagonal principal de la matriz de coeficientes, basada
en una implementacion ‘parcialmente implicita’ de una ecuacion de tipo
Poisson derivada a partir de la ecuaciéon de continuidad. Esta implementacion
involucra términos implicitos que contribuyen a la estabilizacion del método
iterativo como se detalla a continuacion.

En el desarrollo del método se considera, en primer lugar por simplicidad,
la resolucion de flujo estacionario sin utilizar relajacion (mas abajo se tratara
el caso general con términos transitorios y coeficientes de relajacion). La
ecuacion de continuidad se discretiza calculando las velocidades en las caras
de acuerdo con el modelo de Interpolacion Compacta del Momento (Capitulo
3):

Z pnbAnbUg;)MI =0 . (45)
nb(P)

Introduciendo los valores de las velocidades corregidas segin la interpolacion
del momento (Ecuacion (3.7) o Ecuacion (3.50) con ' = 4" = 0), se obtiene
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la siguiente ecuacion de Poisson discretizada:

Z pnbAnb |_'UJ nb + Z pnbAnb { \‘EJ fnb - \‘iJ } =0 ) (46)
nb(P) a1 b a1 pp

nb(P)

donde f,; es la fuerza de presion sobre la celda decalada en la direccion
apropiada. Este término incluye valores de presion en los nodos de las celdas
(fuo = —Appp — AxpDPNB) ¥, en concreto, coeficientes de las incognitas p
que se introducen en la diagonal principal de la matriz eliminando asi los
elementos nulos. La implementacion ‘parcialmente implicita’ propuesta en
este trabajo consiste en diferir al lado derecho (o vector fuente) los términos
que contienen la interpolacion lineal de la fuerza de presion | f/a],,, mien-
tras que los términos responsables del acoplamiento velocidad-presiéon son
incluidos implicitamente en la matriz de coeficientes. La ecuacion resultante,
escribiendo en el lado izquierdo los términos implicitos (con superindice k
para las incognitas) y en el derecho los explicitos, es:

Z pnbAnb(l - )\nb)vf3 + Z pnbAnbAnb'U]k\fB_'_ (47)
nb(P) nb(P)
1 k 1 k
+ Z PrbAnp \‘EJ APpP + Z PrbAnp \‘EJ ANBpNB =
nb(P) nb nb(P) nb
ap;:,,MI
4
k—1
:z%MVJ
nb(P) nb

El término senalado con una llave es el coeficiente que se introduce en la
diagonal principal de la ecuacion de continuidad o’ M Haciendo uso de esta
implementacion parcialmente diferida de la formulacion de la interpolacion
del momento, se evita el desacoplamiento velocidad-presion tipico de las
mallas colocalizadas sin incrementar el tamano de la molécula computacional
(inicamente los nodos adyacentes estan conectados en la matriz de coeficien-
tes). Ademaés, el acoplamiento se ve favorecido por tener tanto vp como pp
referidos a la misma iteracion (la actual).

De este modo, el procedimiento proporciona una ecuacién para la presion
en flujos incompresibles. No se consigue, sin embargo, una matriz con domi-
nancia de la diagonal principal debido a los coeficientes que provienen de la
interpolacion lineal de la velocidad (los dos primeros sumandos de la Ecuacion
(4.7)) v que acoplan implicitamente las incognitas presion y velocidad (en la
matriz de coeficientes a?®, a?’ y a?” # 0). En el algoritmo propuesto, la
técnica de pseudo-compresibilidad (descrita brevemente al principio de este
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apartado) se emplea como una relajacion inercial, cuya mision es compensar
dichos elementos extra fuera de la diagonal principal (de manera analoga
a la estrategia seguida para las ecuaciones de cantidad de movimiento en
el apartado anterior). El coeficiente implicito introducido en la diagonal
principal, a’3", viene dado por la discretizacion del falso término transitorio
(Ecuacion (4.3)):
ap’ = Ve
U2AT
donde U es una velocidad de referencia y se proporcionara una estimacion
para el falso paso temporal A7 en el Apartado 5.2.

Como consecuencia de la combinacion del modelo de compresibilidad
artificial y de la implementacion de una ecuacion de Poisson a partir de la
formulacion CMI, el coeficiente total en la diagonal principal de la ecuacion
para la presion, a’¥ se compone de dos sumandos:

(4.8)

a? = a®" + oM (4.9)
donde " viene dado por la Ecuacion (4.8) y, de la Ecuacion (4.7), a2
es:

pp,CMI Z pnbAnb \‘ J Ap . (410)
nb

nb(P)

Las pruebas numeéricas realizadas durante este trabajo indican que este 1l-
timo coeficiente a'y OMIog crucial para la velocidad de convergencia y ro-
bustez del algorltmo acoplado (ver capitulo de resultados, Apartado 6.2).
En lo que sigue, se propone una explicacién para este comportamiento.
Dicho término implicito involucra en esencia una interpolacion lineal del
(inverso del) coeficiente ap, que es el coeficiente en la diagonal principal
de las ecuaciones de momento (en la matriz acoplada, se escribiria a's" =
a¥ —a%") y proviene de la discretizacion de los términos convectivos y
difusivos. Este coeficiente, por tanto, involucra la suma sobre las celdas
vecinas de las velocidades locales convectivas y difusivas. Ademas, gracias
a la implementacion diferida de los esquemas convectivas de alto orden, so6lo
la parte upwind se trata implicitamente, y por tanto ap es estrictamente
positivo. De este modo, el coeficiente en la diagonal principal que se obtiene
de la implementacion parcialmente implicita de la ecuacion de Poisson puede
considerarse un coeficiente de precondicionamiento local, autométicamente
determinado y que no requiere ningin tratamiento especial en la cercania de
puntos de estancamiento.

En el caso general, cuando se resuelven flujos transitorios y se relaja
el método iterativo de resolver las ecuaciones no lineales, la formulacion
CMI permite seguir un tratamiento analogo de la ecuacion de continuidad
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resultando en la siguiente expresion para el coeficiente en la diagonal principal
(ver Ecuacion (3.50):

1 1
QPP OMI P Anp {—J Ap . (4.11)
F nbz(];) 1 + |_/8tJ nb + L/BTJ nb a nb

Es interesante observar que cuando se aplica relajacion (37 > 0) a’}p’CMI
decrece. Asi, el precondicionamiento por relajacion e interpolacion del mo-
mento se compensan en cierta manera entre ellos: cuando la relajacion crece,
el coeficiente MI implicito decrece. Esta tendencia favorece la robustez del
algoritmo ya que la influencia del parametro libre de pseudo-compresibilidad
(A7) sobre la convergencia del procedimiento iterativo no es tan decisiva
como en el modelo de compresibilidad artificial habitual. Se ilustrara este
razonamiento en el capitulo de resultados, donde se muestra el coeficiente en
la diagonal principal de la ecuacion de continuidad a'? en el problema de la
cavidad con pared movil para varios tamanos del falso paso temporal. Cuando
se resuelven flujos transitorios, por su parte, se obtiene un comportamiento
similar, puesto que pasos de tiempo (reales) mas pequenios conducen a valores
mas pequenios del coeficiente a’y OMI

Para finalizar este apartado, se remarca que el algoritmo implicito acopla-
do propuesto en este trabajo combina una técnica empleada tipicamente en
los métodos basados en la densidad (el modelo de compresibilidad artificial)
con una técnica usada en los algoritmos basados en la presion (los métodos de
proyeccion para deducir una ecuacion de Poisson) con el objetivo de conseguir
una matriz bien condicionada y poder resolver de una manera robusta tanto
flujos incompresibles como flujos compresibles a muy baja velocidad.

4.4. Matriz de coeficientes resultante del pre-
condicionamiento

Mediante la implementacion parcialmente diferida de la interpolacion
del momento y del esquema convectivo (ambas descritas en los apartados
precedentes de este capitulo) se consigue que las ecuaciones de conservacion
para una celda P involucren tnicamente a las celdas adyacentes; es decir, el
tamafio de la molécula computacional es 7 en un problema tridimensional (5
en dos dimensiones). El sistema acoplado se puede asi expresar mediante una
matriz heptadiagonal de sub-matrices 4 x 4, siendo 28 (= 7 x 4) el namero de
diagonales con coeficientes no nulos de la matriz completa. Se escribe aqui,
por simplicidad, la matriz del sistema acoplado para un caso bidimensional,
compuesta por sub-matrices 3 x 3y con 15 (=5 x 3) diagonales no nulas:
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o :
o Ps Bs
[ J [ J [ :
° ° ° ° ° Dw Bw
As - Aw Ap Ag -+ An - dp — Bp
° ° ° ° O30 Bg
[ ] [ ] :
g P B
L4 .
(4.12)
La sub-matriz Ap se escribe
Ap = 0 a" a" , (4.13)
aPt  gPv PP

P

y destaca, respecto al patron de llenado de la sub-matriz original (ver (2.24)),
el coeficiente no nulo a7 en la diagonal principal. A continuacion, a modo
de resumen, se especifica la composicion de todos los coeficientes a}@@, que
resultan tras aplicar el tratamiento de las ecuaciones discretas de Navier-
Stokes propuesto en este capitulo para mejorar la condicion de la matriz del
sistema acoplado.

El coeficiente de la diagonal principal en las ecuaciones de cantidad de
movimiento y otras ecuaciones de transporte, (a%", en el caso de la velocidad
u) estd compuesto por tres términos: uno proviene de la contribucion al nodo
P de la parte upwind del término convectivo (a'5"Y“®; ver Ecuacion (4.1)),
otro de la discretizacion del término difusivo (a's“”"" Ecuacion (2.7)) y el
tercero resulta del término pseudo-temporal (ap"", Ecuacion (4.2); en caso
de flujo transitorio, se debe anadir el coeficiente debido a la discretizacion

del término temporal real). Asi,

wu _uu,UCS uu, DIF uu,T
ap' =ap +ap +ap , (4.14)
con —
uu,UCS CMIR—1cUP
ap = E pnbAnbUnb 5nb y (415)
nb

donde 55{,13 = 1 si la celda upwind a la cara nb coincide con la celda Py es
nulo en cualquier otro caso;

ate Pt — Z 20y Anp/ (Az1p + Ax115) ; (4.16)
nb
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uu,T pPVP
apr= (4.17)

Los coeficientes fuera de la diagonal principal a y ap surgen debido al
acoplamiento entre velocidad y presion presente en las ecuaciones de Navier-
Stokes. En el caso de la ecuacion para u, dicho coeficiente representa la
contribucion de la fuerza de presiéon en direccion horizontal sobre la celda P
(fer = A(pw — pe), Ecuacion (2.8)) !

A = A(=Ao +A) (4.18)

donde A\ es el factor de interpolacion lineal, utilizado para el calculo de los
valores de presion en las caras de la celdas.

En cuanto a la ecuacion para la presion, el coeficiente de la diagonal
principal /¥ esta compuesto por las contribuciones del término pseudo-
transitorio y de la implementacion parcialmente implicita de la ecuacion
de Poisson deducida a partir de la Interpolacion Compacta del Momento
(Ecuaciones (4.11) y (4.8)):

e : (4.19)
con
1 1
C
F = 2 e L T, HIC
y
Vp
e (4.21)

Los coeficientes a'' y al, por su parte, provienen del término correspondiente
a la interpolacion lineal de la velocidad en el calculo del flujo masico a través
de las caras (ver Ecuacion (4.7)):

= A(p(1=A) = pu(l = \)) (4.22)

dp = A(pn(l = An) = ps(1 = A)) (4.23)

'Es interesante destacar que este término es nulo para las celdas norte y sur (en decir,
en la sub-matriz An;, ay = 0,a¢” = 0)
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Capitulo 5

Detalles algoritmicos

En este capitulo se describen aspectos concretos, no tratados previamente,
del algoritmo empleado para la resolucion de los problemas presentados en
el capitulo de resultados. Dichos aspectos incluyen la resolucion del sistema
lineal, las condiciones de contorno y la implementacion del algoritmo en un
codigo paralelo desarrollado en el presente trabajo de investigacion.

5.1. Resolucion del sistema en forma delta

A la hora de resolver el sistema lineal se utiliza la forma de correccion
(o delta): AA® = R, donde el vector incognita AP contiene la correccion
de las variables dependientes entre dos iteraciones (exteriores) consecutivas:
AP = &k — dk~1 E] término de la derecha de la ecuacion es el vector
residuo, que proviene de la discretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes:
R =b — A®X"1 Cuando se alcanza la convergencia tanto el vector correc-
cion como el residuo son despreciables y se obtiene la solucion del sistema
discretizado original. Una ventaja de esta representacion en forma delta es
que las técnicas de precondicionamiento para acelerar la convergencia se
aplican exclusivamente a la matriz del lado izquierdo (que puede ser distinta
a la incluida en el lado derecho).

El algoritmo acoplado e implicito propuesto engloba un proceso de subs-
titucion sucesiva y un paso de tiempo dual. Esto implica la resoluciéon de
un sistema lineal grande (aunque hueco) en cada iteracion (exterior) y, en
flujos no estacionarios, en cada paso de tiempo. Asi, el comportamiento del
algoritmo completo depende en gran medida de la robustez y eficiencia del
método iterativo (solver) elegido para resolver cada sistema lineal. Estos dos
requisitos suelen ser contradictorios de tal manera que un solver especifica-
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mente disenado para un problema puede ser muy eficiente en la resolucion
de dicho flujo, pero no converger cuando se intenta aplicar a otro problema.

En este trabajo se ha dado mayor importancia a la robustez del algoritmo
con el objetivo de que se pueda aplicar a una amplia variedad de flujos. Por
este motivo, los problemas presentados en esta memoria han sido resueltos
utilizando el método GMRES [95] para buscar la solucion de cada sistema
lineal. Aunque existen otros métodos de sub-espacio de Krylov con menor
coste computacial (tales como BICGSTAB y TFQMR), la convergencia del
solver GMRES tiene la ventaja de minimizar la norma del residuo en cada
iteracion (interior). La descripcion detallada del algoritmo llevado a cabo por
el método GMRES se encuentra en bibliografia especializada (ver por ejemplo
[95]). No obstante, para limitar su coste en memoria computacional se usa una
implementacion con 'restart’: GMRES(m); es decir, después de m iteraciones
el solver reinicia su proceso de busqueda del residuo minimo (en este trabajo
m se ha fijado en m = 15). Ademaés, se aplica un precondiconador de Jacobi
para acelerar la convergencia. Aunque el método ILU parezca a priori més
apropiado como precondicionador puesto que trata de una manera global la
matriz de coeficientes y, por tanto, tiene en cuenta mejor el acoplamiento
entre ecuaciones, se ha mostrado menos robusto en ‘experimentos numéricos’
que el precondiconador Jacobi (en un mismo caso, el coeficiente de relajacion
inercial tiene mas influencia en la convergencia del método cuando se usa

ILU).

5.2. Control de las 1teraciones exteriores e in-
teriores

Una vez definido el sistema lineal de ecuaciones y el solver empleado
para su resolucion, la eficiencia del algoritmo acoplado e implicito depende
del nimero de veces que se tiene que aplicar (iteraciones exteriores) y de las
iteraciones que necesita para encontrar una solucién a cada sistema lineal
(iteraciones interiores).

El ntimero de iteraciones exteriores estd relacionado con el factor de
relajacion. Como se mostro en el capitulo anterior, el principal papel de la
relajacion inercial en el presente algoritmo implicito es asegurar la dominan-
cia diagonal de la matriz de coeficientes. Inspeccionando el sistema acoplado,
se puede inferir una estimaciéon del falso paso temporal, favoreciendo asi la
robustez del método.

En las ecuaciones de cantidad de movimiento, los coeficientes fuera de la
diagonal que deben ser compensados por el término de relajacion provienen
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de la discretizacion del gradiente de presion (a”? en la sub-matriz (2.21)).
Asi, el orden de magnitud del falso paso temporal, A7y, puede estimarse de
la siguiente forma:
ﬂU ~ A(pU?) . Ary =~ Az /U , (5.1)
ATO
donde U is una velocidad caracteristica y Az es el tamano tipico de una
celda.
Respecto a la ecuacion de la presion, los coeficientes extra por ser el
sistema acoplado provienen de los términos de interpolacion lineal de las
velocidades a las caras:

%ALTO U? ~ pAU . Aty ~ Az /U . (5.2)
Por tanto, el orden de magnitud del falso paso temporal estimado para que
la matriz sea diagonalmente dominante en las filas correspondientes a las
ecuaciones de cantidad de movimiento es el mismo que en las de continuidad:
el tiempo de residencia tipico en la celda At = Az /U.

Por otra parte, el criterio de convergencia controla el nimero total de
iteraciones exteriores y se establece en funcion de la norma L2 de los vectores
residuo (R) y correccion (A®), junto con los necesarios valores de referencia.
Una normalizacion apropiada es especialmente importante en flujos no esta-
cionarios ya que el cambio al siguiente paso de tiempo deberia ser controlado
de una manera automatica por el criterio de convergencia. Se considera que
valores de referencia tomados de la propia formulacion del sistema son mas
generales que aquellos definidos a partir de magnitudes caracteristicas (a
especificar para cada problema particular). En este trabajo se ha optado
por dividir la norma del residuo por la norma del producto de la matriz de
coeficientes y el vector incognita; la norma de la correccidon se divide por la
norma del propio vector incognita:

Cr = [[R||/[|A®[| ; Cae = ||AD[|/]|®]] (53)

En la resolucion acoplada del sistema, se considera que la solucién ha con-
vergido cuando cada variable tomada por separado satisface el criterio de
convergencia.

Aparte del control de las iteraciones (exteriores) del proceso de substitu-
cion sucesiva (Picard), es necesario limitar el ntimero de iteraciones interiores
llevadas a cabo por el solver lineal GMRES, con el proposito de encontrar
un buen balance entre precision y coste computacional. Si bien no tiene
sentido alcanzar soluciones muy precisas del sistema lineal con coeficientes
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provisionales, la convergencia del procedimiento de Picard puede verse com-
prometida debido a una estimacion demasiado ruda del vector incognita. En
este algoritmo no se fija un nimero constante de iteraciones interiores, sino
que se determina de manera dindmica en funcion de la reduccion, respecto a
la iteracion exterior anterior, de los coeficientes que controlan la convergencia
(Cr y Cas). Este factor de reduccion es tomado como 0.5 y, asi, el solver
lineal itera (en k) mientras C* > C*~1/10. En las historias de la convergencia
mostradas en el Capitulo 6, se observa que el niimero de iteraciones interiores
es variable en las primeras etapas y tiende a un valor constante hacia el
final del proceso de Picard, cuando el residuo disminuye exponencialmente.
Ademas, el numero de iteraciones interiores esta relacionado con el factor de
relajacion de tal manera que su limite asintético es menor cuanto mayor es
la relajacion aplicada (como cabia esperar).

5.3. Implementaciéon de las condiciones de con-
torno

Las condiciones de contorno impuestas en las ecuaciones generales de
Navier-Stokes definen el problema particular a resolver. En la discretizacion
de las ecuaciones mediante el método de volimenes finitos la necesidad de
imponer condiciones de contorno surge de una manera natural cuando se
intenta aplicar la forma integral de las ecuaciones de conservaciéon a una celda
frontera del dominio (Ecuacion (2.5)). La ausencia de una celda vecina (ver
Figura 5.1) impide el calculo del flujo convectivo y difusivo a través de la cara
frontera siguiendo las aproximaciones generales de interpolacién empleadas
en las celdas interiores del dominio. Por tanto, es necesario imponer dichos
flujos sin incrementar el nimero de incégnitas del sistema: o son conocidos
o deben calcularse usando valores de las variables incognita, almacenadas
en las celdas del dominio. Conviene remarcar que, aunque las condiciones de
contorno afectan habitualmente a una pequena proporcion de celdas, la forma
de implementarlas influye notablemente tanto en la calidad de la solucion
obtenida como en la velocidad de convergencia. Asi, por ejemplo, condiciones
inapropiadas impuestas en la salida de un dominio abierto pueden afectar al
flujo aguas arriba. Por otra parte, la resolucion acoplada e implicita de las
ecuaciones de Navier-Stokes requiere, cuando es posible, una implementa-
cion igualmente implicita de las condiciones de contorno para no aumentar
innecesariamente el nimero de iteraciones exteriores ([89]).

En la malla colocalizada usada en este trabajo el limite del dominio
computacional coincide con las caras externas de las celdas frontera (ver Figu-
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Figura 5.1: Frontera sur del dominio computacional.

ra 5.1) y la estrategia para implementar las condiciones de contorno consiste
en representarlas como una fuente anadida a cada ecuacién de conservacion,
linealizada de la siguiente forma para el sistema acoplado:

SP? = —aP P pop — Z al g danp + bp ) (5.4)
NB

donde Sﬁl’@ es una condiciéon de contorno para la variable ¢, impuesta en la
ecuacion de ¢. En el sistema acoplado, las ecuaciones de momento requieren
condiciones de contorno para la presion (SUP # 0); asimismo la ecuacion
para la presion incluye flujos masicos a través de las caras (SP" # 0). Los
coeficientes (implicitos) a?'?? son sumados a elementos de la matriz que
multiplican a la incégnita ¢, y pueden afectar tanto a la variable almacenada
en el propio nodo ap o en nodos vecinos ayp (este es el caso, por ejemplo,
si se emplean extrapolaciones de nodos interiores para calcular valores en la
cara frontera). Los coeficientes bp, por su parte, se calculan explicitamente y
se anaden al vector fuente.

En general, las condiciones de contorno para una ecuaciéon diferencial se
clasifican en dos grandes grupos: Dirichlet, que fijan el valor de la variable en
el contorno; y Neumann, que imponen una condicién para la derivada normal.
En el caso de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, sin embargo, surgen
algunas particularidades y las condiciones de contorno se clasifican segin
los limites impuestos al flujo. Asi, condiciones habituales son una entrada
de flujo, una pared, un plano de simetria, o una salida de flujo. En estos
contornos es necesario especificar el flujo convectivo y difusivo para todas las
ecuaciones y la fuerza de presion para la ecuacion de cantidad de movimiento
en la direccion correspondiente. En esta memoria no se pretende hacer un
andlisis exhaustivo de las posibles formas de implementar las condiciones
de contorno, sino que se especifican los coeficientes implicitos y explicitos
insertados en las ecuaciones para las celdas frontera que producen soluciones
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Figura 5.2: Fuerzas de presion (incognitas) involucradas en el calculo del flujo
masico a través de la frontera oeste.

satisfactorias de los flujos resueltos durante el presente trabajo de investiga-
cion.

5.3.1. Tratamiento de la correccién de la interpolacion
del momento en los contornos

Una mencion especial merece el tratamiento en los contornos de las va-
riables adicionales introducidas por la técnica de interpolacion del momento
aplicada en el presente algoritmo (ver Capitulo 3). Dichas variables son las
velocidades de conveccion, que intervienen en el calculo del flujo de masa y
son almacenadas en las caras de las celdas (en un problema bidimensional
son: uSMI yOMIyOMI y ,OMI) Fn Jas celdas interiores estas variables
se calculan como una interpolacion lineal de las velocidades incognitas (al-
macenadas en los centros de las celdas) y un término de correccion (por
ejemplo, uSM! = 1w, +uSMI) | que incluye fuerzas de presion en la direccion
correspondiente (ver Ecuacion (3.8)). El tratamiento dado a estas variables en
las caras frontera del dominio consiste en descartar el término de correccion
y aplicar la condicion de contorno directamente a la velocidad incognita. Asi,

por ejemplo, si la cara oeste es una entrada de flujo con velocidad U, entonces
pAuSMT = p AU (5.5)

es el flujo masico en la entrada. La eliminacion del término de correccion de
la interpolacion del momento implica que la fuerza de presion sobre una celda
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imaginaria centrada en la cara frontera oeste (ver Figura 5.2) es igual a la
interpolacion lineal de las fuerzas de presion sobre las celdas adyacentes a la
cara (la celda W es también imaginaria puesto que cae fuera del dominio):

fmw: (me+me)/2:me - Pw — PP = Pw — DPe . (56)

Ademés, es necesario tener en cuenta que esta condicion también afecta a
la cara interior de la celda frontera (en el ejemplo, la cara este) puesto que
el calculo de la velocidad uS™! involucra la interpolacion lineal de la fuerza
de presion sobre las celdas adyacentes a la cara. En concreto, f.p = p, — pe
Yy Pw €s un valor incognita de la presion en la frontera. En este trabajo se
ha decidido, para favorecer la consistencia de las condiciones de contorno
aplicadas a la presion, imponer un gradiente nulo en todas las caras frontera
(es decir, pyy = py, = pp en el ejemplo).

El comportamiento de esta aproximacién ha sido satisfactorio en los
casos resueltos durante este trabajo de investigacion, obteniéndose contornos
de presion suaves cerca de las paredes, incluso cuando se usan mallas sin
refinamiento cerca de las paredes y se consideran fuerzas de volumen como
la flotabilidad (algunos autores han descrito la obtencion de soluciones no

realistas en estos supuestos [19]).

5.3.2. Pared

En el presente trabajo se representa una pared imponiendo una velocidad
igual a la de la pared (U) en la cara frontera y calculando las derivadas
presentes en los flujos difusivos mediante la diferencia finita entre el valor de
la velocidad en la pared y en el propio nodo (en una pared situada al norte
de la celda: Ou/0y = 2(U — up)/Ay'). Respecto a la presion, considerando
el razonamiento expuesto en el apartado anterior, se ha impuesto gradiente
nulo. La Tabla 5.1 (pag. 59) muestra los coeficientes de la fuente expresada
segin la Ecuacion (5.4) para las ecuaciones de cantidad de movimiento y
continuidad (ecuacion para la presion) suponiendo que la pared se encuentra
en la cara norte.

5.3.3. Entrada de flujo

Se define una entrada de flujo especificando la velocidad de entrada (en
caso de py u constantes) y se considera que el gradiente de todas las variables
(velocidad horizontal, vertical y presion) es nulo. En el caso de la velocidad,

'En flujos incompresibles, la ecuacion de continuidad implica que el esfuerzo viscoso
normal a la pared sea también nulo (Ov/dy = 0).
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esta condicion equivale a aplicar el esquema convectivo Upwind en dichas
celdas. Los coeficientes implicitos y explicitos que se obtienen a partir de
estas premisas se muestran en la Tabla 5.2.

5.3.4. Plano de simetria

La condicion de contorno de plano de simetria puede aplicarse tanto
en flujos internos (por ejemplo, en el eje axisimétrico de una configuracion
cilindrica) como en flujos en dominios abiertos (lejos de la zona de interés
principal). En ambos casos, esta condicién permite reducir el tamano del
dominio computacional, y por tanto el coste en tiempo de cpu y memoria.
Un plano de simetria indica que no hay ni flujo convectivo ni flujo difusivo a
través de dicho contorno (velocidad normal nula y gradiente nulo para todas
las variables). Cabe destacar que, en el caso de dominios abiertos, el plano de
simetria debe estar lo suficientemente alejado de la zona de interés para que
el flujo ahi no se vea afectado. En la Tabla 5.3 se especifican los coeficientes
en la ecuacion discretizada correspondientes a esta condicion de contorno.

5.3.5. Salida de flujo

Las condiciones de contorno impuestas en la salida del flujo en un dominio
abierto no deben afectar al flujo aguas arriba. En los casos tratados en este
trabajo que han requerido imponer condiciones de contorno en la salida
(desprendimiento de vortices tras el paso alrededor de un cilindro cuadrado,
escalon en un canal y expansion brusca en una tuberia), se ha optado por
alejar suficientemente la salida de la zona de interés con el proposito de
minimizar el impacto de su tratamiento (tanto en los resultados como en el
procedimiento iterativo) y se ha considerado gradiente nulo para todas las
componentes de la velocidad (condicion equivalente a considerar un esquema
convectivo Upwind en la salida).

Respecto a la presion, se han utilizado dos tratamientos diferentes en los
problemas resueltos en el Capitulo 6. Por un lado, en la salida del flujo al final
de una tuberia o canal se ha impuesto una presion constante e igual a cero
(ver los coeficientes insertados en la Tabla 5.4). El problema del flujo tras un
cilindro cuadrado, en cambio, es un caso de flujo no confinado, en el que la
necesidad de imponer condiciones de contorno es debida al hecho de tener un
dominio computacional finito. En este caso, se ha aplicado gradiente nulo a la
presion, al igual que a las componentes de la velocidad. En las simulaciones
realizadas se ha observado que esta estrategia, caracterizada por no fijar
la presion a priori en ningin punto del dominio, favorece la velocidad de
convergencia del proceso iterativo puesto que los nodos frontera en la salida
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(que inicialmente no se ven afectados por la perturbacion de la entrada)
tratan de adaptarse a las condiciones con las que llega el flujo.

5.3.6. Condiciones de contorno periédicas

Las condiciones de contorno peridédicas son un recurso computacional
utilizado en CFD para simular un patron de flujo que se repite; es el caso
del conocido problema con solucién analitica de decaimiento de vortices de
Taylor-Green. En aplicaciones mas realistas, se usan habitualmente en la
simulacion de la turbulencia cuando, por ejemplo, el flujo tiene dos direcciones
predominantes, mientras que la velocidad media en la tercera direccion es
nula. La manera de implementar estas condiciones consiste en considerar
adyacentes las celdas frontera de los contornos opuestas (norte-sur y este-
oeste), de manera que todas las celdas del dominio tienen todos los vecinos
y las reglas de interpolacion generales se pueden aplicar sin excepcion. Asi,
no es necesario imponer ninguna condiciéon de contorno.
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Tabla 5.1: Condiciones de contorno. Pared en la cara norte moviéndose en
direccion horizontal con velocidad U.

¢1 qd1u qP1v q®1p b
u | 24 An/Ay 0 0 2u,AU/Ay
P 0 0 0 0

Tabla 5.2: Condiciones de contorno. Entrada de flujo en la cara oeste con

velocidad U.

¢1 qduw  gdv qo1p b
v 00 Ay, pudgU?
v 0 0 0 0
pl 00 0 puAU

Tabla 5.3: Condiciones de contorno. Plano de simetria en la cara sur.

P1

qf1u

qf1v

a®r p
u 0 0 0 0
v 0 0 —A; O
p|l 0 0 0 0

Tabla 5.4: Condiciones de contorno. Salida de flujo en la cara este. En el caso
del coeficientes a™P se escribe su valor tanto si se supone presion constante e

igual a 0 (a"? = 0) como gradiente nulo (a*“? = —A,.) en la salida.
o qP1-u qb1v q®1p b
u | peAcup 0 0 0, —A.
v 0 peAcup 0 0
p | peAe 0 0 0
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5.4. Codigo computacional paralelo

Una fraccion significativa del presente trabajo de investigacion se ha dedi-
cado al desarrollo de un codigo de CED (MICs), en el que se ha implementado
el algoritmo acoplado descrito en esta memoria.

Los requisitos (a largo plazo) planteados inicialmente para el codigo fue-
ron que proporcionase una herramienta flexible y extensible donde probar
tanto algoritmos numéricos como modelos fisicos de las ecuaciones de Navier-
Stokes. Ademaés, puesto que la resolucién de flujos turbulentos es un tema
de investigacion abierto en el campo de CFD y el modelo mas prometedor
(la Simulacion de Grandes Escalas, LES) requiere habitualmente un gasto
computacional alto, se opt6 por hacer un codigo capaz de dividir la malla
y resolver cada sub-dominio en paralelo en varias maquinas. Ambos requi-
sitos podian ser satisfechos utilizando la librerfa accesible PETSc (Portable,
Extensible Toolkit for Scientific computation) desarrollada en el Argonne
National Laboratory (USA) ([6], [4], [5]). PETSc esta escrita en lenguaje de
programacion C y es de bajo nivel referido a la fluidodinamica computacional.
Esto quiere decir que aporta estructuras de datos y subrutinas (como vectores
y matrices distribuidas o solvers lineales) para la solucion en paralelo de
problemas formulados mediante ecuaciones en derivadas parciales (el nicleo
de la fluidodindmica computacional) sin coartar las posibilidades de mode-
lizacion de las ecuaciones por parte del usuario. PETSc emplea el paquete
estandar MPI (Message Passing Interface [41], [42]) para la comunicacion
entre procesadores.

La paralelizacion de codigos de CFD se basa habitualmente en la descom-
posicion del dominio. Cada sub-dominio es asignado a un procesador que re-
suelve el sistema de ecuaciones algebraico correspondiente; logicamente debe
existir un intercambio de datos entre procesadores que comparten frontera
de submalla puesto que nodos vecinos estan relacionados en las ecuaciones
discretizadas. El codigo desarrollado se ha apoyado en estructuras de datos
y subrutinas de la libreria PETSc tutiles para definir un sistema algebraico,
distribuirlo en varias maquinas y resolver cada sub-sistema localmente. De
esta forma, se evitan tareas de programacion como la comunicacion entre
procesadores o los algoritmos de los solvers lineales. Asi, el codigo debe
encargarse principalmente de la evaluacion (local) de los coeficientes del sis-
tema acoplado segin el algoritmo propuesto en este trabajo y de su insercion
en las estructuras correspondientes de PETSc. A continuacion, se describe
someramente esta interaccion.

El objeto PETSc que maneja la paralelizacion del dominio es el Array
Distribuido (DA, en sus siglas en inglés). A partir de una serie de datos de
entrada, como son el nimero global de nodos, el nimero de procesadores,
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Tabla 5.5: Ejemplo de particion de malla. Numeracion global (izquierda) y
local a un procesador (derecha) de las celdas de la malla, segin el objeto DA
de PETSc.

proc 2 proc 3 proc 2 proc 3
22 23 24129 39 X X X X X
19 20 21|27 28 X X X X X
16 17 18 |25 26 13 14 15| x x
7T 8 9|14 15 9 10 11 }12 x
4 5 6 |12 13 5 6 7|8 x
1 2 310 11 1 2 3|14 x

proc 0 proc 1 proc 0 proc 1

el tipo y la anchura del halo (conjunto de nodos frontera), y los grados
de libertad por nodo (o nimero de variables resueltas acopladamente), el
DA distribuye el dominio y proporciona una relaciéon entre la numeracion
global y local (en cada procesador) de los nodos de la malla. La numeracion
local tiene en cuenta también las celdas del halo (ver Tabla 5.5). Ademas,
este DA genera una plantilla sobre la que se construyen otros objetos tutiles
para la resolucion en paralelo de un sitema algebraico AA¢ = b, como son
vectores y matrices distribuidos. Estos vectores y matrices de PETSc no
son simplemente arrays de C, sino estructuras que contienen informacion
adicional util para su tratamiento en la paralelizacion. Una vez construido
el sistema algebraico, PETSc también proporciona una variedad de métodos
iterativos para resolver el sistema en la malla local.
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Figura 5.3: Estrategia de paralelizacion usando PETSc.
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Un diagrama basico de la estrategia de paralelizacion seguida en el desa-
rrollo de este codigo aparece en la Figura 5.3. En primer lugar, se llama
al DA, que se encarga de la distribucion del dominio y sobre él se crean las
estructuras de PETSc que representan los vectores y la matriz distribuidos del
sistema algebraico a resolver. Para evaluar los coeficientes de estos objetos,
el codigo propio define arrays de C estandar, que son locales y a los que
asigna memoria en funcion del nimero de nodos de la porcion de malla
correspondiente (incluyendo el halo), y recorre la malla local siguiendo la
numeracion global, que ‘traduce’ al indice local de dichos arrays ‘de trabajo’
empleando informacion proporcionada por el DA. Una vez evaluados, inserta
los coeficientes en los objetos matriz y vector correspondientes y llama a
la subrutina de PETSc que los ensambla. Por tltimo, encarga al solver de
PETSc, SLES, correspondiente la resolucion del sistema lineal en paralelo.
El vector solucion obtenido sirve para la nueva evaluacion de los coeficientes
en el bucle del proceso iterativo de Picard.

Se presentan mas detalles de las estructuras de datos y diagramas de flujo
del codigo desarrollado en el apéndice A de esta memoria.
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Capitulo 6

Resultados. Comportamiento del
algoritmo acoplado

La verdad es concreta.

- Bertolt Brecht

En los apartados que componen este capitulo se analizan los nuevos algo-
ritmos propuestos en este trabajo. En primer lugar, se comprueba que la
formulacion mejorada de la Interpolacion del Momento conduce a soluciones
independientes tanto de la relajacion como del paso temporal. EI compor-
tamiento del precondicionamiento, especialmente su robustez, es analizando
mediante la utilizacion de diferentes tamanos de falso paso temporal y dife-
rentes densidades de malla en la resolucién de un mismo problema (cavidad
movida por pared movil a Re = 1000). Este mismo flujo a nimeros de
Reynolds mas altos (Re = 5000 y Re = 10000), y el flujo generado en
una cavidad por una variacion de temperatura grande sirven como test para
evaluar la eficiencia y precision alcanzada por el algoritmo acoplado cuando
se resuelven flujos altamente dominados por la conveccion (primer caso) y
con densidad variable (segundo caso). A continuacién, se comprueba que
la utilizacion de un esquema implicito y una linealizacion tipo Picard en
un algoritmo acoplado es factible para resolver un problema no estacionario,
mediante la simulacion de la estela (laminar) formada por el desprendimiento
periodico de vortices tras un cilindro cuadrado. Por ultimo, se ilustra la
ganancia en robustez que implica un algoritmo acoplado (respecto a uno
segregado) mediante la comparacion de la velocidad de convergencia en la
resolucion de distinta manera de dos problemas: el flujo tras una expansion
brusca en una tuberia utilizando coordenadas cilindrico-polares, con los dos
términos adicionales debido al cambio del sistema de coordenadas incluidos
implicitamente en la matriz de coeficientes o diferidos al lado derecho de la
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0
0

0; u v
0; uv

dp/dx
dp/dx

dp/dy=0; u,v=0

Figura 6.1: Cavidad con pared movil. Esquema del problema y condiciones
de contorno.

ecuacion; y la resolucion acoplada o segregada (tratando explicitamente los
coeficientes de acoplamiento de la matriz: es decir, a®'?2 =0 V ¢ # ¢)
de las ecuaciones de cantidad de movimiento y de continuidad en el flujo en
una cavidad cuadrada con una pared movil a Re = 1000.

6.1. Validacion de la Interpolaciéon Compacta
del Momento (CMI)

En esta seccion se estudia el comportamiento del esquema de Interpo-
lacion Compacta del Momento propuesto en este trabajo (Apartado 3.4)
mediante la resolucion de dos problemas tipicos de validacion. El primero
es el flujo en una cavidad cuadrada con una pared movil y el segundo es
el problema de decaimiento de vortices de Taylor-Green, para el que existe
solucion analitica.

6.1.1. Flujo en una cavidad con pared moévil. Re = 100

El flujo en una cavidad con pared movil es un problema test empleado
con frecuencia para la validacion de algoritmos numéricos ya que se mani-
fiestan fendmenos de flujo complejos en una configuraciéon geométrica simple
[97]. Aqui es usado para validar el método de Interpolacion Compacta del
Momento.

Con este proposito, se resuelve el flujo bidimensional a bajo nimero
de Reynolds (Re = 100) en una malla uniforme y gruesa (21 x 21). El
esquema de discretizacion usado para las variables transportadas es el CDS
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Tabla 6.1: Cavidad con pared movil. Comparacion del efecto del tamano
de paso temporal en la soluciéon convergida usando la OMI y el esquema
propuesto CMI.

u/U para At/tp =— 0.1 1.0 10
OMI —1.975054e~1 —1.976056e~! —1.976187¢~!
CMI —1.976542¢7!  —1.976542¢71 —1.976542¢ 71

(o interpolacion lineal). En las paredes, se imponen condiciones de contorno
de no deslizamiento para las velocidades y gradiente nulo para la presion.
Un esquema del problema aparece en la Figura 6.1. Se estudia el efecto de
la relajacion en la solucion convergida resolviendo las ecuaciones para flujo
estacionario. Asimismo, se resuelve la evolucion transitoria del flujo desde
un estado inicial en reposo cuando, en ¢ = 0, el movimiento de la pared
comienza bruscamente hasta que se alcanza el estado estacionario, con el
objetivo de analizar el efecto del tamano del paso temporal en la solucion
convergida y estacionaria. En ambos casos, se considera que se ha alcanzado
la convergencia cuando la norma del residuo (tal y como se defini6 en el
Apartado 5.2) es menor que 1.0e™15.

La Tabla 6.1 muestra la componente horizontal de velocidad en el centro
de la cavidad obtenida en la resolucion de la evoluciéon transitoria del flujo
hacia el estado estacionario. Se emplea el esquema Euler de primer orden
y varios tamanos de paso temporal (t/tp = 0.1, t;tp = 1.0 y t/tp = 10,
siendo tp = L/U el tiempo caracteristico del problema; en todos los casos, el
falso paso temporal es A7/t = 10.). Los resultados obtenidos con el método
propuesto (CMI) se comparan con el método de interpolacion del momento
original. Dicha tabla indica que la OMI proporciona resultados estacionarios
y convergidos dependientes del paso de tiempo, mientras que el esquema CMI
conduce a un unico valor. Como se mencioné en el Apartado 3.3.1, Yu et al.
|115] demostraron que la propuesta para mejorar el OMI de Choi [18] conduce
a resultados que todavia dependen (aunque menos) del paso temporal.

La investigacion del nuevo método CMI es ampliada mediante la explo-
racion del efecto de la relajacion inercial en la resolucion estacionaria del
flujo (Ecuacion (3.50) con ' =0y " = 7) y de la combinaciéon de varios
coeficientes de relajacion y tamanos de paso de tiempo en la resoluciéon de
la evolucion transitoria del flujo usando los diferentes esquemas temporales
analizados en el Capitulo 3. Los falsos paso temporales son comparados
con un tiempo de residencia en la celda tipico t¢ = Axz/L/U. Como se
muestra en la Tabla 6.2, el coeficiente de relajaciéon en los casos analizados
abarca desde falsos pasos temporales pequenios (A7 /tc = 0.1) hasta grandes
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ﬁ \

Figura 6.2: Cavidad con pared movil, Re = 100, malla 21 x 21. Lineas de
corriente (izquierda) y contornos de presion (derecha) en la convergencia.

(AT/te = 100). En todos los casos se obtiene la misma solucién convergida
y estacionaria en el centro de la cavidad hasta las seis primeras cifras signifi-
cativas (u/U = —1.976542¢™! y v/U = 5.874665¢~2). Esta independencia se
deduce (facilmente) de la inspeccion de la ecuacion para la correccion CMI
(ver Apartado 3.4). No se ha validado aqui la formulacion para tener en
cuenta la relajacion lineal porque la formulacion CMI con 57 =0y ' =0
coincide con la expresion ya analizada por Majumdar |65] y Miller y Schmidt
[74].

En la Figura 6.2 se presentan las lineas de corriente y los contornos de
presion de los campos convergidos. La ausencia de oscilaciones en el campo
de presion indica que el desacoplamiento velocidad-presion tipico de mallas
colocalizadas ha sido evitado satisfactoriamente por la CMI.

La Figura 6.3 (izquierda) muestra contornos de presion en el instante de
tiempo t/tp = 0.5 obtenidos con la expresion OMI y usando un paso muy
pequeno At/tp = 0.001. El campo presenta el tipico patron en zig-zag de
mallas colocalizadas. Tomandolo como punto de partida, la simulaciéon es
reiniciada haciendo uso del nuevo método CMI; se obtienen contornos suaves
(derecha) ya que el presente modelo, a diferencia del modelo original, retiene
el término responsable del acoplamiento velocidad-presion incluso en el limite
de pasos de tiempo pequenos (como se explico en el Apartado 3.3.1).
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Figura 6.3: Cavidad con pared movil, Re = 100, malla 21 x 21. Las
oscilaciones generadas por el esquema OMI (izquierda) cuando se emplea

un paso de tiempo pequeno (At/tp = 0.001) son eliminadas por el esquema
CMI (derecha).
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Tabla 6.2: Cavidad con pared moévil. Combinaciones de At and A7 (La solucion del estado estacionario y convergido
es idéntica para todos los casos).

Resultados — u/U = —1.976542¢~! and v/U = 5.874665¢2 at (z/L = 0.5, y/L = 0.5)
Esquema temporal — Estacionario Euler 1st Euler 2nd Adams-M. 2nd
At/tp — 0.1 1.0 10 0.1 1.0 10 0.1 1 10
AT/tC l 0.1 * *
1.0 * *
10 % % % %
100 * * * *
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6.1.2. Voértices de Taylor-Green

En esta seccion se comprueba la precision del método numeérico mediante
la resoluciéon del decaimiento de los vortices bidimensionales llamados vor-
tices de Taylor-Green. Las ecuaciones de Navier-Stokes pueden resolverse
analiticamente para este problema transitorio y los errores de discretizacion,
por tanto, pueden calcularse con precision. El problema se define asumiendo
que los campos de las dos componentes de la velocidad y de la presion son
periodicos (en el dominio espacial) e imponiendo como condicion inicial el
siguiente vortice:

u(z,y,0) = —cos(z)sin(y) (6.1)
v(z,y,0) = sin(x) cos(y)
p(z,y,0) = —[cos(2z) cos(2y)]/4

Suponiendo viscosidad cinemética v = 1 (las unidades del problema son

irrelevantes mientras se mantengan consistentes), la solucion exacta en el
espacio y en el tiempo esta dada por:

u(z,y,t) = —e " cos(x) sin(y) ; (6.2)
v(z,y,t) = e sin(z) cos(y) ;
p(z,y,t) = —e *[cos(27) cos(2y)] /4

Para la simulacion numérica, se emplea un dominio cuadrado que se extiende
de 0 a 27, se imponen condiciones de contorno periddicas (ver Apartado 5.3)
y el campo inicial dado por las Ecuaciones (6.2). Se discretiza el dominio con
una malla uniforme de 81 x 81 nodos y se resuelve la evolucion transitoria de
los vortices usando los tres esquemas implicitos considerados en este trabajo
(ver Apartado 2.4).

Como una ilustracion del flujo, la Figura 6.4 presenta los contornos de
u, v y p obtenidos en el instante de tiempo ¢ = 0.5 usando el esquema
Adams-Moulton de segundo orden y un paso de tiempo At/tp = 0.02. El
tiempo de referencia tp se calcula usando la longitud del lado del dominio
computacional y el maximo valor de la componente de la velocidad. En la
Figura 6.5 se muestra una comparacion de los resultados numéricos con la
solucion analitica; se presentan perfiles de las tres variables dependientes (u,
vy p) a lo largo de la linea horizontal y = m/2. Estos perfiles han sido
obtenidos usando el esquema Euler de segundo orden con un paso de tiempo
At/tp = 0.01. El acuerdo entre la solucién computacional y la analitica a lo
largo del tiempo, desde el campo inicial hasta la disipacion de los vortices,
es excelente.
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Figura 6.4: Vortices de Taylor-Green. Contornos de u (izquierda), v (centro)
y p (derecha) en ¢t = 0.50 obtenidos usando el esquema temporal Adams-
Moulton de segundo orden con At/tp = 0.02.

Finalmente, la precision real del esquema temporal es establecida median-
te el calculo del error exacto como una funciéon del tamano del paso temporal.
La Figura 6.6 muestra el error relativo de la componente de velocidad u
enx =m, y = 7/2,t = 0.5 para los tres esquemas temporales (Euler de
primer y segundo orden, y Adams-Moulton de segundo orden). Este ‘ejercicio’
numérico indica que el esquema CMI propuesto para flujos no estacionarios
no afecta negativamente a la precision de los esquemas temporales puesto
que se obtiene el orden esperado de aproximacion.
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Figura 6.5: Vortices de Taylor-Green. Evolucion de los perfiles de u (izquier-
da), v (derecha) y p (abajo) en y = m/2 usando el esquema Euler de segundo
orden con At/tp = 0.01. Comparacion con las curvas tedricas.
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Figura 6.6: Vortices de Taylor-Green. Error en u en el punto (z,y,t) =
(m,7/2,0.5) como una funcién del tamano de paso temporal At para los
tres esquemas considerados en este trabajo.
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Figura 6.7: Cavidad con pared movil, Re = 1000, malla 128 x 128. Lineas de
corriente (izquierda) y contornos de presion (derecha) en la convergencia.

6.2. Flujo en una cavidad cuadrada con una
pared movil a Re = 1000

En este apartado se estudia el comportamiento del algoritmo mediante la
resolucion del flujo en una cavidad cuadrada con pared movil a Re = 1000.
Se analiza tanto la precision de la soluciéon como la velocidad de convergencia
y la robustez del método.

Las condiciones de contorno utilizadas son las mismas que aparecen en el
esquema del problema presentado en la Figura 6.1. En las cuatro paredes se
aplican condiciones de no deslizamiento para las velocidades y se imponen
gradientes nulos en direccion normal para la presion. Se utiliza el esquema
convectivo CDS.

Precisiéon

Para evaluar la precision del método, los resultados obtenidos con una
malla de 128 x 128 nodos, refinada cerca de las paredes mediante una funcion
tangente hiperbolica, se comparan con la solucion de referencia utilizada
tradicionalmente (Ghia et al. [39]) y con otra mas reciente proporcionada
por Botella y Peyret [11]. Estos tltimos utilizan un método espectral para
conseguir una solucion de alta precision y, ademas del campo de velocidades,
proporcionan valores para el campo de presion. La Figura 6.7 muestra las
lineas de corriente y los contornos de presion obtenidos en este trabajo. El
patron de flujo es el mismo que el presentado en las soluciones de referencia:
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Figura 6.8: Cavidad con pared movil, Re = 1000, malla 128 x 128. Com-
paracion de los resultados obtenidos en este trabajo (u, v, p — pres en las
lineas centrales) con las soluciones de referencia de Ghia et al. |39] y Botella
y Peyret |11].

un vortice principal con el nicleo proximo al centro de la cavidad y dos
vortices secundarios, generados por la separacion del flujo, en las dos esquinas
inferiores. Los contornos de presion no presentan oscilaciones, incluso en las
cercanias de las esquinas superiores, donde los gradientes son altos (algunos
autores como, por ejemplo, Mallan et al. en [67| obtienen oscilaciones en
estas regiones). Este buen comportamiento se debe probablemente a una
implementacion cuidadosa de las condiciones de contorno de estos términos
de correccion (ver Apartado 5.3.1). La Figura 6.8 presenta perfiles de ambas
componentes de velocidad y de la presion en las lineas centrales de la cavidad
y muestra que el acuerdo con las dos soluciones de referencia es excelente para
las tres variables. Estos resultados indican que ni el tratamiento especial dado
a los términos de flujo de masa (respecto a las variables transportadas) ni el
precondicionamiento de la ecuacién de presion mediante la implementacion
parcialmente diferida de la interpolacién del momento afectan a la precision
de los resultados.

Velocidad de convergencia

A continuacién, se presenta un anélisis de la velocidad de convergencia
para este problema, en funcion del coeficiente de relajacion aplicado. La
Figura 6.9 (iquierda) muestra la evolucion de la norma del residuo (definida
en el Apartado 5.2) para la ecuacion de continuidad. Se han utilizado diversos
tamanos del falso paso temporal, viz AT/A71c = 1,5, 10, 20, 40, donde Ate =
(D/N)/Uyau es el tiempo de residencia tipico en la celda (siendo D el lado de
la cavidad, N el nimero de celdas en una direccion y U,y la velocidad de la
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Figura 6.9: Cavidad con pared movil, Re = 1000, malla 128 x 128. Historia
de la convergencia para varios tamanos de falso paso temporal A7. Norma
del residuo de la ecuacion de continuidad (izquierda) y ntimero de iteraciones
interiores (derecha) en funcion de las iteraciones exteriores.

Tabla 6.3: Cavidad con pared moévil, Re = 1000, malla 128 x 128. Com-
paracion de la eficiencia del algoritmo para varios tamanos del falso paso
temporal.

AT/ATo
1 5 10 20 40 120
Its. exteriores 1550 910 460 230 115 40
Its. interiores 10843 20930 19320 17940 16380 36000
cpu/cpu(l) 1 0.99 0.72 0.54 0.45 0.83

pared); este paso de tiempo caracteristico corresponde con el valor estimado
para asegurar la dominancia de la diagonal principal (ver Apartado 5.2). En
todos los casos se alcanza la convergencia y, tras algunas iteraciones iniciales,
se observa una tendencia exponencial en la reduccion de la norma del residuo
hacia la precision de la maquina. Conforme la relajacion disminuye (es decir,
aumenta A7), se necesita un nimero menor de iteraciones exteriores para
alcanzar una misma reducciéon de la norma del residuo. Sin embargo, el
control dinamico del solver lineal (GMRES) demanda un mayor nimero de
iteraciones interiores (Figura 6.9, derecha): para los falsos pasos de tiempo
indicados arriba, el nimero de iteraciones interiores tiende a 7,23,42,78 y
156 (respectivamente) por cada iteracion exterior. La Tabla 6.3 muestra el
numero total de iteraciones interiores y exteriores necesarias para reducir en
un orden de magnitud la norma del residuo (una vez que la convergencia
ha alcanzado el comportamiento asintotico). Se presenta también el tiempo
de CPU, referido al caso Ar/Atc = 1. Si la relajacion decrece, el nimero
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Tabla 6.4: Cavidad con pared movil, Re = 1000. Bateria de casos ejecutados
con diferente ntmero de celdas y relaciones de aspecto de la malla de
discretizacion. Se indica con un doble asterisco el caso usado como referencia
en la Figura 6.10.

id celdas tiempo Azx/Ay AT/A7tc its-ext  its-int
CPU(s) (méax.)
0 3721 (61 x 61) 2.8e2 2.3e3 10 9290 5
K1 14621 (121 x 121)  6.7€2 1 10 3623 13
2 14621 (121 x 121)  5.6e2 9.0e3 10 3142 11
3 16384 (128 x 128) 8.4e2 6.9 10 3807 11
4 58081 (241 x 241)  6.8e3 1 10 5928 28
5 58081 (241 x 241)  3.5e3 1 40 1729 o7
6 58081 (241 x 241) 5.2e3 3.6e4 10 4536 26
7 231361 (481 x 481) 5.2¢4 1 10 11129 28
8 231361 (481 x 481) 4.5e4 1 160 964 960
9 231361 (481 x 481) 3.3¢4 1 160 2543 100

de iteraciones exteriores también decrece, pero la convergencia del proceso
iterativo puede resultar comprometida. Asi, con un falso paso temporal de
AT/AT1e = 120, el solver lineal emplea 900 iteraciones interiores por iteracion
exterior, necesitando un mayor tiempo de CPU que el caso con A7/A7o = 10.

Escalabilidad

Otro aspecto que interesa conocer y esta relacionado con la eficiencia
del algoritmo es su escalabilidad, es decir, la relacion entre el aumento de
namero de celdas de la malla de discretizaciéon y el aumento de tiempo
de CPU consumido para resolver el problema. La Tabla 6.4 presenta los
diferentes casos ejecutados en este trabajo para dicho analisis. La malla mas
fina empleada tiene ~ 82 = 64 veces mas celdas que la mas grosera. Se han
utilizado mallas uniformes (en la tabla, Az/Ay|nu.: = 1) v refinadas cercas
de las paredes, aplicando relaciones de aspecto tanto suaves (tal como 6.9)
como muy fuertes (hasta 3.6e4). En la Tabla 6.3 se presenta el tiempo de CPU
requerido por el algoritmo en una maquina AMD Athlon (arquitectura de 64
bits) a 2200MHz para resolver el problema. En todos los casos, partiendo de
un campo inicial nulo, se ha alcanzado el exigente criterio de convergencia
para la norma del residuo R = 1.0e—10. En la tabla se indica también el falso
paso temporal utilizado en la relajacion, el nimero de iteraciones exteriores
y el nimero medio de iteraciones interiores. Es interesante destacar que el
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Figura 6.10: Cavidad con pared movil, Re = 1000. Tiempo de CPU en funcion
del nimero de celdas de la malla; el caso de referencia esté etiquetado con
el nimero 1 (ver Tabla 6.4 para una descripcion de los casos). La linea
representa el ajuste de una funcién potencial incluyendo todos los puntos
mostrados (f = n'?).

codigo es mas eficiente cuando se utilizan mallas refinadas (a igual nimero
de nodos) debido probablemente a que una mayor densidad de celdas cerca
de las paredes implica una mayor resolucion de los torbellinos secundarios
y, en consecuencia, el amortiguamiento de las oscilaciones entre soluciones
consecutivas en el proceso iterativo. En la Figura 6.10 se presenta el tiempo
de CPU en funcion del nimero de celdas para todos los casos ejecutados,
tomando como valores de referencia para la normalizacion los del caso eti-
quetado con el nimero 1 en la Tabla 6.4 (malla uniforme con 121 x 121 nodos).
Se observa que el incremento en el coste computacional con el aumento de
grados de libertad no es excesivo: el ajuste de una funcion potencial (f)
considerando todos los puntos resulta en un exponente de 1.5 (f = n'?). En
un algoritmo ideal (que no utilice la técnica multimalla para amortiguar los
errores de baja frecuencia), el tiempo de CPU aumentaria linealmente con el
numero de grados de libertad del sistema.
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Figura 6.11: Cavidad con pared movil, Re = 1000, malla uniforme 41x41.
Coeficiente de precondicionamiento a”? (Ecuacion (4.9)) en la solucién con-
vergida para cuatro tamanos diferentes del falso paso temporal: Ar/A7, =
1,5,10,100 (de izquierda a derecha y de arriba a abajo).

Coeficientes de precondicionamiento

La distribucion del coeficiente de precondicionamiento para la ecuacion
de continuidad en el campo solucién se analiza en la Figura 6.11, donde
se muestran contornos del término insertado en la diagonal principal a”
(Ecuacion (4.9), ver Apartado 4.3). Para simplificar el analisis de estos coefi-
cientes, se ha utilizado una malla uniforme (41x41), evitando asi el efecto
de variaciones en las areas o volimenes de las celdas. Estos coeficientes
aP? estan formados por la suma de dos términos: uno proviene del tér-
mino de relajacion inicial (aP”7, definido en la Ecuacion (4.8)) y otro de
la implementacion parcialmente implicita de la interpolacion del momento
(aPPCMI Ecuacion (4.10)). El primer término aPP™ tiene un valor constante
(en mallas uniformes) inversamente proporcional al tamafno del falso paso
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temporal. En la Figura 6.11 se observa que el valor del coeficiente global,
debido a la contribucion de a?»“M! es mayor en zonas de estancamiento,
tales como el nicleo del vortice primario y las recirculaciones secundarias en
las esquinas inferiores. Asimismo, se muestra el efecto de la relajacion sobre
este coeficiente de precondicionamiento presentando los mismos contornos
para diferentes falsos pasos temporales: Ar/A7. = 1,5,10,100. Al disminuir
la relajacion, decrece también el coeficiente de precondicionamiento total
aP?. No obstante, mientras los falsos pasos temporales aplicados varian en
dos ordenes de magnitud, el cambio en el coeficiente a? se ve amortiguado,
siendo 4 el factor de reduccion mas grande. De esta manera, la robustez del
algoritmo no resulta perjudicada por una excesiva influencia del factor de
relajacion en el precondicionamiento del sistema de ecuaciones.
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Figura 6.12: Cavidad con pared movil, Re = 5000 (izquierda) y Re = 10000
(derecha). Lineas de corriente y contornos de presion (lineas discontinuas).
Malla no uniforme 128 x 128.

6.3. Flujo en una cavidad cuadrada con una
pared moévil a altos nimeros de Reynolds

En este apartado se analiza el comportamiento del algoritmo acoplado
cuando se resuelven flujos fuertemente dominados por la conveccidon, me-
diante la presentacion de los resultados obtenidos para el problema del flujo
en una cavidad con una pared movil a altos nimeros de Reynolds (Re = 5000
y Re = 10000). En estos casos, el algoritmo tiene que ser capaz de resolver
un patron de flujo mas complicado (respecto a los casos con nimeros de
Reynolds mas pequefios mostrado anteriormente) como consecuencia de la
fuerte conveccion.

Hay cierta controversia en la bibliografia sobre métodos numéricos res-
pecto al comportamiento peridédico o estacionario del flujo a Re = 10000. Asi,
por ejemplo, Bruneau et al. refieren que existe un niimero de Reynolds critico,
entorno a Re = 8000, a partir del cual el flujo presenta un comportamiento
periodico [13|; Erturk et al. en cambio encuentran que mediante un refina-
miento suficiente de la malla se obtienen soluciones estacionarias que eran
transitorias con una malla mas gruesa [28]. En este trabajo se ha obtenido una
solucion estacionaria para este problema con dos mallas diferentes (128 x128 y
255x255) refinadas con una funcion seno cerca de las paredes. Las condiciones
de contorno impuestas son las mismas esquematizadas en la Figura 6.1 y se
usa el esquema convectivo CDS para las variables transportadas.

La Figura 6.12 muestra las lineas de corriente y los contornos de presion
obtenidos para Re = 5000 (izquierda) y Re = 10000 (derecha). Se observan
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Figura 6.13: Cavidad con pared movil, Re = 10000. Comparacion de los
resultados de este trabajo con dos mallas diferentes (lineas) con las soluciones
de referencia de Ghia et al. [39] y Erturk et al. |28].

torbellinos bien formados y contornos de presion suaves con regiones de baja
presion en los puntos de estancamiento. El patron de flujo alcanzado coincide
con el presentado por Ertuk et al. [28]. Respecto al caso de Re = 1000 (ver
Figura 6.2), el flujo a Re = 5000 se caracteriza por que ha aparecido un nuevo
vortice en la esquina superior izquierda; cuando se aumenta el numero de
Reynolds hasta Re = 10000, se encuentra que el vortice en la esquina inferior
derecha se ha dividido en dos a contracorriente de tamano comparable y
otro torbellino empieza a emerger a contracorriente del de la esquina inferior
izquierda. En la Figura 6.13 se comparan los resultados de este trabajo para
Re = 10000 con las soluciones de referencia proporcionada por Ghia et al.
[39] v por Ertuk et al. [28] para ambas componentes de velocidad en las
lineas centrales de la cavidad. Se observa que el acuerdo con los resultados
de Erturk et al. es excelente usando la malla de 255 x 255; la solucion con la
malla 128 x 128 es practicamente la misma, lo que indica que se esta proximo
a la convergencia de malla (concepto que se tratara en el Capitulo8).

La Figura 6.14 presenta la historia de la convergencia obtenida para el
flujo a Re = 10000, con la malla 128 x 128, y utilizando un falso paso temporal
normalizado de A7/t = 10. Se muestra la evolucion de la norma del residuo
y del vector correcciéon. Ambas se reducen hacia la precision de la maquina,
aunque la velocidad de reduccion es mas rapida en las primeras iteraciones,
consiguiendo una reducciéon de tres ordenes de magnitud en la norma del
residuo de todas las variables en aproximadamente 1500 iteraciones (detalle
a la izquierda y abajo). A partir de ahi, la velocidad de convergencia se ve
ralentizada, probablemente debido a la lenta propagacion de los errores de
baja frecuencia en la malla fina. El uso de métodos de multi-malla acelera-
ria la convergencia; aunque éstos no han sido todavia implementados en el
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Figura 6.14: Cavidad con pared movil, Re = 10000, malla 121 x 121. Historia
de la convergencia con A7/A7- = 10.

codigo, son compatibles con el algoritmo propuesto. El nimero promedio de
iteraciones interiores es 45 (Figura 6.14, derecha y abajo), que es un namero
relativamente grande como corresponde a un falso paso temporal también
relativamente grande (ver Figura 6.9).
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Figura 6.15: Convecciéon natural en cavidad. Esquema de definicion del
problema.

6.4. Conveccién natural en una cavidad cua-
drada con grandes variaciones de tempe-
ratura.

En este apartado se presentan resultados del flujo que se genera en una
cavidad cuadrada cuando las paredes verticales se mantienen a una tem-
peratura constante y diferente entre ellas. Este caso sirve para validar el
algoritmo propuesto para resolver flujos con densidad variable (y bajo niimero
de Mach) puesto que la diferencia de temperatura (relativa) en la pared
no es lo suficientemente pequena para que la aproximacion de Boussinesq
sea valida (aproximacion que se emplea con frecuencia en los codigos de
flujo incompresible para poder resolver la conveccién natural suponiendo
densidad constante). Este tipo de flujos ocurre en la practica en dispositivos
de refrigeracion. En la Figura 6.15 se muestra un diagrama del problema.
Las paredes verticales son isotermas, siendo la temperatura de la pared
izquierda (7},) mas alta que la de la derecha (7.). Las paredes superior e
inferior son adiabdaticas y se supone gradiente nulo para la temperatura.
En los cuatro lados de la cavidad, se imponen condiciones de contorno de
no deslizamiento para la velocidad, y de gradiente nulo para la presion. El
problema se caracteriza completamente por un nimero de Prandtl (Pr), un
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6. Resultados. Comportamiento del algoritmo acoplado

namero de Rayleigh (Ra), un parametro de diferencia de temperaturas (e),
un estado de referencia (P, Tp) y una ecuacion de estado. Estos parametros
se definen a continuacion.

El niimero de Rayleigh es:

(Th B T6>Lg

2
9pPo

Ra = Pr
TO,U%

(6.3)

donde g es la aceleracion de la gravedad y Ly es el lado de la cavidad. pg y po
son la viscosidad dinamica y la densidad, respectivamente, correspondientes
al estado de referencia. El parametro de la diferencia de temperaturas se
define como:
o Th - Tc
T o,

con Tj la temperatura de referencia, tomada como (7}, + 1./2).

Para el rango de temperaturas considerado, tanto la densidad como la
viscosidad son propiedades variables. Se usa la ley de gases ideales para
calcular la densidad (p = p/RT, con R la constante universal de los gases),
y la ley de Sutherland para la viscosidad:

W (TN T1 45
ws o\ T* T+S

(6.4)

(6.5)

con T* = 273K, S = 110.5K and u* = 1.68e — 5kg/m/s. El coeficiente de
difusion térmica se calcula como:

R(T) = u(T)/Pr (6.6)

En el problema particular que se resuelve se considera flujo de aire,
Pr = 0.71, y una variacion de temperatura grande, ¢ = 0.6. El estado de
referencia es Ty = 600K, Py = 101325Pa y se han simulado dos nimeros de
Rayleigh: Ra = 1.0e6 y Ra = 1.0e7. En estas condiciones, el flujo es laminar
y estacionario, aunque cerca de la transicion al régimen turbulento!. A partir
de estos datos, se calcula el lado de la cavidad cuadrada, L,, mediante la
Ecuacion (6.3) y para calcular una velocidad de referencia se usa la expresion
Uy = Ra®19/po/Lo. La Tabla 6.5 presenta las magnitudes de referencia para
los dos casos simuladas.

Para resolver este problema con el algoritmo propuesto se considera la
densidad variable en las ecuaciones de flujo presentadas en el capitulo 2,

!De hecho, en este trabajo se ha obtenido una solucioén oscilatoria para Ra = 1.0e8; en
el CD anexo a esta memoria se presentan videos de la evolucién transitoria de los campos
de temperatura y vorticidad en los casos a Ra = 1.0e7 y Ra = 1.0e8
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Tabla 6.5: Conveccion natural en cavidad. Magnitudes de referencia en los
casos simulados.

Ra T() (K) L(] (Hl) U(] (m/s)

1.0e6 600  6.709e-2  7.489%-1

1.0e7 600  1.445e-1 1.099e00

15— 14/

-\

Figura 6.16: Conveccion natural en cavidad, Ra = 1e7 y € = 0.6. Lineas de
corriente (izquierda) y contornos de temperatura (derecha).

y se introduce el efecto de la gravedad a través de un término fuente en la
ecuacion de cantidad de movimiento para la direccion y. Ademas, para evitar
errores de redondeo numérico debidos a que las variaciones de presién son
muy pequenas (respecto al valor de referencia F), es habitual tomar como
incognita para la presion, en lugar del valor p correspondiente a la ecuacion de
estado, la diferencia p’ = p—py,, siendo py, la presion del equilibrio hidrostatico
(Vpr + pog = 0) (ver por ejemplo [69]). Como resultado, el término fuente
discreto que se anade en la ecuacion de cantidad de movimiento es:

SY=—=(p—=po)gV (6.7)

La Figura 6.16 muestra las lineas de corrientes y los contornos de tempera-
tura para Ra = le7 obtenidos con una malla no uniforme de 201 x 201 nodos
refinada cerca de las paredes. Las etiquetas de los contornos corresponden con
la temperatura adimensional (© =T/Tp; 1 —e < © <1+ ¢). Se observa que
el flujo no es antisimétrico respecto al centro de la cavidad, a diferencia de
lo que ocurriria si se utilizase la aproximacion de Boussinesq. Se distinguen
tres regiones diferentes dentro de la cavidad: una region central ancha carac-
terizada por la estratifiacion térmica y con el flujo practicamente en reposo;
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6. Resultados. Comportamiento del algoritmo acoplado

dos capas limites desarrolladas en las paredes verticales con gradientes de
temperatura y velocidad vertical altos; y otras dos capas limites, mas anchas,
en las paredes horizontales.

Para validar los resultados, se comparan varios parametros caracteristicos
del flujo con la solucién proporcionada por Vierendels et al. [110]. Estos
autores obtuvieron valores de referencia para un amplio rango de ntmeros
de Rayleigh y del parametro e de diferencia de temperaturas mediante la
resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes sin usar ni la hipotesis de
Boussinesq ni la aproximacion de bajo nimero de Mach.

En primer lugar en la Tabla 6.6 se comparan los valores calculados para
el nimero de Nusselt medio en la pared:

kL oT
Nupp = | —2 T gs 6.8
A /h|c ko(Th, — T¢) Ox ’ 68)

donde h y ¢ hacen referencia a la pared caliente y fria, respectivamente. En
la misma tabla se comparan también el valor médximo de las componentes de
velocidad vertical y horizontal en las lineas centrales, y su posiciéon. Se obtiene
un buen acuerdo entre los resultados de este trabajo y los de referencia, siendo
las diferencias inferiores en todo caso al 5 %.

Se muestran también en la Tabla 6.6 los valores obtenidos por Chenoweth
y Paolucci [16] en un trabajo anterior. Estos autores llevaron a cabo una
investigacion de las soluciones del flujo para distintos nimeros de Rayleigh,
parametros (€) de diferencia de temperaturas y relacion de aspecto de una
cavidad rectangular, y dedujeron expresiones aproximadas (correlaciones)
para calcular variables del flujo como una funcién de esos tres parametros
adimensionales. Dado que emplearon mallas relativamente gruesas (por ejem-
plo, 81 x 81 nodos para el flujo en una cavidad cuadrada a Ra = 1.0e6), sus
datos son probablemente menos precisos que los presentados por Vierendeels
et al. [110].

La evolucion de la norma del vector de correccion para cada variable y el
numero de iteraciones interiores llevadas a cabo por el método iterativo para
resolver el sistema lineal acoplado en el caso de Ra = 1.e7 se presentan en
la Figura 6.17. La norma decrece hacia la precision de la maquina para las
cuatro variables. Se ha obtenido esta historia de la convergencia aplicando
una relajacion relativamente pequeno (A7/te = 1), y de ahi que el numero
medio de iteraciones interiores sea también pequenio (alrededor de 10).
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Figura 6.17: Conveccidon natural en cavidad, Ra = 1.0e7 y ¢ = 0.6. Historia
de la convergencia usando un falso paso temporal de A7/A7y = 1. Evolucion
de la norma del vector de correccién para cada variable (izquierda) y nimero
de iteraciones interiores del método iterativo (GMRES) de resolver el sistema
acoplado (derecha).
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Tabla 6.6: Conveccion en cavidad natural, e = 0.6. Comparacion de los resultados de este trabajo con la solucion de
referencia de Vierendeels et al. [110] y, para el caso con Ra = 1.0e6, con los valores calculados de las correlaciones
proporcionadas por Chenoweth and Paolucci [16]. Se indica el error en los valores de este trabajo respecto a los de
Vierendels.

Ra = 1.0e6 Ra = 1.0e7
Variable [16] [110] Este trabajo [110] Este trabajo
Nuy, 8.753 8.687 9.076 |4.4 %| 16.240  16.9484 |4.3 %)
Nu, 8.753 8.687 9.076 [4.4 %] 16.241  16.9477 [4.3 %]
Umaz (Y = 0.5) 0.306  0.3203 0.3201 |0.0 %] 0.3229 0.3230 [0.0 %|
en la posicion z = 0.0566  0.0537 0.0532 [1.0 %| 0.0305 0.0289 |5.2 %|
Upin(y = 0.5) -0.279  -0.3001  -0.3002 [0.0 %] -0.3011  -0.3011 [0.0 %]
en la posicion z = 0.9790  0.9756 0.9758 |0.0 %| 0.9861 0.9870 |0.1 %|
Umaz (= 0.5) 0.1193 0.1148 [3.8 %] 0.07490  0.07348 [1.9 %]
en la posicion y = 0.8541  0.8565 [0.3 %] 0.8260  0.8227 |0.4 %)|
Ui (@ = 0.5) 20.07972 -0.07765 [2.5%]  -0.05124 -0.04977 [2.9%]

en la posicion y = 0.0905 0.0872 [3.6 %] 0.0693 0.0690 0.4 %]

opn)doon 0wL0b)D 1P 0JUINUDILOAULO,) “SOPDYNSIY "9
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Figura 6.18: Cilindro cuadrado. Diagrama de definicion del problema.

6.5. Flujo laminar tras un cilindro cuadrado

En este apartado se estudia el comportamiento del algoritmo acoplado en
problemas no estacionarios, aplicindolo a la resolucion del flujo laminar de
desprendimiento de vortices tras un cilindro cuadrado.

La Figura 6.18 muestra un diagrama esquematico del problema. Los
limites del dominio se sitian lejos del obstaculo para minimizar el efecto
de los contornos sobre el flujo a su alrededor. Se fija una velocidad horizontal
constante en la entrada y, en la salida, se extrapolan tanto la velocidad ho-
rizontal como transversal desde dos nodos interiores. Los contornes superior
e inferior del dominio computacional se tratan como planos de simetria, y
se impone una condicion de no deslizamiento en las paredes del cilindro.
Respecto a las condiciones para la presion, se aplica un gradiente nulo en
todos los contornos, excepto en la salida, donde se extrapola desde dos nodos
interiores.

El flujo se resuelve a un niimero de Reynolds moderado (Re = 100, basado
en el lado del cilindro cuadrado y en la velocidad de entrada). Para este
numero de Reynolds, el flujo es bidimensional y laminar pero no estacionario,
exhibiendo el fenomeno de desprendimiento peridédico de torbellinos conocido
como ‘vortices de von-Karman’. Otras caracteristicas del flujo son un punto
de estancamiento delante del obstaculo, un flujo altamente convectivo en
torno al cilindro y una zona de recirculacion detras del cilindro.

Sohankar et al. (|[104],[103]) simularon una serie de casos de este problema
(a un nimero de Reynolds también moderado) con el objetivo de investigar
la influencia en los resultados de varios parametros numeéricos, tales como
el refinamiento de la malla cerca del cilindro, el tamano del paso temporal,
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dy /D

0 5 10 15 20
x/D

Figura 6.19: Cilindro cuadrado, Re = 100. Lado de la celda en direccion y
como funcién de la posicion de la cara sur de la celda.

la condicion de contorno en la salida, la relacion de bloqueo (D/H, con H
la longitud transversal del dominio y D la longitud del lado del cilindro
cuadrado), la extension del dominio aguas abajo y arriba del cilindro o el
esquema convectivo usado en la discretizacion. Siguiendo las recomendaciones
de dichos autores, en la presente simulacion se ha elegido un paso de tiempo
fisico At/tp = 0.03 (siendo tp = D/U el tiempo caracteristico, con D el lado
del cilindro cuadrado y U la velocidad de entrada). La malla de discretizacion
es no uniforme, refinada cerca del cilindro mediante una funciéon tangente
hiperbodlica, puesto que un tamano demasiado grande de las celdas adyacentes
al obstaculo afecta negativamente a la precision de los resultados. La forma
de la funcion utilizada para determinar el lado de la celda en la direccion
y aparece dibujada en la Figura 6.19 (una forma similar es empleada para
la direccion x, desplazada para ajustarse a la posicion del cuadrado en esta
direccion). La malla de discretizacion resultante aparece en la Figura 6.20.
El nimero total de celdas es 241 x 201. La celdas entorno a las esquinas del
cilindro son cuadradas, siendo la anchura del lado 6 /D = 6.3¢73 y cerca de las
lineas centrales del cuadrado, en cambio, son rectangulares con una maxima
relacion de aspecto de 0x/0Y|mazx = 0Y/02|mae = 10.75. Aunque debido a que
la malla es estructurada, la mayor relacion de aspecto ocurre en las celdas
lejos del obstéaculo, pero localizadas en la misma linea que las esquinas del
cuadrado y es A/§ = 79.4, siendo A = 0.5 la longitud méaxima del lado de
las celdas. Puesto que se manifiestan gradientes de velocidad altos en celdas
que tienen una relacion de aspecto grande, se ha preferido usar el esquema
convectivo de alta resolucion SMART (en lugar del esquema CDS) para las
variables transportadas.
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Figura 6.20: Cilindro cuadrado, Re = 100. Malla de discretizacion del
dominio completo y detalle entorno al obstéaculo.

Tabla 6.7: Cilindro cuadrado, Re = 100. Pardmetros numéricos relevantes en
los casos comparados en la Tabla 6.8

§/D A/D L,/D LsD H/D At)(L/U)
QUICK ([104])  0.004 05 10 26 0.05  0.025

Van-Leer ([103])  0.004 0.7 183 2265 005  0.025
SMART (presente) 0.0036 05 10 39 005  0.025

Se muestra una instantanea de las lineas de corriente y de los contornos
de presion y vorticidad (w, = dv/0dz — Ou/0y) obtenidos en la Figura 6.21.

En la Figura 6.22 se presenta el comportamiento periddico del coeficiente
de sustentacion del cilindro. El valor medio en el tiempo es cero (como se
espera para un flujo simétrico) y su frecuencia de oscilacion indica un namero
de Strouhal de 0.136, en buen acuerdo con los resultados experimentales
proporcionados por Okajima [80], quien da un valor entre 0.13 y 0.15 para
un flujo a Re = 100. La Figura 6.23 muestra como los contornos del moédulo
de la velocidad obtenidos promediando en los ciclos presentados en la figura
anterior (10) son simétricos respecto a la linea central en la direccion del flujo.
Finalmente, el CD anexo a esta memoria incluye dos videos que ilustran la
evolucion periodica del modulo de la velocidad y de la vorticidad.

A fin de extender el estudio de la calidad de la solucion, algunos otros
pardmetros adimensionales se comparan con los resultados obtenidos por
Sohankar et al. en sus trabajos computacionales (|104],/103|). Entre los tests
realizados por dichos autores, se han elegido dos de los casos con parametros
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Tabla 6.8: Cilindro cuadrado, Re = 100. Comparacion de los resultados ob-
tenidos en este trabajo usando el esquema convectivo SMART con resultados
de Sohankar et al. usando el esquema QUICK [104] y el esquema de Van-Leer
[103].

QUICK Van-Leer SMART

[104] [103] Presente
Sy 0.147 0.139 0.136
Ch 1.464 1.423 1.406
Cp, 1.418 1.382 1.363
—Cpy,  0.663 0.644 0.654
Cps 1.052 1.028 1.018

numeéricos similares a los utilizados en este trabajo. En la Tabla 6.7 se presen-
tan, para los tres casos comparados, los siguientes pardmetros numéricos: los
valores de la anchura minima de celda adyacente al obstaculo (6/D), la anchu-
ra de celda lejos de la zona de interés (A/D), la longitud del dominio aguas
arriba y abajo del obstéaculo (L, /Dy Lq/D, respectivamente), el bloqueo del
dominio H/D, el paso de tiempo temporal At/(L/U). La Tabla 6.8 muestra
los valores obtenidos para los siguientes magnitudes fisicas adimensionales:
el nimero de Strouhal (S;), el coeficiente de arrastre (Cp), el coeficiente de
arrastre debido exclusivamente a la presion (Cp,), los coeficientes de presion
en el punto de estancamiento (C,,) y en la base de succion (C),). En todos
los casos se observa un buen acuerdo entre los resultados obtenido en este
trabajo y los valores proporcionados por Sohankar et al. .

A continuacién, se compara el comportamiento del esquema convectivo
de alto orden SMART, respecto a la interpolacion lineal. Los contornos de
velocidad longitudinal presentados en la Figura 6.24 permiten apreciar el
buen comportamiento del esquema SMART en este problema. El esquema
CDS , en cambio, produce contornos abruptos y el nimero de Strouhal
obtenido es S; = 0.250, un 80 % (aproximadamente) mas grande que los
valores experimentales de Okajima [80].

Para terminar, se muestra un analisis de la eficiencia del método dual
de paso de tiempo en combinacion con el procedimiento de linealizacion de
Picard. La solucion se considera convergida en las iteraciones exteriores (es
decir, en el falso paso temporal) cuando las normas tanto del residuo como
del vector corregido son més pequenas que 1.0e —4 (aunque se impone tanto
un limite superior como inferior en el nimero de iteraciones exteriores para
evitar, por ejemplo, un excesivo trabajo en el caso de condiciones iniciales
pobres). La Figura 6.25 muestra la historia de la norma del vector corregido
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asi como la evolucion del ntumero de iteraciones exteriores. Una vez alcan-
zado el comportamiento periddico, solamente se requiere resolver un sistema
lineal 11 veces (que coincide con el limite inferior impuesto) para alcanzar la
convergencia en cada paso de tiempo fisico. El algoritmo para flujos viscosos
no estacionarios y cualquier nimero de Mach propuesto por Mary et al.
[68] usa un método de Newton aproximado y hace una media de seis itera-
ciones por paso de tiempo para capturar el comportamiento peridédico del
desprendimiento de vortices. Una rapida comparacion por tanto indica que
el procedimiento Picard es competitivo con los métodos de linealizacion de
tipo Newton, los cuales exigen generalmente un mayor tiempo computacional
para formar cada sistema lineal.
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Figura 6.21: Cilindro cuadrado, Re = 100. Vista detallada de las lineas de
corriente (arriba), de los contornos de presion (medio) y de contornos de
vorticidad w, (lineas discontinuas para valores negativos, abajo) cerca del
cilindro en un instante dado.
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Figura 6.22: Cilindro cuadrado, Re = 100. Evolucion del coeficiente de
sustentacion del cilindro con el tiempo.
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Figura 6.23: Cilindro cuadrado, Re = 100. Promedio del moédulo de la
velocidad.
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Figura 6.24: Cilindro cuadrado, Re = 100. Comparaciéon de los contornos de
la velocidad horizontal obtenidos con el esquema SMART (izquierda) y CDS
(derecha). Vista detallada en torno al obstaculo.
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correction norm
outer iterations

n
1e-05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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time time

Figura 6.25: Cilindro cuadrado, Re = 100. Historia de la convergencia. Norma
del vector de actualizacion (izquierda) y nimero de iteraciones exteriores
(derecha) al final de cada paso temporal.
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Figura 6.26: Volumen de control en coordenadas cilindrico-polares (derecha)
y fuerzas de presion sobre una celda en el plano r — 6 (izquierda).

6.6. Expansion brusca en una tuberia cilindrica

Cuando se estudian flujos axisimétricos, la utilizacion de coordenadas
cilindrico-polares (en lugar de cartesianas) es conveniente puesto que permite
resolver el problema teniendo en cuenta tinicamente dos dimensiones (radial y
axial). En este apartado se ilustra el comportamiento del algoritmo acoplado
en este tipo de coordenadas mediante la resolucion del flujo generado en una
tuberfa cilindrica tras una expansion brusca (Figura 6.27). Las motivaciones
para estudiar este problema son dos principalmente. Por un lado, tiene interés
practico ya que esta geometria aparece en muchas aplicaciones de ingenieria.
Por otro lado, la resolucion de las ecuaciones de una manera acoplada tiene
la ventaja, respecto a los métodos segregados, de permitir implementar im-
plicitamente los términos adicionales que aparecen en las ecuaciones cuando
se utilizan coordenadas cilindrico-polares (como se mostrara mas abajo). En
el caso resuelto, laminar y sin introducciéon de swirl, la velocidad azimutal
(vg) es nula y encontrar la solucion numeérica al problema consiste, por tanto,
en especificar el valor de dos componentes de la velocidad v, y v, en cada
celda (7p, zp) de una malla bidimensional.

Cuando se aplica el método de discretizacion de volimenes finitos (descri-
to en el Capitulo 2 para coordenadas cartesianas) en coordenadas cilindrico-
polares surgen algunas particularidades. Aunque la expresion general de una
ecuacion de conservacion en su forma integral para un volumen de control es
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la misma (Ecuacion (2.5)),

@dv+%p¢v~ﬁdA—7{F¢V¢~ﬁdA:/ sedv (6.9)
v Ot A A v

la nueva forma de los volimenes de control (ver Figura 6.26) debe ser tenida
en cuenta a la hora de calcular las componentes del vector area (dA = AdA =

(dA,,dAp,dA,)) y del gradiente de un escalar (Vo = (Vo|,, Voo, V|.)).

Estas son:

dA, = rdfdz ; V|, = 0¢/0r (6.10)
dAg =drdz 5  Vlg=(1/r)(0¢/00)
dA, = rdfdr ; V|, = 0¢/0z

El diferencial de volumen se calcula como dV = rdyd,.d,. En el proble-
ma que se resuelve aqui, sin variaciones en la direcciéon acimutal, la malla
tiene una sola celda en la direccion #, de tamano fijo Af. Los cambios
descritos pueden ser implementados en un coédigo inicialmente desarrollado
para coordenadas cartesianas sin mas que asociar las coordenadas cartesianas
(Zey Ye, 2e) con las cilindrico-polares (z,r, 0, por ejemplo) y definir el lado de
una celda en direccion acimutal como rpA6.

Ademés, es necesario introducir dos términos adicionales en la ecuacion
de conservacion del cantidad de movimiento debido al cambio del sistema, de
coordenadas [8]. Uno de estos términos proviene del tensor de esfuerzos y su
expresion, cuando se anade al lado derecho de la ecuacion, es:

b = —20uVpu.p /1% : (6.11)

siendo Vp y 7p el volumen y la posicion radial (respectivamente) de la
celda. El otro término adicional se introduce para tener en cuenta que a
la componente radial de las fuerzas de presion no solo contribuye la presion
sobre las caras norte y sur de la celda (direccion radial), sino también sobre
las caras alta y baja (direccion acimutal) (ver Figura 6.26, izquierda). Este
nuevo término b2 se escribe

blr) :ppAgpAe y (612)

donde Agp = ArpAz es el area de la cara alta (o baja) de la celda P.

A la hora de resolver el sistema, es interesante destacar que los dos nuevos
términos anadidos a la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
en direccion radial contienen variables incognitas (v, y p localizadas en la
propia celda P). El algoritmo acoplado desarrollado en este trabajo permite
incluir ambos implicitamente en la matriz de coeficientes.
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Figura 6.27: Expansiéon brusca en una tuberia, Re = 100. Vectores de
velocidad y lineas de corriente en la zona de recirculacion.

La configuracion del problema resuelto aparece en la Figura 6.27. La rela-
cion de radios entre las dos tuberias es H/h = 2. Respecto a las condiciones de
contorno para la velocidad, se impone el perfil de velocidad correspondiente
al flujo completamente desarrollado en la entrada, en la salida se aplica
gradiente nulo y en las paredes la condicién de no deslizamiento. Se resuelve
tunicamente la mitad norte del dominio del problema axisimeétrico, siendo
la frontera sur del dominio un eje de simetria. Para la presion, se supone
gradiente nulo en todos los contornos del dominio salvo en la salida, donde
se fija su valor a cero.

La Figura 6.27 muestra también los vectores de velocidad y las lineas de
corriente en la zona de recirculacion obtenidos para un flujo con ntamero
de Reynolds Re = 100, basado en el radio de la tuberia ancha H y la
velocidad media de entrada U (la imagen simétrica del dominio resuelto es
incluida también en la figura). La caracteristica mas destacada de este flujo,
la longitud de la zona de recirculacion (L,) tras la expansion, es comparada
con el trabajo experimental de Macagno y Hung [64] y los resultados compu-
tacionales de Fletcher et al. [30] y de Nag y Datta [75] en la Tabla 6.9. Se
han utilizado dos mallas uniformes diferentes, con un nimero de celdas de
46 x 31y 92 x 62. L,./H se calcula como la distancia que separa la expansion
del lugar en el que la velocidad horizontal cambia de signo, siguiendo la
linea horizontal de nodos adyacentes a la pared norte. Para localizar dicha
posicion en la que la velocidad se hace nula, se ha usado una interpolacion
lineal entre el nodo con velocidad negativa y su vecino este, con velocidad
positiva. En la tabla se observa que, como era de esperar, la soluciéon en
la malla fina es méas precisa que en la gruesa; y el acuerdo de aquélla con
los resultados tanto experimentales como computacionales obtenidos por los
autores referidos arriba es muy bueno.

En cuanto a la eficiencia del algoritmo, en la Figura 6.28 se presenta la
velocidad de convergencia para las dos mallas empleadas. En la malla gruesa
se ha aplicado un falso paso temporal, proporcional al tiempo de residencia
tipico de la celda, AT = 5A7c = 5Ay, /U, con Ay, la anchura de celda de la
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Tabla 6.9: Compracion de la longitud de recirculacion (L,/H) obtenida en
este trabajo con otros resultados experimentales ([64]) y computacionales
(1301, [75])-

Macagno|64| Fletcher[30] Nag|75]| Este trabajo
250 x 90 46 x 31 92 x 62
4.50 4.53 4.51 4.75 4.51

malla (gruesa) en direccion vertical (es decir, radial). En cuanto a la malla
fina, se han realizado dos simulaciones con diferente relajacién: manteniendo
en una la misma proporcién de falso paso temporal respecto a su propio
tiempo de residencia (es decir, AT = 5Ay/U con Ayy la anchura de celda de
la malla (fina)) y en la otra su valor absoluto (es decir, 10Ay;/U = 5Ay, /U).
Se observa que en los tres casos el residuo se reduce exponencialmente hacia la
precision de la maquina y que la velocidad de convergencia es practicamente
la misma en las dos mallas si se mantiene el valor del falso paso temporal
(aproximadamente un orden de magnitud cada 440 iteraciones exteriores),
aunque el namero de iteraciones interiores es mayor para la malla grande (el
niumero aparece en la leyenda de la misma figura, entre paréntesis).

Se han realizado también simulaciones en la malla fina calculando ex-
plicitamente los términos adicionales de la ecuacién de conservacion de la
cantidad de movimiento en la direccion radial (Ecuaciones (6.11) y (6.12))
e incluyéndolos en el lado derecho de la ecuacion. Se ha encontrado que
este tratamiento es menos robusto que el implicito puesto que es necesario
introducir més relajacion (el caso no converge para los falsos pasos temporales
relativos de A7/A7o = 5,10). La historia de la convergencia para los dos
tratamientos es comparada en la Figura 6.29 con una misma relajaciéon de
AT/A1e = 1. La velocidad de convergencia es practicamente la misma,
probablemente debido a que la aplicacion de una relajacion grande hace que
el nimero medio de iteraciones interiores sea pequeno (5 para el implicitoy 7
para el explicito) y el acoplamiento entre las ecuaciones sea tenido en cuenta
de una manera débil por el solver lineal. Atin asi, la eficiencia del tratamiento
implicito es algo mayor ya que, a igual nimero de iteraciones exteriores, el
numero de iteraciones interiores es algo menor.

Los resultados mostrados indican que el algoritmo acoplado propuesto en
este trabajo es capaz de resolver de una manera precisa y robusta problemas
descritos en coordenadas cilindrico-polares.
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' 46x31, AT=5 Ay/U (14) —
0.01 . 92x62, At=5 Ay/U (18) -~ ]
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Figura 6.28: Expansion brusca en una tuberia, Re = 100. Historia del residuo
de la ecuacion de continuidad para dos mallas diferentes y distinta relajacion.
En la leyenda, entre paréntesis, se indica el ntumero medio de iteraciones
interiores.

r I ATIZl Ay/lIJ, expll(7) 1
0.01 ¢ At=1 Ay/U, impl (5) ---+--- 7]

le-04 [
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1e-08 |
le-10 |
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Figura 6.29: Expansion brusca en una tuberia, Re = 100, malla 92 x 62.
Comparacion de la historia del residuo de la ecuacion de continuidad con un
tratamiento implicito y explicito de los términos adicionales de la ecuacion
para v,.. Se indica entre paréntesis el nimero medio de iteraciones interiores.
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Resolucion segregada de las ecuaciones

En el algoritmo acoplado desarrollado en este trabajo se dispone de una
ecuacion para la presion (deducida a partir de la ecuacion de continuidad,
incluyendo los términos de correccion segin la CMI: Ecuacion (4.7)). Con el
proposito de estudiar el comportamiento del método cuando se resuelve esta
ecuacion de Poisson y las ecuaciones de cantidad de movimiento de manera
segregada, se ha realizado la implementacion explicita de los términos que
las acoplan: es decir, se parte de las mismas ecuaciones discretizadas que
se describen en los capitulos anteriores, pero los términos correspondientes
a los gradientes de presion en las ecuaciones de cantidad de movimiento
y a la interpolacion lineal de las velocidades convectivas en la ecuacion de
continuidad se calculan usando los valores obtenidos para las incognitas en la
iteracion (exterior) anterior, y se difieren al lado derecho del sistema. De esta
manera, los coeficientes a"?, a*? ,a"?, o, aP’, a? de la matriz del sistema
(Ecuacion (4.13)) son nulos, se consigue desacoplar las ecuaciones de Navier-
Stokes y el sistema se puede resolver mediante un ciclo similar al llevado a
cabo por los métodos segregados tipo SIMPLE, si bien en este trabajo se
hace uso de una ecuacion para la presion en lugar de una ecuacién para la
correccion de la presion (ver, por ejemplo, [85]). Dicho ciclo consta de los
siguientes pasos:

1. Se supone un campo inicial de velocidad y de presion.

2. Se calculan los coeficientes de la matriz y el vector del lado derecho de
las ecuaciones de cantidad de movimiento.

3. Se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento, y se actualizan
los valores de las componentes del vector velocidad.

4. Se calculan los coeficientes de la matriz y del vector del lado derecho
de la ecuacion de Poisson, utilizando los nuevos valores del campo de
velocidad.

5. Se resuelve la ecuacion de Poisson, y se actualiza el campo de presion.

6. Si no se ha alcanzado el valor tolerado para los residuos, se vuelve al
punto 2.

La diferente historia de la convergencia cuando se resuelven las ecuaciones
de manera segregada o acoplada se muestra en la Figura 6.30 para el flujo
tratado en este apartado: cavidad bidimensional con una pared movil a
Re=1000, y utilizando una malla no uniforme de 128 x 128 nodos. Se ha
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Figura 6.30: Cavidad con pared moévil, Re=1000, malla 128 x 128. Historia de
la convergencia. Comparacion de la resolucion segregada (A7/A7e =0.1) y
acoplada (A7/A7c = 10) de las ecuaciones de Navier-Stokes (se indica entre
paréntesis el nimero medio de iteraciones interiores).

aplicado relajacion inercial en ambos casos y se ha encontrado que, para
alcanzar la convergencia, el primer método (segregado) necesita utilizar un
falso paso temporal mucho menor (A7/A7e = 0.1) que el segundo (donde
la eficiencia esta proxima a la optima para A7/A7c = 40; ver Tabla 6.3).
Es interesante destacar que el principal propoésito de la relajacion en el
algoritmo segregado es amortiguar la variacion de las incognitas en el proceso
de resolucion secuencial (la dominancia de la diagonal se consigue mediante
la implementacion diferida de los términos convectivos de alto orden). En el
algoritmo acoplado, en cambio, los términos de relajacion deben compensar
los términos implicitos ‘extra’ provenientes del acoplamiento entre velocidad
y presion, que debilitan la dominancia de la diagonal (ver Capitulo 4). Por
otro lado, el patron de la matriz de coeficientes para cada ecuacion segregada
permite utilizar solvers lineales menos sofisticados y costosos que el GM-
RES(30), aplicado en el algoritmo acoplado; en concreto, para resolver este
problema se ha utilizado el solver CGS (Gradiente Conjugado al Cuadrado).

En la Figura 6.30 se observa que la evolucion de los residuos en el algorit-
mo segregado es marcadamente oscilatoria; ademéas, como corresponde a una
fuerte relajacion, el nimero de iteraciones exteriores necesario para alcanzar
la convergencia es elevado y el de iteraciones interiores pequeno (= 3 por
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cada una de las exteriores, del control dinamico descrito en el Apartado 5.2).
Respecto a la eficiencia de ambos métodos, el tiempo de CPU consumido
por el algoritmo segregado para reducir el residuo normalizado hasta el valor
tolerado (||Rey|| < 1.0e — 5) es unas 40 veces mayor que el del algoritmo
acoplado, aun cuando el tiempo medio por iteracion exterior es un 40 %
(aproximadamente) menor.

Por ultimo, se quiere senalar que en este apartado se ha pretendido
presentar una comparacion directa entre la forma acoplada y segregada de
resolver las mismas ecuaciones discretas, sin dedicar grandes esfuerzos a la
optimizacion del algoritmo segregado. En este caso, el elevado nimero de
iteraciones podria ser reducido utilizando una ecuacion para la correcciéon de
la presiéon o implementando implicitamente todos los términos de presion en
la ecuacion de Poisson. De la misma forma que se describe en el Apartado 4.3
para el algoritmo acoplado, los términos correspondientes a la interpolaciéon
lineal de fuerzas de presion (término en el lado derecho de la Ecuacion
(4.7)), que involucran valores de dicha variable en celdas fuera de la molécula
computacional, se calculan explicitamente y se difieren a lado derecho de la
ecuacion.
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Capitulo 7

Simulacion de las Grandes Escalas
(LES) de un flujo turbulento.

En este capitulo se muestran resultados de aplicar el algoritmo propuesto
en este trabajo a la resolucion de la estela turbulenta tras un cilindro cuadra-
do (prisma) mediante el modelo de Simulacion de las Grandes Escalas (LES).
Previamente, se discute la motivacion para utilizar este modelo y una breve
exposicion de sus fundamentos téoricos.

7.1. Motivacion

Tanto la modelizacion como la simulacion de flujos turbulentos cons-
tituyen temas de investigacion abiertos con gran interés practico ya que
habitualmente ocurren fenémenos turbulentos en sistemas ingenieriles y en
procesos naturales. A pesar de que las ecuaciones de Navier-Stokes son validas
tanto para flujos laminares como turbulentos, el mecanismos conocido como
‘cascada de energia’ dificulta el tratamiento de la turbulencia. La ecuacion
de transporte para la vorticidad incluye, en tres dimensiones, un término
responsable del fenomeno conocido como ‘estiramiento de vortices’ (vortex
stretching). Este término es el responsable de la deformacion de torbellinos
(estructuras coherentes), que se ‘estiran’ a lo largo de su eje aumentando
su velocidad angular; si la difusion molecular no compensa este término
(como ocurre en la turbulencia) se 'fragmentan’ en estructuras cada vez maés
pequenas. De esta manera, se genera un mecanismo de transferencia de ener-
gia desde las escalas mas grandes (del tamano de la longitud caracteristica
del problema) hacia las mas pequenas (para las que la disipacion viscosa
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es efectiva) !. Tennekes y Lumley [106] ofrece un primer acercamiento a la
comprension de los fenémenos fisicos que caracterizan la turbulencia; se puede
encontrar una orientacion mas matematica y detallada en Pope [88].

En la actualidad se emplean mayoritariamente tres enfoques, ninguno
de ellos completamente satisfactorio, para simular flujos turbulentos (|29],
[88], [87]). La aproximacion més precisa es la Simulacion Numérica Directa
(DNS) que discretiza directamente las ecuaciones de Navier-Stokes (es decir,
sin ninguna aproximacion adicional) usando un tamano de paso (espacial y
temporal) lo suficientemente pequefio como para capturar todas las escalas
presentes en un flujo turbulento. Esta opcion permite resolver problemas
basicos y obtener una gran cantidad de informacion sobre los fenémenos
fisicos que caracterizan la turbulencia (algunos de ellos dificiles de medir ex-
perimentalmente), y es por tanto una herramienta poderosa para comprender
dichos fenémenos y desarrollar modelos tedricos. Sin embargo, su alto coste
computacional (la hipotesis de Kolgomorov para el tamano de las escalas
mas pequenas conduce a un coste del orden O(R611/4)) hace completamente
inviable su aplicacion para resolver configuraciones realistas a nimeros de
Reynolds moderadamente altos.

La Simulacién Numérica del Promediado de Reynolds (RANS) se basa
en promediar en el tiempo las ecuaciones de Navier-Stokes y aplicar modelos
para ‘cerrar’ las ecuaciones, es decir, para obtener los términos que no se pue-
den calcular directamente desde las variables promediadas (son los términos
conocidos como ‘esfuerzos de Reynolds’). Aunque estos modelos presentan
la desventaja de depender necesariamente del problema particular que se
quiere resolver, ha sido practicamente la dnica utilizada hasta la fecha en
aplicaciones industriales ya que permite conocer la tendencia de magnitudes
globales (como por ejemplo fuerzas sobre una superficie) utiles para la mejora
de disenos de ingenieria (es decir, con un coste computacional asequible).

La Simulacion de las Grandes Escalas (LES) se presenta como la técnica
més prometedora para resolver numéricamente flujos turbulentos, puesto que
tiene un mayor potencial predictivo (proporciona campos instantaneos) y su
coste computacional es menor que el de la DNS. Este modelo se basa en la
idea resolver inicamente las estructuras grandes (las que contribuyen princi-
palmente a la transferencia de energia y cantidad de movimiento). Aunque el
efecto de las escalas inferiores debe ser modelado, se considera que su caracter
es universal (es decir, independiente del problema particular), en el supuesto
de que pertenezcan al rango inercial de la cascada de energia. La LES ha sido

LEl fen6meno inverso (es decir, la transferencia de energia de las escalas més pequenas
a las grandes) puede ocurrir localmente en algunas situaciones; este fendémeno se conoce
con el nombre en inglés de backscattering.
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incorporada en la tltima década en codigos de CFD comerciales (Fluent™
uno de los codigos de CFD comerciales mas utilizados, implementé el modelo
Smagorinsky de LES [100] en 1999, en la version 5.0), pero todavia se necesita
progresar en ciertos aspectos de la técnica para que sea usada extensivamente
en aplicaciones industriales. Por un lado, el coste computacional sigue siendo
alto debido a que resolver el rango inercial requiere mallas finas y a que
deben ser simulaciones transitorias con un paso temporal suficientemente
pequeno para capturar las fluctuaciones del flujo turbulento, y prolongadas
lo suficiente en el tiempo para poder obtener valores promedio ttiles en inge-
nieria. Por otro lado, el filtrado de las ecuaciones es realizado habitualmente
de manera implicita por la propia malla de discretizacion y el diseno de ésta
suele resultar critico para obtener soluciones de calidad. Para la aplicacion de
LES a problemas practicos, otros temas abiertos son la adecuada descripcion
de la interaccion reaccion quimica-turbulencia en procesos de combustion, la
implementacion de un flujo turbulento en la entrada o la modelizacion cerca
de las paredes (cuando no es viable refinar la malla lo suficiente para capturar
la subcapa viscosa).

Este capitulo pretende mostrar la capacidad del algoritmo propuesto
en este trabajo para resolver flujos turbulentos mediante el modelo de Si-
mulacion de las Grandes Escalas. El algoritmo propuesto es acoplado y el
esquema de discretizacion es implicito, mientras que la gran mayoria de
codigos desarrollados ex profeso para LES incorporan un método explici-
to (tipicamente el paso fraccionado propuesto originariamente por Kim y
Moim [53| para flujos incompresibles). El grupo del Profesor Pletcher llevo
a cabo las primeras simulaciones de LES con precondicionamiento y paso
dual (es decir, acoplado e implicito) para resolver un flujo compresible a
bajo nimero de Mach ([111],[17]). Recientemente, algunos autores (Lessani
et al. [57], Alkishriwi et al. [2] y Daude et al. [22]) han retomado el tema
con el proposito de estudiar la reduccion en el tiempo de CPU que se puede
conseguir utilizando un esquema temporal implicito. Aun cuando resolver las
escalas temporales mas pequenas de LES requiere un paso de tiempo pequeno,
éste puede ser considerablemente mayor que el permitido por la condiciéon de
estabilidad numeérica de un esquema explicito (algo especialmente cierto en
flujos compresibles a bajo ntmero de Mach). Estos autores obtienen una
ganancia en eficiencia que varfa en un amplio rango (desde factores de 2
hasta 40), y parece depender del problema y del método numérico utilizado
para resolver cada nivel de tiempo (es decir, del aumento en el nimero de
iteraciones al aumentar el paso temporal). Tanto Lessani et al. [57] como
Alkishriwi et al. [2] concluyen que el precondicionamiento de la ecuacion de
continuidad es esencial para ganar en eficiencia y apuntan que la técnica
multimalla (un método poderoso para acelerar la convergencia ampliamente
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aplicado en métodos implicitos) debe ser utilizada con precaucion en LES 2.

7.2. Introducciéon a la teoria de LES

En este apartado se presentan brevemente los aspectos mas destacados (en
el marco de este trabajo de investigacion) de los fundamentos teoricos en los
que se basa la simulacion de flujos turbulentos mediante LES, y se referencia
documentos en los que se puede encontrar informacion més detallada.

La técnica de Simulacion de las Grandes Escalas se basa en la idea de
filtrar el campo del flujo para separar las escalas grandes de las pequenas |55,
mediante la descomposicion de cada variable en dos componentes (¢ = ¢+¢'):
la componente filtrada (resuelta, de escala grande) ¢ y la componente residual
(no resuelta, de escala pequena) ¢’ . A partir de la eleccion de un operador
de filtrado, la primera componente se define como:

b(x,t) = /D¢(x - X H)G(x,x)dx" | (7.1)

donde D es el dominio completo y la funcion de filtrado G satisface la
condicion de normalizacion:

/ G(x,x)dx =1 , (7.2)

Este mismo operador es aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes con el
objetivo de obtener las ecuaciones que gobiernan el campo filtrado, que son
las que resuelve directamente el algoritmo numérico de discretizacion. Para
un flujo incompresible se obtiene el siguiente sistema, 3:

a5, |

Moo (73)
ov;  O(wwo;)  op O ov;  Ov; orij
Pt VP o T Tom o, |"\an, Taw )| Pan, 0 T

Las ecuaciones anteriores son formalmente analogas a las ecuaciones de Navier-
Stokes para el campo completo (¢ = ¢ + ¢'), excepto por el término en
que aparece T;;. Este tensor (7;; = T;0; — v;0;), conocido con el nombre de
‘esfuerzos de las escalas sub-malla’ (7sgs; las siglas provienen del nombre

2La técnica multimalla implica ‘proyectar’ la solucién a mallas mas gruesas, lo que
puede afectar a la resolucion de las escalas pequenas. -
3Se supone que el operador de filtrado y la diferenciacion conmutan (es decir, d¢/0x =

96/01).
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en inglés ‘Sub-Grid Scale’ %), representa el efecto de las escalas que no son
capturadas por el tamano del filtro y ha de ser modelado para ‘cerrar’ el
sistema de ecuaciones. El principal papel del modelo debe ser disipar energia
de las escalas resueltas para tratar de imitar el mecanismo de la cascada de
energia, fundamental en la turbulencia.

7.2.1. Modelos para los esfuerzos sub-malla

En la literatura se puede encontrar una amplia gama de modelos para
evaluar los esfuerzos sub-malla, tales como los derivados del concepto de
viscosidad turbulenta, los que se basan en la teoria de la semejanza de escalas
o los métodos que definen una ecuacion de transporte para alguna cantidad
relacionada con los movimientos sub-malla. Se puede consultar una revision
de modelos para LES en [71], |87] 6 [88]. En esta memoria se presenta con
cierto detalle el modelo Smagorinsky [100], que es ampliamente utilizado en
las aplicaciones industriales porque su implementacion supone un (relativo)
bajo coste computacional adicional a la ya de por si costosa simulacion.

La mayoria de los modelos propuestos en LES se basan en la definicion
de una ‘viscosidad turbulenta’ (propuesto originariamente por Smagorinsky
en |100]), que relaciona los esfuerzos sub-malla con el tensor de velocidad de

deformacion de las escalas filtradas (5;;):

5 -
Tij — EJTkk = —2urS;; ; (7.5)

siendo

1, 0u; 0u;
= + . 7.6
Para estimar la viscosidad turbulenta v, se parte de una suposicion de
equilibrio para las escalas pequenas. Se considera que su respuesta a cual-
quier perturbacion es practicamente instantanea (respecto a los tiempos
caracteristicos en las escalas grandes) y se igualan el término de produccion

(Prsas = 13;5:5) y el de disipacion viscosa (esgs) de la energia cinética SGS
(QSGS)I

gij —

T,’jSij — —€S5GS . (77)
Esta hipotesis asume el rango inercial del mecanismo de la cascada de energia:
la energia se genera al nivel de las escalas grandes y es transmitida hacia
escalas mas y mas pequenas, hasta que la disipacion viscosa tiene lugar.

4El término ‘sub-malla’ es el utilizado histéricamente, aunque puede ser engafioso y
‘sub-filtro’ representaria mejor su significado fisico.
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El modelo de Smagorinsky, considerado el progenitor de los modelos
basados en el concepto de viscosidad turbulenta, hace una estimacion de
la disipacion viscosa €ggg utilizando un analisis dimensional, que involucra
la viscosidad turbulenta, la disipaciéon viscosa y la longitud caracteristica de
las escalas no resueltas mas grandes, [:

12

€sas = qigs/l ; vr = lgsas ; [=A ; (7.8)

donde A es el tamano del filtro (ver mas abajo). Estas aproximaciones
insertadas en la Ecuacion (7.7), dan lugar a la siguiente expresion para la
viscosidad turbulenta:

vr = (CSA)2|S| == (CSA)2(2§ij§ij)1/2 . (79)

La constante de Smagorinsky Cg fue evaluada por Lilly [58] en Cs = 0.18,
asumiendo la conocida ley universal del espectro de energia en el rango
inercial (FE(k) = Koe?/*k~%/3, siendo k el nimero de onda, K la constante
de Kolmogorov y € la viscosidad total (la suma de la debida a las escalas
sub-mallas y a las resueltas)). Sin embargo, este valor, idoneo en problemas
relacionados con dindmica atmosférica, resulta demasiado alto (es decir, el
modelo disipa demasiada energia) en aplicaciones con flujos viscosos (ver
por ejemplo el trabajo pionero de Deardorff [23] de resolucion de un canal
turbulento mediante LES). El rango de valores que se suele tomar entonces es
0.065 < Cs < 0.1. Ademas, cerca de las paredes, el crecimiento de las escalas
pequenas se ve reducido y es aconsejable utilizar una funcién que amortigiie
el valor de la constante en funcion de la distancia a la pared.

Para evitar la necesidad de especificar a prior: un valor fijo para Cg
se han propuesto varias mejoras al modelo de Smagorinsky, a costa de un
mayor coste computacional. Uno de los mas utilizados es el modelo dindmico,
propuesto por Germano et al. [36] y que Piomelli [86] aplico (con la modifica-
cion introducida por Lilly [59]) satisfactoriamente por primera vez a un canal
turbulento completamente desarrollado y un nimero de Reynolds alto (hasta
Re = 47100). El modelo dinamico se basa en la definicion de un segundo
nivel de filtrado (llamado ‘test’) para las escalas mas pequenas de entre las
resueltas. La suposicion de que estas escalas resueltas (no tan grandes) ‘si-
guen’ perteneciendo al rango inercial y, por tanto, tienen un comportamiento
semejante al de las escalas sub-malla, permite calcular dindmicamente el valor
de la constante de Smagorinsky. Este modelo supuso un avance importante en
la simulacion de flujos fuera del equilibrio (por ejemplo, en transicion hacia la
turbulencia), puesto que la cantidad de energia disipada se adapta al estado
del flujo en cada punto (asi, por ejemplo, se anula donde el flujo es laminar
y se amortigua cerca de las paredes). Sin embargo, deben imponerse algunas
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restricciones al calculo dinamico de Cg en cada punto (como promediarla
en una direccion homogénea o eliminar los valores negativos) para evitar
que cambios demasiado bruscos de C's produzcan inestabilidades numéricas.
Para solucionar estas deficiencias Meneaveau et al. |72| proponen el uso de
un método lagrangiano de forma que en la evaluacion de la constante en
un punto influyen tinicamente puntos que pertenecen a la trayectoria de la
particula fluida (dando més peso a los tiempos pasados cercanos) y, por tanto,
forman parte de su historia reciente.

7.2.2. Definicién del filtro

En la simulacion de grandes escalas, la definicion del operador de filtrado
(G(x,x’), Ecuacion (7.1)) y sus consecuencias numeéricas juegan un papel no
menos relevante que la modelizacion de los esfuerzos sub-malla (7s¢s). Entre
las formas de las funciones filtro habitualmente aplicadas en LES destacan
las de tipo caja, gaussiano o corte espectral (ver el apartado 13.2 del libro
de Pope [88] para una explicacion detallada de estos y otros filtros). En
la mayoria de las aplicaciones practicas se hace uso por su sencillez del
filtro tipo caja. En una dimension y asumiendo un filtro homogéneo G(x)
(las implicaciones en caso de filtros no homogéneos seran presentadas maés
adelante), este tipo de filtro consiste simplemente en calcular el valor medio
de la variable en un intervalo A:

B +A/2
3(x) = / oa)dr (7.10)

—A/2

El intervalo A se conoce como tamano (o anchura) del filtro. La extension a
tres dimensiones es directa.

La préctica tradicional en LES es ‘dejar’ que el campo de flujo sea fil-
trado implicitamente por la malla de discretizacion y definir el tamano del
filtro A (a incluir en el modelo para las escalas sub-malla) igual al paso
de malla (es decir, la operacion de filtrado no se programa explicitamente
en el modelo Smagorinsky ° ). Sin embargo, conforme se ha querido aplicar
LES a configuraciones mas realistas (donde las mallas uniformes pierden su
utilidad), dicha practica ha necesitado ser revisada para estudiar su viabilidad

°En el modelo dindmico, aunque el primer nivel de filtrado es también realizado
implicitamente por la malla, es necesario aplicar explicitamente el segundo nivel de filtrado
(el de ‘test’, A) Es interesante destacar que puesto que la integracion es discreta, el tamano
efectivo del filtro A ¢ puede ser diferente al intervalo definido para la integracion A. Asi,
por ejemplo, en el caso habitual de usar un valor de A = 2dx (con dx la anchura de celda)

y evaluar la integral mediante la regla del trapezoide, el tamatio del filtro efectivo a incluir
en el modelo es Ay = /6dx
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en mallados complejos (como mallas no estructuradas o estructuradas a
bloques). Es conocido que en el caso de mallas no uniformes el filtrado y la
diferenciacion no commutan (ver, por ejemplo, [40]) provocando la aparicion
de términos adicionales de cierre (aparte del tensor de esfuerzos sub-malla)
en las ecuaciones estandar de LES.

7.2.3. Mallas no uniformes

A continuaciéon se da una explicacion intuitiva para las dificultades que
pueden surgir en LES cuando la malla cambia abruptamente (ver, por ejem-
plo, [10]). En la frontera de una region discretizada con celdas finas y otra con
celdas gruesas, la viscosidad turbulenta es discontinua y se pueden producir
inestabilidades numéricas o comportamientos irreales (ejemplos de aplicacio-
nes donde se observan estas deficiencias son [15], [31], [7]). Cuando el tamano
de la celda aumenta repentinamente la malla gruesa no puede capturar los
torbellinos mas pequenos que llegan por conveccion desde la malla fina y apa-
recen errores por aliasing. Aunque el incremento de la viscosidad turbulenta
(debido al incremento del tamano de celda) actia principalmente sobre las
escalas mas pequenas, los errores se distribuyen en todo el espectro; dichos
errores se propagan por tanto al flujo resuelto directamente corrompiendo
los resultados. En el caso contrario, cuando el flujo se mueve desde la region
discretizada con una malla gruesa hacia la region con malla fina, se requiere
una cierta distancia para generar los torbellinos pequenos que capturan las
celdas de tamano mas pequeno. En esta transicion la viscosidad turbulenta
decrece, mientras que los esfuerzos de Reynolds que soportan estos torbellinos
no han sido todavia generados; el balance de cantidad de movimiento es por
tanto incorrecto y se introducen de nuevo errores.

Para evitar este mal comportamiento se ha estudiado la aplicacion expli-
cita de un filtrado ([45], [60]). En este caso, el campo de flujo resulta descom-
puesto en tres componentes: resuelto directamente, resuelto sub-filtro y sub-
malla (0 no resuelto). Sin embargo, la eficiencia de esta practica es discutible
por su alto coste computacional (Lund [60], por ejemplo, concluy6 que refinar
la malla sin aplicar un filtrado explicito puede ser computacionalmente menos
costoso para reducir los errores numeéricos) y su uso no se ha extendido. No
obstante, estos trabajos pusieron de manifiesto que debe haber una relacion
de, al menos, 2 entre el tamano de celda y el tamano de filtro para que las
escalas mas pequenas sean resueltas con suficiente precision. En este contexto,
ademas, se llega al concepto de solucion de grandes escalas independiente de
la malla [44]. Si el tamafio de filtro esta directamente conectado a la malla,
conforme se refina ésta, también se resuelven directamente mas escalas y la
solucion va cambiando tendiendo a una DNS. Manteniendo, en cambio, el
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tamano de filtro constante y aumentando la relacion entre el tamano del
filtro y la celda, las escalas que se resuelven son siempre las mismas pero con
mayor resolucion y los resultados convergen hacia una tnica solucion.

Varios autores han investigado el efecto en el flujo de los términos adicio-
nales de cierre que surgen en las ecuaciones estandar de LES cuando se usa
una anchura de filtro variable, debidos a que las operaciones de diferenciacion
y filtrado no conmutan [40] [48] [9]. En primer lugar, Ghosal y Moin [40],
estudiaron este problema en flujos acotados, donde se debe refinar la malla
para capturar las estructuras turbulentas pequenas generadas cerca de las
paredes. Estos autores mostraron que el efecto en el flujo cuando se aplica
una tangente hiperbolica (funcion bastante comun en el refinamiento), los
errores introducidos no son mayores que los debidos a la discretizacion en un
método de segundo orden. Bos and Geurts [9] extendieron esta investigacion
y mostraron que si estos términos (de conmutacion) no se tienen en cuenta los
errores introducidos son de caracter disipativo, escalan con el gradiente del
tamano del filtro, y su valor puede ser incluso comparable a la magnitud de
los esfuerzos SGS. Estos autores concluyeron que la modelizacion explicita de
los términos adicionales de cierre es inevitable en LES con filtros asimétricos
y variaciones abruptas.

Una alternativa para evitar los problemas descritos arriba fue explorada
por la autora de esta memoria durante una estancia de investigaciéon en la
Universidad de Maryland, bajo la tutela del Profesor Ugo Piomelli (con el
objetivo de adquirir habilidades para la simulacion de LES). En principio,
el ancho de filtro es totalmente independiente de la malla: A representa
la longitud de las escalas mas pequenas resueltas directamente y la malla
debe ser lo suficientemente fina para resolver estas escalas. La estrategia
propuesta consiste en desacoplar el tamano del filtro del de la celda, en
lugar de aplicar un ratio uniforme en todo el dominio computacional. Asi,
si se mantiene la anchura del filtro constante a través de una discontinuidad
(asegurando un nivel consistente con las capacidades de resolucion de la malla
mas gruesa), se consigue eliminar la discontinuidad en la velocidad, a costa de
una sobre-resolucion de las estructuras més pequenos resueltas directamente.
La anchura del filtro puede entonces ser reducida suavemente hasta un valor
consistente con la malla méas fina. Se puede consultar el articulo conjunto
publicado como resultado de esa investigacion preliminar en |21].

Asi pues, en LES intervienen dos fuentes béasicas de error en la modeli-
zacion del efecto de las estructuras sub-malla (o, mas apropiadamente, sub-
filtro): por un lado, las aproximaciones del propio modelo fisico (el modelo
Smagorinsky, por ejemplo) y por el otro, los errores numéricos debidos a una
limitada resolucion de las escalas mas pequenas resueltas. Estas dos fuentes
se pueden desacoplar, pero estan relacionadas entre si. Los errores numéricos
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pueden ser eliminados (y cuantificados) refinando la malla (y manteniendo
el tamano de filtro constante) hasta conseguir una solucion independiente
de la misma. Se pueden utilizar los resultados de una simulaciéon numérica
directa (DNS), filtrados adecuadamente con el mismo tamafio de filtro, para
obtener el error debido al modelo fisico. Estos estudios fueron llevados a
cabo por Meyers et al. [73| y sus conclusiones son un tanto descorazona-
doras: hacer una LES utilizando el mejor modelo y la mejor resolucion no
implica necesariamente obtener la solucién mas precisa (concretamente, en la
energia cinética total) puesto que los errores procedentes de la modelizacion
y de la discretizacion se compensan (es decir, tienen signos contrarios) y la
suma total puede ser mas baja que cada contribuciéon por separado. Afor-
tunadamente, se puede construir una base de datos que guie la eleccion de
los parametros numéricos (refinamiento de la malla) y fisicos (constante de
Smagorinsky) para una simulacion de grandes escalas ‘cercana a la 6ptima’
[37].

Esta paradoja propicié quiza el desarrollo del método MILES (Monoto-
nically Integrated LES), que evita la modelizacion explicita de los esfuerzos
sub-malla y confia en que el efecto disipativo de las escalas no resueltas
sea reproducido implicitamente por el método numérico de discretizacion;
concretamente, a través del caracter difusivo de un esquema convectivo no-
lineal de alta resolucion (como, por ejemplo, los construidos a partir de una
funcion limitadora de flujo que fueron descritos en el Apartado 2.3 de esta
memoria). En [33] se presentan mas detalles de esta técnica y se compara
con el LES estandar.

Para finalizar con la teoria de LES, se considera interesante mencionar
que recientemente se ha revisado el modelo de Smagorinsky con el propoésito
de buscar una justificacion mateméatica a las ecuaciones resultantes (en su
desarrollo se tuvieron en cuenta basicamente principios fisicos). Los trabajos
presentados por Geurts y Holm [38] y por Guermond et al. [43] indican que un
modelo de para las escalas sub-malla junto con la técnica de filtrado equivale
a reqularizar las ecuaciones de Navier-Stokes.

7.3. Caso de aplicacién: estela turbulenta tras
un cilindro cuadrado.

En este apartado se presentan los resultados obtenidos al aplicar el algo-
ritmo acoplado desarrollado en este trabajo a la simulacién mediante LES

del desprendimiento turbulento de vortices tras una varilla. Si bien se trata
de una configuracion bésica, las caracteristicas del problema (tridimensio-
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Figura 7.1: Estelas de viento a sotavento de la isla del Pacifico Sur Alexander
Selkirk (izquierda) y de las islas Madeira y Canarias (derecha). Iméagenes de
satélite tomadas por la NASA, orientadas con el Norte hacia arriba. En el
primer caso, viento S; en el segundo, NNE.

nal, transitorio, con gradientes altos tanto de presion como de velocidad,
viscosidad turbulenta variable, conveccion de vortices a la salida del dominio
computacional) hacen de él una prueba exigente para el algoritmo propuesto.

La capacidad de predecir (y comprender) el comportamiento del flujo tur-
bulento alrededor de cuerpos rigidos tiene interés practico porque aparece en
muchas configuraciones de Ingenieria como edificios altos y puentes colgantes,
anclajes de llama en camaras de combustion o en la region de refrigeracion
de dispositivos electronicos; también en situaciones ambientales como el flujo
presentado en la Figura 7.1, donde se observa la aparicién de estelas a
sotavento de islas con topografia elevada. Este tipo de flujos se caracteriza
principalmente por la separacion de la capa limite de las paredes del cuerpo
rigido y la aparicion aguas abajo de una estela turbulenta. Vortices generados
por rozamiento alrededor del obstaculo, se deprenden y fluyen por convecciéon
formando una estela muy compleja con capas limite curvas, vorticidad muy
intensa en su interior y penetracion de estructuras de flujo del entorno. Si el
obstéculo presenta cierta simetria respecto a la direccion principal del flujo,
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estos vortices se van desprendiendo alternativamente de sus lados laterales e
inducen periocidad al flujo. Otro efecto del desprendimiento de vortices es la
generacion de fuerzas fluctuantes intensas sobre el obstaculo.

En el caso del cilindro cuadrado, el punto de separacion es fijo y esta
localizado en sus esquinas frontales. Mientras que la prediccion mediante
la técnica RANS de flujos con separacion es deficiente ([93], [34]), se han
publicado numerosos resultados computacionales basados en modelos de LES
que predicen adecuadamente el comportamiento del flujo. Sin embrago, existe
cierta disparidad en los valores de algunos parametros relevantes para la
que no existe una explicacion clara; ello indica que éste es un problema que
presenta retos para los modelos LES. Ejemplos de dichos trabajos compu-
tacionales son el workshop dirigido por Rodi et al. [94], la comparacion de
varios modelos para los esfuerzos sub-malla llevada a cabo por Sohankar
et al. [102], la informacion proporcionada por Srinivas et al. [105] sobre el
tamano de las estructuras coherentes de la estela cerca y lejos de la varilla, la
aplicacion de una malla no estructurada llevada a cabo por Camarri et al. [15]
o la bateria de casos resuelta por Nakayama et al. [76] para intentar explicar
la disparidad de resultados. Para validar los resultados computacionales se
cuenta con el detallado trabajo experimental de Lyn y Rodi [63| y Lyn et al.
|62] para un nimero de Reynolds moderadamente alto (Re = 21400).

En lo que sigue, ¢ representa el campo resuelto directamente (por simpli-
cidad, se prescinde de la barra superior en ¢).

7.3.1. Detalles de la simulacién numérica

En este trabajo se ha realizado una LES estandar, es decir, la malla es
la encargada de filtrar (de manera implicita) las estructuras pequenas y se
modela su efecto en el flujo. Teniendo en cuenta los ‘experimentos numéricos’
llevados a cabo por Fureby et al. [33], que muestran una cierta insensibilidad
de los resultados al modelo de LES empleado para este problema, se ha
utilizado el mas sencillo: Smagorinsky con una constante fija C's = 0.1 en
todo el campo y tomando A = V1/3 (V es el volumen de la celda). Estos dos
valores pueden reformularse de una manera méas acorde con lo expuesto en
el Apartado 7.2, teniendo en cuenta que en el modelo inicamente interviene
el producto de ambos: [ = CgA (ver Ecuacion para la viscosidad turbulenta
(7.9)). Este parametro [ se puede interpretar como el parametro relevante
que define el tamano de las escalas més pequenas ya que, para un mismo A,
valores mayores de C's hacen que el modelo sea méas disipativo (discusiones
sobre este tema aparecen en [70] o [73|). Asi, por ejemplo, unos valores de
Cs = 0.065 y A = 1.5V cumplen con los requisitos de que A sea mayor
que el tamano de celda (para tener una adecuada resolucion de las escalas
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30D

Figura 7.2: LES. Cilindro cuadrado (Re—21400). Esquema del problema y
malla de discretizacion.

méas pequenas) y Cg sea menor que 0.1 (como se ha observado en flujos en
canales), manteniendo el mismo valor de I.

La configuracion del dominio computacional y la malla de discretizacion
se presentan en la Figura 7.2. El area de la superficie transversal (z = cte) es
17D x 4D y la longitud total es 30D, siendo D la altura del prisma, colocado
a una distancia 8D de la entrada. Como se ha indicado en el Apartado 7.2,
la eleccion de la malla de discretizacion es importante en los calculos hechos
mediante LES. El ntamero de celdas de la malla es 214 x 110 x 25; se ha
decidido refinar la malla en direccién horizontal y vertical (z,y) cerca del
obstaculo con el proposito de aplicar una condicién de contorno de no desli-
zamiento en las paredes del prisma. La funcion elegida para el refinamiento
ha sido una tangente hipérbolica (Ghosal y Moin [40] mostraron que los
errores introducidos por variar el tamano del filtro con esta funciéon no son
importantes; ver Apartado 7.2.3). El primer nodo adyacente se encuentra a
una distancia §/D = 6.7e — 3 de la pared. Lejos del obstaculo, la malla es
uniforme siendo la anchura de la celda Ay/D = 0.25 en la direccion vertical
y aguas arriba del obstaculo. Aguas abajo, en cambio, el tamafno de celda
fijado es menor Ay/D = 0.15 para representar mejor la estela. En la direccion
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transversal la malla es uniforme.

En cuanto a las condiciones de contorno, se ha fijado una velocidad
uniforme U en la entrada y un valor nulo en las tres componentes de la
velocidad en las paredes del prisma (condicion de no deslizamiento). En el
resto de superficies frontera (tanto en la direccion vertical como transversal)
se aplica una condicion de plano de simetria: conveccion normal cero y
gradiente nulo. La presion, por su parte, no ha sido fijada en ningtin punto
y se ha impuesto gradiente nulo en todas las superficies del contorno.

La relacion de aspecto de las celdas es grande en las cercanias del obs-
taculo y la presencia de gradientes altos de velocidad en esta region hacen
que el esquema convectivo CDS dé lugar a inestabilidades numéricas. Para
evitarlo, se ha utilizado el esquema convectivo SMART.

El problema resuelto es transitorio y requiere por tanto especificar un
campo inicial. Sin embargo, es un flujo estadisticamente estacionario en el
que las soluciones anteriores al momento en que se alcanza el movimiento
periodico de desprendimiento de vortices son descartadas. Habitualmente, el
campo elegido para empezar la simulacion es el flujo en reposo y la simulacion
de esta etapa transitoria puede consumir bastantes recursos computacionales
sin ser de interés para los resultados finales. En este trabajo se ha seguido
una estrategia diferente para obtener el campo inicial. Se ha realizado una
simulacion previa en dos dimensiones (el nimero de grados de libertad es
N, = 25 veces menor). Tras alcanzar el comportamiento periodico, se ha
tomado el campo obtenido en un tiempo dado para construir la solucion
inicial de la simulacion 3D, proyectando el mismo campo en cada plano
transversal y fijando la velocidad en esta tercera direccion en 0 (o un valor
muy pequeno). Como se muestra en el siguiente apartado, esta estrategia
permite capturar las inestabilidades que inician la transicion hacia la estela
turbulenta tridimensional.

La integracion temporal se realiza mediante un esquema implicito, y por
tanto el paso de tiempo puede ser elegido teniendo en cuenta Gnicamente la
resolucion temporal que se requiere para capturar las escalas de tiempo de
las estructuras mas pequenas resueltas directamente (es decir, no existe un
paso de tiempo minimo para asegurar la estabilidad numeérica de un esquema
explicito). Los resultados mostrados en esta memoria se han obtenido usando
la aproximacion Euler de primer orden y un paso temporal At = 0.025D/U.
Aunque un esquema temporal de segundo orden es mas apropiado en LES,
el objetivo de este apartado es estudiar el comportamiento del algoritmo
propuesto en la simulacion de flujos turbulentos; no obstante, los resultados
obtenidos con la aproximacion de primer orden son bastante buenos (ver
siguientes secciones) y se plantea como trabajo futuro compararlos con el
esquema Euler de segundo orden.

118



7. Simulacidn de las Grandes Escalas (LES)

w/U

_05 1 1 1 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90 100

t/ (DIU)

Figura 7.3: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Evolucion transitoria de la
velocidad transversal, w, en un punto de monitorizacion /D = 9.5,y/D =
85,2/D = 2.

7.3.2. Etapa de transicién

La stmulacion se usa en lugar de experimentos imposibles,
o en lugar de teorias no inimaginables, para prolongar asi la
dialéctica experiencia-teoria que mueve el progreso cientifico.

- Jorge Wagensberg

Partiendo del campo inicial (obtenido de la manera explicada en el sub-
apartado anterior), se monitoriza la evolucién de algunas variables para
determinar el momento en el que el flujo alcanza el comportamiento pe-
riddico e iniciar el cilculo de los parametros que lo caracterizan, mediante su
promediado durante un nimero suficiente de ciclos.

La Figura 7.3 presenta la monitorizacion de la velocidad transversal w/U
en un punto situado a una distancia D de la pared del prisma (aguas abajo)
y en la linea central del canal (es decir, en el punto z/D = 9.5,y/D =
8.5,z/D = 2.). Inicialmente esta componente de la velocidad es nula (se
parte de un campo bidimensional); en cierto momento se ‘activa’ y empieza
a manifestarse el caracter tridimensional de los flujos turbulentos (en torno
at = 45D/U). La Figura 7.4 muestran isosuperficies (cerca del obstaculo)
de la vorticidad transversal w, antes y después de este momento (¢t = 40D /U
y t = 50D /U, respectivamente). En el primer caso, se observan superficies
cilindricas, como corresponde a un flujo bidimensional. En el segundo caso, en
cambio, se aprecia claramente que dichas superficies empiezan a deformarse.

El fen6meno de transicion hacia la turbulencia en la estela de un cilindro
cuadrado ha sido investigado recientemente en un trabajo experimental por
Luo et al. |61] en [61]. Estos autores encontraron dos modos de inestabilidad
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t=40D/U

t=50D/U

Figura 7.4: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Isosuperficies de vorticidad
transversal (w,) en un tiempo anterior (¢t = 40D /U, izquierda) y posterior
(t =50D/U, derecha) al momento en que empieza a manifestarse el caracter
tridimensional de la turbulencia. La flecha marca la direcciéon del flujo.
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Figura 7.5: LES. Cilindro cuadrado. Esquema ilustrativo del desarrollo de las
inestabilidades de modo A, tomado de Luo et al. [61].

de los vortices primarios (w.), que marcan la transicion de la estela del
régimen laminar al turbulento: el modo A (generado a partir de un nimero de
Reynolds critico Re = 160) y el modo B (a partir de Re = 204). Sugirieron
el mecanismo de desarrollo que se ilustra en los esquemas de las Figuras
7.5y 7.6, resumido en lo que sigue. El desprendimiento de vortices alterno
de los laterales del obstaculo forman dos filas (o ‘calles’) de vortices w.,
llamados vortices primarios; en la fila de arriba los nicleos giran en sen-
tido negativo w, < 0, mientras que en la fila de abajo giran en sentido
positivo (w, > 0). El modo A tienen su origen en la deformacion de uno
de estos nucleos, en su direccion transversal. Estas inestabilidades provocan
la aparicion de vortices secundarios (w,) envolviendo a los primarios, que
fluyen por conveccion solidariamente con el nicleo. El modo B, en cambio,
se genera en las proximidades del prisma, en las capas que se desprenden
por rozamiento. Aqui se generan inestabilidades debidas, probablemente, a
la fuerte penetracion de la fila inferior de vortices primarios sobre la superior
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Figura 7.6: LES. Cilindro cuadrado. Esquema ilustrativo del desarrollo de las
inestabilidades de modo B, tomado de Luo et al. [61].

(o viceversa), que deja ‘huellas’ en las capas inferiores (o superiores). En el
seno de estas ‘huellas’ se generan ‘lenguas’ de vorticidad longitudinal w,.

La Figura 7.7 muestra iso-superficies de w,, en la simulaciéon llevada a
cabo en este trabajo, poco después de empezar a manifestarse el caracter
tridimensional del flujo (la velocidad en direccion transversal no es nula en
torno a t = 45D /U). Partiendo del campo inicial bidimensional descrito
en el apartado anterior, la presente simulacién reproduce el mecanismo de
inestabilidad de modo B. En concreto, se aprecian claramente, por un lado,
las deformaciones transversales en un ntucleo de la calle inferior de vortices
primarios (Figura 7.7, arriba), y los correspondientes vortices longitudinales
w, (abajo); por otro lado, cerca del obstéaculo, la deformacion de una capa
de rozamiento desprendida del lateral superior y con penetracion en la fila
inferior, tiene asociados vortices longitudinales ‘montados’ sobre dicha capa.
Se observa la forma alargada de estas estructuras secundarias; de ahi que se
les dé el nombre de ‘lenguas’.

La Figura 7.8 presenta la proyeccion de w, (arriba) y w, (abajo) en el
plano medio x —z. Los vortices secundarios se agrupan en lineas transversales
(x = cte), a lo largo de las cuales el sentido de giro de los nucleos se va
alternando; la posicion de estas lineas coincide con zonas donde los vortices
primarios w, se deforman. La Figura 7.9 muestra la proyeccion de estas dos
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Figura 7.7: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Isosuperficies de vorticidad
transversal w, (arriba) y longitudinal w, (abajo) en t = 50D /U. Se observan
las inestabilidades correspondientes al modo B (ver Figura 7.6).
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Figura 7.8: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Contornos de w, (arriba) y
w, (abajo) en el plano z — z en t = 50D /U. Se observan las inestabilidades
modo B (ver Figura 7.6).

componentes de vorticidad en el plano x — y. Los isocontornos de vortices
secundarios (w,) se presentan en escalas de grises y las lineas indican los
isocontornos de vortices primarios (w,) (continuas para los valores positivos
y discontinuas para los negativos). Se observa que en torno a los nicleos
primarios se forman gruesas estructuras de vorticidad longitudinal; en las
zonas donde la vorticidad transversal forma capas (por ejemplo, entre el
obstéculo y el primer nicleo), en cambio, se observan ‘lenguas’ de w,, que
siguen la forma de estas capas.

Por ultimo, el CD adjunto con esta memoria contiene videos de isosuper-
ficies de vorticidad y presion, que ilustran el desarrollo de las inestabilidades
durante la etapa de transicion estudiada en este apartado.
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Figura 7.9: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Isocontornos de w, (escala
de grises) y w. (con lineas discontinuas para valores negativos) en t = 50D /U.
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Figura 7.10: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Evolucion del coeficiente
de sustentacion (izquierda) y su andlisis espectral (derecha).

7.3.3. Parametros integrales

En las aplicaciones de ingenieria interesa conocer los parametros integrales
que caracterizan el comportamiento global del flujo (tanto el valor medio
como su desviacion). La frecuencia de desprendimiento de vortices se ha
evaluado a través del coeficiente de sustentacion Cy, = Fr,/(pAU?/2), con Fj,
la fuerza de sustentacion debida a la diferencia de presiones (la contribucion
del rozamiento viscoso es despreciable). La Figura 7.10 muestra la evolucion
temporal de dicho coeficiente (izquierda) y su correspondiente espectro de
Fourier (derecha). Se observa que existe una frecuencia principal de oscilacion
fo v, a diferencia de lo que ocurre en el caso laminar (ver Figura 6.22),
el movimiento periddico presenta cierta modulacion. Esta modulacion es
obtenida también en los trabajos experimentales y es debida a la interaccion
de la calle de vortices principal con los vortices longitudinales (ver sub-
apartado anterior). La frecuencia principal (adimensional) refleja un nimero
de Strouhal de St = f,/(U/D) = 0.133, que concuerda con el obtenido por
Lyn et al. [63] en su trabajo experimental (S; = 0.132 £ 0.004).

Los parametros integrales se han obtenido promediando los valores ins-
tantaneos en el tiempo durante 15 ciclos (aproximadamente) y también en la
direccion transversal. La Tabla 7.1 compara el coeficiente medio de susten-
tacion (CL) y su desviacion (/(C}C%), con C} = Cp, — (CL)), el coeficiente
de arrastre ((Cp), obtenido a partir de la contribucion de la presion a la
fuerza de arrastre), el coeficiente de presion en la base del cilindro ((Cpp) =
(p(x/D =9.0,y/D = 8.5)) /(pU?/2))) y la longitud de recirculacion (L, cal-
culada como la distancia del punto en el que la velocidad horizontal media se
hace cero al centro del obstéculo) con los obtenidos experimentalmente por
Lyn et al. [62], Norberg et al. [78] y Durao et al. [26], y con los resultados
computacionales de Sohankar et al. [102] y Srivinas et al. [105]. Se ha elegido,
entre los casos presentados por Sohankar et al. [102], el que corresponde a la
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malla mas fina (265 x 161 x 25). Los valores presentados en los dos trabajos
computacionales y el experimental de Norberg et al. [78| estan corregidos para
tener en cuenta el efecto del bloqueo, es decir, el incremento de la velocidad
de la corriente libre (respecto al flujo en la entrada) debido a que el dominio
computacional no es infinito y el obstaculo disminuye la seccion efectiva del
canal. Los resultados presentados en este trabajo esta afectados por un factor
de bloqueo = D/H =5.9% (H es la altura del canal); se han realizado las
correcciones propuestas por Sohankar et al. [102]:

Cp Cp Cp 1-Cp
Cp

C—C,DC—C,LC—oz ,1_Cpc—oz , (7.11)
donde el subindice ¢ indica los valores corregidos y (1/a) = 1-Cp3/(—Cpb) =
1.085.

En la tabla se observa un buen acuerdo entre los valores corregidos y los
resultados experimentales, comparable a los publicados por Sohankar et al.
[102] (utilizando un modelo dindmico de una ecuaciéon y una malla fina de
265 x 161 x 25) y mas recientemente por Srivinas et al. [105] (con el modelo
de Smagorinsky dinamico).
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Tabla 7.1: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Comparacion de los parametros integrales obtenidos en este trabajo
con otros resultados experimentales y computacionales.

experimental computacional
Este trabajo Este trabajo Lyn Norberg Durao | Srivinas Sohankar
(blogueo) ([63],[62]) [26]  (78]) | ([105])  ([102])
Re 22000 22000 21400 22000 21400 | 14000 22000
St 0.133 0.133 0.132 4+ 0.004 0.13 0.139 0.135 0.128
(Cr) -0.014 -0.014 — — — 0.0 —
(cr) 1.17 1.07 — — — 1.39 1.12
(Cp) 2.39 2.20 2.1 2.11 — 2.14 2.09
—{(Cpp) 1.79 1.57 — 1.37 — 1.65 1.38
(L,) 1.45 1.33 1.38 — 1.32 1.31 —

(SHT) SIS SIPUDLE) SD] 2P UOLIDINWAS */,
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Figura 7.11: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Perfil de velocidad hori-
zontal media en el plano central del cilindro. Comparacion de los calculos en
el presente trabajo (linea continua) con los resultados experimentales de Lyn
et al. [62] (simbolos).

7.3.4. Variables del flujo promediadas en el tiempo

Lyn et al. |62| proporcionan una extensa base de datos con medidas
experimentales de variables de flujo en lineas verticales localizadas en puntos
situados tanto en la estela cercana como en el entorno del cilindro. En este
apartado se presentan graficas que comparan perfiles experimentales con los
obtenidos en este trabajo. Como en el caso de los parametros integrales, las
variables medias, (¢), se han obtenido promediando su valor durante 15 ciclos
y en la direcciéon z. En lo que sigue, el eje de coordenadas computacional ha
sido desplazado al centro del obstaculo.

La Figura 7.11 muestra el perfil de velocidad horizontal en el eje central
del dominio. Se observa que la LES, a diferencia de la técnica del promediado
de Reynolds (RANS, ver por ejemplo [34]), es capaz de reproducir adecua-
damente la zona de recirculaciéon y su posterior recuperacion hacia la region
aguas abajo en el que la velocidad alcanza su valor asintético, que es menor
que el de la corriente libre por la pérdida de cantidad de movimiento que
sufre la estela tras el obstaculo. El acuerdo de la velocidad minima con la
medida experimental es excelente y también se predice adecuadamente la
pendiente de recuperacion. Aguas abajo, la velocidad tiende hacia el valor
que corresponde a la corriente libre, a diferencia del perfil correspondiente a
los resultados de Lyn et al. [62], donde parece que la velocidad se estanque
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Figura 7.12: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Perfiles verticales de la
velocidad horizontal media (v) /U (linea continua). Comparacion con los
resultados experimentales de Lyn et al. |62] (simbolos).

entorno a (< u > /U = 0.60). Esta discrepancia se encuentra también en la
mayoria de simulaciones tanto LES como RANS publicadas (ver por ejemplo
resultados de un workshop en [94]). En cambio, el perfil obtenido experimen-
talmente por Durao et al. [26] tiende méas rapidamente a la corriente libre
(u/U = 0.8 en x/D = 5.5, en acuerdo con el presente trabajo computacional).

Las Figuras 7.12, 7.13 y 7.14 muestran perfiles verticales de las com-
ponentes de velocidad media u, v y de los esfuerzos de Reynolds (u'v')
(respectivamente) en varias secciones transversales (x/D = 0.,0.5,1.25,2.0).
La primera seccion esta situada en el centro del obstaculo y captura la region
de separacion y la segunda coincide con el final del obstaculo. La tercera
seccion (z/D = 1.25) esta en la zona de recirculacion y la cuarta en la region
de recuperacion, un poco mas aguas abajo del final de la zona de recirculacion
(/D < 1.45). Se considera que el acuerdo con los datos experimentales es
excelente en las tres primeras zonas, mientras que las curvas experimentales
son menos pronunciadas que las computacionales en la cuarta seccion. Estas
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Figura 7.13: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Perfiles verticales de la
velocidad horizontal media (v) /U (linea continua). Comparacion con los

resultados experimentales de Lyn et al. |62] (simbolos).

diferencias estan asociadas probablemente a que la longitud de recirculacion
en el caso computacional es mayor (ver Tabla 7.1). Por otra parte, en los
perfiles computacionales de las tres variables en las secciones que comprenden
el obstaculo (z/D = 0.5y /D = 1.0) se observan cambios de signo o picos
que no aparecen en las medidas experimentales. El promediado de las lineas
de corriente mostrado en la Figura 7.15 (abajo) muestra que estas rapidas
variaciones corresponden con zonas de recirculacion de pequeno tamano que
se originan muy cerca de las paredes laterales del obstaculo.

Ademas de las lineas de corriente, la Figura 7.15 presenta contornos, en
el plano = —y, del promedio del coeficiente de presion (C,) y de los esfuerzos
cortantes de Reynolds ((v/v') /U?). Los campos son simétricos respecto a
la linea horizontal central y son muy parecidos a los contornos presentados
por Sohankar [101] en su estudio del comportamiento del flujo para varios
numeros de Reynolds. En concreto, el desprendimiento de capa limite en el
punto de separacion (las esquinas anteriores del prisma) genera una zona
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Figura 7.14: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Perfiles verticales de los
esfuerzos de Reynolds (uv') /U?, promediados en el tiempo. Comparacion
del presente trabajo (linea solida) con los resultados experimentales de Lyn

et al. [62] (simbolos).

de recirculacion debido al gradiente de presion adverso. Otras dos zonas de
recirculacion adicionales, a contracorriente de esta primaria, aparecen junto
a las paredes laterales (una en la esquina anterior y otra en la posterior).
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Figura 7.15: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Contornos del coeficien-
te de presion ((Cp), izquierda), de los esfuerzos cortantes de Reynolds
((u'v') JU?, derecha) y lineas de corriente (abajo) en el plano = — y.
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Figura 7.16: LES. Cilindro cuadrado (Re—22000). Lineas de corriente pro-
mediadas en la fase correspondiente a los valores maximos del periodo del
coeficiente de sustentacion C, (Figura 7.10, izquierda).

7.3.5. Promediados de fase

En un flujo periodico el promediado de las variables relevantes en una
unica fase del ciclo proporciona informacion adicional respecto a la estadistica
de las variables medias (en todo el intervalo de tiempo), ya que permite
distinguir las fluctuaciones debidas a la turbulencia de aquellas asociadas al
movimiento periodico (presentes también en el caso de una estela laminar).
En este apartado se ilustran algunas propiedades del flujo observables tinica-
mente desde esta perspectiva, utilizando como referencia bésica los trabajos
experimentales de Lyn y colaboradores ([63] y [62]).

En el caso de promediar en fase, el campo de una variable resuelta ¢, se
descompone de la siguiente manera:

o=[d]+¢"=(d)+o+¢" | (7.12)
donde [¢] representa el valor de la variable ¢ promediada en una tnica fase,
(¢) es el valor medio de todas las fases, b = [¢] — (¢) es la contribucion
periodica al campo y ¢” = ¢ — [¢] la fluctuacion respecto a la componente
periodica.

En este apartado se muestran resultados obtenidos promediando en la fase
correspondiente a los valores maximos de la curva periddica del coeficiente
de sustentacion (Cp) (ver Figura 7.10, izquierda). Se ha tomado un sistema
de referencia fijo en el obstaculo, y se presenta tnicamente el plano medio
del cilindro. Las lineas de corriente mostradas en la Figura 7.16 indican que,
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Figura 7.17: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Comparacion del campo de
vorticidad transversal periodica (w, * L/U) obtenida en este trabajo (abajo)
con los resultados experimentales de Lyn et al. [62]. Notese la existencia de
una zona sin datos experimentales en torno al cilindro en [62].

como cabia esperar, el promediado en dicha fase captura el momento en el
que se desprende un torbellino de la esquina inferior del cilindro cuadrado.

En la Figura 7.17 se compara la componente periodica de vorticidad (wy)
obtenida en este trabajo con la determinada de manera experimental por
Lyn et al. (figura tomada de su trabajo |62], en la que también se senalan
puntos topologicos de interés). El buen acuerdo encontrado, tanto cualitativo
como cuantitativo, pone de manifiesto la capacidad de LES para resolver de
manera precisa el movimiento periodico (es decir, las escalas grandes) del
flujo turbulento.

En la Figura 7.18 se presentan los campos de vorticidad transversal ([w, ),
los esfuerzos de Reynolds asociados con la produccion turbulenta ([u”v"]) y
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la energia cinética turbulenta ([k] = [u"u” + v"v" + w"w"])/?). La distri-
bucion de la intensidad turbulenta (o [k]) presenta picos en regiones que
se corresponden con los centros de los vortices y crestas de union entre
ellos. En los esfuerzos cortantes de Reynolds ([u”v"]), en cambio, se aprecian
maximos en las zonas de poca vorticidad o en el punto de silla proximo al
obstéaculo ((z/D,y/D) =~ (1.8, —1)). Por otro lado, se encuentra también un
buen acuerdo de estos campos con los resultados experimentales de Lyn et al.
(ver figuras 12.c y 12.d en [62] ). En concreto, se observa lo que Lyn et al.
denominan una ‘pierna’ con varios picos de (u'v’) en torno a x/D = 6.

Los resultados presentados en este apartado para variables turbulentas
promediadas en una fase concreta (correspondiente a los valores méaximos
del coeficiente de sustentacion) han mostrado un acuerdo muy bueno de la
simulacion LES con el trabajo experimental de Lyn y colaboradores [62].
Se pretende ampliar este estudio para otras fases del flujo periddico con el
fin de profundizar en el modelo conceptual que relaciona puntos topolégicos
relevantes con la produccion y la intensidad turbulenta.
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Figura 7.18: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Promediado en fase
de vorticidad [w,] % L/U (arriba), energia cinética turbulenta [k] =
[u"u" +v"" + w'w"] JU*)Y? (centro) y esfuerzos cortantes de Reynolds
[u"v"] JU? (abajo).
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7.3.6. Campos instantaneos

En este apartado se presentan campos instantdneos del flujo con el ob-
jetivo de ilustrar algunas de sus principales caracteristicas. Se describe la
composicion tipica de la estela completamente desarrollada y también dos
situaciones atipicas encontradas en su evolucion transitoria: el fenémeno de
emparejamiento de vortices (pairing) y la dislocacion natural de un vortice.

Tras la etapa de transicion descrita en el Apartado 7.3.2, la estela turbu-
lenta se desarrolla por completo, y las diferencias en comportamiento respecto
al flujo laminar presentado en el Apartado 6.5, provienen basicamente de
su caracter tridimensional y de una menor difusividad molecular. Como se
observa en la Figura 7.19, se desprenden alternativamente del lado superior e
inferior del prisma estructuras coherentes predominantemente bidimensio-
nales, vortices transversales que avanzan aguas abajo formando dos filas
que tienden a separarse hacia el flujo libre y en las que el sentido de giro
de los vortices es opuesto. El estiramiento de los vortices en la capa de
separacion (del prisma) genera ondulaciones en su direccion transversal. En
el cuerpo de estas inestabilidades surgen nuevas estructuras también orga-
nizadas, méas finas y en direccion longitudinal, ‘lenguas’ de vortices w, que
avanzan solidariamente con los vortices transversales. Respecto a la etapa
de transicion (Figura 7.7), las lenguas de vorticidad longitudinal se han
desarrollado formando estructuras mas gruesas y presentan en cierta medida
una menor organizacion.

En la estela se detecta de una manera repetitiva el fenémeno conocido
como emparejamiento de vortices (pairing), del que se ilustra un ejemplo en
la Figura 7.20. Sucede cuando una de las estructuras que se desprende del
lado inferior (o superior) del prisma se alinea con la fila superior (o inferior)
de vortices, debido probablemente a que en ese momento existe un fuerte flujo
vertical. Esta estructura viaja unida al vortice desprendido previamente del
lado superior (o inferior) del prisma y en la que el sentido del giro es opuesto.

En todo el intervalo de tiempo resuelto en este trabajo se produce en una
ocasion el dislocamiento de un vortice. Este fenémeno, mostrado en la Figura
7.21, se caracteriza por el desprendimiento de una estructura principal (w,)
‘rota’ en su direccion transversal, que se traslada aguas abajo por conveccion.
Se produce en torno a ¢t *x U/D = 101 y corresponde con una irregularidad
en la periodicidad del coeficiente de sustentacion y con un pico intenso en la
fuerza de arrastre (ver Figura 7.22). Ademaés, es interesante remarcar que, tras
la dislocacion, sucede con menor frecuencia el emparejamiento de vortices o
pairing. Braza et al. [12] capturaron por primera vez un dislocamiento natural
(sin forzar) mediante una simulacion DNS en un cilindro (redondo) y maés
recientemente Saha et al. [96| observaron (también computacionalmente) su
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ocurrencia en la transiciéon hacia la estela tridimensional en un cilindro cua-
drado. Ambos trabajos estudiaron tinicamente flujos a nimeros de Reynolds
bajos (hasta Re = 500).

En el CD adjunto a esta memoria se incluyen distintos videos que mues-
tran evoluciones del flujo entre los tiempos 40 y 114 (t*U/D), correspondien-
tes a la fase de transicion hacia la turbulencia tridimensional (aprox. 40-50
en esas mismas unidades temporales) y un intervalo estadisticamente esta-
cionario (el resto). Los videos ‘turbo_vortz 40-114.avi’, ‘turbo_vortx 40-
114.avi’, ‘turbo_cp_40-114.avi’ muestran la evolucion de las iso-superficies
de vorticidad transversal (w,) y longitudinal w,, y del coeficiente de pre-
sion ¢,, respectivamente. Ademés se incluyen los videos ‘turbo_ vortz_ 40-
114 upwind.avi’ y ‘turbo_vorty 40-114 upwind.avi’ con una vista alter-
nativa, aguas arriba del prisma, de w, y también de la componente vertical
de vorticidad w,. Se aprecia con claridad, especialmente en la evolucion de
w,, la dislocacion de un vortice (en torno a los 42 s de los 46 s de duracion
total del video).
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Figura 7.19: LES. Cilindro cuadrado (Re = 22000). Isosuperficies de vortici-
dad transversal (w,, arriba) y longitudinal (w,, abajo) en ¢t U/D = 90.
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. 0.2

-0.982469
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Figura 7.20: LES. Cilindro cuadrado (Re = 22000). Isosuperficies de la vor-
ticidad transversal (abajo) y del coeficiente de presion (arriba) en ¢+ U/D =
95.6. Ejemplo de paring.
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Figura 7.21: LES. Cilindro cuadrado (Re = 22000). Isosuperficies del
coeficiente de presion (arriba) y de la vorticidad transversal (abajo) en
t « U/D = 109.6. Se observa la dislocacion de un vortice.
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Figura 7.22: LES. Cilindro cuadrado (Re = 22000). Evolucion de los coefi-
cientes de sustentacion (Cf, izquierda) y arrastre (Cp, derecha). Se senala el
instante en el que ocurre la dislocacién de uno de los vortices primarios w,.
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7.3.7. Comportamiento del algoritmo acoplado e impli-
cito en LES

En los sub-apartados anteriores, se ha mostrado que el algoritmo pro-
puesto en este trabajo de investigacion es capaz de predecir con precision
el comportamiento de las grandes escalas de un flujo turbulento complejo.
En esta seccion se estudia la eficiencia de este algoritmo, que es acoplado
e implicito, a diferencia de una mayoria de aplicaciones LES, que utilizan
algoritmos explicitos (es decir, se avanza en el tiempo a partir de soluciones
conocidas en tiempos anteriores). En los algoritmos para flujos incompre-
sibles, la dificultad asociada a la ausencia de un término transitorio para
la presion es superada mediante el método conocido como paso fraccionado
[53], en el que una ecuacion de Poisson se resuelve mediante una inversion
directa (sin iteraciones) en cada paso temporal. En caso de resolver flujos
compresibles, en cambio, la ecuacién de continuidad presenta un término
transitorio que permite, en general, avanzar en el tiempo la presion sin
dificultad.

Los esquemas de tiempo explicito presentan la desventaja, respecto a los
esquemas implicitos, de tener restringido el tamano del paso de tiempo para
asegurar su estabilidad numérica. Este limite viene dado por la condicién
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), que establece que el paso temporal no
debe superar el tiempo de residencia en la celda: CFL = AtU/Azx) <= 1.
No obstante, los esquemas explicitos han sido utilizados historicamente en
LES porque la propia técnica requiere una resoluciéon temporal fina a fin de
capturar las escalas temporales de las estructuras mas pequenas resueltas y el
coste computacional de obtener la solucion en cada nivel de tiempo es menor
en los esquemas explicitos que en los implicitos. En la ultima década, sin
embargo, esta tendencia esta cambiando y se han publicado algunos trabajos
que investigan la eficiencia de algoritmos acoplados e implicitos, con dos
objetivos principales: por un lado, disminuir el coste computacional de LES
y asi hacer viable la simulacion extensiva de problemas industriales y, por otro
lado, desarrollar codigos de CFD capaces de resolver tanto flujos compresibles
como incompresibles.

Como se indico en el Apartado 7.3.1, los resultados mostrados han sido
obtenidos mediante un esquema temporal implicito y un paso de tiempo de
Atimpy = 0.025D/U, lo suficientemente pequeno para capturar las escalas
temporales de las estructuras més pequenas resueltas en LES. En caso de
resolver este problema mediante un esquema explicito, el tamano del paso de
tiempo estaria limitado por la condicion de CFL:

144



7. Simulacidn de las Grandes Escalas (LES)

At
min(Az/lul, Ay/|v], Az/|w])

Con la malla utilizada para resolver el problema en este trabajo y to-
mando los valores promediados en el tiempo de las componentes de la ve-
locidad, el paso de tiempo méaximo permitido en un esquema explicito es
Ateyp, = 7.2 — 3D /U, es decir, 3.5 veces mas pequenio que el utilizado en el
esquema implicito. Por otra parte, en caso de utilizar un algoritmo para flujo
compresible (necesario para reproducir las ondas actsticas en una camara de
combustion, por ejemplo), la velocidad del sonido interviene también en el
calculo del nimero de CFL:

CFLincomp -

(7.13)

At At

CFLeomy = RoTlusel ~ AajiM +1)e

(7.14)

Asi, cuando el namero de Mach es bajo (M << 1), la reduccion en el niumero
de CFL es del orden de C'F Leomp/CF Lipcomp = M. En la LES realizada en
este trabajo el ntimero de Mach a la entrada del canal es M = 0.0033 y
el paso de tiempo méximo que se permitiria con un algoritmo para flujo
compresible explicito (calculado a partir de las velocidades promedio en
las celdas) seria Atcompleny = 3-44€ — 5D/U. Es decir, el nimero de pasos
temporales necesarios para simular el mismo intervalo de tiempo aumentaria
en un factor Atin,/Atcomp.., = 726.

La diferencia en el niimero de pasos no es directamente la ganancia efecti-
va puesto que es necesario tener en cuenta el nimero de iteraciones realizadas
por el solver lineal del método implicito para alcanzar la convergencia de cada
solucion de la evolucion transitoria (cuando se aumenta el paso temporal
aumenta también, en general, el namero de iteraciones). La eficiencia del
algoritmo acoplado e implicito, respecto al segregado y explicito, se puede
evaluar como [2]:

Atimp/nits

FE =
Atcomp\exp

) (7.15)
donde Aty v Atcompl.., SO0, respectivamente, el paso de tiempo en el esque-
ma implicito (elegido en funcion de la resolucion requerida) y en el algoritmo
explicito para flujo compresible (el méximo permitido por el analisis de
estabilidad); n;; es el namero de iteraciones interiores total que tiene que
realizar el solver lineal.

La Figura 7.23 (izquierda) muestra la evolucion de la norma del residuo
de la ecuacion de continuidad para la simulacion LES presentada en esta
memoria, una vez que el flujo ha alcanzado el estado periddico. Se ha esta-
blecido que la soluciéon para un paso de tiempo dado ha convergido cuando la
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Figura 7.23: LES. Cilindro cuadrado (Re=22000). Evolucién de la norma del
residuo de la ecuacion de continuidad (izquierda) y del niimero de iteraciones
exteriores (derecha).

norma es menor que 1.0e — 4 y este criterio se ha cumplido (sobradamente)
en cada paso temporal. En la parte derecha de esta misma figura se observa
que el nimero medio de iteraciones exteriores (debidas al procedimiento de
sustitucion sucesiva de linealizacion) por paso de tiempo es 10, justamente el
minimo impuesto para evitar estancamientos de la convergencia (ver Apar-
tado 5.2). El hecho de que este niimero sea relativamente pequeno (teniendo
en cuenta que es una malla fina, como exige LES) puede ser indicativo de
que la aportacion de los métodos multimalla a la mejora en la eficiencia de
resolucion de este tipo de flujos es escasa. Por otra parte, el solver GMRES
necesita una media de 11 iteraciones (interiores) para resolver cada sistema
lineal. Por tanto, se estima que la eficiencia ganada por el algoritmo propuesto
en este trabajo es E' = (0.025/110)/3.44e — 5 = 6.6.

Un estudio similar fue llevado a cabo por Alkishriwi et al. 2| y Lessani
et al. [57] con el problema del flujo turbulento generado tras un cilindro
(redondo) a un numero de Reynods méas bajo (Re = 3900). A diferencia del
presente algoritmo, ambos autores utilizaron el método de aproximacion de
Newton para linealizar las ecuaciones. La eficiencia del método implicito pre-
sentado por Alkishriwi et al. , 7 veces mas rapido que un esquema explicito,
es similar a la presentada en esta memoria, mientras que la de Lessani et al.
es algo menor (£ = 4). Conviene remarcar que esta eficiencia varfa depen-
diendo del problema resuelto, la resolucion temporal requerida, o el criterio
de convergencia; por ejemplo, los primeros autores obtuvieron ganancias de
hasta £ = 60 en la resolucion de un canal turbulento (Re = 12448).
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Capitulo 8

Comportamiento del coédigo
paralelo

Despacito y buena letra,

que el hacer las cosas bien
importa mads que el hacerlas.
- Antonio Machado

En los capitulos de resultados precedentes se ha mostrado la validez del al-
goritmo acoplado propuesto para resolver una amplia variedad de problemas;
en este capitulo se pretende discutir varios aspectos sobre su implementacion
relacionados con la verificacion, el uso de memoria y tiempo de CPU y la
paralelizacion del codigo computacional desarrollado.

8.1. Verificacién y validacioén del c6digo compu-
tacional

Conforme crece la importancia de las simulaciones computacionales en el
diseno y analisis del comportamiento de sistemas de ingenieria, los requeri-
mientos de fiabilidad de los c6digos de CFD son més exigentes. De hecho,
esta exigencia es indispensable en escenarios donde la experimentacion fisica
no es posible (como, por ejemplo, pruebas de fallos en centrales nucleares).
Como resultado, instituciones de prestigio en el campo de CFD han desarro-
llado protocolos para tratar de cuantificar la fiabilidad de las simulaciones
computacionales. Aunque todavia no existe una guia universalmente acep-
tada (Overkampf y Trucano presentan un amplio resumen del estado actual
del tema en un articulo reciente [79]), la credibilidad de un cédigo de CFD
depende de dos aspectos fundamentales: su verificacion y su validacion. La
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validacion trata de evaluar la idoneidad de los modelos fisicos utilizados para
la representacion de los problemas mediante la comparacion de los resultados
computacionales con medidas experimentales. El proceso de verificacion de
un coédigo, en cambio, no tiene en cuenta ‘el mundo real’ sino que estudia
los errores computacionales y comprende la discretizacion de las ecuaciones
en derivadas parciales, la resolucion del sistema algebraico de ecuaciones, el
criterio para establecer la convergencia del método iterativo y la precision
del célculo [14].

Los capitulos precedentes (Capitulos 6 y 7) han mostrado fundamen-
talmente resultados relacionados con el proceso de validaciéon del algoritmo
acoplado propuesto. No obstante, la diferencia entre validacion y verifica-
cion no es nitida y algunos de los estudios ya presentados tienen también
relacion con la verificacion. Por ejemplo, las historias de convergencia de los
problemas estacionarios mostradas presentaban una tendencia de reducciéon
exponencial de la norma del residuo hacia la precision de la maquina; en
el flujo no estacionario generado tras un cilindro cuadrado se mostraba un
criterio suficientemente restrictivo (1.0e — 4) para la convergencia de cada
paso temporal, y ello tanto en el caso de flujo laminar como turbulento; el
anéalisis del comportamiento de la Interpolacion Compacta del Momento para
flujos transitorios indicaban que el orden de los esquemas de discretizacion
temporal es el esperado.

En este apartado se esbozan algunos otros tests de verificacion del codigo
llevados a cabo; concretamente, la correcta implementacion de los términos
discretizados de las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad y
el error introducido por la discretizacion espacial.

8.1.1. Taylor-Green 3D

Para comprobar que la implementacion de las ecuaciones discretizadas es
correcta, el problema de decaimiento de vortices de Taylor-Green es un caso
de test apropiado puesto que se trata de un flujo con condiciones de contorno
periddicas, que no requiere la implementacion de términos excepcionales
en las fronteras del dominio computacional para calcular las integrales de
superficie (ver Apartado 5.3.6).

Con el proposito de verificar la discretizacion espacial en las tres direccio-
nes del espacio, se ha resuelto el flujo en tres dimensiones y se han impuesto
dos condiciones iniciales distintas: un campo inicial consistente en un vortice
de Taylor-Green en el plano z —y y otro en el plano z —y. En el primer caso,
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Figura 8.1: Verificacion. Vortices de Taylor-Green. Contornos de presion en
dos planos equivalentes localizados en el punto medio del dominio. Casos con
w = 0 (izquierda) y v = 0 (derecha) en el instante inicial.

las componentes de la velocidad y la presion en el instante inicial son:

u(x,y,z,t =0) = —sin(x)cos(y)cos(z) (8.1)
v(z,y,z,t =0) = —cos(z)sin(y)cos(z)

w(z,y,z,t=0)=0

p(z,y,z,t =0) = —(cos(2x) + cos(2y))(2 + cos(2z))/16

Para inicializar el segundo caso simplemente se intercambian uw por w y
x por z.

En la Figura 8.1 se presentan los contornos de presion en dos planos
equivalentes en uno y otro caso, localizados en el punto medio del dominio
computacional y en el instante de tiempo ¢t = 0.5. Los contornos en el plano
y—z (izquierda) en el primer caso (w = 0 en el instante inicial) son los mimos
que en el plano y—x (derecha) en el segundo caso (v = 0 en el instante inicial),
lo cual indica que la discretizacion estd adecuadamente implementada.
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Tabla 8.1: Verificacion. Cavidad cuadrada con pared movil. Valores de
velocidad y presion obtenidos en tres mallas sucesivamente refinadas.

Tamano de celda normalizado U v P — Do
4 (121x121) —6.1596e 2 2.5864e™2 —8.8134¢ 2
2 (241x241) —6.1947¢7%  2.5813¢7? —8.9874e?
1 (481x481) —6.2030e2  2.5802e72 —9.0325¢7?

8.1.2. Precision de la discretizaciéon espacial

Una vez depurados los errores en la programacion del codigo, se puede
proceder a cuantificar el orden de precision de los esquemas de discretizacion
de las ecuaciones. En este apartado se calcula la precision espacial, que
teoricamente es de orden 2 (la precision de los esquemas temporales fue
estudiada en el Apartado 6.1.2) mediante el procedimiento de refinamiento
sucesivo de la malla de discretizacion.

El problema test elegido es el flujo en el interior de una cavidad cuadrada
con una pared movil a un namero de Reynolds moderado (Re = 1000). Este
problema se ha resuelto en tres mallas uniformes diferentes, que tienen un
numero de celdas de 121 x 121, 241 x 241 y 481 x 481 y siendo por tanto
aproximadamente constante la relacion de paso entre celdas de una malla
a la siguiente (r = 2). Se ha aplicado el esquema convectivo CDS y se ha
establecido un criterio de convergencia restrictivo para la norma del vector
residuo y del vector de correccion Cr, Ca¢p = 1.0e719 (ver Ecuacion (5.3)),
con el fin de que los errores debidos al método iterativo no sean significativos.
Las variables elegidas para comparar los resultados sobre cada malla son la
velocidad horizontal u, la velocidad vertical v y la presion p — pg en la celda
central de la cavidad (z/L = y/L = 0.5, lo que justifica el nimero impar
de nodos en cada direccion). La presion de referencia pg se toma en el punto
medio de la pared vertical oeste: po = p(z/L = 0,y/L = 0.5). Los valores
obtenidos para las tres mallas aparecen en la Tabla 8.1.

A partir de dichos datos se calcula el valor de unos parametros de interés
en la determinacion del error de discretizacion espacial (Tabla 8.2): el orden
de la aproximacion (g), el valor de la variable extrapolada a una malla con
tamafio de celda nulo (¢.) y el Indice de Convergencia de la Malla (GCI).
Para obtener estos parametros se ha seguido el procedimiento recomendado
por la revista internacional Journal of Fluids Engineering, que a su vez se
basa en el conocido método de extrapolacion de Richardson [29]. Las mallas
empleadas son suficientemente finas para que el error de la solucion e pueda
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Tabla 8.2: Verificacion. Cavidad con pared movil. Parametros de la precision
espacial obtenidos siguiendo el procedimiento de extrapolacion de Richard-
son. También se presentan, para su comparacion, los resultados de alta

precision de Botella y Peyret [11].

u v P — Do
7 2.05 2.1 1.95
GCI(%) 3.1e73 3.8¢7* 0.02
Oe —6.2056e72  2.5799¢72  —9.038¢72
Smo 1] —6.2066c 2 2.5799¢ 2 —9.047¢ 2
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Figura 8.2: Verificacion. Cavidad con pared movil, Re = 1000. Valor de las
variables de referencia en funcion del tamano de celda normalizado.
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expresarse de la siguiente manera:

€ = ¢n - ¢ezac - Ch% s (82)

done ¢, es el valor de la variable para la malla n, ¢c.q. €s la solucion exacta,
h, representa el tamano de celda y ¢ es el orden de aproximacion obtenido.
Usando tres mallas diferentes con la misma relacion de tamano de celda (en
este caso r == 2), el orden de la aproximacion espacial ¢ se calcula as:

_ In((ps — ¢2)/ (P2 — ¢1))
In(r) ’

q (8.3)
A partir del valor de ¢ y de la solucion en las dos mallas més finas, se puede
extrapolar un valor para la solucion exacta (que corresponde al limite de
tamano de celda nulo):

- o1 — P2
Pe R Pp=0 = 1 + 1 : (8.4)
Por 1ltimo, el indice de la convergencia de la malla (GCI) es un parametro
que proporciona informacion acerca del nivel de resolucion apropiado e indica
el porcentaje en que se aleja la solucion numérica en una malla de su valor

asintotico. EL GCI correspondiente a la solucion mas precisa ¢; se calcula

como: 61— ol
1— @2
GCI = F; 1 , (8.5)
donde F; es un factor de seguridad que se ha tomado 1.25 (valor usual cuando
se refina la malla en tres niveles).

En la Tabla 8.2 se observa que el orden de aproximacion menos preciso
obtenido (¢ = 1.94), correspondiente a la presion, esta muy cercano al orden
teorico de la discretizacion espacial (¢ = 2). A partir del parametro GCIL y del
valor extrapolado p. se puede concluir que el valor estimado para la presion
en el punto medio de la cavidad es p. = 0.09038 con una banda de error de
+0.020 %. Es decir, p. = 0.09038 + 1.82¢ — 5. Respecto a las componentes
de la velocidad, el orden de aproximacion calculado es incluso mayor que el
teoricamente esperado y el indice de convergencia de la malla mas fina es muy
pequeno. En la misma tabla se presenta también la solucion de alta precision
obtenida por Botella y Peyret usando un método espectral para resolver las
ecuaciones |11]. Los valores de estos autores coinciden con los obtenidos aqui
para las componentes de velocidad. La diferencia en la presion puede deberse
a la suposicion de gradiente nulo en la pared aplicada en este trabajo

Por completitud, en la Figura 8.2 se muestra la tendencia mondtona de
la solucion a su valor asintotico conforme se refina la malla. Los resultados
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Figura 8.3: Resolucion del flujo tras un escaléon abrupto en np = 16 procesa-
dores. Descomposicion de la malla completa (arriba) y detallada de las zonas
de recirculacion (abajo).

mostrados en este apartado demuestran la capacidad del codigo para obtener
soluciones independientes de la malla y que la aproximacion espacial es de
segundo orden (al menos para el caso test elegido).

8.2. Comportamiento de la paralelizacién del
codigo

La capacidad de un codigo de CFD para resolver problemas computacio-
nalmente exigentes (en el sentido de discretizacion espacial y/o temporal
fina) depende de sus propiedades de escalabilidad. Dos aspectos intervienen
en este concepto: la escalabilidad numérica y la paralela. La primera hace
referencia al aumento del tiempo computacional necesario para obtener una
solucion conforme el tamano del problema numeérico aumenta, y la segunda
se refiere a la reduccion del coste computacional (por procesador) conforme
crece el nimero de procesadores usados para la ejecucion.

La escalabilidad numérica del algoritmo acoplado propuesto fue tratada
en un capitulo precedente (Apartado 6.2), mediante una tanda de ejecuciones
secuenciales variando el nimero de nodos de la malla, y se obtuvo una
dependencia del tiempo de cpu aceptable, del orden de n'® (donde n es
el namero de nodos de la malla). El objetivo de este apartado es estudiar
el comportamiento del codigo desarrollado cuando se ejecuta un problema
en paralelo sobre varias maquinas. Como se describié en el Apartado 5.4,
la estrategia de paralelizacion llevada a cabo consiste en la descomposicion
del dominio y su reparto (incluyendo los nodos pertenecientes al halo) entre
los procesadores disponibles. En el caso ideal de que la carga de trabajo
esté repartida equitativamente y que el tiempo de comunicacion entre los
procesadores que comparten halo sea despreciable, el tiempo necesario para
alcanzar la solucion multiplicado por el nimero de procesadores es constante.
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Tabla 8.3: Comportamiento paralelo del codigo desarrollado. Tiempos de
ejecucion en la resolucion del problema del escalon abrupto con una malla de
128000 celdas.

np T, (s) nitsexteriores n its interiores E,, (us) RE,, (1S)

1 4.231e4 24327 276119 1.197 1.20
2 2.236e4 24329 276158 6.320e-1 1.26
4 1.120e4 24334 276202 3.174e-1 1.27
8 5.783e3 24314 275978 1.632e-1 1.30
12 4.010e3 24327 276126 1.132e-1 1.36
16 3.092e3 24317 276037 8.758e-2 1.40

Tabla 8.4: Comportamiento paralelo del codigo desarrollado. Tiempos de
ejecucion en la resolucion del problema del escalén abrupto con una malla de
512000 celdas.

np time T, (s) n its exteriores n its interiores E,, (us) RE,, (us)

2 1.264e5 6108 565546 4.365e-1 8.73e-1
8 3.090e4 6108 565493 1.067e-1 8.54e-1
16 1.491e4 6108 565575 5.149e-2 8.23e-1

El caso elegido para evaluar el comportamiento paralelo del codigo es
el flujo bidimensional y laminar generado en un canal rectangular tras un
escalon abrupto (ver Figura 8.3). En la entrada del canal se impone el perfil
de velocidad parabolico correspondiente al flujo completamente desarrollado.
El niimero de Reynolds referido a la velocidad media de entrada y a la altura
del escalon D es Re = 400. Las dimensiones del canal son 40D x 2D. Se
ha simulado el problema estacionario partiendo de un campo inicial nulo
(tanto para las dos componentes de la velocidad como para la presion) y se
ha usado el esquema convectivo CDS. El criterio para considerar la solucion
convergida ha sido establecido en Cg, Cay < 1.0e — 6 para las tres variables.
Se ha estudiado la escalabilidad para dos mallas diferentes: 128000 (1600 x 80)
y 512000 (3200 x 160) celdas cuadradas. El falso paso temporal fijado ha sido
A7 = 1Az = 1D/80 para el caso con malla gruesa y At = 1Az = 10D/160
para la malla fina.

Cada caso es ejecutado varias veces sobre un numero de procesadores
diferente, dividiendo la malla en np porciones iguales (en la Figura 8.3 se
ilustra la particion para el caso np = 16). Ademads, es necesario anadir el
halo de las fronteras interiores al dominio de la sub-malla local (que en
este ejemplo tiene una anchura de, teniendo en cuenta la interpolacion del
momento, 2 celdas y contiene 80 x 2 celdas para la malla gruesa y 160 x 2
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Figura 8.4: Comportamiento del codigo paralelo. Escalon abrupto. Speed-up
con una malla de 128000 y 512000 celdas.

para la fina). Las ejecuciones se han relizado en un cluster tipo Beowulf, de
memoria distribuida, del Area de Mecdnica de Fluidos (Boadicea05). Esté
constituido por méaquinas con procesadores duales AMD Athlon de 64 bits a
2200 MHz y 3.0 GB de memoria RAM. La comunicaciéon entre procesadores
se establece a través de tarjetas de red a 1Gbps.

El tiempo de ejecucion (de reloj) necesario para resolver estos casos (15,,)
sobre np procesadores aparece en las Tablas 8.3 y 8.4. Ademas, se presentan
también el ntmero total de iteraciones exteriores e interiores necesarias para
alcanzar la convergencia. Se observa que son practicamente independientes
del numero de procesadores, lo que indica una buena escalabilidad del propio
algoritmo numérico (y, en concreto, del solver lineal).

La Figura 8.4 presenta el speed-up obtenido en funciéon del nimero de
procesadores np. Para estos dos problemas de tamano fijo, el speed-up se
define como s = 27T5/(npT,,) y en una situacion ideal es una recta con
pendiente 1. En el caso de emplear una malla con 128000 celdas, el cédigo
desarrollado presenta un comportamiento practicamente ideal hasta np = 8,
mientras que para np = 16 empieza a ser significativo el tiempo dedicado a
la comunicacion entre procesadores. Como se podia esperar, la escalabilidad
del caso con malla fina es mejor que con malla gruesa, puesto que disminuye
la proporcion de celdas en el halo, y por tanto, el porcentaje de tiempo de
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CPU dedicado a la comunicacion entre procesadores. Quiza sorprenda que
la pendiente del speed-up para el caso con 512000 celdas sea incluso mayor
que 1 (super-linealidad). La super-linealidad puede ser debida a los efectos
de la memoria tipo cache (ver, por ejemplo, |46]). Este tipo de memoria es
una almacén temporal de datos, con menor capacidad que la memoria del
sistema (RAM), pero a la que el procesador accede de una forma mucho mas
rapida. Puesto que el tamano del problema es dividido y distribuido entre los
procesadores del cluster, es posible que los datos no encajen en un tipo de
memoria de acceso rapida en una o dos maquinas, pero si cuando se dispone
de mas maquinas.

Otra medida de la eficiencia de un codigo paralelo es el calculo del tiempo
‘virtual’ necesario para realizar una iteracion en una malla de un nodo y sobre
np procesadores: En, = T,/ (Ncetdas * Nits.int) . En la Tabla 8.3 se muestra este
valor y el de la eficiencia reducida (RE,, = E,,*np), una cantidad constante
en la hipotesis ideal de speed-up con pendiente uno. El valor medio obtenido
con 128000 celdas es RE = 1.30us y la desviacion maxima (|RE;s— RE|/RE)
es de un 7.7%. En el caso de 512000 celdas, la eficiencia reducida media es
8.50e — 1 y la desviacion méaxima ocurre para np = 16 y es un 3.2 %.

8.3. Optimizacion: uso de CPU y memoria

En el proceso de desarrollo de un codigo de CFD es recomendable hacer
un andalisis de los usos de memoria y tiempo de CPU de las distintas su-
brutinas implementadas con el objetivo de optimizar la eficiencia del codigo.
Se debe alcanzar un compromiso entre la sencillez de la programacion (lo
que repercute habitualmente en la extensibilidad y legibilidad del c6digo)
y la reduccion del coste computacional, siendo en la mayoria de los casos
suficiente con detectar y tratar de mejorar los ‘cuellos de botella’. Es decir,
las subrutinas a las que se dedica el mayor porcentaje del tiempo de ejecucion.

La distribucion de los tiempos de ejecucion se obtiene mediante un proce-
dimiento conocido como profiling, para la que existen una variedad de herra-
mientas informaticas disponibles. En este trabajo se ha usado la combinacion
de las herramientas Valgrind [77] y KCacheGrind [113] para obtener un
diagrama visual de la distribucion del tiempo en las subrutinas del programa
principal del cédigo.

Dichas herramientas se han aplicado a la ejecucion del caso del flujo en un
canal tras un escalon abrupto (descrito en el Apartado 8.2) en un ordenador
personal AMD Duron a 1.3GHz y con 512M de memoria RAM. La malla
tiene 128000 celdas cuadradas y se toma como solucion inicial un campo
calculado anteriormente con residuo Cr < 1.0e — 6 para todas las variables.
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A partir de esta solucion, se reinicia la ejecucion con la herramienta Valgrind
y se calculan 12 nuevas iteraciones exteriores, resultando el nimero total de
iteraciones interiores 224.

En el diagrama de la Figura 8.5 aparece el porcentaje de tiempo de CPU
dedicado a las subrutinas del programa principal. Para mayor claridad del
grafico, se han descartado las funciones con un consumo menor del 3% y
se ha limitado también la maxima profundidad de llamadas encadenadas a
subrutinas (empezando desde el programa principal) a 5. En la figura se
observa que la mayor parte del tiempo de céalculo (un 60 %) se emplea en
la resolucion del sistema de ecuaciones algebraico (en la funcion KSPSolve
del programa PETSc), aun en este caso donde el nimero de iteraciones
interiores medio es relativamente pequenio (18). Este valor esta dentro del
rango deseable en un codigo de CFD, que es entre un 50 % y un 90 % (notas
para un curso impartido por Jasak, desarrollador del codigo de CFD abierto
OpenFoam [49], en el Area de Mecénica de Fluidos de la Universidad de
Zaragoza [32]). Por otra parte, mas de un 15% de tiempo de calculo se
emplea en subrutinas encargadas de insertar los coeficientes (ya calculados)
en la matriz del sistema algebraico (a través de la subrutina, que es también
de PETSc, MatSetValues). Este tiempo depende en gran medida del nimero
de llamadas a MatSetValues, y podria ser reducido programando la insercion
de coeficientes de una manera menos compartimentada; actualmente se llena
solo una fila en cada llamada a MatSetValues con el objetivo de hacer sencilla
su programacion.

Aparte de controlar los tiempos de CPU del c6digo, también es impor-
tante conocer la cantidad de memoria RAM que necesita para ejecutar un
caso. La herramienta Valgrind proporciona dos tipos de informacion sobre la
memoria. Por un lado, se puede hacer una tarea de depurado de errores (por
ejemplo, comprobar que no se intenta acceder a ninguna localizaciéon que no
haya sido previamente asignada). Por otro lado, es una ayuda para saber la
cantidad total de memoria que usa el programa, y en qué subrutinas ha sido
asignada. Ambas opciones han sido aplicadas en el codigo desarrollado. Asi,
se ha comprobado que no hay errores en la asignacion de memoria y se ha
obtenido el grafico presentado en la Figura 8.6 sobre su uso. En dicha figura
aparece la evolucion del uso de memoria durante la ejecucion del caso. En
los instantes iniciales se procede a asignar memoria hasta que alcanza un
valor aproximadamente constante, que se libera justo antes de terminar el
programa. En este caso, el méximo uso de memoria RAM que debe soportar
el procesador es aproximadamente 200M bytes (1.56 Kb por celda), de los que
aproximadamente 160M bytes (un 80 %) corresponden a la matriz y a los vec-
tores del sistema acoplado y a la creacion de vectores para resolver el sistema
lineal mediante el método GMRES(15). Entre las subrutinas especificamente
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programadas para desarrollar el codigo de CFD, tienen un uso de memoria
destacado las subrutinas llamadas CreateProp (10M, un 5%), que son las
que asignan memoria para almacenar términos de la matriz de coeficientes
que se repiten como, por ejemplo, el término convectivo o la correccion de
la interpolacion del momento. En la programacion del algoritmo, se ha dado
prioridad al ahorro en tiempo de calculo sobre el ahorro en memoria.
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Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se ha presentado un nuevo algoritmo, implicito y acoplado,
para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes. Se ha utilizado el método
de discretizacion de volimenes finitos y una disposicion colocalizada de las
incognitas en la malla. Con el fin de solventar el problema tradicional de
desacoplamiento velocidad-presion que se encuentra en este tipo de mallas,
se ha propuesto una formulacion mejorada, compacta y consistente, de la
Interpolacion del Momento originalmente propuesta por Rhie y Chow (OMI)
[92].

Sobre la Interpolacion Compacta del Momento

Se ha descrito en detalle el desarrollo de la nueva estrategia, que tiene
en cuenta (a diferencia de la OMI) la aparicion de términos de relajacion
y transitorios en las ecuaciones de cantidad de movimiento discretizadas.
Respecto a la relajacion, se consideran las dos formulaciones utilizadas habi-
tualmente: lineal e inercial (o de falso paso temporal). Se ha aplicado el nuevo
procedimiento en tres esquemas de integracion temporal: método Euler de
primer orden y dos esquemas multi-punto de segundo orden (la aproximacion
Euler de tres niveles y el método Adams-Moulton de segundo orden o Crank-
Nicholson); el procedimiento puede acomodarse a aproximaciones de mayor
orden.

Se ha demostrado mediante ‘experimentos numéricos’ y calculos analiticos
que la propuesta de Interpolacion Compacta del Momento (CMI) proporciona
el comportamiento deseado desde diversos puntos de vista. El principal pro-
posito de una implementacion MI es evitar oscilaciones de presion irreales
en el campo soluciéon; se consigue aqui de manera efectiva para pasos de
tiempo (reales o falsos) grandes y, a diferencia de la OMI, también para
pasos pequenios. Ademas, puesto que cuando se alcanza la soluciéon convergida
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y estacionaria se recupera la formulacion original, los resultados finales son
independientes del factor de relajacion y del paso de tiempo utilizado en
la discretizacion. Asimismo, se ha evaluado el orden de aproximacion de la
integracion temporal, obteniéndose que la precision no se ve afectada nega-
tivamente para ninguno de los tres esquemas considerados en este trabajo.

Finalmente, es interesante destacar del modelo CMI propuesto su sencilla
implementacion en el codigo, ya que puede expresarse la velocidad en la cara
como un término de interpolacion lineal mas una correcciéon. Esta correccion
comprende a su vez la suma de varios términos: el primero involucra la
correccion OMI y el resto representa la propia correccion CMI evaluada en
iteraciones o pasos de tiempo anteriores. Cuando se resuelven flujos no esta-
cionarios o se aplica relajacion, es necesario interpolar a las caras inicamente
un término adicional (respecto a la OMI), y por tanto el nuevo método no
es computacionalmente caro.

Sobre el algoritmo acoplado e implicito

El algoritmo acoplado presentado en este trabajo se basa en la deduccion
de una ecuacion de Poisson para la presion a partir de la ecuacion de conti-
nuidad, utilizando para las velocidades en las caras las expresiones corregidas
segtin la CMI. Se ha propuesto una implementacion parcialmente implicita de
esta ecuacion, con el objetivo de conseguir el acoplamiento velocidad-presion,
esencial para resolver las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento
de una manera simultanea en un flujo incompresible, sin aumentar el tama-
no de la molécula computacional. Este modelo implica la aparicion de un
término implicito en la diagonal principal de la ecuacion de continuidad que
incluye la inversa del sumatorio sobre las caras de la celda de coeficientes
convectivos y difusivos. Por otra parte, la implementacion diferida de los
esquemas convectivos de alto orden para las variables transportadas hace que
dicho término sea siempre positivo, pudiéndose interpretar como un parame-
tro de precondicionamiento local (andlogo a la definicion de una velocidad
pseudo-acistica en el modelo de compresibilidad artificial), automéaticamente
evaluado, que no requiere especificar a prior: una velocidad minima en las
regiones de estancamiento.

El sistema algebraico se linealiza mediante el procedimiento de sustitucion
sucesiva (Picard), y la convergencia del solver (GMRES con el precondicio-
nador Jacobi) se apoya en la dominancia de la diagonal principal de la matriz
de coeficientes. A fin de asegurar ésta, ademaés de utilizar una implementacion
diferida de los esquemas convectivos de alto orden (s6lo se introduce la
parte upwind en la matriz), se aplica relajacion inercial para compensar
los coeficientes adicionales, fuera de la diagonal principal, que provienen
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de los términos de acoplamiento. Respecto a la ecuacion de continuidad,
esta relajacion inercial puede interpretarse, de nuevo, como un término de
compresibilidad artificial relacionando esta vez el parametro libre con una
velocidad global de referencia.

La precision, eficiencia y escalabilidad del método propuesto han sido
comprobadas mediante la resolucion del flujo generado en una cavidad con
pared movil (Re = 1000). La comparacion de los resultados obtenidos con
soluciones de referencia de alta precision ha mostrado un acuerdo excelente
de los campos de velocidad y presion; en este caso, ademés, no aparecen
oscilaciones en las cercanias de las esquinas, donde los gradientes de presion
son altos. Se ha estudiado la velocidad de convergencia para un amplio rango
de falsos pasos temporales, encontrandose, como se esperaba, que el nimero
de iteraciones exteriores decrece conforme aumenta la relajacion, al mismo
tiempo que aumenta el numero de iteraciones interiores del solver lineal,
controlado dindmicamente. De esta forma, el tiempo de CPU requerido para
resolver el problema no varia demasiado entre caso y caso: la relacion maxima
encontrada en el tiempo de CPU es aproximadamente 0.5, correspondiente
a un ratio maximo de falsos pasos temporales de 120. Se ha analizado asi-
mismo el mapa del coeficiente total de precondicionamiento introducido en
la ecuacion de continuidad encontrandose que, en un rango similar de falsos
pasos temporales, el mayor factor de reducciéon es 4. De esta forma, se ha
demostrado que la robustez del método no se ve afectada de una manera
significativa por la eleccion del factor de relajacion, ya que su efecto es
compensado en cierta medida por el término implicito proveniente de la
implementacion de la CMI, mitigandose asi la variacion del coeficiente total
de precondicionamiento.

Por otro lado, se ha estudiado la escalabilidad del algoritmo evaluando el
tiempo de CPU requerido para alcanzar la convergencia utilizando mallas de
diferentes nimeros de celdas y relacion de aspecto (también se han utilizado
diversos factores de relajacion), ajustandose todos los casos a una funcion
potencial de crecimiento del tiempo de CPU con el nimero de celdas con
exponente 1.5. Este escalado es admisible, sobre todo teniendo en cuenta
que no se ha aplicado la técnica multimalla para acelerar la convergencia.

El algoritmo acoplado ha resultado también robusto y preciso en la re-
solucion de flujos incompresibles altamente dominados por la conveccion (se
ha encontrado una solucién estacionaria para la cavidad con pared movil a
Re = 10000) y flujos con grandes variaciones de temperatura (conveccion
natural en una cavidad a Ra = 1.0e6 y Ra = 1.0e7, con € = 0.6), asi como en
problemas descritos en coordenadas cilindrico-polares. Respecto a flujos no
estacionarios, se ha utilizado un esquema implicito para el término transito-
rio; se ha comprobado el comportamiento de este algoritmo, completamente
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implicito por tanto, mediante la resolucion del flujo laminar, bidimensio-
nal, tras un cilindro cuadrado, obteniéndose buenos resultados en cuanto
a eficiencia y precision. De esta forma, se ha ilustrado la competitividad
potencial del procedimiento de Picard respecto a los modelos tipo Newton,
mayoritariamente utilizados por la comunidad cientifica para la linealizacion
en algoritmos acoplados.

Sobre la aplicacién del algoritmo a LES

Se ha aplicado el método acoplado e implicito al exigente problema compu-
tacional de simular mediante LES el desprendimiento de vortices turbulentos
tras un cilindro cuadrado a un nimero de Reynolds moderadamente alto
(Re = 21400). Partiendo de un campo inicial bidimensional, se han podido
reproducir los mecanismos de transicion hacia el caracter tridimensional de
la turbulencia descritos experimentalmente; en concreto, la aparicion de ines-
tabilidades en los vortices transversales, y la generacion de vortices longitu-
dinales en el seno de dichas deformaciones. Una vez alcanzado el campo esta-
disticamente estacionario, se han promediado diversas variables en el tiempo
durante un nimero suficiente de ciclos, encontrandose que los parametros
globales del flujos obtenidos en este trabajo comparan de manera aceptable
con resultados experimentales y computacionales previos. El acuerdo con los
resultados experimentales de Lyn et al. [62] es especialmente bueno en la
region de la estela cercana al obstaculo, tanto para los momentos de primer
orden de las variables estadisticas (componentes de velocidad medias) como
en lo relativo a sus segundos momentos (esfuerzo viscoso turbulento). En
cuanto a la eficiencia, se ha estimado la ganancia que supone el esquema
temporal implicito (escasamente utilizado en LES) respecto a un esquema
explicito en un factor de aproximadamente 7 para este problema.

Todos los resultados mostrados se han obtenido con un coédigo de CFD
paralelo desarrollado en el curso de este trabajo, haciendo uso de la libreria
PETSc. Se ha evaluado el comportamiento computacional de este codigo,
verificindose el orden de discretizacion espacial (segundo orden), la escala-
bilidad paralela (speedup incluso mayor que 1 en problemas suficientemente
grandes) y el uso de memoria y CPU por las diferentes subrutinas (el solver
lineal supone més de un 60 % del gasto computacional).

Trabajo futuro

Una vez demostrada la capacidad del algoritmo para resolver de manera
precisa y robusta una amplia gama de flujos, se pretende llevar a cabo una
comparacion de la eficiencia de este método, acoplado e implicito, con otros
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tipos de algoritmo referenciados en la literatura. Dentro de los métodos
basados en la presion, es interesante conocer la eficiencia relativa de los al-
goritmos tradicionales, totalmente segregados (del tipo SIMPLE), y la de los
escasos métodos completamente acoplados, que introducen unas incognitas
adicionales en el sistema, i.e. las pseudo-velocidades (como el de Ammara y
Masson [3]). También es deseable la comparacion con los algoritmos implicitos
desarrollados a partir de los métodos basados en la densidad, que anaden un
término de compresibilidad artificial en la ecuacion de continuidad y definen
una velocidad pseudo-aciuistica para precondicionar el sistema y resolver de
una manera eficiente flujos compresibles a bajo nimero de Mach. Para llevar
a cabo este estudio serd necesario implementar estos algoritmos en el codigo
desarrollado.

En cuanto a la simulacion de flujos turbulentos mediante LES, se prevé
la profundizacion en el andlisis del método implicito. En la misma linea de
trabajo que realizaron Alkishriwi et al. [2] para un método acoplado basado
en la densidad, se va a llevar a cabo una bateria de casos con diferentes reso-
luciones temporales para conocer la ganancia maxima en eficiencia (respecto
a un esquema explicito) manteniendo la precision en los resultados.

Desde el punto de vista de la contribucion al conocimiento de los fenéme-
nos que intervienen en un flujo turbulento, un analisis més detallado de la
etapa de transicion desde un campo inicial bidimensional hacia el desarrollo
de vorticidad tridimensional puede contribuir a una mejor comprension de los
mecanismos de inestabilidad que intervienen en la turbulencia. Por otro lado,
un aspecto de creciente interés en los ultimos anos y que se puede estudiar
con las herramientas desarrolladas en este trabajo es el diseno de estrategias
de control de la separacion masiva del flujo, con el fin de reducir o aumentar,
segun la aplicacion practica, la fuerza de arrastre sobre el obstaculo.
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Apéndice A
Codigo computacional paralelo

El empezar es el comienzo del acabar.

- Dicho popular

En este apéndice se muestra la estructura de datos y el diagrama de flujo
bésicos del codigo paralelo de proposito general (MICs) desarrollado durante
este trabajo, con el que se han obtenido los resultados presentados en esta
memoria. Se ha programado en el lenguaje (de bajo nivel) C, el mismo que el
de la libreria PETSc, cuyas funciones son utilizadas para resolver los sucesivos
sistemas de ecuaciones lineales en paralelo. Las capacidades (actuales) del
codigo son las siguientes:

= 2D y 3D.

= Malla estructurada (cartesiana o cilindrica).

= Resolucion acoplada de las ecuaciones de Navier-Stokes.

= Resolucion segregada o acoplada de un niimero arbitrario de escalares.
= Implementacion flexible de condiciones de contorno y fuentes.

= Definicion de propiedades del fluido (como densidad o viscosidad) como
constantes o variables.

» Esquemas convectivos de alta resolucion.
= Esquemas de integracion temporal implicitos de alto orden.

s Modelo de turbulencia LES.
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A. Codigo computacional paralelo

A.1. Estructura de datos

Aunque el codigo ha sido escrito en lenguaje C, la modularidad y flexibi-
lidad que proporciona un lenguaje (de alto nivel) orientado a objetos como
C++ se ‘emula’ en cierta medida mediante la definicién de nuevos tipos de
datos (‘estructuras’ en C llamadas ‘clases’ en C-++), que pueden agrupar
tanto datos (‘caracteristicas’) como punteros' a funciones (‘acciones’) encar-
gadas de manipular algunos de esos mismos datos. Estas clases constituyen
una representacion abstracta (no tienen asignado espacio en memoria) de la
informacion que se necesita para resolver un problema general, agrupando en
modulos la referida a un mismo aspecto del problema. Se pueden considerar
como plantillas sobre las que se crean ‘objetos’ (de nuevo, nomenclatura
tomada del lenguaje C++) concretos: se evalia y se asigna memoria a los
miembros de estos ‘objetos’ en funcion del problema particular que se resuelve
(en caso de una ejecucion en paralelo, esta asignacion de memoria dependera
de la porcion local de malla que maneje el procesador correspondiente). Los
tipos de dato (‘estructuras’ de C) definidos en el codigo desarrollado son, por
orden alfabético, los siguientes:

St _Bcond: Condicién de contorno, definida en una region local de la malla
(patch). Incluye datos como la ecuacion a la que se aplica y, a través
de un puntero a una funcién, la manera de evaluar los coeficientes
implicitos y explicitos de su expresion. Se crea automaticamente una
lista de las condiciones de contorno aplicada para cada ecuacién.

St _Geom: Propiedades geométricas de la malla local, como el nimero de
celdas y la anchura de éstas en cada direccion.

St _Global: Pardmetros globales del problema. Contiene informacion del
comunicador MPI, y un contador del nimero de objetos creados de
algunas de las clases (como condiciones de contorno) en el momento
actual de la ejecucion.

St Grid: Definicion y propiedades de la malla local, como si es cartesiana
o cilindrica, o las coordenadas de las caras.

St _Input: Datos de entrada definidos por ‘el usuario’, editando un fichero
externo.

1'Un puntero es un tipo especial de variable que almacena el valor de una direccién de
memoria.
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A. Codigo computacional paralelo

St _Interp: Pardmetros utiles para calcular los coeficientes de interpolacion
del esquema convectivo. Incluye datos como el indice local de las celdas
upwind.

St _Local: Parametros locales del problema. Entre sus miembros destaca
el indice del procesador, informacion sobre la porcion de malla que
maneja, o un puntero a la primera condicion de contorno local definida.

St _Patch: Region rectangular de la malla patches. Se crea autométicamen-
te una lista de regiones (ver abajo).

St _Porosity: Parametros tutiles para multiplicar flujos a través de las ca-
ras por un factor (de 0 a 1). Se crea automéaticamente una lista de
porosidades locales (es decir, asociadas a una region perteneciente al
procesador en cuestion) (ver abajo).

St Prop: Propiedad (constante o variable) asociada a una region de la
malla (o patch). Se crea automdaticamente una lista de propiedades
locales a un procesador (ver abajo).

St Sys: Objetos de PETSc para formar y resolver el sistema de ecuaciones
distribuido, como el vector incognita y del lado derecho, la matriz de
coeficientes, el array distribuido o el solver lineal.

St _Trans: Parametros especificos de un flujo no estacionario, como el orden
del esquema temporal.

St Var: Parametros de una variable dependiente (o incognita). Incluye da-
tos como el coeficiente de relajacion aplicado, el coeficiente de difusion
de la ecuacion de conservacion correspondiente o el campo inicial de la
variable.
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Algunas de las clases enumeradas contienen un solo objeto (St Geom,
St Global, St_Grid, St_Input, St Interp, St Local y St Trans). Otras
tienen un namero fijo durante toda la ejecucion del programa (asi, se declaran
dos objetos tipo St_Sys, para tener en cuenta los grados de libertad de
un sistema acoplado o uno segregado, y se declara un array de objetos
St_ Var, con tantos indices como variables dependientes). No es necesario, en
cambio, conocer a priori el niimero de objetos del resto de clases (St Bcond,
St Prop, St Patch, St_Porosity), ya que se anaden automaticamente a una
lista de su mismo tipo conforme son creados (ver Figura A.1, abajo). Estas
ultimos cuatro clases de datos se definieron, inicialmente, para permitir la
implementacion de las condiciones de contorno del problema de una manera
flexible y general; por su relevancia en la estructura del codigo se describen
con mas detalle a continuacion.

Una condicion de contorno (o fuente) consiste basicamente en la com-
posicion de términos implicitos y explicitos, que deben ser anadidos a la
matriz de coeficientes y al lado derecho de la ecuacion (respectivamente)
en ciertas regiones de la malla computacional (ver Ecuacion (5.4)). Asi, la
estructura que las representa (St_Bcond) incluye a su vez dos miembros del
tipo St Prop (que permite utilizar una funcién general para evaluar dichos
coeficientes) y uno del tipo St Patch (que define la region rectangular en la
que se aplica). En la tabla que aparece en la Figura A.1 (arriba) se enumeran
los miembros que componen estas clases.

La estructura que representa una condicion de contorno (St_Bcond)
contiene el indice de la ecuacion de conservacion ‘ieq’ a la que se aplica, el
indice de la variable a la que afecta el coeficiente implicito ‘ivar’ (en el sistema
acoplado ‘ivar’ e ‘ieq’ pueden ser distintas) y su posicion en la molécula
computacional ‘ineighb’ (la mayoria de las veces es la propia celda), un punte-
ro a la region de celdas en la que se aplica (objeto tipo St Patch previamente
definido) y dos punteros a dos objetos del tipo propiedad (St _Prop, uno para
el coeficiente implicito y otra para el explicito). Ademas, la estructura incluye
dos datos adicionales asignados dindmicamente por el sistema: un nimero de
identificacion y un puntero (recursivo) al mismo tipo de dato, que apunta a la
siguiente condicion de contorno local (es decir, con celdas del patch incluidas
en la region de malla local) y definida para la misma ecuacion (‘ieq’). Se crea
asi una lista que permite recorrer todas las condiciones de contorno aplicadas
a una ecuacion dada e insertar de manera automatica los coeficientes en las
filas y columnas adecuadas de la matriz y del vector del lado derecho del
sistema de ecuaciones.

La clase St _Prop incluye un parametro ‘ktypeProp’ que indica el tipo de
propiedad (constante, dependiente tnicamente de la geometria de la celda,
dependiente de las incognitas del sistema o variable en el tiempo) y determina
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el momento del proceso iterativo en el que debe actualizarse su evaluacion. Si
se trata de un objeto propiedad del tipo constante, el valor correspondiente
(permanente) se almacena en una tnica posicion (Cons). En caso contrario,
la estructura proporciona un puntero a un array para almacenar los datos y a
una funcién para evaluarlos. La asignaciéon de memoria del array depende del
numero de celdas locales del objeto tipo patch en el que se define la propiedad.
Asi, una vez definida esta funcion, el sistema se encarga de calcular los
coeficientes y almacenarlos en el array. Ademas de aparecer en las condiciones
de contorno, son también tipos de dato St _Prop, la densidad o el coeficiente
de difusion de las ecuaciones de transporte (en estos casos, el patch comprende
todas las celdas de la malla).

El tipo de dato St Porosity, aunque puede tener otros usos, también tiene
relacion con las fronteras del dominio computacional. Cuando se recorre la
malla para, por ejemplo, evaluar los flujos convectivos a través de las caras, las
expresiones generales no pueden utilizarse en las caras frontera del dominio
(ver Apartado 5.3). Una opcion para tratar estas particularidades es incluir
sentencias condicionales (‘if’) en el bucle para detectar estas caras y evitar
la evaluacion (el flujo correcto sera especificado mediante una condicion de
contorno). Sin embargo, este tratamiento tiene algunas deventajas, como que
la inclusion de condicionales en bucles tan largos dificulta la optimizacion del
propio compilador o que puede ser una fuente de errores de programacion. La
estrategia seguida en este trabajo ha priorizado la eficiencia y la limpieza en la
programacion de las particularidades asociadas al contorno, sobre el espacio
en memoria requerido. En el setup de la ejecucion se procede al calculo y
almacenamiento para cada celda, P, del indice de todas sus vecinas y, en
caso de no existir alguna/s de ellas, se ha tomado como indice el de la propia
celda. De esta manera, se asume por defecto un gradiente nulo para todas las
variables en todas las caras fronteras, y se evita la inclusiéon de condicionales
en los bucles que recorren la malla (esta estrategia ha resultado muy til para
implementar de una manera adecuada las condiciones de contorno asociadas a
las correcciones de la interpolacién del momento). Cuando se quiere imponer
una condiciéon de contorno diferente, se debe anular la contribuciéon por
defecto, y esto es llevado a cabo mediante la definicion de objetos del tipo
porosidad. Estos objetos tienen asociado un factor constante (generalmente
0), una region de celdas (patch) y la cara sobre la que se aplica ese factor de
correccion.

La Figura A.1 presenta el diagrama de colaboracion de la clase que
representa al procesador local (St Local); este diagrama ha sido elaborado
con el software Doxygen [47|, una herramienta para la documentacion de
programas escritos en Cy C++-. Dicho tipo de dato contiene la informaciéon de
las cuatros listas que se crean en una ejecucion (condiciones de contorno para
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cada ecuacion, propiedades, patches, y porosidades) necesaria para recorrerlas
de manera automatica. En concreto, esta clase apunta a los objetos (locales)
que ocupan el primer lugar y el ultimo de cada lista.

Para finalizar con la estructura de datos, es interesante destacar que la
clase St Bcond puede tener otros usos aparte de implementar las condiciones
de contorno, siendo una herramienta util para implementar nuevos modelos
en el codigo. Asi, por ejemplo, el término adicional en una malla cilindrica,
respecto a la cartesiana (ver Apartado 6.6), que puede tratarse tanto explici-
tamente como implicitamente ha sido incluido como condiciéon de contorno;
en el primer caso so6lo se asigna una funciéon para el miembro CoeffA y el
CoeffB es una constante de valor 0, mientras que en el segundo caso sélo es
variable el CoeffB.

A.2. Diagrama de bloques

La Figura A.2 muestra de una manera simplificada el diagrama de flujo
del programa principal en un problema estacionario. La primera subrutina
(Setup) se encarga de, a partir de los datos proporcionados por el usario,
crear los objetos de las distintas clases que definen el problema particular. A
continuacion, se inicializa el vector de incognitas (Init) y se comienza el bucle
en iteraciones exteriores 2. Este bucle principal empieza recorriendo la lista de
propiedades para su evaluacion; recorrido que incluye tanto las propiedades
asociadas a las condiciones de contorno como términos generales de las ecua-
ciones de conversacion (flujos convectivos y difusivos, fuerzas de presion) o
propiedades del fluido (como la densidad y la viscosidad). Posteriormente, se
procede a la formacion del sistema de ecuaciones, mediante la insercion de los
coeficientes correspondientes en la matriz y en el vector fuente. Finalmente,
se resuelve el sistema para el vector correccion (AAP = RHS = b — AAD)
y se actualiza el vector incognita. A continuacion, se comprueba si se ha
cumplido el criterio de convergencia: en caso negativo, se repite el proceso
(aunque solo se evaluaran de nuevo las propiedades que dependan de las
variables incognitas) y, en caso afirmativo, se imprimen la solucién final y se
termina el programa.

A.2.1. Mobdulo de usuario

El moédulo de usuario consta de ficheros de entrada tipo texto y de
ficheros donde se programa funciones en C. En total, es necesario editar 7

2En un problema transitorio se realiza, ademdas, un bucle (externo) sobre pasos
temporales.
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Figura A.2: Diagrama de flujo en un problema estacionario.
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ficheros para especificar el flujo que se quiere resolver: tres de texto grd.inp,
rod.inp y trans.inp, y los ficheros de C userdeclarat.h, uservar.c, userbcond.c
y userprop.c. En el Setup se leen estos ficheros y se llama a las subrutinas
que crean los objetos necesarios de cada clase, asignandoles la memoria
correspondiente a la porcion de malla local. A continuaciéon se presenta
una breve descripcion de estos ficheros, y en la Figura A.3 se muestra un
diagrama de las subrutinas llamadas por el usuario (encuadradas con lineas
discontinuas, las llamadas a otras funciones desde estas subrutinas).

grd.inp: tipo de malla, nimero de celdas y coordenadas de las caras.

rod.inp: parametros asociadas a la resolucién del problema, como nivel de
monitorizacion, criterio de convergencia o impresion de resultados.

trans.inp: constantes del problema relacionadas con un problema transito-
rio.

declarat.h: macros necesitadas por el compilador, como ntmero de dimen-
siones y de variables, y otras tutiles para el usuario como longitud
caracteristica del dominio o viscosidad del fluido.

UserVar.c: definicion de las variables incognita.
UserBcondSetup.c: definicion de las condiciones de contorno.

UserProp.c: definicion de las propiedades del fluido, como la densidad.
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UserVar.c
(Variables incégnita del sistema)

CreateVar -> St_Var Var[ivar]

(ivar, CSHO, fsdt, R
valmin, valmax, i Createbr > St Prop Valini !
Valini: ktype, Cons, Funct ‘,Y: eaterrop -> St_Frop vaiini '
Gamma: kytpe, Cons, Funct) \\ LR s .
A 1
4 CreateProp -> St_Prop Gamma !

1
1 ]

UserBcondSetup.c
(condiciones de contorno del problema particular)

e e e e 1
CreatePatch -> St_Patch , CalculateLocalPatchCorner 1
N 1 1
1 1
(ixfirst,nx Ol
iyfirst,ny CoTTTTTTmEssTEmmmmEmEE T E T '
izfirst,nz) L - -», CalculateLocalGhostPatchCorner !
b '
1
CreateBcond -> St_Bcond PTTTTTTTTTmmmmmmmmmmmmmmmmmy
R — 1- CreateProp -> St_Prop CoeffA :
1 L]

(ieq,ivar,ineighb,Patch, - ): AddLocalBcond '(\' N k
ktypeA,consA,FunctA, :_ _____________ A
ktypeB,consB,FunctB) 4 CreateProp -> St_Prop CoeffB '

1
1 ]
1

CreatePorosity -> St_Porosity

(ineighb,Patch,value)

UserProp.c
(Propiedades del fluido, como la densidad)

CreateProp -> St_Prop Rho

(Patch, ndof, kip,
ktype, Cons, Funct)

Figura A.3: Diagrama de las subrutinas llamadas en el médulo de usuario.
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Apéndice B

Informacion suplementaria en el
CD anexo

De colores,
de colores se visten los campos en la primavera.
- Cancion popular

Junto con la presente memoria, se anexa un CD que proporciona informa-
cion suplementaria relacionada con varios aspectos de su contenidos. Incluye
los siguientes ficheros y directorios:

leame.txt: Fichero de texto que informa de los contenidos del cd.
memoria.pdf: La propia memoria en formato electronico pdyf.

docu.html: Documentacion del cédigo generada automaticamente mediante
la herramienta Doxygen [47]. Se sugiere abrir inicialmente el fichero
index. html.

ConvNat: Este directorio incluye dos videos relacionados con el problema

del flujo en una cavidad generado por conveccion natural (Apartado
6.4):

Rale7.avi : Transitorio del campo de temperatura y de los contornos
de vorticidad (lineas discontinuas para valores negativos) para el
flujo a Ra = 1.0e7 y € = 0.6.

Rale8.avi : Caso a Ra = 1.0e8.
SqCylLam: Este directorio incluye dos videos del movimiento periddico
del desprendimiento de vortices laminar (Re = 100) tras un cilindro

cuadrado (ver Apartado 6.5 de la memoria para una descripcion del
aso).
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modv.avi: Contornos del moédulo de velocidad.

vorz.avi: Contornos de vorticidad (w.).

SqCylLES: Los videos incluidos en este directorio ilustran la transiciéon de la
estela tras un cilindro cuadrado, desde un campo inicial bidimensional
hasta que la turbulencia estd completamente desarrollada (desde ¢ =
40 hasta ¢ = 114D /U), obtenida mediante LES (Apartado 7.3.2 del
Capitulo 7).

vortz.avi: Isosuperficies de la componente transversal de vorticidad

(w,).

vortx.avi: Desarrollo de la componente longitudinal de vorticidad (w,)
en el mismo intervalo de tiempo.

cp.avi: Coeficiente de presion (c,).

vortz-upw.avi: Una vision alternativa, aguas arriba, de las isosuper-
ficies de w,.

vortz-upw.avi: Isosuperficies de vorticidad vertical w, (vision aguas
arriba).

Accesoavortz.avi

Accesoavortz.avi

188


http://wzar.unizar.es/cdc/tesis/77/video-LES-vortx.avi
http://wzar.unizar.es/cdc/tesis/77/video-LES-vortz.avi

	Acceso a vortx: 
	avi: Acceso a vortz.avi

	Acceso a vortz: 
	avi: Acceso a vortz.avi



