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PrólogoEsta diserta
ión es un requerimiento par
ial para la obten
ión del gradoa
adémi
o de Do
tora por la Universidad de Zaragoza. Este trabajo se hallevado a 
abo en el Área de Me
áni
a de Fluidos, bajo la supervisión delDo
tor Norberto Fueyo, Profesor Titular de la Universidad de Zaragoza.En esta tesis se propone un nuevo algoritmo de resolu
ión a
oplada delas e
ua
iones de Navier-Stokes, basado en una implementa
ión par
ialmenteimplí
ita del método de interpola
ión del momento. Su 
ontenido se es-tru
tura en nueve 
apítulos. El primero de ellos presenta una introdu

ióngeneral de los temas tratados en este trabajo y el último un resumen de lasprin
ipales 
on
lusiones junto 
on posibles líneas futuras de investiga
ión.El resto de 
apítulos puede agruparse en tres grandes se

iones. En primerlugar, se des
ribe detalladamente el algoritmo de dis
retiza
ión y resolu
ióna
oplada e implí
ita de las e
ua
iones de Navier-Stokes propuesto en estetrabajo (los Capítulos 3 y 4 
ontienen las 
ontribu
iones más relevantes)y se muestra su 
omportamiento en 
asos utilizados habitualmente para lavalida
ión de algoritmos numéri
os (Capítulo 6). A 
ontinua
ión, el Capítulo7 trata sobre la apli
a
ión del método a la resolu
ión de �ujos turbulentosmediante el modelo de Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES) e in
luyela motiva
ión para su tratamiento, una breve introdu

ión a la teoría y un
aso de apli
a
ión prá
ti
a del algoritmo a LES. Finalmente, el Capítulo8 presenta el 
omportamiento 
omputa
ional del 
ódigo de CFD paralelodesarrollado durante este trabajo, y 
on el que se han obtenido todos losresultados presentados en el 
uerpo de esta memoria.El orden de los 
apítulos no sigue ne
esariamente el orden 
ronológi
o dela investiga
ión. En la memoria se ha tratado de exponer en primer lugarlos temas 
on 
ontenidos novedosos y así, por ejemplo, aunque la veri�
a
ióndel 
ódigo 
omputa
ional es un paso previo al resto, en esta memoria sepresentan antes los resultados del análisis del 
omportamiento del algoritmode resolu
ión a
oplada de las e
ua
iones de Navier-Stokes.Por último, en el Apéndi
e A se des
ribe brevemente la estru
tura del
ódigo desarrollado y en el Apéndi
e B se presenta el 
ontenido del CDanexo a esta memoria 
on informa
ión suplementaria.
iii



En base a la investiga
ión llevada a 
abo en esta tesis do
toral se hanes
rito hasta la fe
ha los siguientes artí
ulos:A. Cubero y N. Fueyo. A 
ompa
t momentum interpolation pro-
edure for unsteady �ows and relaxation. Publi
ado en Numeri
alHeat Transfer, Part B-Fundamentals, 52 (6), 507-529. 2007. (Corres-ponde en esen
ia al 
ontenido del Capítulo 3).A. Cubero y N.Fueyo. Pre
onditioning based on a partially im-pli
it implementation of Momentum Interpolation for 
oupledsolvers. A
eptado para publi
a
ión en Numeri
al Heat Transfer, PartB-Fundamentals en Enero de 2008.Otras 
ontribu
iones de la autora de esta memoria rela
ionadas, en mayoro menor medida, 
on el trabajo que se presenta en la memoria son:A. Cubero y U. Piomelli. Large-eddy simulations of 
hannel �owswith variable �lter-width-to-grid-size ratios. Presenta
ión oral enel workshop Dire
t and Large Eddy Simulation, VI (Poitiers, Fran
ia,12-14 Sept. 2005) y 
ontribu
ión sele

ionada, tras revisión, para supubli
a
ión en las a
tas del 
ongreso, editado por Er
ortaf Series. ISBN:978-1-4020-4909-5.S. Izquierdo, A. Cubero y N. Fueyo. Minimisation of pollutantemissions in 
ombustion pro
esses using Geneti
 Algorithms..Presenta
ión oral en el 
ongreso Evolutionary Methods for Design, Op-timization and Control (EUROGEN 2003), Bar
elona, España, 15-17Sept. 2003

iv



ResumenEn este trabajo se propone un nuevo algoritmo para resolver las e
ua-
iones de Navier-Stokes de una manera a
oplada e implí
ita que 
ombinaté
ni
as utilizadas por los dos grandes grupos de algoritmos tradi
ionales(i.e. métodos basados en la presión, implí
itos y segregados, y métodosbasados en la densidad, explí
itos y a
oplados). Con el propósito de mejorarel número de 
ondi
ionamiento de la matriz del sistema a
oplado, se dedu
euna e
ua
ión para la presión a partir de las e
ua
iones de 
ontinuidad y
antidad de movimiento y se añade un término de 
ompresibilidad arti�
iala la e
ua
ión de Poisson resultante.La e
ua
iones de Navier-Stokes son dis
retizadas siguiendo el métodode volúmenes �nitos y el modelo de malla 
olo
alizada. Para evitar el bien
ono
ido fenómeno de desa
oplamiento velo
idad-presión que o
urre en estetipo de mallas, las 
omponentes de velo
idad del �ujo mási
o a través delas 
aras 
orrespondientes se 
al
ulan mediante el modelo de Interpola
ióndel Momento, que añade un término de 
orre

ión a la interpola
ión linealestándar entre nodos; di
ho término involu
ra gradientes de presión entreel propio nodo y el ve
ino 
orrespondiente. En este trabajo se propone unanueva expresión que evita 
iertas in
onsisten
ias de la formula
ión originaly permite además obtener una e
ua
ión de Poisson (para la presión) 
om-pa
ta, así 
omo su implementa
ión par
ialmente implí
ita, 
onsiguiendo ela
oplamiento velo
idad-presión (uP − pP ) en la misma itera
ión (la a
tual),sin aumentar el tamaño de la molé
ula 
omputa
ional.La resolu
ión, mediante un 
ódigo de CFD paralelo desarrollado ex pro-feso para este trabajo, de una amplia gama de 
asos de valida
ión, muestraun algoritmo 
on buen 
omportamiento en lo referente a pre
isión, robus-tez y es
alabilidad numéri
a, apto para resolver �ujos tanto in
ompresiblesy altamente dominados por la 
onve

ión 
omo 
on fuertes gradientes detemperatura y densidad variable. Los términos transitorios son dis
retizadosmediante un esquema implí
ito, 
omprobándose la e�
ien
ia y pre
isión delmétodo implí
ito para �ujos no esta
ionarios mediante la resolu
ión deldesprendimiento de vórti
es laminar tras un 
ilindro 
uadrado.Por último, se muestra la 
apa
idad del algoritmo propuesto para resolverun problema 
omputa
ionalmente exigente: la simula
ión tridimensional ytransitoria del desprendimiento de vórti
es turbulento a un número de Rey-nolds moderadamente alto (Re = 21400) mediante el modelo de Simula
iónde las Grandes Es
alas (LES).
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Abstra
tIn this work, a new algorithm for solving the Navier-Stokes equations in a
oupled and impli
it manner is proposed; it 
ombines te
hniques alternativelyused in the two traditional approa
hes in the �eld (i.e. methods based onpressure, impli
it and segregated, and methods based on density, expli
it and
oupled). In order to improve the 
onditioning of the matrix of the 
oupledsystem, an equation for pressure is derived from the equations of 
ontinuityand momentum, and a term of `arti�
ial 
ompressibility' is added to theresulting Poisson equation.The Navier-Stokes equations are dis
retized a

ording to the �nite volumemethod and the 
o-lo
ated grid s
heme. To avoid the well-known phenome-non of velo
ity-pressure de
oupling that o

urs in this kind of grids, thevelo
ity 
omponents of the mass �ow through the 
orresponding fa
es are
al
ulated following the Momentum Interpolation method, whi
h adds a
orre
tive term to the standard lineal interpolation between nodes; su
hterm involves pressure gradients between ea
h node and its 
orrespondingneighbour. This work makes use of a new formulation for this interpolationwhi
h avoids some of the in
onsisten
ies in the original expression; it alsoallows to obtain a 
ompa
t Poisson equation (for pressure), as well as its im-plementation in a partially impli
it way, thus a
hieving the velo
ity-pressure
oupling (uP − pP ) in the same (
urrent) iteration, without in
reasing thesize of the 
omputational mole
ule.The solution of a wide range of ben
hmark 
ases, by means of a parallelCFD 
ode also developed along this resear
h, 
on�rms the good behaviourof the algorithm regarding a

ura
y, robustness, and numeri
al stability.It is found adequate for both in
ompressible, highly 
onve
tion-dominated�ows and those where strong temperature gradients and variable densityare present. The transient terms are dis
retized in an impli
it manner; thee�
ien
y and a

ura
y of the impli
it method for non-stationary �ows havebeen veri�ed solving, as a test 
ase, the laminar vortex shedding after asquare 
ylinder.Finally, the 
apa
ity of the proposed algorithm for solving a 
omputatio-nally demanding problem is shown: the simulation of the three dimensional,transient and turbulent vortex shedding at a moderately high Reynoldsnumber (Re = 21400) is performed using Large Eddy Simulation (LES).
vi
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a (ŵz∗L/U) obtenida en estetrabajo (abajo) 
on los resultados experimentales de Lyn et al.[62℄. Nótese la existen
ia de una zona sin datos experimentalesen torno al 
ilindro en [62℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1357.18. LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Promediado en fase devorti
idad ⌈ωz⌉ ∗ L/U (arriba), energía 
inéti
a turbulenta
⌈k⌉ = ⌈u′′u′′ + v′′v′′ + w′′w′′⌉ /U2)1/2 (
entro) y esfuerzos 
or-tantes de Reynolds ⌈u′′v′′⌉ /U2 (abajo). . . . . . . . . . . . . . 1377.19. LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies de vor-ti
idad transversal (ωz, arriba) y longitudinal (ωx, abajo) en
t ∗ U/D = 90. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407.20. LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies de la vor-ti
idad transversal (abajo) y del 
oe�
iente de presión (arriba)en t ∗ U/D = 95.6. Ejemplo de paring. . . . . . . . . . . . . . 1417.21. LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies del 
oe�-
iente de presión (arriba) y de la vorti
idad transversal (abajo)en t ∗ U/D = 109.6. Se observa la dislo
a
ión de un vórti
e. . . 1427.22. LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Evolu
ión de los 
oe-�
ientes de sustenta
ión (CL, izquierda) y arrastre (CD, dere-
ha). Se señala el instante en el que o
urre la dislo
a
ión deuno de los vórti
es primarios ωz. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1437.23. LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Evolu
ión de la normadel residuo de la e
ua
ión de 
ontinuidad (izquierda) y delnúmero de itera
iones exteriores (dere
ha). . . . . . . . . . . . 146xiv



8.1. Veri�
a
ión. Vórti
es de Taylor-Green. Contornos de presiónen dos planos equivalentes lo
alizados en el punto medio deldominio. Casos 
on w = 0 (izquierda) y u = 0 (dere
ha) en elinstante ini
ial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1498.2. Veri�
a
ión. Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000. Valor delas variables de referen
ia en fun
ión del tamaño de 
eldanormalizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1518.3. Resolu
ión del �ujo tras un es
alón abrupto en np = 16 pro-
esadores. Des
omposi
ión de la malla 
ompleta (arriba) ydetallada de las zonas de re
ir
ula
ión (abajo). . . . . . . . . . 1538.4. Comportamiento del 
ódigo paralelo. Es
alón abrupto. Speed-up 
on una malla de 128000 y 512000 
eldas. . . . . . . . . . . 1558.5. Distribu
ión del tiempo de eje
u
ión en el programa prin
ipal.Caso del �ujo en un 
anal tras un es
alón abrupto ( 128000
eldas y 224 itera
iones interiores). . . . . . . . . . . . . . . . 1598.6. Evolu
ión de la memoria usada en una eje
u
ión. Caso del�ujo en un 
anal tras un es
alón abrupto ( 128000 
eldas y224 itera
iones interiores). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160A.1. Miembros de las 
lases que permiten forman listas de objetos(arriba). Diagrama de 
olabora
ión del tipo de dato St_Lo
al(abajo), elaborada 
on el software Doxygen [47℄. . . . . . . . . 180A.2. Diagrama de �ujo en un problema esta
ionario. . . . . . . . . 184A.3. Diagrama de las subrutinas llamadas en el módulo de usuario. 186

xv



Índi
e de Tablas3.1. Coe�
ientes ci en el esquema CMI (E
ua
iones (3.48) o (3.50)) 365.1. Condi
iones de 
ontorno. Pared en la 
ara norte moviéndoseen dire

ión horizontal 
on velo
idad U . . . . . . . . . . . . . 595.2. Condi
iones de 
ontorno. Entrada de �ujo en la 
ara oeste 
onvelo
idad U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595.3. Condi
iones de 
ontorno. Plano de simetría en la 
ara sur. . . 595.4. Condi
iones de 
ontorno. Salida de �ujo en la 
ara este. En el
aso del 
oe�
ientes au,p se es
ribe su valor tanto si se suponepresión 
onstante e igual a 0 (au,p = 0) 
omo gradiente nulo(au,p = −Ae) en la salida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595.5. Ejemplo de parti
ión de malla. Numera
ión global (izquierda)y lo
al a un pro
esador (dere
ha) de las 
eldas de la malla,según el objeto DA de PETS
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616.1. Cavidad 
on pared móvil. Compara
ión del efe
to del tamañode paso temporal en la solu
ión 
onvergida usando la OMI yel esquema propuesto CMI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 666.2. Cavidad 
on pared móvil. Combina
iones de ∆t and ∆τ (Lasolu
ión del estado esta
ionario y 
onvergido es idénti
a paratodos los 
asos). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 696.3. Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla 128 × 128. Com-para
ión de la e�
ien
ia del algoritmo para varios tamaños delfalso paso temporal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 756.4. Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000. Batería de 
asos eje
u-tados 
on diferente número de 
eldas y rela
iones de aspe
tode la malla de dis
retiza
ión. Se indi
a 
on un doble asteris
oel 
aso usado 
omo referen
ia en la Figura 6.10. . . . . . . . . 766.5. Conve

ión natural en 
avidad. Magnitudes de referen
ia enlos 
asos simulados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
xvi



6.6. Conve

ión en 
avidad natural, ǫ = 0.6. Compara
ión de losresultados de este trabajo 
on la solu
ión de referen
ia deVierendeels et al. [110℄ y, para el 
aso 
on Ra = 1.0e6, 
onlos valores 
al
ulados de las 
orrela
iones propor
ionadas porChenoweth and Paolu

i [16℄. Se indi
a el error en los valoresde este trabajo respe
to a los de Vierendels. . . . . . . . . . . 886.7. Cilindro 
uadrado, Re = 100. Parámetros numéri
os relevan-tes en los 
asos 
omparados en la Tabla 6.8 . . . . . . . . . . . 916.8. Cilindro 
uadrado, Re = 100. Compara
ión de los resulta-dos obtenidos en este trabajo usando el esquema 
onve
tivoSMART 
on resultados de Sohankar et al. usando el esquemaQUICK [104℄ y el esquema de Van-Leer [103℄. . . . . . . . . . 926.9. Compra
ión de la longitud de re
ir
ula
ión (Lr/H) obtenidaen este trabajo 
on otros resultados experimentales ([64℄) y
omputa
ionales ([30℄, [75℄). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1007.1. LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Compara
ión de los pa-rámetros integrales obtenidos en este trabajo 
on otros resul-tados experimentales y 
omputa
ionales. . . . . . . . . . . . . 1288.1. Veri�
a
ión. Cavidad 
uadrada 
on pared móvil. Valores develo
idad y presión obtenidos en tres mallas su
esivamentere�nadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1508.2. Veri�
a
ión. Cavidad 
on pared móvil. Parámetros de la pre-
isión espa
ial obtenidos siguiendo el pro
edimiento de extra-pola
ión de Ri
hardson. También se presentan, para su 
om-para
ión, los resultados de alta pre
isión de Botella y Peyret[11℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1518.3. Comportamiento paralelo del 
ódigo desarrollado. Tiempos deeje
u
ión en la resolu
ión del problema del es
alón abrupto 
onuna malla de 128000 
eldas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1548.4. Comportamiento paralelo del 
ódigo desarrollado. Tiempos deeje
u
ión en la resolu
ión del problema del es
alón abrupto 
onuna malla de 512000 
eldas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
xvii



Nomen
latura
Cara
teres romanos
A matriz de 
oe�
ientes del sistema algebrai
o
A área de la 
ara
aφ1φ2 
oe�
iente de la matriz del sistema a
oplado;
oe�
iente en la e
ua
ión de φ1que multipli
a a la variable φ2

at 
oe�
iente del término temporal (ρV/∆t)
aτ 
oe�
iente de relaja
ión iner
ial(o falso paso temporal) (ρV/∆τ)
b ve
tor del término fuente del sistema algebrai
o
CS 
onstante de Smagorinsky en el modelo de LES
D longitud 
ara
terísti
a del problema
Enp e�
ien
ia del 
ál
ulo paralelo
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û pseudo-velo
idad
U velo
idad 
ara
terísti
a del problema
vi 
omponente i del ve
tor velo
idad
V volumen de la 
elda
x, y, z 
omponentes del ve
tor espa
ial
xi 
omponente i del ve
tor espa
ialCara
teres griegos
α relaja
ión lineal
βt at/a; 
oe�
iente MI del paso de tiempo real
βτ aτ/a; 
oe�
iente MI de relaja
ión iner
ialo falso paso temporal
CD 
oe�
iente de arrastre
CL 
oe�
iente de sustenta
ión
CP 
oe�
iente de presión (p− p0)/(1/2ρAU

2)
∆ an
hura del �ltro en el modelo LES
∆t tamaño del paso temporal real
∆τ tamaño del falso paso temporal
∆x an
hura de la 
elda en dire

ión x
∆Φ ve
tor 
orre

ión en el sistema algebrai
o
ǫ parámetro adimensional de varia
ión de temperatura
Γ 
oe�
iente de difusión
κ 
oe�
iente de difusión térmi
a
φ variable in
ógnita genéri
a
φ variable in
ógnita �ltrada según el modelo LES
φ′ �u
tua
ión de una variable genéri
arespe
to a su valor promediado en el tiempo
φ′′ �u
tua
ión de una variable genéri
arespe
to a su valor promediado en fase
Φ ve
tor de in
ógnitas del sistema algebrai
o
λ 
oe�
iente geométri
o de interpola
ión lineal
µ vis
osidad
ρ densidad
τ ′ij 
omponente ij del tensor de esfuerzos
θ temperatura adimensional
ω vorti
idad xix



Subíndi
es
nb 
ara ve
ina
NB nodo ve
ino
w, e, n, s, h, b 
ara oeste, este, norte, sur, alta, baja
W,E,N, S, P nodo oeste, este, norte, sur, propio
0 valores de referen
iaSuperíndi
es
k índi
e de itera
ión exterior
L relaja
ión lineal
n índi
e de paso de tiempo
r relaja
ión uni�
adaA
rónimos
ChMI Interpola
ión del Momento de Choi
CMI Interpola
ión Compa
ta del Momento
CS Esquema Conve
tivo
GCI Índi
e de Convergen
ia de la Malla
HOCS Esquema Conve
tivo Alto Orden
MMI Interpola
ión Modi�
ada del Momento
OMI Interpola
ión Original del Momento
SMI Interpola
ión del Momento de Shen y 
olaboradores
Y OMI Interpola
ión del Momento de Yu et al.sin relaja
ión ni término transitorio
YMI Interpola
ión del Momento de Yu et al.Símbolos espe
iales
⌊⊙⌋nb interpola
ión lineal de ⊙ desdenodos adya
entes a la 
ara 
ompartida
〈⊙〉 variable promediada en el tiempo
⌈⊙⌉ variable promediada en fase
� aproximado 
omo

xx



Capítulo 1Introdu

ión generalLa simula
ión a
aso no es ni teoría ni experimento sino unater
era aproxima
ión a la realidad a punto de renovar el mismométodo 
ientí�
o 
on tres dialé
ti
as (experien
ia-simula
ión,teoría-simula
ión y experien
ia-teoría).- Jorge WagensbergEste trabajo de investiga
ión se enmar
a en el 
ampo de la Fluidodinámi-
a Computa
ional (CFD, de sus siglas en inglés), que engloba la resolu
iónnuméri
a de la e
ua
iones que rigen el movimiento de los �uidos 
on el �n deobtener, para un problema parti
ular (de�nido por unas 
ondi
iones ini
ialesy de 
ontorno), el 
ampo solu
ión dis
reto (es de
ir, el valor de las variablesen 
ada uno de los nodos que forman la malla 
omputa
ional, en 
ada pasodel tiempo).En este 
apítulo se exponen las razones generales que motivaron estetrabajo y los objetivos 
on
retos planteados, junto 
on una breve exposi
ióndel estado del arte en la materia. Se presenta una des
rip
ión más detalladade 
ada 
ampo en 
apítulos posteriores.1.1. Motiva
iónLa Fluidodinámi
a Computa
ional ha experimentado una gran evolu
ióndesde sus ini
ios (en los años 60), 
on apli
a
iones redu
idas al ámbitoa
adémi
o y 
ono
ida por un es
aso número de expertos, hasta 
onvertirseen una herramienta de al
an
e industrial, ampliamente utilizada (y quizáya impres
indible) en el diseño y análisis de dispositivos de ingeniería. Aesta rápida expansión 
ontribuyeron tanto el 
re
imiento de la poten
iade los re
ursos 
omputa
ionales (y su abaratamiento) 
omo el desarrollo1



1. Introdu

ión generalde algoritmos numéri
os para resolver las e
ua
iones de manera e�
ientey 
on un bajo requerimiento de memoria, ha
iendo viable la simula
ión de
on�gura
iones realistas. El punto de in�exión lo mar
ó, quizá, la publi
a
iónen 1972 del primer método segregado para resolver las e
ua
iones del �ujoin
ompresible (Patankar y Spalding [84℄), junto 
on el desarrollo de métodosde dis
retiza
ión para mallas 
omplejas (años 80); �nalmente, la apari
iónde 
ódigos 
omer
iales (FLUENT, CFX, et
.) `popularizó' de�nitivamente laCFD 
omo herramienta industrial.En la última dé
ada este 
ampo está experimentando una nueva transfor-ma
ión, esta vez propi
iada por la expansión en la disponibilidad de memoria
omputa
ional y por el progreso en los métodos iterativos para resolversistemas lineales. El he
ho de que los requerimientos de memoria sean 
adavez menos un 
uello de botella y de que el patrón de llenado de la matriz de
oe�
ientes pueda ser más 
omplejo ha 
ondu
ido a un replanteamiento de losalgoritmos tradi
ionales, diseñados en el mar
o de los re
ursos 
omputa
io-nales y numéri
os disponibles en la épo
a en la que se desarrollaron; además,
onforme se extiende el uso de la CFD en el 
ampo industrial, también 
re
ensus exigen
ias. Se requieren 
ódigos e�
ientes y robustos, 
apa
es de resolver
on pre
isión y �abilidad fenómenos físi
os 
omplejos en un tiempo razonabley evitando (en la medida de lo posible) la presen
ia de parámetros numéri
oslibres a elegir por el usuario en fun
ión de su experien
ia. Puesto que losmétodos 
ompletamente a
oplados e implí
itos pueden en prin
ipio satisfa
erestas ne
esidades (a 
osta de penalizar en memoria), se dedi
an a
tualmenteimportantes esfuerzos a su desarrollo (ésta es también la visión expuesta enel artí
ulo publi
ado en 2007 por A
harya et al. [1℄ en un número espe
ialde la revista Journal of Heat Transfer-Transa
tions of ASME en honor delProfesor Patankar). El presente trabajo se enmar
a en esta novedosa líneade investiga
ión.1.2. Estado del arteEl método de dis
retiza
ión, las variables in
ógnita, la distribu
ión dedi
has variables en la malla 
omputa
ional o el algoritmo para resolver elsistema algebrai
o resultante de la dis
retiza
ión de las e
ua
iones de Navier-Stokes presentan diversas op
iones entre las que elegir en el desarrollo de un
ódigo de Fluidodinámi
a Computa
ional.
2



1. Introdu

ión generalMallas de
aladas y 
olo
alizadasEn este trabajo se usa el método de dis
retiza
ión de las e
ua
iones deNavier-Stokes de volúmenes �nitos, basado en una parti
ión del dominiodel problema en pequeños volúmenes de 
ontrol (o 
eldas) y la apli
a
iónde las e
ua
iones de 
onserva
ión a 
ada 
elda. Una ele

ión 
lave en elpro
edimiento de dis
retiza
ión es la disposi
ión de las variables en la malla
omputa
ional. Habitualmente se usan dos métodos: malla 
olo
alizada ymalla de
alada (una 
ompara
ión detallada de ambos métodos se en
uentraen [85℄). El primero puede 
onsiderarse 
omo la op
ión `natural' ya queel valor de todas las in
ógnitas es alma
enado en el 
entro de las 
eldas.Sin embargo, di
ha disposi
ión presenta una desventaja importante 
uandose resuelve una gran mayoría de �ujos: puesto que sólo el gradiente depresión, y no dire
tamente la presión, apare
e en las e
ua
iones de 
antidadde movimiento, su dis
retiza
ión 
olo
alizada puede desa
oplar la presióny la velo
idad en una 
elda, resultando en 
ampos de presión os
ilatorios,
ono
idos 
omo 
ampos tipo `tablero de ajedrez' (en una malla estru
turaday re
tangular, por ejemplo, los gradientes de presión entre las 
eldas per-tene
ientes a las �las impares son 
orre
tos y también lo son entre las delas pares; el nivel absoluto de la presión en un grupo de 
eldas respe
to alotro está, en 
ambio, desplazado). Por esta razón, la alternativa de mallade
alada se usa 
on fre
uen
ia en dominios 
artesianos. En este modelo, las
omponentes de velo
idad se desplazan a las 
orrespondientes 
aras de la
elda, mientras que los valores de la presión (y, en su 
aso, otras variablestransportadas, 
omo la temperatura) se mantienen en el 
entro de la 
elda,
onsiguiendo de esta manera un fuerte a
oplamiento entre la velo
idad y lapresión. La extensión de este algoritmo a geometrías 
omplejas, sin embargo,no es dire
ta. Así, por ejemplo, Zang et al. [117℄ dis
uten diversas ele

ionespara las 
omponentes de la velo
idad (
artesianas o 
ovariantes) sobre mallas
urvilíneas y de
aladas e informan de di�
ultades en la implementa
ión detodas ellas debido a un ex
esivo gasto 
omputa
ional, a la 
omplejidad enla dis
retiza
ión o a la pérdida de un a
oplamiento fuerte entre velo
idady presión. Además, puesto que el modelo de
alado debe manejar 
uatromallas diferentes (en 3D), la implementa
ión de té
ni
as multi-malla parala a
elera
ión de la 
onvergen
ia del pro
edimiento iterativo de resolu
ióndel sistema no lineal de e
ua
iones es una tarea ardua.Un modelo alternativo, que puede ser 
onsiderado 
omo una 
ombina
iónentre la disposi
ión 
olo
alizada y de
alada de las variables, fue propuestopor Rhie and Chow [92℄. Se retiene la simpli
idad de las mallas 
olo
alizadasalma
enando todas las in
ógnitas (tanto las 
omponentes 
artesianas dela velo
idad 
omo la presión y otros es
alares) en el 
entro de las 
eldas.3



1. Introdu

ión generalAdemás, unas nuevas variables, las velo
idades de 
onve

ión (i.e. aquellasinvolu
radas en el 
ál
ulo del �ujo de masa a través de las 
aras de las 
eldas),son de�nidas en la 
orrespondiente 
ara de la 
elda y se 
al
ulan usando unainterpola
ión espe
ial (llamada Interpola
ión del Momento1) 
on el propó-sito de 
onseguir un a
oplamiento fuerte entre la velo
idad y la presión en
ada nodo (ver Figura 2.1, más adelante). Di
ha interpola
ión se basa en laformula
ión de una e
ua
ión de 
antidad de movimiento dis
retizada en la
ara de la 
elda, de tal forma que el 
ál
ulo del gradiente de presión impli
avalores de presión en los nodos adya
entes a la 
ara y, 
onse
uentemente,en el propio nodo. Sin embargo, el modelo de Rhie and Chow presentaalgunas in
onsisten
ias y las solu
iones obtenidas pueden depender del fa
torde relaja
ión o del paso de tiempo utilizado ([65℄, [74℄, [18℄, [115℄). La úni
amejora en
ontrada en la bibliografía de la Interpola
ión Original del Momentoque evita de manera e�
az estas indeseables dependen
ias de la solu
ión esla formula
ión presentada por Yu et al. [116℄, es
asamente utilizada debidoa su 
ompleja implementa
ión.Algoritmo de resolu
iónRespe
to a la manera de resolver las e
ua
iones dis
retizadas, los algo-ritmos de CFD se 
lasi�
an fre
uentemente en dos grandes grupos: métodosbasados en la presión y métodos basados en la densidad [114℄. Históri
amente,los métodos basados en la presión se propusieron para resolver �ujos in
om-presibles, mientras que los métodos basados en la densidad se desarrollaronprin
ipalmente en el 
ampo de la aeronáuti
a y se dedi
aron a la resolu
iónde �ujos en régimen transóni
o o hipersóni
o. El 
ará
ter hiperbóli
o de lase
ua
iones que gobiernan el �ujo 
ompresible permite resolver el problemausando un esquema explí
ito de integra
ión temporal, avanzando las variablesdependientes en el tiempo a partir de un 
ampo ini
ial. La densidad esla variable dependiente de la e
ua
ión de 
ontinuidad (donde apare
e laderivada temporal de di
ha variable) y una e
ua
ión de estado rela
ionala densidad 
on la presión. En �ujos in
ompresibles, en 
ambio, la rela
iónentre densidad y presión es débil, y el papel que representa la e
ua
ión de
ontinuidad se redu
e al de una mera ligadura para la presión, de forma que
uando los valores de los gradientes de presión introdu
idos en las e
ua
io-nes de 
antidad de movimiento son los 
orre
tos, las velo
idades obtenidassatisfa
en el 
riterio de 
onserva
ión de la masa. Los métodos basados enla presión superan las di�
ultades numéri
as aso
iadas a esta ausen
ia de1El nombre original Momentum Interpolation usado en inglés ha sido tradu
ido 
omoInterpola
ión del Momento, aunque quizá el término 
antidad de movimiento es utilizado
on más fre
uen
ia en español para referirse al momento lineal.4



1. Introdu

ión generaluna e
ua
ión para la presión mediante la resolu
ión segregada (o se
uen
ial,desa
oplada) de 
ada e
ua
ión de 
onserva
ión: se dedu
e una e
ua
ión de
orre

ión de la presión a partir de la ligadura de 
ontinuidad y se lleva a
abo un pro
eso iterativo entre las solu
iones de 
ada e
ua
ión hasta que seal
anza un 
ampo de velo
idades 
on divergen
ia nula en la 
onvergen
ia.Son algoritmos implí
itos, donde habitualmente se resuelve 
ada e
ua
iónmediante un método iterativo para e
ua
iones lineales, y 
uya 
onvergen
iadepende de la dominan
ia de la diagonal prin
ipal (una 
ondi
ión su�
iente).A
harya et al. presentan una revisión de la evolu
ión históri
a de los métodosbasado en la presión (desde los años 70 hasta la a
tualidad) en [1℄.Existen algunos tipos de �ujos, sin embargo, 
uyas 
ara
terísti
as nopertene
en 
laramente a ninguno de los dos grupos. Este es el 
aso, por ejem-plo, de �ujos en los que varía la densidad debido a fuertes efe
tos térmi
os(
omo o
urre en 
ombustión) o 
on�gura
iones en las que el �ujo presentaun 
omportamiento subsóni
o en unas zonas y supersóni
o en otras (
omoes el 
aso en tuberías 
onvergentes y divergentes). En el primer grupo laapli
a
ión de métodos segregados puede deteriorar la e�
ien
ia o robustezdel pro
edimiento de resolu
ión: aunque la té
ni
a 
ono
ida 
omo relaja
iónayuda a suavizar las su
esivas a
tualiza
iones de las variables dependientes,
onseguir la 
onvergen
ia del método iterativo puede resultar difí
il en pro-blemas 
on fuerte a
oplamiento entre las variables físi
as. Por otra parte, losesquemas de tiempo explí
ito ha
en que los métodos basados en la densidadsean muy ine�
ientes 
uando resuelven �ujos 
ompresibles a bajo número deMa
h debido a la gran disparidad de es
alas existente (generalmente) entre lavelo
idad a
ústi
a y la de propaga
ión 
onve
tiva. Criterios de estabilidad delmétodo numéri
o imponen pasos de tiempo del orden del tiempo de residen
iade la onda a
ústi
a, y éstos son prohibitivamente pequeños para 
apturar laspropiedades físi
as del �ujo medio.Si bien a lo largo de los años se han propuesto diferentes mejoras enambas 
lases de algoritmos 
on el �n de extender su rango de apli
abilidad, losplanteamientos ini
iales para su desarrollo (basados en el requisito de un bajo
onsumo de memoria y en las limita
iones de los métodos iterativos lineales)se han quedado en 
ierta medida obsoletos debido, por un lado, a la fuerteexpansión de los re
ursos 
omputa
ionales (
ál
ulos masivamente paralelos,en los que la memoria utilizada es 
ada vez menos el fa
tor limitante) y,por otro lado, al progreso en los métodos iterativos para resolver sistemaslineales. Como se men
ionó arriba, en los últimos años se están dedi
andoimportantes esfuerzos al desarrollo de algoritmos uni�
ados, que resuelvena
oplada e implí
itamente las e
ua
iones de Navier-Stokes. El objetivo es
onseguir algoritmos e�
ientes (en tiempo de CPU), robustos y aptos pararesolver una amplia variedad de �ujos.5



1. Introdu

ión generalUna ventaja importante de resolver las e
ua
iones de Navier-Stokes deuna forma a
oplada es que la robustez del método no se ve afe
tada de unamanera negativa por la ne
esidad de tener en 
uenta el a
oplamiento entrelas variables físi
as. Sin embargo, este método no ha sido tradi
ionalmenteusado para �ujos in
ompresibles, debido a que la matriz del sistema resul-tante de la dis
retiza
ión está mal 
ondi
ionada y la solu
ión numéri
a delsistema resulta difí
il, siendo ne
esario pre
ondi
ionar la matriz. Han surgidodiferentes estrategias de pre
ondi
ionamiento, según provenga su desarrollohistóri
o de métodos basados en la presión o en la densidad. Dentro de losbasados en la presión, los intentos ini
iales para evitar los 
eros en la diagonalprin
ipal 
onsistieron en la reordena
ión de las e
ua
iones o en el método depenaliza
ión, que in
luye el término arti�
ial p/λ (
on λ un parámetro aajustar) en la e
ua
ión de 
ontinuidad. Sin embargo, los resultados de estosintentos no fueron satisfa
torios: en el primer 
aso, se requerían té
ni
asde reordena
ión demasiado so�sti
adas y 
ostosas; en el segundo, aunque elnúmero de itera
iones para al
anzar la 
onvergen
ia se redu
ía de una maneraimportante respe
to a las formula
iones segregadas, el 
oste 
omputa
ionalpor itera
ión era mu
ho más elevado y en su 
onjunto resultaba ser unmétodo menos e�
iente [82℄. Deng et al. propusieron una mejora del númerode 
ondi
ionamiento de la matriz 
on un mayor sentido físi
o, basada en ladedu

ión de una e
ua
ión de Poisson para la presión desde la e
ua
ión de
ontinuidad ([25℄,[24℄). Su propuesta impli
aba la resolu
ión de un 
onjuntoadi
ional de variables (las llamadas pseudo-velo
idades) para implementar lae
ua
ión dis
retizada de la presión sin in
rementar el tamaño de la molé
ula
omputa
ional. Más re
ientemente, Ammara y Masson 
ompararon una for-mula
ión similar 
on los métodos segregados y en
ontraron que su modelo eramás e�
iente, y robusto, para todos los problemas estudiados (�ujo laminar)[3℄. Por otra parte, el pre
ondi
ionamiento apli
ado en los métodos basados enla densidad para mitigar las di�
ultades numéri
as aso
iadas a la disparidadde es
alas en un �ujo 
ompresible a bajo número de Ma
h, se basa habitual-mente en el método 
ono
ido 
omo pseudo-
ompresibildad [20℄, 
onsistente enla adi
ión de un término transitorio arti�
ial para la presión en la e
ua
ión de
ontinuidad, viz (1/β)∂p/∂t. Este modelo, sin embargo, puede sufrir falta derobustez ya que se debe elegir, sirviendo 
omo guía la experien
ia numéri
a,un parámetro libre β. Se han propuesto en la literatura modelos alternativosy más so�sti
ados, basados en la de�ni
ión de una velo
idad pseudo-a
ústi
a(1/β = ∂ρ/∂p = 1/cτ ) y una matriz no diagonal de pre
ondi
ionamiento([114℄, [66℄, [109℄). Di
ha velo
idad pseudo-a
ústi
a cτ puede ser referida auna velo
idad tanto global 
omo lo
al, no siendo enteramente satisfa
torianinguna de las dos op
iones: la de�ni
ión de una velo
idad global es di�
il6



1. Introdu

ión generalen �ujos 
ompresibles 
on múltiples regímenes de número de Ma
h, mientrasque la espe
i�
a
ión de una velo
idad lo
al apropiada es un tema abierto entorno a las regiones de estan
amiento [109℄, donde di
ha velo
idad lo
al (yde ahí β) tienden a 
ero.Por otro lado, la introdu

ión del término de pseudo-
ompresibilidad
omo pre
ondi
ionador modi�
a las e
ua
iones originales que rigen los �ujosno esta
ionarios. El pro
edimiento de integra
ión en el tiempo 
ono
ido
omo paso dual se usa habitualmente para obtener solu
iones transitoriaspre
isas [99℄: el 
ampo de �ujo en 
ada paso de tiempo físi
o es tratado
omo un problema esta
ionario en el pseudo-tiempo, 
uya solu
ión 
onvergidapropor
iona una solu
ión pre
isa en el tiempo. Este método, implí
ito en laintegra
ión del término temporal real, permite elegir el paso de tiempo dea
uerdo 
on las es
alas que gobiernan el �ujo; las estrategias para mejorar la
onvergen
ia del método numéri
o se 
on�nan al término arti�
ial.La resolu
ión implí
ita del sistema a
oplado evita las restri

iones en elmáximo paso temporal impuestas por la 
ondi
ión de estabilidad numéri
a;sin embargo, la robustez y e�
ien
ia de los métodos usados para resolverlos sistemas resultantes, grandes, pseudo-lineales y a
oplados, son esen
iales,y aún mas, para �ujos no esta
ionarios. En el mar
o de 
ódigos a
opladosdesarrollados a partir de métodos basados en la densidad (más abundantesen la literatura que los que provienen de métodos basados en la presión), lalinealiza
ión de las e
ua
iones se lleva a 
abo mayoritariamente mediante unaaproxima
ión de tipo Newton ([17℄, [69℄, [114℄, [99℄). Sin embargo, la redu
-
ión del esfuerzo 
omputa
ional de 
onstruir el Ja
obiano de la matriz en losmétodos de Newton (para estrategias tanto inexa
tas 
omo aproximadas) yel diseño de pre
ondi
ionadores robustos para la matriz Ja
obiana son temasabiertos ([24℄, [27℄). En el 
ono
imiento de la autora de esta memoria, sóloDeng et al. ([25℄, [24℄), y Ammara y Masson en [3℄ estudian un pro
edimientode sustitu
ión su
esiva (Pi
ard) y métodos iterativos lineales para resolverun sistema a
oplado. Estos mismos autores llevaron a 
abo una 
ompara
ión
on la linealiza
ión tipo Newton y no en
ontraron una tenden
ia 
on
luyente:el pro
edimiento tipo Newton requiere menos itera
iones para al
anzar la
onvergen
ia, pero es menos robusto y requiere más gasto 
omputa
ional poritera
ión, atribuible a la mala 
ondi
ión de la matriz ja
obiana.Simula
ión de las Grandes Es
alas de un �ujo turbulentoUn reto importante para esta nueva 
lase de algoritmos, a
oplados eimplí
itos, es la resolu
ión de �ujos turbulentos mediante el modelo de Simu-la
ión de las Grandes Es
alas (LES). La turbulen
ia, presente en una granmayoría de apli
a
iones prá
ti
as, es un fenómeno muy 
omplejo que ne
esita7



1. Introdu

ión generalde modeliza
ión para poder ser resuelta en 
on�gura
iones realistas. Unme
anismo esen
ial de la turbulen
ia es la 
as
ada de energía, por el 
ual setrans�ere energía desde las es
alas más grandes (del orden de las dimensionesdel problema) ha
ia es
alas más y más pequeñas, hasta un tamaño en el quela disipa
ión vis
osa mole
ular es efe
tiva (ver, por ejemplo, Pope [88℄ parauna revisión de �ujos turbulentos y modelos para su 
ál
ulo numéri
o). Resol-ver dire
tamente las e
ua
iones de Navier-Stokes dis
retizadas (Simula
iónNuméri
a Dire
ta, DNS) 
apturando este amplio rango de es
alas requiereuna densidad de malla prohibitiva. Si bien el modelo RANS, basado en elpromediado en el tiempo de las e
ua
iones de Navier-Stokes ha sido utilizado
on éxito en apli
a
iones industriales para 
ono
er tenden
ias y mejorardiseños, la té
ni
a LES es, en la a
tualidad, la más prometedora. Se basaen la idea de resolver de manera dire
ta úni
amente las es
alas mayores de laturbulen
ia y modelizar el efe
to de las pequeñas (que 
onsiste, bási
amente,en la absor
ión de energía de las es
alas grandes). Aunque, respe
to a RANS,las solu
iones obtenidas 
on LES tienen un mayor 
ará
ter predi
tivo (pro-por
iona 
ampos instantáneos) y universal (el 
omportamiento de las es
alasque se modelan, i.e. las que pertene
en al rango iner
ial de la 
as
ada deenergía, depende po
o del problema parti
ular), su apli
a
ión en problemasprá
ti
os se ha visto algo ralentizada. Por un lado, el diseño de la mallain�uye de manera importante en los resultados y, además, pare
e ne
esarioavanzar en los diferentes modelos teóri
os para utilizarlos 
on 
on�anza enmallados 
omplejos; el método ne
esita ganar por tanto en robustez. Por otrolado, son simula
iones transitorias que requieren una resolu
ión tanto espa
ial
omo temporal �na para que las es
alas más pequeñas que se resuelvenpertenez
an al rango iner
ial, donde es válido el modelo: son simula
iones,aunque generalmente asumibles, 
omputa
ionalmente 
ostosas. Debido a estaexigente resolu
ión espa
ial, se usan por lo general métodos explí
itos deintegra
ión temporal en LES. Sin embargo, las mallas utilizadas tambiénson �nas y la restri

ión en el paso temporal impuesta por la 
ondi
ión deestabilidad numéri
a puede ser varios órdenes de magnitud menor que elrequerido por 
onsidera
iones físi
as. Es en este punto donde un algoritmoe�
iente, a
oplado e implí
ito, puede redu
ir el 
oste 
omputa
ional de unasimula
ión LES, 
ontribuyendo a su viabilidad en apli
a
iones prá
ti
as. Enla literatura se en
uentran es
asos estudios de la ganan
ia en e�
ien
ia de unmétodo implí
ito respe
to a uno explí
ito en LES ([2℄, [57℄). En el Capítulo 7de esta memoria se lleva a 
abo una introdu

ión más amplia a este 
ampo.Por último, además de pre
isión, e�
ien
ia y robustez (mejores métodosnuméri
os y modelos físi
os), la apli
a
ión industrial ne
esita que los resul-tados numéri
os sean �ables. Así, institu
iones de prestigio han desarrolladoproto
olos para veri�
ar y validar los 
ódigos de CFD. Es de
ir, guías para8



1. Introdu

ión general
uanti�
ar, una vez implementados los modelos físi
os y numéri
os en un
ódigo 
omputa
ional y eliminadas los fallos en la programa
ión, tanto loserrores debidos al modelo físi
o 
omo los errores debidos a la dis
retiza
ión delas e
ua
iones y la resolu
ión del sistema algebrai
o. Oberkampf y Tru
anohan revisado re
ientemente el estado del arte en veri�
a
ión y valida
ión, yformulan re
omenda
iones para diseñar experimentos y solu
iones numéri
asde referen
ia 
on los que 
omparar los resultados obtenidos 
on un 
ódigodado de CFD [79℄.1.3. ObjetivosEl objetivo prin
ipal de este trabajo es 
ontribuir al desarrollo de la nueva
lase de algoritmos mediante la propuesta de un nuevo método, 
on basessólidas, para resolver las e
ua
iones de Navier-Stokes de manera a
opladae implí
ita en mallas 
olo
alizadas. Para ello, se plantean los siguientesobjetivos 
on
retos:Mejorar el modelo original de Interpola
ión de Momento para evitarlas os
ila
iones espurias de presión en mallas 
olo
alizadas; se pretendeobtener una formula
ión 
onsistente (es de
ir, que genere solu
ionesindependientes de la relaja
ión y el paso temporal) y, también, sen
illade implementar.Revisar las té
ni
as de pre
ondi
ionamiento de los métodos basadostanto en la presión 
omo en la densidad, y bus
ar un nuevo métodoa
oplado e ímpli
ito, que pueda bene�
iarse de ambos tipos de té
ni
as.Desarrollar un nuevo 
ódigo de CFD paralelo (para poder eje
utar
asos 
omputa
ionalmente exigentes) donde implementar y analizarel algoritmo a
oplado e implí
ito propuesto; 
omprobar el 
omporta-miento del 
ódigo en tres aspe
tos: veri�
a
ión, es
alabilidad paralelay optimiza
ión en el uso de memoria y tiempo de CPU.Estudiar el 
omportamiento del nuevo algoritmo propuesto en un am-plio repertorio de 
asos utilizados habitualmente para validar los méto-dos numéri
os (
on�gura
iones sen
illas, pero que presentan 
ompor-tamientos 
omplejos del �ujo, de tienen interés prá
ti
o), analizandotanto la pre
isión de las solu
iones obtenidas 
omo la e�
ien
ia y larobustez del método.Apli
ar el algoritmo a
oplado e implí
ito a la resolu
ión de un �ujoturbulento mediante el modelo de Simula
ión de las Grandes Es
alas9



1. Introdu

ión general(LES), 
omparando los resultados obtenidos 
on trabajos experimen-tales y 
omputa
ionales previos y estimando la ganan
ia en e�
ien
iadel método implí
ito respe
to a otro explí
ito.

10



Capítulo 2E
ua
iones que gobiernan el �ujoy algoritmo de dis
retiza
iónY Dios dijo: que Newton sea.- Alexander PopeEn este 
apítulo se presentan las e
ua
iones que des
riben los tipos de�ujos resueltos en este trabajo, y el algoritmo de dis
retiza
ión usado para suresolu
ión. Se des
riben el método de volúmenes �nitos 
on una disposi
ión
olo
alizada de las in
ógnitas en la malla y la estrategia 
ono
ida 
omolimitador de �ujo para 
onstruir esquemas 
onve
tivos de alto orden 
onbuenas propiedades numéri
as. Asimismo, se tratan los esquemas implí
itos,multi-punto, para la integra
ión temporal de las e
ua
iones en �ujos noesta
ionarios.2.1. E
ua
iones que gobiernan el �ujoEl algoritmo desarrollado en este trabajo se apli
a tanto a �ujos in
om-presibles 
omo a �ujos 
ompresibles a muy bajo número de Ma
h. Paramodelar estos �ujos se utiliza una versión simpli�
ada de las e
ua
ionesde Navier-Stokes que retienen, no obstante, todos los fenómenos de interésdesde el punto de vista de exigen
ia algorítmi
a. Estas e
ua
iones son las de
ontinuidad y 
antidad de movimiento, y una e
ua
ión para la temperaturaderivada a partir de la e
ua
ión para la energía. Puesto que la velo
idad del�ujo es pequeña 
omparada 
on la del sonido, se despre
ian los efe
tos deltrabajo de las fuerzas de presión y de la disipa
ión vis
osa, y se 
onsideravariable la densidad (y otras propiedades termodinámi
as del �uido), si bien11



2. Algoritmo de dis
retiza
iónse supone dependiente úni
amente de la temperatura (y no de la presión).Las e
ua
iones utilizadas son 1:
∂ρ

∂t
+
∂ρvi

∂xi

= 0 ; (2.1)
(∂ρvi)

∂t
+
∂(ρvivj)

∂xj

= − ∂p

∂xi

+
∂τ ′ij
∂xj

− ρgi ; (2.2)
(∂ρT )

∂t
+
∂(ρvjT )

∂xj

=
∂

∂xj

(κ
∂T

∂xj

) , (2.3)donde gi es la 
omponente i de la a
elera
ión de la gravedad, κ es un 
oe�-
iente de difusión térmi
a y el 
alor espe
í�
o cp se ha supuesto 
onstante.El tensor de esfuerzos vis
osos τ ′ij es :
τ ′ij = µ

{
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

− 2

3
δij
∂vl

∂xl

}
, (2.4)siendo µ la vis
osidad del �uido.En los siguientes apartados se des
riben los pro
edimientos de dis
retiza-
ión usados para transformar estas e
ua
iones en derivadas par
iales en unsistema algebrai
o de e
ua
iones, apto para ser resuelto numéri
amente.2.2. Algoritmo de dis
retiza
ión sobre mallas
olo
alizadasLas variables primitivas (vi, p y T ) se eligen 
omo las in
ógnitas delsistema y se disponen en la malla siguiendo el modelo de malla 
olo
alizada.Así, la presión p, las 
omponentes 
artesianas de velo
idad vi y (si se requiere)otras variables transportadas φ son alma
enadas en el 
entro de las 
eldas.Además, siguiendo el modelo de la interpola
ión del momento (men
ionadoen la introdu

ión y des
rito en detalle en el Capítulo 3), se de�ne un nuevo
onjunto de variables, las llamadas velo
idades 
onve
tivas (velo
idades invo-lu
radas en el 
ál
ulo del �ujo de masa a través de las 
aras), y se alma
enanen la 
ara 
orrespondiente. La Figura 2.1 ilustra (en un ejemplo en 2D, porsimpli
idad) la nota
ión y la disposi
ión de variables seguida en este trabajo.Se emplean letras mayús
ulas para referir a las 
eldas y minús
ulas para sus
aras. Las velo
idades 
onve
tivas están etiquetadas 
on el superíndi
e MI(de las siglas en inglés de Interpola
ión del Momento).1Se puede en
ontrar una dedu

ión razonada de las e
ua
iones generales en [54℄.12
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Figura 2.1: Nota
ión en la 
elda (izquierda) y disposi
ión 
olo
alizada de lasvariables (dere
ha)En el método de volúmenes �nitos se dis
retiza el espa
io físi
o en pe-queños volúmenes de 
ontrol (o 
eldas) y se apli
a en 
ada uno de ellos lase
ua
iones de 
onserva
ión (E
ua
iones (2.1)-(2.3)), expresadas en su formaintegral [29℄. Di
has e
ua
iones pueden es
ribirse de forma general 
omo lasuma de los términos temporal, 
onve
tivo, difusivo y fuente de una variabletransportada φ:
∫

V

∂ρφ

∂t
+

∮

A

ρφv · n̂dA−
∮

A

Γφgradφ · n̂dA =

∫

V

SφdV , (2.5)donde V es el volumen de 
ontrol y A es la super�
ie que limita di
hovolumen, n̂ es el ve
tor unitario normal a la super�
ie apuntando ha
iaafuera, v es el ve
tor velo
idad, ρ es la densidad del �uido, Γφ es un 
oe�
ientede difusión para el es
alar φ, y Sφ
P engloba todos los términos fuente (osumideros) de φ. Las integrales de super�
ie y de volumen son 
al
uladas
onsiderando 
onstantes los valores del integrando, e iguales al valor en el
entro de la 
ara o 
elda, lo que 
onstituye una aproxima
ión de segundoorden de la integral (teorema del punto medio). Este pro
edimiento 
ondu
ea la siguiente e
ua
ión semi-dis
retizada, es
rita para una 
elda P :

∂ρφ

∂t

∣∣∣∣
P

VP +
∑

nb(P )

ṁnbφnb −
∑

nb(P )

Γφ
nbAnb

∂φ

∂xnb

∣∣∣∣
nb

= Sφ
PVP . (2.6)El sumatorio en la e
ua
ión anterior re
orre todas las 
aras de la 
elda, (i.e. ,

nb = {w, e, s, n} 2 en un problema 2D; ver Figura 2.1), siendo ṁnb el �ujoa través de la 
ara nb: ṁnb = ρnbAnbvnb. Aquí, vnb es la 
omponente de la2nb, por 'neighbour', `ve
ino'. 13



2. Algoritmo de dis
retiza
iónvelo
idad (i.e. , la 
omponente en la dire

ión normal a la 
ara nb). El áreade la 
ara Anb se de�ne 
omo Anb = An̂ · ê (siendo ê el ve
tor unitario delsistema de referen
ia) y es por tanto positiva en las 
aras este y norte ynegativa en las oeste y sur. Por último, xnb representa la dire

ión normal ala 
ara nb.Puesto que la disposi
ión de las in
ógnitas en la malla sigue el modelo
olo
alizado, todos los valores en las 
aras que apare
en en la e
ua
ióndis
retizada (E
ua
ión (2.6)) deben ser referidos a valores en los 
entrosde las 
eldas. A 
ontinua
ión, se des
ribe las aproxima
iones utilizadas eneste trabajo. Para 
al
ular la derivada espa
ial de φ en el término difusivo,se emplea el esquema de diferen
ias 
entradas (CDS), que da lugar para ladire

ión x, a modo de ejemplo a:
∂φ/∂xe ≡ ∂φ/∂x1|e � (φE − φP )/(∆x1P + ∆x1E)/2 ; (2.7)
∂φ/∂xw ≡ ∂φ/∂x1|w � (φP − φW )/(∆x1P + ∆x1W ))/2 .El símbolo � puede ser leído 
omo �
al
ulado 
omo�, o �aproximado 
omo�.Por simpli
idad, se empleará x en lugar de x1 de ahora en adelante donde suuso no sea ambiguo.Respe
to al término 
onve
tivo, el �ujo mási
o ṁnb debe satisfa
er elbalan
e de masa total en 
ada 
elda y es apropiado el uso de una interpola
iónlineal para las velo
idades involu
radas en su 
ál
ulo3. Sin embargo, es bien
ono
ido que el uso de una interpola
ión lineal para las variables transpor-tadas φ puede 
ondu
ir a 
ampos 
on os
ila
iones espurias en regiones degradientes altos [29℄. El esquema 
onve
tivo Upwind tiene en 
uenta la dire
-
ión del �ujo para evitar di
has solu
iones sin sentido físi
o. Este esquema esuna aproxima
ión de primer orden que introdu
e difusión arti�
ial, numéri
a,en las e
ua
iones de transporte y no resulta ade
uado para obtener solu
ionespre
isas [56℄. En este trabajo se usan esquemas 
onve
tivos de alto orden paraobtener aproxima
iones menos difusivas. De ahora en adelante, la nota
ión

φCS
nb indi
ará la interpola
ión a la 
ara nb de φ siguiendo un determinadoesquema 
onve
tivo CS.En el 
aso de las e
ua
iones de 
antidad de movimiento, el término fuentein
luye el gradiente de presión. Di
ho término es dis
retizado 
omo la fuerzade presión sobre la 
elda en la dire

ión 
orrespondiente fiP ; para la dire

ión
x, es:

fxP � −(Awpw + Aepe) . (2.8)3No obstante, para evitar el indeseable desa
oplamiento velo
idad-presión que o
urreen mallas 
olo
alizadas, se añade una 
orre

ión a la interpola
ión lineal siguiendo elmétodo de interpola
ión del momento. 14



2. Algoritmo de dis
retiza
iónLos valores de presión en las 
aras son enton
es aproximados mediante unainterpola
ión lineal entre los nodos adya
entes:
pe � λepE + (1 − λe)pP ≡ ⌊p⌋e . (2.9)Aquí, λe es el 
oe�
iente geométri
o de interpola
ión lineal para la 
araeste, y se ha introdu
ido una nueva nota
ión en el último término paraes
ribir la interpola
ión lineal de una forma 
ompa
ta: el símbolo ⌊⊙⌋nbindi
a interpola
ión lineal de la 
antidad rodeada, ⊙, desde los dos nodosadya
entes al 
entro de la 
ara 
ompartida nb. En 
aso de ser variables laspropiedades del �uido (ρ, Γ), se usa también para ellas una interpola
iónlineal.Antes de presentar los esquemas de alto orden, es interesante desta
arque la interpola
ión utilizada para la velo
idad es diferente en fun
ión de supapel en las e
ua
ión de transporte. Así, se usan las velo
idades de 
onve

iónde�nidas en las 
aras de las 
eldas y 
al
uladas de a
uerdo 
on la interpola-
ión del momento (vMI
nb ; ver Figura 2.1, dere
ha) para obtener el �ujo mási
otanto en las e
ua
iones de transporte 
omo en la e
ua
ión de 
ontinuidad.Por otro lado, las 
omponentes 
artesianas de la velo
idad, que son lasin
ógnitas del sistema y están de�nidas en el 
entro de las 
eldas, tienenel papel de una variable transportada y se emplea un esquema 
onve
tivopara su interpola
ión a las 
aras. Así, por ejemplo, el término 
onve
tivo dela e
ua
ión de 
antidad de movimiento en la dire

ión x se dis
retiza de lasiguiente forma:

∑

nb(P )

ṁnbvnb �
∑

nb(P )

⌊ρ⌋nbAnbv
MI
nb u

CS
nb , (2.10)y la e
ua
ión de 
ontinuidad 
omo:

∑

nb(P )

ṁnb �
∑

nb(P )

⌊ρ⌋nbAnbv
MI
nb . (2.11)2.3. Esquemas Conve
tivos de Alto OrdenLos Esquemas Conve
tivos de Alto Orden (HOCSs por sus siglas eninglés), al igual que la aproxima
ión Upwind, tienen en 
uenta la dire

ión del�ujo para 
al
ular los valores en las 
aras de las variables transportadas. Es-tán diseñados para 
umplir los 
riterios de monotonía (desde los nodos aguasarriba de la posi
ión de la 
ara en 
uestión) y a
ota
ión de la fun
ión lo
al,
riterios que propor
ionan una buena resolu
ión 
uando existen gradientesabruptos y evitan la apari
ión de os
ila
iones en la solu
ión. En este trabajo15
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P

eu

UU U D

Figura 2.2: Esquema de etiquetado para los nodos involu
rados en losEsquemas Conve
tivos de Alto Ordense apli
a el modelo 
ono
ido 
omo limitador de �ujo para 
onstruir di
hosesquemas de alta resolu
ión, que permite obtener una expresión general parauna amplia variedad de HOCSs ([112℄). El 
ál
ulo de valores en las 
arasinvolu
ra tres nodos, etiquetados en fun
ión de la dire

ión del �ujo (verFigura 2.2): los dos nodos adya
entes (el nodo aguas arriba U y el nodo aguasabajo D) y un nodo adi
ional, situado aguas arriba del nodo U (etiquetado
UU). Usando esta nota
ión, el valor en la 
ara de una variable transportada,
φnb, en una malla no uniforme se expresa de la siguiente forma [90℄:

φCS
nb = φU + ψnb(φU − φUU) (2.12)La fun
ión limitadora de �ujo ψnb determina el esquema 
onve
tivo elegido,de los que hay disponibles en la literatura una amplia variedad (SMART[35℄, QUICK [50℄, NOTABLE [83℄, Van-Leer [108℄, et
.). Se puede en
ontrarun 
ompendio de esquemas en el artí
ulo de Waterson et al. [112℄). Di
hafun
ión representa la parte `anti-difusiva' añadida al esquema de primer ordenUpwind (donde φUpwind

nb = φU) y depende del ratio r entre la varia
ión de φaguas arriba y abajo de la 
ara y de dos 
oe�
ientes gU y gD que in
luyen el
oe�
iente de interpola
ión lineal para la 
ara aguas arriba, λU , esto es
r ≡ (φD − φU)/(φU − φUU) (2.13)
gD = 0.5 ∗ λU ∗ (1 + λU)

gU = 0.5 ∗ λU ∗ (1 − λU) .En el Apartado 6.5 se 
ompara el 
omportamiento del esquema 
onve
tivo dediferen
ias 
entradas (CDS, o interpola
ión lineal) y el esquema de alto ordenSMART en la resolu
ión de un �ujo 
on altos gradientes de velo
idad usandouna malla 
on 
eldas que tienen una rela
ión de aspe
to alta. La expresión dela fun
ión limitadora de �ujo utilizada para implementar el esquema SMARTes:
ψnb = max(0, min(β1 − 1r, gD + gUr, β2)) , (2.14)
on β1 = 3 y β2 = 1. 16



2. Algoritmo de dis
retiza
ión2.4. Esquemas temporales implí
itosEn la solu
ión de �ujos no esta
ionarios es ne
esario integrar las e
ua
io-nes de transporte en el tiempo además de en el espa
io. Como se men
ionóen la introdu

ión, los esquemas de tiempo explí
itos no son apropiados parala resolu
ión de problemas físi
os 
on un amplio rango de es
alas de tiempo(problemas sti� ) debido a la restri

ión del paso de tiempo impuesta por
riterios de estabilidad del método iterativo. Si el problema transitorio 
onsu valor ini
ial es expresado de la siguiente manera:
∂φ/∂t+ f(t, φ(t)) = 0 ; φ(t = 0) = φ0 , (2.15)donde φ es una variable genéri
a y f representa la e
ua
ión dis
retizadaen el espa
io, la aproxima
ión de primer orden implí
ita (o esquema Euler)
onsiste en estimar la derivada en el tiempo de la siguiente forma:

∂φ/∂t � (φn − φn−1)/(∆t) , (2.16)donde n y n− 1 son el tiempo a
tual y anterior (respe
tivamente) y ∆t es eltamaño del paso temporal.Algunas apli
a
iones, sin embargo, requieren integrar en el tiempo 
onuna aproxima
ión mayor que la de primer orden. Los esquemas temporalesse agrupan en dos familias prin
ipales: multi-punto y multi-etapa. Las apro-xima
iones multi-punto usan, además de la solu
ión a
tual, solu
iones enpasos de tiempo anteriores; las aproxima
iones multi-etapa (
omo el métodoRunge-Kutta), en 
ambio, ha
en uso de evalua
iones intermedias entre unpunto y el siguiente. En el algoritmo desarrollado en este trabajo, se hapreferido apli
ar esquemas multi-punto en la resolu
ión de �ujos no esta-
ionarios porque se evitan evalua
iones adi
ionales y se requiere un menoresfuerzo 
omputa
ional. Además, la di�
ultad inherente a las aproxima
ionesmulti-punto de ini
ializar el pro
edimiento (en los instantes ini
iales, no sedispone de las solu
iones previas requeridas para avanzar la solu
ión en eltiempo según la expresión general), es un in
onveniente menor en la solu
iónde problemas no esta
ionarios que surgen por inestabilidades en el �ujo (porejemplo, el desprendimiento periódi
o de vórti
es de Von-Karman tras unobstá
ulo). En estos 
asos, el valor de las variables físi
as promediadas en eltiempo permane
e 
onstante y se des
artan las solu
iones anteriores al estadoestadísti
amente esta
ionario.Una de las aproxima
iones multi-punto de segundo orden más utilizadaes el esquema de tres niveles de diferen
ias 
entradas ha
ia atrás (tambiénllamado Euler de segundo orden). La dis
retiza
ión del término temporalsegún esta aproxima
ión resulta:
∂φ/∂t� (3φn − 4φn−1 + φn−2)/(2∆t) . (2.17)17



2. Algoritmo de dis
retiza
iónEn el 
ódigo desarrollado se ha implementado también el esquema Adams-Moulton de segundo orden. Los métodos Adams-Moulton pertene
en a la
ategoría multi-punto de dos niveles, y permiten la 
onstru

ión de aproxi-ma
iones de 
ualquier orden. La expresión general es:
φn − φn−1

�

l=k−1∑

l=0

βlf
n−l , (2.18)donde βl son 
oe�
ientes que dependen del orden de aproxima
ión k. Enel 
aso del segundo orden (k = 2), β0 = β1 = −0.5, siendo el esquemaresultante equivalente a apli
ar la regla del trapezoide en el 
ál
ulo numéri
ode la integral temporal:

φn − φn−1
� −(fn + fn−1)/(2∆t) . (2.19)La aproxima
ión Adams-Moulton de segundo orden es más pre
isa que elesquema de tres niveles de Euler para un mismo tamaño de paso de tiempo,pero puede ser inestable para problemas no lineales 
uando se usan pasos detiempo grandes (algo habitual en la resolu
ión de problemas sti� ) [29℄.2.5. Sistema algebrai
o de e
ua
ionesLa dis
retiza
ión de 
ada e
ua
ión de 
onserva
ión resulta en un sistemade e
ua
iones algebrai
o, siendo las in
ógnitas los valores de las variablesdependientes alma
enados en el 
entro de las 
eldas. En el método propuesto,la e
ua
ión de 
ontinuidad y las de 
antidad de movimiento son resueltassimultáneamente. Si es el 
aso y si es apropiado por las parti
ularidadesfísi
as del problema, también se resuelve simultáneamente la e
ua
ión deenergía. En este apartado, sin embargo, se des
ribe el sistema a
oplado paralas in
ógnitas (vi, p), por simpli
idad.En nota
ión matri
ial, el sistema a
oplado se es
ribe 
omo AΦ = b,donde A es la matriz de 
oe�
ientes, Φ es el ve
tor in
ógnita y b el ve
torfuente. En una malla 
omputa
ional de N nodos, el ve
tor solu
ión tiene 4Ndimensiones y las in
ógnitas están ordenadas de la siguiente manera:

Φ = {u1, v1, w1, p1; u2, v2, w2, p2; ...; uN , vN , wN , pN} (2.20)También se puede representar el sistema de e
ua
iones a
oplado mediantebloques de sub-matri
es 4× 4 para 
ada 
elda P . De esta forma, el ve
tor de18



2. Algoritmo de dis
retiza
iónin
ógni
as se es
ribe ΦP = {u, v, w, p}P y AP es:
AP =




auu auv auw aup

avu avv avw avp

awu awv aww awp

apu apv apw app




P

, (2.21)donde el 
oe�
iente aφ1φ2 proviene de la dis
retiza
ión de la e
ua
ión parala variable dependiente φ1 y 
ontiene términos implí
itos de la variable φ2.En esta sub-matriz AP los elementos no nulos fuera de la diagonal prin
ipalson debidos al a
oplamiento de las e
ua
iones (por ejemplo, aup 6= 0 yaque la presión apare
e en las e
ua
iones de 
antidad de movimiento). A
ontinua
ión, a modo de ejemplo, se expresa la e
ua
ión de 
antidad demovimiento en dire

ión x para un problema esta
ionario:
auu

P uP +
∑

NB(P )

auu
NBuNB − fxP = bP , (2.22)donde los 
oe�
ientes de la matriz auu engloban los términos 
onve
tivos ydifusivos de la e
ua
ión de transporte y su 
ál
ulo rela
iona la 
elda P y todassus 
eldas ve
inas NB 4. fxP = −(Awpw + Aepe) es el gradiente de presióndis
retizado, el 
ual impli
a a 
eldas ve
inas en la dire

ión x y da lugar a
oe�
ientes de a
oplamiento no nulos (aup 6= 0). Por último, bP representaotros términos fuentes (
omo, por ejemplo, fuerzas de volumen).La e
ua
ión de 
ontinuidad, por su parte, se expresa de la siguientemanera: ∑

j

a
pvj

P vjP
+

∑

NB(P )

a
pvj

NBvjNB
= 0 , (2.23)Los 
oe�
ientes apvj

NB son nulos 
uando la dire

ión en la que se en
uentrala 
elda ve
ina, respe
to a P, no 
orresponde 
on la de la 
omponente de lavelo
idad (es de
ir, apu
NB in
luye dos úni
os 
oe�
ientes distintos de 
ero yson apu

E y apu
W ).Las dos e
ua
iones anteriores 
ondu
en al siguiente patrón de llenado dela matriz AP:

AP =




auu 0 0 aup

0 avv 0 avp

0 0 aww awp

apu apv apw 0




P

, (2.24)4Es interesante desta
ar que, en las e
ua
iones de 
antidad de movimientos para ladire

ión y y z, auu = avv = aww. 19



2. Algoritmo de dis
retiza
iónUna di�
ultad numéri
a importante en la resolu
ión a
oplada e implí
itade las e
ua
iones de Navier-Stokes es la mala 
ondi
ión de la matriz: lae
ua
ión de 
ontinuidad no 
ontiene explí
itamente la in
ógnita presión p ypor tanto algunos elementos de la diagonal prin
ipal son 
ero (app = 0). Como
onse
uen
ia, se debe apli
ar pre
ondi
ionamiento para resolver el sistema;este aspe
to del algoritmo numéri
o será tratado en el Capítulo 4. Previamen-te y 
omo prepara
ión a la exposi
ión del método de pre
ondi
ionamiento,se des
ribe la té
ni
a de interpola
ión del momento usada en este trabajo.

20



Capítulo 3Una nueva formula
ión,
ompa
ta, de la interpola
ión delmomento (CMI) ½Más madera, es la guerra!- Grou
ho Marx(doblado al español)La disposi
ión de las in
ógnitas del sistema algebrai
o en la malla segúnel modelo 
olo
alizado es una op
ión natural, 
uyo prin
ipal in
onvenienterespe
to a la disposi
ión es
alonada (el desa
oplamiento velo
idad-presión enla 
elda) puede evitarse apli
ando la té
ni
a 
ono
ida 
omo interpola
ión delmomento.La Interpola
ión del Momento originariamente propuesta por Rhie yChow [92℄ (en adelante OMI) presenta, sin embargo, algunas de�
ien
ias. Enlos métodos iterativos de resolu
ión del sistema de e
ua
iones se utiliza 
onfre
uen
ia relaja
ión para suavizar el 
ambio en las variables de una itera
ióna otra y evitar la divergen
ia. Majumdar [65℄ y Miller y S
hmidt [74℄ advir-tieron que, en 
aso de apli
ar la interpola
ión del momento en su formula
iónoriginal, la solu
ión 
onvergida depende del fa
tor de relaja
ión empleado.Posteriormente, Choi [18℄ en
ontró que la solu
ión de �ujos esta
ionarios,
uando se resuelven 
omo transitorios (i.e. partiendo de una solu
ión in
ialy avanzando en el tiempo hasta al
anzar el estado esta
ionario), tambiéndepende del tamaño del paso temporal. Aunque la pre
isión de los resultadosno se ve signi�
ativamente afe
tada, la té
ni
a original puede in
luso fallaren su prin
ipal objetivo de evitar os
ila
iones espurias de la presión 
uandose utilizan 
oe�
ientes de relaja
ión o tamaños de paso temporal pequeños21



3. Interpola
ión Compa
ta del Momento[115℄. En estos 
asos, por tanto, es inevitable apli
ar una versión mejoradadel modelo original.Majumdar [65℄ y Miller y S
hmidt [74℄ desarrollaron, separadamente,un método de interpola
ión del momento que 
ondu
e a 
ampos solu
iónindependientes del 
oe�
iente de relaja
ión lineal. El esquema propuesto porChoi [18℄ para �ujos no esta
ionarios, por otro lado, 
onsigue el objetivode eliminar las os
ila
iones espurias en el 
ampo de presión, pero Yu et al.[115℄ mostraron que las solu
iones esta
ionarias y 
onvergidas obtenidas 
oneste esquema dependen todavía del paso de tiempo. Asimismo, el métodopropuesto por Shen et al. [98℄ para el esquema temporal de tres niveles puedeser 
onsiderado, en su apli
a
ión a mallas uniformes, 
omo una extensiónnatural al segundo orden del esquema de Choi [18℄ y, por tanto, tampo
o esindependiente del tamaño de paso de tiempo.Se ha en
ontrado en la literatura un úni
o método modi�
ado de la inter-pola
ión del momento que evita de manera e�
az la indeseable dependen
iade la solu
ión numéri
a tanto del fa
tor de relaja
ión lineal 
omo del tamañode paso de tiempo, propuesto por Yu et al. [116℄ (aunque Bergeles utilizópreviamente una formula
ión similar en [52℄, no justi�
ó su desarrollo ni hizoun estudio sistemáti
o de su 
omportamiento). En el presente trabajo, sepropone un modelo alternativo, que será llamado en adelante Interpola
iónCompa
ta del Momento (CMI), y se detallan algunas de las ventajas respe
toa la formula
ión de Yu et al. [116℄. Di
ho método CMI puede a
omodartanto relaja
ión lineal 
omo iner
ial (o de falso paso temporal) y, para �ujostransitorios, puede usarse 
on esquemas de dis
retiza
ión de orden alto. Eneste trabajo, se muestra el pro
edimiento para esquemas de Euler y Adams-Moulton de segundo orden. La independen
ia de los 
oe�
ientes de relaja
ióny del paso de tiempo de la formula
ión 
ompa
ta de la interpola
ión delmomento propuesta será mostrada tanto a través del análisis numéri
o de lase
ua
iones (a lo largo de este 
apítulo) 
omo de experimentos numéri
os 
on-sistentes en la simula
ión de 
asos de valida
ión (en el Capítulo 6). Además,el orden real de la aproxima
ión del esquema temporal de dis
retiza
ión esdeterminado usando el problema de de
aimiento de vórti
es de Taylor-Greenen 2D, para el 
ual se dispone de solu
ión analíti
a.En este 
apítulo se presenta un desarrollo detallado de la estrategia deinterpola
ión del momento, 
omenzando por el algoritmo original OMI. A
ontinua
ión, se desarrollan los algoritmos modi�
ados propuestos para teneren 
uenta ambas formula
iones de la relaja
ión y varios esquemas de integra-
ión temporal. Finalmente, se 
ombinan todas las anteriores formula
ionesen una úni
a expresión para dar lugar al método de Interpola
ión Compa
tadel Momento (CMI) propuesto en este trabajo.22



3. Interpola
ión Compa
ta del Momento3.1. Interpola
ión Original del MomentoEsta se

ión presenta un breve resumen de la té
ni
a de Interpola
iónOriginal del Momento (OMI), sobre la que se 
onstruye la formula
ión 
om-pa
ta propuesta en este trabajo. Di
ha té
ni
a se puede 
onsiderar el métodoestándar de interpola
ión del momento para resolver �ujos esta
ionarios sinusar relaja
ión.Es bien 
ono
ido que el débil a
oplamiento entre velo
idad y presión queresulta de la dis
retiza
ión de las e
ua
iones sobre mallas 
olo
alizadas nose mani�esta sobre mallas de
aladas, donde los valores de la presión sonalma
enados en el 
entro de las 
eldas mientras que las in
ógnitas velo
idadson es
alonadas a las 
aras. En este 
aso, la dis
retiza
ión por volúmenes�nitos de la fuerza de presión en la e
ua
ión de 
antidad de movimiento (ovelo
idad) engloba un patrón (sten
il) de malla pequeño, ya que la evalua
iónde este término en la 
ara involu
ra in
ógnitas presión en el 
entro de las
eldas adya
entes, que están separadas por una distan
ia 1δx (ver Figura2.1). En el modelo 
olo
alizado, en 
ambio, tanto las velo
idades 
omo lapresión se disponen en el 
entro de las 
eldas y la fuerza de presión involu
ravalores en las 
aras que se deben interpolar dando lugar a un patrón de mallamás grande (2δx, si se usa una interpola
ión lineal). La e
ua
ión de velo
idaden un nodo no está dire
tamente 
one
tada 
on la presión en el mismo nodo(en una malla uniforme; en una malla no uniforme resulta un a
oplamientodébil, en 
ualquier 
aso), y este desa
oplamiento es el 
ausante de los 
amposde presión de `tipo ajedrez'.La estrategia propuesta por Rhie y Chow [92℄ para remediar esta de�-
ien
ia de las mallas 
olo
alizadas trata de imitar la situa
ión de las mallasde
aladas 
al
ulando la velo
idad en las 
aras no a través de una interpo-la
ión dire
ta desde los nodos ve
inos, sino usando una formula
ión de lae
ua
ión de 
antidad de movimiento en la 
ara de la 
elda. Esta estrategiade interpola
ión del momento será des
rita a 
ontinua
ión para la velo
idaden la 
ara este.La e
ua
ión de 
antidad de movimiento dis
retizada en dire

ión x, quees la e
ua
ión de transporte para la velo
idad u, se es
ribe para un �ujoesta
ionario y sin introdu
ir relaja
ión,
aPuP +

∑

NB(P )

aNBuNB = fxP + bP , (3.1)donde las in
ógnitas u son evaluadas en el 
entro de las 
eldas. Los símbolos
aNB y aP

1 in
luyen 
oe�
ientes de 
onve

ión y difusión, fxP 
orresponde al1Los superíndi
es uu (indi
an la e
ua
ión y la variable aso
iada al 
oe�
iente, ver23



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentogradiente de presión y bP representa (otros) términos fuente. El gradiente depresión se dis
retiza 
omo la fuerza de presión sobre la 
elda P en la dire

ión
x:

fxP = −(Awpw + Aepe) . (3.2)La estrategia de la Interpola
ión Original del Momento (OMI) 
omienzaobteniendo el valor de la 
omponente de la velo
idad en el nodo P , uP ,a partir de la E
ua
ión (3.1):
uP = −

∑
NB(P ) aNBuNB − bP

aP
+
fxP

aP
= ûP +

fxP

aP
. (3.3)El último miembro muestra una des
omposi
ión de las 
ontribu
iones dela velo
idad, usada fre
uentemente, en dos partes: la primera, ûP , a ve
esllamada pseudo-velo
idad, in
luye los efe
tos de 
onve

ión y difusión desde
eldas ve
inas, y otras fuerzas (e.g. fuerzas de volumen) que no son debidasa la presión; y el segundo término fxP/aP representa la 
ontribu
ión de lafuerza de presión.Usando una 
elda imaginaria alrededor del 
entro de la 
ara este, se puedees
ribir una e
ua
ión análoga a la anterior para la velo
idad en la 
ara este:

ue = ûe +
fxe

ae
. (3.4)Aquí, ûe y ae son variables nuevas (i.e. no pueden ser 
al
uladas inmediata-mente en la dis
retiza
ión original), mientras que fxe se interpreta 
omo lafuerza de presión sobre una 
elda desplazada y 
entrada en la 
ara este, y se
al
ula usando una e
ua
ión similar a la E
ua
ión (3.2):

fxe = −(APpP + AEpE) , (3.5)donde la presión en los nodos son in
ógnitas del problema algebrai
o. Estetérmino fxe en la e
ua
ión de arriba es 
ru
ial para la estrategia de lainterpola
ión del momento ya que impli
a un patrón de malla pequeño (δx)y, por tanto, se 
onsigue un a
oplamiento fuerte entre la velo
idad en la 
aray la presión en los nodos P y E.La pseudo-velo
idad en la 
ara es 
al
ulada en el método original de Rhiey Chow [92℄ usando una interpola
ión lineal:
ûe � ⌊û⌋e , (3.6)Apartado 2.5) han sido eliminados del 
oe�
iente de la matriz por simpli
idad; en elresto de la memoria, allí donde no haya 
onfusión posible, tampo
o se es
ribirán estossuperíndi
es. 24



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentosustituyendo la pseudo-velo
idad ûP de la E
ua
ion (3.3) y usando unae
ua
ión similar para obtener ûE. La pseudo-velo
idad ûe en la 
ara 
al
uladaasí es enton
es introdu
ida en la E
ua
ión (3.4) resultando en la siguienteexpresión para la velo
idad en la 
ara según la OMI:
uOMI

e = ⌊u⌋e −
⌊
fx

a

⌋

e

+
1

ae

fxe . (3.7)Esta interpola
ión en la 
ara puede ser por tanto interpretada 
omo la
omposi
ión de una interpola
ión lineal de valores en los nodos ve
inos yun término de 
orre

ión: uOMI
e = ⌊u⌋e + u′OMI

e , el 
ual está dado por
u′

OMI
e =

1

ae
fxe −

⌊
fx

a

⌋

e

. (3.8)El termino 1/ae es des
ono
ido en la dis
retiza
ión usada, y es aproximadode nuevo mediante una interpola
ión lineal:
1

ae
�

⌊
1

a

⌋

e

. (3.9)Miller y S
hmidt [74℄ mostraron que la velo
idad en la 
ara 
orregida por elmodelo OMI retiene el segundo orden de aproxima
ión de la interpola
iónlineal.Para terminar 
on la exposi
ión a
er
a de la té
ni
a de interpola
iónoriginal del momento, se des
riben algunas interpreta
iones de di
ha té
ni
aen
ontradas en la literatura. La 
orre

ión u′OMI
e puede ser vista 
omo untérmino de disipa
ión que elimina las os
ila
iones no realistas de la presión([51℄, [91℄). Si la interpola
ión lineal de fx/a es aproximada 
omo:

⌊
fx

a

⌋

e

�
1

ae
⌊fx⌋e , (3.10)enton
es el término de 
orre

ión resulta:

u′
OMI
e =

1

ae
(fxe − ⌊fx⌋e) , (3.11)y, en el 
aso de mallas uniformes:

u′
OMI
e =

⌊
1

a

⌋

e

Ax [(pP − pE) − 0.25(pW − pE) − 0.25(pP − pEE)] �

�

⌊
1

a

⌋

e

∂3p

∂x3

∣∣∣∣
e

. (3.12)25



3. Interpola
ión Compa
ta del MomentoAsí, el término adi
ional representa un operador de dis
retiza
ión de una disi-pa
ión, el 
ual de
re
e 
uadráti
amente 
on el re�namiento de malla. Puede
ontrolarse la 
antidad de disipa
ión introdu
ida mediante un 
oe�
iente:
uOMI

e = ⌊u⌋e +Cu′OMI
e . Di
ho 
oe�
iente C varía normalmente entre 0.5 y 1,pudiendo elegirse de modo que sea más pequeño en regiones 
on gradientesde presión grandes [51℄.Por su parte, Papageorgakopoulos et al. [81℄ han propuesto una mejoradel método de interpola
ión del momento para aumentar su pre
isión basadaen la interpreta
ión de la velo
idad en la 
ara de a
uerdo 
on la E
ua
ión(3.4) (i.e. 
omo la suma de la pseudo-velo
idad en la 
ara y un términoque representa la fuerza de presión sobre la 
elda de
alada). Su propuesta
onsiste en usar una aproxima
ión de mayor orden que la interpola
ión linealpara 
al
ular las pseudo-velo
idades en la 
ara. Di
hos autores analizan,
on
retamente, una interpola
ión 
uadráti
a de polinomios y en
uentran quelos resultados de su método son más pre
isos que la té
ni
a original en unproblema típi
o de valida
ión (la 
avidad 
on una pared móvil) usando mallasgruesas.3.2. Modi�
a
ión de la Interpola
ión del Mo-mento para tener en 
uenta relaja
ión li-neal e iner
ialEl método original de interpola
ión del momento 
ondu
e a solu
iones
onvergidas que dependen del fa
tor de relaja
ión empleado en el pro
eso ite-rativo de resolu
ión del sistema no lineal. Majumdar [65℄ y Miller y S
hmidt[74℄ propusieron, separadamente, un método de Interpola
ión Modi�
adadel Momento (MMI) que evita este in
onveniente. Di
hos autores siguen elpro
edimiento des
rito en el apartado pre
edente, e in
luyen explí
itamentelos términos de relaja
ión en las e
ua
iones de 
antidad de movimientodis
retizadas de partida. En este apartado su método, desarrollado para larelaja
ión lineal, es modi�
ado y extendido a la llamada relaja
ión iner
ial(o de falso paso temporal). Este tipo de relaja
ión 
onsiste en introdu
ir unfalso término transitorio en las e
ua
iones de Navier-Stokes, y tiene la ventajaprá
ti
a de permitir elegir el parámetro de relaja
ión, viz el tamaño del falsopaso temporal, basándose en 
riterios físi
os (e.g. 
omo una fra

ión de untiempo 
ara
terísti
o del problema físi
o). El pro
edimiento de la interpo-la
ión del momento para relaja
ión iner
ial puede extenderse dire
tamentea un problema transitorio (real), aspe
to dis
utido en el siguiente apartado.26



3. Interpola
ión Compa
ta del MomentoAdemás, al �nal de esta se

ión se presenta una formula
ión úni
a para teneren 
uenta tanto la relaja
ión lineal 
omo la iner
ial.Análogamente al método propuesto por Majumdar [65℄ o Miller y S
hmidt[74℄, la deriva
ión del método modi�
iado desarrollado en este trabajo partede las e
ua
iones de 
antidad de movimiento 
onteniendo explí
itamente eltérmino pseudo-transitorio. Este término es, si se añade al lado dere
ho dela e
ua
ión dis
retizada:
ρ
uk−1

P − uP

∆τ
VP = aτ

P (uk−1
P − uP ) , (3.13)donde k−1 es la itera
ión previa, ∆τ es el falso paso temporal (el parámetrode relaja
ión ajustable), y se ha introdu
ido aτ

P = ρV/∆τ por 
onvenien
ia.Insertando el nuevo término en la e
ua
ión dis
retizada (E
ua
ión (3.1)) yreagrupando, se obtiene:
aτ

PuP + aPuP +
∑

NB(P )

aNBuNB − bP − fxP = aτ
Pu

k−1
P . (3.14)Al igual que en el modelo OMI, uP se dedu
e de la e
ua
ión anterior y seagrupan los términos que no son in�uidos por la presión en la de�ni
ión dela pseudo-velo
idad:

uP = − 1

1 + βτ
P

∑
NB(P ) aNBuNB − bP

aP

+
1

1 + βτ
p

fxP

aP

+
βτ

P

1 + βτ
P

uk−1
P = (3.15)

= ûP +
1

1 + βτ
P

fxP

aP
+

βτ
P

1 + βτ
P

uk−1
P ,donde βτ

P = aτ
P/aP . A 
ontinua
ión, se asume una expresión análoga para lavelo
idad en la 
ara, ue:

ue = ûe +
1

1 + βτ
e

fxe

ae

+
βτ

e

1 + βτ
e

uk−1
e (3.16)Aproximando, 
omo anteriormente, ûe � ⌊u⌋e e introdu
iendo los valores de

uP y uE obtenidos de la E
ua
ión (3.15) y una equivalente para el nodo Este,resulta:
uMMI

e = ⌊u⌋e +
1

1 + βτ
e

1

ae
fxe −

⌊
1

1 + βτ

fx

a

⌋

e

+ (3.17)
+

βτ
e

1 + βτ
e

uk−1
e −

⌊
βτ

1 + βτ
uk−1

⌋

e

.27



3. Interpola
ión Compa
ta del MomentoLa velo
idad en la 
ara en la itera
ión anterior (uk−1
e ) no se in
luye en lade�ni
ión de la pseudo-velo
idad, y se evalúa usando su valor MI-
orregido
al
ulado y alma
enado previamente; esto favore
e, 
omo señalaron Shenet al. [98℄, la 
onsisten
ia de las e
ua
iones de la velo
idad en las 
aras yevita las os
ila
iones espurias en el 
ampo de presión 
on tamaños pequeñosde paso temporal.La siguiente etapa en el pro
edimiento propuesto es usar para 
al
ular

1/ae la misma aproxima
ión que en el método OMI (viz E
ua
ión (3.9)), yadi
ionalmente βτ
e � ⌊βτ⌋e y

⌊
1

1 + βτ

fx

a

⌋

e

�
1

1 + ⌊βτ⌋e

⌊
fx

a

⌋

e

;

⌊
βτuk−1

1 + βτ

⌋

e

�
⌊βτ⌋e

⌊
uk−1

⌋
e

1 + ⌊βτ⌋e

.(3.18)Una vez que estas aproxima
iones han sido introdu
idas en la E
ua
ión(3.17), se puede expresar la velo
idad en la 
ara según la MMI 
omo unainterpola
ión lineal más un término de 
orre

ión:
uMMI

e = ⌊u⌋e + u′
MMI
e , (3.19)La expresión para 
orre

ión u′MMI

e es, tras ha
er los 
ál
ulos algebrai
ossimples des
ritos arriba:
u′

MMI
e =

1

1 + ⌊βτ⌋e

u′
OMI
e +

⌊βτ⌋e

1 + ⌊βτ⌋e

u′
MMI
e

k−1
. (3.20)Para derivar esta e
ua
ión, se ha usado la misma identidad para la itera
ión

k − 1 que para la k, viz : uMMI
e

k−1
= ⌊u⌋e

k−1 + u′MMI
e

k−1.De esta forma, la 
orre

ión MMI resultante está 
ompuesta por dostérminos: el primero involu
ra u′OMI
e , la 
orre

ión según el modelo originalOMI (E
ua
ión (3.8)), y el segundo término es una 
orre

ión adi
ional quein
luye u′MMI

e

k−1, la propia 
orre

ión MMI en la itera
ión anterior. Asíexpresada, la velo
idad en la 
ara 
orregida por la MMI es, en la 
onvergen
ia(u′MMI
e = u′MMI

e

k−1), independiente del falso paso temporal (o 
oe�
iente derelaja
ión); además, las aproxima
iones adi
ionales no 
omprometen la pre-
isión de la solu
ión ya que se re
upera la 
orre

ión OMI en la 
onvergen
ia.Se puede dedu
ir una expresión úni
a de la MMI que tenga en 
uenta tan-to la relaja
ión iner
ial 
omo la lineal in
luyendo ambas en la dis
retiza
iónoriginal de la e
ua
ión de 
antidad de movimiento de la siguiente manera:
aτ

PuP+aPuP+αL


 ∑

NB(P )

aNBuNB − bP


−αLfxP = (1−αL)aPu

k−1
P +aτ

Pu
k−1
P ,(3.21)28



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentodonde αL es el 
oe�
iente de relaja
ión lineal, una 
onstante que varía desde
0 (donde se 
ongela la solu
ión) a 1 (
uando no se apli
a relaja
ión). En
ambio, el 
oe�
iente de relaja
ión iner
ial, βτ

P tal 
omo se de�ne arribano es igual para todas las 
eldas y varía entre 
ero (sin relaja
ión) e in�nito(solu
ión 
ongelada). Es sen
illo demostrar que la e
ua
ión pre
edente puedeser reformulada usando un úni
o 
oe�
iente de relaja
ión, βr
P (nótese el usode r en lugar de τ), que agrupa los dos tipos:

(1 + βr
P )aPuP +


 ∑

NB(P )

aNBuNB − bP


 − fxP = βr

PaPu
k−1
P , (3.22)donde

βr
P =

1 + βτ
P − αL

αL
. (3.23)La E
ua
ión (3.22) es formalmente equivalente a la e
ua
ión de 
antidadde movimiento dis
retizada 
on relaja
ión iner
ial y un 
oe�
iente βr

P , demodo que puede interpretarse di
ho parámetro 
omo la forma iner
ial de larelaja
ión total. De forma similar, se de�ne un 
oe�
iente αr que representala forma lineal de la relaja
ión total 
omo αr
P = 1/(1 + βr

P ) = αL/(1 + βτ
P ),y 
ondu
e a la siguiente e
ua
ión dis
retizada para la relaja
ión lineal:

1

αr
P

aPuP +


 ∑

NB(P )

aNBuNB − bP


 − fxP =

1 − αr
P

αr
P

aPu
k−1
P (3.24)A partir de esta expresión, se obtiene una 
orre

ión uni�
ada del métodoMMI para relaja
ión reemplazando βτ por βr en la E
ua
ión (3.20). Elresultado es:

u′
MMI
e =

αL

1 + ⌊βτ⌋e

u′
OMI
e +

1 + ⌊βτ⌋e − αL

1 + ⌊βτ⌋e

u′
MMI
e

k−1
. (3.25)En la 
onvergen
ia u′MMI

e = u′MMI
e

k−1, los 
oe�
ientes α y β son eliminadosde la e
ua
ión y se re
upera la 
orre

ión OMI. Por tanto, la solu
ión �nal nodepende de los parámetros de relaja
ión. Por otro lado, 
uando no se apli
arelaja
ión iner
ial, βτ = 0 y se obtiene la misma expresión propuesta porMajumdar [65℄ y Miller y S
hmidt [74℄.3.3. Modi�
a
ión en la Interpola
ión del Mo-mento para �ujos no esta
ionariosEn este apartado se des
ribe una modi�
a
ión del método OMI paraproblemas transitorios. Se 
onsideran las tres integra
iones implí
itas del tér-29



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentomino temporal des
ritas en el Apartado 2.4. Primero, se presenta la estrategiapropuesta en este trabajo para la aproxima
ión Euler de primer orden y, a
ontinua
ión, se muestra su extensión al esquema Euler de segundo orden detres niveles. Finalmente, se 
onsideran también los métodos Adams-Moulton,una 
ategoría de aproxima
iones multi-punto que permite la 
onstru

ión deesquemas de tiempo de 
ualquier orden de aproxima
ión.3.3.1. Esquema temporal Euler de primer ordenEl pro
edimiento desarrollado en el apartado anterior para obtener unmodelo de interpola
ión del momento 
on relaja
ión iner
ial puede emplearsepara la aproxima
ión Euler de primer orden puesto que, en este 
aso, la dis-
retiza
ión del término transitorio real y arti�
ial es formalmente equivalente.Di
ho esquema temporal (E
ua
ión (2.16)) 
ondu
e a la siguiente dis
retiza-
ión del término transitorio de la e
ua
ión de 
antidad de movimiento:
∂ρu

∂t

∣∣∣∣
P

VP � at
P (uP − un−1

P ) (3.26)donde n− 1 es el tiempo anterior y at
P está dada por

at
P =

ρPVP

∆t
. (3.27)Aquí ∆t es el paso de tiempo (físi
o), y se supone densidad 
onstante.La deriva
ión del pro
edimiento modi�
ado parte de la e
ua
ión de 
an-tidad de movimiento in
luyendo explí
itamente el término temporal dis
re-tizado, que involu
ra a la velo
idad en el paso de tiempo anterior:

at
PuP + aPuP +

∑

NB(P )

aNBuNB − bP − fxP = at
Pu

n−1
P , (3.28)e
ua
ión formalmente idénti
a a la E
ua
ión (3.14). Por tanto, usando elmismo pro
edimiento que para la relaja
ión iner
ial, la 
orre

ión MMI parael esquema Euler resulta:

u′
MMI
e =

1

1 + ⌊βt⌋e

u′
OMI
e +

⌊βt⌋e

1 + ⌊βt⌋e

u′
MMI
e

n−1
, (3.29)donde

βt = at/a . (3.30)Cuando se al
anza un estado esta
ionario después de una evolu
ión transi-toria, la solu
ión es independiente del tamaño del paso de tiempo usado ya30



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentoque u′MMI
e = u′MMI

e

n−1, y los 
oe�
ientes βt (que son los úni
os que in
luyen
∆t) desapare
en de la e
ua
ión.Un paso 
ru
ial en la obten
ión del presente modelo es el uso de lase
ua
iones equivalentes a las (3.18) para el paso de tiempo real:

⌊
1

1 + βt
e

fx

a

⌋

e

�
1

1 + ⌊βt⌋e

⌊
fx

a

⌋

e

;

⌊
βtun−1

1 + βt

⌋

e

�
⌊βt⌋e ⌊un−1⌋e

1 + ⌊βt⌋e

.(3.31)A diferen
ia de la solu
ión de un �ujo esta
ionario, los términos que surgende esta aproxima
ión no serán eliminados en los pasos de tiempo intermediosde una simula
ión de �ujo transitorio. La pre
isión del esquema transitoriopodría resultar alterada; por este motivo, el orden de aproxima
ión del es-quema temporal de dis
retiza
ión será examinado mediante `experimentosnuméri
os' en el Capítulo 6, 
onsistentes en la resolu
ión del problema delamortiguamiento de vórti
es bidimensionales (Taylor-Green) para distintostamaños de paso de tiempo, y se mostrará que se 
onserva la pre
isióntemporal.El 
omportamiento asintóti
o de la 
orre

ión para ue (E
ua
ión (3.29))es 
onsistente tanto para pasos de tiempo pequeños 
omo para grandes. Eneste último 
aso (βt es pequeña), la MMI 
ondu
e al método original (OMI), ypor tanto el nuevo algoritmo numéri
o no introdu
e disipa
ión extra. Cuandoel paso de tiempo tiende a 
ero, la e
ua
ión se redu
e a u′MMI
e = u′MMI

e

n−1
omo se espera para el esquema Euler de primer orden.A 
ontinua
ión, se revisa el 
omportamiento de la formula
ión originaly del método de Choi [18℄, remar
ando su 
omportamiento asintóti
o. Sise emplease el método original en un problema transitorio, en 
ambio, lavelo
idad en la 
ara se expresaría 
omo
uOMI

e = ⌊u⌋e +

⌊
1

a + at

⌋

e

fxe −
⌊

fx

a+ at

⌋

e

, (3.32)y para ∆t → 0 se obtendría uOMI
e = ⌊u⌋e. Por lo tanto, el término dea
oplamiento de velo
idad y presión introdu
ido por la interpola
ión delmomento desapare
ería de la e
ua
ión y el 
ál
ulo numéri
o podría 
ondu
ira 
ampos de presión 
on os
ila
iones no realistas. Un ejemplo de este mal
omportamiento de la OMI será mostrado en el Capítulo 6.Choi [18℄ señaló por primera vez que la OMI produ
e solu
iones de-pendientes del tamaño del paso temporal y propuso el siguiente esquemamejorado (según la nota
ión empleada en este trabajo y suponiendo que el

31



3. Interpola
ión Compa
ta del Momento
oe�
iente de relaja
ión lineal es igual a 1 (αL = 1)):
uChMI

e = ⌊u⌋e −
⌊

fx

a + at

⌋

e

+

⌊
1

a+ at

⌋

e

fxe+ (3.33)
+

{
at

e

⌊
1

a+ at

⌋

e

uChMI
e

n−1 −
⌊
atun−1

a+ at

⌋}
,donde at

e = ρVe/∆t siendo Ve el volumen de la 
elda de
alada y 
entradaen la 
ara este. El 
omportamiento asintóti
o de la e
ua
ión anterior es elapropiado para pasos de tiempo grandes (los 
oe�
ientes de at son pequeñosy se re
upera la 
orre

ión original). Para pasos de tiempo pequeños, sinembargo, se mani�esta 
ierta in
onsisten
ia puesto que se obtiene
ĺım

∆t→0

{
uChMI

e − ⌊u⌋e

}
=

{
at

e

⌊
1

at

⌋

e

uChMI
e − ⌊u⌋e

}n−1

, (3.34)en lugar de la igualdad u′ChMI
e = u′ChMI

e

n−1. Además, Yu et al. [115℄ mostra-ron que, para pasos de tiempo intermedios, la solu
ión del estado esta
ionariovaría 
on este parámetro. Aunque la desvia
ión no es signi�
ativa (
omparada
on errores de dis
retiza
ión), la dependen
ia 
on el paso de tiempo es noobstante un 
omportamiento indeseable.A modo de 
on
lusión, el método de interpola
ión propuesto para el
ál
ulo de �ujos no esta
ionarios 
onsigue dos objetivos prin
ipales en lamejora del método MI: se evitan 
ampos de presión del tipo de tablero deajedrez, in
luso para pasos de tiempo pequeños, y la solu
ión del estadoesta
ionario es independiente del paso de tiempo usado en la integra
ióntemporal.3.3.2. Esquema temporal Euler de segundo ordenAlgunas apli
a
iones requieren integrar en el tiempo 
on mayor pre
isiónque el primer orden. La modi�
a
ión del método de interpola
ión del momen-to se extiende a 
ontinua
ión para esquemas temporales de segundo orden,ha
iendo uso del método Euler de tres niveles.La dis
retiza
ión del término temporal de la e
ua
ión de 
antidad demovimiento utilizando el método Euler de tres niveles de diferen
ias ha
iaatrás (E
ua
ión (2.17)) resulta
∂ρu

∂t

∣∣∣∣
P

VP �
3uP − 4un−1

P + un−2
P

2∆t
ρVP . (3.35)Análogamente al esquema implí
ito de primer orden (y, por 
onsiguiente,a la relaja
ión iner
ial), el pro
edimiento MMI para el esquema multi-nivel32



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentose basa en in
luir explí
itamente en la e
ua
ión de 
antidad de movimientolos términos provenientes de la dis
retiza
ión en el tiempo, que 
ontienen elpaso de tiempo real (∆t). Cuando se usa el esquema Euler de segundo orden,apare
en tres niveles de tiempo en la e
ua
ión dis
retizada:
at0

P =
3

2

ρPVP

∆t
= c0a

t
P (3.36)

at1
P = 2

ρPVP

∆t
= c1a

t
P

at2
P = −1

2

ρPVP

∆t
= c2a

t
P ,donde at

P = ρPVP/∆t, y los 
oe�
ientes ci son c0 = 1.5, c1 = 2.0 and c2 =
−0.5. Enton
es, la e
ua
ión se es
ribe:
c0a

t
PuP + aPuP + (

∑

NB(P )

aNBuNB − bP ) − fxP = c1a
t
Pu

n−1
P + c2a

t
Pu

n−2
P .(3.37)Siguiendo el mismo pro
edimiento des
rito en el apartado anterior (y usandolas mismas aproxima
iones), la 
orre

ión de la velo
idad en la 
ara para elesquema de tiempo Euler de segundo orden es

u′
MMI
e =

1

1 + c0 ⌊βt⌋e

u′
MMI
e + (3.38)

+
c1 ⌊βt⌋e

1 + c0 ⌊βt⌋e

u′
MMI
e

n−1
+

+
c2 ⌊βt⌋e

1 + c0 ⌊βt⌋e

u′
MMI
e

n−2
.Shen et al. [98℄ sugirieron un motivo para las os
ila
iones de presión obtenidas
uando se apli
a la té
ni
a original (OMI) a �ujos no esta
ionarios: la in
lu-sión de la velo
idad en la 
ara en pasos de tiempo anteriores en la de�ni
ión dela pseudo-velo
idad 
ondu
e a 
ierta in
onsisten
ia puesto que di
hos valoreshan sido 
al
ulados previamente usando la interpola
ión del momento. Lamodi�
a
ión a la OMI propuesta por Shen et al. [98℄ para el esquema Eulerde segundo orden puede verse 
omo una extensión natural al segundo ordendel método, en mallas uniformes, de Choi [18℄ para el primer orden (E
ua
ión(3.33)). Tras algunas opera
iones algebrai
as y usando la nota
ión seguida
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3. Interpola
ión Compa
ta del Momentoen este trabajo, la expresión propuesta por Shen et al. queda:
uSMI

e − ⌊u⌋e = −
⌊

fx

a + c0at

⌋

e

+

⌊
1

a + c0at

⌋

e

fxe+ (3.39)
+

{⌊
c1a

t

a+ c0at

⌋

e

uSMI
e

n−1 −
⌊
c1a

tun−1

a+ c0at

⌋

e

}

+

{⌊
c2a

t

a+ c0at

⌋

e

uSMI
e

n−2 −
⌊
c2a

tun−2

a+ c0at

⌋

e

}
.El 
omportamiento asintóti
o de la e
ua
ión anterior es 
onsistente 
on elesquema de tiempo para tamaños de paso de tiempo pequeño:

ĺım
∆t→0

u′
SMI
e =

c1
c0
u′

SMI
e

n−1
+
c2
c0
u′

SMI
e

n−2
. (3.40)Se obtiene también un buen 
omportamiento para pasos de tiempo largos yaque

ĺım
∆t→∞

u′
SMI
e = u′

OMI
e . (3.41)Sin embargo, 
uando se usan pasos de tiempo intermedios, la solu
ión delestado esta
ionario depende del paso; lo que se puede demostrar siguiendo elmismo pro
edimiento que Yu et al. [116℄ apli
aron a la 
orre

ión propuestapor Choi [18℄ para el esquema de primer orden. Por otro lado, inspe

ionandolas E
ua
iones (3.38) y (3.39) se observa que el esquema propuesto en estetrabajo no presenta di
ha de�
ien
ia y no resulta más difí
il de implementarque el esquema de Shen et al. [98℄.3.3.3. Esquema temporal Adams-Moulton de segundoordenLos métodos Adams-Moulton pertene
en a la 
ategoría de esquemas mul-ti-punto de dos niveles. La aproxima
ión de segundo orden, es obtenidaapli
ando la regla del trapezoide a la e
ua
ión integrada en el tiempo (verApartado 2.4), obteniéndose la siguiente e
ua
ión de 
antidad de movimientodis
retizada:

2at
PuP + aPuP + (

∑

NB(P )

aNBuNB − bP ) − fxP = (3.42)
= 2at

Pu
n−1
P −



aPuP + (

∑

NB(P )

aNBuNB − bP ) − fxP





n−1

.34



3. Interpola
ión Compa
ta del MomentoDe nuevo, la e
ua
ión pre
edente es formalmente equivalente a la del pri-mer orden de aproxima
ión del término temporal (E
ua
ión (3.28)), ex-
epto por el fa
tor 2 que multipli
a al 
oe�
iente at
P y un término ex-tra (entre llaves en el lado dere
ho de la e
ua
ión) evaluado en el nivelde tiempo anterior. Como este término nuevo no depende explí
itamentedel tamaño de paso de tiempo, puede ser in
luido por 
onvenien
ia en eltérmino de pseudo-velo
idad, e.g. usando un nuevo término fuente: bTP =

bP −
{
aPuP + (

∑
NB(P ) aNBuNB − bP ) − fxP

}n−1. Por lo tanto:
uP = − 1

1 + 2βt
P

∑
NB(P ) aNBuNB − bTP

aP
+

1

1 + 2βt
p

fxP

aP
+

2βt
P

1 + 2βt
P

un−1
P =(3.43)

= ûP +
1

1 + 2βt
P

fxP

aP
+

2βt
P

1 + 2βt
P

un−1
P .La 
orre

ión apli
ada a la velo
idad en la 
ara para el esquema Adams-Moulton de segundo orden es enton
es

u′
MMI
e =

1

1 + 2 ⌊βt⌋e

u′
OMI
e +

2 ⌊βt⌋e

1 + 2 ⌊βt⌋e

u′
MMI
e

n−1
. (3.44)Esta expresión es extensible dire
tamente a 
ualquier orden de aproxima
ióndel método Adams-Moulton, sin más que 
ambiar el fa
tor que multipli
a alos 
oe�
ientes βt (según la E
ua
ión (2.18)).3.4. Una Interpola
ión Compa
ta del Momen-toLas modi�
a
iones a la interpola
ión original del momento de Rhie yChow [92℄ desarrolladas en este trabajo (y des
ritas a lo largo de este 
a-pítulo) pueden 
ombinarse en una úni
a expresión 
ompa
ta, la 
ual tieneen 
uenta ambas formula
iones de la relaja
ión (lineal e iner
ial) así 
omovarios esquemas de integra
ión en el tiempo. La e
ua
ión de partida paraesta Interpola
ión Compa
ta del Momento (CMI) es la e
ua
ión de 
antidadde movimiento formulada de la siguiente manera:

cOβ
t
PaPuP +

βτ
P + 1

αL
aPuP + (

∑

NB(P )

aNBuNB − bTP ) − fxP = (3.45)
= c1β

t
PaPu

n−1
P + c2β

t
PaPu

n−2
P +

1 + βτ
P − αL

αL
aPu

k−1
P ,35



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentodonde los 
oe�
ientes ci se determinan en fun
ión del esquema de tiempoempleado, y se presentan en la Tabla 3.1. Siguiendo el pro
edimiento des
ritoen los apartados pre
edentes, se es
ribe una e
ua
ión equivalente para la
ara este y los nuevos términos que surgen se evalúan usando aproxima
ionessimilares. Estas aproxima
iones 
onsisten en el uso de una interpola
ión linealpara la pseudo-velo
idad (ûCMI
e �

⌊
ûCMI

⌋
e
), 
uya de�ni
ión en el nodo Presulta de una extensión natural desde su expresión en el 
aso OMI (E
ua
ión(3.3)) a la formula
ión 
ompa
ta:

ûCMI
P = − αL

1 + βτ
P + c0β

t
Pα

L

∑
NB(P ) aNBuNB − bTP

aP

, (3.46)donde bTP involu
ra a todos los término fuentes que no in
luyen explí
itamente
oe�
ientes de relaja
ión o pasos de tiempo real ∆t. Como se ha
e fre
uen-temente en la estrategia MI, se usa también una interpola
ión lineal para
al
ular el término (1/ae) � ⌊1/a⌋e. Además, el presente método introdu
edos 
onjuntos de aproxima
iones adi
ionales: las e
ua
iones (3.18) si se usarelaja
ión iner
ial y (3.31) en el 
aso de resolver �ujos no esta
ionarios. Comoresultado, la velo
idad en la 
ara de a
uerdo 
on el modelo de Interpola
iónCompa
ta del Momento (uCMI
e ) propuesto aquí puede ser expresada 
omouna interpola
ión lineal más un término de 
orre

ión (u′CMI

e ):
uCMI

e = ⌊u⌋e + u′
CMI
e . (3.47)El término de 
orre

ión está dado por

u′
CMI
e =

αL

1 + ⌊βτ⌋e + c0 ⌊βt⌋e α
L
u′

OMI
e + (3.48)

+
1 + ⌊βτ⌋e − αL

1 + ⌊βτ⌋e + c0 ⌊βt⌋e α
L
u′

CMI
e

k−1
+

+
c1 ⌊βt⌋e α

L

1 + ⌊βτ⌋e + c0 ⌊βt⌋e α
L
u′

CMI
e

n−1
+

+
c2 ⌊βt⌋e α

L

1 + ⌊βτ⌋e + c0 ⌊βt⌋e α
L
u′

CMI
e

n−2
,Tabla 3.1: Coe�
ientes ci en el esquema CMI (E
ua
iones (3.48) o (3.50))

c0 c1 c2Esta
ionario 0 0 0Euler, primer orden 1 1 0Euler, segundo orden 1.5 2 -0.5Adams-Moulton, segundo orden 2 2 036



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentodonde u′OMI
e es la 
orre

ión OMI (E
ua
ión (3.8)) y los 
oe�
ientes β sede�nen 
omo βτ,t = aτ,t/a. Como se muestra en la Tabla 3.1, los 
oe�
ientes

ci 
umplen la rela
ión c0 = c1 + c2 y, por tanto, 
uando se al
anza unasolu
ión esta
ionaria y 
onvergida, se re
upera la 
orre

ión OMI. Por otrolado, 
uando ∆t → 0, la velo
idad en la 
ara es 
onsistente 
on el esquemade tiempo usado:
ĺım

∆t→0
u′

CMI
e =

c1
c0
u′

CMI
e

n−1
+
c2
c0
u′

CMI
e

n−2
. (3.49)La E
ua
ión (3.48) puede ser es
rita en una forma más 
ompa
ta usando elparámetro de relaja
ión total βr, de�nido en la E
ua
ión (3.23).

u′
CMI
e =

1

1 + ⌊βr⌋e + c0 ⌊βt⌋e

{
u′

OMI
e + ⌊βr⌋e u

′CMI
e

k−1
+ (3.50)

+ c1
⌊
βt

⌋
e
u′

CMI
e

n−1
+ c2

⌊
βt

⌋
e
u′

CMI
e

n−2
}

.De este modo, la 
orre

ión de velo
idad en la 
ara 
al
ulada según el modeloCMI propuesto es sen
illa de implementar. Consiste en la adi
ión de variostérminos a la 
orre

ión original (u′OMI
e ) para tener en 
uenta términos tem-porales o de relaja
ión. Estos términos dependen de la propia 
orre

ión en laitera
ión anterior (u′CMI

e

k−1) o en niveles de tiempo anteriores (u′CMI
e

n−1, et
,dependiendo del esquema temporal), y están multipli
ados por el 
oe�
ientede relaja
ión (βr) o temporal (βt). Comparando el 
oste 
omputa
ional deeste modelo respe
to a la MI original, requiere la interpola
ión lineal de dosparámetros adi
ionales (βτ y βt) y el alma
enamiento de la propia 
orre

iónen niveles de tiempo previos.Úni
amente se tiene 
onstan
ia de otro modelo de interpola
ión del mo-mento en la literatura que 
onduz
a a resultados independientes del tamañodel paso de tiempo: el método de Yu et al. [116℄, que es apli
able al esquematemporal Euler de primer orden así 
omo a la relaja
ión lineal. A 
ontinua-
ión, se des
riben sus 
ara
terísti
as, y se 
omparan 
on el nuevo métodoCMI. Usando la nota
ión seguida en esta memoria, su expresión para lavelo
idad en la 
ara (uY MI
e ) se es
ribe

uY MI
e =

1

⌊a⌋e + at
e

{⌊
(a+ at)u

⌋
e
+ (fxe − ⌊fx⌋e)

}
+ (3.51)

+ (1 − αL)

{
uY MI

e

k−1 −
⌊
(a+ at)uk−1

⌋
e

⌊a⌋e + at
e

}

+
αL

⌊a⌋e + at
e

{
at

eu
Y MI
e

n−1 −
⌊
atun−1

⌋
e

}
,37



3. Interpola
ión Compa
ta del Momentodonde at
e = ρVe/∆t, 
on Ve el volumen de una 
elda desplazada y 
on 
entroen la 
ara este2. Asimismo, no se han es
rito los términos fuentes explí
itospara simpli�
ar la 
ompara
ión 
on la presente propuesta, viz E
ua
ión (3.50)tomando c2 = 0 y βr = (1 − αL)/αL.)En el modelo de Yu et al. [116℄, la velo
idad en la 
ara en la 
onvergen
iay en el estado esta
ionario es

uY OMI
e =

⌊au⌋e

⌊a⌋e

+
1

⌊a⌋e

{fxe − ⌊fx⌋e} . (3.52)y no requiere aproxima
iones adi
ionales, a diferen
ia del método propuestoen esta memoria que emplea las aproxima
iones de las E
ua
iones (3.18)y (3.31). En 
ambio, la velo
idad en la 
ara uY MI
e no es expresada 
omoun término de 
orre

ión añadido a la interpola
ión lineal, ha
iendo másdifí
il 
ontrolar la disipa
ión que se quiere introdu
ir vía un 
oe�
iente 
omose des
ribió en el Apartado 3.1. Además, el 
oste 
omputa
ional de imple-mentar la e
ua
ión de Yu et al. (E
ua
ión (3.51)) es algo mayor que la CMIpropuesta, ya que involu
ra más interpola
iones y requiere el alma
enamientode parámetros nuevos adi
ionales, tales 
omo ⌊au⌋e y ⌊atu⌋e. Finalmente, el
omportamiento asintóti
o del presente modelo para tamaños de paso detiempo pequeños (∆t → 0) es más apropiado ya que u′CMI

e → u′CMI
e

n−1,mientras que la tenden
ia para la e
ua
ión uY MI
e depende del 
oe�
iente derelaja
ión lineal.

ĺım
∆t→0

{
uY MI

e − ⌊au⌋e

⌊a⌋e + at
e

}
=(1 − αL)

{
uY MI

e − ⌊au⌋e

⌊a⌋e + at
e

}k−1

+ (3.53)
+ αL

{
uY MI

e − ⌊au⌋e

⌊a⌋e + at
e

}n−1

.El método de interpola
ión del momento de Yu et al. [116℄ se usa es
asamenteen apli
a
iones prá
ti
as debido a su ardua implementa
ión, en 
ompara
ión
on el esquema de Choi [18℄, el 
ual ofre
e una expresión más simple paratener en 
uenta la presen
ia tanto de 
oe�
ientes de relaja
ión lineal 
omo detérminos transitorios. Mientras que en el Apartado 3.3.1 se mostró el esquemade Choi suponiendo αL = 1, aquí se es
ribe la expresión 
ompleta:
u′

ChMI
e = αLu′

OMI
e + (1 − αL)u′

ChMI
e

k−1 (3.54)
+ αL

{
at

e

⌊
1

a + at

⌋
uChMI

e −
⌊
atu

a+ at

⌋}n−1

.2El fa
tor (a + at) en el segundo término del lado dere
ho no apare
e en la expresiónpubli
ada por Yu et al. [116℄; probablemente debido a una errata tipográ�
a.38



3. Interpola
ión Compa
ta del MomentoEsta e
ua
ión se obtiene a partir del esquema temporal Euler de primerorden para la integra
ión en el tiempo, y 
omo se men
ionó anteriormente,la expresión de Shen et al. [98℄ puede 
onsiderarse una extensión naturalal segundo orden, al menos en mallas uniformes, donde at es 
onstante.Sin embargo, las solu
iones obtenidas usando la e
ua
ión anterior dependenligeramente del paso de tiempo ([116℄).Se 
onsidera que la formula
ión 
ompa
ta propuesta en este trabajo deinvestiga
ión puede ser 
ompetitiva y útil en apli
a
iones prá
ti
as puestoque no presenta las de�
ien
ias men
ionadas del esquema de Choi [18℄ y noes más 
ompli
ada de implementar (
omparar E
ua
ión (3.48) 
on βτ = 0)y E
ua
ión (3.54)).
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Capítulo 4Pre
ondi
ionamiento basado enuna implementa
ión par
ialmenteimplí
ita de la CMIGo for the messes - that�s where the a
tion is.- S. WeinbergUna vez des
rito el pro
edimiento de dis
retiza
ión de las e
ua
iones deNavier-Stokes en los dos 
apítulos pre
edentes, se detalla en este 
apítuloel método propuesto en este trabajo para resolver simultáneamente todas lase
ua
iones algebrai
as resultantes de la dis
retiza
ión. En primer lugar, setrata el pro
edimiento de linealiza
ión y la integra
ión de paso dual implí
ita.A 
ontinua
ión, se des
riben las estrategias llevadas a 
abo para forzar ladominan
ia de la diagonal prin
ipal del sistema a
oplado, en las �las 
orres-pondientes tanto a las e
ua
iones de 
antidad de movimiento 
omo a la de
ontinuidad.4.1. Pro
edimiento de linealiza
ión e integra-
ión en el tiempo de paso dualEl objetivo de resolver las e
ua
iones de 
ontinuidad y 
antidad de movi-miento simultáneamente es 
onseguir una metodología más robusta (respe
toal método segregado) preservando el a
oplamiento intrínse
o de las variablesfísi
as. Los métodos tipo Newton permiten una linealiza
ión exa
ta y evitanlas itera
iones debidas a los términos no lineales, pero la evalua
ión delja
obiano de la matriz es, en general, muy 
ostosa en tiempo 
omputa
ionaly el sistema lineal resultante puede estar mal 
ondi
ionado y ser difí
il de40



4. Pre
ondi
ionamientoresolver. Por otra parte, los métodos inexa
tos o aproximados de Newton bus-
an evaluar una matriz ja
obiana menos 
ompleja, eliminando dire
tamenteelementos en el primer 
aso o utilizando aproxima
iones 
on más justi�
a
iónfísi
a en el segundo; en 
ualquier 
aso, a 
osta de ne
esitar resolver variasve
es un sistema lineal para al
anzar solu
iones pre
isas (ver, por ejemplo,[68℄, [17℄ o [27℄).Un método alternativo de linealiza
ión es el pro
edimiento de sustitu
iónsu
esiva (o de Pi
ard). Aunque el número de itera
iones exteriores (aquellasdebidas al he
ho de ser un sistema no lineal) es mayor en el método dePi
ard que en uno tipo Newton, 
ada sistema lineal se forma 
on un 
oste
omputa
ional 
omparativamente pequeño. La linealiza
ión por sustitu
iónsu
esiva se ha utilizado tradi
ionalmente para resolver las e
ua
iones deNavier-Stokes de forma segregada [29℄. La apli
a
ión del pro
edimiento dePi
ard a un sistema a
oplado requiere la resolu
ión y el alma
enamientode un sistema más grande (respe
to a los segregados) en 
ada itera
ión y,por tanto, un mayor 
oste 
omputa
ional; 
omo 
ontrapartida, se evitan los
i
los adi
ionales debidos al a
oplamiento entre las e
ua
iones de transporte.Teniendo en 
uenta que el modelo de implementa
ión diferida de la té
ni
ade interpola
ión del momento propuesto en este trabajo (que será tratado enel Apartado 4.3) retiene el a
oplamiento velo
idad-presión en la e
ua
ión de
ontinuidad (además de en las de 
antidad de movimiento) de una maneraimplí
ita (es de
ir, en la itera
ión a
tual), la linealiza
ión por sustitu
iónsu
esiva puede ser un método 
ompetitivo para algoritmos a
oplados po
asve
es do
umentado en la literatura.Cuando se resuelven �ujos no esta
ionarios, la integra
ión temporal im-plí
ita permite elegir el paso de tiempo 
onsiderando úni
amente las es-
alas de tiempo 
ara
terísti
as del problema (las restri

iones debidas aun esquema numéri
o explí
ito imponen habitualmente pasos de tiempomenores). Para aumentar la pre
isión de las solu
iones transitorias, se puedere
urrir a esquemas implí
itos de orden alto. El pre
ondi
ionamiento delproblema, por otra parte, re
ae en el falso paso temporal de la relaja
ióniner
ial o en el término de pseudo-
ompresibilidad (
omo se detallará en losapartados siguientes). El esquema implí
ito de primer orden es su�
ientepara integrar estos términos temporales arti�
iales ya que no se requierensolu
iones pre
isas de las itera
iones exteriores. Como resultado, se apli
a unmétodo de integra
ión en el tiempo de paso dual 
ompletamente implí
itoes apli
ado: por 
ada paso de tiempo físi
o se lleva a 
abo un determinadonúmero de itera
iones (
on un falso paso de tiempo) para al
anzar la solu
ión
onvergida. 41



4. Pre
ondi
ionamiento4.2. Pre
ondi
ionamiento de las e
ua
iones de
antidad de movimiento, y otras e
ua
io-nes de transporteEl esquema utilizado para 
al
ular los términos 
onve
tivos de las e
ua-
iones de transporte in�uye en el número de 
ondi
ión de la matriz de
oe�
ientes. Como se desta
ó en el Apartado 2.2, en este algoritmo se empleanesquemas de interpola
ión diferentes para 
al
ular las velo
idades en las 
arasdependiendo de su papel en las e
ua
iones de 
onserva
ión. Puesto que unainterpola
ión lineal de las velo
idades es su�
iente para satisfa
er el balan
ede masa integral, las velo
idades involu
radas en el �ujo de masa a travésde las 
aras, 
al
uladas de forma explí
ita, son interpoladas linealmente(y 
orregidas por el método de interpola
ión 
ompa
ta del momento paraevitar os
ila
iones no realistas de la presión). En 
ambio, se ha
e uso de unesquema 
onve
tivo (entre los des
ritos en el Apartado 2.3) para interpolarlas variables transportadas φ en el término de 
onve

ión, que son in
ógnitasdel sistema y se tratan implí
itamente.El esquema 
onve
tivo Upwind, a pesar de su pobre pre
isión [56℄, hasido apli
ado 
on fre
uen
ia en los algoritmos segregados debido a las buenaspropiedades numéri
as de la matriz de 
oe�
ientes resultante. La molé
ula
omputa
ional engloba úni
amente 7 nodos (en una malla re
tangular 3D)y la dominan
ia de la diagonal prin
ipal está asegurada. Para poder apli
aresquemas 
onve
tivos de mayor orden manteniendo las buenas propiedadesnuméri
as del esquema Upwind, se emplea una implementa
ión diferida detal forma que la parte `anti-difusiva' de la formula
ión (ver E
ua
ión (2.12))se 
al
ula explí
itamente usando los valores 
ono
idos de las variables en laitera
ión anterior y se añaden al ve
tor del lado dere
ho del sistema (o ve
torfuente). Se al
anza la solu
ión de mayor orden en la 
onvergen
ia del métodoiterativo. A modo de ejemplo, la e
ua
ión dis
retizada del término 
onve
tivoa través de la 
ara este para una variable transportada φ se 
al
ula 
omo:
ṁeφe = {ρeAeu

CMI
e }k−1φk

U + {ρeAeu
CMI
e

1

2
ψ(r)(φU − φUU)}k−1 , (4.1)donde se designa la itera
ión a
tual 
omo k, y la anterior 
omo k − 1. Elprimer sumando en la e
ua
ión anterior se trata implí
itamente, mientrasque el segundo se 
al
ula explí
itamente y se introdu
e en el ve
tor fuente.Cabe desta
ar asimismo que en las e
ua
iones de 
antidad de movimiento φ
orresponde a una de las 
omponentes de la velo
idad.En el sistema a
oplado de e
ua
iones, sin embargo, la dominan
ia diago-nal de la matriz en las �las 
orrespondientes a las e
ua
iones de 
antidad de42



4. Pre
ondi
ionamientomovimiento está todavía 
omprometida por los 
oe�
ientes adi
ionales (res-pe
to al método segregado) que provienen de la dis
retiza
ión del gradiente depresión (en general,aup, avp y awp 6= 0). En este trabajo, se utiliza relaja
ióniner
ial para 
ompensar estos 
oe�
ientes extra fuera de la diagonal prin
ipal.En el 
aso de la e
ua
ión para u en la 
elda P , el término pseudo-transitoriodis
reto es:
ρ
uk−1

P − uP

∆τ
VP = aτ

P (uk−1
P − uP ) , (4.2)donde k−1 ha
e referen
ia a la itera
ión anterior. De esta forma, el 
oe�
iente

aτ
P es añadido a la diagonal prin
ipal en las �las de la matriz 
orrespondientesa la e
ua
ión de 
antidad de movimiento y aumenta su número de 
ondi
ión.Además, en el Apartado 5.2 se dedu
e un valor apropiado del falso pasotemporal (∆τ), de tal forma que su ele

ión no es una tarea 
ríti
a para la
onvergen
ia del método.A diferen
ia de las e
ua
iones de 
antidad de movimiento, otras e
ua
io-nes de 
onve

ión-difusión puras (
omo una e
ua
ión de transporte para latemperatura) no requieren pre
ondi
ionamiento por relaja
ión iner
ial paraasegurar la dominan
ia de la diagonal puesto que la variable transportadano está dire
tamente a
oplada 
on otras variables primitivas. Los úni
os
oe�
ientes fuera de la diagonal prin
ipal son debidos a la dis
retiza
ión deltérmino 
onve
tivo y difusivo. La implementa
ión diferida de los esquemas
onve
tivos y el uso del esquema CDS para 
al
ular los gradientes del tér-mino difusivo aseguran una matriz de 
oe�
ientes diagonalmente dominante.No obstante, los resultados presentados en este trabajo han sido obtenidosapli
ando relaja
ión también a la e
ua
ión de energía y se ha usado el mismofalso paso temporal para todas las variables dependientes 
on el objetivo desin
ronizar su mar
ha en el (falso) tiempo.4.3. Pre
ondi
ionamiento de la e
ua
ión de 
on-tinuidadEl pre
ondi
ionamiento de la e
ua
ión de 
ontinuidad es un punto 
ríti
oen el intento de resolver las e
ua
iones de Navier-Stokes para �ujos in
ompre-sibles de una forma a
oplada puesto que una de las in
ógnitas, la presión, notiene e
ua
ión. Una té
ni
a que se usa fre
uentemente para adaptar estrate-gias propias de �ujos 
ompresibles es el modelo de 
ompresibilidad arti�
ial.El método estándar, propuesto por Chorin [20℄, 
onsiste en añadir un términoarti�
ial de derivada temporal de la presión (esto es, (1/β)/(∂p/∂τ)), el 
ualemula el término transitorio de la e
ua
ión de 
onserva
ión de masa en un�ujo 
ompresible. 43



4. Pre
ondi
ionamientoAunque el término de 
ompresibilidad arti�
ial elimina los 
eros de ladiagonal prin
ipal de la matriz de 
oe�
ientes A, la ne
esidad de determinarel parámetro libre β resta robustez al método: el valor, que afe
ta a lavelo
idad de 
onvergen
ia, se elige mediante `experimenta
ión numéri
a'. Sepuede mitigar este in
onveniente rela
ionando el parámetro libre β 
on unavelo
idad pseudo-a
ústi
a, cτ , a través de la siguiente e
ua
ión:
∂ρ

∂τ
=
∂ρ

∂p

∂p

∂τ
=

1

c2τ

∂p

∂τ
. (4.3)En la literatura hay disponible una variedad de op
iones para el 
ál
ulo de cτ(ver, por ejemplo, [107℄, [114℄, [66℄ o [57℄), rela
ionándola 
on una velo
idadglobal de referen
ia, la velo
idad lo
al en 
ada 
elda o una velo
idad difusiva(en el 
aso de �ujos dominados por la difusión). A modo de ejemplo, laexpresión propuesta por Weiss and Smith [114℄ para la velo
idad pseudo-a
ústi
a es:

cτ = max(|v| , ν/∆x) , (4.4)donde el primer elemento es el módulo de la velo
idad lo
al y el segundorepresenta la velo
idad difusiva (siendo ν la vis
osidad 
inemáti
a). Comoseñalan Venkateswaran et al. [109℄ la robustez de las diferentes varia
iones depre
ondi
ionamiento, sin embargo, se ve todavía amenazada por la ne
esidadde de�nir una velo
idad 
onve
tiva mínima en zonas de estan
amiento, dondela velo
idad lo
al tendería a 
ero.En este trabajo se propone una estrategia diferente para evitar la apari-
ión de 
eros en la diagonal prin
ipal de la matriz de 
oe�
ientes, basadaen una implementa
ión `par
ialmente implí
ita' de una e
ua
ión de tipoPoisson derivada a partir de la e
ua
ión de 
ontinuidad. Esta implementa
ióninvolu
ra términos implí
itos que 
ontribuyen a la estabiliza
ión del métodoiterativo 
omo se detalla a 
ontinua
ión.En el desarrollo del método se 
onsidera, en primer lugar por simpli
idad,la resolu
ión de �ujo esta
ionario sin utilizar relaja
ión (más abajo se trataráel 
aso general 
on términos transitorios y 
oe�
ientes de relaja
ión). Lae
ua
ión de 
ontinuidad se dis
retiza 
al
ulando las velo
idades en las 
arasde a
uerdo 
on el modelo de Interpola
ión Compa
ta del Momento (Capítulo3): ∑

nb(P )

ρnbAnbv
CMI
nb = 0 . (4.5)Introdu
iendo los valores de las velo
idades 
orregidas según la interpola
ióndel momento (E
ua
ión (3.7) o E
ua
ión (3.50) 
on βt = βr = 0), se obtiene44



4. Pre
ondi
ionamientola siguiente e
ua
ión de Poisson dis
retizada:
∑

nb(P )

ρnbAnb ⌊v⌋nb +
∑

nb(P )

ρnbAnb

{⌊
1

a

⌋

nb

fnb −
⌊
f

a

⌋

nb

}
= 0 , (4.6)donde fnb es la fuerza de presión sobre la 
elda de
alada en la dire

iónapropiada. Este término in
luye valores de presión en los nodos de las 
eldas(fnb = −APpP − ANBpNB) y, en 
on
reto, 
oe�
ientes de las in
ógnitas pque se introdu
en en la diagonal prin
ipal de la matriz eliminando así loselementos nulos. La implementa
ión `par
ialmente implí
ita' propuesta eneste trabajo 
onsiste en diferir al lado dere
ho (o ve
tor fuente) los términosque 
ontienen la interpola
ión lineal de la fuerza de presión ⌊f/a⌋nb, mien-tras que los términos responsables del a
oplamiento velo
idad-presión sonin
luidos implí
itamente en la matriz de 
oe�
ientes. La e
ua
ión resultante,es
ribiendo en el lado izquierdo los términos implí
itos (
on superíndi
e kpara las in
ógnitas) y en el dere
ho los explí
itos, es:

∑

nb(P )

ρnbAnb(1 − λnb)v
k
P +

∑

nb(P )

ρnbAnbλnbv
k
NB+ (4.7)

+
∑

nb(P )

ρnbAnb

⌊
1

a

⌋

nb

AP

︸ ︷︷ ︸
app,MI

P

pk
P +

∑

nb(P )

ρnbAnb

⌊
1

a

⌋

nb

ANBp
k
NB =

=
∑

nb(P )

ρnbAnb

⌊
fk−1

a

⌋

nb

.El término señalado 
on una llave es el 
oe�
iente que se introdu
e en ladiagonal prin
ipal de la e
ua
ión de 
ontinuidad app,MI
P . Ha
iendo uso de estaimplementa
ión par
ialmente diferida de la formula
ión de la interpola
ióndel momento, se evita el desa
oplamiento velo
idad-presión típi
o de lasmallas 
olo
alizadas sin in
rementar el tamaño de la molé
ula 
omputa
ional(úni
amente los nodos adya
entes están 
one
tados en la matriz de 
oe�
ien-tes). Además, el a
oplamiento se ve favore
ido por tener tanto vP 
omo pPreferidos a la misma itera
ión (la a
tual).De este modo, el pro
edimiento propor
iona una e
ua
ión para la presiónen �ujos in
ompresibles. No se 
onsigue, sin embargo, una matriz 
on domi-nan
ia de la diagonal prin
ipal debido a los 
oe�
ientes que provienen de lainterpola
ión lineal de la velo
idad (los dos primeros sumandos de la E
ua
ión(4.7)) y que a
oplan implí
itamente las in
ógnitas presión y velo
idad (en lamatriz de 
oe�
ientes apu, apv y apw 6= 0). En el algoritmo propuesto, laté
ni
a de pseudo-
ompresibilidad (des
rita brevemente al prin
ipio de este45



4. Pre
ondi
ionamientoapartado) se emplea 
omo una relaja
ión iner
ial, 
uya misión es 
ompensardi
hos elementos extra fuera de la diagonal prin
ipal (de manera análogaa la estrategia seguida para las e
ua
iones de 
antidad de movimiento enel apartado anterior). El 
oe�
iente implí
ito introdu
ido en la diagonalprin
ipal, app,τ
P , viene dado por la dis
retiza
ión del falso término transitorio(E
ua
ión (4.3)):

app,τ
P =

VP

U2∆τ
(4.8)donde U es una velo
idad de referen
ia y se propor
ionará una estima
iónpara el falso paso temporal ∆τ en el Apartado 5.2.Como 
onse
uen
ia de la 
ombina
ión del modelo de 
ompresibilidadarti�
ial y de la implementa
ión de una e
ua
ión de Poisson a partir de laformula
ión CMI, el 
oe�
iente total en la diagonal prin
ipal de la e
ua
iónpara la presión, app

P se 
ompone de dos sumandos:
app

P = app,τ
P + app,CMI

P (4.9)donde app,τ
P viene dado por la E
ua
ion (4.8) y, de la E
ua
ion (4.7), app,CMI

Pes:
app,CMI

P =
∑

nb(P )

ρnbAnb

⌊
1

a

⌋

nb

AP . (4.10)Las pruebas numéri
as realizadas durante este trabajo indi
an que este úl-timo 
oe�
iente app,CMI
P es 
ru
ial para la velo
idad de 
onvergen
ia y ro-bustez del algoritmo a
oplado (ver 
apítulo de resultados, Apartado 6.2).En lo que sigue, se propone una expli
a
ión para este 
omportamiento.Di
ho término implí
ito involu
ra en esen
ia una interpola
ión lineal del(inverso del) 
oe�
iente aP , que es el 
oe�
iente en la diagonal prin
ipalde las e
ua
iones de momento (en la matriz a
oplada, se es
ribiría auu

P =
avv

P =aww
P ) y proviene de la dis
retiza
ión de los términos 
onve
tivos ydifusivos. Este 
oe�
iente, por tanto, involu
ra la suma sobre las 
eldasve
inas de las velo
idades lo
ales 
onve
tivas y difusivas. Además, gra
iasa la implementa
ión diferida de los esquemas 
onve
tivas de alto orden, sólola parte upwind se trata implí
itamente, y por tanto aP es estri
tamentepositivo. De este modo, el 
oe�
iente en la diagonal prin
ipal que se obtienede la implementa
ión par
ialmente implí
ita de la e
ua
ión de Poisson puede
onsiderarse un 
oe�
iente de pre
ondi
ionamiento lo
al, automáti
amentedeterminado y que no requiere ningún tratamiento espe
ial en la 
er
anía depuntos de estan
amiento.En el 
aso general, 
uando se resuelven �ujos transitorios y se relajael método iterativo de resolver las e
ua
iones no lineales, la formula
iónCMI permite seguir un tratamiento análogo de la e
ua
ión de 
ontinuidad46



4. Pre
ondi
ionamientoresultando en la siguiente expresión para el 
oe�
iente en la diagonal prin
ipal(ver E
ua
ión (3.50):
app,CMI

P =
∑

nb(P )

ρnbAnb
1

1 + ⌊βt⌋nb + ⌊βτ⌋nb

⌊
1

a

⌋

nb

AP . (4.11)Es interesante observar que 
uando se apli
a relaja
ión (βτ > 0) app,CMI
Pde
re
e. Así, el pre
ondi
ionamiento por relaja
ión e interpola
ión del mo-mento se 
ompensan en 
ierta manera entre ellos: 
uando la relaja
ión 
re
e,el 
oe�
iente MI implí
ito de
re
e. Esta tenden
ia favore
e la robustez delalgoritmo ya que la in�uen
ia del parámetro libre de pseudo-
ompresibilidad(∆τ) sobre la 
onvergen
ia del pro
edimiento iterativo no es tan de
isiva
omo en el modelo de 
ompresibilidad arti�
ial habitual. Se ilustrará esterazonamiento en el 
apítulo de resultados, donde se muestra el 
oe�
iente enla diagonal prin
ipal de la e
ua
ión de 
ontinuidad app

P en el problema de la
avidad 
on pared móvil para varios tamaños del falso paso temporal. Cuandose resuelven �ujos transitorios, por su parte, se obtiene un 
omportamientosimilar, puesto que pasos de tiempo (reales) más pequeños 
ondu
en a valoresmás pequeños del 
oe�
iente app,CMI
P .Para �nalizar este apartado, se remar
a que el algoritmo implí
ito a
opla-do propuesto en este trabajo 
ombina una té
ni
a empleada típi
amente enlos métodos basados en la densidad (el modelo de 
ompresibilidad arti�
ial)
on una té
ni
a usada en los algoritmos basados en la presión (los métodos deproye

ión para dedu
ir una e
ua
ión de Poisson) 
on el objetivo de 
onseguiruna matriz bien 
ondi
ionada y poder resolver de una manera robusta tanto�ujos in
ompresibles 
omo �ujos 
ompresibles a muy baja velo
idad.4.4. Matriz de 
oe�
ientes resultante del pre-
ondi
ionamientoMediante la implementa
ión par
ialmente diferida de la interpola
ióndel momento y del esquema 
onve
tivo (ambas des
ritas en los apartadospre
edentes de este 
apítulo) se 
onsigue que las e
ua
iones de 
onserva
iónpara una 
elda P involu
ren úni
amente a las 
eldas adya
entes; es de
ir, eltamaño de la molé
ula 
omputa
ional es 7 en un problema tridimensional (5en dos dimensiones). El sistema a
oplado se puede así expresar mediante unamatriz heptadiagonal de sub-matri
es 4×4, siendo 28 (= 7×4) el número dediagonales 
on 
oe�
ientes no nulos de la matriz 
ompleta. Se es
ribe aquí,por simpli
idad, la matriz del sistema a
oplado para un 
aso bidimensional,
ompuesta por sub-matri
es 3 × 3 y 
on 15 (= 5 × 3) diagonales no nulas:47



4. Pre
ondi
ionamiento



• • •
• • • •

• • • •
• • • • •
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• • • •
• • •







...
ΦS...
ΦW

ΦP

ΦE...
ΦN...




=




...
BS...
BW

BP

BE...
BN...


(4.12)La sub-matriz AP se es
ribe

AP =




auu 0 aup

0 avv avp

apu apv app




P

, (4.13)y desta
a, respe
to al patrón de llenado de la sub-matriz original (ver (2.24)),el 
oe�
iente no nulo app
P en la diagonal prin
ipal. A 
ontinua
ión, a modode resumen, se espe
i�
a la 
omposi
ión de todos los 
oe�
ientes aφ1φ2

P , queresultan tras apli
ar el tratamiento de las e
ua
iones dis
retas de Navier-Stokes propuesto en este 
apítulo para mejorar la 
ondi
ión de la matriz delsistema a
oplado.El 
oe�
iente de la diagonal prin
ipal en las e
ua
iones de 
antidad demovimiento y otras e
ua
iones de transporte, (auu
P , en el 
aso de la velo
idad

u) está 
ompuesto por tres términos: uno proviene de la 
ontribu
ión al nodo
P de la parte upwind del término 
onve
tivo (auu,UCS

P ; ver E
ua
ión (4.1)),otro de la dis
retiza
ión del término difusivo (auu,DIF
P , E
ua
ión (2.7)) y elter
ero resulta del término pseudo-temporal (auu,τ

P , E
ua
ión (4.2); en 
asode �ujo transitorio, se debe añadir el 
oe�
iente debido a la dis
retiza
ióndel término temporal real). Así,
auu

P = auu,UCS
P + auu,DIF

P + auu,τ
P , (4.14)
on

auu,UCS
P =

∑

nb

ρnbAnbv
CMI
nb

k−1
δU,P
nb , (4.15)donde δU,P

nb = 1 si la 
elda upwind a la 
ara nb 
oín
ide 
on la 
elda P y esnulo en 
ualquier otro 
aso;
auu,DIF

P =
∑

nb

2µnbAnb/(∆x1P + ∆x1E) , (4.16)48



4. Pre
ondi
ionamientoy
auu,τ

P =
ρPVP

∆τ
. (4.17)Los 
oe�
ientes fuera de la diagonal prin
ipal aup

P y avp
P surgen debido ala
oplamiento entre velo
idad y presión presente en las e
ua
iones de Navier-Stokes. En el 
aso de la e
ua
ión para u, di
ho 
oe�
iente representa la
ontribu
ión de la fuerza de presión en dire

ión horizontal sobre la 
elda P(fxP = A(pw − pe), E
ua
ión (2.8)) 1:

aup
P = A(−λw + λe) , (4.18)donde λ es el fa
tor de interpola
ión lineal, utilizado para el 
ál
ulo de losvalores de presión en las 
aras de la 
eldas.En 
uanto a la e
ua
ión para la presión, el 
oe�
iente de la diagonalprin
ipal app

P está 
ompuesto por las 
ontribu
iones del término pseudo-transitorio y de la implementa
ión par
ialmente implí
ita de la e
ua
iónde Poisson dedu
ida a partir de la Interpola
ión Compa
ta del Momento(E
ua
iones (4.11) y (4.8)):
app

P = app,CMI + app,τ , (4.19)
on
app,CMI

P =
∑

nb(P )

ρnbAnb
1

1 + ⌊βt⌋nb + ⌊βτ⌋nb

⌊
1

a

⌋

nb

AP , (4.20)y
app,τ

P =
VP

U2∆τ
. (4.21)Los 
oe�
ientes apu

P y apv
P , por su parte, provienen del término 
orrespondientea la interpola
ión lineal de la velo
idad en el 
ál
ulo del �ujo mási
o a travésde las 
aras (ver E
ua
ión (4.7)):
apu

P = A (ρe(1 − λe) − ρw(1 − λw)) (4.22)
apv

P = A (ρn(1 − λn) − ρs(1 − λs)) (4.23)
1Es interesante desta
ar que este término es nulo para las 
eldas norte y sur (en de
ir,en la sub-matriz AN, aup

N = 0,aup
S = 0) 49



Capítulo 5Detalles algorítmi
osEn este 
apítulo se des
riben aspe
tos 
on
retos, no tratados previamente,del algoritmo empleado para la resolu
ión de los problemas presentados enel 
apítulo de resultados. Di
hos aspe
tos in
luyen la resolu
ión del sistemalineal, las 
ondi
iones de 
ontorno y la implementa
ión del algoritmo en un
ódigo paralelo desarrollado en el presente trabajo de investiga
ión.5.1. Resolu
ión del sistema en forma deltaA la hora de resolver el sistema lineal se utiliza la forma de 
orre

ión(o delta): A∆Φ = R, donde el ve
tor in
ógnita ∆Φ 
ontiene la 
orre

iónde las variables dependientes entre dos itera
iones (exteriores) 
onse
utivas:
∆Φ = Φ

k − Φ
k−1. El término de la dere
ha de la e
ua
ión es el ve
torresiduo, que proviene de la dis
retiza
ión de las e
ua
iones de Navier-Stokes:

R = b −AΦ
k−1. Cuando se al
anza la 
onvergen
ia tanto el ve
tor 
orre
-
ión 
omo el residuo son despre
iables y se obtiene la solu
ión del sistemadis
retizado original. Una ventaja de esta representa
ión en forma delta esque las té
ni
as de pre
ondi
ionamiento para a
elerar la 
onvergen
ia seapli
an ex
lusivamente a la matriz del lado izquierdo (que puede ser distintaa la in
luida en el lado dere
ho).El algoritmo a
oplado e implí
ito propuesto engloba un pro
eso de subs-titu
ión su
esiva y un paso de tiempo dual. Esto impli
a la resolu
ión deun sistema lineal grande (aunque hue
o) en 
ada itera
ión (exterior) y, en�ujos no esta
ionarios, en 
ada paso de tiempo. Así, el 
omportamiento delalgoritmo 
ompleto depende en gran medida de la robustez y e�
ien
ia delmétodo iterativo (solver) elegido para resolver 
ada sistema lineal. Estos dosrequisitos suelen ser 
ontradi
torios de tal manera que un solver espe
í�
a-50



5. Detalles algorítmi
osmente diseñado para un problema puede ser muy e�
iente en la resolu
iónde di
ho �ujo, pero no 
onverger 
uando se intenta apli
ar a otro problema.En este trabajo se ha dado mayor importan
ia a la robustez del algoritmo
on el objetivo de que se pueda apli
ar a una amplia variedad de �ujos. Poreste motivo, los problemas presentados en esta memoria han sido resueltosutilizando el método GMRES [95℄ para bus
ar la solu
ión de 
ada sistemalineal. Aunque existen otros métodos de sub-espa
io de Krylov 
on menor
oste 
omputa
ial (tales 
omo BiCGSTAB y TFQMR), la 
onvergen
ia delsolver GMRES tiene la ventaja de minimizar la norma del residuo en 
adaitera
ión (interior). La des
rip
ión detallada del algoritmo llevado a 
abo porel método GMRES se en
uentra en bibliografía espe
ializada (ver por ejemplo[95℄). No obstante, para limitar su 
oste en memoria 
omputa
ional se usa unaimplementa
ión 
on 'restart': GMRES(m); es de
ir, después de m itera
ionesel solver reini
ia su pro
eso de búsqueda del residuo mínimo (en este trabajo
m se ha �jado en m = 15). Además, se apli
a un pre
ondi
onador de Ja
obipara a
elerar la 
onvergen
ia. Aunque el método ILU parez
a a priori másapropiado 
omo pre
ondi
ionador puesto que trata de una manera global lamatriz de 
oe�
ientes y, por tanto, tiene en 
uenta mejor el a
oplamientoentre e
ua
iones, se ha mostrado menos robusto en `experimentos numéri
os'que el pre
ondi
onador Ja
obi (en un mismo 
aso, el 
oe�
iente de relaja
ióniner
ial tiene más in�uen
ia en la 
onvergen
ia del método 
uando se usaILU).5.2. Control de las itera
iones exteriores e in-terioresUna vez de�nido el sistema lineal de e
ua
iones y el solver empleadopara su resolu
ión, la e�
ien
ia del algoritmo a
oplado e implí
ito dependedel número de ve
es que se tiene que apli
ar (itera
iones exteriores) y de lasitera
iones que ne
esita para en
ontrar una solu
ión a 
ada sistema lineal(itera
iones interiores).El número de itera
iones exteriores está rela
ionado 
on el fa
tor derelaja
ión. Como se mostró en el 
apítulo anterior, el prin
ipal papel de larelaja
ion iner
ial en el presente algoritmo implí
ito es asegurar la dominan-
ia diagonal de la matriz de 
oe�
ientes. Inspe

ionando el sistema a
oplado,se puede inferir una estima
ión del falso paso temporal, favore
iendo así larobustez del método.En las e
ua
iones de 
antidad de movimiento, los 
oe�
ientes fuera de ladiagonal que deben ser 
ompensados por el término de relaja
ión provienen51



5. Detalles algorítmi
osde la dis
retiza
ión del gradiente de presión (avip en la sub-matriz (2.21)).Así, el orden de magnitud del falso paso temporal, ∆τ0, puede estimarse dela siguiente forma:
ρV

∆τ0
U ≈ A(ρU2) ∴ ∆τ0 ≈ ∆x/U , (5.1)donde U is una velo
idad 
ara
terísti
a y ∆x es el tamaño típi
o de una
elda.Respe
to a la e
ua
ión de la presión, los 
oe�
ientes extra por ser elsistema a
oplado provienen de los términos de interpola
ión lineal de lasvelo
idades a las 
aras:

1

U2

V

∆τ0
ρU2 ≈ ρAU ∴ ∆τ0 ≈ ∆x/U . (5.2)Por tanto, el orden de magnitud del falso paso temporal estimado para quela matriz sea diagonalmente dominante en las �las 
orrespondientes a lase
ua
iones de 
antidad de movimiento es el mismo que en las de 
ontinuidad:el tiempo de residen
ia típi
o en la 
elda ∆τC = ∆x/U .Por otra parte, el 
riterio de 
onvergen
ia 
ontrola el número total deitera
iones exteriores y se estable
e en fun
ión de la norma L2 de los ve
toresresiduo (R) y 
orre

ión (∆Φ), junto 
on los ne
esarios valores de referen
ia.Una normaliza
ión apropiada es espe
ialmente importante en �ujos no esta-
ionarios ya que el 
ambio al siguiente paso de tiempo debería ser 
ontroladode una manera automáti
a por el 
riterio de 
onvergen
ia. Se 
onsidera quevalores de referen
ia tomados de la propia formula
ión del sistema son másgenerales que aquellos de�nidos a partir de magnitudes 
ara
terísti
as (aespe
i�
ar para 
ada problema parti
ular). En este trabajo se ha optadopor dividir la norma del residuo por la norma del produ
to de la matriz de
oe�
ientes y el ve
tor in
ógnita; la norma de la 
orre

ión se divide por lanorma del propio ve
tor in
ógnita:

CR = ||R||/||AΦ|| ;C∆Φ = ||∆Φ||/||Φ|| (5.3)En la resolu
ión a
oplada del sistema, se 
onsidera que la solu
ión ha 
on-vergido 
uando 
ada variable tomada por separado satisfa
e el 
riterio de
onvergen
ia.Aparte del 
ontrol de las itera
iones (exteriores) del pro
eso de substitu-
ión su
esiva (Pi
ard), es ne
esario limitar el número de itera
iones interioresllevadas a 
abo por el solver lineal GMRES, 
on el propósito de en
ontrarun buen balan
e entre pre
isión y 
oste 
omputa
ional. Si bien no tienesentido al
anzar solu
iones muy pre
isas del sistema lineal 
on 
oe�
ientes52



5. Detalles algorítmi
osprovisionales, la 
onvergen
ia del pro
edimiento de Pi
ard puede verse 
om-prometida debido a una estima
ión demasiado ruda del ve
tor in
ógnita. Eneste algoritmo no se �ja un número 
onstante de itera
iones interiores, sinoque se determina de manera dinámi
a en fun
ión de la redu

ión, respe
to ala itera
ión exterior anterior, de los 
oe�
ientes que 
ontrolan la 
onvergen
ia(CR y C∆Φ). Este fa
tor de redu

ión es tomado 
omo 0.5 y, así, el solverlineal itera (en k) mientras Ck > Ck−1/10. En las historias de la 
onvergen
iamostradas en el Capítulo 6, se observa que el número de itera
iones interioreses variable en las primeras etapas y tiende a un valor 
onstante ha
ia el�nal del pro
eso de Pi
ard, 
uando el residuo disminuye exponen
ialmente.Además, el número de itera
iones interiores está rela
ionado 
on el fa
tor derelaja
ión de tal manera que su límite asintóti
o es menor 
uanto mayor esla relaja
ión apli
ada (
omo 
abía esperar).5.3. Implementa
ión de las 
ondi
iones de 
on-tornoLas 
ondi
iones de 
ontorno impuestas en las e
ua
iones generales deNavier-Stokes de�nen el problema parti
ular a resolver. En la dis
retiza
iónde las e
ua
iones mediante el método de volúmenes �nitos la ne
esidad deimponer 
ondi
iones de 
ontorno surge de una manera natural 
uando seintenta apli
ar la forma integral de las e
ua
iones de 
onserva
ión a una 
eldafrontera del dominio (E
ua
ión (2.5)). La ausen
ia de una 
elda ve
ina (verFigura 5.1) impide el 
ál
ulo del �ujo 
onve
tivo y difusivo a través de la 
arafrontera siguiendo las aproxima
iones generales de interpola
ión empleadasen las 
eldas interiores del dominio. Por tanto, es ne
esario imponer di
hos�ujos sin in
rementar el número de in
ógnitas del sistema: o son 
ono
idoso deben 
al
ularse usando valores de las variables in
ógnita, alma
enadasen las 
eldas del dominio. Conviene remar
ar que, aunque las 
ondi
iones de
ontorno afe
tan habitualmente a una pequeña propor
ión de 
eldas, la formade implementarlas in�uye notablemente tanto en la 
alidad de la solu
iónobtenida 
omo en la velo
idad de 
onvergen
ia. Así, por ejemplo, 
ondi
ionesinapropiadas impuestas en la salida de un dominio abierto pueden afe
tar al�ujo aguas arriba. Por otra parte, la resolu
ión a
oplada e implí
ita de lase
ua
iones de Navier-Stokes requiere, 
uando es posible, una implementa-
ión igualmente implí
ita de las 
ondi
iones de 
ontorno para no aumentarinne
esariamente el número de itera
iones exteriores ([89℄).En la malla 
olo
alizada usada en este trabajo el límite del dominio
omputa
ional 
oin
ide 
on las 
aras externas de las 
eldas frontera (ver Figu-53
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sFigura 5.1: Frontera sur del dominio 
omputa
ional.ra 5.1) y la estrategia para implementar las 
ondi
iones de 
ontorno 
onsisteen representarlas 
omo una fuente añadida a 
ada e
ua
ión de 
onserva
ión,linealizada de la siguiente forma para el sistema a
oplado:
Sφ1,φ2

P = −aφ1φ2

P φ2P −
∑

NB

aφ1φ2

NB φ2NB + bP , (5.4)donde Sφ1,φ2

P es una 
ondi
ión de 
ontorno para la variable φ2 impuesta en lae
ua
ión de φ1. En el sistema a
oplado, las e
ua
iones de momento requieren
ondi
iones de 
ontorno para la presión (Svip 6= 0); asimismo la e
ua
iónpara la presión in
luye �ujos mási
os a través de las 
aras (Spvi 6= 0). Los
oe�
ientes (implí
itos) aφ1φ2 son sumados a elementos de la matriz quemultipli
an a la in
ógnita φ2 y pueden afe
tar tanto a la variable alma
enadaen el propio nodo aP o en nodos ve
inos aNB (este es el 
aso, por ejemplo,si se emplean extrapola
iones de nodos interiores para 
al
ular valores en la
ara frontera). Los 
oe�
ientes bP , por su parte, se 
al
ulan explí
itamente yse añaden al ve
tor fuente.En general, las 
ondi
iones de 
ontorno para una e
ua
ión diferen
ial se
lasi�
an en dos grandes grupos: Diri
hlet, que �jan el valor de la variable enel 
ontorno; y Neumann, que imponen una 
ondi
ión para la derivada normal.En el 
aso de resolver las e
ua
iones de Navier-Stokes, sin embargo, surgenalgunas parti
ularidades y las 
ondi
iones de 
ontorno se 
lasi�
an segúnlos límites impuestos al �ujo. Así, 
ondi
iones habituales son una entradade �ujo, una pared, un plano de simetría, o una salida de �ujo. En estos
ontornos es ne
esario espe
i�
ar el �ujo 
onve
tivo y difusivo para todas lase
ua
iones y la fuerza de presión para la e
ua
ión de 
antidad de movimientoen la dire

ión 
orrespondiente. En esta memoria no se pretende ha
er unanálisis exhaustivo de las posibles formas de implementar las 
ondi
ionesde 
ontorno, sino que se espe
i�
an los 
oe�
ientes implí
itos y explí
itosinsertados en las e
ua
iones para las 
eldas frontera que produ
en solu
iones54
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Figura 5.2: Fuerzas de presión (in
ógnitas) involu
radas en el 
ál
ulo del �ujomási
o a través de la frontera oeste.satisfa
torias de los �ujos resueltos durante el presente trabajo de investiga-
ión.5.3.1. Tratamiento de la 
orre

ión de la interpola
ióndel momento en los 
ontornosUna men
ión espe
ial mere
e el tratamiento en los 
ontornos de las va-riables adi
ionales introdu
idas por la té
ni
a de interpola
ión del momentoapli
ada en el presente algoritmo (ver Capítulo 3). Di
has variables son lasvelo
idades de 
onve

ión, que intervienen en el 
ál
ulo del �ujo de masa yson alma
enadas en las 
aras de las 
eldas (en un problema bidimensionalson: uCMI
e , uCMI

w , vCMI
n y vCMI

s ). En las 
eldas interiores estas variablesse 
al
ulan 
omo una interpola
ión lineal de las velo
idades in
ógnitas (al-ma
enadas en los 
entros de las 
eldas) y un término de 
orre

ión (porejemplo, uCMI
w = ⌊u⌋w +uCMI

w ), que in
luye fuerzas de presión en la dire

ión
orrespondiente (ver E
ua
ión (3.8)). El tratamiento dado a estas variables enlas 
aras frontera del dominio 
onsiste en des
artar el término de 
orre

ióny apli
ar la 
ondi
ión de 
ontorno dire
tamente a la velo
idad in
ógnita. Así,por ejemplo, si la 
ara oeste es una entrada de �ujo 
on velo
idad U, enton
es
ρAuCMI

w = ρAU (5.5)es el �ujo mási
o en la entrada. La elimina
ión del término de 
orre

ión dela interpola
ión del momento impli
a que la fuerza de presión sobre una 
elda55



5. Detalles algorítmi
osimaginaria 
entrada en la 
ara frontera oeste (ver Figura 5.2) es igual a lainterpola
ión lineal de las fuerzas de presión sobre las 
eldas adya
entes a la
ara (la 
elda W es también imaginaria puesto que 
ae fuera del dominio):
fxw = (fxW + fxP )/2 = fxP =⇒ pW − pP = pw − pe . (5.6)Además, es ne
esario tener en 
uenta que esta 
ondi
ión también afe
ta ala 
ara interior de la 
elda frontera (en el ejemplo, la 
ara este) puesto queel 
ál
ulo de la velo
idad uCMI

e involu
ra la interpola
ión lineal de la fuerzade presión sobre las 
eldas adya
entes a la 
ara. En 
on
reto, fxP = pw − pey pw es un valor in
ógnita de la presión en la frontera. En este trabajo seha de
idido, para favore
er la 
onsisten
ia de las 
ondi
iones de 
ontornoapli
adas a la presión, imponer un gradiente nulo en todas las 
aras frontera(es de
ir, pW = pw = pP en el ejemplo).El 
omportamiento de esta aproxima
ión ha sido satisfa
torio en los
asos resueltos durante este trabajo de investiga
ión, obteniéndose 
ontornosde presión suaves 
er
a de las paredes, in
luso 
uando se usan mallas sinre�namiento 
er
a de las paredes y se 
onsideran fuerzas de volumen 
omola �otabilidad (algunos autores han des
rito la obten
ión de solu
iones norealistas en estos supuestos [19℄).5.3.2. ParedEn el presente trabajo se representa una pared imponiendo una velo
idadigual a la de la pared (U) en la 
ara frontera y 
al
ulando las derivadaspresentes en los �ujos difusivos mediante la diferen
ia �nita entre el valor dela velo
idad en la pared y en el propio nodo (en una pared situada al nortede la 
elda: ∂u/∂y = 2(U − uP )/∆y1). Respe
to a la presión, 
onsiderandoel razonamiento expuesto en el apartado anterior, se ha impuesto gradientenulo. La Tabla 5.1 (pág. 59) muestra los 
oe�
ientes de la fuente expresadasegún la E
ua
ión (5.4) para las e
ua
iones de 
antidad de movimiento y
ontinuidad (e
ua
ión para la presión) suponiendo que la pared se en
uentraen la 
ara norte.5.3.3. Entrada de �ujoSe de�ne una entrada de �ujo espe
i�
ando la velo
idad de entrada (en
aso de ρ y µ 
onstantes) y se 
onsidera que el gradiente de todas las variables(velo
idad horizontal, verti
al y presión) es nulo. En el 
aso de la velo
idad,1En �ujos in
ompresibles, la e
ua
ión de 
ontinuidad impli
a que el esfuerzo vis
osonormal a la pared sea también nulo (∂v/∂y = 0).56



5. Detalles algorítmi
osesta 
ondi
ión equivale a apli
ar el esquema 
onve
tivo Upwind en di
has
eldas. Los 
oe�
ientes implí
itos y explí
itos que se obtienen a partir deestas premisas se muestran en la Tabla 5.2.5.3.4. Plano de simetríaLa 
ondi
ión de 
ontorno de plano de simetría puede apli
arse tantoen �ujos internos (por ejemplo, en el eje axisimétri
o de una 
on�gura
ión
ilíndri
a) 
omo en �ujos en dominios abiertos (lejos de la zona de interésprin
ipal). En ambos 
asos, esta 
ondi
ión permite redu
ir el tamaño deldominio 
omputa
ional, y por tanto el 
oste en tiempo de 
pu y memoria.Un plano de simetría indi
a que no hay ni �ujo 
onve
tivo ni �ujo difusivo através de di
ho 
ontorno (velo
idad normal nula y gradiente nulo para todaslas variables). Cabe desta
ar que, en el 
aso de dominios abiertos, el plano desimetría debe estar lo su�
ientemente alejado de la zona de interés para queel �ujo ahí no se vea afe
tado. En la Tabla 5.3 se espe
i�
an los 
oe�
ientesen la e
ua
ión dis
retizada 
orrespondientes a esta 
ondi
ión de 
ontorno.5.3.5. Salida de �ujoLas 
ondi
iones de 
ontorno impuestas en la salida del �ujo en un dominioabierto no deben afe
tar al �ujo aguas arriba. En los 
asos tratados en estetrabajo que han requerido imponer 
ondi
iones de 
ontorno en la salida(desprendimiento de vórti
es tras el paso alrededor de un 
ilindro 
uadrado,es
alón en un 
anal y expansión brus
a en una tubería), se ha optado poralejar su�
ientemente la salida de la zona de interés 
on el propósito deminimizar el impa
to de su tratamiento (tanto en los resultados 
omo en elpro
edimiento iterativo) y se ha 
onsiderado gradiente nulo para todas las
omponentes de la velo
idad (
ondi
ión equivalente a 
onsiderar un esquema
onve
tivo Upwind en la salida).Respe
to a la presión, se han utilizado dos tratamientos diferentes en losproblemas resueltos en el Capítulo 6. Por un lado, en la salida del �ujo al �nalde una tubería o 
anal se ha impuesto una presión 
onstante e igual a 
ero(ver los 
oe�
ientes insertados en la Tabla 5.4). El problema del �ujo tras un
ilindro 
uadrado, en 
ambio, es un 
aso de �ujo no 
on�nado, en el que lane
esidad de imponer 
ondi
iones de 
ontorno es debida al he
ho de tener undominio 
omputa
ional �nito. En este 
aso, se ha apli
ado gradiente nulo a lapresión, al igual que a las 
omponentes de la velo
idad. En las simula
ionesrealizadas se ha observado que esta estrategia, 
ara
terizada por no �jarla presión a priori en ningún punto del dominio, favore
e la velo
idad de
onvergen
ia del pro
eso iterativo puesto que los nodos frontera en la salida57



5. Detalles algorítmi
os(que ini
ialmente no se ven afe
tados por la perturba
ión de la entrada)tratan de adaptarse a las 
ondi
iones 
on las que llega el �ujo.5.3.6. Condi
iones de 
ontorno periódi
asLas 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as son un re
urso 
omputa
ionalutilizado en CFD para simular un patrón de �ujo que se repite; es el 
asodel 
ono
ido problema 
on solu
ión analíti
a de de
aimiento de vórti
es deTaylor-Green. En apli
a
iones más realistas, se usan habitualmente en lasimula
ión de la turbulen
ia 
uando, por ejemplo, el �ujo tiene dos dire

ionespredominantes, mientras que la velo
idad media en la ter
era dire

ión esnula. La manera de implementar estas 
ondi
iones 
onsiste en 
onsideraradya
entes las 
eldas frontera de los 
ontornos opuestas (norte-sur y este-oeste), de manera que todas las 
eldas del dominio tienen todos los ve
inosy las reglas de interpola
ión generales se pueden apli
ar sin ex
ep
ión. Así,no es ne
esario imponer ninguna 
ondi
ión de 
ontorno.
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5. Detalles algorítmi
os
Tabla 5.1: Condi
iones de 
ontorno. Pared en la 
ara norte moviéndose endire

ión horizontal 
on velo
idad U .

φ1 aφ1,u aφ1,v aφ1,p b
u 2µnAn/∆y 0 0 2µnAnU/∆y
v 0 2µnAn/∆y An 0
p 0 0 0 0

Tabla 5.2: Condi
iones de 
ontorno. Entrada de �ujo en la 
ara oeste 
onvelo
idad U .
φ1 aφ1,u aφ1,v aφ1,p b
u 0 0 −Aw ρwAwU

2

v 0 0 0 0
p 0 0 0 ρwAwU

Tabla 5.3: Condi
iones de 
ontorno. Plano de simetría en la 
ara sur.
φ1 aφ1,u aφ1,v aφ1,p b
u 0 0 0 0
v 0 0 −As 0
p 0 0 0 0

Tabla 5.4: Condi
iones de 
ontorno. Salida de �ujo en la 
ara este. En el 
asodel 
oe�
ientes au,p se es
ribe su valor tanto si se supone presión 
onstante eigual a 0 (au,p = 0) 
omo gradiente nulo (au,p = −Ae) en la salida.
φ1 aφ1,u aφ1,v aφ1,p b
u ρeAeuP 0 0 0, −Ae

v 0 ρeAeuP 0 0
p ρeAe 0 0 059



5. Detalles algorítmi
os5.4. Código 
omputa
ional paraleloUna fra

ión signi�
ativa del presente trabajo de investiga
ión se ha dedi-
ado al desarrollo de un 
ódigo de CFD (MICs), en el que se ha implementadoel algoritmo a
oplado des
rito en esta memoria.Los requisitos (a largo plazo) planteados ini
ialmente para el 
ódigo fue-ron que propor
ionase una herramienta �exible y extensible donde probartanto algoritmos numéri
os 
omo modelos físi
os de las e
ua
iones de Navier-Stokes. Además, puesto que la resolu
ión de �ujos turbulentos es un temade investiga
ión abierto en el 
ampo de CFD y el modelo más prometedor(la Simula
ión de Grandes Es
alas, LES) requiere habitualmente un gasto
omputa
ional alto, se optó por ha
er un 
ódigo 
apaz de dividir la mallay resolver 
ada sub-dominio en paralelo en varias máquinas. Ambos requi-sitos podían ser satisfe
hos utilizando la librería a

esible PETS
 (Portable,Extensible Toolkit for S
ienti�
 
omputation) desarrollada en el ArgonneNational Laboratory (USA) ([6℄, [4℄, [5℄). PETS
 está es
rita en lenguaje deprograma
ión C y es de bajo nivel referido a la �uidodinámi
a 
omputa
ional.Esto quiere de
ir que aporta estru
turas de datos y subrutinas (
omo ve
toresy matri
es distribuidas o solvers lineales) para la solu
ión en paralelo deproblemas formulados mediante e
ua
iones en derivadas par
iales (el nú
leode la �uidodinámi
a 
omputa
ional) sin 
oartar las posibilidades de mode-liza
ión de las e
ua
iones por parte del usuario. PETS
 emplea el paqueteestándar MPI (Message Passing Interfa
e [41℄, [42℄) para la 
omuni
a
iónentre pro
esadores.La paraleliza
ión de 
ódigos de CFD se basa habitualmente en la des
om-posi
ión del dominio. Cada sub-dominio es asignado a un pro
esador que re-suelve el sistema de e
ua
iones algebrai
o 
orrespondiente; lógi
amente debeexistir un inter
ambio de datos entre pro
esadores que 
omparten fronterade submalla puesto que nodos ve
inos están rela
ionados en las e
ua
ionesdis
retizadas. El 
ódigo desarrollado se ha apoyado en estru
turas de datosy subrutinas de la librería PETS
 útiles para de�nir un sistema algebrai
o,distribuirlo en varias máquinas y resolver 
ada sub-sistema lo
almente. Deesta forma, se evitan tareas de programa
ión 
omo la 
omuni
a
ión entrepro
esadores o los algoritmos de los solvers lineales. Así, el 
ódigo debeen
argarse prin
ipalmente de la evalua
ión (lo
al) de los 
oe�
ientes del sis-tema a
oplado según el algoritmo propuesto en este trabajo y de su inser
iónen las estru
turas 
orrespondientes de PETS
. A 
ontinua
ión, se des
ribesomeramente esta intera

ión.El objeto PETS
 que maneja la paraleliza
ión del dominio es el ArrayDistribuido (DA, en sus siglas en inglés). A partir de una serie de datos deentrada, 
omo son el número global de nodos, el número de pro
esadores,60



5. Detalles algorítmi
osTabla 5.5: Ejemplo de parti
ión de malla. Numera
ión global (izquierda) ylo
al a un pro
esador (dere
ha) de las 
eldas de la malla, según el objeto DAde PETS
. pro
 2 pro
 3 pro
 2 pro
 322 23 24 29 39 x x x x x19 20 21 27 28 x x x x x16 17 18 25 26 13 14 15 x x7 8 9 14 15 9 10 11 12 x4 5 6 12 13 5 6 7 8 x1 2 3 10 11 1 2 3 4 xpro
 0 pro
 1 pro
 0 pro
 1el tipo y la an
hura del halo (
onjunto de nodos frontera), y los gradosde libertad por nodo (o número de variables resueltas a
opladamente), elDA distribuye el dominio y propor
iona una rela
ión entre la numera
iónglobal y lo
al (en 
ada pro
esador) de los nodos de la malla. La numera
iónlo
al tiene en 
uenta también las 
eldas del halo (ver Tabla 5.5). Además,este DA genera una plantilla sobre la que se 
onstruyen otros objetos útilespara la resolu
ión en paralelo de un sitema algebrai
o A∆φ = b, 
omo sonve
tores y matri
es distribuidos. Estos ve
tores y matri
es de PETS
 noson simplemente arrays de C, sino estru
turas que 
ontienen informa
iónadi
ional útil para su tratamiento en la paraleliza
ión. Una vez 
onstruidoel sistema algebrai
o, PETS
 también propor
iona una variedad de métodositerativos para resolver el sistema en la malla lo
al.
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5.Detallesalgorítmi
osdistribuidos
Vectores y matrices

procesador 1

procesador 3procesador 4

procesador 2

SLES
Krylov
Precond.

Evaluacio´n local de
vectores y matrices.

Se resuelve localmente 
el sistema de ecuaciones

Α φ = b

ensamblado

Grados de libertad
Tipo de halo

N global de nodos
N procesadores

DA

Figura 5.3: Estrategia de paraleliza
ión usando PETS
.
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5. Detalles algorítmi
osUn diagrama bási
o de la estrategia de paraleliza
ión seguida en el desa-rrollo de este 
ódigo apare
e en la Figura 5.3. En primer lugar, se llamaal DA, que se en
arga de la distribu
ión del dominio y sobre él se 
rean lasestru
turas de PETS
 que representan los ve
tores y la matriz distribuidos delsistema algebrai
o a resolver. Para evaluar los 
oe�
ientes de estos objetos,el 
ódigo propio de�ne arrays de C estándar, que son lo
ales y a los queasigna memoria en fun
ión del número de nodos de la por
ión de malla
orrespondiente (in
luyendo el halo), y re
orre la malla lo
al siguiendo lanumera
ión global, que `tradu
e' al índi
e lo
al de di
hos arrays `de trabajo'empleando informa
ión propor
ionada por el DA. Una vez evaluados, insertalos 
oe�
ientes en los objetos matriz y ve
tor 
orrespondientes y llama ala subrutina de PETS
 que los ensambla. Por último, en
arga al solver dePETS
, SLES, 
orrespondiente la resolu
ión del sistema lineal en paralelo.El ve
tor solu
ión obtenido sirve para la nueva evalua
ión de los 
oe�
ientesen el bu
le del pro
eso iterativo de Pi
ard.Se presentan más detalles de las estru
turas de datos y diagramas de �ujodel 
ódigo desarrollado en el apéndi
e A de esta memoria.
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Capítulo 6Resultados. Comportamiento delalgoritmo a
oplado La verdad es 
on
reta.- Bertolt Bre
htEn los apartados que 
omponen este 
apítulo se analizan los nuevos algo-ritmos propuestos en este trabajo. En primer lugar, se 
omprueba que laformula
ión mejorada de la Interpola
ión del Momento 
ondu
e a solu
ionesindependientes tanto de la relaja
ión 
omo del paso temporal. El 
ompor-tamiento del pre
ondi
ionamiento, espe
ialmente su robustez, es analizandomediante la utiliza
ión de diferentes tamaños de falso paso temporal y dife-rentes densidades de malla en la resolu
ión de un mismo problema (
avidadmovida por pared móvil a Re = 1000). Este mismo �ujo a números deReynolds más altos (Re = 5000 y Re = 10000), y el �ujo generado enuna 
avidad por una varia
ión de temperatura grande sirven 
omo test paraevaluar la e�
ien
ia y pre
isión al
anzada por el algoritmo a
oplado 
uandose resuelven �ujos altamente dominados por la 
onve

ión (primer 
aso) y
on densidad variable (segundo 
aso). A 
ontinua
ión, se 
omprueba quela utiliza
ión de un esquema implí
ito y una linealiza
ión tipo Pi
ard enun algoritmo a
oplado es fa
tible para resolver un problema no esta
ionario,mediante la simula
ión de la estela (laminar) formada por el desprendimientoperiódi
o de vórti
es tras un 
ilindro 
uadrado. Por último, se ilustra laganan
ia en robustez que impli
a un algoritmo a
oplado (respe
to a unosegregado) mediante la 
ompara
ión de la velo
idad de 
onvergen
ia en laresolu
ión de distinta manera de dos problemas: el �ujo tras una expansiónbrus
a en una tubería utilizando 
oordenadas 
ilíndri
o-polares, 
on los dostérminos adi
ionales debido al 
ambio del sistema de 
oordenadas in
luidosimplí
itamente en la matriz de 
oe�
ientes o diferidos al lado dere
ho de la64



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
oplado
U

u,
v

=
0

d
p

/d
x

=
0

;

u,
v

=
0

d
p

/d
x

=
0

;

d p / d y= 0; u, v = 0Figura 6.1: Cavidad 
on pared móvil. Esquema del problema y 
ondi
ionesde 
ontorno.e
ua
ión; y la resolu
ión a
oplada o segregada (tratando explí
itamente los
oe�
ientes de a
oplamiento de la matriz: es de
ir, aφ1φ2 = 0 ∀ φ1 6= φ2)de las e
ua
iones de 
antidad de movimiento y de 
ontinuidad en el �ujo enuna 
avidad 
uadrada 
on una pared móvil a Re = 1000.6.1. Valida
ión de la Interpola
ión Compa
tadel Momento (CMI)En esta se

ión se estudia el 
omportamiento del esquema de Interpo-la
ión Compa
ta del Momento propuesto en este trabajo (Apartado 3.4)mediante la resolu
ión de dos problemas típi
os de valida
ión. El primeroes el �ujo en una 
avidad 
uadrada 
on una pared móvil y el segundo esel problema de de
aimiento de vórti
es de Taylor-Green, para el que existesolu
ión analíti
a.6.1.1. Flujo en una 
avidad 
on pared móvil. Re = 100El �ujo en una 
avidad 
on pared móvil es un problema test empleado
on fre
uen
ia para la valida
ión de algoritmos numéri
os ya que se mani-�estan fenómenos de �ujo 
omplejos en una 
on�gura
ión geométri
a simple[97℄. Aquí es usado para validar el método de Interpola
ión Compa
ta delMomento.Con este propósito, se resuelve el �ujo bidimensional a bajo númerode Reynolds (Re = 100) en una malla uniforme y gruesa (21 × 21). Elesquema de dis
retiza
ión usado para las variables transportadas es el CDS65



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoTabla 6.1: Cavidad 
on pared móvil. Compara
ión del efe
to del tamañode paso temporal en la solu
ión 
onvergida usando la OMI y el esquemapropuesto CMI.
u/U para ∆t/tD =→ 0.1 1.0 10OMI −1.975054e−1 −1.976056e−1 −1.976187e−1CMI −1.976542e−1 −1.976542e−1 −1.976542e−1(o interpola
ión lineal). En las paredes, se imponen 
ondi
iones de 
ontornode no deslizamiento para las velo
idades y gradiente nulo para la presión.Un esquema del problema apare
e en la Figura 6.1. Se estudia el efe
to dela relaja
ión en la solu
ión 
onvergida resolviendo las e
ua
iones para �ujoesta
ionario. Asimismo, se resuelve la evolu
ión transitoria del �ujo desdeun estado ini
ial en reposo 
uando, en t = 0, el movimiento de la pared
omienza brus
amente hasta que se al
anza el estado esta
ionario, 
on elobjetivo de analizar el efe
to del tamaño del paso temporal en la solu
ión
onvergida y esta
ionaria. En ambos 
asos, se 
onsidera que se ha al
anzadola 
onvergen
ia 
uando la norma del residuo (tal y 
omo se de�nió en elApartado 5.2) es menor que 1.0e−15.La Tabla 6.1 muestra la 
omponente horizontal de velo
idad en el 
entrode la 
avidad obtenida en la resolu
ión de la evolu
ión transitoria del �ujoha
ia el estado esta
ionario. Se emplea el esquema Euler de primer ordeny varios tamaños de paso temporal (t/tD = 0.1, t/tD = 1.0 y t/tD = 10,siendo tD = L/U el tiempo 
ara
terísti
o del problema; en todos los 
asos, elfalso paso temporal es ∆τ/tC = 10.). Los resultados obtenidos 
on el métodopropuesto (CMI) se 
omparan 
on el método de interpola
ión del momentooriginal. Di
ha tabla indi
a que la OMI propor
iona resultados esta
ionariosy 
onvergidos dependientes del paso de tiempo, mientras que el esquema CMI
ondu
e a un úni
o valor. Como se men
ionó en el Apartado 3.3.1, Yu et al.[115℄ demostraron que la propuesta para mejorar el OMI de Choi [18℄ 
ondu
ea resultados que todavía dependen (aunque menos) del paso temporal.La investiga
ión del nuevo método CMI es ampliada mediante la explo-ra
ión del efe
to de la relaja
ión iner
ial en la resolu
ión esta
ionaria del�ujo (E
ua
ión (3.50) 
on βt = 0 y βr = βτ) y de la 
ombina
ión de varios
oe�
ientes de relaja
ión y tamaños de paso de tiempo en la resolu
ión dela evolu
ión transitoria del �ujo usando los diferentes esquemas temporalesanalizados en el Capítulo 3. Los falsos paso temporales son 
omparados
on un tiempo de residen
ia en la 
elda típi
o tC = ∆x/L/U . Como semuestra en la Tabla 6.2, el 
oe�
iente de relaja
ión en los 
asos analizadosabar
a desde falsos pasos temporales pequeños (∆τ/tC = 0.1) hasta grandes66



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
oplado

Figura 6.2: Cavidad 
on pared móvil, Re = 100, malla 21 × 21. Líneas de
orriente (izquierda) y 
ontornos de presión (dere
ha) en la 
onvergen
ia.(∆τ/tC = 100). En todos los 
asos se obtiene la misma solu
ión 
onvergiday esta
ionaria en el 
entro de la 
avidad hasta las seis primeras 
ifras signi�-
ativas (u/U = −1.976542e−1 y v/U = 5.874665e−2). Esta independen
ia sededu
e (fá
ilmente) de la inspe

ión de la e
ua
ión para la 
orre

ión CMI(ver Apartado 3.4). No se ha validado aquí la formula
ión para tener en
uenta la relaja
ión lineal porque la formula
ión CMI 
on βτ = 0 y βt = 0
oin
ide 
on la expresión ya analizada por Majumdar [65℄ y Miller y S
hmidt[74℄.En la Figura 6.2 se presentan las líneas de 
orriente y los 
ontornos depresión de los 
ampos 
onvergidos. La ausen
ia de os
ila
iones en el 
ampode presión indi
a que el desa
oplamiento velo
idad-presión típi
o de mallas
olo
alizadas ha sido evitado satisfa
toriamente por la CMI.La Figura 6.3 (izquierda) muestra 
ontornos de presión en el instante detiempo t/tD = 0.5 obtenidos 
on la expresión OMI y usando un paso muypequeño ∆t/tD = 0.001. El 
ampo presenta el típi
o patrón en zig-zag demallas 
olo
alizadas. Tomándolo 
omo punto de partida, la simula
ión esreini
iada ha
iendo uso del nuevo método CMI; se obtienen 
ontornos suaves(dere
ha) ya que el presente modelo, a diferen
ia del modelo original, retieneel término responsable del a
oplamiento velo
idad-presión in
luso en el límitede pasos de tiempo pequeños (
omo se expli
ó en el Apartado 3.3.1).
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oplado
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Figura 6.3: Cavidad 
on pared móvil, Re = 100, malla 21 × 21. Lasos
ila
iones generadas por el esquema OMI (izquierda) 
uando se empleaun paso de tiempo pequeño (∆t/tD = 0.001) son eliminadas por el esquemaCMI (dere
ha).
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6.Resultados.Comportamientodelalgoritmoa
oplado

Tabla 6.2: Cavidad 
on pared móvil. Combina
iones de ∆t and ∆τ (La solu
ión del estado esta
ionario y 
onvergidoes idénti
a para todos los 
asos).Resultados → u/U = −1.976542e−1 and v/U = 5.874665e−2 at (x/L = 0.5, y/L = 0.5)Esquema temporal → Esta
ionario Euler 1st Euler 2nd Adams-M. 2nd
∆t/tD → 0.1 1.0 10 0.1 1.0 10 0.1 1 10

∆τ/tC ↓ 0.1 * *1.0 * * * *10 * * * * * *100 * * . * *
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6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
oplado6.1.2. Vórti
es de Taylor-GreenEn esta se

ión se 
omprueba la pre
isión del método numéri
o mediantela resolu
ión del de
aimiento de los vórti
es bidimensionales llamados vór-ti
es de Taylor-Green. Las e
ua
iones de Navier-Stokes pueden resolverseanalíti
amente para este problema transitorio y los errores de dis
retiza
ión,por tanto, pueden 
al
ularse 
on pre
isión. El problema se de�ne asumiendoque los 
ampos de las dos 
omponentes de la velo
idad y de la presión sonperiódi
os (en el dominio espa
ial) e imponiendo 
omo 
ondi
ión ini
ial elsiguiente vórti
e:
u(x, y, 0) = − cos(x) sin(y) ; (6.1)
v(x, y, 0) = sin(x) cos(y) ;

p(x, y, 0) = −[cos(2x) cos(2y)]/4 .Suponiendo vis
osidad 
inemáti
a ν = 1 (las unidades del problema sonirrelevantes mientras se mantengan 
onsistentes), la solu
ión exa
ta en elespa
io y en el tiempo está dada por:
u(x, y, t) = −e−2t cos(x) sin(y) ; (6.2)
v(x, y, t) = e−2t sin(x) cos(y) ;

p(x, y, t) = −e−4t[cos(2x) cos(2y)]/4 .Para la simula
ión numéri
a, se emplea un dominio 
uadrado que se extiendede 0 a 2π, se imponen 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as (ver Apartado 5.3)y el 
ampo ini
ial dado por las E
ua
iones (6.2). Se dis
retiza el dominio 
onuna malla uniforme de 81×81 nodos y se resuelve la evolu
ión transitoria delos vórti
es usando los tres esquemas implí
itos 
onsiderados en este trabajo(ver Apartado 2.4).Como una ilustra
ión del �ujo, la Figura 6.4 presenta los 
ontornos de
u, v y p obtenidos en el instante de tiempo t = 0.5 usando el esquemaAdams-Moulton de segundo orden y un paso de tiempo ∆t/tD = 0.02. Eltiempo de referen
ia tD se 
al
ula usando la longitud del lado del dominio
omputa
ional y el máximo valor de la 
omponente de la velo
idad. En laFigura 6.5 se muestra una 
ompara
ión de los resultados numéri
os 
on lasolu
ión analíti
a; se presentan per�les de las tres variables dependientes (u,
v y p) a lo largo de la línea horizontal y = π/2. Estos per�les han sidoobtenidos usando el esquema Euler de segundo orden 
on un paso de tiempo
∆t/tD = 0.01. El a
uerdo entre la solu
ión 
omputa
ional y la analíti
a a lolargo del tiempo, desde el 
ampo ini
ial hasta la disipa
ión de los vórti
es,es ex
elente. 70
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Figura 6.4: Vórti
es de Taylor-Green. Contornos de u (izquierda), v (
entro)y p (dere
ha) en t = 0.50 obtenidos usando el esquema temporal Adams-Moulton de segundo orden 
on ∆t/tD = 0.02.Finalmente, la pre
isión real del esquema temporal es estable
ida median-te el 
ál
ulo del error exa
to 
omo una fun
ión del tamaño del paso temporal.La Figura 6.6 muestra el error relativo de la 
omponente de velo
idad uen x = π, y = π/2, t = 0.5 para los tres esquemas temporales (Euler deprimer y segundo orden, y Adams-Moulton de segundo orden). Este `ejer
i
io'numéri
o indi
a que el esquema CMI propuesto para �ujos no esta
ionariosno afe
ta negativamente a la pre
isión de los esquemas temporales puestoque se obtiene el orden esperado de aproxima
ión.
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on ∆t/tD = 0.01. Compara
ión 
on las 
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Figura 6.7: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla 128× 128. Líneas de
orriente (izquierda) y 
ontornos de presión (dere
ha) en la 
onvergen
ia.6.2. Flujo en una 
avidad 
uadrada 
on unapared móvil a Re = 1000En este apartado se estudia el 
omportamiento del algoritmo mediante laresolu
ión del �ujo en una 
avidad 
uadrada 
on pared móvil a Re = 1000.Se analiza tanto la pre
isión de la solu
ión 
omo la velo
idad de 
onvergen
iay la robustez del método.Las 
ondi
iones de 
ontorno utilizadas son las mismas que apare
en en elesquema del problema presentado en la Figura 6.1. En las 
uatro paredes seapli
an 
ondi
iones de no deslizamiento para las velo
idades y se imponengradientes nulos en dire

ión normal para la presión. Se utiliza el esquema
onve
tivo CDS.Pre
isiónPara evaluar la pre
isión del método, los resultados obtenidos 
on unamalla de 128×128 nodos, re�nada 
er
a de las paredes mediante una fun
ióntangente hiperbóli
a, se 
omparan 
on la solu
ión de referen
ia utilizadatradi
ionalmente (Ghia et al. [39℄) y 
on otra más re
iente propor
ionadapor Botella y Peyret [11℄. Estos últimos utilizan un método espe
tral para
onseguir una solu
ión de alta pre
isión y, además del 
ampo de velo
idades,propor
ionan valores para el 
ampo de presión. La Figura 6.7 muestra laslíneas de 
orriente y los 
ontornos de presión obtenidos en este trabajo. Elpatrón de �ujo es el mismo que el presentado en las solu
iones de referen
ia:73
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Figura 6.8: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla 128 × 128. Com-para
ión de los resultados obtenidos en este trabajo (u, v, p − pref en laslíneas 
entrales) 
on las solu
iones de referen
ia de Ghia et al. [39℄ y Botellay Peyret [11℄.un vórti
e prin
ipal 
on el nú
leo próximo al 
entro de la 
avidad y dosvórti
es se
undarios, generados por la separa
ión del �ujo, en las dos esquinasinferiores. Los 
ontornos de presión no presentan os
ila
iones, in
luso en las
er
anías de las esquinas superiores, donde los gradientes son altos (algunosautores 
omo, por ejemplo, Mallan et al. en [67℄ obtienen os
ila
iones enestas regiones). Este buen 
omportamiento se debe probablemente a unaimplementa
ión 
uidadosa de las 
ondi
iones de 
ontorno de estos términosde 
orre

ión (ver Apartado 5.3.1). La Figura 6.8 presenta per�les de ambas
omponentes de velo
idad y de la presión en las líneas 
entrales de la 
avidady muestra que el a
uerdo 
on las dos solu
iones de referen
ia es ex
elente paralas tres variables. Estos resultados indi
an que ni el tratamiento espe
ial dadoa los términos de �ujo de masa (respe
to a las variables transportadas) ni elpre
ondi
ionamiento de la e
ua
ión de presión mediante la implementa
iónpar
ialmente diferida de la interpola
ión del momento afe
tan a la pre
isiónde los resultados.Velo
idad de 
onvergen
iaA 
ontinua
ión, se presenta un análisis de la velo
idad de 
onvergen
iapara este problema, en fun
ión del 
oe�
iente de relaja
ión apli
ado. LaFigura 6.9 (iquierda) muestra la evolu
ión de la norma del residuo (de�nidaen el Apartado 5.2) para la e
ua
ión de 
ontinuidad. Se han utilizado diversostamaños del falso paso temporal, viz ∆τ/∆τC = 1, 5, 10, 20, 40, donde ∆τC =
(D/N)/Uwall es el tiempo de residen
ia típi
o en la 
elda (siendo D el lado dela 
avidad, N el número de 
eldas en una dire

ión y Uwall la velo
idad de la74
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τ/τ0=40Figura 6.9: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla 128 × 128. Historiade la 
onvergen
ia para varios tamaños de falso paso temporal ∆τ . Normadel residuo de la e
ua
ión de 
ontinuidad (izquierda) y número de itera
ionesinteriores (dere
ha) en fun
ión de las itera
iones exteriores.Tabla 6.3: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla 128 × 128. Com-para
ión de la e�
ien
ia del algoritmo para varios tamaños del falso pasotemporal.

∆τ/∆τC1 5 10 20 40 120Its. exteriores 1550 910 460 230 115 40Its. interiores 10843 20930 19320 17940 16380 36000
pu/
pu(1) 1 0.99 0.72 0.54 0.45 0.83pared); este paso de tiempo 
ara
terísti
o 
orresponde 
on el valor estimadopara asegurar la dominan
ia de la diagonal prin
ipal (ver Apartado 5.2). Entodos los 
asos se al
anza la 
onvergen
ia y, tras algunas itera
iones ini
iales,se observa una tenden
ia exponen
ial en la redu

ión de la norma del residuoha
ia la pre
isión de la máquina. Conforme la relaja
ión disminuye (es de
ir,aumenta ∆τ), se ne
esita un número menor de itera
iones exteriores paraal
anzar una misma redu

ión de la norma del residuo. Sin embargo, el
ontrol dinámi
o del solver lineal (GMRES) demanda un mayor número deitera
iones interiores (Figura 6.9, dere
ha): para los falsos pasos de tiempoindi
ados arriba, el número de itera
iones interiores tiende a 7, 23, 42, 78 y
156 (respe
tivamente) por 
ada itera
ión exterior. La Tabla 6.3 muestra elnúmero total de itera
iones interiores y exteriores ne
esarias para redu
ir enun orden de magnitud la norma del residuo (una vez que la 
onvergen
iaha al
anzado el 
omportamiento asintóti
o). Se presenta también el tiempode CPU, referido al 
aso ∆τ/∆tC = 1. Si la relaja
ión de
re
e, el número75



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoTabla 6.4: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000. Batería de 
asos eje
utados
on diferente número de 
eldas y rela
iones de aspe
to de la malla dedis
retiza
ión. Se indi
a 
on un doble asteris
o el 
aso usado 
omo referen
iaen la Figura 6.10.id 
eldas tiempoCPU(s) ∆x/∆y(máx.) ∆τ/∆τC its-ext its-int0 3721 (61 × 61) 2.8e2 2.3e3 10 9290 5**1 14621 (121 × 121) 6.7e2 1 10 3623 132 14621 (121 × 121) 5.6e2 9.0e3 10 3142 113 16384 (128 × 128) 8.4e2 6.9 10 3807 114 58081 (241 × 241) 6.8e3 1 10 5928 285 58081 (241 × 241) 3.5e3 1 40 1729 576 58081 (241 × 241) 5.2e3 3.6e4 10 4536 267 231361 (481 × 481) 5.2e4 1 10 11129 288 231361 (481 × 481) 4.5e4 1 160 964 9609 231361 (481 × 481) 3.3e4 1 160 2543 100de itera
iones exteriores también de
re
e, pero la 
onvergen
ia del pro
esoiterativo puede resultar 
omprometida. Así, 
on un falso paso temporal de
∆τ/∆τC = 120, el solver lineal emplea 900 itera
iones interiores por itera
iónexterior, ne
esitando un mayor tiempo de CPU que el 
aso 
on ∆τ/∆τC = 10.Es
alabilidadOtro aspe
to que interesa 
ono
er y está rela
ionado 
on la e�
ien
iadel algoritmo es su es
alabilidad, es de
ir, la rela
ión entre el aumento denúmero de 
eldas de la malla de dis
retiza
ión y el aumento de tiempode CPU 
onsumido para resolver el problema. La Tabla 6.4 presenta losdiferentes 
asos eje
utados en este trabajo para di
ho análisis. La malla más�na empleada tiene ≈ 82 = 64 ve
es más 
eldas que la más grosera. Se hanutilizado mallas uniformes (en la tabla, ∆x/∆y|max = 1) y re�nadas 
er
asde las paredes, apli
ando rela
iones de aspe
to tanto suaves (tal 
omo 6.9)
omo muy fuertes (hasta 3.6e4). En la Tabla 6.3 se presenta el tiempo de CPUrequerido por el algoritmo en una máquina AMD Athlon (arquite
tura de 64bits) a 2200MHz para resolver el problema. En todos los 
asos, partiendo deun 
ampo ini
ial nulo, se ha al
anzado el exigente 
riterio de 
onvergen
iapara la norma del residuo R = 1.0e−10. En la tabla se indi
a también el falsopaso temporal utilizado en la relaja
ión, el número de itera
iones exterioresy el número medio de itera
iones interiores. Es interesante desta
ar que el76
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Figura 6.10: Cavidad 
on pared móvil,Re = 1000. Tiempo de CPU en fun
ióndel número de 
eldas de la malla; el 
aso de referen
ia está etiquetado 
onel número 1 (ver Tabla 6.4 para una des
rip
ión de los 
asos). La línearepresenta el ajuste de una fun
ión poten
ial in
luyendo todos los puntosmostrados (f = n1.5).
ódigo es más e�
iente 
uando se utilizan mallas re�nadas (a igual númerode nodos) debido probablemente a que una mayor densidad de 
eldas 
er
ade las paredes impli
a una mayor resolu
ión de los torbellinos se
undariosy, en 
onse
uen
ia, el amortiguamiento de las os
ila
iones entre solu
iones
onse
utivas en el pro
eso iterativo. En la Figura 6.10 se presenta el tiempode CPU en fun
ión del número de 
eldas para todos los 
asos eje
utados,tomando 
omo valores de referen
ia para la normaliza
ión los del 
aso eti-quetado 
on el número 1 en la Tabla 6.4 (malla uniforme 
on 121×121 nodos).Se observa que el in
remento en el 
oste 
omputa
ional 
on el aumento degrados de libertad no es ex
esivo: el ajuste de una fun
ión poten
ial (f)
onsiderando todos los puntos resulta en un exponente de 1.5 (f = n1.5). Enun algoritmo ideal (que no utili
e la té
ni
a multimalla para amortiguar loserrores de baja fre
uen
ia), el tiempo de CPU aumentaría linealmente 
on elnúmero de grados de libertad del sistema.
77
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Figura 6.11: Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000, malla uniforme 41x41.Coe�
iente de pre
ondi
ionamiento app (E
ua
ión (4.9)) en la solu
ión 
on-vergida para 
uatro tamaños diferentes del falso paso temporal: ∆τ/∆τc =
1, 5, 10, 100 (de izquierda a dere
ha y de arriba a abajo).Coe�
ientes de pre
ondi
ionamientoLa distribu
ión del 
oe�
iente de pre
ondi
ionamiento para la e
ua
iónde 
ontinuidad en el 
ampo solu
ión se analiza en la Figura 6.11, dondese muestran 
ontornos del término insertado en la diagonal prin
ipal app(E
ua
ión (4.9), ver Apartado 4.3). Para simpli�
ar el análisis de estos 
oe�-
ientes, se ha utilizado una malla uniforme (41x41), evitando así el efe
tode varia
iones en las áreas o volúmenes de las 
eldas. Estos 
oe�
ientes
app están formados por la suma de dos términos: uno proviene del tér-mino de relaja
ión ini
ial (app,τ , de�nido en la E
ua
ión (4.8)) y otro dela implementa
ión par
ialmente implí
ita de la interpola
ión del momento(app,CMI , E
ua
ión (4.10)). El primer término app,τ tiene un valor 
onstante(en mallas uniformes) inversamente propor
ional al tamaño del falso paso78
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opladotemporal. En la Figura 6.11 se observa que el valor del 
oe�
iente global,debido a la 
ontribu
ión de app,CMI, es mayor en zonas de estan
amiento,tales 
omo el nú
leo del vórti
e primario y las re
ir
ula
iones se
undarias enlas esquinas inferiores. Asimismo, se muestra el efe
to de la relaja
ión sobreeste 
oe�
iente de pre
ondi
ionamiento presentando los mismos 
ontornospara diferentes falsos pasos temporales: ∆τ/∆τc = 1, 5, 10, 100. Al disminuirla relaja
ión, de
re
e también el 
oe�
iente de pre
ondi
ionamiento total
app. No obstante, mientras los falsos pasos temporales apli
ados varían endos órdenes de magnitud, el 
ambio en el 
oe�
iente app se ve amortiguado,siendo 4 el fa
tor de redu

ión más grande. De esta manera, la robustez delalgoritmo no resulta perjudi
ada por una ex
esiva in�uen
ia del fa
tor derelaja
ión en el pre
ondi
ionamiento del sistema de e
ua
iones.
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Figura 6.12: Cavidad 
on pared móvil, Re = 5000 (izquierda) y Re = 10000(dere
ha). Líneas de 
orriente y 
ontornos de presión (líneas dis
ontinuas).Malla no uniforme 128 × 128.6.3. Flujo en una 
avidad 
uadrada 
on unapared móvil a altos números de ReynoldsEn este apartado se analiza el 
omportamiento del algoritmo a
oplado
uando se resuelven �ujos fuertemente dominados por la 
onve

ión, me-diante la presenta
ión de los resultados obtenidos para el problema del �ujoen una 
avidad 
on una pared móvil a altos números de Reynolds (Re = 5000y Re = 10000). En estos 
asos, el algoritmo tiene que ser 
apaz de resolverun patrón de �ujo más 
ompli
ado (respe
to a los 
asos 
on números deReynolds más pequeños mostrado anteriormente) 
omo 
onse
uen
ia de lafuerte 
onve

ión.Hay 
ierta 
ontroversia en la bibliografía sobre métodos numéri
os res-pe
to al 
omportamiento periódi
o o esta
ionario del �ujo a Re = 10000. Así,por ejemplo, Bruneau et al. re�eren que existe un número de Reynolds 
ríti
o,entorno a Re = 8000, a partir del 
ual el �ujo presenta un 
omportamientoperiódi
o [13℄; Erturk et al. en 
ambio en
uentran que mediante un re�na-miento su�
iente de la malla se obtienen solu
iones esta
ionarias que erantransitorias 
on una malla más gruesa [28℄. En este trabajo se ha obtenido unasolu
ión esta
ionaria para este problema 
on dos mallas diferentes (128×128 y
255×255) re�nadas 
on una fun
ión seno 
er
a de las paredes. Las 
ondi
ionesde 
ontorno impuestas son las mismas esquematizadas en la Figura 6.1 y seusa el esquema 
onve
tivo CDS para las variables transportadas.La Figura 6.12 muestra las líneas de 
orriente y los 
ontornos de presiónobtenidos para Re = 5000 (izquierda) y Re = 10000 (dere
ha). Se observan80
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Figura 6.13: Cavidad 
on pared móvil, Re = 10000. Compara
ión de losresultados de este trabajo 
on dos mallas diferentes (líneas) 
on las solu
ionesde referen
ia de Ghia et al. [39℄ y Erturk et al. [28℄.torbellinos bien formados y 
ontornos de presión suaves 
on regiones de bajapresión en los puntos de estan
amiento. El patrón de �ujo al
anzado 
oin
ide
on el presentado por Ertuk et al. [28℄. Respe
to al 
aso de Re = 1000 (verFigura 6.2), el �ujo a Re = 5000 se 
ara
teriza por que ha apare
ido un nuevovórti
e en la esquina superior izquierda; 
uando se aumenta el número deReynolds hasta Re = 10000, se en
uentra que el vórti
e en la esquina inferiordere
ha se ha dividido en dos a 
ontra
orriente de tamaño 
omparable yotro torbellino empieza a emerger a 
ontra
orriente del de la esquina inferiorizquierda. En la Figura 6.13 se 
omparan los resultados de este trabajo para
Re = 10000 
on las solu
iones de referen
ia propor
ionada por Ghia et al.[39℄ y por Ertuk et al. [28℄ para ambas 
omponentes de velo
idad en laslíneas 
entrales de la 
avidad. Se observa que el a
uerdo 
on los resultadosde Erturk et al. es ex
elente usando la malla de 255× 255; la solu
ión 
on lamalla 128×128 es prá
ti
amente la misma, lo que indi
a que se está próximoa la 
onvergen
ia de malla (
on
epto que se tratará en el Capítulo8).La Figura 6.14 presenta la historia de la 
onvergen
ia obtenida para el�ujo a Re = 10000, 
on la malla 128×128, y utilizando un falso paso temporalnormalizado de ∆τ/tC = 10. Se muestra la evolu
ión de la norma del residuoy del ve
tor 
orre

ión. Ambas se redu
en ha
ia la pre
isión de la máquina,aunque la velo
idad de redu

ión es más rápida en las primeras itera
iones,
onsiguiendo una redu

ión de tres órdenes de magnitud en la norma delresiduo de todas las variables en aproximadamente 1500 itera
iones (detallea la izquierda y abajo). A partir de ahí, la velo
idad de 
onvergen
ia se veralentizada, probablemente debido a la lenta propaga
ión de los errores debaja fre
uen
ia en la malla �na. El uso de métodos de multi-malla a
elera-ría la 
onvergen
ia; aunque éstos no han sido todavía implementados en el81
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on pared móvil, Re = 10000, malla 121×121. Historiade la 
onvergen
ia 
on ∆τ/∆τC = 10.
ódigo, son 
ompatibles 
on el algoritmo propuesto. El número promedio deitera
iones interiores es 45 (Figura 6.14, dere
ha y abajo), que es un númerorelativamente grande 
omo 
orresponde a un falso paso temporal tambiénrelativamente grande (ver Figura 6.9).
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ión natural en 
avidad. Esquema de de�ni
ión delproblema.6.4. Conve

ión natural en una 
avidad 
ua-drada 
on grandes varia
iones de tempe-ratura.En este apartado se presentan resultados del �ujo que se genera en una
avidad 
uadrada 
uando las paredes verti
ales se mantienen a una tem-peratura 
onstante y diferente entre ellas. Este 
aso sirve para validar elalgoritmo propuesto para resolver �ujos 
on densidad variable (y bajo númerode Ma
h) puesto que la diferen
ia de temperatura (relativa) en la paredno es lo su�
ientemente pequeña para que la aproxima
ión de Boussinesqsea válida (aproxima
ión que se emplea 
on fre
uen
ia en los 
ódigos de�ujo in
ompresible para poder resolver la 
onve

ión natural suponiendodensidad 
onstante). Este tipo de �ujos o
urre en la prá
ti
a en dispositivosde refrigera
ión. En la Figura 6.15 se muestra un diagrama del problema.Las paredes verti
ales son isotermas, siendo la temperatura de la paredizquierda (Th) más alta que la de la dere
ha (Tc). Las paredes superior einferior son adiabáti
as y se supone gradiente nulo para la temperatura.En los 
uatro lados de la 
avidad, se imponen 
ondi
iones de 
ontorno deno deslizamiento para la velo
idad, y de gradiente nulo para la presión. Elproblema se 
ara
teriza 
ompletamente por un número de Prandtl (Pr), un83



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladonúmero de Rayleigh (Ra), un parámetro de diferen
ia de temperaturas (ǫ),un estado de referen
ia (P0, T0) y una e
ua
ión de estado. Estos parámetrosse de�nen a 
ontinua
ión.El número de Rayleigh es:
Ra = Pr

gρ2
0(Th − Tc)L

3
0

T0µ2
0

(6.3)donde g es la a
elera
ión de la gravedad y L0 es el lado de la 
avidad. µ0 y ρ0son la vis
osidad dinámi
a y la densidad, respe
tivamente, 
orrespondientesal estado de referen
ia. El parámetro de la diferen
ia de temperaturas sede�ne 
omo:
ǫ =

Th − Tc

2T0
(6.4)
on T0 la temperatura de referen
ia, tomada 
omo (Th + Tc/2).Para el rango de temperaturas 
onsiderado, tanto la densidad 
omo lavis
osidad son propiedades variables. Se usa la ley de gases ideales para
al
ular la densidad (ρ = p/RT , 
on R la 
onstante universal de los gases),y la ley de Sutherland para la vis
osidad:

µ(T )

µ∗
=

(
T

T ∗

)3/2
T ∗ + S

T + S
(6.5)
on T ∗ = 273K, S = 110.5K and µ∗ = 1.68e − 5kg/m/s. El 
oe�
iente dedifusión térmi
a se 
al
ula 
omo:

κ(T ) = µ(T )/Pr (6.6)En el problema parti
ular que se resuelve se 
onsidera �ujo de aire,
Pr = 0.71, y una varia
ión de temperatura grande, ǫ = 0.6. El estado dereferen
ia es T0 = 600K, P0 = 101325Pa y se han simulado dos números deRayleigh: Ra = 1.0e6 y Ra = 1.0e7. En estas 
ondi
iones, el �ujo es laminary esta
ionario, aunque 
er
a de la transi
ión al régimen turbulento1. A partirde estos datos, se 
al
ula el lado de la 
avidad 
uadrada, L0, mediante laE
ua
ión (6.3) y para 
al
ular una velo
idad de referen
ia se usa la expresión
U0 = Ra0.5µ0/ρ0/L0. La Tabla 6.5 presenta las magnitudes de referen
ia paralos dos 
asos simuladas.Para resolver este problema 
on el algoritmo propuesto se 
onsidera ladensidad variable en las e
ua
iones de �ujo presentadas en el 
apítulo 2,1De he
ho, en este trabajo se ha obtenido una solu
ión os
ilatoria para Ra = 1.0e8; enel CD anexo a esta memoria se presentan vídeos de la evolu
ión transitoria de los 
amposde temperatura y vorti
idad en los 
asos a Ra = 1.0e7 y Ra = 1.0e884



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoTabla 6.5: Conve

ión natural en 
avidad. Magnitudes de referen
ia en los
asos simulados. Ra T0 (K) L0 (m) U0 (m/s)1.0e6 600 6.709e-2 7.489e-11.0e7 600 1.445e-1 1.099e00
1.5 1.4

1.3

1.2

1.1

1
0.9

0.8

0.7

0.6Figura 6.16: Conve

ión natural en 
avidad, Ra = 1e7 y ǫ = 0.6. Líneas de
orriente (izquierda) y 
ontornos de temperatura (dere
ha).y se introdu
e el efe
to de la gravedad a través de un término fuente en lae
ua
ión de 
antidad de movimiento para la dire

ión y. Además, para evitarerrores de redondeo numéri
o debidos a que las varia
iones de presión sonmuy pequeñas (respe
to al valor de referen
ia P0), es habitual tomar 
omoin
ógnita para la presión, en lugar del valor p 
orrespondiente a la e
ua
ión deestado, la diferen
ia p′ = p−ph, siendo ph la presión del equilibrio hidrostáti
o(∇ph + ρ0g = 0) (ver por ejemplo [69℄). Como resultado, el término fuentedis
reto que se añade en la e
ua
ión de 
antidad de movimiento es:
Sv = −(ρ− ρ0)gV (6.7)La Figura 6.16 muestra las líneas de 
orrientes y los 
ontornos de tempera-tura para Ra = 1e7 obtenidos 
on una malla no uniforme de 201×201 nodosre�nada 
er
a de las paredes. Las etiquetas de los 
ontornos 
orresponden 
onla temperatura adimensional (Θ = T/T0; 1− ǫ ≤ Θ ≤ 1 + ǫ). Se observa queel �ujo no es antisimétri
o respe
to al 
entro de la 
avidad, a diferen
ia delo que o
urriría si se utilizase la aproxima
ión de Boussinesq. Se distinguentres regiones diferentes dentro de la 
avidad: una región 
entral an
ha 
ara
-terizada por la estrati�a
ión térmi
a y 
on el �ujo prá
ti
amente en reposo;85



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladodos 
apas límites desarrolladas en las paredes verti
ales 
on gradientes detemperatura y velo
idad verti
al altos; y otras dos 
apas límites, más an
has,en las paredes horizontales.Para validar los resultados, se 
omparan varios parámetros 
ara
terísti
osdel �ujo 
on la solu
ión propor
ionada por Vierendels et al. [110℄. Estosautores obtuvieron valores de referen
ia para un amplio rango de númerosde Rayleigh y del parámetro ǫ de diferen
ia de temperaturas mediante laresolu
ión de las e
ua
iones de Navier-Stokes sin usar ni la hipótesis deBoussinesq ni la aproxima
ión de bajo número de Ma
h.En primer lugar en la Tabla 6.6 se 
omparan los valores 
al
ulados parael número de Nusselt medio en la pared:
Nuh|c =

∫

h|c

kL

k0(Th − Tc)

∂T

∂x
ds , (6.8)donde h y c ha
en referen
ia a la pared 
aliente y fría, respe
tivamente. Enla misma tabla se 
omparan también el valor máximo de las 
omponentes develo
idad verti
al y horizontal en las líneas 
entrales, y su posi
ión. Se obtieneun buen a
uerdo entre los resultados de este trabajo y los de referen
ia, siendolas diferen
ias inferiores en todo 
aso al 5%.Se muestran también en la Tabla 6.6 los valores obtenidos por Chenowethy Paolu

i [16℄ en un trabajo anterior. Estos autores llevaron a 
abo unainvestiga
ión de las solu
iones del �ujo para distintos números de Rayleigh,parámetros (ǫ) de diferen
ia de temperaturas y rela
ión de aspe
to de una
avidad re
tangular, y dedujeron expresiones aproximadas (
orrela
iones)para 
al
ular variables del �ujo 
omo una fun
ión de esos tres parámetrosadimensionales. Dado que emplearon mallas relativamente gruesas (por ejem-plo, 81 × 81 nodos para el �ujo en una 
avidad 
uadrada a Ra = 1.0e6), susdatos son probablemente menos pre
isos que los presentados por Vierendeelset al. [110℄.La evolu
ión de la norma del ve
tor de 
orre

ión para 
ada variable y elnúmero de itera
iones interiores llevadas a 
abo por el método iterativo pararesolver el sistema lineal a
oplado en el 
aso de Ra = 1.e7 se presentan enla Figura 6.17. La norma de
re
e ha
ia la pre
isión de la máquina para las
uatro variables. Se ha obtenido esta historia de la 
onvergen
ia apli
andouna relaja
ión relativamente pequeño (∆τ/tC = 1), y de ahí que el numeromedio de itera
iones interiores sea también pequeño (alrededor de 10).
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ión natural en 
avidad, Ra = 1.0e7 y ǫ = 0.6. Historiade la 
onvergen
ia usando un falso paso temporal de ∆τ/∆τ0 = 1. Evolu
iónde la norma del ve
tor de 
orre

ión para 
ada variable (izquierda) y númerode itera
iones interiores del método iterativo (GMRES) de resolver el sistemaa
oplado (dere
ha).
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Tabla 6.6: Conve

ión en 
avidad natural, ǫ = 0.6. Compara
ión de los resultados de este trabajo 
on la solu
ión dereferen
ia de Vierendeels et al. [110℄ y, para el 
aso 
on Ra = 1.0e6, 
on los valores 
al
ulados de las 
orrela
ionespropor
ionadas por Chenoweth and Paolu

i [16℄. Se indi
a el error en los valores de este trabajo respe
to a los deVierendels.

Ra = 1.0e6 Ra = 1.0e7Variable [16℄ [110℄ Este trabajo [110℄ Este trabajo
Nuh 8.753 8.687 9.076 [4.4%℄ 16.240 16.9484 [4.3%℄
Nuc 8.753 8.687 9.076 [4.4%℄ 16.241 16.9477 [4.3%℄
vmax(y = 0.5) 0.306 0.3203 0.3201 [0.0%℄ 0.3229 0.3230 [0.0%℄en la posi
ión x = 0.0566 0.0537 0.0532 [1.0%℄ 0.0305 0.0289 [5.2%℄
vmin(y = 0.5) -0.279 -0.3001 -0.3002 [0.0%℄ -0.3011 -0.3011 [0.0%℄en la posi
ión x = 0.9790 0.9756 0.9758 [0.0%℄ 0.9861 0.9870 [0.1%℄

umax(x = 0.5) 0.1193 0.1148 [3.8%℄ 0.07490 0.07348 [1.9%℄en la posi
ión y = 0.8541 0.8565 [0.3%℄ 0.8260 0.8227 [0.4%℄

umin(x = 0.5) -0.07972 -0.07765 [2.5%℄ -0.05124 -0.04977 [2.9%℄en la posi
ión y = 0.0905 0.0872 [3.6%℄ 0.0693 0.0690 [0.4%℄
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Figura 6.18: Cilindro 
uadrado. Diagrama de de�ni
ión del problema.6.5. Flujo laminar tras un 
ilindro 
uadradoEn este apartado se estudia el 
omportamiento del algoritmo a
oplado enproblemas no esta
ionarios, apli
ándolo a la resolu
ión del �ujo laminar dedesprendimiento de vórti
es tras un 
ilindro 
uadrado.La Figura 6.18 muestra un diagrama esquemáti
o del problema. Loslímites del dominio se sitúan lejos del obstá
ulo para minimizar el efe
tode los 
ontornos sobre el �ujo a su alrededor. Se �ja una velo
idad horizontal
onstante en la entrada y, en la salida, se extrapolan tanto la velo
idad ho-rizontal 
omo transversal desde dos nodos interiores. Los 
ontornes superiore inferior del dominio 
omputa
ional se tratan 
omo planos de simetría, yse impone una 
ondi
ión de no deslizamiento en las paredes del 
ilindro.Respe
to a las 
ondi
iones para la presión, se apli
a un gradiente nulo entodos los 
ontornos, ex
epto en la salida, donde se extrapola desde dos nodosinteriores.El �ujo se resuelve a un número de Reynolds moderado (Re = 100, basadoen el lado del 
ilindro 
uadrado y en la velo
idad de entrada). Para estenúmero de Reynolds, el �ujo es bidimensional y laminar pero no esta
ionario,exhibiendo el fenómeno de desprendimiento periódi
o de torbellinos 
ono
ido
omo `vórti
es de von-Karman'. Otras 
ara
terísti
as del �ujo son un puntode estan
amiento delante del obstá
ulo, un �ujo altamente 
onve
tivo entorno al 
ilindro y una zona de re
ir
ula
ión detrás del 
ilindro.Sohankar et al. ([104℄,[103℄) simularon una serie de 
asos de este problema(a un número de Reynolds también moderado) 
on el objetivo de investigarla in�uen
ia en los resultados de varios parámetros numéri
os, tales 
omoel re�namiento de la malla 
er
a del 
ilindro, el tamaño del paso temporal,89
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x / DFigura 6.19: Cilindro 
uadrado, Re = 100. Lado de la 
elda en dire

ión y
omo fun
ión de la posi
ión de la 
ara sur de la 
elda.la 
ondi
ión de 
ontorno en la salida, la rela
ión de bloqueo (D/H , 
on Hla longitud transversal del dominio y D la longitud del lado del 
ilindro
uadrado), la extensión del dominio aguas abajo y arriba del 
ilindro o elesquema 
onve
tivo usado en la dis
retiza
ión. Siguiendo las re
omenda
ionesde di
hos autores, en la presente simula
ión se ha elegido un paso de tiempofísi
o ∆t/tD = 0.03 (siendo tD = D/U el tiempo 
ara
terísti
o, 
on D el ladodel 
ilindro 
uadrado y U la velo
idad de entrada). La malla de dis
retiza
iónes no uniforme, re�nada 
er
a del 
ilindro mediante una fun
ión tangentehiperbóli
a, puesto que un tamaño demasiado grande de las 
eldas adya
entesal obstá
ulo afe
ta negativamente a la pre
isión de los resultados. La formade la fun
ión utilizada para determinar el lado de la 
elda en la dire

ión
y apare
e dibujada en la Figura 6.19 (una forma similar es empleada parala dire

ión x, desplazada para ajustarse a la posi
ión del 
uadrado en estadire

ión). La malla de dis
retiza
ión resultante apare
e en la Figura 6.20.El número total de 
eldas es 241 × 201. La 
eldas entorno a las esquinas del
ilindro son 
uadradas, siendo la an
hura del lado δ/D = 6.3e−3 y 
er
a de laslíneas 
entrales del 
uadrado, en 
ambio, son re
tangulares 
on una máximarela
ión de aspe
to de δx/δy|max = δy/δx|max = 10.75. Aunque debido a quela malla es estru
turada, la mayor rela
ión de aspe
to o
urre en las 
eldaslejos del obstá
ulo, pero lo
alizadas en la misma línea que las esquinas del
uadrado y es ∆/δ = 79.4, siendo ∆ = 0.5 la longitud máxima del lado delas 
eldas. Puesto que se mani�estan gradientes de velo
idad altos en 
eldasque tienen una rela
ión de aspe
to grande, se ha preferido usar el esquema
onve
tivo de alta resolu
ión SMART (en lugar del esquema CDS) para lasvariables transportadas. 90
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Figura 6.20: Cilindro 
uadrado, Re = 100. Malla de dis
retiza
ión deldominio 
ompleto y detalle entorno al obstá
ulo.Tabla 6.7: Cilindro 
uadrado, Re = 100. Parámetros numéri
os relevantes enlos 
asos 
omparados en la Tabla 6.8
δ/D ∆/D Lu/D Ld/D H/D ∆t/(L/U)QUICK ([104℄) 0.004 0.5 10 26 0.05 0.025Van-Leer ([103℄) 0.004 0.7 18.3 22.65 0.05 0.025SMART (presente) 0.0036 0.5 10 39 0.05 0.025Se muestra una instantánea de las líneas de 
orriente y de los 
ontornosde presión y vorti
idad (ωz = ∂v/∂x − ∂u/∂y) obtenidos en la Figura 6.21.En la Figura 6.22 se presenta el 
omportamiento periódi
o del 
oe�
ientede sustenta
ión del 
ilindro. El valor medio en el tiempo es 
ero (
omo seespera para un �ujo simétri
o) y su fre
uen
ia de os
ila
ión indi
a un númerode Strouhal de 0.136, en buen a
uerdo 
on los resultados experimentalespropor
ionados por Okajima [80℄, quien da un valor entre 0.13 y 0.15 paraun �ujo a Re = 100. La Figura 6.23 muestra 
ómo los 
ontornos del módulode la velo
idad obtenidos promediando en los 
i
los presentados en la �guraanterior (10) son simétri
os respe
to a la línea 
entral en la dire

ión del �ujo.Finalmente, el CD anexo a esta memoria in
luye dos vídeos que ilustran laevolu
ión periódi
a del módulo de la velo
idad y de la vorti
idad.A �n de extender el estudio de la 
alidad de la solu
ión, algunos otrosparámetros adimensionales se 
omparan 
on los resultados obtenidos porSohankar et al. en sus trabajos 
omputa
ionales ([104℄,[103℄). Entre los testsrealizados por di
hos autores, se han elegido dos de los 
asos 
on parámetros91



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoTabla 6.8: Cilindro 
uadrado, Re = 100. Compara
ión de los resultados ob-tenidos en este trabajo usando el esquema 
onve
tivo SMART 
on resultadosde Sohankar et al. usando el esquema QUICK [104℄ y el esquema de Van-Leer[103℄. QUICK Van-Leer SMART[104℄ [103℄ Presente
St 0.147 0.139 0.136
CD 1.464 1.423 1.406
CDp

1.418 1.382 1.363
−CPb 0.663 0.644 0.654
CPs 1.052 1.028 1.018numéri
os similares a los utilizados en este trabajo. En la Tabla 6.7 se presen-tan, para los tres 
asos 
omparados, los siguientes parámetros numéri
os: losvalores de la an
hura mínima de 
elda adya
ente al obstá
ulo (δ/D), la an
hu-ra de 
elda lejos de la zona de interés (∆/D), la longitud del dominio aguasarriba y abajo del obstá
ulo (Lu/D y Ld/D, respe
tivamente), el bloqueo deldominio H/D, el paso de tiempo temporal ∆t/(L/U). La Tabla 6.8 muestralos valores obtenidos para los siguientes magnitudes físi
as adimensionales:el número de Strouhal (St), el 
oe�
iente de arrastre (CD), el 
oe�
iente dearrastre debido ex
lusivamente a la presión (CDp

), los 
oe�
ientes de presiónen el punto de estan
amiento (Cps
) y en la base de su

ión (Cpb

). En todoslos 
asos se observa un buen a
uerdo entre los resultados obtenido en estetrabajo y los valores propor
ionados por Sohankar et al. .A 
ontinua
ión, se 
ompara el 
omportamiento del esquema 
onve
tivode alto orden SMART, respe
to a la interpola
ión lineal. Los 
ontornos develo
idad longitudinal presentados en la Figura 6.24 permiten apre
iar elbuen 
omportamiento del esquema SMART en este problema. El esquemaCDS , en 
ambio, produ
e 
ontornos abruptos y el número de Strouhalobtenido es St = 0.250, un 80 % (aproximadamente) más grande que losvalores experimentales de Okajima [80℄.Para terminar, se muestra un análisis de la e�
ien
ia del método dualde paso de tiempo en 
ombina
ión 
on el pro
edimiento de linealiza
ión dePi
ard. La solu
ión se 
onsidera 
onvergida en las itera
iones exteriores (esde
ir, en el falso paso temporal) 
uando las normas tanto del residuo 
omodel ve
tor 
orregido son más pequeñas que 1.0e− 4 (aunque se impone tantoun límite superior 
omo inferior en el número de itera
iones exteriores paraevitar, por ejemplo, un ex
esivo trabajo en el 
aso de 
ondi
iones ini
ialespobres). La Figura 6.25 muestra la historia de la norma del ve
tor 
orregido92



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoasí 
omo la evolu
ión del número de itera
iones exteriores. Una vez al
an-zado el 
omportamiento periódi
o, solamente se requiere resolver un sistemalineal 11 ve
es (que 
oin
ide 
on el límite inferior impuesto) para al
anzar la
onvergen
ia en 
ada paso de tiempo físi
o. El algoritmo para �ujos vis
ososno esta
ionarios y 
ualquier número de Ma
h propuesto por Mary et al.[68℄ usa un método de Newton aproximado y ha
e una media de seis itera-
iones por paso de tiempo para 
apturar el 
omportamiento periódi
o deldesprendimiento de vórti
es. Una rápida 
ompara
ión por tanto indi
a queel pro
edimiento Pi
ard es 
ompetitivo 
on los métodos de linealiza
ión detipo Newton, los 
uales exigen generalmente un mayor tiempo 
omputa
ionalpara formar 
ada sistema lineal.
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Figura 6.21: Cilindro 
uadrado, Re = 100. Vista detallada de las líneas de
orriente (arriba), de los 
ontornos de presión (medio) y de 
ontornos devorti
idad ωz (líneas dis
ontinuas para valores negativos, abajo) 
er
a del
ilindro en un instante dado. 94
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idad horizontal obtenidos 
on el esquema SMART (izquierda) y CDS(dere
ha). Vista detallada en torno al obstá
ulo.
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Figura 6.26: Volumen de 
ontrol en 
oordenadas 
ilíndri
o-polares (dere
ha)y fuerzas de presión sobre una 
elda en el plano r − θ (izquierda).6.6. Expansión brus
a en una tubería 
ilíndri
aCuando se estudian �ujos axisimétri
os, la utiliza
ión de 
oordenadas
ilíndri
o-polares (en lugar de 
artesianas) es 
onveniente puesto que permiteresolver el problema teniendo en 
uenta úni
amente dos dimensiones (radial yaxial). En este apartado se ilustra el 
omportamiento del algoritmo a
opladoen este tipo de 
oordenadas mediante la resolu
ión del �ujo generado en unatubería 
ilíndri
a tras una expansión brus
a (Figura 6.27). Las motiva
ionespara estudiar este problema son dos prin
ipalmente. Por un lado, tiene interésprá
ti
o ya que esta geometría apare
e en mu
has apli
a
iones de ingeniería.Por otro lado, la resolu
ión de las e
ua
iones de una manera a
oplada tienela ventaja, respe
to a los métodos segregados, de permitir implementar im-plí
itamente los términos adi
ionales que apare
en en las e
ua
iones 
uandose utilizan 
oordenadas 
ilíndri
o-polares (
omo se mostrará más abajo). Enel 
aso resuelto, laminar y sin introdu

ión de swirl, la velo
idad azimutal(vθ) es nula y en
ontrar la solu
ión numéri
a al problema 
onsiste, por tanto,en espe
i�
ar el valor de dos 
omponentes de la velo
idad vr y vz en 
ada
elda (rP , zP ) de una malla bidimensional.Cuando se apli
a el método de dis
retiza
ión de volúmenes �nitos (des
ri-to en el Capítulo 2 para 
oordenadas 
artesianas) en 
oordenadas 
ilíndri
o-polares surgen algunas parti
ularidades. Aunque la expresión general de unae
ua
ión de 
onserva
ión en su forma integral para un volumen de 
ontrol es
97



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladola misma (E
ua
ión (2.5)),
∫

V

∂ρφ

∂t
dV +

∮

A

ρφv · n̂dA−
∮

A

Γφ∇φ · n̂dA =

∫

V

SφdV , (6.9)la nueva forma de los volúmenes de 
ontrol (ver Figura 6.26) debe ser tenidaen 
uenta a la hora de 
al
ular las 
omponentes del ve
tor área (dA = n̂dA =
(dAr, dAθ, dAz)) y del gradiente de un es
alar (∇φ = (∇φ|r,∇φ|θ,∇φ|z)).Éstas son:

dAr = rdθdz ; ∇φ|r = ∂φ/∂r (6.10)
dAθ = drdz ; ∇φ|θ = (1/r)(∂φ/∂θ)

dAz = rdθdr ; ∇φ|z = ∂φ/∂z .El diferen
ial de volumen se 
al
ula 
omo dV = rdθdrdz. En el proble-ma que se resuelve aquí, sin varia
iones en la dire

ión a
imutal, la mallatiene una sola 
elda en la dire

ión θ, de tamaño �jo ∆θ. Los 
ambiosdes
ritos pueden ser implementados en un 
ódigo ini
ialmente desarrolladopara 
oordenadas 
artesianas sin más que aso
iar las 
oordenadas 
artesianas
(xc, yc, zc) 
on las 
ilíndri
o-polares (z, r, θ, por ejemplo) y de�nir el lado deuna 
elda en dire

ión a
imutal 
omo rP ∆θ.Además, es ne
esario introdu
ir dos términos adi
ionales en la e
ua
iónde 
onserva
ión del 
antidad de movimiento debido al 
ambio del sistema de
oordenadas [8℄. Uno de estos términos proviene del tensor de esfuerzos y suexpresión, 
uando se añade al lado dere
ho de la e
ua
ión, es:

bτθθ
r = −2µVPvrP/r

2
P , (6.11)siendo VP y rP el volumen y la posi
ión radial (respe
tivamente) de la
elda. El otro término adi
ional se introdu
e para tener en 
uenta que ala 
omponente radial de las fuerzas de presión no sólo 
ontribuye la presiónsobre las 
aras norte y sur de la 
elda (dire

ión radial), sino también sobrelas 
aras alta y baja (dire

ión a
imutal) (ver Figura 6.26, izquierda). Estenuevo término bpr se es
ribe

bpr = pPAθP ∆θ , (6.12)donde AθP = ∆rP ∆z es el área de la 
ara alta (o baja) de la 
elda P .A la hora de resolver el sistema, es interesante desta
ar que los dos nuevostérminos añadidos a la e
ua
ión de 
onserva
ión de la 
antidad de movimientoen dire

ión radial 
ontienen variables in
ógnitas (vr y p lo
alizadas en lapropia 
elda P ). El algoritmo a
oplado desarrollado en este trabajo permitein
luir ambos implí
itamente en la matriz de 
oe�
ientes.98
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h

10 H

H

Figura 6.27: Expansión brus
a en una tubería, Re = 100. Ve
tores develo
idad y líneas de 
orriente en la zona de re
ir
ula
ión.La 
on�gura
ión del problema resuelto apare
e en la Figura 6.27. La rela-
ión de radios entre las dos tuberías esH/h = 2. Respe
to a las 
ondi
iones de
ontorno para la velo
idad, se impone el per�l de velo
idad 
orrespondienteal �ujo 
ompletamente desarrollado en la entrada, en la salida se apli
agradiente nulo y en las paredes la 
ondi
ión de no deslizamiento. Se resuelveúni
amente la mitad norte del dominio del problema axisimétri
o, siendola frontera sur del dominio un eje de simetría. Para la presión, se suponegradiente nulo en todos los 
ontornos del dominio salvo en la salida, dondese �ja su valor a 
ero.La Figura 6.27 muestra también los ve
tores de velo
idad y las líneas de
orriente en la zona de re
ir
ula
ión obtenidos para un �ujo 
on númerode Reynolds Re = 100, basado en el radio de la tubería an
ha H y lavelo
idad media de entrada U (la imagen simétri
a del dominio resuelto esin
luida también en la �gura). La 
ara
terísti
a más desta
ada de este �ujo,la longitud de la zona de re
ir
ula
ión (Lr) tras la expansión, es 
omparada
on el trabajo experimental de Ma
agno y Hung [64℄ y los resultados 
ompu-ta
ionales de Flet
her et al. [30℄ y de Nag y Datta [75℄ en la Tabla 6.9. Sehan utilizado dos mallas uniformes diferentes, 
on un número de 
eldas de
46×31 y 92×62. Lr/H se 
al
ula 
omo la distan
ia que separa la expansióndel lugar en el que la velo
idad horizontal 
ambia de signo, siguiendo lalínea horizontal de nodos adya
entes a la pared norte. Para lo
alizar di
haposi
ión en la que la velo
idad se ha
e nula, se ha usado una interpola
iónlineal entre el nodo 
on velo
idad negativa y su ve
ino este, 
on velo
idadpositiva. En la tabla se observa que, 
omo era de esperar, la solu
ión enla malla �na es más pre
isa que en la gruesa; y el a
uerdo de aquélla 
onlos resultados tanto experimentales 
omo 
omputa
ionales obtenidos por losautores referidos arriba es muy bueno.En 
uanto a la e�
ien
ia del algoritmo, en la Figura 6.28 se presenta lavelo
idad de 
onvergen
ia para las dos mallas empleadas. En la malla gruesase ha apli
ado un falso paso temporal, propor
ional al tiempo de residen
iatípi
o de la 
elda, ∆τ = 5∆τC = 5∆yg/U , 
on ∆yg la an
hura de 
elda de la99



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoTabla 6.9: Compra
ión de la longitud de re
ir
ula
ión (Lr/H) obtenida eneste trabajo 
on otros resultados experimentales ([64℄) y 
omputa
ionales([30℄, [75℄).Ma
agno[64℄ Flet
her[30℄ Nag[75℄ Este trabajo
250 × 90 46 × 31 92 × 62

4.50 4.53 4.51 4.75 4.51malla (gruesa) en dire

ión verti
al (es de
ir, radial). En 
uanto a la malla�na, se han realizado dos simula
iones 
on diferente relaja
ión: manteniendoen una la misma propor
ión de falso paso temporal respe
to a su propiotiempo de residen
ia (es de
ir, ∆τ = 5∆yf/U 
on ∆yf la an
hura de 
elda dela malla (�na)) y en la otra su valor absoluto (es de
ir, 10∆yf/U = 5∆yg/U).Se observa que en los tres 
asos el residuo se redu
e exponen
ialmente ha
ia lapre
isión de la máquina y que la velo
idad de 
onvergen
ia es prá
ti
amentela misma en las dos mallas si se mantiene el valor del falso paso temporal(aproximadamente un orden de magnitud 
ada 440 itera
iones exteriores),aunque el número de itera
iones interiores es mayor para la malla grande (elnúmero apare
e en la leyenda de la misma �gura, entre paréntesis).Se han realizado también simula
iones en la malla �na 
al
ulando ex-plí
itamente los términos adi
ionales de la e
ua
ión de 
onserva
ión de la
antidad de movimiento en la dire

ión radial (E
ua
iones (6.11) y (6.12))e in
luyéndolos en el lado dere
ho de la e
ua
ión. Se ha en
ontrado queeste tratamiento es menos robusto que el implí
ito puesto que es ne
esariointrodu
ir más relaja
ión (el 
aso no 
onverge para los falsos pasos temporalesrelativos de ∆τ/∆τC = 5, 10). La historia de la 
onvergen
ia para los dostratamientos es 
omparada en la Figura 6.29 
on una misma relaja
ión de
∆τ/∆τC = 1. La velo
idad de 
onvergen
ia es prá
ti
amente la misma,probablemente debido a que la apli
a
ión de una relaja
ión grande ha
e queel número medio de itera
iones interiores sea pequeño (5 para el implí
ito y 7para el explí
ito) y el a
oplamiento entre las e
ua
iones sea tenido en 
uentade una manera débil por el solver lineal. Aún así, la e�
ien
ia del tratamientoimplí
ito es algo mayor ya que, a igual número de itera
iones exteriores, elnúmero de itera
iones interiores es algo menor.Los resultados mostrados indi
an que el algoritmo a
oplado propuesto eneste trabajo es 
apaz de resolver de una manera pre
isa y robusta problemasdes
ritos en 
oordenadas 
ilíndri
o-polares.
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Figura 6.28: Expansión brus
a en una tubería, Re = 100. Historia del residuode la e
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ión de 
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ión.En la leyenda, entre paréntesis, se indi
a el número medio de itera
ionesinteriores.
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Figura 6.29: Expansión brus
a en una tubería, Re = 100, malla 92 × 62.Compara
ión de la historia del residuo de la e
ua
ión de 
ontinuidad 
on untratamiento implí
ito y explí
ito de los términos adi
ionales de la e
ua
iónpara vr. Se indi
a entre paréntesis el número medio de itera
iones interiores.101



6. Resultados. Comportamiento del algoritmo a
opladoResolu
ión segregada de las e
ua
ionesEn el algoritmo a
oplado desarrollado en este trabajo se dispone de unae
ua
ión para la presión (dedu
ida a partir de la e
ua
ión de 
ontinuidad,in
luyendo los términos de 
orre

ión según la CMI: E
ua
ión (4.7)). Con elpropósito de estudiar el 
omportamiento del método 
uando se resuelve estae
ua
ión de Poisson y las e
ua
iones de 
antidad de movimiento de manerasegregada, se ha realizado la implementa
ión explí
ita de los términos quelas a
oplan: es de
ir, se parte de las mismas e
ua
iones dis
retizadas quese des
riben en los 
apítulos anteriores, pero los términos 
orrespondientesa los gradientes de presión en las e
ua
iones de 
antidad de movimientoy a la interpola
ión lineal de las velo
idades 
onve
tivas en la e
ua
ión de
ontinuidad se 
al
ulan usando los valores obtenidos para las in
ógnitas en laitera
ión (exterior) anterior, y se di�eren al lado dere
ho del sistema. De estamanera, los 
oe�
ientes aup, avp , awp, apu, apv, apw de la matriz del sistema(E
ua
ión (4.13)) son nulos, se 
onsigue desa
oplar las e
ua
iones de Navier-Stokes y el sistema se puede resolver mediante un 
i
lo similar al llevado a
abo por los métodos segregados tipo SIMPLE, si bien en este trabajo seha
e uso de una e
ua
ión para la presión en lugar de una e
ua
ión para la
orre

ión de la presión (ver, por ejemplo, [85℄). Di
ho 
i
lo 
onsta de lossiguientes pasos:1. Se supone un 
ampo ini
ial de velo
idad y de presión.2. Se 
al
ulan los 
oe�
ientes de la matriz y el ve
tor del lado dere
ho delas e
ua
iones de 
antidad de movimiento.3. Se resuelven las e
ua
iones de 
antidad de movimiento, y se a
tualizanlos valores de las 
omponentes del ve
tor velo
idad.4. Se 
al
ulan los 
oe�
ientes de la matriz y del ve
tor del lado dere
hode la e
ua
ión de Poisson, utilizando los nuevos valores del 
ampo develo
idad.5. Se resuelve la e
ua
ión de Poisson, y se a
tualiza el 
ampo de presión.6. Si no se ha al
anzado el valor tolerado para los residuos, se vuelve alpunto 2.La diferente historia de la 
onvergen
ia 
uando se resuelven las e
ua
ionesde manera segregada o a
oplada se muestra en la Figura 6.30 para el �ujotratado en este apartado: 
avidad bidimensional 
on una pared móvil aRe=1000, y utilizando una malla no uniforme de 128 × 128 nodos. Se ha102
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Figura 6.30: Cavidad 
on pared móvil, Re=1000, malla 128×128. Historia dela 
onvergen
ia. Compara
ión de la resolu
ión segregada (∆τ/∆τC = 0.1) ya
oplada (∆τ/∆τC = 10) de las e
ua
iones de Navier-Stokes (se indi
a entreparéntesis el número medio de itera
iones interiores).apli
ado relaja
ión iner
ial en ambos 
asos y se ha en
ontrado que, paraal
anzar la 
onvergen
ia, el primer método (segregado) ne
esita utilizar unfalso paso temporal mu
ho menor (∆τ/∆τC = 0.1) que el segundo (dondela e�
ien
ia está próxima a la óptima para ∆τ/∆τC = 40; ver Tabla 6.3).Es interesante desta
ar que el prin
ipal propósito de la relaja
ión en elalgoritmo segregado es amortiguar la varia
ión de las in
ógnitas en el pro
esode resolu
ión se
uen
ial (la dominan
ia de la diagonal se 
onsigue mediantela implementa
ión diferida de los términos 
onve
tivos de alto orden). En elalgoritmo a
oplado, en 
ambio, los términos de relaja
ión deben 
ompensarlos términos implí
itos `extra' provenientes del a
oplamiento entre velo
idady presión, que debilitan la dominan
ia de la diagonal (ver Capítulo 4). Porotro lado, el patrón de la matriz de 
oe�
ientes para 
ada e
ua
ión segregadapermite utilizar solvers lineales menos so�sti
ados y 
ostosos que el GM-RES(30), apli
ado en el algoritmo a
oplado; en 
on
reto, para resolver esteproblema se ha utilizado el solver CGS (Gradiente Conjugado al Cuadrado).En la Figura 6.30 se observa que la evolu
ión de los residuos en el algorit-mo segregado es mar
adamente os
ilatoria; además, 
omo 
orresponde a unafuerte relaja
ión, el número de itera
iones exteriores ne
esario para al
anzarla 
onvergen
ia es elevado y el de itera
iones interiores pequeño (≈ 3 por103
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oplado
ada una de las exteriores, del 
ontrol dinámi
o des
rito en el Apartado 5.2).Respe
to a la e�
ien
ia de ambos métodos, el tiempo de CPU 
onsumidopor el algoritmo segregado para redu
ir el residuo normalizado hasta el valortolerado (||Reφ|| < 1.0e − 5) es unas 40 ve
es mayor que el del algoritmoa
oplado, aún 
uando el tiempo medio por itera
ión exterior es un 40 %(aproximadamente) menor.Por último, se quiere señalar que en este apartado se ha pretendidopresentar una 
ompara
ión dire
ta entre la forma a
oplada y segregada deresolver las mismas e
ua
iones dis
retas, sin dedi
ar grandes esfuerzos a laoptimiza
ión del algoritmo segregado. En este 
aso, el elevado número deitera
iones podría ser redu
ido utilizando una e
ua
ión para la 
orre

ión dela presión o implementando implí
itamente todos los términos de presión enla e
ua
ión de Poisson. De la misma forma que se des
ribe en el Apartado 4.3para el algoritmo a
oplado, los términos 
orrespondientes a la interpola
iónlineal de fuerzas de presión (término en el lado dere
ho de la E
ua
ión(4.7)), que involu
ran valores de di
ha variable en 
eldas fuera de la molé
ula
omputa
ional, se 
al
ulan explí
itamente y se di�eren a lado dere
ho de lae
ua
ión.
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Capítulo 7Simula
ión de las Grandes Es
alas(LES) de un �ujo turbulento.En este 
apítulo se muestran resultados de apli
ar el algoritmo propuestoen este trabajo a la resolu
ión de la estela turbulenta tras un 
ilindro 
uadra-do (prisma) mediante el modelo de Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES).Previamente, se dis
ute la motiva
ión para utilizar este modelo y una breveexposi
ión de sus fundamentos téori
os.7.1. Motiva
iónTanto la modeliza
ión 
omo la simula
ión de �ujos turbulentos 
ons-tituyen temas de investiga
ión abiertos 
on gran interés prá
ti
o ya quehabitualmente o
urren fenómenos turbulentos en sistemas ingenieriles y enpro
esos naturales. A pesar de que las e
ua
iones de Navier-Stokes son válidastanto para �ujos laminares 
omo turbulentos, el me
anismos 
ono
ido 
omo`
as
ada de energía' di�
ulta el tratamiento de la turbulen
ia. La e
ua
iónde transporte para la vorti
idad in
luye, en tres dimensiones, un términoresponsable del fenómeno 
ono
ido 
omo `estiramiento de vórti
es' (vortexstret
hing). Este término es el responsable de la deforma
ión de torbellinos(estru
turas 
oherentes), que se `estiran' a lo largo de su eje aumentandosu velo
idad angular; si la difusión mole
ular no 
ompensa este término(
omo o
urre en la turbulen
ia) se 'fragmentan' en estru
turas 
ada vez máspequeñas. De esta manera, se genera un me
anismo de transferen
ia de ener-gía desde las es
alas más grandes (del tamaño de la longitud 
ara
terísti
adel problema) ha
ia las más pequeñas (para las que la disipa
ión vis
osa
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)es efe
tiva) 1. Tennekes y Lumley [106℄ ofre
e un primer a
er
amiento a la
omprensión de los fenómenos físi
os que 
ara
terizan la turbulen
ia; se puedeen
ontrar una orienta
ión más matemáti
a y detallada en Pope [88℄.En la a
tualidad se emplean mayoritariamente tres enfoques, ningunode ellos 
ompletamente satisfa
torio, para simular �ujos turbulentos ([29℄,[88℄, [87℄). La aproxima
ión más pre
isa es la Simula
ión Numéri
a Dire
ta(DNS) que dis
retiza dire
tamente las e
ua
iones de Navier-Stokes (es de
ir,sin ninguna aproxima
ión adi
ional) usando un tamaño de paso (espa
ial ytemporal) lo su�
ientemente pequeño 
omo para 
apturar todas las es
alaspresentes en un �ujo turbulento. Esta op
ión permite resolver problemasbási
os y obtener una gran 
antidad de informa
ión sobre los fenómenosfísi
os que 
ara
terizan la turbulen
ia (algunos de ellos difí
iles de medir ex-perimentalmente), y es por tanto una herramienta poderosa para 
omprenderdi
hos fenómenos y desarrollar modelos teóri
os. Sin embargo, su alto 
oste
omputa
ional (la hipótesis de Kolgomorov para el tamaño de las es
alasmás pequeñas 
ondu
e a un 
oste del orden O(Re11/4)) ha
e 
ompletamenteinviable su apli
a
ión para resolver 
on�gura
iones realistas a números deReynolds moderadamente altos.La Simula
ión Numéri
a del Promediado de Reynolds (RANS) se basaen promediar en el tiempo las e
ua
iones de Navier-Stokes y apli
ar modelospara `
errar' las e
ua
iones, es de
ir, para obtener los términos que no se pue-den 
al
ular dire
tamente desde las variables promediadas (son los términos
ono
idos 
omo `esfuerzos de Reynolds'). Aunque estos modelos presentanla desventaja de depender ne
esariamente del problema parti
ular que sequiere resolver, ha sido prá
ti
amente la úni
a utilizada hasta la fe
ha enapli
a
iones industriales ya que permite 
ono
er la tenden
ia de magnitudesglobales (
omo por ejemplo fuerzas sobre una super�
ie) útiles para la mejorade diseños de ingeniería (es de
ir, 
on un 
oste 
omputa
ional asequible).La Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES) se presenta 
omo la té
ni
amás prometedora para resolver numéri
amente �ujos turbulentos, puesto quetiene un mayor poten
ial predi
tivo (propor
iona 
ampos instántaneos) y su
oste 
omputa
ional es menor que el de la DNS. Este modelo se basa en laidea resolver úni
amente las estru
turas grandes (las que 
ontribuyen prin
i-palmente a la transferen
ia de energía y 
antidad de movimiento). Aunque elefe
to de las es
alas inferiores debe ser modelado, se 
onsidera que su 
ará
teres universal (es de
ir, independiente del problema parti
ular), en el supuestode que pertenez
an al rango iner
ial de la 
as
ada de energía. La LES ha sido1El fenómeno inverso (es de
ir, la transferen
ia de energía de las es
alas más pequeñasa las grandes) puede o
urrir lo
almente en algunas situa
iones; este fenómeno se 
ono
e
on el nombre en inglés de ba
ks
attering. 106



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)in
orporada en la última dé
ada en 
ódigos de CFD 
omer
iales (F luentTM ,uno de los 
ódigos de CFD 
omer
iales más utilizados, implementó el modeloSmagorinsky de LES [100℄ en 1999, en la versión 5.0), pero todavía se ne
esitaprogresar en 
iertos aspe
tos de la té
ni
a para que sea usada extensivamenteen apli
a
iones industriales. Por un lado, el 
oste 
omputa
ional sigue siendoalto debido a que resolver el rango iner
ial requiere mallas �nas y a quedeben ser simula
iones transitorias 
on un paso temporal su�
ientementepequeño para 
apturar las �u
tua
iones del �ujo turbulento, y prolongadaslo su�
iente en el tiempo para poder obtener valores promedio útiles en inge-niería. Por otro lado, el �ltrado de las e
ua
iones es realizado habitualmentede manera implí
ita por la propia malla de dis
retiza
ión y el diseño de éstasuele resultar 
ríti
o para obtener solu
iones de 
alidad. Para la apli
a
ión deLES a problemas prá
ti
os, otros temas abiertos son la ade
uada des
rip
iónde la intera

ión rea

ión quími
a-turbulen
ia en pro
esos de 
ombustión, laimplementa
ión de un �ujo turbulento en la entrada o la modeliza
ión 
er
ade las paredes (
uando no es viable re�nar la malla lo su�
iente para 
apturarla sub
apa vis
osa).Este 
apítulo pretende mostrar la 
apa
idad del algoritmo propuestoen este trabajo para resolver �ujos turbulentos mediante el modelo de Si-mula
ión de las Grandes Es
alas. El algoritmo propuesto es a
oplado y elesquema de dis
retiza
ión es implí
ito, mientras que la gran mayoría de
ódigos desarrollados ex profeso para LES in
orporan un método explí
i-to (típi
amente el paso fra

ionado propuesto originariamente por Kim yMoim [53℄ para �ujos in
ompresibles). El grupo del Profesor Plet
her llevóa 
abo las primeras simula
iones de LES 
on pre
ondi
ionamiento y pasodual (es de
ir, a
oplado e implí
ito) para resolver un �ujo 
ompresible abajo número de Ma
h ([111℄,[17℄). Re
ientemente, algunos autores (Lessaniet al. [57℄, Alkishriwi et al. [2℄ y Daude et al. [22℄) han retomado el tema
on el propósito de estudiar la redu

ión en el tiempo de CPU que se puede
onseguir utilizando un esquema temporal implí
ito. Aun 
uando resolver lases
alas temporales más pequeñas de LES requiere un paso de tiempo pequeño,éste puede ser 
onsiderablemente mayor que el permitido por la 
ondi
ión deestabilidad numéri
a de un esquema explí
ito (algo espe
ialmente 
ierto en�ujos 
ompresibles a bajo número de Ma
h). Estos autores obtienen unaganan
ia en e�
ien
ia que varía en un amplio rango (desde fa
tores de 2hasta 40), y pare
e depender del problema y del método numéri
o utilizadopara resolver 
ada nivel de tiempo (es de
ir, del aumento en el número deitera
iones al aumentar el paso temporal). Tanto Lessani et al. [57℄ 
omoAlkishriwi et al. [2℄ 
on
luyen que el pre
ondi
ionamiento de la e
ua
ión de
ontinuidad es esen
ial para ganar en e�
ien
ia y apuntan que la té
ni
amultimalla (un método poderoso para a
elerar la 
onvergen
ia ampliamente107



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)apli
ado en métodos implí
itos) debe ser utilizada 
on pre
au
ión en LES 2.7.2. Introdu

ión a la teoría de LESEn este apartado se presentan brevemente los aspe
tos más desta
ados (enel mar
o de este trabajo de investiga
ión) de los fundamentos teóri
os en losque se basa la simula
ión de �ujos turbulentos mediante LES, y se referen
iado
umentos en los que se puede en
ontrar informa
ión más detallada.La té
ni
a de Simula
ión de las Grandes Es
alas se basa en la idea de�ltrar el 
ampo del �ujo para separar las es
alas grandes de las pequeñas [55℄,mediante la des
omposi
ión de 
ada variable en dos 
omponentes (φ = φ̄+φ′):la 
omponente �ltrada (resuelta, de es
ala grande) φ̄ y la 
omponente residual(no resuelta, de es
ala pequeña) φ′ . A partir de la ele

ión de un operadorde �ltrado, la primera 
omponente se de�ne 
omo:
φ̄(x, t) =

∫

D

φ(x − x
′, t)G(x,x′)dx′ , (7.1)donde D es el dominio 
ompleto y la fun
ión de �ltrado G satisfa
e la
ondi
ión de normaliza
ión:

∫

D

G(x,x′)dx′ = 1 , (7.2)Este mismo operador es apli
ado a las e
ua
iones de Navier-Stokes 
on elobjetivo de obtener las e
ua
iones que gobiernan el 
ampo �ltrado, que sonlas que resuelve dire
tamente el algoritmo numéri
o de dis
retiza
ión. Paraun �ujo in
ompresible se obtiene el siguiente sistema 3:
∂v̄i

∂xi
= 0 ; (7.3)

ρ
∂v̄i

∂t
+ ρ

∂(v̄iv̄j)

∂xj
= − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

[
µ

(
∂v̄i

∂xj
+
∂v̄j

∂xi

)]
− ρ

∂τij
∂xj

= 0 . (7.4)Las e
ua
iones anteriores son formalmente análogas a las e
ua
iones de Navier-Stokes para el 
ampo 
ompleto (φ = φ̄ + φ′), ex
epto por el término enque apare
e τij . Este tensor (τij = vivj − v̄iv̄j), 
ono
ido 
on el nombre de`esfuerzos de las es
alas sub-malla' (τSGS ; las siglas provienen del nombre2La té
ni
a multimalla impli
a `proye
tar' la solu
ión a mallas más gruesas, lo quepuede afe
tar a la resolu
ión de las es
alas pequeñas.3Se supone que el operador de �ltrado y la diferen
ia
ión 
onmutan (es de
ir, ∂φ̄/∂x =
∂φ/∂x). 108



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)en inglés `Sub-Grid S
ale' 4), representa el efe
to de las es
alas que no son
apturadas por el tamaño del �ltro y ha de ser modelado para `
errar' elsistema de e
ua
iones. El prin
ipal papel del modelo debe ser disipar energíade las es
alas resueltas para tratar de imitar el me
anismo de la 
as
ada deenergía, fundamental en la turbulen
ia.7.2.1. Modelos para los esfuerzos sub-mallaEn la literatura se puede en
ontrar una amplia gama de modelos paraevaluar los esfuerzos sub-malla, tales 
omo los derivados del 
on
epto devis
osidad turbulenta, los que se basan en la teoría de la semejanza de es
alaso los métodos que de�nen una e
ua
ión de transporte para alguna 
antidadrela
ionada 
on los movimientos sub-malla. Se puede 
onsultar una revisiónde modelos para LES en [71℄, [87℄ ó [88℄. En esta memoria se presenta 
on
ierto detalle el modelo Smagorinsky [100℄, que es ampliamente utilizado enlas apli
a
iones industriales porque su implementa
ión supone un (relativo)bajo 
oste 
omputa
ional adi
ional a la ya de por sí 
ostosa simula
ión.La mayoría de los modelos propuestos en LES se basan en la de�ni
iónde una `vis
osidad turbulenta' (propuesto originariamente por Smagorinskyen [100℄), que rela
iona los esfuerzos sub-malla 
on el tensor de velo
idad dedeforma
ión de las es
alas �ltradas (Sij):
τij −

δij
3
τkk = −2νTSij , (7.5)siendo

Sij =
1

2
(
∂ūi

∂xj

+
∂ūj

∂xi

) . (7.6)Para estimar la vis
osidad turbulenta νT , se parte de una suposi
ión deequilibrio para las es
alas pequeñas. Se 
onsidera que su respuesta a 
ual-quier perturba
ión es prá
ti
amente instantánea (respe
to a los tiempos
ara
terísti
os en las es
alas grandes) y se igualan el término de produ

ión(PrSGS = τijSij) y el de disipa
ión vis
osa (ǫSGS) de la energía 
inéti
a SGS(qSGS):
τijSij = −ǫSGS . (7.7)Esta hipótesis asume el rango iner
ial del me
anismo de la 
as
ada de energía:la energía se genera al nivel de las es
alas grandes y es transmitida ha
iaes
alas más y más pequeñas, hasta que la disipa
ión vis
osa tiene lugar.4El término `sub-malla' es el utilizado históri
amente, aunque puede ser engañoso y`sub-�ltro' representaría mejor su signi�
ado físi
o.109



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)El modelo de Smagorinsky, 
onsiderado el progenitor de los modelosbasados en el 
on
epto de vis
osidad turbulenta, ha
e una estima
ión dela disipa
ión vis
osa ǫSGS utilizando un análisis dimensional, que involu
rala vis
osidad turbulenta, la disipa
ión vis
osa y la longitud 
ara
terísti
a delas es
alas no resueltas más grandes, l:
ǫSGS

∼= q3
SGS/l ; νT

∼= lqSGS ; l ∼= ∆ , (7.8)donde ∆ es el tamaño del �ltro (ver más abajo). Estas aproxima
ionesinsertadas en la E
ua
ión (7.7), dan lugar a la siguiente expresión para lavis
osidad turbulenta:
νT = (Cs∆)2|S̄| = (CS∆)2(2SijSij)

1/2 . (7.9)La 
onstante de Smagorinsky CS fue evaluada por Lilly [58℄ en CS = 0.18,asumiendo la 
ono
ida ley universal del espe
tro de energía en el rangoiner
ial (E(k) = K0ǫ
2/3k−5/3, siendo k el número de onda, K0 la 
onstantede Kolmogorov y ǫ la vis
osidad total (la suma de la debida a las es
alassub-mallas y a las resueltas)). Sin embargo, este valor, idóneo en problemasrela
ionados 
on dinámi
a atmosféri
a, resulta demasiado alto (es de
ir, elmodelo disipa demasiada energía) en apli
a
iones 
on �ujos vis
osos (verpor ejemplo el trabajo pionero de Deardor� [23℄ de resolu
ión de un 
analturbulento mediante LES). El rango de valores que se suele tomar enton
es es

0.065 < CS < 0.1. Además, 
er
a de las paredes, el 
re
imiento de las es
alaspequeñas se ve redu
ido y es a
onsejable utilizar una fun
ión que amortigüeel valor de la 
onstante en fun
ión de la distan
ia a la pared.Para evitar la ne
esidad de espe
i�
ar a priori un valor �jo para CSse han propuesto varias mejoras al modelo de Smagorinsky, a 
osta de unmayor 
oste 
omputa
ional. Uno de los más utilizados es el modelo dinámi
o,propuesto por Germano et al. [36℄ y que Piomelli [86℄ apli
ó (
on la modi�
a-
ión introdu
ida por Lilly [59℄) satisfa
toriamente por primera vez a un 
analturbulento 
ompletamente desarrollado y un número de Reynolds alto (hasta
Re = 47100). El modelo dinámi
o se basa en la de�ni
ión de un segundonivel de �ltrado (llamado `test') para las es
alas más pequeñas de entre lasresueltas. La suposi
ión de que estas es
alas resueltas (no tan grandes) `si-guen' pertene
iendo al rango iner
ial y, por tanto, tienen un 
omportamientosemejante al de las es
alas sub-malla, permite 
al
ular dinámi
amente el valorde la 
onstante de Smagorinsky. Este modelo supuso un avan
e importante enla simula
ión de �ujos fuera del equilibrio (por ejemplo, en transi
ión ha
ia laturbulen
ia), puesto que la 
antidad de energía disipada se adapta al estadodel �ujo en 
ada punto (así, por ejemplo, se anula donde el �ujo es laminary se amortigua 
er
a de las paredes). Sin embargo, deben imponerse algunas110



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)restri

iones al 
ál
ulo dinámi
o de CS en 
ada punto (
omo promediarlaen una dire

ión homogénea o eliminar los valores negativos) para evitarque 
ambios demasiado brus
os de CS produz
an inestabilidades numéri
as.Para solu
ionar estas de�
ien
ias Meneaveau et al. [72℄ proponen el uso deun método lagrangiano de forma que en la evalua
ión de la 
onstante enun punto in�uyen úni
amente puntos que pertene
en a la traye
toria de lapartí
ula �uida (dando más peso a los tiempos pasados 
er
anos) y, por tanto,forman parte de su historia re
iente.7.2.2. De�ni
ión del �ltroEn la simula
ión de grandes es
alas, la de�ni
ión del operador de �ltrado(G(x,x′), E
ua
ión (7.1)) y sus 
onse
uen
ias numéri
as juegan un papel nomenos relevante que la modeliza
ión de los esfuerzos sub-malla (τSGS). Entrelas formas de las fun
iones �ltro habitualmente apli
adas en LES desta
anlas de tipo 
aja, gaussiano o 
orte espe
tral (ver el apartado 13.2 del librode Pope [88℄ para una expli
a
ión detallada de estos y otros �ltros). Enla mayoría de las apli
a
iones prá
ti
as se ha
e uso por su sen
illez del�ltro tipo 
aja. En una dimensión y asumiendo un �ltro homogéneo G(x)(las impli
a
iones en 
aso de �ltros no homogéneos serán presentadas másadelante), este tipo de �ltro 
onsiste simplemente en 
al
ular el valor mediode la variable en un intervalo ∆:
φ(x) =

∫ +∆/2

−∆/2

φ(x)dx , (7.10)El intervalo ∆ se 
ono
e 
omo tamaño (o an
hura) del �ltro. La extensión atres dimensiones es dire
ta.La prá
ti
a tradi
ional en LES es `dejar' que el 
ampo de �ujo sea �l-trado implí
itamente por la malla de dis
retiza
ión y de�nir el tamaño del�ltro ∆ (a in
luir en el modelo para las es
alas sub-malla) igual al pasode malla (es de
ir, la opera
ión de �ltrado no se programa explí
itamenteen el modelo Smagorinsky 5 ). Sin embargo, 
onforme se ha querido apli
arLES a 
on�gura
iones más realistas (donde las mallas uniformes pierden suutilidad), di
ha prá
ti
a ha ne
esitado ser revisada para estudiar su viabilidad5En el modelo dinámi
o, aunque el primer nivel de �ltrado es también realizadoimplí
itamente por la malla, es ne
esario apli
ar explí
itamente el segundo nivel de �ltrado(el de `test', ∆̃). Es interesante desta
ar que puesto que la integra
ión es dis
reta, el tamañoefe
tivo del �ltro ∆̃f puede ser diferente al intervalo de�nido para la integra
ión ∆̃. Así,por ejemplo, en el 
aso habitual de usar un valor de ∆̃ = 2dx (
on dx la an
hura de 
elda)y evaluar la integral mediante la regla del trapezoide, el tamaño del �ltro efe
tivo a in
luiren el modelo es ∆̃f =
√

6dx 111



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)en mallados 
omplejos (
omo mallas no estru
turadas o estru
turadas abloques). Es 
ono
ido que en el 
aso de mallas no uniformes el �ltrado y ladiferen
ia
ión no 
ommutan (ver, por ejemplo, [40℄) provo
ando la apari
iónde términos adi
ionales de 
ierre (aparte del tensor de esfuerzos sub-malla)en las e
ua
iones estándar de LES.7.2.3. Mallas no uniformesA 
ontinua
ión se da una expli
a
ión intuitiva para las di�
ultades quepueden surgir en LES 
uando la malla 
ambia abruptamente (ver, por ejem-plo, [10℄). En la frontera de una región dis
retizada 
on 
eldas �nas y otra 
on
eldas gruesas, la vis
osidad turbulenta es dis
ontinua y se pueden produ
irinestabilidades numéri
as o 
omportamientos irreales (ejemplos de apli
a
io-nes donde se observan estas de�
ien
ias son [15℄, [31℄, [7℄). Cuando el tamañode la 
elda aumenta repentinamente la malla gruesa no puede 
apturar lostorbellinos más pequeños que llegan por 
onve

ión desde la malla �na y apa-re
en errores por aliasing. Aunque el in
remento de la vis
osidad turbulenta(debido al in
remento del tamaño de 
elda) a
túa prin
ipalmente sobre lases
alas más pequeñas, los errores se distribuyen en todo el espe
tro; di
hoserrores se propagan por tanto al �ujo resuelto dire
tamente 
orrompiendolos resultados. En el 
aso 
ontrario, 
uando el �ujo se mueve desde la regióndis
retizada 
on una malla gruesa ha
ia la región 
on malla �na, se requiereuna 
ierta distan
ia para generar los torbellinos pequeños que 
apturan las
eldas de tamaño más pequeño. En esta transi
ión la vis
osidad turbulentade
re
e, mientras que los esfuerzos de Reynolds que soportan estos torbellinosno han sido todavía generados; el balan
e de 
antidad de movimiento es portanto in
orre
to y se introdu
en de nuevo errores.Para evitar este mal 
omportamiento se ha estudiado la apli
a
ión explí-
ita de un �ltrado ([45℄, [60℄). En este 
aso, el 
ampo de �ujo resulta des
om-puesto en tres 
omponentes: resuelto dire
tamente, resuelto sub-�ltro y sub-malla (o no resuelto). Sin embargo, la e�
ien
ia de esta prá
ti
a es dis
utiblepor su alto 
oste 
omputa
ional (Lund [60℄, por ejemplo, 
on
luyó que re�narla malla sin apli
ar un �ltrado explí
ito puede ser 
omputa
ionalmente menos
ostoso para redu
ir los errores numéri
os) y su uso no se ha extendido. Noobstante, estos trabajos pusieron de mani�esto que debe haber una rela
iónde, al menos, 2 entre el tamaño de 
elda y el tamaño de �ltro para que lases
alas más pequeñas sean resueltas 
on su�
iente pre
isión. En este 
ontexto,además, se llega al 
on
epto de solu
ión de grandes es
alas independiente dela malla [44℄. Si el tamaño de �ltro está dire
tamente 
one
tado a la malla,
onforme se re�na ésta, también se resuelven dire
tamente más es
alas y lasolu
ión va 
ambiando tendiendo a una DNS. Manteniendo, en 
ambio, el112



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)tamaño de �ltro 
onstante y aumentando la rela
ión entre el tamaño del�ltro y la 
elda, las es
alas que se resuelven son siempre las mismas pero 
onmayor resolu
ión y los resultados 
onvergen ha
ia una úni
a solu
ión.Varios autores han investigado el efe
to en el �ujo de los términos adi
io-nales de 
ierre que surgen en las e
ua
iones estándar de LES 
uando se usauna an
hura de �ltro variable, debidos a que las opera
iones de diferen
ia
ióny �ltrado no 
onmutan [40℄ [48℄ [9℄. En primer lugar, Ghosal y Moin [40℄,estudiaron este problema en �ujos a
otados, donde se debe re�nar la mallapara 
apturar las estru
turas turbulentas pequeñas generadas 
er
a de lasparedes. Estos autores mostraron que el efe
to en el �ujo 
uando se apli
auna tangente hiperbóli
a (fun
ión bastante 
omún en el re�namiento), loserrores introdu
idos no son mayores que los debidos a la dis
retiza
ión en unmétodo de segundo orden. Bos and Geurts [9℄ extendieron esta investiga
ióny mostraron que si estos términos (de 
onmuta
ión) no se tienen en 
uenta loserrores introdu
idos son de 
ará
ter disipativo, es
alan 
on el gradiente deltamaño del �ltro, y su valor puede ser in
luso 
omparable a la magnitud delos esfuerzos SGS. Estos autores 
on
luyeron que la modeliza
ión explí
ita delos términos adi
ionales de 
ierre es inevitable en LES 
on �ltros asimétri
osy varia
iones abruptas.Una alternativa para evitar los problemas des
ritos arriba fue exploradapor la autora de esta memoria durante una estan
ia de investiga
ión en laUniversidad de Maryland, bajo la tutela del Profesor Ugo Piomelli (
on elobjetivo de adquirir habilidades para la simula
ión de LES). En prin
ipio,el an
ho de �ltro es totalmente independiente de la malla: ∆ representala longitud de las es
alas más pequeñas resueltas dire
tamente y la malladebe ser lo su�
ientemente �na para resolver estas es
alas. La estrategiapropuesta 
onsiste en desa
oplar el tamaño del �ltro del de la 
elda, enlugar de apli
ar un ratio uniforme en todo el dominio 
omputa
ional. Así,si se mantiene la an
hura del �ltro 
onstante a través de una dis
ontinuidad(asegurando un nivel 
onsistente 
on las 
apa
idades de resolu
ión de la mallamás gruesa), se 
onsigue eliminar la dis
ontinuidad en la velo
idad, a 
osta deuna sobre-resolu
ión de las estru
turas más pequeños resueltas dire
tamente.La an
hura del �ltro puede enton
es ser redu
ida suavemente hasta un valor
onsistente 
on la malla más �na. Se puede 
onsultar el artí
ulo 
onjuntopubli
ado 
omo resultado de esa investiga
ión preliminar en [21℄.Así pues, en LES intervienen dos fuentes bási
as de error en la modeli-za
ión del efe
to de las estru
turas sub-malla (o, más apropiadamente, sub-�ltro): por un lado, las aproxima
iones del propio modelo físi
o (el modeloSmagorinsky, por ejemplo) y por el otro, los errores numéri
os debidos a unalimitada resolu
ión de las es
alas más pequeñas resueltas. Estas dos fuentesse pueden desa
oplar, pero están rela
ionadas entre sí. Los errores numéri
os113



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)pueden ser eliminados (y 
uanti�
ados) re�nando la malla (y manteniendoel tamaño de �ltro 
onstante) hasta 
onseguir una solu
ión independientede la misma. Se pueden utilizar los resultados de una simula
ión numéri
adire
ta (DNS), �ltrados ade
uadamente 
on el mismo tamaño de �ltro, paraobtener el error debido al modelo físi
o. Estos estudios fueron llevados a
abo por Meyers et al. [73℄ y sus 
on
lusiones son un tanto des
orazona-doras: ha
er una LES utilizando el mejor modelo y la mejor resolu
ión noimpli
a ne
esariamente obtener la solu
ión más pre
isa (
on
retamente, en laenergía 
inéti
a total) puesto que los errores pro
edentes de la modeliza
ióny de la dis
retiza
ión se 
ompensan (es de
ir, tienen signos 
ontrarios) y lasuma total puede ser más baja que 
ada 
ontribu
ión por separado. Afor-tunadamente, se puede 
onstruir una base de datos que guíe la ele

ión delos parámetros numéri
os (re�namiento de la malla) y físi
os (
onstante deSmagorinsky) para una simula
ión de grandes es
alas `
er
ana a la óptima'[37℄.Esta paradoja propi
ió quizá el desarrollo del método MILES (Monoto-ni
ally Integrated LES), que evita la modeliza
ión explí
ita de los esfuerzossub-malla y 
onfía en que el efe
to disipativo de las es
alas no resueltassea reprodu
ido implí
itamente por el método numéri
o de dis
retiza
ión;
on
retamente, a través del 
ará
ter difusivo de un esquema 
onve
tivo no-lineal de alta resolu
ión (
omo, por ejemplo, los 
onstruidos a partir de unafun
ión limitadora de �ujo que fueron des
ritos en el Apartado 2.3 de estamemoria). En [33℄ se presentan más detalles de esta té
ni
a y se 
ompara
on el LES estándar.Para �nalizar 
on la teoría de LES, se 
onsidera interesante men
ionarque re
ientemente se ha revisado el modelo de Smagorinsky 
on el propósitode bus
ar una justi�
a
ión matemáti
a a las e
ua
iones resultantes (en sudesarrollo se tuvieron en 
uenta bási
amente prin
ipios físi
os). Los trabajospresentados por Geurts y Holm [38℄ y por Guermond et al. [43℄ indi
an que unmodelo de para las es
alas sub-malla junto 
on la té
ni
a de �ltrado equivalea regularizar las e
ua
iones de Navier-Stokes.7.3. Caso de apli
a
ión: estela turbulenta trasun 
ilindro 
uadrado.En este apartado se presentan los resultados obtenidos al apli
ar el algo-ritmo a
oplado desarrollado en este trabajo a la simula
ión mediante LESdel desprendimiento turbulento de vórti
es tras una varilla. Si bien se tratade una 
on�gura
ión bási
a, las 
ara
terísti
as del problema (tridimensio-114
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Figura 7.1: Estelas de viento a sotavento de la isla del Pa
í�
o Sur AlexanderSelkirk (izquierda) y de las islas Madeira y Canarias (dere
ha). Imágenes desatélite tomadas por la NASA, orientadas 
on el Norte ha
ia arriba. En elprimer 
aso, viento S; en el segundo, NNE.nal, transitorio, 
on gradientes altos tanto de presión 
omo de velo
idad,vis
osidad turbulenta variable, 
onve

ión de vórti
es a la salida del dominio
omputa
ional) ha
en de él una prueba exigente para el algoritmo propuesto.La 
apa
idad de prede
ir (y 
omprender) el 
omportamiento del �ujo tur-bulento alrededor de 
uerpos rígidos tiene interés prá
ti
o porque apare
e enmu
has 
on�gura
iones de Ingeniería 
omo edi�
ios altos y puentes 
olgantes,an
lajes de llama en 
ámaras de 
ombustión o en la región de refrigera
iónde dispositivos ele
tróni
os; también en situa
iones ambientales 
omo el �ujopresentado en la Figura 7.1, donde se observa la apari
ión de estelas asotavento de islas 
on topografía elevada. Este tipo de �ujos se 
ara
terizaprin
ipalmente por la separa
ión de la 
apa límite de las paredes del 
uerporígido y la apari
ión aguas abajo de una estela turbulenta. Vórti
es generadospor rozamiento alrededor del obstá
ulo, se deprenden y �uyen por 
onve

iónformando una estela muy 
ompleja 
on 
apas límite 
urvas, vorti
idad muyintensa en su interior y penetra
ión de estru
turas de �ujo del entorno. Si elobstá
ulo presenta 
ierta simetría respe
to a la dire

ión prin
ipal del �ujo,115



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)estos vórti
es se van desprendiendo alternativamente de sus lados laterales eindu
en perio
idad al �ujo. Otro efe
to del desprendimiento de vórti
es es lagenera
ión de fuerzas �u
tuantes intensas sobre el obstá
ulo.En el 
aso del 
ilindro 
uadrado, el punto de separa
ión es �jo y estálo
alizado en sus esquinas frontales. Mientras que la predi

ión mediantela té
ni
a RANS de �ujos 
on separa
ión es de�
iente ([93℄, [34℄), se hanpubli
ado numerosos resultados 
omputa
ionales basados en modelos de LESque predi
en ade
uadamente el 
omportamiento del �ujo. Sin embrago, existe
ierta disparidad en los valores de algunos parámetros relevantes para laque no existe una expli
a
ión 
lara; ello indi
a que éste es un problema quepresenta retos para los modelos LES. Ejemplos de di
hos trabajos 
ompu-ta
ionales son el workshop dirigido por Rodi et al. [94℄, la 
ompara
ión devarios modelos para los esfuerzos sub-malla llevada a 
abo por Sohankaret al. [102℄, la informa
ión propor
ionada por Srinivas et al. [105℄ sobre eltamaño de las estru
turas 
oherentes de la estela 
er
a y lejos de la varilla, laapli
a
ión de una malla no estru
turada llevada a 
abo por Camarri et al. [15℄o la batería de 
asos resuelta por Nakayama et al. [76℄ para intentar expli
arla disparidad de resultados. Para validar los resultados 
omputa
ionales se
uenta 
on el detallado trabajo experimental de Lyn y Rodi [63℄ y Lyn et al.[62℄ para un número de Reynolds moderadamente alto (Re = 21400).En lo que sigue, φ representa el 
ampo resuelto dire
tamente (por simpli-
idad, se pres
inde de la barra superior en φ).7.3.1. Detalles de la simula
ión numéri
aEn este trabajo se ha realizado una LES estándar, es de
ir, la malla esla en
argada de �ltrar (de manera implí
ita) las estru
turas pequeñas y semodela su efe
to en el �ujo. Teniendo en 
uenta los `experimentos numéri
os'llevados a 
abo por Fureby et al. [33℄, que muestran una 
ierta insensibilidadde los resultados al modelo de LES empleado para este problema, se hautilizado el más sen
illo: Smagorinsky 
on una 
onstante �ja CS = 0.1 entodo el 
ampo y tomando ∆ = V 1/3 (V es el volumen de la 
elda). Estos dosvalores pueden reformularse de una manera más a
orde 
on lo expuesto enel Apartado 7.2, teniendo en 
uenta que en el modelo úni
amente intervieneel produ
to de ambos: l = CS∆ (ver E
ua
ión para la vis
osidad turbulenta(7.9)). Este parámetro l se puede interpretar 
omo el parámetro relevanteque de�ne el tamaño de las es
alas más pequeñas ya que, para un mismo ∆,valores mayores de CS ha
en que el modelo sea más disipativo (dis
usionessobre este tema apare
en en [70℄ o [73℄). Así, por ejemplo, unos valores de
CS = 0.065 y ∆ = 1.5V 1/3 
umplen 
on los requisitos de que ∆ sea mayorque el tamaño de 
elda (para tener una ade
uada resolu
ión de las es
alas116
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Figura 7.2: LES. Cilindro 
uadrado (Re=21400). Esquema del problema ymalla de dis
retiza
ión.más pequeñas) y CS sea menor que 0.1 (
omo se ha observado en �ujos en
anales), manteniendo el mismo valor de l.La 
on�gura
ión del dominio 
omputa
ional y la malla de dis
retiza
iónse presentan en la Figura 7.2. El área de la super�
ie transversal (x = cte) es
17D×4D y la longitud total es 30D, siendo D la altura del prisma, 
olo
adoa una distan
ia 8D de la entrada. Como se ha indi
ado en el Apartado 7.2,la ele

ión de la malla de dis
retiza
ión es importante en los 
ál
ulos he
hosmediante LES. El número de 
eldas de la malla es 214 × 110 × 25; se hade
idido re�nar la malla en dire

ión horizontal y verti
al (x, y) 
er
a delobstá
ulo 
on el propósito de apli
ar una 
ondi
ión de 
ontorno de no desli-zamiento en las paredes del prisma. La fun
ión elegida para el re�namientoha sido una tangente hipérboli
a (Ghosal y Moin [40℄ mostraron que loserrores introdu
idos por variar el tamaño del �ltro 
on esta fun
ión no sonimportantes; ver Apartado 7.2.3). El primer nodo adya
ente se en
uentra auna distan
ia δ/D = 6.7e − 3 de la pared. Lejos del obstá
ulo, la malla esuniforme siendo la an
hura de la 
elda ∆y/D = 0.25 en la dire

ión verti
aly aguas arriba del obstá
ulo. Aguas abajo, en 
ambio, el tamaño de 
elda�jado es menor ∆y/D = 0.15 para representar mejor la estela. En la dire

ión117



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)transversal la malla es uniforme.En 
uanto a las 
ondi
iones de 
ontorno, se ha �jado una velo
idaduniforme U en la entrada y un valor nulo en las tres 
omponentes de lavelo
idad en las paredes del prisma (
ondi
ión de no deslizamiento). En elresto de super�
ies frontera (tanto en la dire

ión verti
al 
omo transversal)se apli
a una 
ondi
ión de plano de simetría: 
onve

ión normal 
ero ygradiente nulo. La presión, por su parte, no ha sido �jada en ningún puntoy se ha impuesto gradiente nulo en todas las super�
ies del 
ontorno.La rela
ión de aspe
to de las 
eldas es grande en las 
er
anías del obs-tá
ulo y la presen
ia de gradientes altos de velo
idad en esta región ha
enque el esquema 
onve
tivo CDS dé lugar a inestabilidades numéri
as. Paraevitarlo, se ha utilizado el esquema 
onve
tivo SMART.El problema resuelto es transitorio y requiere por tanto espe
i�
ar un
ampo ini
ial. Sin embargo, es un �ujo estadísti
amente esta
ionario en elque las solu
iones anteriores al momento en que se al
anza el movimientoperiódi
o de desprendimiento de vórti
es son des
artadas. Habitualmente, el
ampo elegido para empezar la simula
ión es el �ujo en reposo y la simula
iónde esta etapa transitoria puede 
onsumir bastantes re
ursos 
omputa
ionalessin ser de interés para los resultados �nales. En este trabajo se ha seguidouna estrategia diferente para obtener el 
ampo ini
ial. Se ha realizado unasimula
ión previa en dos dimensiones (el número de grados de libertad es
Nz = 25 ve
es menor). Tras al
anzar el 
omportamiento periódi
o, se hatomado el 
ampo obtenido en un tiempo dado para 
onstruir la solu
iónini
ial de la simula
ión 3D, proye
tando el mismo 
ampo en 
ada planotransversal y �jando la velo
idad en esta ter
era dire

ión en 0 (o un valormuy pequeño). Como se muestra en el siguiente apartado, esta estrategiapermite 
apturar las inestabilidades que ini
ian la transi
ión ha
ia la estelaturbulenta tridimensional.La integra
ión temporal se realiza mediante un esquema implí
ito, y portanto el paso de tiempo puede ser elegido teniendo en 
uenta úni
amente laresolu
ión temporal que se requiere para 
apturar las es
alas de tiempo delas estru
turas más pequeñas resueltas dire
tamente (es de
ir, no existe unpaso de tiempo mínimo para asegurar la estabilidad numéri
a de un esquemaexplí
ito). Los resultados mostrados en esta memoria se han obtenido usandola aproxima
ión Euler de primer orden y un paso temporal ∆t = 0.025D/U .Aunque un esquema temporal de segundo orden es más apropiado en LES,el objetivo de este apartado es estudiar el 
omportamiento del algoritmopropuesto en la simula
ión de �ujos turbulentos; no obstante, los resultadosobtenidos 
on la aproxima
ión de primer orden son bastante buenos (versiguientes se

iones) y se plantea 
omo trabajo futuro 
ompararlos 
on elesquema Euler de segundo orden. 118
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t / (D/U)Figura 7.3: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Evolu
ión transitoria de lavelo
idad transversal, w, en un punto de monitoriza
ión x/D = 9.5, y/D =
8.5, z/D = 2.7.3.2. Etapa de transi
iónLa simula
ión se usa en lugar de experimentos imposibles,o en lugar de teorías no inimaginables, para prolongar así ladialé
ti
a experien
ia-teoría que mueve el progreso 
ientí�
o.- Jorge WagensbergPartiendo del 
ampo ini
ial (obtenido de la manera expli
ada en el sub-apartado anterior), se monitoriza la evolu
ión de algunas variables paradeterminar el momento en el que el �ujo al
anza el 
omportamiento pe-riódi
o e ini
iar el 
ál
ulo de los parámetros que lo 
ara
terizan, mediante supromediado durante un número su�
iente de 
i
los.La Figura 7.3 presenta la monitoriza
ión de la velo
idad transversal w/Uen un punto situado a una distan
ia D de la pared del prisma (aguas abajo)y en la línea 
entral del 
anal (es de
ir, en el punto x/D = 9.5, y/D =
8.5, z/D = 2.). Ini
ialmente esta 
omponente de la velo
idad es nula (separte de un 
ampo bidimensional); en 
ierto momento se `a
tiva' y empiezaa manifestarse el 
ará
ter tridimensional de los �ujos turbulentos (en tornoa t = 45D/U). La Figura 7.4 muestran isosuper�
ies (
er
a del obstá
ulo)de la vorti
idad transversal ωz antes y después de este momento (t = 40D/Uy t = 50D/U , respe
tivamente). En el primer 
aso, se observan super�
ies
ilíndri
as, 
omo 
orresponde a un �ujo bidimensional. En el segundo 
aso, en
ambio, se apre
ia 
laramente que di
has super�
ies empiezan a deformarse.El fenómeno de transi
ión ha
ia la turbulen
ia en la estela de un 
ilindro
uadrado ha sido investigado re
ientemente en un trabajo experimental porLuo et al. [61℄ en [61℄. Estos autores en
ontraron dos modos de inestabilidad119
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Figura 7.4: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Isosuper�
ies de vorti
idadtransversal (wz) en un tiempo anterior (t = 40D/U , izquierda) y posterior(t = 50D/U , dere
ha) al momento en que empieza a manifestarse el 
ará
tertridimensional de la turbulen
ia. La �e
ha mar
a la dire

ión del �ujo.
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Figura 7.5: LES. Cilindro 
uadrado. Esquema ilustrativo del desarrollo de lasinestabilidades de modo A, tomado de Luo et al. [61℄.de los vórti
es primarios (ωz), que mar
an la transi
ión de la estela delrégimen laminar al turbulento: el modo A (generado a partir de un número deReynolds 
ríti
o Re = 160) y el modo B (a partir de Re = 204). Sugirieronel me
anismo de desarrollo que se ilustra en los esquemas de las Figuras7.5 y 7.6, resumido en lo que sigue. El desprendimiento de vórti
es alternode los laterales del obstá
ulo forman dos �las (o `
alles') de vórti
es ωz,llamados vórti
es primarios; en la �la de arriba los nú
leos giran en sen-tido negativo ωz < 0, mientras que en la �la de abajo giran en sentidopositivo (ωz > 0). El modo A tienen su origen en la deforma
ión de unode estos nú
leos, en su dire

ión transversal. Estas inestabilidades provo
anla apari
ión de vórti
es se
undarios (ωx) envolviendo a los primarios, que�uyen por 
onve

ión solidariamente 
on el nú
leo. El modo B, en 
ambio,se genera en las proximidades del prisma, en las 
apas que se desprendenpor rozamiento. Aquí se generan inestabilidades debidas, probablemente, ala fuerte penetra
ión de la �la inferior de vórti
es primarios sobre la superior121
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XFigura 7.6: LES. Cilindro 
uadrado. Esquema ilustrativo del desarrollo de lasinestabilidades de modo B, tomado de Luo et al. [61℄.(o vi
eversa), que deja `huellas' en las 
apas inferiores (o superiores). En elseno de estas `huellas' se generan `lenguas' de vorti
idad longitudinal ωx.La Figura 7.7 muestra iso-super�
ies de ωx, en la simula
ión llevada a
abo en este trabajo, po
o después de empezar a manifestarse el 
ará
tertridimensional del �ujo (la velo
idad en dire

ión transversal no es nula entorno a t = 45D/U). Partiendo del 
ampo ini
ial bidimensional des
ritoen el apartado anterior, la presente simula
ión reprodu
e el me
anismo deinestabilidad de modo B. En 
on
reto, se apre
ian 
laramente, por un lado,las deforma
iones transversales en un nú
leo de la 
alle inferior de vórti
esprimarios (Figura 7.7, arriba), y los 
orrespondientes vórti
es longitudinales
ωx (abajo); por otro lado, 
er
a del obstá
ulo, la deforma
ión de una 
apade rozamiento desprendida del lateral superior y 
on penetra
ión en la �lainferior, tiene aso
iados vórti
es longitudinales `montados' sobre di
ha 
apa.Se observa la forma alargada de estas estru
turas se
undarias; de ahí que seles dé el nombre de `lenguas'.La Figura 7.8 presenta la proye

ión de ωz (arriba) y ωx (abajo) en elplano medio x−z. Los vórti
es se
undarios se agrupan en líneas transversales(x = cte), a lo largo de las 
uales el sentido de giro de los nú
leos se vaalternando; la posi
ión de estas líneas 
oin
ide 
on zonas donde los vórti
esprimarios wz se deforman. La Figura 7.9 muestra la proye

ión de estas dos122
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Figura 7.7: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Isosuper�
ies de vorti
idadtransversal ωz (arriba) y longitudinal ωx (abajo) en t = 50D/U . Se observanlas inestabilidades 
orrespondientes al modo B (ver Figura 7.6).
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Figura 7.8: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Contornos de ωz (arriba) y
ωx (abajo) en el plano x − z en t = 50D/U . Se observan las inestabilidadesmodo B (ver Figura 7.6).
omponentes de vorti
idad en el plano x − y. Los iso
ontornos de vórti
esse
undarios (wx) se presentan en es
alas de grises y las líneas indi
an losiso
ontornos de vórti
es primarios (wz) (
ontinuas para los valores positivosy dis
ontinuas para los negativos). Se observa que en torno a los nú
leosprimarios se forman gruesas estru
turas de vorti
idad longitudinal; en laszonas donde la vorti
idad transversal forma 
apas (por ejemplo, entre elobstá
ulo y el primer nú
leo), en 
ambio, se observan `lenguas' de wx, quesiguen la forma de estas 
apas.Por último, el CD adjunto 
on esta memoria 
ontiene vídeos de isosuper-�
ies de vorti
idad y presión, que ilustran el desarrollo de las inestabilidadesdurante la etapa de transi
ión estudiada en este apartado.
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Figura 7.9: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Iso
ontornos de ωx (es
alade grises) y ωz (
on líneas dis
ontinuas para valores negativos) en t = 50D/U .
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UFigura 7.10: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Evolu
ión del 
oe�
ientede sustenta
ión (izquierda) y su análisis espe
tral (dere
ha).7.3.3. Parámetros integralesEn las apli
a
iones de ingeniería interesa 
ono
er los parámetros integralesque 
ara
terizan el 
omportamiento global del �ujo (tanto el valor medio
omo su desvia
ión). La fre
uen
ia de desprendimiento de vórti
es se haevaluado a través del 
oe�
iente de sustenta
ión CL = FL/(ρAU
2/2), 
on FLla fuerza de sustenta
ión debida a la diferen
ia de presiones (la 
ontribu
ióndel rozamiento vis
oso es despre
iable). La Figura 7.10 muestra la evolu
ióntemporal de di
ho 
oe�
iente (izquierda) y su 
orrespondiente espe
tro deFourier (dere
ha). Se observa que existe una fre
uen
ia prin
ipal de os
ila
ión

f0 y, a diferen
ia de lo que o
urre en el 
aso laminar (ver Figura 6.22),el movimiento periódi
o presenta 
ierta modula
ión. Esta modula
ión esobtenida también en los trabajos experimentales y es debida a la intera

iónde la 
alle de vórti
es prin
ipal 
on los vórti
es longitudinales (ver sub-apartado anterior). La fre
uen
ia prin
ipal (adimensional) re�eja un númerode Strouhal de St = f0/(U/D) = 0.133, que 
on
uerda 
on el obtenido porLyn et al. [63℄ en su trabajo experimental (St = 0.132 ± 0.004).Los parámetros integrales se han obtenido promediando los valores ins-tantáneos en el tiempo durante 15 
i
los (aproximadamente) y también en ladire

ión transversal. La Tabla 7.1 
ompara el 
oe�
iente medio de susten-ta
ión 〈CL〉 y su desvia
ión (√〈C ′
LC

′
L〉, 
on C ′

L = CL − 〈CL〉), el 
oe�
ientede arrastre (〈CD〉, obtenido a partir de la 
ontribu
ión de la presión a lafuerza de arrastre), el 
oe�
iente de presión en la base del 
ilindro (〈CPb〉 =
〈p(x/D = 9.0, y/D = 8.5)〉 /(ρU2/2))) y la longitud de re
ir
ula
ión (Lr 
al-
ulada 
omo la distan
ia del punto en el que la velo
idad horizontal media seha
e 
ero al 
entro del obstá
ulo) 
on los obtenidos experimentalmente porLyn et al. [62℄, Norberg et al. [78℄ y Durão et al. [26℄, y 
on los resultados
omputa
ionales de Sohankar et al. [102℄ y Srivinas et al. [105℄. Se ha elegido,entre los 
asos presentados por Sohankar et al. [102℄, el que 
orresponde a la126



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)malla más �na (265× 161× 25). Los valores presentados en los dos trabajos
omputa
ionales y el experimental de Norberg et al. [78℄ están 
orregidos paratener en 
uenta el efe
to del bloqueo, es de
ir, el in
remento de la velo
idadde la 
orriente libre (respe
to al �ujo en la entrada) debido a que el dominio
omputa
ional no es in�nito y el obstá
ulo disminuye la se

ión efe
tiva del
anal. Los resultados presentados en este trabajo está afe
tados por un fa
torde bloqueo β = D/H = 5.9 % (H es la altura del 
anal); se han realizado las
orre

iones propuestas por Sohankar et al. [102℄:
CD

CDc

=
C ′

D

C ′
Dc

=
C ′

L

C ′
Lc

= α ;
1 − CP

1 − CPc
= α , (7.11)donde el subíndi
e c indi
a los valores 
orregidos y (1/α) = 1−CDβ/(−CP b) =

1.085.En la tabla se observa un buen a
uerdo entre los valores 
orregidos y losresultados experimentales, 
omparable a los publi
ados por Sohankar et al.[102℄ (utilizando un modelo dinámi
o de una e
ua
ión y una malla �na de
265× 161× 25) y más re
ientemente por Srivinas et al. [105℄ (
on el modelode Smagorinsky dinámi
o).
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Tabla 7.1: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Compara
ión de los parámetros integrales obtenidos en este trabajo
on otros resultados experimentales y 
omputa
ionales. experimental 
omputa
ionalEste trabajo Este trabajo Lyn Norberg Durão Srivinas Sohankar(bloqueo) ([63℄,[62℄) [26℄ ([78℄) ([105℄) ([102℄)
Re 22000 22000 21400 22000 21400 14000 22000
St 0.133 0.133 0.132 ± 0.004 0.13 0.139 0.135 0.128

〈CL〉 -0.014 -0.014 � � � 0.0 �
〈C ′

L〉 1.17 1.07 � � � 1.39 1.12
〈CD〉 2.39 2.20 2.1 2.11 � 2.14 2.09

−〈CPb〉 1.79 1.57 � 1.37 � 1.65 1.38

〈Lr〉 1.45 1.33 1.38 � 1.32 1.31 �
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Figura 7.11: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Per�l de velo
idad hori-zontal media en el plano 
entral del 
ilindro. Compara
ión de los 
ál
ulos enel presente trabajo (línea 
ontinua) 
on los resultados experimentales de Lynet al. [62℄ (símbolos).7.3.4. Variables del �ujo promediadas en el tiempoLyn et al. [62℄ propor
ionan una extensa base de datos 
on medidasexperimentales de variables de �ujo en líneas verti
ales lo
alizadas en puntossituados tanto en la estela 
er
ana 
omo en el entorno del 
ilindro. En esteapartado se presentan grá�
as que 
omparan per�les experimentales 
on losobtenidos en este trabajo. Como en el 
aso de los parámetros integrales, lasvariables medias, 〈φ〉, se han obtenido promediando su valor durante 15 
i
losy en la dire

ión z. En lo que sigue, el eje de 
oordenadas 
omputa
ional hasido desplazado al 
entro del obstá
ulo.La Figura 7.11 muestra el per�l de velo
idad horizontal en el eje 
entraldel dominio. Se observa que la LES, a diferen
ia de la té
ni
a del promediadode Reynolds (RANS, ver por ejemplo [34℄), es 
apaz de reprodu
ir ade
ua-damente la zona de re
ir
ula
ión y su posterior re
upera
ión ha
ia la regiónaguas abajo en el que la velo
idad al
anza su valor asintóti
o, que es menorque el de la 
orriente libre por la pérdida de 
antidad de movimiento quesufre la estela tras el obstá
ulo. El a
uerdo de la velo
idad mínima 
on lamedida experimental es ex
elente y también se predi
e ade
uadamente lapendiente de re
upera
ión. Aguas abajo, la velo
idad tiende ha
ia el valorque 
orresponde a la 
orriente libre, a diferen
ia del per�l 
orrespondiente alos resultados de Lyn et al. [62℄, donde pare
e que la velo
idad se estanque129
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Figura 7.12: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Per�les verti
ales de lavelo
idad horizontal media 〈v〉 /U (línea 
ontinua). Compara
ión 
on losresultados experimentales de Lyn et al. [62℄ (símbolos).entorno a (< u > /U = 0.60). Esta dis
repan
ia se en
uentra también en lamayoría de simula
iones tanto LES 
omo RANS publi
adas (ver por ejemploresultados de un workshop en [94℄). En 
ambio, el per�l obtenido experimen-talmente por Durao et al. [26℄ tiende más rápidamente a la 
orriente libre(u/U = 0.8 en x/D = 5.5, en a
uerdo 
on el presente trabajo 
omputa
ional).Las Figuras 7.12, 7.13 y 7.14 muestran per�les verti
ales de las 
om-ponentes de velo
idad media u, v y de los esfuerzos de Reynolds 〈u′v′〉(respe
tivamente) en varias se

iones transversales (x/D = 0., 0.5, 1.25, 2.0).La primera se

ión está situada en el 
entro del obstá
ulo y 
aptura la regiónde separa
ión y la segunda 
oin
ide 
on el �nal del obstá
ulo. La ter
erase

ión (x/D = 1.25) está en la zona de re
ir
ula
ión y la 
uarta en la regiónde re
upera
ión, un po
o más aguas abajo del �nal de la zona de re
ir
ula
ión(x/D < 1.45). Se 
onsidera que el a
uerdo 
on los datos experimentales esex
elente en las tres primeras zonas, mientras que las 
urvas experimentalesson menos pronun
iadas que las 
omputa
ionales en la 
uarta se

ión. Estas130
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Figura 7.13: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Per�les verti
ales de lavelo
idad horizontal media 〈v〉 /U (línea 
ontinua). Compara
ión 
on losresultados experimentales de Lyn et al. [62℄ (símbolos).diferen
ias están aso
iadas probablemente a que la longitud de re
ir
ula
iónen el 
aso 
omputa
ional es mayor (ver Tabla 7.1). Por otra parte, en losper�les 
omputa
ionales de las tres variables en las se

iones que 
omprendenel obstá
ulo (x/D = 0.5 y x/D = 1.0) se observan 
ambios de signo o pi
osque no apare
en en las medidas experimentales. El promediado de las líneasde 
orriente mostrado en la Figura 7.15 (abajo) muestra que estas rápidasvaria
iones 
orresponden 
on zonas de re
ir
ula
ión de pequeño tamaño quese originan muy 
er
a de las paredes laterales del obstá
ulo.Además de las líneas de 
orriente, la Figura 7.15 presenta 
ontornos, enel plano x− y, del promedio del 
oe�
iente de presión 〈Cp〉 y de los esfuerzos
ortantes de Reynolds (〈u′v′〉 /U2). Los 
ampos son simétri
os respe
to ala línea horizontal 
entral y son muy pare
idos a los 
ontornos presentadospor Sohankar [101℄ en su estudio del 
omportamiento del �ujo para variosnúmeros de Reynolds. En 
on
reto, el desprendimiento de 
apa límite en elpunto de separa
ión (las esquinas anteriores del prisma) genera una zona131
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Figura 7.14: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Per�les verti
ales de losesfuerzos de Reynolds 〈u′v′〉 /U2, promediados en el tiempo. Compara
ióndel presente trabajo (línea sólida) 
on los resultados experimentales de Lynet al. [62℄ (símbolos).de re
ir
ula
ión debido al gradiente de presión adverso. Otras dos zonas dere
ir
ula
ión adi
ionales, a 
ontra
orriente de esta primaria, apare
en juntoa las paredes laterales (una en la esquina anterior y otra en la posterior).

132



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)

-2.2

-2

-2

-2

-1.8

-1.8

-1
.8

-1.8

-1.6

-1.6 -1.4

-1.2

-1

-1

-0.8

-0
.8

-0.4

-0
.4

-0
.2

0.4

0.
8

X / D

Y
/D

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-0.18

-0.02

0.02

0

-0.08

0.18

0.08

-0.02

0.02

X / D

Y
/D

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x / D

y
/D

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figura 7.15: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Contornos del 
oe�
ien-te de presión (〈CP 〉, izquierda), de los esfuerzos 
ortantes de Reynolds(〈u′v′〉 /U2, dere
ha) y líneas de 
orriente (abajo) en el plano x− y.
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Figura 7.16: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Lineas de 
orriente pro-mediadas en la fase 
orrespondiente a los valores máximos del periodo del
oe�
iente de sustenta
ión CL (Figura 7.10, izquierda).7.3.5. Promediados de faseEn un �ujo periódi
o el promediado de las variables relevantes en unaúni
a fase del 
i
lo propor
iona informa
ión adi
ional respe
to a la estadísti
ade las variables medias (en todo el intervalo de tiempo), ya que permitedistinguir las �u
tua
iones debidas a la turbulen
ia de aquellas aso
iadas almovimiento periódi
o (presentes también en el 
aso de una estela laminar).En este apartado se ilustran algunas propiedades del �ujo observables úni
a-mente desde esta perspe
tiva, utilizando 
omo referen
ia bási
a los trabajosexperimentales de Lyn y 
olaboradores ([63℄ y [62℄).En el 
aso de promediar en fase, el 
ampo de una variable resuelta φ, sedes
ompone de la siguiente manera:
φ = ⌈φ⌉ + φ′′ = 〈φ〉 + φ̂+ φ′′ , (7.12)donde ⌈φ⌉ representa el valor de la variable φ promediada en una úni
a fase,

〈φ〉 es el valor medio de todas las fases, φ̂ = ⌈φ⌉ − 〈φ〉 es la 
ontribu
iónperiódi
a al 
ampo y φ′′ = φ− ⌈φ⌉ la �u
tua
ión respe
to a la 
omponenteperiódi
a.En este apartado se muestran resultados obtenidos promediando en la fase
orrespondiente a los valores máximos de la 
urva periódi
a del 
oe�
ientede sustenta
ión 〈CL〉 (ver Figura 7.10, izquierda). Se ha tomado un sistemade referen
ia �jo en el obstá
ulo, y se presenta úni
amente el plano mediodel 
ilindro. Las líneas de 
orriente mostradas en la Figura 7.16 indi
an que,134



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)

-1.48

2.12

x / D

y
/D

0 1 2 3 4 5 6 7 8
-2

-1

0

1

2

Figura 7.17: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Compara
ión del 
ampo devorti
idad transversal periódi
a (ŵz ∗L/U) obtenida en este trabajo (abajo)
on los resultados experimentales de Lyn et al. [62℄. Nótese la existen
ia deuna zona sin datos experimentales en torno al 
ilindro en [62℄.
omo 
abía esperar, el promediado en di
ha fase 
aptura el momento en elque se desprende un torbellino de la esquina inferior del 
ilindro 
uadrado.En la Figura 7.17 se 
ompara la 
omponente periódi
a de vorti
idad (ŵz)obtenida en este trabajo 
on la determinada de manera experimental porLyn et al. (�gura tomada de su trabajo [62℄, en la que también se señalanpuntos topológi
os de interés). El buen a
uerdo en
ontrado, tanto 
ualitativo
omo 
uantitativo, pone de mani�esto la 
apa
idad de LES para resolver demanera pre
isa el movimiento periódi
o (es de
ir, las es
alas grandes) del�ujo turbulento.En la Figura 7.18 se presentan los 
ampos de vorti
idad transversal (⌈ωz⌉),los esfuerzos de Reynolds aso
iados 
on la produ

ión turbulenta (⌈u′′v′′⌉) y135
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ión de las Grandes Es
alas (LES)la energía 
inéti
a turbulenta (⌈k⌉ = ⌈u′′u′′ + v′′v′′ + w′′w′′⌉)1/2). La distri-bu
ión de la intensidad turbulenta (o ⌈k⌉) presenta pi
os en regiones quese 
orresponden 
on los 
entros de los vórti
es y 
restas de unión entreellos. En los esfuerzos 
ortantes de Reynolds (⌈u′′v′′⌉), en 
ambio, se apre
ianmáximos en las zonas de po
a vorti
idad o en el punto de silla próximo alobstá
ulo ((x/D, y/D) ≈ (1.8,−1)). Por otro lado, se en
uentra también unbuen a
uerdo de estos 
ampos 
on los resultados experimentales de Lyn et al.(ver �guras 12.
 y 12.d en [62℄ ). En 
on
reto, se observa lo que Lyn et al.denominan una `pierna' 
on varios pi
os de 〈u′v′〉 en torno a x/D = 6.Los resultados presentados en este apartado para variables turbulentaspromediadas en una fase 
on
reta (
orrespondiente a los valores máximosdel 
oe�
iente de sustenta
ión) han mostrado un a
uerdo muy bueno de lasimula
ión LES 
on el trabajo experimental de Lyn y 
olaboradores [62℄.Se pretende ampliar este estudio para otras fases del �ujo periódi
o 
on el�n de profundizar en el modelo 
on
eptual que rela
iona puntos topológi
osrelevantes 
on la produ

ión y la intensidad turbulenta.
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Figura 7.18: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Promediado en fasede vorti
idad ⌈ωz⌉ ∗ L/U (arriba), energía 
inéti
a turbulenta ⌈k⌉ =
⌈u′′u′′ + v′′v′′ + w′′w′′⌉ /U2)1/2 (
entro) y esfuerzos 
ortantes de Reynolds
⌈u′′v′′⌉ /U2 (abajo).
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ión de las Grandes Es
alas (LES)7.3.6. Campos instantáneosEn este apartado se presentan 
ampos instantáneos del �ujo 
on el ob-jetivo de ilustrar algunas de sus prin
ipales 
ara
terísti
as. Se des
ribe la
omposi
ión típi
a de la estela 
ompletamente desarrollada y también dossitua
iones atípi
as en
ontradas en su evolu
ión transitoria: el fenómeno deemparejamiento de vórti
es (pairing) y la dislo
a
ión natural de un vórti
e.Tras la etapa de transi
ión des
rita en el Apartado 7.3.2, la estela turbu-lenta se desarrolla por 
ompleto, y las diferen
ias en 
omportamiento respe
toal �ujo laminar presentado en el Apartado 6.5, provienen bási
amente desu 
ará
ter tridimensional y de una menor difusividad mole
ular. Como seobserva en la Figura 7.19, se desprenden alternativamente del lado superior einferior del prisma estru
turas 
oherentes predominantemente bidimensio-nales, vórti
es transversales que avanzan aguas abajo formando dos �lasque tienden a separarse ha
ia el �ujo libre y en las que el sentido de girode los vórti
es es opuesto. El estiramiento de los vórti
es en la 
apa desepara
ión (del prisma) genera ondula
iones en su dire

ión transversal. Enel 
uerpo de estas inestabilidades surgen nuevas estru
turas también orga-nizadas, más �nas y en dire

ión longitudinal, `lenguas' de vórti
es wx queavanzan solidariamente 
on los vórti
es transversales. Respe
to a la etapade transi
ión (Figura 7.7), las lenguas de vorti
idad longitudinal se handesarrollado formando estru
turas más gruesas y presentan en 
ierta medidauna menor organiza
ión.En la estela se dete
ta de una manera repetitiva el fenómeno 
ono
ido
omo emparejamiento de vórti
es (pairing), del que se ilustra un ejemplo enla Figura 7.20. Su
ede 
uando una de las estru
turas que se desprende dellado inferior (o superior) del prisma se alinea 
on la �la superior (o inferior)de vórti
es, debido probablemente a que en ese momento existe un fuerte �ujoverti
al. Esta estru
tura viaja unida al vórti
e desprendido previamente dellado superior (o inferior) del prisma y en la que el sentido del giro es opuesto.En todo el intervalo de tiempo resuelto en este trabajo se produ
e en unao
asión el dislo
amiento de un vórti
e. Este fenómeno, mostrado en la Figura7.21, se 
ara
teriza por el desprendimiento de una estru
tura prin
ipal (ωz)`rota' en su dire

ión transversal, que se traslada aguas abajo por 
onve

ión.Se produ
e en torno a t ∗ U/D = 101 y 
orresponde 
on una irregularidaden la periodi
idad del 
oe�
iente de sustenta
ión y 
on un pi
o intenso en lafuerza de arrastre (ver Figura 7.22). Además, es interesante remar
ar que, trasla dislo
a
ión, su
ede 
on menor fre
uen
ia el emparejamiento de vórti
es opairing. Braza et al. [12℄ 
apturaron por primera vez un dislo
amiento natural(sin forzar) mediante una simula
ión DNS en un 
ilindro (redondo) y másre
ientemente Saha et al. [96℄ observaron (también 
omputa
ionalmente) su138
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ión de las Grandes Es
alas (LES)o
urren
ia en la transi
ión ha
ia la estela tridimensional en un 
ilindro 
ua-drado. Ambos trabajos estudiaron úni
amente �ujos a números de Reynoldsbajos (hasta Re = 500).En el CD adjunto a esta memoria se in
luyen distintos vídeos que mues-tran evolu
iones del �ujo entre los tiempos 40 y 114 (t*U/D), 
orrespondien-tes a la fase de transi
ión ha
ia la turbulen
ia tridimensional (aprox. 40-50en esas mismas unidades temporales) y un intervalo estadísti
amente esta-
ionario (el resto). Los vídeos `turbo_vortz_40-114.avi', `turbo_vortx_40-114.avi', `turbo_
p_40-114.avi' muestran la evolu
ión de las iso-super�
iesde vorti
idad transversal (ωz) y longitudinal ωx, y del 
oe�
iente de pre-sión cp, respe
tivamente. Además se in
luyen los videos `turbo_vortz_40-114_upwind.avi' y `turbo_vorty_40-114_upwind.avi' 
on una vista alter-nativa, aguas arriba del prisma, de wz y también de la 
omponente verti
alde vorti
idad wy. Se apre
ia 
on 
laridad, espe
ialmente en la evolu
ión de
wz, la dislo
a
ión de un vórti
e (en torno a los 42 s de los 46 s de dura
ióntotal del vídeo).
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)

Figura 7.19: LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies de vorti
i-dad transversal (ωz, arriba) y longitudinal (ωx, abajo) en t ∗ U/D = 90.
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)

Figura 7.20: LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies de la vor-ti
idad transversal (abajo) y del 
oe�
iente de presión (arriba) en t ∗U/D =
95.6. Ejemplo de paring.
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)

Figura 7.21: LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Isosuper�
ies del
oe�
iente de presión (arriba) y de la vorti
idad transversal (abajo) en
t ∗ U/D = 109.6. Se observa la dislo
a
ión de un vórti
e.
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)
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t / (D/U)Figura 7.22: LES. Cilindro 
uadrado (Re = 22000). Evolu
ión de los 
oe�-
ientes de sustenta
ión (CL, izquierda) y arrastre (CD, dere
ha). Se señala elinstante en el que o
urre la dislo
a
ión de uno de los vórti
es primarios ωz.
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)7.3.7. Comportamiento del algoritmo a
oplado e implí-
ito en LESEn los sub-apartados anteriores, se ha mostrado que el algoritmo pro-puesto en este trabajo de investiga
ión es 
apaz de prede
ir 
on pre
isiónel 
omportamiento de las grandes es
alas de un �ujo turbulento 
omplejo.En esta se

ión se estudia la e�
ien
ia de este algoritmo, que es a
opladoe implí
ito, a diferen
ia de una mayoría de apli
a
iones LES, que utilizanalgoritmos explí
itos (es de
ir, se avanza en el tiempo a partir de solu
iones
ono
idas en tiempos anteriores). En los algoritmos para �ujos in
ompre-sibles, la di�
ultad aso
iada a la ausen
ia de un término transitorio parala presión es superada mediante el método 
ono
ido 
omo paso fra

ionado[53℄, en el que una e
ua
ión de Poisson se resuelve mediante una inversióndire
ta (sin itera
iones) en 
ada paso temporal. En 
aso de resolver �ujos
ompresibles, en 
ambio, la e
ua
ión de 
ontinuidad presenta un términotransitorio que permite, en general, avanzar en el tiempo la presión sindi�
ultad.Los esquemas de tiempo explí
ito presentan la desventaja, respe
to a losesquemas implí
itos, de tener restringido el tamaño del paso de tiempo paraasegurar su estabilidad numéri
a. Este límite viene dado por la 
ondi
iónde Courant-Friedri
hs-Lewy (CFL), que estable
e que el paso temporal nodebe superar el tiempo de residen
ia en la 
elda: CFL = ∆tU/∆x) <= 1.No obstante, los esquemas explí
itos han sido utilizados históri
amente enLES porque la propia té
ni
a requiere una resolu
ión temporal �na a �n de
apturar las es
alas temporales de las estru
turas más pequeñas resueltas y el
oste 
omputa
ional de obtener la solu
ión en 
ada nivel de tiempo es menoren los esquemas explí
itos que en los implí
itos. En la última dé
ada, sinembargo, esta tenden
ia está 
ambiando y se han publi
ado algunos trabajosque investigan la e�
ien
ia de algoritmos a
oplados e implí
itos, 
on dosobjetivos prin
ipales: por un lado, disminuir el 
oste 
omputa
ional de LESy así ha
er viable la simula
ión extensiva de problemas industriales y, por otrolado, desarrollar 
ódigos de CFD 
apa
es de resolver tanto �ujos 
ompresibles
omo in
ompresibles.Como se indi
ó en el Apartado 7.3.1, los resultados mostrados han sidoobtenidos mediante un esquema temporal implí
ito y un paso de tiempo de
∆timp = 0.025D/U , lo su�
ientemente pequeño para 
apturar las es
alastemporales de las estru
turas más pequeñas resueltas en LES. En 
aso deresolver este problema mediante un esquema explí
ito, el tamaño del paso detiempo estaría limitado por la 
ondi
ión de CFL:
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7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)
CFLincomp =

∆t

min(∆x/|u|,∆y/|v|,∆z/|w|) . (7.13)Con la malla utilizada para resolver el problema en este trabajo y to-mando los valores promediados en el tiempo de las 
omponentes de la ve-lo
idad, el paso de tiempo máximo permitido en un esquema explí
ito es
∆texp = 7.2e− 3D/U , es de
ir, 3.5 ve
es más pequeño que el utilizado en elesquema implí
ito. Por otra parte, en 
aso de utilizar un algoritmo para �ujo
ompresible (ne
esario para reprodu
ir las ondas a
ústi
as en una 
ámara de
ombustión, por ejemplo), la velo
idad del sonido interviene también en el
ál
ulo del número de CFL:

CFLcomp =
∆t

∆x/|u+ c| =
∆t

∆x/(M + 1)c
. (7.14)Así, 
uando el número de Ma
h es bajo (M << 1), la redu

ión en el númerode CFL es del orden de CFLcomp/CFLincomp ≈ M . En la LES realizada eneste trabajo el número de Ma
h a la entrada del 
anal es M = 0.0033 yel paso de tiempo máximo que se permitiría 
on un algoritmo para �ujo
ompresible explí
ito (
al
ulado a partir de las velo
idades promedio enlas 
eldas) sería ∆tcomp|exp

= 3.44e − 5D/U . Es de
ir, el número de pasostemporales ne
esarios para simular el mismo intervalo de tiempo aumentaríaen un fa
tor ∆timp/∆tcomp|exp
= 726.La diferen
ia en el número de pasos no es dire
tamente la ganan
ia efe
ti-va puesto que es ne
esario tener en 
uenta el número de itera
iones realizadaspor el solver lineal del método implí
ito para al
anzar la 
onvergen
ia de 
adasolu
ión de la evolu
ión transitoria (
uando se aumenta el paso temporalaumenta también, en general, el número de itera
iones). La e�
ien
ia delalgoritmo a
oplado e implí
ito, respe
to al segregado y explí
ito, se puedeevaluar 
omo [2℄:

E =
∆timp/nits

∆tcomp|exp

, (7.15)donde ∆timp y ∆tcomp|exp
son, respe
tivamente, el paso de tiempo en el esque-ma implí
ito (elegido en fun
ión de la resolu
ión requerida) y en el algoritmoexplí
ito para �ujo 
ompresible (el máximo permitido por el análisis deestabilidad); nits es el número de itera
iones interiores total que tiene querealizar el solver lineal.La Figura 7.23 (izquierda) muestra la evolu
ión de la norma del residuode la e
ua
ión de 
ontinuidad para la simula
ión LES presentada en estamemoria, una vez que el �ujo ha al
anzado el estado periódi
o. Se ha esta-ble
ido que la solu
ión para un paso de tiempo dado ha 
onvergido 
uando la145



7. Simula
ión de las Grandes Es
alas (LES)
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t/tDFigura 7.23: LES. Cilindro 
uadrado (Re=22000). Evolu
ión de la norma delresiduo de la e
ua
ión de 
ontinuidad (izquierda) y del número de itera
ionesexteriores (dere
ha).norma es menor que 1.0e− 4 y este 
riterio se ha 
umplido (sobradamente)en 
ada paso temporal. En la parte dere
ha de esta misma �gura se observaque el número medio de itera
iones exteriores (debidas al pro
edimiento desustitu
ión su
esiva de linealiza
ión) por paso de tiempo es 10, justamente elmínimo impuesto para evitar estan
amientos de la 
onvergen
ia (ver Apar-tado 5.2). El he
ho de que este número sea relativamente pequeño (teniendoen 
uenta que es una malla �na, 
omo exige LES) puede ser indi
ativo deque la aporta
ión de los métodos multimalla a la mejora en la e�
ien
ia deresolu
ión de este tipo de �ujos es es
asa. Por otra parte, el solver GMRESne
esita una media de 11 itera
iones (interiores) para resolver 
ada sistemalineal. Por tanto, se estima que la e�
ien
ia ganada por el algoritmo propuestoen este trabajo es E = (0.025/110)/3.44e− 5 = 6.6.Un estudio similar fue llevado a 
abo por Alkishriwi et al. [2℄ y Lessaniet al. [57℄ 
on el problema del �ujo turbulento generado tras un 
ilindro(redondo) a un número de Reynods más bajo (Re = 3900). A diferen
ia delpresente algoritmo, ambos autores utilizaron el método de aproxima
ión deNewton para linealizar las e
ua
iones. La e�
ien
ia del método implí
ito pre-sentado por Alkishriwi et al. , 7 ve
es más rápido que un esquema explí
ito,es similar a la presentada en esta memoria, mientras que la de Lessani et al.es algo menor (E = 4). Conviene remar
ar que esta e�
ien
ia varía depen-diendo del problema resuelto, la resolu
ión temporal requerida, o el 
riteriode 
onvergen
ia; por ejemplo, los primeros autores obtuvieron ganan
ias dehasta E = 60 en la resolu
ión de un 
anal turbulento (Re = 12448).
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Capítulo 8Comportamiento del 
ódigoparalelo Despa
ito y buena letra,que el ha
er las 
osas bienimporta más que el ha
erlas.- Antonio Ma
hadoEn los 
apítulos de resultados pre
edentes se ha mostrado la validez del al-goritmo a
oplado propuesto para resolver una amplia variedad de problemas;en este 
apítulo se pretende dis
utir varios aspe
tos sobre su implementa
iónrela
ionados 
on la veri�
a
ión, el uso de memoria y tiempo de CPU y laparaleliza
ión del 
ódigo 
omputa
ional desarrollado.8.1. Veri�
a
ión y valida
ión del 
ódigo 
ompu-ta
ionalConforme 
re
e la importan
ia de las simula
iones 
omputa
ionales en eldiseño y análisis del 
omportamiento de sistemas de ingeniería, los requeri-mientos de �abilidad de los 
ódigos de CFD son más exigentes. De he
ho,esta exigen
ia es indispensable en es
enarios donde la experimenta
ión físi
ano es posible (
omo, por ejemplo, pruebas de fallos en 
entrales nu
leares).Como resultado, institu
iones de prestigio en el 
ampo de CFD han desarro-llado proto
olos para tratar de 
uanti�
ar la �abilidad de las simula
iones
omputa
ionales. Aunque todavía no existe una guía universalmente a
ep-tada (Overkampf y Tru
ano presentan un amplio resumen del estado a
tualdel tema en un artí
ulo re
iente [79℄), la 
redibilidad de un 
ódigo de CFDdepende de dos aspe
tos fundamentales: su veri�
a
ión y su valida
ión. La147



8. Comportamiento del 
ódigo paralelovalida
ión trata de evaluar la idoneidad de los modelos físi
os utilizados parala representa
ión de los problemas mediante la 
ompara
ión de los resultados
omputa
ionales 
on medidas experimentales. El pro
eso de veri�
a
ión deun 
ódigo, en 
ambio, no tiene en 
uenta `el mundo real' sino que estudialos errores 
omputa
ionales y 
omprende la dis
retiza
ión de las e
ua
ionesen derivadas par
iales, la resolu
ión del sistema algebrai
o de e
ua
iones, el
riterio para estable
er la 
onvergen
ia del método iterativo y la pre
isióndel 
ál
ulo [14℄.Los 
apítulos pre
edentes (Capítulos 6 y 7) han mostrado fundamen-talmente resultados rela
ionados 
on el pro
eso de valida
ión del algoritmoa
oplado propuesto. No obstante, la diferen
ia entre valida
ión y veri�
a-
ión no es nítida y algunos de los estudios ya presentados tienen tambiénrela
ión 
on la veri�
a
ión. Por ejemplo, las historias de 
onvergen
ia de losproblemas esta
ionarios mostradas presentaban una tenden
ia de redu

iónexponen
ial de la norma del residuo ha
ia la pre
isión de la máquina; enel �ujo no esta
ionario generado tras un 
ilindro 
uadrado se mostraba un
riterio su�
ientemente restri
tivo (1.0e − 4) para la 
onvergen
ia de 
adapaso temporal, y ello tanto en el 
aso de �ujo laminar 
omo turbulento; elanálisis del 
omportamiento de la Interpola
ión Compa
ta del Momento para�ujos transitorios indi
aban que el orden de los esquemas de dis
retiza
ióntemporal es el esperado.En este apartado se esbozan algunos otros tests de veri�
a
ión del 
ódigollevados a 
abo; 
on
retamente, la 
orre
ta implementa
ión de los términosdis
retizados de las e
ua
iones de 
antidad de movimiento y 
ontinuidad yel error introdu
ido por la dis
retiza
ión espa
ial.8.1.1. Taylor-Green 3DPara 
omprobar que la implementa
ión de las e
ua
iones dis
retizadas es
orre
ta, el problema de de
aimiento de vórti
es de Taylor-Green es un 
asode test apropiado puesto que se trata de un �ujo 
on 
ondi
iones de 
ontornoperiódi
as, que no requiere la implementa
ión de términos ex
ep
ionalesen las fronteras del dominio 
omputa
ional para 
al
ular las integrales desuper�
ie (ver Apartado 5.3.6).Con el propósito de veri�
ar la dis
retiza
ión espa
ial en las tres dire

io-nes del espa
io, se ha resuelto el �ujo en tres dimensiones y se han impuestodos 
ondi
iones ini
iales distintas: un 
ampo ini
ial 
onsistente en un vórti
ede Taylor-Green en el plano x−y y otro en el plano z−y. En el primer 
aso,
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8. Comportamiento del 
ódigo paralelo
X Y

Z

-0.044
-0.048
-0.052

P

X Y

Z

-0.044
-0.048
-0.052

PFigura 8.1: Veri�
a
ión. Vórti
es de Taylor-Green. Contornos de presión endos planos equivalentes lo
alizados en el punto medio del dominio. Casos 
on
w = 0 (izquierda) y u = 0 (dere
ha) en el instante ini
ial.las 
omponentes de la velo
idad y la presión en el instante ini
ial son:

u(x, y, z, t = 0) = −sin(x)cos(y)cos(z) (8.1)
v(x, y, z, t = 0) = −cos(x)sin(y)cos(z)

w(x, y, z, t = 0) = 0

p(x, y, z, t = 0) = −(cos(2x) + cos(2y))(2 + cos(2z))/16Para ini
ializar el segundo 
aso simplemente se inter
ambian u por w y
x por z.En la Figura 8.1 se presentan los 
ontornos de presión en dos planosequivalentes en uno y otro 
aso, lo
alizados en el punto medio del dominio
omputa
ional y en el instante de tiempo t = 0.5. Los 
ontornos en el plano
y−z (izquierda) en el primer 
aso (w = 0 en el instante ini
ial) son los mimosque en el plano y−x (dere
ha) en el segundo 
aso (u = 0 en el instante ini
ial),lo 
ual indi
a que la dis
retiza
ión está ade
uadamente implementada.
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8. Comportamiento del 
ódigo paraleloTabla 8.1: Veri�
a
ión. Cavidad 
uadrada 
on pared móvil. Valores develo
idad y presión obtenidos en tres mallas su
esivamente re�nadas.Tamaño de 
elda normalizado u v p− p04 (121x121) −6.1596e−2 2.5864e−2 −8.8134e−22 (241x241) −6.1947e−2 2.5813e−2 −8.9874e−21 (481x481) −6.2030e−2 2.5802e−2 −9.0325e−28.1.2. Pre
isión de la dis
retiza
ión espa
ialUna vez depurados los errores en la programa
ión del 
ódigo, se puedepro
eder a 
uanti�
ar el orden de pre
isión de los esquemas de dis
retiza
iónde las e
ua
iones. En este apartado se 
al
ula la pre
isión espa
ial, queteóri
amente es de orden 2 (la pre
isión de los esquemas temporales fueestudiada en el Apartado 6.1.2) mediante el pro
edimiento de re�namientosu
esivo de la malla de dis
retiza
ión.El problema test elegido es el �ujo en el interior de una 
avidad 
uadrada
on una pared móvil a un número de Reynolds moderado (Re = 1000). Esteproblema se ha resuelto en tres mallas uniformes diferentes, que tienen unnúmero de 
eldas de 121 × 121, 241 × 241 y 481 × 481 y siendo por tantoaproximadamente 
onstante la rela
ión de paso entre 
eldas de una mallaa la siguiente (r ∼= 2). Se ha apli
ado el esquema 
onve
tivo CDS y se haestable
ido un 
riterio de 
onvergen
ia restri
tivo para la norma del ve
torresiduo y del ve
tor de 
orre

ión CR, C∆φ = 1.0e−10 (ver E
ua
ión (5.3)),
on el �n de que los errores debidos al método iterativo no sean signi�
ativos.Las variables elegidas para 
omparar los resultados sobre 
ada malla son lavelo
idad horizontal u, la velo
idad verti
al v y la presión p− p0 en la 
elda
entral de la 
avidad (x/L = y/L = 0.5, lo que justi�
a el número imparde nodos en 
ada dire

ión). La presión de referen
ia p0 se toma en el puntomedio de la pared verti
al oeste: p0 = p(x/L = 0, y/L = 0.5). Los valoresobtenidos para las tres mallas apare
en en la Tabla 8.1.A partir de di
hos datos se 
al
ula el valor de unos parámetros de interésen la determina
ión del error de dis
retiza
ión espa
ial (Tabla 8.2): el ordende la aproxima
ión (q), el valor de la variable extrapolada a una malla 
ontamaño de 
elda nulo (φe) y el Índi
e de Convergen
ia de la Malla (GCI).Para obtener estos parámetros se ha seguido el pro
edimiento re
omendadopor la revista interna
ional Journal of Fluids Engineering, que a su vez sebasa en el 
ono
ido método de extrapola
ión de Ri
hardson [29℄. Las mallasempleadas son su�
ientemente �nas para que el error de la solu
ión e pueda150



8. Comportamiento del 
ódigo paralelo
Tabla 8.2: Veri�
a
ión. Cavidad 
on pared móvil. Parámetros de la pre
isiónespa
ial obtenidos siguiendo el pro
edimiento de extrapola
ión de Ri
hard-son. También se presentan, para su 
ompara
ión, los resultados de altapre
isión de Botella y Peyret [11℄.

u v p− p0

q 2.05 2.21 1.95
GCI( %) 3.1e−3 3.8e−4 0.02

φe −6.2056e−2 2.5799e−2 −9.038e−2

φBot [11℄ −6.2056e−2 2.5799e−2 −9.047e−2
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Figura 8.2: Veri�
a
ión. Cavidad 
on pared móvil, Re = 1000. Valor de lasvariables de referen
ia en fun
ión del tamaño de 
elda normalizado.
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8. Comportamiento del 
ódigo paraleloexpresarse de la siguiente manera:
e = φn − φexac = Chq

n , (8.2)done φn es el valor de la variable para la malla n, φexac es la solu
ión exa
ta,
hn representa el tamaño de 
elda y q es el orden de aproxima
ión obtenido.Usando tres mallas diferentes 
on la misma rela
ión de tamaño de 
elda (eneste 
aso r ∼== 2), el orden de la aproxima
ión espa
ial q se 
al
ula así:

q =
ln((φ4 − φ2)/(φ2 − φ1))

ln(r)
, (8.3)A partir del valor de q y de la solu
ión en las dos mallas más �nas, se puedeextrapolar un valor para la solu
ión exa
ta (que 
orresponde al límite detamaño de 
elda nulo):

φe ≈ φh=0 = φ1 +
φ1 − φ2

rq − 1
. (8.4)Por último, el índi
e de la 
onvergen
ia de la malla (GCI) es un parámetroque propor
iona informa
ión a
er
a del nivel de resolu
ión apropiado e indi
ael por
entaje en que se aleja la solu
ión numéri
a en una malla de su valorasintóti
o. EL GCI 
orrespondiente a la solu
ión más pre
isa φ1 se 
al
ula
omo:

GCI = Fs
|φ1 − φ2|
rq − 1

, (8.5)donde Fs es un fa
tor de seguridad que se ha tomado 1.25 (valor usual 
uandose re�na la malla en tres niveles).En la Tabla 8.2 se observa que el orden de aproxima
ión menos pre
isoobtenido (q = 1.94), 
orrespondiente a la presión, está muy 
er
ano al ordenteóri
o de la dis
retiza
ión espa
ial (q = 2). A partir del parámetro GCI y delvalor extrapolado pe se puede 
on
luir que el valor estimado para la presiónen el punto medio de la 
avidad es pe = 0.09038 
on una banda de error de
±0.020 %. Es de
ir, pe = 0.09038 ± 1.82e − 5. Respe
to a las 
omponentesde la velo
idad, el orden de aproxima
ión 
al
ulado es in
luso mayor que elteóri
amente esperado y el índi
e de 
onvergen
ia de la malla más �na es muypequeño. En la misma tabla se presenta también la solu
ión de alta pre
isiónobtenida por Botella y Peyret usando un método espe
tral para resolver lase
ua
iones [11℄. Los valores de estos autores 
oin
iden 
on los obtenidos aquípara las 
omponentes de velo
idad. La diferen
ia en la presión puede debersea la suposi
ión de gradiente nulo en la pared apli
ada en este trabajoPor 
ompletitud, en la Figura 8.2 se muestra la tenden
ia monótona dela solu
ión a su valor asintóti
o 
onforme se re�na la malla. Los resultados152



8. Comportamiento del 
ódigo paralelo
Figura 8.3: Resolu
ión del �ujo tras un es
alón abrupto en np = 16 pro
esa-dores. Des
omposi
ión de la malla 
ompleta (arriba) y detallada de las zonasde re
ir
ula
ión (abajo).mostrados en este apartado demuestran la 
apa
idad del 
ódigo para obtenersolu
iones independientes de la malla y que la aproxima
ión espa
ial es desegundo orden (al menos para el 
aso test elegido).8.2. Comportamiento de la paraleliza
ión del
ódigoLa 
apa
idad de un 
ódigo de CFD para resolver problemas 
omputa
io-nalmente exigentes (en el sentido de dis
retiza
ión espa
ial y/o temporal�na) depende de sus propiedades de es
alabilidad. Dos aspe
tos intervienenen este 
on
epto: la es
alabilidad numéri
a y la paralela. La primera ha
ereferen
ia al aumento del tiempo 
omputa
ional ne
esario para obtener unasolu
ión 
onforme el tamaño del problema numéri
o aumenta, y la segundase re�ere a la redu

ión del 
oste 
omputa
ional (por pro
esador) 
onforme
re
e el número de pro
esadores usados para la eje
u
ión.La es
alabilidad numéri
a del algoritmo a
oplado propuesto fue tratadaen un 
apítulo pre
edente (Apartado 6.2), mediante una tanda de eje
u
ionesse
uen
iales variando el número de nodos de la malla, y se obtuvo unadependen
ia del tiempo de 
pu a
eptable, del orden de n1.5 (donde n esel número de nodos de la malla). El objetivo de este apartado es estudiarel 
omportamiento del 
ódigo desarrollado 
uando se eje
uta un problemaen paralelo sobre varias máquinas. Como se des
ribió en el Apartado 5.4,la estrategia de paraleliza
ión llevada a 
abo 
onsiste en la des
omposi
ióndel dominio y su reparto (in
luyendo los nodos pertene
ientes al halo) entrelos pro
esadores disponibles. En el 
aso ideal de que la 
arga de trabajoesté repartida equitativamente y que el tiempo de 
omuni
a
ión entre lospro
esadores que 
omparten halo sea despre
iable, el tiempo ne
esario paraal
anzar la solu
ión multipli
ado por el número de pro
esadores es 
onstante.153



8. Comportamiento del 
ódigo paraleloTabla 8.3: Comportamiento paralelo del 
ódigo desarrollado. Tiempos deeje
u
ión en la resolu
ión del problema del es
alón abrupto 
on una malla de
128000 
eldas.
np Tnp (s) n its exteriores n its interiores Enp (µs) REnp (µs)1 4.231e4 24327 276119 1.197 1.202 2.236e4 24329 276158 6.320e-1 1.264 1.120e4 24334 276202 3.174e-1 1.278 5.783e3 24314 275978 1.632e-1 1.3012 4.010e3 24327 276126 1.132e-1 1.3616 3.092e3 24317 276037 8.758e-2 1.40Tabla 8.4: Comportamiento paralelo del 
ódigo desarrollado. Tiempos deeje
u
ión en la resolu
ión del problema del es
alón abrupto 
on una malla de

512000 
eldas.
np time Tnp (s) n its exteriores n its interiores Enp (µs) REnp (µs)2 1.264e5 6108 565546 4.365e-1 8.73e-18 3.090e4 6108 565493 1.067e-1 8.54e-116 1.491e4 6108 565575 5.149e-2 8.23e-1El 
aso elegido para evaluar el 
omportamiento paralelo del 
ódigo esel �ujo bidimensional y laminar generado en un 
anal re
tangular tras unes
alón abrupto (ver Figura 8.3). En la entrada del 
anal se impone el per�lde velo
idad parabóli
o 
orrespondiente al �ujo 
ompletamente desarrollado.El número de Reynolds referido a la velo
idad media de entrada y a la alturadel es
alón D es Re = 400. Las dimensiones del 
anal son 40D × 2D. Seha simulado el problema esta
ionario partiendo de un 
ampo ini
ial nulo(tanto para las dos 
omponentes de la velo
idad 
omo para la presión) y seha usado el esquema 
onve
tivo CDS. El 
riterio para 
onsiderar la solu
ión
onvergida ha sido estable
ido en CR, C∆φ < 1.0e− 6 para las tres variables.Se ha estudiado la es
alabilidad para dos mallas diferentes: 128000 (1600×80)y 512000 (3200×160) 
eldas 
uadradas. El falso paso temporal �jado ha sido

∆τ = 1∆x = 1D/80 para el 
aso 
on malla gruesa y ∆τ = 1∆x = 10D/160para la malla �na.Cada 
aso es eje
utado varias ve
es sobre un número de pro
esadoresdiferente, dividiendo la malla en np por
iones iguales (en la Figura 8.3 seilustra la parti
ión para el 
aso np = 16). Además, es ne
esario añadir elhalo de las fronteras interiores al dominio de la sub-malla lo
al (que eneste ejemplo tiene una an
hura de, teniendo en 
uenta la interpola
ión delmomento, 2 
eldas y 
ontiene 80 × 2 
eldas para la malla gruesa y 160 × 2154



8. Comportamiento del 
ódigo paralelo
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Figura 8.4: Comportamiento del 
ódigo paralelo. Es
alón abrupto. Speed-up
on una malla de 128000 y 512000 
eldas.para la �na). Las eje
u
iones se han relizado en un 
luster tipo Beowulf, dememoria distribuida, del Área de Me
áni
a de Fluidos (Boadi
ea05). Está
onstituido por máquinas 
on pro
esadores duales AMD Athlon de 64 bits a2200 MHz y 3.0 GB de memoria RAM. La 
omuni
a
ión entre pro
esadoresse estable
e a través de tarjetas de red a 1Gbps.El tiempo de eje
u
ión (de reloj) ne
esario para resolver estos 
asos (Tnp)sobre np pro
esadores apare
e en las Tablas 8.3 y 8.4. Además, se presentantambién el número total de itera
iones exteriores e interiores ne
esarias paraal
anzar la 
onvergen
ia. Se observa que son prá
ti
amente independientesdel número de pro
esadores, lo que indi
a una buena es
alabilidad del propioalgoritmo numéri
o (y, en 
on
reto, del solver lineal).La Figura 8.4 presenta el speed-up obtenido en fun
ión del número depro
esadores np. Para estos dos problemas de tamaño �jo, el speed-up sede�ne 
omo s = 2T2/(npTnp) y en una situa
ión ideal es una re
ta 
onpendiente 1. En el 
aso de emplear una malla 
on 128000 
eldas, el 
ódigodesarrollado presenta un 
omportamiento prá
ti
amente ideal hasta np = 8,mientras que para np = 16 empieza a ser signi�
ativo el tiempo dedi
ado ala 
omuni
a
ión entre pro
esadores. Como se podía esperar, la es
alabilidaddel 
aso 
on malla �na es mejor que 
on malla gruesa, puesto que disminuyela propor
ión de 
eldas en el halo, y por tanto, el por
entaje de tiempo de155



8. Comportamiento del 
ódigo paraleloCPU dedi
ado a la 
omuni
a
ión entre pro
esadores. Quizá sorprenda quela pendiente del speed-up para el 
aso 
on 512000 
eldas sea in
luso mayorque 1 (super-linealidad). La super-linealidad puede ser debida a los efe
tosde la memoria tipo 
a
he (ver, por ejemplo, [46℄). Este tipo de memoria esuna alma
én temporal de datos, 
on menor 
apa
idad que la memoria delsistema (RAM), pero a la que el pro
esador a

ede de una forma mu
ho másrápida. Puesto que el tamaño del problema es dividido y distribuido entre lospro
esadores del 
luster, es posible que los datos no en
ajen en un tipo dememoria de a

eso rápida en una o dos máquinas, pero sí 
uando se disponede más máquinas.Otra medida de la e�
ien
ia de un 
ódigo paralelo es el 
ál
ulo del tiempo`virtual' ne
esario para realizar una itera
ión en una malla de un nodo y sobre
np pro
esadores: Enp = Tnp/(nceldas ∗nits.int). En la Tabla 8.3 se muestra estevalor y el de la e�
ien
ia redu
ida (REnp = Enp∗np), una 
antidad 
onstanteen la hipótesis ideal de speed-up 
on pendiente uno. El valor medio obtenido
on 128000 
eldas es R̄E = 1.30µs y la desvia
ión máxima (|RE16−R̄E|/R̄E)es de un 7.7 %. En el 
aso de 512000 
eldas, la e�
ien
ia redu
ida media es
8.50e− 1 y la desvia
ión máxima o
urre para np = 16 y es un 3.2 %.8.3. Optimiza
ión: uso de CPU y memoriaEn el pro
eso de desarrollo de un 
ódigo de CFD es re
omendable ha
erun análisis de los usos de memoria y tiempo de CPU de las distintas su-brutinas implementadas 
on el objetivo de optimizar la e�
ien
ia del 
ódigo.Se debe al
anzar un 
ompromiso entre la sen
illez de la programa
ión (loque reper
ute habitualmente en la extensibilidad y legibilidad del 
ódigo)y la redu

ión del 
oste 
omputa
ional, siendo en la mayoría de los 
asossu�
iente 
on dete
tar y tratar de mejorar los `
uellos de botella'. Es de
ir,las subrutinas a las que se dedi
a el mayor por
entaje del tiempo de eje
u
ión.La distribu
ión de los tiempos de eje
u
ión se obtiene mediante un pro
e-dimiento 
ono
ido 
omo pro�ling, para la que existen una variedad de herra-mientas informáti
as disponibles. En este trabajo se ha usado la 
ombina
iónde las herramientas Valgrind [77℄ y KCa
heGrind [113℄ para obtener undiagrama visual de la distribu
ión del tiempo en las subrutinas del programaprin
ipal del 
ódigo.Di
has herramientas se han apli
ado a la eje
u
ión del 
aso del �ujo en un
anal tras un es
alón abrupto (des
rito en el Apartado 8.2) en un ordenadorpersonal AMD Duron a 1.3GHz y 
on 512M de memoria RAM. La mallatiene 128000 
eldas 
uadradas y se toma 
omo solu
ión ini
ial un 
ampo
al
ulado anteriormente 
on residuo CR < 1.0e− 6 para todas las variables.156



8. Comportamiento del 
ódigo paraleloA partir de esta solu
ión, se reini
ia la eje
u
ión 
on la herramienta Valgrindy se 
al
ulan 12 nuevas itera
iones exteriores, resultando el número total deitera
iones interiores 224.En el diagrama de la Figura 8.5 apare
e el por
entaje de tiempo de CPUdedi
ado a las subrutinas del programa prin
ipal. Para mayor 
laridad delgrá�
o, se han des
artado las fun
iones 
on un 
onsumo menor del 3 % yse ha limitado también la máxima profundidad de llamadas en
adenadas asubrutinas (empezando desde el programa prin
ipal) a 5. En la �gura seobserva que la mayor parte del tiempo de 
ál
ulo (un 60 %) se emplea enla resolu
ión del sistema de e
ua
iones algebrai
o (en la fun
ión KSPSolvedel programa PETS
), aun en este 
aso donde el número de itera
ionesinteriores medio es relativamente pequeño (18). Este valor está dentro delrango deseable en un 
ódigo de CFD, que es entre un 50 % y un 90 % (notaspara un 
urso impartido por Jasak, desarrollador del 
ódigo de CFD abiertoOpenFoam [49℄, en el Área de Me
áni
a de Fluidos de la Universidad deZaragoza [32℄). Por otra parte, más de un 15 % de tiempo de 
ál
ulo seemplea en subrutinas en
argadas de insertar los 
oe�
ientes (ya 
al
ulados)en la matriz del sistema algebrai
o (a través de la subrutina, que es tambiénde PETS
, MatSetValues). Este tiempo depende en gran medida del númerode llamadas a MatSetValues, y podría ser redu
ido programando la inser
iónde 
oe�
ientes de una manera menos 
ompartimentada; a
tualmente se llenasólo una �la en 
ada llamada a MatSetValues 
on el objetivo de ha
er sen
illasu programa
ión.Aparte de 
ontrolar los tiempos de CPU del 
ódigo, también es impor-tante 
ono
er la 
antidad de memoria RAM que ne
esita para eje
utar un
aso. La herramienta Valgrind propor
iona dos tipos de informa
ión sobre lamemoria. Por un lado, se puede ha
er una tarea de depurado de errores (porejemplo, 
omprobar que no se intenta a

eder a ninguna lo
aliza
ión que nohaya sido previamente asignada). Por otro lado, es una ayuda para saber la
antidad total de memoria que usa el programa, y en qué subrutinas ha sidoasignada. Ambas op
iones han sido apli
adas en el 
ódigo desarrollado. Así,se ha 
omprobado que no hay errores en la asigna
ión de memoria y se haobtenido el grá�
o presentado en la Figura 8.6 sobre su uso. En di
ha �guraapare
e la evolu
ión del uso de memoria durante la eje
u
ión del 
aso. Enlos instantes ini
iales se pro
ede a asignar memoria hasta que al
anza unvalor aproximadamente 
onstante, que se libera justo antes de terminar elprograma. En este 
aso, el máximo uso de memoria RAM que debe soportarel pro
esador es aproximadamente 200M bytes (1.56 Kb por 
elda), de los queaproximadamente 160M bytes (un 80 %) 
orresponden a la matriz y a los ve
-tores del sistema a
oplado y a la 
rea
ión de ve
tores para resolver el sistemalineal mediante el método GMRES(15). Entre las subrutinas espe
í�
amente157



8. Comportamiento del 
ódigo paraleloprogramadas para desarrollar el 
ódigo de CFD, tienen un uso de memoriadesta
ado las subrutinas llamadas CreateProp (10M, un 5 %), que son lasque asignan memoria para alma
enar términos de la matriz de 
oe�
ientesque se repiten 
omo, por ejemplo, el término 
onve
tivo o la 
orre

ión dela interpola
ión del momento. En la programa
ión del algoritmo, se ha dadoprioridad al ahorro en tiempo de 
ál
ulo sobre el ahorro en memoria.
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8.Comportamientodel
ódigoparalelo

Figura 8.5: Distribu
ión del tiempo de eje
u
ión en el programa prin
ipal. Caso del �ujo en un 
anal tras un es
alónabrupto ( 128000 
eldas y 224 itera
iones interiores).
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ódigoparalelo
main_O3 51,157,436,149,921 bytes x ms

ms0.0 50000.0 100000.0 150000.0 200000.0 250000.0

by
te

s

0M

20M

40M

60M

80M

100M

120M

140M

160M

OTHER

x805D596:InterpSetup

x805D716:InterpSetup

x805D5D6:InterpSetup

x805E476:LocalSetup

x805BE73:GeomSetup

x805E536:LocalSetup

x805E4B6:LocalSetup

x83CA089:VecScatterCreat

x81D36E8:MatSeqAIJSetPre

x81D3690:MatSeqAIJSetPre

x81D3919:MatSeqAIJSetPre

x812542C:DACreate2d

other

x8063911:CreateProp

x80639D7:CreateProp

x84102B4:VecCreate_Seq

x81D38BD:MatSeqAIJSetPre

x81D386D:MatSeqAIJSetPre

x841A3BD:VecCreate_MPI_P

Figura 8.6: Evolu
ión de la memoria usada en una eje
u
ión. Caso del �ujo en un 
anal tras un es
alón abrupto (128000 
eldas y 224 itera
iones interiores).
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Capítulo 9Con
lusiones y trabajo futuroEn este trabajo se ha presentado un nuevo algoritmo, implí
ito y a
oplado,para resolver las e
ua
iones de Navier-Stokes. Se ha utilizado el métodode dis
retiza
ión de volúmenes �nitos y una disposi
ión 
olo
alizada de lasin
ógnitas en la malla. Con el �n de solventar el problema tradi
ional dedesa
oplamiento velo
idad-presión que se en
uentra en este tipo de mallas,se ha propuesto una formula
ión mejorada, 
ompa
ta y 
onsistente, de laInterpola
ión del Momento originalmente propuesta por Rhie y Chow (OMI)[92℄.Sobre la Interpola
ión Compa
ta del MomentoSe ha des
rito en detalle el desarrollo de la nueva estrategia, que tieneen 
uenta (a diferen
ia de la OMI) la apari
ión de términos de relaja
ióny transitorios en las e
ua
iones de 
antidad de movimiento dis
retizadas.Respe
to a la relaja
ión, se 
onsideran las dos formula
iones utilizadas habi-tualmente: lineal e iner
ial (o de falso paso temporal). Se ha apli
ado el nuevopro
edimiento en tres esquemas de integra
ión temporal: método Euler deprimer orden y dos esquemas multi-punto de segundo orden (la aproxima
iónEuler de tres niveles y el método Adams-Moulton de segundo orden o Crank-Ni
holson); el pro
edimiento puede a
omodarse a aproxima
iones de mayororden.Se ha demostrado mediante `experimentos numéri
os' y 
ál
ulos analíti
osque la propuesta de Interpola
ión Compa
ta del Momento (CMI) propor
ionael 
omportamiento deseado desde diversos puntos de vista. El prin
ipal pro-pósito de una implementa
ión MI es evitar os
ila
iones de presión irrealesen el 
ampo solu
ión; se 
onsigue aquí de manera efe
tiva para pasos detiempo (reales o falsos) grandes y, a diferen
ia de la OMI, también parapasos pequeños. Además, puesto que 
uando se al
anza la solu
ión 
onvergida161



9. Con
lusiones y trabajo futuroy esta
ionaria se re
upera la formula
ión original, los resultados �nales sonindependientes del fa
tor de relaja
ión y del paso de tiempo utilizado enla dis
retiza
ión. Asimismo, se ha evaluado el orden de aproxima
ión de laintegra
ión temporal, obteniéndose que la pre
isión no se ve afe
tada nega-tivamente para ninguno de los tres esquemas 
onsiderados en este trabajo.Finalmente, es interesante desta
ar del modelo CMI propuesto su sen
illaimplementa
ión en el 
ódigo, ya que puede expresarse la velo
idad en la 
ara
omo un término de interpola
ión lineal más una 
orre

ión. Esta 
orre

ión
omprende a su vez la suma de varios términos: el primero involu
ra la
orre

ión OMI y el resto representa la propia 
orre

ión CMI evaluada enitera
iones o pasos de tiempo anteriores. Cuando se resuelven �ujos no esta-
ionarios o se apli
a relaja
ión, es ne
esario interpolar a las 
aras úni
amenteun término adi
ional (respe
to a la OMI), y por tanto el nuevo método noes 
omputa
ionalmente 
aro.Sobre el algoritmo a
oplado e implí
itoEl algoritmo a
oplado presentado en este trabajo se basa en la dedu

iónde una e
ua
ión de Poisson para la presión a partir de la e
ua
ión de 
onti-nuidad, utilizando para las velo
idades en las 
aras las expresiones 
orregidassegún la CMI. Se ha propuesto una implementa
ión par
ialmente implí
ita deesta e
ua
ión, 
on el objetivo de 
onseguir el a
oplamiento velo
idad-presión,esen
ial para resolver las e
ua
iones de 
ontinuidad y 
antidad de movimientode una manera simultánea en un �ujo in
ompresible, sin aumentar el tama-ño de la molé
ula 
omputa
ional. Este modelo impli
a la apari
ión de untérmino implí
ito en la diagonal prin
ipal de la e
ua
ión de 
ontinuidad quein
luye la inversa del sumatorio sobre las 
aras de la 
elda de 
oe�
ientes
onve
tivos y difusivos. Por otra parte, la implementa
ión diferida de losesquemas 
onve
tivos de alto orden para las variables transportadas ha
e quedi
ho término sea siempre positivo, pudiéndose interpretar 
omo un paráme-tro de pre
ondi
ionamiento lo
al (análogo a la de�ni
ión de una velo
idadpseudo-a
ústi
a en el modelo de 
ompresibilidad arti�
ial), automáti
amenteevaluado, que no requiere espe
i�
ar a priori una velo
idad mínima en lasregiones de estan
amiento.El sistema algebrai
o se linealiza mediante el pro
edimiento de sustitu
iónsu
esiva (Pi
ard), y la 
onvergen
ia del solver (GMRES 
on el pre
ondi
io-nador Ja
obi) se apoya en la dominan
ia de la diagonal prin
ipal de la matrizde 
oe�
ientes. A �n de asegurar ésta, además de utilizar una implementa
ióndiferida de los esquemas 
onve
tivos de alto orden (sólo se introdu
e laparte upwind en la matriz), se apli
a relaja
ión iner
ial para 
ompensarlos 
oe�
ientes adi
ionales, fuera de la diagonal prin
ipal, que provienen162



9. Con
lusiones y trabajo futurode los términos de a
oplamiento. Respe
to a la e
ua
ión de 
ontinuidad,esta relaja
ión iner
ial puede interpretarse, de nuevo, 
omo un término de
ompresibilidad arti�
ial rela
ionando esta vez el parámetro libre 
on unavelo
idad global de referen
ia.La pre
isión, e�
ien
ia y es
alabilidad del método propuesto han sido
omprobadas mediante la resolu
ión del �ujo generado en una 
avidad 
onpared móvil (Re = 1000). La 
ompara
ión de los resultados obtenidos 
onsolu
iones de referen
ia de alta pre
isión ha mostrado un a
uerdo ex
elentede los 
ampos de velo
idad y presión; en este 
aso, además, no apare
enos
ila
iones en las 
er
anías de las esquinas, donde los gradientes de presiónson altos. Se ha estudiado la velo
idad de 
onvergen
ia para un amplio rangode falsos pasos temporales, en
ontrándose, 
omo se esperaba, que el númerode itera
iones exteriores de
re
e 
onforme aumenta la relaja
ión, al mismotiempo que aumenta el número de itera
iones interiores del solver lineal,
ontrolado dinámi
amente. De esta forma, el tiempo de CPU requerido pararesolver el problema no varía demasiado entre 
aso y 
aso: la rela
ión máximaen
ontrada en el tiempo de CPU es aproximadamente 0.5, 
orrespondientea un ratio máximo de falsos pasos temporales de 120. Se ha analizado asi-mismo el mapa del 
oe�
iente total de pre
ondi
ionamiento introdu
ido enla e
ua
ión de 
ontinuidad en
ontrándose que, en un rango similar de falsospasos temporales, el mayor fa
tor de redu

ión es 4. De esta forma, se hademostrado que la robustez del método no se ve afe
tada de una manerasigni�
ativa por la ele

ión del fa
tor de relaja
ión, ya que su efe
to es
ompensado en 
ierta medida por el término implí
ito proveniente de laimplementa
ión de la CMI, mitigándose así la varia
ión del 
oe�
iente totalde pre
ondi
ionamiento.Por otro lado, se ha estudiado la es
alabilidad del algoritmo evaluando eltiempo de CPU requerido para al
anzar la 
onvergen
ia utilizando mallas dediferentes números de 
eldas y rela
ión de aspe
to (también se han utilizadodiversos fa
tores de relaja
ión), ajustándose todos los 
asos a una fun
iónpoten
ial de 
re
imiento del tiempo de CPU 
on el número de 
eldas 
onexponente 1.5. Este es
alado es admisible, sobre todo teniendo en 
uentaque no se ha apli
ado la té
ni
a multimalla para a
elerar la 
onvergen
ia.El algoritmo a
oplado ha resultado también robusto y pre
iso en la re-solu
ión de �ujos in
ompresibles altamente dominados por la 
onve

ión (seha en
ontrado una solu
ión esta
ionaria para la 
avidad 
on pared móvil a
Re = 10000) y �ujos 
on grandes varia
iones de temperatura (
onve

iónnatural en una 
avidad a Ra = 1.0e6 y Ra = 1.0e7, 
on ǫ = 0.6), así 
omo enproblemas des
ritos en 
oordenadas 
ilíndri
o-polares. Respe
to a �ujos noesta
ionarios, se ha utilizado un esquema implí
ito para el término transito-rio; se ha 
omprobado el 
omportamiento de este algoritmo, 
ompletamente163



9. Con
lusiones y trabajo futuroimplí
ito por tanto, mediante la resolu
ión del �ujo laminar, bidimensio-nal, tras un 
ilindro 
uadrado, obteniéndose buenos resultados en 
uantoa e�
ien
ia y pre
isión. De esta forma, se ha ilustrado la 
ompetitividadpoten
ial del pro
edimiento de Pi
ard respe
to a los modelos tipo Newton,mayoritariamente utilizados por la 
omunidad 
ientí�
a para la linealiza
iónen algoritmos a
oplados.Sobre la apli
a
ión del algoritmo a LESSe ha apli
ado el método a
oplado e implí
ito al exigente problema 
ompu-ta
ional de simular mediante LES el desprendimiento de vórti
es turbulentostras un 
ilindro 
uadrado a un número de Reynolds moderadamente alto(Re = 21400). Partiendo de un 
ampo ini
ial bidimensional, se han podidoreprodu
ir los me
anismos de transi
ión ha
ia el 
ará
ter tridimensional dela turbulen
ia des
ritos experimentalmente; en 
on
reto, la apari
ión de ines-tabilidades en los vórti
es transversales, y la genera
ión de vórti
es longitu-dinales en el seno de di
has deforma
iones. Una vez al
anzado el 
ampo esta-dísti
amente esta
ionario, se han promediado diversas variables en el tiempodurante un número su�
iente de 
i
los, en
ontrándose que los parámetrosglobales del �ujos obtenidos en este trabajo 
omparan de manera a
eptable
on resultados experimentales y 
omputa
ionales previos. El a
uerdo 
on losresultados experimentales de Lyn et al. [62℄ es espe
ialmente bueno en laregión de la estela 
er
ana al obstá
ulo, tanto para los momentos de primerorden de las variables estadísti
as (
omponentes de velo
idad medias) 
omoen lo relativo a sus segundos momentos (esfuerzo vis
oso turbulento). En
uanto a la e�
ien
ia, se ha estimado la ganan
ia que supone el esquematemporal implí
ito (es
asamente utilizado en LES) respe
to a un esquemaexplí
ito en un fa
tor de aproximadamente 7 para este problema.Todos los resultados mostrados se han obtenido 
on un 
ódigo de CFDparalelo desarrollado en el 
urso de este trabajo, ha
iendo uso de la libreríaPETS
. Se ha evaluado el 
omportamiento 
omputa
ional de este 
ódigo,veri�
ándose el orden de dis
retiza
ión espa
ial (segundo orden), la es
ala-bilidad paralela (speedup in
luso mayor que 1 en problemas su�
ientementegrandes) y el uso de memoria y CPU por las diferentes subrutinas (el solverlineal supone más de un 60 % del gasto 
omputa
ional).Trabajo futuroUna vez demostrada la 
apa
idad del algoritmo para resolver de manerapre
isa y robusta una amplia gama de �ujos, se pretende llevar a 
abo una
ompara
ión de la e�
ien
ia de este método, a
oplado e implí
ito, 
on otros164



9. Con
lusiones y trabajo futurotipos de algoritmo referen
iados en la literatura. Dentro de los métodosbasados en la presión, es interesante 
ono
er la e�
ien
ia relativa de los al-goritmos tradi
ionales, totalmente segregados (del tipo SIMPLE), y la de loses
asos métodos 
ompletamente a
oplados, que introdu
en unas in
ógnitasadi
ionales en el sistema, i.e. las pseudo-velo
idades (
omo el de Ammara yMasson [3℄). También es deseable la 
ompara
ión 
on los algoritmos implí
itosdesarrollados a partir de los métodos basados en la densidad, que añaden untérmino de 
ompresibilidad arti�
ial en la e
ua
ión de 
ontinuidad y de�nenuna velo
idad pseudo-a
ústi
a para pre
ondi
ionar el sistema y resolver deuna manera e�
iente �ujos 
ompresibles a bajo número de Ma
h. Para llevara 
abo este estudio será ne
esario implementar estos algoritmos en el 
ódigodesarrollado.En 
uanto a la simula
ión de �ujos turbulentos mediante LES, se prevéla profundiza
ión en el análisis del método implí
ito. En la misma línea detrabajo que realizaron Alkishriwi et al. [2℄ para un método a
oplado basadoen la densidad, se va a llevar a 
abo una batería de 
asos 
on diferentes reso-lu
iones temporales para 
ono
er la ganan
ia máxima en e�
ien
ia (respe
toa un esquema explí
ito) manteniendo la pre
isión en los resultados.Desde el punto de vista de la 
ontribu
ión al 
ono
imiento de los fenóme-nos que intervienen en un �ujo turbulento, un análisis más detallado de laetapa de transi
ión desde un 
ampo ini
ial bidimensional ha
ia el desarrollode vorti
idad tridimensional puede 
ontribuir a una mejor 
omprensión de losme
anismos de inestabilidad que intervienen en la turbulen
ia. Por otro lado,un aspe
to de 
re
iente interés en los últimos años y que se puede estudiar
on las herramientas desarrolladas en este trabajo es el diseño de estrategiasde 
ontrol de la separa
ión masiva del �ujo, 
on el �n de redu
ir o aumentar,según la apli
a
ión prá
ti
a, la fuerza de arrastre sobre el obstá
ulo.
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Apéndi
e ACódigo 
omputa
ional paraleloEl empezar es el 
omienzo del a
abar.- Di
ho popularEn este apéndi
e se muestra la estru
tura de datos y el diagrama de �ujobási
os del 
ódigo paralelo de propósito general (MICs) desarrollado duranteeste trabajo, 
on el que se han obtenido los resultados presentados en estamemoria. Se ha programado en el lenguaje (de bajo nivel) C, el mismo que elde la librería PETS
, 
uyas fun
iones son utilizadas para resolver los su
esivossistemas de e
ua
iones lineales en paralelo. Las 
apa
idades (a
tuales) del
ódigo son las siguientes:2D y 3D.Malla estru
turada (
artesiana o 
ilíndri
a).Resolu
ión a
oplada de las e
ua
iones de Navier-Stokes.Resolu
ión segregada o a
oplada de un número arbitrario de es
alares.Implementa
ión �exible de 
ondi
iones de 
ontorno y fuentes.De�ni
ión de propiedades del �uido (
omo densidad o vis
osidad) 
omo
onstantes o variables.Esquemas 
onve
tivos de alta resolu
ión.Esquemas de integra
ión temporal implí
itos de alto orden.Modelo de turbulen
ia LES. 177



A. Código 
omputa
ional paraleloA.1. Estru
tura de datosAunque el 
ódigo ha sido es
rito en lenguaje C, la modularidad y �exibi-lidad que propor
iona un lenguaje (de alto nivel) orientado a objetos 
omoC++ se `emula' en 
ierta medida mediante la de�ni
ión de nuevos tipos dedatos (`estru
turas' en C llamadas `
lases' en C++), que pueden agrupartanto datos (`
ara
terísti
as') 
omo punteros1 a fun
iones (`a

iones') en
ar-gadas de manipular algunos de esos mismos datos. Estas 
lases 
onstituyenuna representa
ión abstra
ta (no tienen asignado espa
io en memoria) de lainforma
ión que se ne
esita para resolver un problema general, agrupando enmódulos la referida a un mismo aspe
to del problema. Se pueden 
onsiderar
omo plantillas sobre las que se 
rean `objetos' (de nuevo, nomen
laturatomada del lenguaje C++) 
on
retos: se evalúa y se asigna memoria a losmiembros de estos `objetos' en fun
ión del problema parti
ular que se resuelve(en 
aso de una eje
u
ión en paralelo, esta asigna
ión de memoria dependeráde la por
ión lo
al de malla que maneje el pro
esador 
orrespondiente). Lostipos de dato (`estru
turas' de C) de�nidos en el 
ódigo desarrollado son, pororden alfabéti
o, los siguientes:St_B
ond: Condi
ión de 
ontorno, de�nida en una región lo
al de la malla(pat
h). In
luye datos 
omo la e
ua
ión a la que se apli
a y, a travésde un puntero a una fun
ión, la manera de evaluar los 
oe�
ientesimplí
itos y explí
itos de su expresión. Se 
rea automáti
amente unalista de las 
ondi
iones de 
ontorno apli
ada para 
ada e
ua
ión.St_Geom: Propiedades geométri
as de la malla lo
al, 
omo el número de
eldas y la an
hura de éstas en 
ada dire

ión.St_Global: Parámetros globales del problema. Contiene informa
ión del
omuni
ador MPI, y un 
ontador del número de objetos 
reados dealgunas de las 
lases (
omo 
ondi
iones de 
ontorno) en el momentoa
tual de la eje
u
ión.St_Grid: De�ni
ión y propiedades de la malla lo
al, 
omo si es 
artesianao 
ilíndri
a, o las 
oordenadas de las 
aras.St_Input: Datos de entrada de�nidos por `el usuario', editando un �
heroexterno.1Un puntero es un tipo espe
ial de variable que alma
ena el valor de una dire

ión dememoria. 178



A. Código 
omputa
ional paraleloSt_Interp: Parámetros útiles para 
al
ular los 
oe�
ientes de interpola
ióndel esquema 
onve
tivo. In
luye datos 
omo el índi
e lo
al de las 
eldasupwind.St_Lo
al: Parámetros lo
ales del problema. Entre sus miembros desta
ael índi
e del pro
esador, informa
ión sobre la por
ión de malla quemaneja, o un puntero a la primera 
ondi
ión de 
ontorno lo
al de�nida.St_Pat
h: Región re
tangular de la malla pat
hes. Se 
rea automáti
amen-te una lista de regiones (ver abajo).St_Porosity: Parámetros útiles para multipli
ar �ujos a través de las 
a-ras por un fa
tor (de 0 a 1). Se 
rea automáti
amente una lista deporosidades lo
ales (es de
ir, aso
iadas a una región pertene
iente alpro
esador en 
uestión) (ver abajo).St_Prop: Propiedad (
onstante o variable) aso
iada a una región de lamalla (o pat
h). Se 
rea automáti
amente una lista de propiedadeslo
ales a un pro
esador (ver abajo).St_Sys: Objetos de PETS
 para formar y resolver el sistema de e
ua
ionesdistribuido, 
omo el ve
tor in
ógnita y del lado dere
ho, la matriz de
oe�
ientes, el array distribuido o el solver lineal.St_Trans: Parámetros espe
í�
os de un �ujo no esta
ionario, 
omo el ordendel esquema temporal.St_Var: Parámetros de una variable dependiente (o in
ógnita). In
luye da-tos 
omo el 
oe�
iente de relaja
ión apli
ado, el 
oe�
iente de difusiónde la e
ua
ión de 
onserva
ión 
orrespondiente o el 
ampo ini
ial de lavariable.

179



A.Código
omputa
ionalparalelo

St_B
ond St_Prop St_Pat
h St_Porosityint id int id int id int idint ivar ktypeProp ktype int N[3℄, Ng[3℄ int ineighbint ineighb double Cons int I�rst[3℄, I�rstg[3℄ double ConsSt_Pat
h *Pat
h double **Array int Ilast[3℄, Ilastg[3℄ St_Pat
h *Pat
hSt_Prop *Coe�A void(* Fun
t )(stru
t St_Prop *Prop) int n
ell, n
ellg St_Porosity *NextSt_Prop *Coe�B St_Pat
h St_Pat
h *NextSt_B
ond *Next St_Prop *Next
St_Local

St_Porosity

FirstPorosity

LastPorosity

Next

St_Patch

Patch

Next

St_Prop

Patch

St_Bcond

Patch

FirstProp

LastProp

Next

CoeffA

CoeffB

FirstBcond

LastBcond

Next

Figura A.1: Miembros de las 
lases que permiten forman listas de objetos (arriba). Diagrama de 
olabora
ión deltipo de dato St_Lo
al (abajo), elaborada 
on el software Doxygen [47℄.
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A. Código 
omputa
ional paraleloAlgunas de las 
lases enumeradas 
ontienen un solo objeto (St_Geom,St_Global, St_Grid, St_Input, St_Interp, St_Lo
al y St_Trans). Otrastienen un número �jo durante toda la eje
u
ión del programa (así, se de
larandos objetos tipo St_Sys, para tener en 
uenta los grados de libertad deun sistema a
oplado o uno segregado, y se de
lara un array de objetosSt_Var, 
on tantos índi
es 
omo variables dependientes). No es ne
esario, en
ambio, 
ono
er a priori el número de objetos del resto de 
lases (St_B
ond,St_Prop, St_Pat
h, St_Porosity), ya que se añaden automáti
amente a unalista de su mismo tipo 
onforme son 
reados (ver Figura A.1, abajo). Estasúltimos 
uatro 
lases de datos se de�nieron, ini
ialmente, para permitir laimplementa
ión de las 
ondi
iones de 
ontorno del problema de una manera�exible y general; por su relevan
ia en la estru
tura del 
ódigo se des
riben
on más detalle a 
ontinua
ión.Una 
ondi
ión de 
ontorno (o fuente) 
onsiste bási
amente en la 
om-posi
ión de términos implí
itos y explí
itos, que deben ser añadidos a lamatriz de 
oe�
ientes y al lado dere
ho de la e
ua
ión (respe
tivamente)en 
iertas regiones de la malla 
omputa
ional (ver E
ua
ión (5.4)). Así, laestru
tura que las representa (St_B
ond) in
luye a su vez dos miembros deltipo St_Prop (que permite utilizar una fun
ión general para evaluar di
hos
oe�
ientes) y uno del tipo St_Pat
h (que de�ne la región re
tangular en laque se apli
a). En la tabla que apare
e en la Figura A.1 (arriba) se enumeranlos miembros que 
omponen estas 
lases.La estru
tura que representa una 
ondi
ión de 
ontorno (St_B
ond)
ontiene el índi
e de la e
ua
ión de 
onserva
ión `ieq' a la que se apli
a, elíndi
e de la variable a la que afe
ta el 
oe�
iente implí
ito `ivar' (en el sistemaa
oplado `ivar' e `ieq' pueden ser distintas) y su posi
ión en la molé
ula
omputa
ional `ineighb' (la mayoría de las ve
es es la propia 
elda), un punte-ro a la región de 
eldas en la que se apli
a (objeto tipo St_Pat
h previamentede�nido) y dos punteros a dos objetos del tipo propiedad (St_Prop, uno parael 
oe�
iente implí
ito y otra para el explí
ito). Además, la estru
tura in
luyedos datos adi
ionales asignados dinámi
amente por el sistema: un número deidenti�
a
ión y un puntero (re
ursivo) al mismo tipo de dato, que apunta a lasiguiente 
ondi
ión de 
ontorno lo
al (es de
ir, 
on 
eldas del pat
h in
luidasen la región de malla lo
al) y de�nida para la misma e
ua
ión (`ieq'). Se 
reaasí una lista que permite re
orrer todas las 
ondi
iones de 
ontorno apli
adasa una e
ua
ión dada e insertar de manera automáti
a los 
oe�
ientes en las�las y 
olumnas ade
uadas de la matriz y del ve
tor del lado dere
ho delsistema de e
ua
iones.La 
lase St_Prop in
luye un parámetro `ktypeProp' que indi
a el tipo depropiedad (
onstante, dependiente úni
amente de la geometría de la 
elda,dependiente de las in
ógnitas del sistema o variable en el tiempo) y determina181



A. Código 
omputa
ional paraleloel momento del pro
eso iterativo en el que debe a
tualizarse su evalua
ión. Sise trata de un objeto propiedad del tipo 
onstante, el valor 
orrespondiente(permanente) se alma
ena en una úni
a posi
ión (Cons). En 
aso 
ontrario,la estru
tura propor
iona un puntero a un array para alma
enar los datos y auna fun
ión para evaluarlos. La asigna
ión de memoria del array depende delnúmero de 
eldas lo
ales del objeto tipo pat
h en el que se de�ne la propiedad.Así, una vez de�nida esta fun
ión, el sistema se en
arga de 
al
ular los
oe�
ientes y alma
enarlos en el array. Además de apare
er en las 
ondi
ionesde 
ontorno, son también tipos de dato St_Prop, la densidad o el 
oe�
ientede difusión de las e
ua
iones de transporte (en estos 
asos, el pat
h 
omprendetodas las 
eldas de la malla).El tipo de dato St_Porosity, aunque puede tener otros usos, también tienerela
ión 
on las fronteras del dominio 
omputa
ional. Cuando se re
orre lamalla para, por ejemplo, evaluar los �ujos 
onve
tivos a través de las 
aras, lasexpresiones generales no pueden utilizarse en las 
aras frontera del dominio(ver Apartado 5.3). Una op
ión para tratar estas parti
ularidades es in
luirsenten
ias 
ondi
ionales (`if') en el bu
le para dete
tar estas 
aras y evitarla evalua
ión (el �ujo 
orre
to será espe
i�
ado mediante una 
ondi
ión de
ontorno). Sin embargo, este tratamiento tiene algunas deventajas, 
omo quela in
lusión de 
ondi
ionales en bu
les tan largos di�
ulta la optimiza
ión delpropio 
ompilador o que puede ser una fuente de errores de programa
ión. Laestrategia seguida en este trabajo ha priorizado la e�
ien
ia y la limpieza en laprograma
ión de las parti
ularidades aso
iadas al 
ontorno, sobre el espa
ioen memoria requerido. En el setup de la eje
u
ión se pro
ede al 
ál
ulo yalma
enamiento para 
ada 
elda, P , del índi
e de todas sus ve
inas y, en
aso de no existir alguna/s de ellas, se ha tomado 
omo índi
e el de la propia
elda. De esta manera, se asume por defe
to un gradiente nulo para todas lasvariables en todas las 
aras fronteras, y se evita la in
lusión de 
ondi
ionalesen los bu
les que re
orren la malla (esta estrategia ha resultado muy útil paraimplementar de una manera ade
uada las 
ondi
iones de 
ontorno aso
iadas alas 
orre

iones de la interpola
ión del momento). Cuando se quiere imponeruna 
ondi
ión de 
ontorno diferente, se debe anular la 
ontribu
ión pordefe
to, y esto es llevado a 
abo mediante la de�ni
ión de objetos del tipoporosidad. Estos objetos tienen aso
iado un fa
tor 
onstante (generalmente
0), una región de 
eldas (pat
h) y la 
ara sobre la que se apli
a ese fa
tor de
orre

ión.La Figura A.1 presenta el diagrama de 
olabora
ión de la 
lase querepresenta al pro
esador lo
al (St_Lo
al); este diagrama ha sido elaborado
on el software Doxygen [47℄, una herramienta para la do
umenta
ión deprogramas es
ritos en C y C++. Di
ho tipo de dato 
ontiene la informa
ión delas 
uatros listas que se 
rean en una eje
u
ión (
ondi
iones de 
ontorno para182



A. Código 
omputa
ional paralelo
ada e
ua
ión, propiedades, pat
hes, y porosidades) ne
esaria para re
orrerlasde manera automáti
a. En 
on
reto, esta 
lase apunta a los objetos (lo
ales)que o
upan el primer lugar y el último de 
ada lista.Para �nalizar 
on la estru
tura de datos, es interesante desta
ar que la
lase St_B
ond puede tener otros usos aparte de implementar las 
ondi
ionesde 
ontorno, siendo una herramienta útil para implementar nuevos modelosen el 
ódigo. Así, por ejemplo, el término adi
ional en una malla 
ilíndri
a,respe
to a la 
artesiana (ver Apartado 6.6), que puede tratarse tanto explí
i-tamente 
omo implí
itamente ha sido in
luido 
omo 
ondi
ión de 
ontorno;en el primer 
aso sólo se asigna una fun
ión para el miembro Coe�A y elCoe�B es una 
onstante de valor 0, mientras que en el segundo 
aso sólo esvariable el Coe�B.A.2. Diagrama de bloquesLa Figura A.2 muestra de una manera simpli�
ada el diagrama de �ujodel programa prin
ipal en un problema esta
ionario. La primera subrutina(Setup) se en
arga de, a partir de los datos propor
ionados por el usario,
rear los objetos de las distintas 
lases que de�nen el problema parti
ular. A
ontinua
ión, se ini
ializa el ve
tor de in
ógnitas (Init) y se 
omienza el bu
leen itera
iones exteriores 2. Este bu
le prin
ipal empieza re
orriendo la lista depropiedades para su evalua
ión; re
orrido que in
luye tanto las propiedadesaso
iadas a las 
ondi
iones de 
ontorno 
omo términos generales de las e
ua-
iones de 
onversa
ión (�ujos 
onve
tivos y difusivos, fuerzas de presión) opropiedades del �uido (
omo la densidad y la vis
osidad). Posteriormente, sepro
ede a la forma
ión del sistema de e
ua
iones, mediante la inser
ión de los
oe�
ientes 
orrespondientes en la matriz y en el ve
tor fuente. Finalmente,se resuelve el sistema para el ve
tor 
orre

ión (A∆Φ = RHS = b − A∆Φ)y se a
tualiza el ve
tor in
ógnita. A 
ontinua
ión, se 
omprueba si se ha
umplido el 
riterio de 
onvergen
ia: en 
aso negativo, se repite el pro
eso(aunque sólo se evaluarán de nuevo las propiedades que dependan de lasvariables in
ógnitas) y, en 
aso a�rmativo, se imprimen la solu
ión �nal y setermina el programa.A.2.1. Módulo de usuarioEl módulo de usuario 
onsta de �
heros de entrada tipo texto y de�
heros donde se programa fun
iones en C. En total, es ne
esario editar 72En un problema transitorio se realiza, además, un bu
le (externo) sobre pasostemporales. 183



A. Código 
omputa
ional paralelo

I terations
end ?

EVALUATE ALL PROP

SOLVE SYSTEM

SET UP

INIT

FORM SYSTEM

BEGIN

END

NO

YES

OUTPUT

InsertBcond

InsertFsdtRlx

InsertTermA

InsertDeferred

CalculateRHS

UpdatePhi

Solve

Convergence

Figura A.2: Diagrama de �ujo en un problema esta
ionario.184



A. Código 
omputa
ional paralelo�
heros para espe
i�
ar el �ujo que se quiere resolver: tres de texto grd.inp,rod.inp y trans.inp, y los �
heros de C userde
larat.h, uservar.
, userb
ond.
y userprop.
. En el Setup se leen estos �
heros y se llama a las subrutinasque 
rean los objetos ne
esarios de 
ada 
lase, asignándoles la memoria
orrespondiente a la por
ión de malla lo
al. A 
ontinua
ión se presentauna breve des
rip
ión de estos �
heros, y en la Figura A.3 se muestra undiagrama de las subrutinas llamadas por el usuario (en
uadradas 
on líneasdis
ontinuas, las llamadas a otras fun
iones desde estas subrutinas).grd.inp: tipo de malla, número de 
eldas y 
oordenadas de las 
aras.rod.inp: parámetros aso
iadas a la resolu
ión del problema, 
omo nivel demonitoriza
ión, 
riterio de 
onvergen
ia o impresión de resultados.trans.inp: 
onstantes del problema rela
ionadas 
on un problema transito-rio.de
larat.h: ma
ros ne
esitadas por el 
ompilador, 
omo número de dimen-siones y de variables, y otras útiles para el usuario 
omo longitud
ara
terísti
a del dominio o vis
osidad del �uido.UserVar.
: de�ni
ión de las variables in
ógnita.UserB
ondSetup.
: de�ni
ión de las 
ondi
iones de 
ontorno.UserProp.
: de�ni
ión de las propiedades del �uido, 
omo la densidad.
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A. Código 
omputa
ional paralelo
UserVar.c

(Variables incógnita del sistema)

CreateVar -> St_Var Var[ivar]

(ivar, CSHO, fsdt,

valmin, valmax, 

Valini: ktype, Cons, Funct

Gamma: kytpe, Cons, Funct)

CreateProp -> St_Prop Valini

CreateProp -> St_Prop Gamma

FluxLimiterCHSO

UserBcondSetup.c

(condiciones de contorno del problema particular)

CreatePatch -> St_Patch

(ixfirst,nx

iyfirst,ny

izfirst,nz)

CreateBcond -> St_Bcond

(ieq,ivar,ineighb,Patch,

ktypeA,consA,FunctA,

ktypeB,consB,FunctB)

CreatePorosity -> St_Porosity

(ineighb,Patch,value)

CalculateLocalPatchCorner

CalculateLocalGhostPatchCorner

AddLocalBcond

CreateProp -> St_Prop CoeffA

CreateProp -> St_Prop CoeffB

UserProp.c

(Propiedades del fluido, como la densidad)

CreateProp -> St_Prop Rho

(Patch, ndof, kip, 

ktype, Cons, Funct)Figura A.3: Diagrama de las subrutinas llamadas en el módulo de usuario.
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Apéndi
e BInforma
ión suplementaria en elCD anexo De 
olores,de 
olores se visten los 
ampos en la primavera.- Can
ión popularJunto 
on la presente memoria, se anexa un CD que propor
iona informa-
ión suplementaria rela
ionada 
on varios aspe
tos de su 
ontenidos. In
luyelos siguientes �
heros y dire
torios:leame.txt: Fi
hero de texto que informa de los 
ontenidos del 
d.memoria.pdf: La propia memoria en formato ele
tróni
o pdf.do
u.html: Do
umenta
ión del 
ódigo generada automáti
amente mediantela herramienta Doxygen [47℄. Se sugiere abrir ini
ialmente el �
heroindex.html.ConvNat: Este dire
torio in
luye dos videos rela
ionados 
on el problemadel �ujo en una 
avidad generado por 
onve

ión natural (Apartado6.4):Ra1e7.avi : Transitorio del 
ampo de temperatura y de los 
ontornosde vorti
idad (líneas dis
ontinuas para valores negativos) para el�ujo a Ra = 1.0e7 y ǫ = 0.6.Ra1e8.avi : Caso a Ra = 1.0e8.SqCylLam: Este dire
torio in
luye dos videos del movimiento periódi
odel desprendimiento de vórti
es laminar (Re = 100) tras un 
ilindro
uadrado (ver Apartado 6.5 de la memoria para una des
rip
ión del
aso). 187



B. Informa
ión suplementaria en el CD anexomodv.avi: Contornos del módulo de velo
idad.vorz.avi: Contornos de vorti
idad (ωz).SqCylLES: Los videos in
luidos en este dire
torio ilustran la transi
ión de laestela tras un 
ilindro 
uadrado, desde un 
ampo ini
ial bidimensionalhasta que la turbulen
ia está 
ompletamente desarrollada (desde t =
40 hasta t = 114D/U), obtenida mediante LES (Apartado 7.3.2 delCapítulo 7).vortz.avi: Isosuper�
ies de la 
omponente transversal de vorti
idad(wz).vortx.avi: Desarrollo de la 
omponente longitudinal de vorti
idad (wx)en el mismo intervalo de tiempo.
p.avi: Coe�
iente de presión (cp).vortz-upw.avi: Una visión alternativa, aguas arriba, de las isosuper-�
ies de wz.vortz-upw.avi: Isosuper�
ies de vorti
idad verti
al wy (visión aguasarriba).
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http://wzar.unizar.es/cdc/tesis/77/video-LES-vortx.avi
http://wzar.unizar.es/cdc/tesis/77/video-LES-vortz.avi
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