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1. Sobre la definicion del objeto matematico a ensenar.

1.1. Nombra el objeto matematico a ensefar.

1.2. Indica el curso y asignatura en la que situas el objeto matematico.

1.3. ¢Qué campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto matematico
pretendes ensefar?

1.1. NOMBRE EL OBJETO MATEMATICO A TRATAR.

Este Trabajo Fin de Master esta enfocado dentro del Master de formacién en
Profesorado de ESO, Bachillerato y Formacion Profesional (curso 2014-2015).
Seguiremos las pautas basicas seguidas en la guia de recomendacién para su
elaboracion.

El objeto matematico tratado se correspondera con el asignado al Teorema de
Pithgoras y parte de sus aplicaciones, especialmente requeridas en un campo
practico. Asimismo se abordara las consecuencias que dicha Teorema tiene en la
semejanza de triangulos, a la hora de resolver campos de ejercicios y problemas.
Dicho objeto matematico se abordar4, como se ha comentado, tanto desde un punto
de vista tedrico como practico, visualizando la presentacion de contenidos desde un
punto de vista del alumnado de referencia. Se incidira en la presentacién actual que el
objeto matematico tiene en el curriculo asi como la constatacion de las posibles
deficiencias encontradas a la hora de abordar los resultados, no sélo desde el prisma
del curriculo sino también desde el punto de vista de los agentes socioeducadores
(fundamentalmente alumnado y docente).

1.2. INDICA EL CURSO Y ASIGNATURA EN LA QUE SITUAS EL OBIJETO
MATEMATICO.

El objeto matemético presentado estara enfocado para el segundo curso de la
Educacion Secundaria Obligatoria (alumnado de edad comprendida entre los trece y
los catorce afios), dentro de la asignatura de mateméticas, obligatoria para nuestro
curso de referencia, segun el curriculo actual.

1.3. ¢éQUE CAMPO DE PROBLEMAS, TECNICAS Y TECNOLOGIAS ASOCIADAS AL
OBJETO MATEMATICO PRETENDES ENSENAR?

Vamos a resaltar los principales campos de problemas, técnicas y tecnologias
asociadas al objeto matematico que se van a abordar a lo largo de este Trabajo Fin de
Méaster, desde un punto de vista esquematico, para ir profundizando en los mismos
durante los apartados correspondientes.




Respecto al campo de problemas, vamos a enumerar los principales puntos que se
trataran a lo largo de esta guia:

- Aplicacién del Teorema de Pitagoras en la obtencion de longitudes (véase
hipotenusa y catetos).

- Construccion de puzles pitagéricos como actividad dindmica y cooperativa.

- Uso de las TIC's (software Geogebra) que ayuden a tener una vision
geométrica de una demostracién basica del Teorema de Pitdgoras.

- Problemas de célculo de areas.

- Aplicacion del Teorema de Pitdgoras en la resolucion de problemas que
impliquen figuras planas semejantes.

Respecto a las técnicas utilizadas para la resolucion de dichos campos de
problemas, podemos resaltar las siguientes (si bien es cierto que, a través de una
prueba inicial, de la que se especificara més, segun se avance en el TFM, el docente
podra calibrar el estado real del aula y las bases que sustenta el conocimiento del
alumno en cuestiones matematicas de referencia. Esto es, que el docente sea capaz
de valorar si el alumno domina — 0 no — la formacién demandada en los curriculos de
los cursos precedentes a 2° de ESO):

- Operaciones matemédticas basicas (suma, resta, multiplicacion y division).
Empleo correcto de la regla de signos.

- Conocimiento de lo que representa una ecuacién. Saber despejar cada uno de
los miembros de una ecuacién, de forma correcta. Resolucién de sistemas de
ecuaciones.

- Potencias y raices cuadradas.

- Conocimiento algebraico de lo que representa una variable. Sustitucién de
variables.

- Interpretacion de resultados (imposibilidad de que un resultado que se
identifigue con una longitud arroje una medida negativa, por ejemplo).

- Vision geométrica de los resultados y de los pasos a seguir.

- Conocimiento en el calculo de areas de las principales figuras geométricas
planas.

- Conocimiento de las unidades de medida en el célculo de longitudes y areas.

Respecto a las tecnologias establecidas (teoria que sustenta a la técnica) se incidira
a lo largo de la guia que no se estableceran demostraciones analiticas del Teorema de
Pitagoras (si bien si se abordara el concepto grafico con la ayuda de las TIC's) y que
la base de toda resolucibn de nuestro campo de problemas y ejercicios se
corresponderd con el resultado te6rico que imprime la consecucion del Teorema de
Pitagoras.



2. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico.

2.1. {Cémo se justifica habitualmente la introduccién escolar del objeto matematico?
2.2. {Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian habitualmente?
2.3. {Qué efectos produce dicha ensenanza sobre el aprendizaje del alumno?

2.1. ¢COMO SE JUSTIFICA HABITUALMENTE LA INTRODUCCION ESCOLAR DEL
OBJETO MATEMATICO?

En este punto, no soélo referiremos la necesidad del estudio de nuestro objeto
matematico a tratar en el ambito de la Norma (curriculo BOA N° 65) sino que
acudiremos a distintos enfoques que presentan numerosos autores para conocer el
porqué de la necesidad de dicho estudio. La presentacion de la justificacion de la
necesidad de estudio es muy amplia y la perspectiva es muy numerosa por lo que
presentaremos, a continuacion, diversos enfoques de autores relevantes, a modo de
sintesis para conocer la trascendencia del Teorema de Pitagoras a lo largo de la
historia educativa. No podemos olvidar, en este punto, la importancia de las TIC's
(Nuevas Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacion) ya que parte de las
actividades pretendidas en este TFM pasan por su uso (recordemos la actividad con la
herramienta Geogebra que tendrd su peso especifico en la secuenciacion de
actividades).

A modo de referencia, el estudio del Teorema de Pitagoras, sus aplicaciones y su
consecuente uso en la semejanza de triAngulos viene recogido de forma expresa en la
Normativa Oficial vigente (BOA N° 65 del 1 de junio de 2007, pp. 8984), donde vemos
coémo en el curriculo del primer curso de ESO se explicitan conceptos geomeétricos
como la medida de los diversos &angulos, el estudio de los triangulos (perimetro,
areas...), el estudio de los distintos poligonos o de la circunferencia y del circulo.

Referente a los contenidos establecidos en el segundo curso de ESO, que es el que
nos ocupa, vemos que aparece de forma expresa, como contenido de dicho curso, el
concepto de triangulo, de triangulo rectangulo y el Teorema de Pitdgoras, objeto de
nuestro estudio. Ademas, aparece el Teorema de Tales y sus aplicaciones mas
relevantes. Ambos conceptos aparecen de forma expresa por lo que su estudio y
evaluacion esté englobado dentro de los contenidos minimos fijados por la Ley.




Asi, pues, a continuacion, explicitaremos alguna de las conclusiones mas relevantes
de determinados autores de referencia que apoyan dicha justificacion de estudio de
nuestro objeto matemético a tratar. Segun Sanabria (2014), una de las principales
justificaciones a la hora de presentar el Teorema de PitAgoras es la necesidad de
resolucion de problemas relacionados con distancias. Para esta autora, el objeto
matematico que se esté tratando tiene conexiones muy profundas con otros resultados
como pueden ser la triseccion del angulo, la cuadratura del circulo, el concepto de
namero irracional o las constantes aplicaciones en ambitos como la topologia, por
ejemplo. Otros autores como Gonzalez Urbaneja (2013), evocan la trascendencia
historica de dicho Teorema ya que, a su juicio, inicia una inflexion intelectual entre la
practica empirica e inductiva y la argumentacién deductivo-demostrativa, tanto en el
devenir historico matematico cultural como en el espacio escolar de la educacion
matematica. Este autor considera al Teorema de Pitdgoras como uno de los
principales resultados matematicos de la Historia y por lo cual, esta situado en el
umbral de inicio de la practica deductiva en la matematica escolar actual.

También existe un componente de desarrollo geométrico (y de otros campos) como
justificacion del aprendizaje de nuestro objeto matematico tal y como defiende Barreto
(2009) ya que para este autor el desarrollo de este recurso did4ctico hace referencia al
desarrollo cognitivo de los alumnos para resolver, por ejemplo, problemas
geométricos, y donde se pueden realizar numerosas comprobaciones del Teorema
dentro de su acepcion geométrica (no soélo con triangulos rectangulos, sino también
con semicirculos, triAngulos equilateros y otros poligonos regulares). El autor pone de
relieve el ejemplo de la comparacion de las diversas areas. Como ya se ha
comentado, el uso de las nuevas tecnologias se antoja capital en el proceso de
analisis, aceptacion y discusion del objeto matematico tratado. Por ejemplo, Gurrola y
Jauregui (2008) apoyan el hecho de que la introduccién escolar del objeto matematico
debe realizarse con un alto contenido en el uso de puzles o rompecabezas
acompafado del uso del software de geometria para poder construir algunas de las
demostraciones existentes del Teorema de Pitagoras. Resulta curioso comprobar
cémo la implantaciéon de nuestro objeto matematico se basa en la aplicacion del
Teorema en un solo sentido cuando autores como Dalcin (2007) defienden que
también debe, como justificacion habitual de introduccidn de este recurso matemético,
tenerse en cuenta el reciproco del Teorema. A modo de anécdota que apoye su tesis,
el autor se remonta a la cultura egipcia donde se utilizaban las ternas pitagéricas para
la construccion de angulos rectos.

También, me gustaria incluir una breve referencia a la autocritica en la forma que se
tiene de justificar el Teorema, que realizan numerosos autores como Ruiz (2000) y que
se basan en que la metodologia de exposicidn resulta ineficiente cuando se trata de
una metodologia enciclopédica, declarativa o repetitiva (en clara contraposicién a lo
gue fija la Norma en las Leyes recurrentes, con un enfoque meramente algoritmico).
Se pone de relieve la importancia de conocer la informacién previa que posee el
alumnado para lograr el éxito en la ejecucion.



Una vez explicitados algunos de los puntos de vista sobre la justificacion escolar de
nuestro objeto matematico en la ensefianza, vamos a abordar esta cuestion desde uno
de los principales recursos did4cticos utilizados por los docentes de nuestro pais: el
libro de texto. Elegiremos tres libros de texto y analizaremos, de forma somera (ya que
este apartado es introductorio a lo que conllevara el desarrollo del Trabajo Fin de
Master) el porqué de su justificacion a la inclusion de una unidad didactica
correspondiente al uso del Teorema de Pitdgoras y sus aplicaciones.

Se realizard4 una comparacion entre diferentes libros de texto adaptados a un nivel de
2° ESO donde estudiaremos la presentacién tedrica (junto con las hipotéticas
demostraciones) asi como el campo de problemas y ejercicios presentados.
Valoraremos, ademas, la disposicién de los alumnos a la hora de aprender dichos
contenidos, via discusion, via aprendizaje significativo (que el alumno sea capaz de
enlazar los conocimientos previos con los nuevos conocimientos adquiridos) o via
descubrimiento, para conocer el paradigma del desarrollo del Teorema de Pitagoras
en un dmbito de edad determinado. En el desarrollo de este TFM se incluirdn nuevos
libros de texto para poder comparar los campos de problemas, técnicas y tecnologias
de los mismos, que desarrollaremos en el quinto punto del Trabajo. Este apartado
versa sobre un primer acercamiento a lo que nos encontramos en la realidad escolar.
Pasaremos a realizar una breve sintesis de lo encontrado en cada uno de los tres
libros de texto (ver referencia bibliogréfica en el Gltimo apartado del TFM) para dicho
curso escolar (recogidos en el apartado bibliografico correspondiente), con especial
consideracion a conocer si en ellos se recogen la inclusion de algun tipo de
demostracion del objeto matematico tratado, del uso del Teorema desde una
perspectiva inversa en la consecucion de resultados o el uso y fomento de las nuevas
tecnologias en el desarrollo del mismo.

Libro de texto N° 1 (Editorial Santillana)

Este libro de texto incluye un total de dieciocho paginas a introducir el objeto
matematico tratado sin justificacion previa. Como carta de presentacion aparece un
breve poema (anénimo, ver fotografia 2.1) que justifica la necesidad de conocer la
realidad del uso de las circunferencias y de los dngulos en las matematicas aplicadas
a la vida cotidiana. Directamente, este libro de texto aplica el resultado principal al uso
de triangulos rectangulos. No aparece como tal el inverso al Teorema de Pitagoras. No
aparecen demostraciones analiticas sino que aparece, acompafando al resultado
principal, una breve justificacibn geométrica con la suma de é&reas del poligono
(cuadrado, en este caso) construido sobre los lados de dicho triangulo rectangulo.

El libro recoge aplicaciones muy concretas, sin justificacion previa del porqué de
dicha eleccién en el célculo de areas de figuras planas (desde el célculo de la diagonal
de un rectangulo, el célculo de areas o de la apotema de un poligono, como reflejamos



en la fotografia 2.2). Se realiza un breve recordatorio previo de las diferentes areas
mas comunes dentro del contexto de 2° de ESO y la posibilidad de descomponer
dichas areas en diferentes triAngulos rectdngulos, garante de la aplicacion del
Teorema. Aparecen apartados expresos en el calculo de la longitud y el area de una
circunferencia asi como de una explicacién detallada de la tipologia de &angulos
existentes. Por ultimo, aparece, y quizd sea lo mas relevante, un apartado (dos
paginas de extension) donde se propone al alumno una serie de problemas reales
(célculo de terrenos, rutas de aviones...etc.) y de aplicacién del objeto matemética
como justificacién para resolver problemas del dia a dia. Este libro de texto no recoge
ninguna actividad formativa basada en un contexto de las TIC's ni se busca implantar
dicha metodologia.

Fotografia 2.1. Introduccion del objeto matematico para el libro de texto N2 1.



Halla la apotema de un hexagono regular cuyo lado mide 2,8.
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Fotografia 2.2. Ejemplo de campo de problemas y resolucién propuesta.

Libro de texto N° 2 (Editorial Anaya)

Este libro de texto resulta todo un desafio a lo que se ha experimentado con el primer
libro. Se ha comprobado que este libro se corresponde con un curso que sigue una
Programacion Didactica para un curso de 2° de ESO, completa. No aparece
recordatorio alguno del Teorema de Pitdgoras y sus aplicaciones, con lo que no
podremos mostrar fotografia alguna.. La presentacion del capitulo del campo de
ejercicios/problemas relacionados dista mucho del libro anterior. De esta forma, le
corresponderd al docente (asumiendo plenamente la institucionalizacion de las
técnicas) realizar un breve inciso sobre la aplicacion de nuestro objeto matemético
(recordemos que la LOMCE explicita el uso y la aplicacion del Teorema de Pitagoras,
en el curriculo, en un curso de 2° de ESO, sin aparecer en los cursos escolares
precedentes, por lo que resulta sorprendente a la luz de lo estudiado). Es por ello, que
este libro de texto centra sus esfuerzos en que el alumno domine los conceptos de
semejanza (con el Teorema de Tales como herramienta principal) con la idea de
aplicar estos resultados en la resoluciébn de problemas de aplicacién practica. La
introduccion al concepto de semejanza viene abordada por tres problemas practicos
que ponen al alumno en la tesitura de si alumno es capaz de resolverlos mediante la
intuicién, el descubrimiento o la formacién previa (son problemas con varios métodos
de resolucién para llegar al resultado final).

Se constata que para resolver determinados problemas (o ejercicios) es necesario el
conocimiento general que establece el resultado del objeto matematico tratado. El libro
de texto (a diferencia con el primero) establece un breve recordatorio de la
nomenclatura (fundamentalmente angulos, vértices y lados) en el uso de tridngulos
rectangulos. Se explica lo que se considera una figura semejante asi como de los
principales resultados tedricos. Se habla de planos, maquetas...etc., pero en ningdn
momento (volvemos a incidir sobre ello) aparece mencién alguna al Teorema de
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Pitagoras de forma expresa (aunque si se enlaza a través de una serie de cuestiones
previas — mostramos dos de ellas en la fotografia 2.3 -) sino que se considera
conocido y que el alumno es capaz de usarlo para completar la formacién que refleja
este libro de texto. Por Ultimo, a modo anecdético, aparece un apartado dedicado a
resolver problemas matematicos a través de juegos (por ejemplo, con el uso de un
pantografo). Este libro de texto tampoco explicita la ensefianza de los contenidos a
través de las nuevas tecnologias.

Fotografia 2.3. Cuestiones previas a la introduccion de la unidad didactica.

Libro de texto N° 3 (Editorial Vicens Vives)

Este libro de texto, a mi juicio, es el que mejor representa lo que deberia ser la
implantacion del objeto matematico tratado. Su presentacion, que resumiremos a
continuacion resulta muy completa, aunque se detectan determinadas deficiencias. El
tema tratado tiene una extension de quince paginas. Si aparece una justificacién
previa de cara al alumno sobre el porqué se debe estudiar en la Programacion
Didéactica. En concreto, se pone de relieve las aplicaciones del Teorema en varios
aspectos de la actividad humana. Tal y como se explicita: “el conocimiento del
Teorema de Pitagoras ha permitido desde hace milenios la construccion de rectas
perpendiculares y, a partir de ellas, de monumentos que siguen impresionando, como
las Piramides de Egipto” (ver fotografia 2.4). La introduccion del tema se acompafa de
una fotografia bastante didactica en la que se pide al alumno resolver tres cuestiones,
de caracter intuitivo. Antes de presentar el resultado principal, se busca que el alumno
haga especial hincapié en una serie de preguntas previas acerca de la notacién y la
construccion de los tridngulos, a modo de recordatorio. El libro de texto discrimina
entre un triangulo, con caracter general, y un triangulo rectangulo, de modo que el
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alumno sea consciente de que el resultado debe aplicarse para una tipologia de
triangulo especifica (por lo tanto, si aparece explicito el Teorema inverso).

Triangulos rectangulos.
Teorema de Pitagoras

del cateto y de la altura

—— Erquema de la unidad

Piensa y contesta
wrdas aliguna relackn Tas
- Rrcsrdas aliguna relackn saue
Jompitudes de los lidox de cusiquier tAAREUIET
w6 clario que la sina de los Angulos de sn
uiangule es slvenpre la mismaZ

m cCusntos inikngulos ves en 1a foto?

T T o
Fotografia 2.4. Presentacion inicial del objeto matematico y actividades previas.

Una vez presentada esta justificacion de contenidos previa, el libro presenta el
Teorema de forma completa, acompafiandose de una demostracion gréafica (similar al
primer libro de texto y que adjuntaremos con la fotografia 2.5) que haga ver al
alumnado la necesidad de aplicar el resultado en triangulos rectangulos.
Posteriormente, el libro de texto aborda, de forma similar al primer libro, diversas
aplicaciones del Teorema, incluyendo resultados como el Teorema de la altura o el
Teorema del cateto, y sus actividades correspondientes. Este libro de texto no aborda
aspectos relacionados con la semejanza de tridngulos de forma expresa (no aplica
Tales o0 no se habla de planos, maquetas y escalas, como en el segundo libro) sino
gue centra todos sus esfuerzos en que el alumno aprenda el objeto matemético
tratado de una forma plena y global. También aparecen las principales clasificaciones
de los triangulos. EI campo de problemas y ejercicios propuestos no es tan amplio
como en el primer libro si bien dicho campo estd muy bien escogido con ejercicios
basicos, de profundizacién y de ampliacion.

Asimismo, aparece un apartado final correspondiente a una breve investigacion sobre
la tematica tratada (en este caso, el libro de texto ofrece una ampliacion de los que se
conoce como terna pitagoérica) y otro correspondiente a recreaciones (con aplicaciones
geométricas del Teorema de Pitagoras). Por Ultimo, destacar que, tampoco este tercer
libro de texto de referencia para esta breve introduccion a los recursos didacticos
disponibles fomenta el uso de las TIC's en la implementacion de los contenidos en el
aula.
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Fotografia 2.5. Introduccion y demostracién grafica del Teorema de Pitagoras.

2.2. ¢QUE CAMPOS DE PROBLEMAS, TECNICAS Y TECNOLOGIAS SE ENSENAN
HABITUALMENTE?

A este respecto, lo que vamos a realizar es una disposicion general de los libros de
texto consultados (siete libros, referenciados, todos ellos, en el ultimo apartado
correspondiente a la bibliografia). Se buscara, en este apartado una enumeracién
general de lo que estos libros buscan en el alumno, ya que, como se ha dicho
anteriormente, el libro de texto sigue siendo uno de los recursos didacticos mas
empleados por los docentes en el contexto de la etapa educativa que nos ocupa.
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Asi pues, se sigue un patrén basico de presentacién, que presentamos a
continuacion. A modo de referencia, seguiremos la clasificacion que el autor Blanco
(1993) hace de los diferentes campos de problemas (ocho, en total) que aparecen en
nuestro contexto de referencia y que detallamos a continuacion. Esta clasificacion
tendrd cardcter general, dentro del &mbito de una asignatura de matematicas. En el
guinto apartado de este TFM se ejemplificar4 cada uno de los problemas previstos en
esta clasificacion con alguno de los ejemplos propuestos en el campo de problemas
correspondiente:

o0 Campo de problemas de reconocimiento (analisis previo del objeto matemético
a tratar).

o0 Campos de problemas que responden al ambito algoritmico o de repeticion.

o Campo de problemas relativos a la traduccién del contexto matemético a la
aplicacion de las matematicas en el mundo real.

0 Campo de problemas de procesos (mezcla de los diversos campos de
problemas existentes).

o Campo de problemas de situaciones reales (este campo pertenece a aquellos
enunciados en los que el alumno debe identificar un contexto real para dar un
resultado real y aplicado a dicho contexto).

o Campo de problemas relativo a la investigacion matematica. Estos problemas
se identifican por enunciados en los que aparecen expresiones como “probar
que...” o0 “encontrar todos los...".

o Campo de problemas referente a puzles, es decir, aquellos problemas que
fomenten la creatividad vs la dificultad matemética inherente a dicho problema.

o Campo de problemas histérico (fomento de la Historia de las Matematicas).

En los libros de texto consultados, asi como en las demas herramientas didacticas
aparecen todos y cada uno de los ocho campos de problemas, si bien, quiza por la
fecha de publicacion de dicha clasificacion (el autor establecio dicha categorizacion a
principios de la década de los noventa) falte un apartado correspondiente a la
resolucion de problemas a través de herramientas digitales (software especifico, como
la herramienta Geogebra) que ayude al alumno a visualizar la disposicion a entender,
plantear y resolver el problema solicitado). Los campos de problemas especificos, asi
como las técnicas y tecnologias aplicadas seran explicados convenientemente en los
apartados correspondientes del Trabajo Fin de Master (fundamentalmente, quinto
apartado). Como se ha ido introduciendo anteriormente, el principal campo de
problemas encontrado se corresponde con el campo relativo a la repeticion de los
ejercicios tipo que logren establecer una metodologia especifica para con su
resolucion, por parte del alumnado.

Algunas de las técnicas aplicadas para lograr resolver ese campo de problemas (si
bien se podria categorizar mejor en un campo de ejercicios) pueden ser las siguientes:
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- Operar de forma basica (suma, resta, multiplicacién y divisién). Emplear
correctamente la regla de los signos.

- Conocer lo que representa una ecuacion. Saber despejar cada uno de los
miembros de una ecuacion, de forma correcta. Resolver sistemas de
ecuaciones (fundamentalmente dos ecuaciones y dos incognitas).

- Conocer lo que representa la simbologia de igualdad y desigualdad en una
ecuacion.

- Usar potencias y raices cuadradas.

- Conocer algebraicamente lo que representa una variable. Sustituir variables.

- Saber interpretar resultados (imposibilidad de que un resultado que se
identifiqgue con una longitud arroje una medida negativa, por ejemplo).

- Tener vision geométrica de los resultados y de los pasos a seguir.

- Conocer como se realiza el célculo de é&reas de las principales figuras
geomeétricas planas.

- Conocer las unidades de medida en el calculo de longitudes y &reas.

Las tecnologias aplicadas seran debidamente detalladas en su apartado
correspondiente ya que este segundo apartado del TFM es meramente introductorio al
contexto que nos ocupa.

2.3. ¢QUE EFECTOS PRODUCE DICHA ENSENANZA SOBRE EL APRENDIZAJE DEL
ALUMNO?

El principal efecto que se busca con la inclusion del campo de problemas tradicional
es la fijacion del concepto tedrico y la basqueda de un problema tipico a solucionar.
Podemos tener un supuesto problema de falta creatividad por parte del alumno si el
método de ensefianza-aprendizaje se basa en la repetitividad de determinados
ejercicios base.

Asi pues, los efectos que se pretenden conseguir  (y que el docente podré evaluar
una vez finalizada la propuesta de este TFM) seran:

» Fijacion del concepto tedrico.

» Conocimiento de la nomenclatura y posicionamiento en un ambito geométrico.
« Creacion de expectativas y busqueda de soluciones alternativas.

e Aplicacion del campo de problemas a un contexto de la vida real.

» Motivacion extrinseca e intrinseca.

* Resolucion analitica y geométrica.

« Aprendizaje autbnomo, con tareas especificas a realizar fuera del aula.

» Creacion de propuestas e interactividad en el aula.

» Uso de las nuevas tecnologias en el desarrollo de dicho campo de problemas.

Evidentemente, una de las mayores deficiencias encontradas a este respecto es la
no aparicion del uso de las nuevas tecnologias como herramienta de choque con la
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metodologia tradicional recurrente en los libros de texto y material bibliografico
consultado. La necesidad de erradicar la falta de creatividad puede basarse en el uso
de estas potentes herramientas como fuente de descubrimiento y de afianzamiento por
parte del alumno del objeto matematico tratado. También puede ser usado como un
elemento motivador para lograr establecer un vinculo entre lo aprendido y lo utilizado
en la perspectiva de la cultura matematica en la vida cotidiana. Fundamentalmente, la
metodologia propuesta en los libros de texto de referencia nos hace pensar que se
acude principalmente a elementos de discusion algebraicos, perdiendo asi el valor
geometrico.

Quizé& por ello, se constata la poca flexibilidad en los libros de texto a cambiar el
tratamiento utilizado durante los cursos precedentes. Los contenidos se cifien con
bastante similitud a lo que establece el curriculo implantado por la Normativa. La
metodologia basada en la repetitividad de los contenidos tedricos asi como de los
campos de problemas aportados pueden provocar un efecto contraproducente en el
alumno por lo que la vinculacion entre el alumno y el docente durante el proceso de
ensefianza-aprendizaje debe ser bastante amplio para que se pueda extraer un
resultado positivo en la implantacién de este tipo de metodologia.
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3. Sobre los conocimientos previos del alumno.

3.1. {Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el aprendizaje del
objeto matematico?

3.2. La ensefanza anterior, ¢ha propiciado que el alumno adquiera esos conocimientos
previos?

3.3. {Mediante qué actividades vas a tratar de asegurar que los alumnos posean esos
conocimientos previos?

3.1. ¢QUE CONOCIMIENTOS PREVIOS NECESITA EL ALUMNO PARA AFRONTAR EL
APRENDIZAJE DEL OBJETO MATEMATICO?

Llegados a este punto una posible solucion correspondera a la de acudir a la Norma
para especificar qué necesita el alumnado para hacer frente al objeto matematico a
tratar para un curso de 2° de ESO. Por lo tanto, acudiremos al BOA n°® 65 (1/06/2007)
donde a partir de la pagina pp. 8987 se establecen los principales contenidos que
debe adquirir un alumno en el curso precedente al que nos ocupa.

Enumeraremos, a continuacion los principales conocimientos previos que debe
poseer el alumno para poder desarrollar una explicacion del Teorema de Pitagoras y
sus derivados en cuestiones de contenidos comunes, numeros, algebra y geometria.
Son, priorizando los mas importantes, los que se presentan a continuacion:

= Andlisis de enunciados, tanto desde un punto de vista linglistico como
matematico.

= Valoracién de medidas y de dimensiones de objetos cotidianos.

= Empleo de herramientas informaticas en un contexto de aula y de trabajo
autonomo (calculadoras, Internet, software informatico).

= Empleo de numeros naturales y del sistema decimal. NUmeros racionales
positivos.

= Operaciones con numeros (fracciones y nimeros decimales).

= Jerarquia en las operaciones. Distintos 6rdenes de magnitud.

= Potencias de base y exponente natural. Raices cuadradas exactas.

= Divisibilidad (mdaltiplos y divisores).

= Estimacion en la medida de las distintas magnitudes presentes.

= Razdny proporcion. Concepto inicial de semejanza.

= Reconocimiento de los nimeros negativos.

= Empleo de letras para simbolizar numeros y cantidades de magnitud
inicialmente desconocidas y sin concretar.

= Lecturay escritura de férmulas simples.

= Valor numérico de expresiones. Presentacion logica de resultados.

= Elementos bésicos de la geometria del plano (punto, recta y segmento).
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= Medida de angulos. Perpendicularidad.

= Uso y conocimiento del elemento triangulo: descripcion, elementos que lo
componen, nomenclatura, construccion, clasificacion y propiedades. Perimetro
y é&rea: concepto y calculo. De igual forma, se extendera este uso y
conocimiento a otros poligonos, regulares o no.

= Circunferencia y circulo: descripcion y construccion.

= Calculo basico de areas mediante formulacion, triangulacion y cuadriculacion.

3.2. LA ENSENANZA ANTERIOR, ¢HA PROPICIADO QUE EL ALUMNO ADQUIERA ESOS
CONOCIMIENTOS PREVIOS?

Analizando diversos libros de texto de cursos anteriores previos al curso de
referencia, se puede constatar cOmo aparece toda la estructura demandada
anteriormente establecida. Evidentemente, resultaria pretencioso generalizar sobre si
el alumno posee 0 no estos conocimientos previos sin haber realizado un periodo de
observacion por parte del docente o haber realizado alguna prueba evaluativa que
constate que, efectivamente, la retencion y asimilacion de los contenidos se haya
producido de una forma satisfactoria.

El curriculo establecido por la Norma trata de garantizar unas competencias basicas
minimas que hagan avanzar al alumno en sus diferentes etapas educativas, con lo
que, queda estructurado dependiendo del nivel en el que se encuentre. A priori,
analizando la Ley, se constata que las necesidades del alumno de cara a la
adquisicion de los conocimientos previos para afrontar el objeto matemético a tratar,
estan cubiertas.

Seria recomendable, por parte del docente, realizar un especial hincapié en los
puntos enumerados anteriormente ya que el alumno podria necesitar actividades de
refuerzo o de redescubrimiento de los resultados pretendidos, tal y como vamos a
explicar en el siguiente punto.

3.3. ¢MEDIANTE QUE ACTIVIDADES VAS A TRATAR DE ASEGURAR QUE LOS
ALUMNOS POSEAN ESOS CONOCIMIENTOS PREVIOS?

Como ya se ha comentado, resulta imprescindible realizar una breve observacion
(directa en el aula o indirecta a través de una breve encuesta o prueba de nivel). En
este caso, se realizard una breve prueba inicial con una duracién de treinta minutos en
la que se va a demandar al alumno la inclusién de los puntos mas importantes para
poder avanzar en el contenido matematico, en cuestién. La prueba no tendra un
caracter punitivo sino todo lo contrario: sera una prueba que, pese a no ser anénima,
ayudara al docente a calibrar el nivel real del aula y asi poder realizar un especial
énfasis en los puntos que considere que queden peor cubiertos. Posteriormente a la
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realizacion de la prueba, dentro de la misma jornada lectiva, se procedera a la
realizacion de la correccion de la misma, en un ambito cooperativo y de respuesta
grupal, con objeto de crear un mejor clima social de aula, dentro del grupo.

Asimismo, podria ser una buena idea la realizacion de un pequefio taller dinamico
(bien en el aula de referencia, bien en el aula de informética), dividiendo a los alumnos
en grupos y estableciendo diversas preguntas, relacionadas con la prueba inicial que
inciten a los mismos a la fijacion de los conceptos requeridos, si bien, esto deberia
estar regulado dentro de un gasto temporal asignado por la Programacién Didactica a
cumplir del curso y podria no ser realizable por dicha limitacion de las sesiones
disponibles.

También se puede realizar durante las dos o tres primeras sesiones de explicacién
de los contenidos a la realizacion, por parte del docente, de un breve recordatorio (que
no tendrd una duracién superior a los cinco minutos) de los aspectos previos
fundamentales para que el alumno tenga claro lo que se requiere del mismo.

La prueba inicial en cuestion, y que sera utilizado por el docente para medir el grado
de fijacion de los conceptos previos, serd la que se presenta a continuacion. No tendra
caracter anonimo puesto que el docente necesita conocer las limitaciones personales
segun la tipologia de cada alumno (en un @mbito de educacion personalizada) aunque
las principales conclusiones se extraeran dentro de un formato grupal. NGtese que
también se realiza un especial énfasis (dentro de la primera pregunta) a las nociones
histéricas que el alumno pueda poseer sobre la tematica. Una buena forma de
presentar el objeto matematico a tratar podria ser una brevisima descripcion del
porqué historico de su uso, anecdotario incluido, como veremos en el siguiente
apartado de este Trabajo Fin de Master.

Nombre y apellidos: Curso 22 ESO

1. A lo largo de la Historia aparecen grandes nombres de cientificos y pensadores que
abordaron distintos conceptos matematicos. Uno de los mas importantes es Pitagoras.
éConoces algo de él y del trabajo que realizd?

2. Dado el siguiente tridangulo, de lados y vértices desconocidos, éPodrias colocarlos en la
figura? ¢Cual seria el area de este triangulo?

Vértices: A, B, C.
Angulos: A B,C

Lados: a, b, c.

éCual seria el area?
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3. Ejercicio de calculo de areas. Calcula el area (en cm?) de la siguiente figura (rombo),
donde la diagonal mayor mide 16 cm y la diagonal menor mide 12 cm.

4. Ejercicio de calculo de areas. Calcula el area de la siguiente figura (trapecio).

10 cm

15 cm

5. Dibuja un tridngulo que sea rectangulo, otro isdsceles, otro obtusangulo y, por ultimo,
uno que sea escaleno.

6. ¢Crees que el area del cuadrado mas grande es igual a la suma de las areas de los
cuadrados mas pequeios? ¢ Podrias calcular dichas areas?
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4. Sobre las razones de ser del objeto matematico.

4.1. iCudl es la razon o razones de ser que vas a tener en cuenta en la introduccién
escolar del objeto matematico?

4.2. iCoinciden con las razones de ser histdricas que dieron origen al objeto?

4.3. Disefa uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de los
distintos aspectos del objeto matematico a ensenar.

4.4, Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

4.1. ¢CUAL ES LA RAZON O RAZONES DE SER QUE VAS A TENER EN CUENTA EN LA
INTRODUCCION ESCOLAR DEL OBJETO MATEMATICO?

En este caso, no sélo debemos cefiirnos a la Normativa para justificar el porqué de la
introduccion del objeto matematico tratado en el contexto de aula. Efectivamente, el
Teorema de Pitagoras junto con sus aplicaciones aparece explicitado en el curriculo
escolar dentro de un curso de 2° de ESO pero seria recomendable, de cara al alumno,
poder ofrecerle otras garantias, junto con una perspectiva historica de lo demandado,
en cuanto a la necesidad de abordarlo, ya que, de lo contrario, se incurriria en una
falta de flexibilidad y en la rigidez mostrada por la Ley o la Programacién Didactica
consecuente de lo articulado.

Asi pues, las principales razones de ser se corresponderan con las que se
enumeraran a continuacion:

= Razones de ser de indole historico. Se ofrecera al alumno una perspectiva
temporal del uso del objeto matematico. Nacimiento del mismo e implicaciones
reales de los resultados a lo largo de las diferentes culturas universales.
Presentacion (punto 3) de un problema histérico que no pueda ser resuelto sin
tener en cuenta dicha razon de ser.

= Aprovechamiento de diversos comentarios que puedan (o no — si éste fuera el
caso, se buscaria uno-) aparecer en el libro de texto donde se manifiesta la
aplicacion del objeto matematico en un contexto real de aplicacion de las
matematicas en la vida cotidiana. Podria resultar que el alumno no sea capaz
de medir la trascendencia, en el momento inicial de la presentacion, de las
implicaciones que esta herramienta posee, por lo que resultaria necesario, una
vez finalizada la unidad did4ctica, de volver a este punto inicial para dar sentido
y comprension a lo pretendido en un primer momento.

= Fomento de la capacidad critica y reflexiva del alumno, como demanda la
propia competencia matematica, con la inclusion de un contraejemplo, donde
se vea que, con la aplicacion de un problema practico, el Teorema de Pitagoras
no tiene cabida y no puede ser desarrollado ni ajustado a las exigencias de
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resolucion de dicho problema (basicamente a través del método del
contraejemplo). Como ya se ha comentado anteriormente, se puede buscar —
ya que no existe por regla general en los libros de texto de las diversas
editoriales de referencia- la aplicacion al inverso del Teorema de Pitagoras.

= Discriminacion entre el Teorema de Pitagoras y sus implicaciones en el
desarrollo de los diversos campos matematicos (aritmético, algebraico y/o
geomeétrico), especialmente en el ambito de la semejanza de figuras planas
regulares (fundamentalmente triAngulos).

= Conocimiento del trabajo que diversos mateméaticos han venido llevado a cabo
a lo largo del tiempo (poniendo de relieve por ejemplo, el gran numero de
demostraciones que engloba el objeto matematico) con sus resultados
fundamentales.

= Presentacion y resolucion de los diversos campos de ejercicios y problemas
existentes que puedan englobarse dentro de la unidad didactica
correspondiente.

= Como razdn de ser principal, volvemos a insistir en la necesidad de que el
alumnado vea una conexion explicita entre lo que se quiere presentar y la
aplicabilidad de los resultados tedrico-préacticos referidos a un contexto de la
actividad matematica en la vida cotidiana actual. No s6lo se presente el
Teorema de Pitagoras como un hecho histérico sino que el docente tiene que
ser capaz de hacer ver al alumno que este resultado tiene implicaciones en
diferentes ambitos en la actualidad. Se pone de relieve la necesidad de
implementar los contenidos con el aprovechamiento que se puede hacer de las
TIC’s dando forma, como se veran en la secuencia cronolégica del desarrollo
del objeto matematico, a una sesién interactiva (que palie, en cierta medida, la
no inclusion de demostraciones en la implantacion de esta unidad didactica).

4.2. ¢COINCIDEN CON LAS RAZONES DE SER HISTORICAS QUE DIERON ORIGEN AL
OBJETO?

Aqui, buscaremos, las principales razones de ser historicas en el uso y aplicacion del
objeto matematico referenciado. Buscaremos el nexo de unidn entre el resultado
tedrico y la aplicacion del Teorema en las diferentes culturas (llegando hasta la
actualidad) donde su uso ha tenido un componente eminentemente practico en la
resolucion de situaciones cotidianas. Existen numerosos estudios al respecto y autores
que han trabajado sobre ello. En este Trabajo Fin de Master se elegiran varios
articulos (“La Historia de la Matematica como recurso didactico e instrumento de
integracién cultural de la Matematica” y “El Teorema llamado de Pitdgoras. Una
historia geométrica de 4.000 afios”) de uno de los principales autores de referencia:
Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja.

En ello se pone de manifiesto la progresion que ha tenido el Teorema a lo largo de la
Historia, en diferentes culturas. Aqui se especificaran, brevemente, cinco: cultura
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babilénica, cultura griega, cultura india, cultura china y cultura griega. En todas ellas se
pone de manifiesto el uso del Teorema, si bien es cierto que no se establece con la
notacion asignada al matematico griego hasta culturas mas avanzadas en el tiempo.
Se utiliza el resultado, de forma independiente por cada una de las mismas. Hay que
resaltar, ademas, la importancia que el autor da a la barrera idiomética enfocada a las
culturas mas orientales como pilar fundamental en el hecho de que no hayan
aparecido mas estudios sobre el uso del objeto matemético en dichas civilizaciones.

Aparecen numerosos ejemplos al respecto (desde la construccion de las pirdmides
en el Antiguo Egipto hasta las transacciones de los mercaderes en India) que pueden
hacer, dentro de una explicacion acorde al grupo de edad de referencia en un curso de
2° de ESO, ver al alumnado la implicacion practica del resultado tedrico con objeto de
acercar las matematicas a la vida cotidiana, no so6lo actualmente, sino también en la
Antigliedad, es decir, acordar una razén de ser historica.

A modo de anécdota, vamos a comentar brevemente aquellos puntos de unién de la
aplicacion del Teorema de Pitdgoras, como resultado, en cada una de las cinco
culturas: la tablilla Plimpton en la cultura babilénica, el triingulo sagrado en el Antiguo
Egipto, el triangulo indio en India, el tratado Chui-Suang en China y por ejemplo el
Libro de los Elementos de Euclides en Grecia.

Respecto a la cultura babilénica, hay que hacer especial hincapié en el hecho de lo
conservado hasta la fecha en forma de tablillas de arcilla (método de transmision del
conocimiento y de la informacion de la época). En concreto, nos referiremos a la
tablilla Plimpton 322 (que consta de cuatro columnas de numeros distribuidos en
quince filas horizontales y concordantes con el sistema decimal actual y la
proporcionalidad de longitudes en diversos triangulos rectangulos de referencia) que
se conserva en la Universidad de Columbia, y que se considera el documento
matematico mas importante en la Antigua Babilonia (con fecha oscilante entre el afio
1900 y 1600 a.C., mas de mil afios antes al nacimiento del propio Pitdgoras). En dicha
tablilla aparecen reflejados registros simples de operaciones comerciales, pero
numerosos historiadores (como Sachs o Neugebauer) apuestan por ver una
descripcion empirica de nimeros pitagéricos (incluso de tablas trigonométricas).

Figura 4.1. Tablilla Plimpton
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Referente a la cultura egipcia, verdadero eje vertebrador de la metodologia de
implantacion de las razones de ser historicas en el aula, se obtienen numerosos
estudios al respecto. La principal conclusion resulta ser que los egipcios ya conocian y
aplicaban los resultados del Teorema puesto que ya obtenian métodos de obtencién
de rectas perpendiculares (a modo de ejemplo de aplicacion practica se puede reflejar
el aprovechamiento de las crecidas del Rio Nilo en los cultivos, con la creacion de
parcelas medidas para la ocasidén en base al trazo de rectas perpendiculares basadas
en este método). Tal es la generalidad en la aplicacion que aparece un triangulo
especifico y recurrente, llamado triangulo egipcio, sagrado o de Isis, con lados 3, 4 y 5.

A modo de anécdota, todas las piramides (salvo la de Keops) construidas se hacian
eco de este triangulo sagrado ya que es el Unico tridngulo de lados enteros
consecutivos, y por lo tanto, la construccion se obtiene por proporcionalidad de los
lados en una progresién geométrica.

Tal era la aplicacion del Teorema, que la aplicacion del resultado en la agricultura,
apareci6 la profesion de arpedonapta (tendedor de cuerda, tal y como refleja la
fotografia interior), los cuales, utilizaban las medidas del triangulo sagrado para usarlo
a modo de escuadra con el objetivo de trazar lineas perpendiculares.

Figura 4.2. Aplicacion del Teorema de Pitagoras en el Antiguo Egipto

En la cultura hindl, aparecen también los denominados “tensadores de cuerdas” al
igual que en la cultura egipcia. También tenemos, de forma similar, un triangulo hindud
de lados 3, 4 y 5. Llama la atencion la similitud entre culturas cuando realmente, en el
caso de haber realizado alguna influencia sobre la cultura india, ésta hubiera sido
realizado por las reglas babilénicas imperantes. Recordemos que, en este caso, nos
estamos movimiento en una etapa cronolégica que oscila entre los siglos octavo y
segundo a.C. Asimismo, se pone de relieve la utilizacién de las denominadas ternas
pitagdricas en la construccion de templos y altares de la época.
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Por dltimo, antes de llegar a la cultura griega, realizaremos un breve comentario
sobre la inclusién de nuestro objeto matematico en la cultura china. Para esta cultura,
la principal conexién con el objeto matemético que nos ocupa viene reflejada en un
Tratado denominado Chui-Suang (250 a.C.) donde aparecen resultados numéricos
concretos. Este Tratado consta de 246 problemas, con 24 referidos de forma explicita
al uso de triangulos rectangulos. Uno de esos problemas serd el que se propondré al
alumno en el tercer apartado del capitulo, fomentando la razén de ser propia del objeto
matematico con la razén de ser histérica del mismo.

Finalmente, llegamos a la cultura griega, a la pertenece Pitdgoras. La tradicion mas
persistente (en la que participan autores universales como Plutarco, Vitrubio, Diégenes
o Proclo) atribuye el Teorema de Pitagoras al propio Pitagoras de Samos. La creencia
generalizada es asignar a que Pitdgoras fue el primero que proporcioné una
demostracion légica del Teorema, lo cual justifica que lleve su hombre.

El analisis historico de la relacion entre los lados de un tridngulo rectangulo se puede
dividir en tres estadios de desarrollo matematico. En el estadio inicial, puramente
aritmético y empirico practico, se obtienen resultados numéricos concretos para los
lados del tridngulo. En el estadio siguiente, aritmético geométrico, se obtienen leyes
generales de formacién de los lados. Finalmente se penetra en la profundidad del
pensamiento matematico investigando las demostraciones de los resultados generales
de los estadios precedentes. Las dos primeras etapas corresponden a las
civilizaciones orientales aludidas anteriormente, mientras que a la tercera etapa solo
contribuyeron los griegos, particularmente Pitagoras y Euclides (con una mencién
especial a la obra de este Ultimo autor, su “Libro | de los Elementos de Euclides”, con
su aplicacién en el Teorema inverso —reciproco- del Teorema de Pitdgoras, no tan
demandado). También se quiere poner de manifiesto la multitud de cantidad de
demostraciones posteriores a la inicial del Teorema de Pitagoras, siendo éste el
Teorema con mayor numero de demostraciones a lo largo del avance matematico. A
destacar, por ejemplo, las demostraciones (ordenadas cronolégicamente) dadas por
Pappus (aprox. 300 d.C.), Bhaskara (aprox. 1150), Leonardo Da Vinci (aprox. 1500),
Anaricio-Gopel (1824) 6 Perigal (1830).

4.3. DISENA UNO O VARIOS PROBLEMAS QUE SE CONSTITUYAN EN RAZONES DE SER
DE LOS DISTINTOS ASPECTOS DEL OBJETO MATEMATICO A ENSENAR.

Como ya se ha comentado anteriormente, se ha optado por proponer el siguiente
problema al grupo de alumnos de referencia, que conjuga la razén de ser practica del
Teorema con la razén histérica del mismo, ya que este problema esta planteado
dentro del Tratado Chui-Suang.

El enunciado del mismo serd el siguiente:

“Hay un bambu (se aprovechara para hacer algin comentario al respecto sobre lo
gue es, anécdota de caracter ludico incluida para buscar la atraccion del alumno hacia
el problema) de diez pies de altura (de forma similar, se realizard un breve
comentario sobre las distintas unidades de medida empleadas por las diversas
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culturas), que se ha roto de tal forma que su extremo superior se apoya en el
suelo a una distancia de tres pies de la base. Se p  ide calcular a qué altura se ha
producido la rotura del bambu .

El docente realizard un pequefio esquema grafico que ayude a interpretar el
enunciado al alumno. Tal y como se presume, la resolucion del problema pasa por
resolver la siguiente ecuacion cuadratica:

x% + 3% = (10 — x)?

Evidentemente, el alumno, para nuestro curso escolar de referencia, desconoce el
coémo resolver ecuaciones cuadrdticas, y por lo tanto, al no tener las herramientas
adecuadas, el docente experimentarq una estrategia de ensayo-error con diversas
longitudes (medidas en pies) que hagan ver que es posible que encajen (o no) con la
resolucion del problema. Se podran asignar por ejemplo, diferentes valores y
comprobar a través de una tabla, qué ternas son las adecuadas en la busqueda de la
solucion.

Este primer problema esté caracterizado por ser un problema de indole algebraica.
Podria ser de gran ayuda el hecho de incluir en este punto un segundo problema que
constituya la razén de ser del objeto matematico y que imprima un valor geométrico.
Recurriremos en este punto a la Gltima pregunta de la prueba inicial estipulada para
este TFM donde el alumno dispone de un puzle pitagérico para decidir si la suma de
las areas de los cuadrados mas pequefios es igual al &rea del cuadrado mas grande, y
que por lo tanto, se produce el cumplimiento del Teorema de Pitdgoras al estar
disponiendo de un triangulo rectangulo.

Asi pues se facilitard al alumno una plantilla cuadriculada con diversas figuras
geométricas planas regulares (0 semicirculos) a recortar. En este caso, el alumno
debera componer el area de las dos figuras mas pequefias en el &rea mas grande
para comprobar la igualdad de areas, antes especificado y comprobar el inverso del
Teorema, en este caso. Al considerar a este ejercicio como un ejercicio introductorio
en la materia, podemos empezar por la disposicion de cuadrados de diferentes areas
(de forma que cada alumno tenga una terna de areas cuadréticas diferentes a la de su
compafiero y mediante la composicion de cuadriculas se puede comprobar
geométricamente si se cumple el Teorema (0 no) y qué tipo de triAngulo, obtenemos,
por lo tanto. La dindmica seré similar a lo mostrado en la figura 4.3.
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Figura 4.3. Puzle pitagodrico.

4.4. INDICA LA METODOLOGIA A SEGUIR EN SU IMPLANTACION EN EL AULA.

La implantacion de las razones de ser del objeto matematico estard supeditada a la
descripcion oral de los principales hitos histéricos comentados anteriormente, junto
con el acompafiamiento grafico de dicha descripcién. Podria ser adecuado la
implementacion a través del software matematico actual de alguna de las
demostraciones existentes del Teorema de Pitagoras (por ejemplo, con la herramienta
Geogebra) para que el alumno, aprovechando la interactividad de estas herramientas,
sea capaz de visualizar la necesidad de aplicar el objeto matemético en triangulos
rectangulos. Queda patente en la secuenciacion de actividades.

Esta breve introduccién histérica junto con el planteamiento (y resolucion del
problema del tercer punto) no tendra una duracién superior a los treinta minutos, y se
realizara en las sesiones posteriores al primer acercamiento al resultado general del
Teorema, asi como de la nomenclatura principal necesaria. Para el planteamiento del
problema, el docente se apoyara en varias fases que se presentan a continuacion:

v" Fase de lectura del enunciado.

v' Fase de discusion del mismo, entendiendo lo que se pide y los elementos que
componen el texto.

v' Generacion de debate (brain-storming) por parte del grupo de alumnos sobre
cémo plantear el problema.

v' Representacion gréafica del docente y transcripcion del problema a la pizarra.

Eleccion de la incognita y resolucién de la ecuacion.

v' Busqueda de soluciones y presentacion final de un resultado adecuado.
Discusion sobre el resultado obtenido y su coherencia con los datos del
enunciado. Solucion de dudas generadas.

<\
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5. Sobre el campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas.

5.1. Problemas de tipo aritmético.

5.2. Problemas de tipo algebraico.

5.3. Problemas de tipo geométrico.

5.4. Problemas de tipo tecnoldgico (competencia digital).

Vamos a crear tres grupos de problemas a presentar en el aula durante las nueve
sesiones que se tienen programadas para conseguir un efecto positivo en la
ensefanza-aprendizaje del objeto matematico tratado.

Principalmente, estableceremos las categorias de:

* Problemas de tipo aritmético (3 subcampos).

e Problemas de tipo algebraico (6 subcampos)

e Problemas de tipo geométrico (3 subcampos).

» Problemas de tipo tecnoldgico (uso de las TIC's, con 4 subcampos previstos).

Una vez realizada esta clasificacion general, vamos a dividir cada categoria en
subcampos donde podremos concretar cada problema en cuestion. Seguiremos la
clasificacion, ademas, que establece el autor Blanco (1993) para conocer en todo
momento sobre cuél de las ocho categorias encaja cada uno de los problemas y/o
ejercicios presentados. Asimismo, en este mismo apartado lo que se realizara seré la
presentacién del campo de problemas, de las técnicas y de las tecnologias asociadas
a estas técnicas de forma conjunta, para cada problema especifico. No se abordara
cada punto por separado, puesto que la consideracion del tratamiento de la
informacién de esta forma puede resultar 6ptima de cara a una vision general de lo
pretendido en este TFM.

Asi pues, seguiremos el siguiente esquema para cada uno de los ejercicios y/o
problemas que se van a presentar:

I.  Enunciado y planteamiento del problema.
[I.  Resolucion del problema, desde el punto de vista del docente.
lll.  Posibles modificaciones en la resolucion del problema planteado. Modificacion
de la técnica inicial.
IV.  Categorizacion del ejercicio y/o problema.
V.  Técnicas empleadas en la resolucion. Ejercitacion de dichas técnicas.
VI.  Adecuacion de las técnicas a la resolucion del ejercicio y/o problema.
Formacion y experiencia previa del alumno.
VII.  Institucionalizacién en la aplicacién de las técnicas.
VIll.  Metodologia de implantacion.
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Para facilitar la lectura del texto, sin que llegue a ser extremadamente repetitivo, se
establecera una nomenclatura para las posibles técnicas a utilizar y que expondremos
a continuacion:

Técnica 1 Aplicar  operaciones matematicas béasicas (suma, resta,
multiplicacién y division).

Técnica 2 Saber reconocer las caracteristicas basicas de los tridngulos.
Clasificacién y nomenclatura de los mismos.

Técnica 3 Valorar lo que representa una ecuacién. Saber despejar, de forma
correcta, los términos de una ecuacion. Resolver sistemas de
ecuaciones.

Técnica 4 Valorar lo que representa una desigualdad. Operar con los
operadores matematicos mayor y menor.

Técnica 5 Realizar potencias y raices cuadradas.

Técnica 6 Modelizar algebraicamente un problema. Representar variables.
Sustituir valores en variables. Saber operar con parametros.

Técnica 7 Saber interpretar los resultados. Buscar coherencia en los mismos
ante resultados negativos.

Técnica 8 Tener una vision geométrica en la resolucion del problema.

Técnica 9 Discriminar el area de las principales figuras planas. Ser capaz de
triangular un area preconcebida (método de triangulacién).

Técnica 10 Disponer y manejar las unidades de medida en el calculo de
longitudes y &reas.

Técnica 11 Usar y manejar las TIC's como herramienta complementaria.

Tabla 5.1. Principales técnicas utilizadas en la resolucién de problemas
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5.1. PROBLEMAS DE TIPO ARITMETICO.

5.1.1. Subcampo de problemas sobre la clasificacion de triAngulos no rectangulos:
Implicacién del inverso del Teorema de Pitagoras.

Inicialmente, el alumno desconocerd el resultado ofrecido por el Teorema de
Pitagoras. La idea de crear este subcampo de problemas es conseguir que el alumno,
mediante la exploracibn y el descubrimiento sea capaz de decir qué ocurre,
conocidas tres longitudes de los tres lados de un tridngulo, de qué tipo de triangulo
tenemos. Ademas, la idea principal se establecera no sélo para los lados del triangulo
conocidos sino también sobre las areas de poligonos regulares construidas sobre
dichas longitudes (fundamentalmente cuadrados). Evidentemente, la categorizacion de
este ejercicio (con categoria de problema puesto que se fomenta en el ambito del
descubrimiento y de la exploracién) en el ambito aritmético no impide que hubiera
podido ser incluido en otro subcampo (por ejemplo en el campo geométrico, como se
vera mas adelante, ya que combina ambas modalidades).

Si no se cumpliera la igualdad de la suma de los cuadrados de los catetos con el
cuadrado de la hipotenusa significaria que no se puede aplicar el objeto matemético —
gque todavia no se ha estudiado - ya que se tiene un triAngulo que no es rectangulo,
dentro de este apartado. El alumno tendrd que ver qué ocurre durante la formacion del
triangulo con las areas o longitudes dadas. Evidentemente el alumno si debera estar
en disposicion de conocer qué significa disponer de un triangulo rectangulo,
acutangulo u obtusangulo (es decir, dominar la segunda técnica de la tabla 5.1). Para
esta actividad se necesitaria una regla de medicibn y una serie de hojas
cuadriculadas.

El enunciado de tres posibles ejercicios asociados a este subcampo (ya que el
ejercicio tiene como raiz el dato numérico del valor de la longitud o el &rea y no se
parte de una descripcion gréafica al uso) podria ser el siguiente (resolveremos el tercer
ejercicio, a modo de ejemplo):

Ejercicio 5.1.1.1 “Se tienen tres cuadrados de areas 100, 225 y 400 cm 2

respectivamente. Recorta dichos cuadrados con esas medidas en un papel e
intenta formar un puzle de forma que entre los tres cuadrados se forme un
triangulo en su interior. ¢ De qué tipo de triangulo estamos hablando? ”.

Ejercicio 5.1.1.2 “Se tienen tres longitudes que representa el lado de un cuadrado,
de valores 10, 15 y 15 cm, respectivamente. Constru  ye tres cuadrados con esas
medidas e intenta encajar dichos cuadrados de forma gue quede un triangulo en
su interior, ¢ De qué tipo de tridngulo estamos habl  ando?”.

Una vez introducida la teoria correspondiente al Teorema de Pitagoras (se introducira
a partir de la cuarta sesidon de nuestra secuencia didactica), se puede, de forma
puramente aritmética, discriminar cudl es la tipologia del triangulo requerido, ya que el
alumno conoce las implicaciones del resultado en la caracterizacion de triangulos, es
decir, no va a hacer falta recortar los cuadrados sino que se calculara la suma del
cuadrado de las dos longitudes menores del tridngulo (o bien hallar el lado del

29



cuadrado que se forma sobre dicha longitud, coincidentes, en funcién del area dada)
para realizar una comparativa con el cuadrado de la longitud mayor, de dicho tridngulo,
como vemos en el tercer ejercicio propuesto, a continuacion. También, seria
interesante comentar que el angulo del triangulo que caracteriza a éste como
acutangulo u obtusangulo no sea mucho mayor (0 menor) de 90° para que no resulte
tan evidente, al recortar las areas, con qué tipo de triangulo se esta trabajando.

Ejercicio 5.1.1.3 “Sabiendo que un tridngulo tiene lados de longitud 3 , 4y 4cm,
respectivamente, di si se corresponde 0 no, con un triangulo rectangulo

La resolucion es inequivoca y versara en comprobar que se cumple el Teorema de
Pitagoras para afirmar que el triangulo obtenido es un triangulo rectangulo.

Asi pues, en la resolucion que realizara el docente, se considerard uno de los lados
de 4 cm como hipotenusa y aplicaremos el teorema:

42 = 324 4?2 516 #9416

Y por lo tanto, al no cumplirse el Teorema, se obtiene que no se dispone de un
triangulo rectangulo.

Las principales técnicas asociadas a la resolucion de este subcampo de ejercicios
(no llegan a la categoria de problema al no ser mas que un mero transmisor de
aplicacion de la informacion disponible) son las siguientes (ver tabla 5.1.): Nameros 1,
2,4,5,7y10..

El docente asumird, en concordancia con el alumno, la institucionalizacién en la
aplicacion de las técnicas, como ocurre en el subcampo de problemas anterior. La
metodologia sera similar a la establecida en dicho subcampo.

5.1.2. Subcampo de problemas de clasificacion de triangulos rectangulos.

De la misma forma que se explicd anteriormente, el alumno realizara otra terna de
ejercicios de forma que esta vez no se obtenga bien triangulos acutangulos, bien
obtusangulos. En este caso, este subcampo es especifico en la formacion de
triangulos rectangulos, y el alumno serd capaz de verlo, como antes, a través del
descubrimiento y la exploracién en el manejo de areas y longitudes. Volvemos a tener
la componente intrinseca del factor geométrica en la resolucion del problema. Para
esta actividad seria, como antes, recomendable de tener una regla de medicién y una
serie de hojas cuadriculadas. Asi pues, plantearemos la siguiente terna de ejercicios,
al igual que se realizé anteriormente:

Ejercicio 5.1.2.1 “Se tienen tres cuadrados de areas 100, 576 y 676 cm 2

respectivamente. Recorta dichos cuadrados con esas medidas en un papel e
intenta formar un puzle de forma que entre los tres cuadrados se forme un
triangulo en su interior. ¢, De qué tipo de triangulo estamos hablando? "

Ejercicio 5.1.2.2 “Se tienen tres longitudes que representa el lado de un cuadrado,
de valores 5, 12 y 13 cm, respectivamente. Construy e tres cuadrados con esas
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medidas e intenta encajar dichos cuadrados de forma qgue quede un triangulo en
su interior, ¢ De qué tipo de tridngulo estamos habl  ando?”.

Ejercicio 5.1.2.3 “Visto la experiencia de los dos ejercicios anterior es y conocidos
los lados de un triangulo que sabemos que es rectan  gulo, con longitudes de 3, 4
y 5 cm, ¢Qué relacién cumplen el cuadrado de dichas longitudes?¢ Siempre
ocurre esto para este tipo de tridngulos? "

La resolucién de este ejercicio consistira en identificar el lado mayor del triangulo, en
este caso 5 cm, con la hipotenusa del mismo, siendo los lados de longitud 3 y 4 cm,
los catetos. Asi pues, el alumno deberd comprender que la igualdad ofrecida en el
Teorema de PithAgoras (que en el momento del ejercicio desconocera porque,
precisamente, lo que se busca con el mismo es que el alumno sea capaz de ver gye la
suma de los cuadrados de las longitudes mas pequefas es igual que el cuadrado de la
hipotenusa o longitud mayor del tridngulo) so6lo se cumple para triangulos rectangulos.

En la resolucién del ejercicio no se tiene en cuenta ni componentes algebraicos ni
geomeétricos (aunque si aparecen implicitos), por lo que podemos categorizarlo en este
subcampo.

La solucidn correcta del ejercicio se expone a continuacion:
52 = 324 42

Es decir, como 25 = 9 + 16, el alumno sabra que el tridngulo que se ha presentado se
corresponde con un triangulo rectdngulo, es decir, que el angulo que forman los dos
catetos es igual a 90 grados. Se buscard el debate del alumno y que sea capaz de
encontrar la relacién y que sea capaz de afirmar un resultado general cuando esto
ocurra.

La estructura de resolucion pasa por una buena identificacién de la hipotenusa como
lado mayor del triangulo, siendo los catetos las longitudes menores. Al disponer de la
propiedad asociativa y conmutativa de la suma, sera indistinto identificar como primer
cateto aquel que mida 36 4 cm.

La resolucion de este ejercicio tiene una busqueda de operatividad
fundamentalmente aritmética, si bien es cierto que se puede resolver desde un punto
de vista geométrico.

Categorizaremos este ejercicio como, precisamente, un ejercicio, ya que su
resolucion es una aplicacion directa del objeto matematico tratado y no trasluce
ninguna pretension novedosa ni creativa por parte del alumno en la consecucion del
resultado. Como establece Blanco (1993) este ejercicio estara enmarcado dentro de
las siguientes categorias: problemas de reconocimiento y categoria de repeticion.

Las técnicas empleadas para la resolucion de este ejercicio serdn las siguientes:
técnicas numeros 1, 2, 4, 5, 7 y 10. Al final de este capitulo, quedara reflejada en
forma de tabla, los distintos problemas con sus técnicas de resolucién asociadas.

Las técnicas presentadas estan justificadas en el conocimiento previo del alumno ya
gue se consideran basicas en el curriculo previo de un curso de 1° de ESO, salvo,
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quiza, la décima técnica, donde se busca la triangulacion de las principales figuras
planas con objeto de poder aplicar el Teorema de Pitdgoras y asi resolver el problema,
en cuestion. El enfoque practico de esta técnica se antoja fundamental para poder
formar el cimiento necesario de cara al alumno y a la resoluciéon de esta tipologia de
ejercicios.

Asi pues, la adecuacion de las técnicas a la capacidad del alumnado para poder
resolver con éxito este subcampo de problemas es correcta, dado el precedente
existente. No obstante, el docente, mediante técnicas de observacion en el aula, sera
capaz de detectar los puntos potencialmente débiles que haga necesaria una
reestructuracion de los contenidos y de su aplicacion.

Otros ejercicios que se pueden plantear en el aula, dentro de este contexto aritmético
(y més generales al haber introducido el subcampo 5.1.1), podrian ser los siguientes:

» Conocidos los lados de un tridngulo, con medidas 10, 8 y 6 cm,
respectivamente, clasificar si el triAngulo propuesto resulta ser rectangulo,
acutangulo u obtusangulo.

» Conocidos los lados de un triangulo, con medidas 9, 8 y 6 cm,
respectivamente, clasificar si se trata de un triangulo rectangulo, acutangulo u
obtusangulo.

La institucionalizacién de las técnicas empleadas para este subcampo de problemas
recaerd en partes iguales entre el docente y el alumno, debido a que el alumno, una
vez superado el curso precedente, se le presupone capacitado para dominar las
mismas. El docente, por su parte, tendra la mision de refrescar los conceptos e hilar
los nuevos (recordemos la novedad que conlleva la novena técnica) con las técnicas
aprendidas anteriormente, con objeto de llevar el proceso de ensefianza-aprendizaje a
un nivel de aprendizaje autébnomo y reflexivo, y especialmente, constructivo.

La metodologia de implantacion de este tipo de problemas versara en un enfoque
participativo, de forma que el docente pueda evaluar mediante observacion, la
formacion previa del alumno y sus principales carencias, si las hubiera, en el manejo
de las técnicas. Se planteara el enunciado correspondiente que el alumno copiard en
su cuaderno de trabajo. Posteriormente, se incidira sobre la clasificacion de los tres
tipos de triangulos, representacion gréfica incluida, de forma general. Se recordara el
resultado principal del Teorema de Pitdgoras, una vez cumplida la dinamica de
experimentacién, destacando su uso en el empleo de tridngulos rectangulos. Se
incidira en la definiciobn de hipotenusa, cateto y nomenclatura correspondiente. Se
preguntara al grupo de alumnos, sin personalizar, sobre la resolucion del mismo,
dentro de un contexto de brain-storming o lluvia de ideas.

El docente ira anotando en la pizarra todas las propuestas realizadas por el alumno,
de cara a ir analizando una a una su idoneidad. Se buscara el debate en cuanto a la
necesidad de homogeneizar las unidades de medida de las longitudes dadas en el
enunciado. Finalmente, el profesor resolverd el ejercicio y discutird son el grupo de
alumnos de referencia sobre la soluciébn encontrada. Los dos ejercicios propuestos
dentro de este apartado pueden servir como ejercicios de refuerzo, utilizandolos como
trabajo autbnomo para realizar como tarea fuera del aula.
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5.1.3 Subcampo de problemas de aplicacion en un contexto histérico matematico.

En este caso, vamos a abordar un subcampo de problemas de tipo aritmético que
conjugue la aplicacion del Teorema con componentes de indole histérico.
Fundamentalmente se ha creado este apartado para dar a conocer, entre el alumnado,
lo que se conoce como ternas pitagoricas.

Asi pues, se explicard que una terna pitagérica estd constituida por tres numeros
naturales, que son los lados de un triangulo rectangulo, es decir, que satisfacen la
relacién del teorema de Pitdgoras. De este modo, tres nimeros naturales que cumplen
que el mayor al cuadrado es igual que la suma de los cuadrados de los otros dos es
una terna pitagorica. Como ya se ha comentado en otros apartados del TFM, la TP
(terna pitagodrica) mas famosa es la compuesta por las unidades de longitud 3, 4y 5.

Un enunciado de un posible ejercicio (aqui quizd si puede categorizarse como
problema dado que se induce a la investigacién y a la introduccion de un elemento
matematico desconocido hasta la fecha, presuntamente) seria el correspondiente:

Ejercicio 5.1.3.1. “Elige una terna pitagorica cualquiera (a eleccion d el alumno). Si
a dicha terna se le multiplica por dos, ¢Se obtiene otra TP?¢Y si se multiplica
por tres? ”

La resolucibn a este problema, desde la perspectiva aritmética, pasa por la
comprobacion de que los tres numeros naturales (o sus multiplos) cumplen la igualdad
derivada del objeto matematico tratado.

Este mismo subcampo podria derivarse de un campo de problemas algebraico si la
pregunta hubiera sido realizada como resultado de multiplicara la TP por un mismo
namero cualquiera d.

Asi pues, en este caso, de manera general, la resolucion seria la siguiente:

Tenemos tres nimeros naturales a, b y ¢ (con a el nimero mayor) que forman una
TP con lo que se obtiene la siguiente igualdad:

a? = b% + ¢?

Si se pretende multiplicar a la TP por un mismo namero, desconocido, d, tendriamos
que los tres términos de la ecuacion pasarianaser:d X a,d X by d X c.

Asi pues, sustituyendo y sacando factor comun a la ecuacién, se obtiene lo siguiente:
d? x a? = d? x (b% + c?)

Y asi pues, podemos eliminar el término d?, comprobando que se sigue manteniendo
el concepto de terna pitagérica, a pesar de haber multiplicado a los términos por d.

Las técnicas empleadas para la resolucion de este tipo de problemas, desde el punto
de vista aritmético, seran las siguientes: técnicas nimero 1, 3, 5, 7 y 10.

Sera competencia del profesor la busqueda de un precedente histérico para dar
comienzo a la explicacion previa y a la iniciacidbn en la introduccion de los que
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representa una TP, usadas desde la Antigledad, a modo de ejemplo, por la cultura
egipcia o hindd, y sus triangulos sagrados, de lados 3, 4 y 5.

La metodologia a implantar para este subcampo de problemas podria basarse en una
dinamica de grupos donde cada uno de los mismos plantee una TP diferente y
responda a las preguntas planteadas anteriormente.

5.2. PROBLEMAS DE TIPO ALGEBRAICO.

5.2.1. Posicionamiento de homenclatura de un triangulo cualquiera.

Este subcampo estd derivado de uno de los ejercicios demandados por parte del
docente hacia el alumno en la prueba inicial sobre los conocimientos previos
disponibles, ya que, junto con las respuestas propuestas y la observacién de campo
en el aula, el docente serd capaz de argumentar su inclusion (0 no) en la propuesta
didactica que se est llevando a cabo.

El ejercicio se caracterizara por la siguiente tipologia: el docente dibujara un triangulo
cualquiera en la pizarra, de forma que se preguntara por la colocacion de la siguiente
nomenclatura: lados, vértices y angulos (interiores y exteriores) con su simbologia
correspondiente (letras y nameros). El triangulo no tiene por qué ser rectangulo, ya
gue se pretende, ademas, categorizar qué tipo de triangulos, en funcién de los lados y
de los angulos se pueden llegar a obtener y en qué clasificacién encajan los mismos.

Se realizara un especial hincapié en aquellas carencias que el profesor detecte
puesto que resulta trascendental que el alumno sea capaz de identificar cada uno de
los elementos de un tridngulo de cara a la progresion de la unidad did4ctica. En este
caso se fomentard la justificacién de las técnicas numero 2, 6, 8 y 9, ya que ademas
del posicionamiento de la simbologia, también se recordar4d qué se entiende por
perimetro y area de un tridngulo cualquiera.

5.2.2. Subcampo de problemas asociado a la demostracion algebraica del Teorema
de Pitagoras.

En este apartado, se buscard, desde el punto de vista algebraico, la necesidad de
gue el alumno responda a la siguiente pregunta: “¢ Se cumple el Teorema de Pitdgoras
para un triangulo que no sea rectdngulo?”. De esta forma, el alumno sera consciente
de la posibilidad que ofrece el Teorema inverso y que no todo cualquier resultado o
enunciado es valido para aplicar, directamente, el objeto matematico tratado. Podemos
proponer la siguiente demostracién algebraica, que se muestra a continuacion.

El docente dibujara un tridngulo rectangulo de esta forma:
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De forma que lo que se especifica es que el triangulo rectangulo disponible tendra
por catetos aquellos cuya longitud marque a y b mientras que la hipotenusa (lado con
mayor longitud del triangulo) se caracterizara por la componente c. La raiz de la
demostracion parte de la figura 4.3, del apartado anterior, sin ninguna longitud
predeterminada sino con longitudes a, b y c.

El docente, a continuacion dibujard el siguiente diagrama, con objeto de iniciar la
demostracion algebraica para lados a, b y ¢ del triangulo, cualesquiera y alternando la
componente verbal y algebraica dando lugar al siguiente desarrollo:

2 b

] A 4

Figura 5.1. Diagrama demostrativo

Asi pues, cada lado del cuadrado méas grande mide (a + b), y por lo tanto el area de
dicho cuadrado sera (a + b) X (a + b). Ahora se sumaran las areas de los elementos
internos que conforman el area total del cuadrado, es decir, el cuadrado pequefio de

area c? y cada uno de los cuatro triangulos, idénticos, de area (axb)
. , . , 1 .
Resumiendo, el &rea total de la figura sera c? + E(a X b) X 4. Reduciendo la
expresion se obtiene lo siguiente: c2+ 2xaXx b

El area del cuadrado grande es igual que el area del cuadrado inclinado mas el area
gue forman los cuatros triangulos, de forma que escribimos lo siguiente:

(a+b)x(a+b)=c?+ 2xaxb
Vamos, a continuacion, a ver si se cumple el Teorema de Pitagoras (referente al

Teorema inverso se puede utilizar la misma mecéanica para aquellos triAngulos que no
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sean rectangulos y que por lo tanto, no formen un cuadrado en el proceso de
demostracion). Desarrollamos las expresiones:

a’?+ 2xaxb+b?=c?+2xaxb

Si se resta de la ecuacion el término 2 X a x b se obtiene el cumplimiento del
Teorema de Pitdgoras, esto es, a?+ b? =c? y por lo tanto queda demostrado.
Resultaria conveniente comentar el gran nimero de demostraciones existentes acerca
del Teorema y que lo llevado a cado, simplemente, es una de tantas demostraciones.
Podria proponerse al alumno la posibilidad de que éste investigue hacia otras
demostraciones ya existentes, de cualquier tipologia, tanto algebraica como
geométrica, si bien es cierto que durante el campo de problemas geométrico se
incidira hacia algunas de las mas recurrentes.

Respecto a la metodologia de implantacion de este tipo de subcampo de problemas
(si bien no tendr& cabida, dentro del aula tradicional aunque si durante la simulacion
informatica, en nuestra programacion cronolégica de las sesiones debido a la
restriccion temporal) el profesor proyectara la figura 5.1, de forma que el alumno tenga
presente durante toda la proyeccion de la demostracion la referencia principal.

Evidentemente, este subcampo de problemas esta englobado dentro del campo de
problemas algebraico (ya que no se especifica en ningin momento el valor de las
incognitas) si bien tiene un componente geomeétrico especifico, necesario para la
interpretacion de los resultados, y que por lo tanto, podria categorizarse dentro del
siguiente campo de problemas que explicaremos mas delante (geométrico).

Este ejercicio tendra la categoria de problema por el grado de dificultad implicito en lo
gue representa una demostracion, por su cardcter creativo y por la necesidad de
unificar diferentes conocimientos previos en el logro de su entendimiento. Asi pues, la
institucionalizacién del problema recaera con un alto porcentaje en el docente, debido
a que el alumno necesita una guia a seguir en la implantacion del contenido.

Las técnicas utilizadas (ver tabla 5.1.) en este subcampo de problemas se
corresponden con las técnicas namero 1, 2, 3, 4, 5 (si se quiere probar el Teorema
inverso), 6, 7, 8, 9 y 10, con lo que el problema adquiere una proyeccion muy
completa.

5.2.3. Subcampo de problemas asociado al calculo de la longitud de la hipotenusa y
de los catetos en triangulos rectangulos.

Este tipo de ejercicios (mera transcripcion aplicacion del resultado tedrico del
Teorema) seran considerados ejercicios de apoyo de cara al entendimiento
satisfactorio de las connotaciones del objeto matematico.

Elaboraremos dos ejercicios tipo al respecto, de implantacion en el aula siguiendo
una metodologia de desarrollo del contenido por parte del docente (plena
institucionalizacion en la aplicacion de las técnicas desarrolladas). A continuacion,
mostraremos estos dos ejercicios que consideraremos aplicacion directa del Teorema:

36



Ejercicio 5.2.3.1. “Si los catetos miden 6 y 8 cm, respectivamente, en un tridngulo
rectangulo, ¢ Cudl seria la medida de la hipotenusa? "

Ejercicio 5.2.3.2. “Si, en un triangulo rectangulo, la hipotenusa mide 15 cmy un
cateto 9 cm, ¢ Cuanto mide el otro cateto? "

Vamos a resolver sendos ejercicios para mostrar tanto la resolucibn como la
posibilidad de introducir la modificacion de las técnicas empleadas.

Respecto al ejercicio 5.2.3.1, la resolucion seria la siguiente teniendo el siguiente
rectangulo:

Aplicando el Teorema de Pitdgoras se obtiene la siguiente igualdad:
hipotenusa?® = 6% + 82 - hipotenusa? = 36 + 64 = 100 - hipotenusa = v100 = 10 cm

Respecto al ejercicio 5.2.3.2, la resolucion se plantearia de la siguiente forma:

15

De esta forma, volvemos a aplicar el resultado principal del Teorema de Pitagoras,
obteniendo lo siguiente:

152 = cateto? + 92 — 225 = cateto? + 81 — cateto? = 144 — cateto = V144 = 12 cm.

Estas dos resoluciones planteadas de sendos ejercicios de aplicacién son las
planteadas por el docente y no existe un gran margen de modificacion de resolucion si
bien el alumno puede alterar la prioridad de las operaciones, dada la propiedad
asociativa y conmutativa de la suma de términos, bien despejando en la ecuacion y
realizar la potenciacion o bien realizando primero la operacion de potenciacion y
posteriormente el despeje en la ecuacién tal y como se ha mostrado anteriormente.

No podemos asociar estos contenidos con la categoria de problema ya que se tratan
de ejercicios de aplicacion directa del objeto matemético tratado. Como se ha
especificado en los subcampos previos, estableceremos otros ejercicios de apoyo que
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estén englobados dentro de este subcampo y que pertenezcan al mismo. Se
corresponderan con los siguientes enunciados:

» La base de una escalera se encuentra a 2 m. de la pared sobre la que se
apoya. Si la escalera alcanza una altura de 3 m., ¢(Qué longitud tiene la
escalera?

» Hallar la altura de un triangulo equilatero de 18 cm. de perimetro (nétese que la
altura divide al triangulo en dos tridngulos rectangulos idénticos).

Las técnicas asociadas para la resolucion de este subcampo de ejercicios se
corresponderdn, segun la tabla 5.1 con las nimeros 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, y 10.

Cada vez que se avanza en la presentacion de los diferentes subcampos se tiene
gue la institucionalizacién de las técnicas van a pasar a ser compartidas entre el
docente y el alumno ya que el alumno esta presupuesto a adquirir unas destrezas y
estrategias que le permitan identificar el objeto matematico estudiado con la resolucién
de los diferentes ejercicios y problemas que se demande.

En cuanto a la metodologia de implementacion, este tipo de ejercicios tendrd una
componente inequivoca de participacién por parte del alumno, de forma que el
docente pueda lanzar preguntas abiertas sobre aquello que considere oportuno. Se
volvera a incidir en la necesidad de aplicar el Teorema en situaciones de contexto de
triangulos rectangulos.

5.2.4. Subcampo de problemas asociado al calculo de areas de las principales figuras
planas de referencia.

En este punto, serd importante dejar reflejado el paso que existira entre el paso del
componente algebraico al componente geométrico ya que se demandara una vision
espacial por parte del alumno para el logro de resolucion de este subcampo de
problemas. Si se podra considerar categoria de problema ya que queda patente la
creatividad y las distintas metodologias de resolucion de cada uno de los ejercicios
puesto que el alumno puede entender la composicion de cada una de las piezas de
forma distinta que las de un compafiero (es decir, fomentar la estrategia de
triangulacién que haga dividir un cuadrado en dos tridngulos rectangulos idénticos o el
area de un trapecio is6sceles como la suma de dos triangulos rectangulos y un
rectangulo).

De esta forma, visualizando los diferentes subcampos de problemas se constata que
el componente algebraico de los mismos toma ventaja frente a los componentes
geométricos y que las demostraciones algebraicas especificas en la resolucion de los
diferentes problemas cobran especial protagonismo.

Se entenderan como figuras planas principales aquellas que, junto con la
circunferencia y circulo (y que no pasaremos a detallar puesto que se presupone al
alumno con la capacidad de saber calcular el &rea de un circulo, o de un semicirculo,
por ejemplo, cuando se aborde la extension del Teorema desde un punto de vista
geomeétrico — ver figura 5.7 - con la creacidén de puzles pitagéricos o bien mediante el
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software Geogebra), conforman los principales paralelogramos, amén del triangulo, eje
vertebrador del objeto matemético tratado.

Asi pues, destacaremos con especial relevancia el célculo de areas (y de otras
propiedades como el valor del perimetro de dichas figuras) de las siguientes formas:

Triangulos.
Cuadrados.
Rectangulos.
Rombos.
Trapecios.

O O O O O

Esto enlaza con los contenidos del curriculo de un curso de 1° de ESO donde se
especifica su uso y la necesidad de conocer qué representa cada figura y sus
principales caracteristicas. Como venimos haciendo a lo largo del desarrollo de cada
uno de los apartados, se propondran dos ejercicios base de lo que seré la metodologia
en la ensefianza-aprendizaje del célculo de figuras planas, desde un punto de vista
algebraico. Se tendrd un especial cuidado en discriminar entre la perspectiva
geomeétrica, con la representacion grafica de la figura en cuestion, del punto de vista
algebraico. Notese la importancia que se deriva del conocimiento de la nomenclatura
para un buen entendimiento de la figura asi como el paso del &lgebra a la geometria,
para trabajar sobre la figura y llegado el caso, poder triangular la misma de cara a
calcular el area total como composicion de otras mas pequefias.

Asi pues, nuestros dos ejercicios seran los siguientes:

Ejercicio 5.2.4.1. “El perimetro de un cuadrado mide 20 cm. Calculala  diagonal ”

La resolucién de este ejercicio tendra, como en la mayoria de los mismos, dentro de
esta tipologia, el paso del componente algebraico a geométrico como herramienta
fundamental para la realizacion exitosa del mismo.

Asi pues, con los datos del enunciado (que en ningdn momento dispone de una
figura geométrica que lo acomparfie) pasaremos al plano grafico que facilite la
comprension sobre la tarea a realizar:

Como ya conocemos, el cuadrado se caracteriza por tener los cuatro lados iguales
por lo que si el perimetro asciende a una cantidad de 20 cm, cada lado medird 5 cm.
El alumno procederd a la triangulacién de dicho cuadrado con objeto de encontrar
tridngulos rectangulos que hagan posible la aplicabilidad del Teorema de Pitagoras.
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Asi pues, el cuadrado quedara dividido en dos triangulos rectangulos idénticos, que
llamaremos Ay B.

Elegiremos, por ejemplo, el triAngulo B, para poder aplicar el Teorema de Pitdgoras
(el resultado seria similar si hubiéramos elegido el triangulo A) sobre B, triAngulo
rectangulo resultante. De esta forma se obtiene los siguiente:

5

Asi pues, podemos aplicar el Teorema de Pitagoras ya que tenemos un triangulo
rectangulo. Nuestra hipotenusa sera nuestra incognita x, equivalente a la diagonal del
cuadrado, que es lo que se nos pide en el ejercicio.

Asi pues, resolveremos la siguiente ecuacion:
x?2=52+52=50 - x =50 cm.

Advertimos que el resultado so6lo puede darse como una cantidad positiva, ya que no
tiene sentido advertir una hipotética cantidad negativa (por el sentido fisico de la
magnitud). No existe posibilidad alguna de modificar la técnica inicial para resolver el
ejercicio de una forma diferente a la que expondria el docente y que se ha mostrado
anteriormente. Las técnicas utilizadas se corresponden con las siguientes, siguiendo la
tabla5.1: 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9y 10. La adecuacién de las técnicas y de las tecnologias
estd justificada por ser una aplicacion directa del objeto matematico.

Ejercicio 5.2.4.2. “Hallar el perimetro y el area de un trapecio isésce les de base

/135 ”
menor 9 cm, base mayor 12 cm y altura con valor — ¢m

Volvemos a tener un enunciado puramente textual, con lo que el paso de dicho
lenguaje al gréfico implica que el alumno va a ser capaz de identificar qué significa que
un trapecio sea isosceles y colocar en el mismo sus bases asi como su altura.

Dibujando el trapecio se obtiene la siguiente representacion grafica:
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La basqueda de este ejercicio concreto también esta destinada a que el alumno sea
capaz de ver la necesidad de que no todas las magnitudes dadas estén dispuestas
con numeros naturales ni con calculos que arrojen resultados exactos. Se potencia de
esta forma la técnica nimero seis de la tabla 5.1.

Resolviendo este ejercicio, obtenemos que lo que tenemos que calcular para hallar el
perimetro de la figura es la incognita x. De esta forma el perimetro sera la suma de x +
X + 9 + 12 (medido en cm). Tanto los triAngulos A y C (idénticos) son triangulos
idénticos. Asi pues, escogiendo, por ejemplo, el triangulo C tenemos esta figura:

135 X
4
3
2
De esta forma, aplicando Pitdgoras tenemos que x2 = %5+ %z #= 36 > x =

6cm

Llegando a esta conclusién el perimetro se correspondera con una longitud de 6 + 6
+ 9+ 12 = 33 cm. Y en cuanto el area, aqui si vamos a poder discriminar entre dos
posibles técnicas a seguir, de forma que para este ejercicio si existe modificacion de la
técnica. Podemos resolverlo bien aplicando directamente la formula del area de un
trapecio (is6sceles o0 no) o bien realizando un sumatorio de las areas A, By C de
nuestra figura (dos triangulos idénticos y un rectangulo).

La primera opcién muestra que el area de un trapecio es:

Base mayor + Base menor

A= > Yxaltura

1249 135 21X3 63
Y, consecuentemente 4 = 5 X = oo X V15 = " X V15 cm

Triangulando la figura y calculando el area como suma de las areas que la componen
tendremos lo siguiente:

Atriangulo = % X (base X altura) = % X (% X /%5) — Atriangulo = % X V135 cm?
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Asi, el &rea formada por los triangulos sera At = 2 x Atriangulo = (% X V135)cm?

2 P 2 , 5
El area del rectangulo B sera Arectangulo = 9 X /% = g x V135cm?

Sumando las areas obtendremos el area final que serd la misma que la calculada a
través de la formulacion.

Atotal = V135 (E + 2) = 63 x V15cm?
4 2 4
Este ejercicio tendra categoria de ejercicio respecto a la primera opcion de resolucion
y categoria de problema respecto a la resolucién para la segunda opcion puesto que
exige al alumno una triangulacion de la figura propuesta, siendo esta técnica
considerada como novedosa en el curriculo de 2° de ESO.

Las técnicas empleadas en la resolucion de este segundo ejercicio se
corresponderan con los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 y 10. El docente quedara
predispuesto a ensefiar al alumno distintas destrezas de cOmo tener la vision
suficiente para poder despiezar las distintas areas de una figura mas compleja donde
no sea evidente la particion de la misma en diferentes triAngulos rectangulos, con lo
gue la institucionalizacion de la técnica sera asumida por el mismo.

Otros ejercicios propuestos dentro de este subcampo (y que seran usados como
ejercicios en la sesion nimero ocho de nuestra secuenciacion didactica fomentando el
trabajo cooperativo en el aula) podrian ser los siguientes (con sus dibujos
correspondientes):

» Halla el area de un triangulo isésceles cuyos lados iguales miden 7 cm y su
lado desigual 9 cm.

» Determina el area de un rectangulo de base 7 cm y perimetro 24 cm.

> Calcula la medida de una de las diagonales de un rombo de area 30,1 cm?,
sabiendo que la otra diagonal mide 7 cm.

» Obtén el area de un triangulo isdsceles cuyos lados iguales miden 10 cm y su
lado desigual mide cuatro unidades mas que los lados iguales.

5.2.5. Subcampo de problemas asociado a problemas de investigacion y aplicacion
de las mateméticas en la vida cotidiana.

En el desarrollo de las competencias demandadas por la Norma encontramos la
necesidad de que el docente acerque la realidad matematica al contexto de aula. Es
por ello que este subcampo de problemas se antoje fundamental para llevar a cabo tal
efecto. Estos problemas (si se puede categorizar asi a los mismos porque exigen una
dosis de creatividad y de l6gica no aparente puesto que no son ejercicios tipo basados
en la aplicacion del objeto matematico) tendran en su enunciado una componente
algebraica y en muchas ocasiones vendran referenciados con un pequefio esbozo
gréfico que facilite la comprensién de lo requerido al alumno.
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Llegados a este punto vamos a plantear diferentes problemas de esta indole,
especialmente que dé pie a la discusion y a la participacion del alumno (creacion de
feedback entre alumno y docente) donde se pueda ver un reflejo de cotidianidad, con
la busqueda del valor de una (o varias) variables desconocidas. El problema que
resolveremos a continuacion encaja en esta situacion ya que se pide explicitamente la
participacion del grupo de referencia.

Ejercicio 5.2.5.1. “Al alumno X (se busca a un alumno colaborativo en e | aula para
iniciar el contexto del problema y le preguntamos p or su altura real para lograr
captar la atencién del aula y que el problema denot e cierta flexibilidad en funcion
de nuestra variable desconocida — altura del alumno -) le gustan los deportes de
riesgo y se quiere tirar por una tirolina entre dos arboles separados 24 m. El
alumno X estara atado a 9 m. de altura desde el pri  mer arbol hasta que sus pies
toquen el suelo una vez llegue al segundo arbol, (C uanto tiene que medir, al
menos, la cuerda que usaremos para lanzar al alumno X?”

Procederemos a realizar un breve esbozo de la representacion del problema.

Longitud cuerda

Altura X

24 m.

A
v

La resolucion sera similar, siguiendo la misma metodologia que por ejemplo, el
ejercicio 5.2.3.1, aplicando de forma directa el Teorema de Pitdgoras al triAngulo
formado por el cateto de longitud 24 metros, el cateto adyacente de longitud 9 menos
la altura del alumno (por ejemplo, si el alumno mide 1,70 metros, este cateto medira 9
-1,70 = 7,30 metros) y la longitud de la cuerda (lo demandado del problema) como
hipotenusa de dicho triangulo.

Las técnicas empleadas en la resolucién de este tipo de problemas engloban las
técnicas numero 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, y 10. La institucionalizacion tendra una componente
de mayor peso en el docente que en el alumno precisamente por estar delante de una
categorizacion de problema y no de ejercicio. La metodologia de implantacion se
basara en una participacion, como ya se ha dicho, del alumno en blasqueda de que
estos mismos sean capaces de dar respuesta a la incognita que plantea el problema.
Asimismo, dentro de este subcampo y siguiendo las indicaciones de Blanco (1993)
aqui se pueden incluir los denominados problemas de investigacion que se

caracterizan por encabezarse por afirmaciones como “Probar que...” 6 “Demostrar
si...”. La diferencia entre el campo de problemas algebraico y geométrico sera la
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inclusiébn (o no) componente grafica de lo que se explica en el enunciado, siendo
necesario por parte del alumno realizar un mayor esfuerzo, en este sentido.

5.2.6. Subcampo de problemas asociado a problemas de indole histdrica.

Este sera el dltimo subcampo tratado dentro del campo de problemas algebraico, el
més extenso de los cuatro abordados en este TFM. Se abordaran problemas (misma
categorizacion y justificacion que el apartado anterior) que tenga componente histérico
y que los alumnos puedan asociar a diferentes metodologias que tuvieron, por
ejemplo, las civilizaciones Antiguas en el proceso de busqueda de soluciones a
problemas que se les fueran planteando.

Como ya se adelant6 el cuarto punto de este TFM se abordard uno de los problemas
planteados dentro del Tratado Chui-Suang (Antigua China) y que, aunque su
resolucion no pueda ser tratada en un contexto de 2° de ESO (al tener que resolver
una ecuacion cuadratica) si pueda entenderse la proposicion y la problematica
planteada. Este problema se enuncia de la siguiente manera:

Ejercicio 5.2.6.1. “Hay un bambu (se aprovechara para hacer algin comentario al
respecto sobre lo que es, anécdota de caracter ludi  co incluida para buscar la
atraccion del alumno hacia el problema) de diez pies de altura (de forma similar,
se realizara un breve comentario sobre las distinta s unidades de medida
empleadas por las diversas culturas), que se ha roto de tal forma que su extremo
superior se apoya en el suelo a una distancia de tr  es pies de la base. Se pide
calcular a qué altura se ha producido la rotura del bambl. Fijese en la
representacion del problema mediante el siguiente g rafico ”.

De forma que x+y=10 pies. Tal y como se presume, la resolucién del problema pasa
por resolver la siguiente ecuacién cuadratica:

x* + 3% = (10 — x)?

La metodologia en la busqueda de solucion de este ejercicio sera paralela a la
presentada en el ejercicio 5.2.3.1. Evidentemente, el alumno, como se ha comentado
anteriormente, para nuestro curso escolar de referencia, desconoce el como resolver
ecuaciones cuadraticas, y por lo tanto, al no tener las herramientas adecuadas, el
docente experimentard una estrategia de ensayo-error con diversas longitudes
(medidas en pies) que hagan ver que es posible que encajen (o no) con la resolucion
del problema. Se podran asignar por ejemplo, diferentes valores y comprobar a través
de una tabla, qué ternas son las adecuadas en la busqueda de la solucién. Las
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técnicas empleadas en la resolucién de este ejercicio (siguiente, como de costumbre,
la tabla de referencia 5.1.) son las siguientes: numeros 1, 2, 3, 4, 5 (durante el método
de ensayo-error de busqueda de soluciones nos encontraremos con posibles
soluciones que al no cumplir la igualdad, lo encontrado se correspondera con patrones
de desigualdad), 6, 7, 8, y 10. Toda la institucionalizacion de las técnicas aplicadas
correspondera al docente debido a la novedad de lo presentado.

Otra posibilidad de acercar al alumno a la Antigliedad (en este caso correspondiente
a la cultura egipcia) y a la repercusion del objeto matemético sobre la misma puede
llevarse a cabo mediante el planteamiento del siguiente problema:

» La altura de la gran pirdmide egipcia de Keops es de 146,7 m (el docente
puede proyectar una fotografia de la misma e incluso realizar una comparativa
con otros edificios actuales para reflejar su importancia como monumento
universal de referencia) y el lado del cuadrado de su base es de 230,4 metros.
Calcula la diagonal del cuadrado de la base y la arista de la piramide,
representada en la fotografia 5.1.

o o i -
e — T = e T e

Fotografia 5.1. Pirdmide de Keops.

5.3. PROBLEMAS DE TIPO GEOMETRICO.

5.3.1. Subcampo de problemas de aplicacion del objeto matematico en la creacién de
puzles pitagéricos.

Estamos ante un nuevo campo de problemas que centran sus esfuerzos en plantear
determinados subcampos del mismo donde resulta necesario realizar una
transcripcion gréfica del problema planteado y que sin esa vision geométrica, dichos
problemas no pueden ser abordados dentro de un contexto aritmético o algebraico.

En este subcampo, vamos a detallar la posibilidad de que el alumno realice un puzle
pitagérico donde se constate la comprobacion grafica del Teorema asi como la
aplicacion del inverso del Teorema para interiorizar el rango de aplicacion del objeto
matematico. Evidentemente, en este subcampo, el alumno trabajard con é&reas
preconcebidas ya que la raiz debe corresponderse con el valor geométrico.
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Para ello el problema en cuestién consistira en facilitar al alumno dos hojas
cuadriculadas, como la que se adjunta en la fotografia 5.2.

Fotografia 5.2. Diferentes plantillas para la creacidn de puzles pitagoéricos.

Ejercicio 5.3.1.1. “Con una de las plantillas de la fotografia 5.2, com poén tres
cuadrados que formen un tridngulo rectangulo median te lo que has aprendido
sobre el Teorema de Pitagoras "

Ejercicio 5.3.1.2. Para el docente: “El alumno, dadas tres areas de poligonos
regulares (incluyendo figuras semicirculares), apor tadas de forma cualitativa,
que se han construido previamente — sobre sendos ca  tetos e hipotenusa — sera
capaz de discriminar, con esas areas, la tipologia del triangulo sobre el que se
han construido (el resultado, por lo tanto, puede s er, 0 no, un triangulo
rectangulo) .

Como se ha comentado, el docente aportara al alumno dos materiales de trabajo
para realizar esta actividad. Respecto a la primera construccion, la regla de medicién
va a ser una herramienta imprescindible para realizar la actividad. Mostraremos, a
continuacion en formato fotografico, una posible implementacion de esta actividad.
Notese que se demandara al alumno la construccion de una figura regular respetando
catetos e hipotenusas. Una posible modificacion de la técnica inicial es que en lugar de
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que el alumno recorte las cuadriculas y que éstos hagan encajar, sobre los lados del
tridngulo, las mismas, de cara a construir las areas geométricas y que la comprobaciéon
se realice en funcion de un andlisis cuantitativo (esto es, medir la cuadricula en lugar
de utilizarla como componente puramente geométrico).

Hipotenusa

Cateto 1 -

Cateto 2

=

Fotografia 5.3. Estado inicial en la creacién de un puzle pitagdrico sobre una hoja cuadriculada

De esta forma, podremos tener resultados parecidos a este tipo de implementacion
como se muestra a continuacion, donde la eleccion de la figura poligonal regular es
indiferente de cara a la comprobacion grafica del Teorema (en este caso, se ha
elegido construir pentdgonos sobre las longitudes de los catetos y de la hipotenusa):

e gL NI

afica & |~ Hoja de Calaulo_
Sl 1 [ElEIE
8 | A B
Ei| | Cateto 1
2 | Longitua

3 | hrea 2753

4
Araa de poligonod= 535 5 |

Asea de pollgonod = 27.53

Fotografia 5.4. Ejemplo delfuzle pitagdrico (extensidn)



De esta forma, como ya hemos comentado, tendremos dos formas de comprobar la
veracidad del Teorema de Pitagoras en triangulos rectangulos, bien calculando
numéricamente el area construida y viendo que la suma de las dos mas pequefias
equivalen a la superior o bien calculandolo desde el punto de vista geométrico, con la
inclusion de cuadriculas recordables y viendo que la suma de las cuadriculas que
componen las dos areas mas pequefias equivalen a la composicion del mismo nimero
y tamafo para el area mas grande construida. Asi, de esta forma, tenemos dos
modificaciones de la técnica inicial, en aras de fomentar la creatividad y especialmente
la investigacién ante uno de los subcampos menos rigidos de los que se disponen.

Por ultimo, como alternativa a este primer problema planteado y como medida
auxiliar en la modificacion de las técnicas, podemos plantear un puzle pitag6rico
especifico, de facil comprensién y con una clara vocacién de comprobacion gréfica
directa y simple. El puzle pitagérico a formar seré el que se representa en la siguiente
fotografia.

a
=k
(5]

S\

Figura 5.2. Puzle pitagérico

De esta forma el alumno identificar4 cada area de cada cuadrado construido sobre su
lado con la composicion de 2 6 4 triangulos rectangulos que verificaran que la suma de
las areas de los cuatro que componen sendos cuadrados construidos sobre los catetos
es igual que la suma de los cuatro que componen el cuadrado construido sobre la
hipotenusa (triangulos 1, 2, 3y 4).

Respecto al segundo problema planteado dentro de este primer subcampo
geométrico, podemos afadir que tendremos dos posibles modificaciones de la técnica
inicial de aplicacion del Teorema inverso para hacer notar al alumno la no posibilidad
de incluir otra tipologia de triAngulo que no sea rectangulo en el resultado. La primera
modificacion es aportar al alumno un valor numérico de area con lo que éste sera
capaz de, conocido el poligono regular, poder obtener el lado del mismo y poder
identificar dicho lado con la proyeccion en el triangulo de comprobacién (recordemos
los primeros ejercicios planteados en el primer subcampo de problemas de tipo
aritmético donde el alumno, conocidos los lados de un triangulo, podia clasificar al
mismo en funcién de su tipologia). La segunda modificacién es la aportacion, por parte
del docente (Unico vertebrador en la institucionalizacion de la técnica) de determinadas
figuras geométricas planas regulares proyectadas sobre una plantilla de forma que el
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alumno (es decir que no se da el area sino lo que se da es la construccién grafica de la
figura, de forma explicita) pueda calcular su area realizando mediciones sobre el papel
y encajar dichas figuras en un hipotético triAngulo rectangulo, para su comprobacion.
La inclusién de figuras basicas como triAngulos equilateros, semicirculos, pentagonos
0 hexagonos dara facilidad en el calculo de areas. Estas figuras seran recortables para
que el alumno establezca las triangulaciones que considere oportuno en el logro de
encajar las figuras y probar la suma de areas requerida. Evidentemente, se crearan
grupos de trabajo dependiendo de la flexibilidad del aula y habrd casos en los que el
Teorema inverso se cumpla y otros en los que no, con el objetivo de crear un debate
en el aula sobre la conveniencia en el uso y aplicacion del objeto matematico tratado.

La metodologia de implantacion para ambos problemas sera la creacién de grupos
de trabajo, en formato dinamico, que fomente la discusion y el trabajo grupal del grupo
de alumnos. El profesor ir4 recorriendo los diferentes espacios de trabajo para
coordinar la actividad y responder a las dudas solicitadas. Este subcampo de
problemas fomentard la estrategia de resolucion de los mismos usando las técnicas
nameros 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9y 10, de las especificadas en la tabla 5.1.

5.3.2. Subcampo de problemas asociado al célculo de é&reas en figuras planas.
Herramientas de triangulacion.

Este subcampo de problemas (mas bien de ejercicios) tiene una similitud muy fuerte
con el subcampo 5.2.4, ya que la Unica novedad explicita se corresponde con que el
enunciado no esté extraido de un contexto sintactico sino grafico, requiriendo el mismo
resultado: el célculo de las principales caracteristicas de las figuras planas de
referencia.

A modo de ejemplo, se propondra el siguiente ejercicio a realizar en el aula:

Ejercicio 5.3.2.1. “Calcula el area y el perimetro del siguiente rombo de la figura,
conociendo las longitudes especificadas en la figur a, mediante las diferentes
técnicas que conozcas "

Tenemos diferentes técnicas de resolucion de este ejercicio. Conocida la diagonal
mayor (16 cm) y diagonal menor (12 cm) el alumno podria hacer uso de la férmula
(conocida segun el contexto que especifica el curriculo de 1° de ESO) donde se puede
hallar el area simplemente realizando operaciones mateméaticas basicas (multiplicar
sendas diagonales y dividirlo todo ello por dos). Evidentemente, la modificacién
requerida de esta técnica pasara por realizar una triangulacion del rombo de forma que
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dividamos a éste en cuatro triangulos rectangulos idénticos sobre los que es posible
hallar el valor de la incognita x, y de esta forma poder hallar el perimetro de la figura.

Asi pues, tenemos cuatro triangulos rectangulos similares que se corresponden con
la siguiente figura representada:

6

Aplicamos el Teorema de Pitagoras para conocer el valor de la hipotenusa, usando la
misma metodologia que, por ejemplo, en el ejercicio 5.2.3.1, obteniendo un valor de
X = 10 cm. De esta forma el perimetro se correspondera con 4 X X = 40 cm.

El &rea se correspondera con multiplicar por 4 al area de cada uno de los triangulos
rectangulos como el presentado arriba. Asi pues:

. 1
Area tridangulo = > X base X altura

Y de esta forma, Area total = 4 x Area triangulo = 4 X % X 6 X 8 =96 cm?

Tal y como hemos visto aqui, lo que se ha seguido es una estrategia de triangulacion,
es decir, una descomposicion de una figura mas compleja en otras que se
correspondan, de una forma mas o menos facil, con triangulos y asi poder trabajar
sobre los mismos el objeto matematico de referencia.

Se propondran a los alumnos otro ejercicio de la misma tipologia y metodologia de
resolucion, aunque también convendria recordar (ya se hizo durante la sesion previa a
la introduccion del Teorema en el aula, como se ha explicado en este TFM) las
principales areas de las figuras planas de referencia. Basicamente, lo representaremos
en la siguiente tabla esquemaética.
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+ CUADRADO A=Ixl=F

« RECTANGULO " A=bxh
b
- ROMBO = A=D ;d

+ ROMBOIDE Z h ; A=bxh

B

Fotografia 5.5. Principales areas de las figuras planas de referencia

El ejercicio complementario propuesto serd el siguiente:

» Calcular la altura del siguiente triangulo de la figura 5.3. sabiendo que sus
lados midena=8cm,b=6cmyc=10cm.

|90°
1h
I I
|
A 5 B B
Figura 5.3.

La institucionalizacion y justificacion de las técnicas estardn compartidas por el
docente y el alumno, ya que se le considera con la suficiente destreza y capacidad de
poder abordar este subcampo de problemas (de ejercicios) al disponer de la suficiente
capacidad espacial y de las herramientas correspondientes para valorar la
metodologia de resolucion. Las principales técnicas abordadas a la hora de resolver
esta tipologia de ejercicios seran las correspondientes a los numeros 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8,
9 (especialmente), 10 y 11.
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5.3.3. Subcampo de problemas de indole histérico y de aplicacion a las matematicas
de la vida real.

Realmente en este caso, tendremos una analogia con el subcampo de problemas
5.2.5 ya que la diferencia més notable sera aquella en la que el enunciado del
problema tendr4& una componente geométrica que estudiar, y por lo tanto, se
demandara por parte del alumno un mayor esfuerzo de interpretacion..

Asi pues, en este caso, vamos a ofrecer un problema de indole realista y que pueda
ser utilizado por el docente para acercar las matematicas del dia a dia, donde su
utilidad quede plasmada y que pueda ser aprovechada como herramienta
interdisciplinar entre asignaturas. El problema serd el siguiente:

Ejercicio 5.3.3.1. “Una persona se queria escapar desde lo alto de la T orre
inclinada de Pisa con una cuerda de longitud 60 met ros. Cuando toco el suelo,
esta persona se encontraba a 5 metros de la base de la torre. ¢ Cuanto mide la
pared de la Torre? ".

La resolucion de este ejercicio sera similar a que se ha realizado en el ejercicio
5.2.3.1, de forma similar, sin posibilidad de utilizar otras técnicas ya que, por ejemplo,
se considera desconocido, para este problema en concreto, el angulo que mide la
pared lateral con la perpendicular desde el punto mas alto de la misma. La
metodologia correspondiente a la resolucién de este tipo de problemas puede, como
hemos comentado, hacer que el alumno se acerque a ciertos contextos reales que
puedan fomentar su imaginacion, motivacion y sentido hacia lo que se esta
resolviendo. La justificacion e institucionalizacion de las técnicas resulta similar a lo
especificado en el anterior punto, siendo las técnicas estratégicas en la resolucion de
este tipo de problemas las asociadas con los numeros 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9y 10.

Otros problemas que pueden incluirse en este subcampo de problemas y que seria
conveniente, bien a través del trabajo dentro del aula o bien como tareas programadas
de trabajo autbnomo en casa seran los siguientes que se proponen a continuacion:

» Se pretende colocar cableado navidefio en una calle porticada de una ciudad.
Si los postes sobre los que se sustenta ese alumbrado navidefio miden 6
metros y estan separados diez metros, y la estrella decorativa que se quiere
colocar en el medio del cable suspendido mide un metro de diametro, ¢Podra
pasar por debajo una carroza de cuatro metros de altura?

» Sobre una pared vertical de 16 metros de altura se coloca inclinada una
escalera de 20 metros de longitud, ¢A qué distancia de la pared se encuentra
la base de la escalera?

» Anatiene un jardin rectangular, de 500 metros de largo y 300 metros de ancho,
respectivamente. Se quiere hacer una piscina de forma circular de 100 metros
de radio, ¢ Cuanto terreno le queda para plantar césped?

» Dos aviones despegan de un aeropuerto al mismo tiempo y con direcciones
perpendiculares. El primero lleva una velocidad de 600 km/h y el segundo de
800 km/h. ¢Qué distancia les separaréd pasadas dos horas? Si el alcance de su
radio es de 500 km, ¢ Podran ponerse en contacto al cabo de media hora?
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5.4. PROBLEMAS DE TIPO TECNOLOGICO (COMPONENTE DIGITAL).

El docente buscara el desarrollo de la competencia digital en el alumnado, tal y como
muestra la LOMCE, debido a que se demanda un acercamiento al contexto de
metodologia tradicional al contexto de las nuevas tecnologias. Elaboraremos cuatro
subcampos de problemas, en este sentido, cuya base sera el manejo e
implementacion del software Geogebra. Se presupone que existen los recursos
necesarios para poder llevar a cabo esta practica, bien por el conocimiento del
docente en estos sistemas digitales, bien porque se tienen aulas de referencia donde
se dispone del material necesario para la incursion de este proyecto, y que, en el caso
de este TFM, habra una proposicion en la secuencia didactica de dos sesiones de
cincuenta minutos donde se desarrollardn cada uno de estos cuatros subcampos de
problemas que expondremos a continuacion. Tendremos presente, a lo largo de este
campo general de problemas al autor Manuel Sada (2008) ya que ha sido uno de los
principales articuladores del uso y aplicabilidad de esta herramienta en el contexto de
aula, destacando numerosas aportaciones en diversos ambitos de las matematicas
como puedan ser problemas de optimizacion, trigonomeétricos, conicas, fractales o el
objeto matemético que nos ocupa, por ejemplo.

De hecho, el uso de este software y las dos sesiones programadas con los alumnos
seran usadas para la elaboracién de una de las preguntas requeridas en la prueba
evaluativa final, destacando asi su importancia dentro de la Programacién Didéactica y
de los contenidos que desarrollen la nueva competencia digital en el curriculo escolar.

La metodologia de implantacion de los contenidos a seguir en los cuatro subcampos
sera similar para cada uno de ellos. El alumno recibir4 una breve exposicion por parte
del docente en el manejo y en el recordatorio del resultado principal que arroja el
Teorema de forma que la institucionalizacion de las técnicas quedara, en un primer
momento supeditado a lo ofrecido por el profesor para, gradualmente, pasar al ambito
del alumnado ya que se fomentara, en este sentido, discusiones sobre qué es
necesario para que funcione el objeto mateméatico (o no, resaltando el Teorema
inverso) o qué cortes, por ejemplo, de las figuras formadas con la herramienta seran
necesarios para realizar la demostracion, como veremos en el punto 4.3.

El profesor aportara toda la ayuda necesaria para dar respuesta a los inquietudes de
los alumnos, dejando, como se ha dicho, espacio para la creatividad, la investigacién y
el aprendizaje por descubrimiento. Las técnicas empleadas en la resolucién de cada
uno de los subcampos seran globales, de forma que se van a utilizar las doce
propuestas en la tabla 5.1, siendo, por lo tanto, este campo de problemas uno de los
mas completos y a tener especialmente en cuenta a la hora de disefiar las sesiones
didacticas correspondientes a nuestro objeto matemético (de ahi la necesidad de
inclusibn de un contenido especifico como pregunta de examen, por ejemplo,
preguntando mediante la inclusion de diferentes capturas de areas cuadraticas
realizadas con la herramienta Geogebra (software matematico informatico libre creado
por Markus Hohenwarter en 2001) ver qué tipo de triangulo se dispone en relacion a
esas areas presentadas).
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5.4.1. Subcampo de problemas asociados a la comprobacién del Teorema de
Pitagoras utilizando la herramienta informatica Geogebra.

En este ambito, se ofrecera al alumno la posibilidad de comprobar (con una clara
distincién entre lo que pueda ser una animacién — o demostraciones dindmicas - y una
comprobacion) el cumplimiento del Teorema. En este caso, se procederd a explicar
cada una de las comprobaciones aportadas que nos van a introducir en la idea de
demostrar de forma mas rigurosa el resultado. Las animaciones, ya realizadas, pueden
ser muy interactivas y didacticas aunque pierden la creatividad y el componente
intrinseco de investigacion que el docente (y el alumno) puede llegar a demandar por
lo que el libre manejo de la aplicacion se antoja fundamental ain con el riesgo de
cometer algln error en su uso, debido a la falta de soltura previa.

Aqui el docente realizara la siguiente pregunta al alumno para favorecer la discusion
y el feedback entre alumno y profesor. No estableceremos relacion sobre las posibles
respuestas esperadas en cada uno de los casos debido a la amplitud de las
respuestas y a que se trata de dar una vision general de lo que se podria requerir.

Ejercicio 5.4.1.1. “¢ Qué relacion cumplen las &reas de los cuadrados co  nstruidos
sobre los lados del triangulo de la figura 5.4?;,C6m 0 es ese triAngulo? .

Area = 13
. o
Area = d 4
. .
Area = 0
Figura 5.4.

Los alumnos deberan manejar con soltura las técnicas especificadas en la Tabla 5.1
para poder dar respuesta a lo preguntado. De esta forma, su conocimiento sera pleno
y la visibn general que ofrece esta herramienta podra ser utilizada con toda su
amplitud,
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5.4.2. Subcampo de problemas asociados a la no aplicabilidad del Teorema de
Pitagoras utilizando la herramienta informatica Geogebra. Inverso del
Teorema.

Es posible encontrar numerosas animaciones en las que comprobamos el
funcionamiento del objeto matematico que nos ocupa pero, para lograr una mayor
amplitud en los casos especificos donde se puede usar, lanzaremos al alumno estas
preguntas, que se muestran a continuacion en forma de ejercicio, para que puedan
responder a las mismas y conocer que el resultado general no es valido para
tridngulos que no sean rectangulos (es decir, acutangulos u obtusangulos).

Ejercicio 5.4.2.1. “Enlazando con la pregunta anterior, ¢Qué ocurriria si el
triangulo que se tiene no fuera rectangulo, como el mostrado en la figura 5.5?,
¢Podrias sumar las areas que aparecen en dicha figu ra? Investiga de qué
depende que el cuadrado del area verde sea mayor, m enor o igual que la suma
de las &reas de los otros dos cuadrados més pequefio  s”.

i
i

o
l'..l ﬁ-l:EE ."|_
._15. :
10.68
Figura 5.5.

El alumno respondera a esas preguntas con el afdn de que sea capaz, de forma
auténoma de ver que cuando la suma de las areas no equivale al 4&rea mayor es
porque el angulo formado por los catetos no forma 90°. Gracias a la precisién de la
herramienta se puede llegar a &ngulos muy préximos al angulo recto pero aun asi, por
infima que sea la cantidad que haga que no se cumpla el Teorema, el alumno sera
capaz de ver esta evidencia.

5.4.3. Subcampo de problemas asociados a la demostracion del Teorema de
Pitagoras.

Como ya hemos comentado en apartados precedentes, el Teorema de Pitagoras
resulta ser el Teorema con mas demostraciones a lo largo de la Historia de las
Matematicas. Se ha hablado de diversas demostraciones con nombre propio pero se
elegira en este caso la demostracion de Pappus para realizar mediante una animacién
correspondiente el requerimiento del alumno de que investigue, moviendo la
animacién a su antojo (via punto cursor) y razone qué se puede decir de los diferentes
cuadrilateros que van apareciendo durante el uso de la interaccion (esto podria llegar
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a ser catalogado como ejercicio 5.4.3.1) y de los diferentes cortes que aparecen a lo
largo del manejo viendo qué es necesario que se cumpla para darlo forma.

Fotografia 5.6. Diferentes pasos a seguir en la Demostracion de Pappus.

5.4.4. Subcampo de problemas asociados a la extensién del Teorema de Pitdgoras.

En este caso, como ya se ha visto durante el campo de problemas geométrico, se
probara la aplicabilidad del Teorema para diversas figuras planas que no sean siempre
cuadrados. Con ello se pretende que el alumno conozca otras vertientes y la
flexibilidad que se ofrece a la hora de probar el resultado final. En este caso, se
trabajara siempre sobre triAngulos rectangulos. Se elegiran dos tipologias de figuras
planas para extender el Teorema: pentagonos regulares y semicirculos, de forma que
plantearemos sendas preguntas a nuestro grupo de referencia de 2° de ESO:
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Ejercicio 5.4.4.1. “Investiga de qué depende que el area del pentdgono  rojo de la
figura 5.6 sea mayor, menor o igual a la suma de la s areas de los otros dos.
¢Encuentras alguna relacion entre la figuray el Te  orema de Pitagoras? .

Ejercicio 5.4.4.2. “, Y en la figura siguiente (Figura 5.7) podrias deci  r lo mismo?

Figura 5.6. Extension del Teorema de Pitagoras

Figura 5.7. Extension del T2 Pitagoras
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Asi pues, el alumno podra caer en la cuenta de que la comprobacién del Teorema no
es propiedad exclusiva de areas cuadraticas y, evidentemente, al conocer las
connotaciones del Teorema inverso, es posible generalizar la figura triangular en toda
su amplitud para que el alumno investigue sobre la conveniencia o no de la aplicacion
del objeto matematico que nos ocupa.

Una vez finalizando el estudio de los diferentes campos de problemas encontrados a
lo largo de un curso de mateméticas de 2° ESO en el desarrollo y aplicacion del
Teorema de Pitdgoras, podemos resaltar que en numerosas ocasiones se tiende hacia
una componente algebraica, perdiendo la componente geométrica en lugar de
compatibilizarla con la anterior.

También me gustaria comentar que para lograr una fijacién real de los conceptos
adquiridos y de las destrezas requeridas es necesario reforzar el trabajo de aula con
tareas especificas de cada uno de los subcampos de trabajo como herramienta de
trabajo autbnomo del alumno en casa. Es por ello que se han afiadido ejercicios y/o
problemas auxiliares a lo largo de este quinto apartado del TFM con esa intencion.

La implementacion del objeto matematico, como se ha comentado, con la
incorporacién de las TIC s puede lograr un efecto enriquecedor a la vez que motivador
del alumno en el aula ya que su préactica puede resultar novedosa para romper con la
metodologia tradicional de tiza y pizarra.

Por ultimo, antes de incluir una breve tabla descriptiva que aglutine el resumen de lo
establecido en esta quinto apartado de forma resumida, pasaremos a concluir que la
descripcion de los cuatro campos de problemas planteados tienen cabida en la
clasificacién realizada por Blanco (1993) sobre los diferentes campos de problemas
gque aparecen (ocho en total), en general, dentro de una asignatura de matematicas.

Es por ello que, por ejemplo, aparecen problemas de reconocimiento (con la
demanda del docente acerca de la nomenclatura de las principales caracteristicas de
un triangulo), problemas de repeticidon (como todos los referenciados por similitud al
ejercicio 5.2.3.1), de traduccioén del contexto matematico a las matematicas de la vida
real (uso de las ternas pitag6ricas como herramienta de apoyo en problemas
actuales), problemas de mezclas (aquellos que conjugan la componente algebraica y
geomeétrica), problemas relativos a investigacion matematica (probar por ejemplo,
gue el Teorema de Pitdgoras es valido para cualquier tridngulo), problemas derivados
de situaciones reales (problema de la tirolina), problemas relativos a puzles
(creacion de un puzle pitagérico, de forma manual o a través de Geogebra) y
problemas con componentes historicos  (problema del bambu en la Antigua China).
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A continuacioén, pasaremos a mostrar en formato de tabla la relacién existente entre
los campos de problemas planteados, los subcampos de problemas asociados a los
mismos, los ejercicios propuestos y las técnicas a utilizar en cada uno de los mismos
(siguiendo como referencia aquellas técnicas mostradas en la tabla 5.1).

CAMPO PROBLEMAS | SUBCAMPO | EJERCICIO TECNICAS
1 5.1.1 5111 1,2,4,5,7,10
1 511 5.1.1.2 1,2,4,5,7,10
1 511 5.1.1.3 1,2,4,5,7,10
1 5.1.2 5.1.2.1 1,2,4,5,7,10
1 5.1.2 5.1.2.2 1,2,4,5,7,10
1 5.1.2 5.1.2.3 1,2,4,5,7,10
1 5.1.3 5.1.3.1 1,3,5,7,10
2 5.2.1 GENERAL | 2,6,8,9
2 5.2.2 GENERAL | 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
2 5.2.3 5.2.3.1 1,2,3,5,6,7,8,10
2 5.2.3 5.2.3.2 1,2,3,5,6,7,8,10
2 5.2.4 5241 1,2,3,5,6,7,8,9,10
2 5.2.4 5.2.4.2 1,2,3,5,6,7,8,9,10
2 5.2.5 5.25.1 1,2,3,5,6,7,8,10
2 5.2.6 5.2.6.1 1,2,3,4,5,6,7,8,10
3 5.3.1 5.3.1.1 1,2,3,4,5,7,8,9,10
3 5.3.1 5.3.1.2 1,2,3,4,5,7,8,9,10
3 5.3.2 5.3.2.1 1,2,3,5,6,7,8,10
3 5.3.3 5.3.3.1 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
4 54.1 541.1 TODAS
4 5.4.2 5421 TODAS
4 5.4.3 5431 TODAS
4 5.4.4 5441 TODAS
4 54.4 5.4.4.72 TODAS

Tabla 5.2. Cuadro-resumen campo problemas y técnicas establecidas
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6. Sobre la secuencia didactica y su cronograma.

6.1. Indica la secuenciacion de las actividades propuestas en los apartados anteriores.
6.2. Establece una duracién temporal aproximada.

6.1. INDICA LA SECUENCIACION DE LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS EN LOS
APARTADOS ANTERIORES.

En este apartado acudimos a la Norma para conocer qué tipo de finalidad se
persigue, desde el punto de vista del curriculo, con el campo de problemas y ejercicios
para un curso de 2° de ESO. El curriculo expresa, de forma directa, que las
actividades que se buscan tienen que tener tres finalidades: una formativa (donde el
alumno desarrolle capacidades de caracter general, como clasificar, generalizar,
estimar, abstraer o argumentar) con un desarrollo explicito de las capacidades de
razonamiento logico, deductivo, analitico o analdgico; otra funcional, dando una
respuesta de las mateméaticas a situaciones de la vida cotidiana y por ultimo, una
finalidad instrumental, con un desarrollo y formalizacion de ciencias experimentales,
tecnoldgicas y sociales.

Asi pues, la mayor parte de las secuencias de actividades propuestas en este
apartado tendrdn un marcado caracter formativo (aunque en este sentido se puede
generalizar ya que cualquier actividad tendrd intrinseco dicho caracter), si bien existira
un grupo de problemas y/o ejercicios que marquen el espiritu funcional (andlisis de
problemas reales, que podemos encontrarnos en nuestro dia a dia). EI ambito
instrumental estard representado, por ejemplo, con las dos sesiones llevadas a cabo
mediante el software matematico (herramienta Geogebra) que facilite la comprensién y
el espiritu critico del alumno.

Asi pues, vamos a establecer una secuencia concreta de actividades, valorada en
nueve sesiones de trabajo, en el desarrollo de nuestro objeto matemético a tratar, que
explicaremos a continuacion, para posteriormente realizar una tabla-resumen donde
gueden especificados tanto la duracion como los contenidos asociados a cada sesion
y que enlazan con el apartado anterior relativo al campo de problemas, técnicas y
tecnologias asociadas:

« Sesion N° 1: Prueba inicial de contenidos. Correccion. Recordatorio de la
nomenclatura durante la propuesta didactica.

Como se ha especificado, no ocupara toda la sesién de trabajo ya que, una vez
finalizada ésta se procedera a la correccion de la misma, con especial hincapié
en la nomenclatura a realizar, teniendo unos minutos especificos para recordar
esta tarea. Se requerird por parte del alumno (trabajo de observacion de cara al
docente) qué puntos de la prueba han sido de especial dificultad para el grupo
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de referencia. El docente tendra libertad para reestructurar los contenidos si asi
fuera necesario, por causa de fuerza mayor ante una falta de base solida de
contenidos. Vamos a presuponer que esta carencia no aparece, por lo tanto.

Sesion N° 2: Creacion de puzles pitagoricos. Composicion de éareas
cuadréticas en la formacion de triangulos. Clasificacion de tridngulos.

Durante esta sesion el alumno dispondra de herramientas gréficas, en el aula
de referencia, que le ayudaran en la construccion de puzles pitagoricos segun
el campo de problemas 5.3 (subcampo 5.3.1). Esta primera aproximacion se
realizara de forma geométrica puesto que puede resultar mas facil en cuanto a
la visualizacibn de lo demandado. Se usara una plantilla cuadriculada
recortable y una regla de medicién. No todos los alumnos dispondran de las
mismas figuras a implementar sino que se puede reorganizar la clase en
grupos de alumnos expertos que trabajen sobre una figura concreta y
determinada. Asi algunos resultados coincidirdn y otros no, con el objetivo de
generar un debate y una puesta en comun sobre lo acontecido ya que no se
conoce el resultado tedrico de lo que ocurre, todavia. La metodologia a llevar a
cabo se realizard mediante una explicacion oral del docente, con la
participacion del alumno cuando éste lo considere oportuno, con objeto de
mejorar el clima social del aula (ya que, con este tipo de sesiones se busca una
estrategia de choque frente a la metodologia tradicional) y a favor de la lucha
contra la posible falta de interés del grupo de referencia. Esta tonica sera
general a lo largo de todas las sesiones. Como ya se ha especificado en el
campo de problemas, los alumnos realzardn un puzle pitagérico, durante esta
sesion, de forma manual, con los recursos ofrecidos por el docente y que
conllevara la comprobacion del Teorema, asi como del Teorema inverso, sin
que el alumno sea consciente de que lo que realmente esta aplicando es el
resultado tedrico que conocera de forma expresa en la cuarta sesiéon. El
docente puede realizar alguna breve introduccion de la representacion llevada
a cabo por el alumno.

Sesion N° 3 : Manejo del software informatico Geogebra. Comprobacion digital
de lo realizado de forma manual en la segunda sesion. Comprobacion de los
contenidos. Visualizacion de animaciones.

Con esta sesion, buscamos una mayor interactividad por parte del alumno. Se
creara un espacio de trabajo en el aula de informética en el Centro Educativo
de referencia. Se utilizara el software Geogebra, de facil manejo, para fijar lo
aprendido hasta la fecha y unir la competencia matematica y digital,
demandadas por el curriculo escolar, utilizando y manejando las TIC’s. Con
esta actividad lo que se realizara sera la creacion de un puzle pitagorico, de la
misma forma que se realizd durante la sesion previa (se intentara fomentar el
uso de figuras cuadraticas sobre los lados de los triAngulos obtenidos ya que la
extension del Teorema se tratard en la sesion nimero siete). Los alumnos se
sentardn por parejas frente a un ordenador, si la disponibilidad del aula lo
permite, y trabajaran realizando un puzle pitagérico y un contraejemplo para
fomentar el inverso del Teorema (obteniendo triangulos acutangulos y
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obtusangulos), sin que el alumno sea consciente de que esta aplicando el
objeto matematico que nos ocupa sino que tome esta dindmica como un juego
de descubrimiento y exploracion inicial. El alumno podra corroborar, de forma
personal, grupal e interactiva, la solucién de la sexta pregunta de la prueba
inicial llevada a cabo durante la primera sesion. Se busca esta primera sesion
informatica para extender lo discutido sobre el papel, en la segunda sesion.

Sesiébn N° 4: Introduccién teorica (formal) del Teorema de Pitagoras.
Clasificacién del triangulo en funcién de la longitud de sus lados. Célculo de la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo, conocidos los catetos.

Durante esta sesion, el alumno tendra la posibilidad de conocer el resultado
tedrico del Teorema. Se propondra una serie de ejercicios del campo de
problemas aritmético de forma que el alumno sea capaz de realizar de forma
cuantitativa lo que comprobd gréficamente sobre el papel (bien a través de
figuras cuadraticas o bien a través de otra serie de figuras poligonales
regulares planas caracterizadas por una determinada longitud o area. Para
finalizar la sesion, se propondra un ejercicio de aplicacion directa del objeto
matematico que consistira en introducir uno de los lados del tridngulo (en este
caso la hipotenusa) como variable para trabajar con incognitas.

Sesiones N° 5: Introduccion historica del Teorema (Teoria). Aplicacion de
problemas de indole histérica y de aplicacibn de las matematicas a la vida
cotidiana.

Durante esta sesion, el docente elaborara un breve discurso histérico que haga
ver al alumno las connotaciones que el Teorema de Pitagoras ha tenido a lo
largo del tiempo, resaltando las principales Antiguas Civilizaciones que han
hecho uso del mismo. Se desarrollard el ejercicio 5.2.6.1 catalogado como
ejercicio de componente historico por aparecer en antiguos Tratados de la
cultura china, como se coment6 en el apartado correspondiente. Asimismo, se
abordardn tanto el campo de problemas algebraico y geométrico en la
implantacion de los contenidos, y que acerque el contexto de las matematicas
a la vida real, como se especificara en la Tabla 6.1. Se propondra una bateria
de ejercicios de cara al trabajo autbnomo en este sentido y para sendos
subcampos de problemas que el docente escogera entre los planteados dentro
del apartado anterior.

Sesién N° 6: Recordatorio de la formulacion de las principales areas de las
figuras planas. Herramientas de triangulacion. Célculo de é&reas de figuras
planas basandose en el Teorema de Pitagoras.

En esta sesién se calcularq, mediante métodos de triangulacion, el area y
perimetro de las principales figuras geométricas planas (incluyendo una breve
explicacién previa, inicial y teo6rica, a modo de recordatorio, sobre la
circunferencia y el circulo, ya que se usara en el contexto de la extension del
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Teorema). Ademas de introducir las férmulas explicitas correspondientes, se
fomentara la originalidad y la creatividad por parte del alumno en la busqueda
de alternativas a la hora de encontrar la solucién, basadas en la aplicacion de
la triangulacion como herramienta y estrategia para resolver problemas. Se
tendrd un especial énfasis en las figuras geométricas del rombo y del trapecio,
como se refleja en los ejercicios seleccionados para esta sesion. Se incidira en
el acompafiamiento de las unidades de medida para cada resultado obtenido.

 Sesion N° 7: Segunda sesion con el software informético Geogebra.
Demostracion y extension del Teorema de Pitdgoras.

Durante esta sesion, el alumno avanzara en los contenidos que ofrece esta
herramienta digital. Mediante una animacion (resulta especialmente interesante
la dicotomia entre la demostracion y la comprobacion) interactiva el alumno va
a poder manejar la demostracion seleccionada por el docente, de las multiples
que existen. En principio, el alumno abordara la demostracién de Pappus, tal y
como se vio en el campo de problemas correspondiente. Asimismo, el alumno
extendera el resultado del Teorema de Pitagoras a otras figuras planas,
estableciendo, varios grupos de trabajo para que cada grupo trabaje con una
figura determinada (fundamentalmente poligonos regulares y/o semicirculos)
aunque el docente quedara abierto a cualquier proposicién y sugerencia por
parte del alumno.

» Sesion N° 8: Actividad de trabajo colaborativo. Calculo de &reas de figuras
planas utilizando, exclusivamente, el Teorema de Pitdgoras. Competicion.

Esta sesion, justo con las dos sesiones en el aula de informatica, se
correspondera con la sesidon mas interactiva de las llevadas a cabo a lo largo
de las nueve sesiones de trabajo. Se destinard a realizar una actividad de
trabajo cooperativo con una pequefia competicion entre grupos de trabajo con
la idea de trabajar lo aprendido durante la sesibn niumero seis en el célculo de
areas de figuras planas.

La metodologia de actuacién se recoge a continuacion, referente a esta actividad
colaborativa. Se busca realizar una pequefia competicion en parejas que fomente el
espiritu critico, el disefio de un buen trabajo, la colaboraciébn entre comparieros, la
mejora del clima social y la gestién del tiempo (fundamental en esta actividad ya que
uno de los principales problemas que se puede detectar, a priori, en el alumnado es la
ansiedad creada ante una tarea que esté acotada temporalmente, es decir,
fundamentalmente, un examen).

La actividad durara 50 minutos, como se especificard en la tabla-resumen
posteriormente afiadida, y se estableceran grupos de trabajo asociados por parejas
que deben ir elaborando el desarrollo de los ejercicios cuyo enunciado se plantee en la
pizarra. Cada grupo de alumnos dispone de siete minutos para resolver cada uno de
los problemas (calculo de areas). El protocolo de actuacion es el siguiente: el profesor
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expone y redacta el enunciado en la pizarra; Una vez aclaradas todas las dudas
surgidas, se pone el cronbmetro en marcha y se da paso al trabajo colaborativo de
cada pareja ; Los grupos van levantando la mano cuando consideran que han resuelto
completamente el ejercicio; El profesor se acerca a la mesa y constata y si
efectivamente est4d desarrollado en su totalidad y forma exitosa; El profesor
establecera un ranking con las parejas que mas rapidamente han resuelto cada uno de
los ejercicios. A los siete minutos el profesor, en la pizarra, borra el enunciado
precedente y se comienza un nuevo ejercicio. Para la realizacion de la actividad se
valorara, de forma vinculante, el hecho de que la pareja trabaje de forma coordinada y
que sendos miembros realicen aportaciones. El hecho de establecer los grupos de
trabajo, previamente, puede llegar a crear un buen clima de trabajo ya que el alumno
se encuentra comodo con su pareja de trabajo.

Esta tarea (o en definitiva, juego) se basa en el calculo de areas desarrollando de
algun modo la implantacion del Teorema de Pitagoras (no la aplicacion directa de la
féormula de resolucion, como comentamos en el encabezado). Ejercicios como el
célculo del area de un triangulo escaleno , el célculo del area y el perimetro de un
cuadrado conocida su diagonal, el area y perimetro de un rombo o el calculo del area
y el perimetro de un trapecio isésceles estardn presentes durante la dinamica,
aunque la eleccion de estas figuras geométricas quedara supeditado a lo observado
por el docente en el aula durante la sesion previa (nUmero seis) a ésta, pudiendo
variar dicha eleccion en funcién de las dificultades encontradas a lo largo de la
explicacion de los contenidos en la sesion nimero seis, previa a ésta. Se elegiran
aquellas figuras propuestas en el campo de problemas correspondiente especificado
en el apartado anterior.

* Sesién N° 9: Prueba evaluativa final. Examen.

Los efectos (soluciones tedricas esperadas) que se buscan, y que el docente tendra
gue evaluar al final de la implantacién de este conjunto de sesiones, en el proceso de
ensefianza-aprendizaje del Teorema de Pitdgoras son los siguientes:

Fijacion del concepto teorico

Conocimiento de la nomenclatura y posicionamiento en un &mbito geométrico.
Creacion de expectativas y busqueda de soluciones alternativas .

Aplicacién del campo de problemas a un contexto de la vida real .

Motivacidén extrinseca e intrinseca.

Resolucion analitica y geométrica .

Aprendizaje significativo y autbnomo.

Creacion de propuestas e interactividad en el aula.

Uso de las nuevas tecnologias en el desarrollo de dicho campo de problemas.
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6.2. ESTABLECE UNA DURACION TEMPORAL APROXIMADA.

La secuencia didactica planteada tendra una duraciobn de nueve sesiones de
cincuenta minutos cada una. De forma mas concreta, pasaremos a concretar cada una
de las mismas, en forma de tabla-resumen que clarifique como va a ser este reparto
temporalmente. Asimismo, conjugaremos los ejercicios y/o problemas del apartado
anterior relativo al campo de problemas, técnicas y tecnologias, respetando la
numeracion y la clasificacion adquirida. Por lo tanto, la tabla quedaréa establecida con

la siguiente forma:

SESION CONTENIDO EJERCICIO PROPUESTO | DURACION
1 Prueba inicial Conocimientos previos 30 min.
1 Prueba inicial Correccion de la prueba 15 min.
1 CP5.2SCP5.2.1 Teoria nomenclatura 5 min.
2 CP5.3SCP5.3.1 E5.3.1.1 20 min.
2 CP5.3SCP5.3.1 E5.3.1.2 30 min.
3 CP5.4SCP5.4.1 E54.1.1 25 min.
3 CP5.4SCP54.2 E5.4.2.1 25 min.
4 Teoria Introduccién Teorema de Pitagoras 10 min.
4 CP5.1SCP5.1.1 E5.1.1.1 10 min.
4 CP5.1SCP5.1.1 E5.1.1.3 10 min.
4 CP5.1SCP5.1.2 E5.1.2.1 10 min.
4 CP5.1SCP5.1.2 E5.1.2.3 5 min.
4 CP5.2. SCP5.2.3 E5.2.3.1 5 min.
5 Teoria Introduccidn histérica 10 min.
5 CP5.2SCP5.2.6 E5.2.6.1 15 min.
5 CP5.2SCP5.25 E5.251 10 min.
5 CP 5.3SCP5.3.3 E5.3.3.1 15 min.
6 Teoria Recordatorio area figuras planas 10 min.
6 CP5.2SCP5.24 E5.2.4.1 10 min.
6 CP5.2SCP5.24 E5.2.4.2 20 min.
6 CP5.3SCP5.3.2 E5.3.2.1 10 min.
7 CP5.4SCP5.4.3 E5.4.31 25 min.
7 CP54SCP5.44 E5.4.4.1 25 min.
8 CP5.2 Trabajo cooperativo 25 min.
8 CP5.3 Trabajo cooperativo 25 min.
9 Examen final Prueba teérico-practica 50 min.

Tabla 6.1. Cuadro-resumen cronologia secuenciacién (Leyenda: CP = CAMPO DE PROBLEMAS, SCP =
SUBCAMPO DE PROBLEMAS y E = EJERCICIO).

Por ultimo, me gustaria resaltar la creacion de una bolsa de tiempo dedicado al
trabajo autbnomo en casa, después de cada sesion de trabajo, con objeto de asimilar
lo aprendido y de ser usado como actividad de refuerzo.

Se elaborara una lista, que no se presentara a continuacion debido a la flexibilidad
del grupo de alumnos que el docente puede encontrarse durante la implantacion de las
sesiones de trabajo. Quedarda a su juicio el grado de dificultad de los ejercicios
demandados para este trabajo autonomo, estableciendo un objetivo realista y acorde
con lo observado en el aula. De esta forma, a los 450 minutos de trabajo presencial
establecidos en este apartado (nueve sesiones de cincuenta minutos cada uno) se
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estima la suma de 30 minutos por cada jornada de trabajo autébnomo (esto es 150
minutos totales, a razén de cinco actividades propuestas) por lo que la suma total de lo
propuesto en esta guia se corresponde con un total de 600 minutos, es decir, diez
horas de trabajo..

Notese, para finalizar, que el docente quedara abierto a cualquier proposicion del
alumno, bien durante el trabajo de aula o bien durante el proceso de tutorizacién del
mismo.
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7. Sobre la evaluacion del contenido.

7.1. Disefia una prueba escrita (de una duracidn aproximada de una hora) que evalue el
aprendizaje realizado por los alumnos.

7.2. {Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matematico pretendes
evaluar con cada una de las preguntas de dicha prueba?

7.3. ¢Qué respuestas esperas en cada uno de las preguntas en funcidn del conocimiento de los
alumnos?

7.4. {Qué criterios de calificacién vas a emplear?

o~ 0w N PE

Contendré los siguientes apartados:

Disefio de una prueba escrita.

Aspectos del conocimiento sobre el objeto matematico de referencia.
Presuncion en las respuestas dadas por el alumno.

Criterios de calificacion .

Gestion de los resultados vy calificaciones obtenidas.

Asi pues, iremos desarrollando punto a punto cada uno de estos aspectos, bajo el
prisma de nuestro objeto matematico de referencia: Teorema de Pitdgoras vy
aplicaciones en el célculo de areas dentro de un contexto de 2° de Educacién

Secundaria Obligatoria

7.1. DISENA UNA PRUEBA ESCRITA (DE UNA DURACION APROXIMADA DE UNA
HORA) QUE EVALUE EL APRENDIZAJE REALIZADO POR LOS ALUMNOS EN LA
PROPUESTA DIDACTICA DEL TFM.

La prueba tendra una duracion de cincuenta minutos (duracién se una sesion real en

un Centro Educativo de referencia) y las preguntas de la misma se presentan a

continuacion, acompafiados de su puntuaciéon (sobre diez) correspondiente.
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Finalmente no se ha optado por incluir un ejercicio relativo a la actividad llevada a

cabo con la herramienta informatica Geogebra:

Problema 1 (2 puntos). Halla la longitud de los lados desconocidos (en

centimetros) de los siguientes tridngulos rectangulos

13

12

Problema 2 (1,5 puntos). Determina si los siguientes triAngulos, conocidos los lados

son rectangulos , acutangulos u obtusangulos :

a) a=15cm,b=17cmyc=8cm.
b) a=10dm,b=8dmyc=5dm.
c) a=5m,b=10myc=9m.

Problema 3 (1,5 puntos). Calcular el area y el perimetro de un cuadrado , conociendo

que su diagonal tiene un valor de d = 18 cm.
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Problema 4 (2 puntos). Conocido el siguiente trapecio is6sceles de la figura, calcular

el perimetro y el area del mismo.

& cm

5 cm, Secm

10 cm

Problema 5 (3 puntos). Calcula el area y el perimetro de la parte sombreada,

sabiendo que la circunferencia tiene unradio de 18 cm.

N
y

7.2. ¢QUE ASPECTOS DEL CONOCIMIENTO DE LOS ALUMNOS SOBRE EL OBJETO

MATEMATICO PRETENDES EVALUAR CON CADA UNA DE LAS PREGUNTAS DE
DICHA PRUEBA?

Entre otros aspectos:

- Sefiala los campos de problemas, las técnicas y las tecnologias que evalia cada
pregunta.

- Sefala cuales son las tareas principales objeto de la evaluacion de cada pregunta,
asi como las tareas auxiliares especificas y generales.

- Sefala con qué estandares de aprendizaje de la LOMCE se podrian relacionar cada
pregunta de la prueba.
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Asi pues, respecto a esta apartado se tiene que explicar qué se ha pretendido con
cada una de las preguntas. Evidentemente, se tratan de ejercicios practicos que
conlleven una aplicacién del resultado teérico del Teorema de Pitdgoras. Buscamos
establecer una prueba que presente los contenidos de la misma desde un aspecto
més especifico (de aplicacién directa) a uno mas general.

Como se ha presentado, tenemos un campo de problemas (si bien seria mas
conveniente referirse a un campo de ejercicios , salvo la pregunta niumero cinco)
donde queda patente lo explicado durante las sesiones teorico-practicas de nuestro
objeto matematico. Con la primera pregunta, buscamos hallar la hipotenusa y el cateto
de sendos tridngulos rectdngulos; Con la segunda pregunta, buscamos clasificar los
triangulos segun su tipologia en funciéon de sus tres lados (pregunta de aplicacién
directa de los contenidos matematicos establecidos para un curso de 2° ESO segun el
BOA n° 65); Con la tercera y cuarta pregunta buscamos calcular areas de dos figuras
planas tipo y con la quinta se busca demandar al alumno una mayor originalidad ala
hora de resolver un nuevo problema de célculo de &reas.

Respecto al campo de problemas (tareas), técnicas y tecnologias a tratar en cada
pregunta, tenemos que las dos primeras tienen que ver con el enfoque practico de
las matematicas mientras que las tecnologias se basan en el discurso matematico
que interpreta a dicha practica.

Vamos desarrollando pregunta a pregunta la explicacion a lo demandado:

Pregunta N° 1 :

La tarea consistira en la resolucibn de una aplicacion directa del Teorema de
Pitagoras: hallar la hipotenusa conocidos los catetos y hallar la longitud de un cateto
conocida la hipotenusa y el otro cateto, en sendos triangulos rectangulos. La técnica
utilizada consistira en aplicar el resultado del Teorema de Pitagoras (ya que se trata de
triangulos rectangulos) asi como de las operaciones elementales (sumas, restas,
potencias y raices cuadradas) y resolver ecuaciones de segundo grado. La tecnologia
utilizada serd el propio de Teorema de PitAgoras como base teédrica en la resolucion
del ejercicio.

Pregunta N° 2 :

La tarea que aparece sera la clasificacion de triangulos en funcion de la longitud de
sus lados (triangulos acutangulos, obtusangulos y rectangulos). Como técnica,
nuevamente volvemos a aplicar los resultados del teorema de Pitagoras asi como de
las operaciones basicas anteriormente presentadas (aunque aqui aparece el concepto
de igualdad y desigualdad de ecuaciones). La tecnologia utilizada serd la teoria
expuesta durante las sesiones tedrico-practicas de la asignatura de clasificacion de
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tridngulos, tanto desde el punto de vista geométrico como analitico, y que establece el
curriculo escolar para un curso de 2° ESO (precedente al curso en el que nos
encontramos). Se asocia a la posibilidad de aplicar el inverso del Teorema.

Pregunta N° 3 :

Nos encontramos con un ejercicio de aplicacion practica. La tarea consiste en buscar
el area y el perimetro de un cuadrado conocida su diagonal. Evidentemente la técnica
utilizada varia con respecto a las preguntas anteriores ya que este ejercicio (no puede
considerarse problema) demanda un andlisis grafico en el célculo de areas. El
alumno buscard triangulos rectangulos en la figura de forma que pueda calcular el lado
del cuadrado y por ende, lo preguntado. La tecnologia utilizada combinara el Teorema
de Pitagoras (aunque la resolucion a esta pregunta puede realizarse sin aplicar el
objeto matematico, si bien se requerird al alumno su uso) con el conocimiento del
alumno de lo que implica la diagonal de un cuadrado asi como el calculo de su area y
perimetro.

Pregunta N° 4 :

En esta pregunta, similar a la tercera, el alumno se enfrenta a la tarea de calcular el
area y el perimetro de un trapecio isésceles en un intento de llevar la teoria implicita
en el Teorema de Pitdgoras a la practica. Las técnicas utilizadas conllevaran la
necesidad de discriminar el area global de la figura en un sumatorio de areas que el
alumno sea capaz de calcular geométricamente el célculo de dichas areas y el empleo
de operaciones bésicas. La tecnologia puede (y debe) corresponderse con la
aplicacion del resultado del Teorema de Pitagoras para conocer la altura del trapecio y
el calculo de areas en rectangulos y triangulos o bien la aplicacién del calculo de area
de un trapecio, si el alumno lo considera oportuno (no se penalizara la resolucion del
ejercicio segun la metodologia a resolver).

Pregunta N° 5 :

Esta pregunta se corresponde con la pregunta mas abierta de la prueba. La tarea
consiste en calcular el &rea y el perimetro de la figura sombreada, conocido el radio de
la circunferencia que la contiene. La técnica utilizada vuelve a englobar una parte
geométrica y una parte analitica y tendremos que tener especial cuidado con el
manejo de las operaciones elementales que implica la resolucion de este problema.
Nuevamente las tecnologias que acompafan al discurso matematico son el Teorema
de Pitagoras y su aplicacion en el célculo de areas en figuras planas, &ngulos de la
circunferencia asi como los principales puntos y rectas notables de las circunferencias,
junto con el &rea y perimetro de las mismas.

Sefalaremos, a continuacion, las tareas principales de referencia asi como de las
principales tareas auxiliares especificas y generales para cada una de las
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preguntas, si bien es cierto que muchas de ellas muestran tareas similares por el
propio contexto de la pregunta:

Recordemos, brevemente, antes de analizar pregunta a pregunta lo que representa,
una tarea principal y una auxiliar. Como tarea principal , entenderemos aquella que
constituye claramente el objetivo principal de la calificacién, es decir, la comprensién
del alumno sobre el contenido matematico propio de un curso de 2° ESO. Respecto a
las tareas auxiliares, éstas se clasifican en dos: tareas auxiliares especificas (las
gue juegan un papel instrumental para alcanzar la solucién de un problema) y
auxiliares generales (todo tipo de tareas mateméticas que el alumno ha realizado en
los cursos precedentes, es decir, nuestra base serd la experiencia y el curriculo
escolar). Estas tareas auxiliares generales pueden clasificarse en tareas de tipo
algebraico, aritmético, geométrico, grafico y/o de representacion.

Pregunta N° 1: La tarea principal es el calculo de uno de los lados de un triangulo
rectangulo conocidos los otros dos. La tarea auxiliar especifica es la aplicacién del
resultado del Teorema de Pitdgoras y el saber que representa. Las tareas auxiliares
generales son el manejo en operaciones elementales de suma, resta, potenciacion y
célculo de raices cuadradas, resolver ecuaciones de segundo grado, asi como
elementos de nomenclatura y graficos.

Pregunta N° 2: La tarea principal es saber clasificar un tridngulo en funcién de la
longitud de sus lados. La tarea auxiliar especifica vuelve a ser la aplicacién del
resultado del Teorema de Pitdgoras y el conocimiento de que sélo es aplicable — en su
igualdad — para triangulos rectangulos, asi como de los resultados especificos para un
resultado en triAngulos acutangulos y obtusangulos. Las tareas auxiliares generales
vuelven a ser las mismas que en la pregunta n° 1 junto con el conocimiento de lo que
representa la desigualdad en una ecuacion (aplicacion inverso del Teorema).

Pregunta N° 3 : La tarea principal es el calculo del area y el perimetro de un cuadrado
conocida su diagonal. Respecto a las tareas auxiliares especificas volvemos a obtener
los resultados implicitos en el Teorema de Pitagoras asi como su demanda gréfica
(particidon del cuadrado en dos triangulos rectangulos). Las tareas auxiliares generales
seran las mismas que en la primera pregunta junto con el reconocimiento geomeétrico
de lo que representa un cuadrado, sus elementos caracteristicos (nomenclatura) y
conocer el perimetro y el area de esta figura geométrica.

Pregunta N° 4 : La tarea principal se correspondera a aquella que exige el calculo del
area y el perimetro de un trapecio is@sceles. La tarea auxiliar especifica sera la
aplicacion de, bien la particion de la figura geométrica en dos triangulos rectangulos
mas un rectangulo, bien en la aplicacion de la féormula directa del calculo de area de un
trapecio (aunque esta tarea se consideraria auxiliar general ya que dicho calculo esta
englobado en un curriculo de 1° de ESO). En todo caso, volvemos a tener una
aplicabilidad del Teorema de Pitdgoras en el calculo de areas. Las tareas auxiliares
generales volveran a ser las mismas que en la tercera pregunta, especificadas en el
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conocimiento de lo que es un trapecio y de su clasificacion (rectangulo o isosceles, por
ejemplo).

Pregunta N° 5 : Volvemos a tener como tarea principal el célculo del &rea y perimetro
de una figura plana , aunque esta vez no se tiene una figura al uso sino un compendio
de unas figuras geométricas determinada. La tarea auxiliar especifica consistirhd en
saber aplicar conceptos como la simetria o0 el conocimiento de las principales
caracteristicas de una circunferencia. Como tareas auxiliares generales volvemos a
tener las mas relevantes: operatividad en el manejo de célculos, relacion de areas,
reconocimiento geométrico de la figura y categorizacioén de puntos notables.

Por dltimo, vamos a analizar qué estandares de aprendizaje de la LOMCE vamos a
desarrollar con cada una de las preguntas preparadas para la prueba. Para ello,
acudimos a la Norma, en concreto al BOE-A-2015-37 (pp. 244) dentro de un contexto
de la asignatura de matematicas para un curso de 1°y 2° de ESO:

Englobaremos los estandares de evaluacion de los contenidos para un contexto
global de nuestra prueba de evaluacion, dentro del Bloque 3 (Geometria). Tendremos
los siguientes:

1.1 Reconoce y describe las propiedades caracteristicas de los poligonos regulares

1.2. Define los elementos caracteristicos de los triangulos , trazando los mismos y
conociendo la propiedad comun a cada uno de ellos, y los clasifica atendiendo tanto a
sus lados como a sus angulos.

1.3. Clasifica los cuadrilateros y paralelogramos atendiendo al paralelismo entre sus
lados opuestos y conociendo sus propiedades referentes a &ngulos, lados y
diagonales.

1.4. Identifica las propiedades geométricas que caracterizan los puntos de la
circunferencia y el circulo.

2.1. Resuelve problemas relacionados con distancias, perimetros , superficies y
angulos de figuras planas, en contextos de la vida real, utilizando las herramientas
tecnolégicas y las técnicas geométricas mas apropiadas.

2.2. Calcula la longitud de la circunferencia , el &rea del circulo , la longitud de un
arco y el area de un sector circular , y las aplica para resolver problemas
geomeétricos .
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3.1. Comprende los significados aritmético y geométrico del Teorema de Pitagoras y
los utiliza para la busqueda de ternas pitagéricas o la comprobacién del teorema
construyendo otros poligonos sobre los lados del triAngulo rectangulo.

3.2. Aplica el teorema de Pitdgoras para calcular longitudes desconocidas en la
resolucion de triangulos y areas de poligonos regulares, en contextos geométricos o
en contextos.

5.1. Analiza e identifica las caracteristicas de distintos cuerpos geométricos |,
utilizando el lenguaje geométrico adecuado.

5.2. Construye secciones sencillas de los cuerpos geométricos, a partir de cortes con
planos, mentalmente y utilizando los medios tecnolégicos adecuados.

5.3. Identifica los cuerpos geométricos a partir de sus desarrollos planos y
reciprocamente.

6.1. Resuelve problemas de la realidad mediante el célculo de &reas Yy voliumenes de
cuerpos geométricos, utilizando los lenguajes geométrico y algebraico adecuados.

7.3.  ¢QUE RESPUESTAS ESPERAS EN CADA UNA DE LAS PREGUNTAS EN FUNCION
DEL CONOCIMIENTO DE LOS ALUMNOS?

ENTRE OTROS ASPECTOS:

- Sefala las diferentes respuestas correctas posibles que podria emplear un alumno
para resolver las preguntas.

- Seflala los posibles errores que pueden cometer los alumnos en cada una de las
preguntas.

Contestaremos a estas preguntas, especificando para cada uno de los ejercicios
propuestos:

Ejercicio N° 1 : En esta pregunta, la aplicacién directa del Teorema de Pitagoras es
evidente. Para resolverlo, dentro de un contexto de triangulo rectangulo sera necesario
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hacer uso del mismo. La aplicacién es directa. Los principales errores que pueden
aparecer son errores de operacion (al elevar al cuadrado, al despejar la longitud del
lado por el que se pregunta de la ecuacion o al hallar la razon cuadrada para presentar
el lado final). Otro error que puede llevarse a cabo es el no establecimiento de las
unidades correspondientes en el resultado final (ejemplo, centimetros).

Ejercicio N° 2 : Nuevamente, volvemos a tener un ejemplo de aplicabilidad de los
contenidos tedricos presentados durante el curso. La idea es que los alumnos, una vez
realizado el recordatorio de lo que representa un triAngulo rectangulo, acutangulo y
obtusangulo sean capaces de discriminarlos en funcion del conocimiento de los
lados de los mismos. El principal error que pudiera aparecer seria el no reconocer
como lado mayor como lado correspondiente de la hipotenusa, errores en operaciones
(elevacion al cuadrado de las magnitudes) o no conocer sobre qué desigualdades en
la ecuacion se basa el establecimiento de un triAngulo acutangulo y obtusangulo. No
hay posibilidad de establecer una respuesta correcta alternativa al de realizar una
comparacion numérica (analitica) de los lados presentados, si bien es cierto que
podrian realizar una resolucion (mediante el uso de un compds, por ejemplo) y una
construccion geométrica de los triangulos.

Ejercicio N° 3 : Nuevamente se ha pensado en un ejercicio de aplicabilidad del
resultado teorico del Teorema de Pitagoras para la tercera pregunta, si bien es cierto
gue conlleva un alto componente geométrico. La funcion principal del ejercicio es el
célculo del lado del cuadrado para calcular su area y perimetro. Como posibles
respuestas destacaremos la posibilidad de que el alumno divida el cuadrado en
tantos triAngulos rectangulos como estime oportuno (fundamentalmente dos o cuatro)
pero el fin siempre serd el mismo: la obligacién de darse cuenta de que los lados de un
cuadrado son iguales (existe el posible error de que el alumno identifique un lado
como X y otro lado como Y, y que de esta forma el ejercicio quede irresoluble al
disponer de una ecuacién con dos incégnitas y que el alumno no perciba que ambas
incognitas valen lo mismo). Nuevamente podemos tener el error en las operaciones y
en la no presentacion de los resultados con sus unidades correspondientes (en este
caso, unidades lineales y cuadraticas).

Ejercicio N° 4 : Este ejercicio se ha expuesto con la idea de que el alumno pueda
establecer una division de areas y cuyo sumatorio dé el resultado final esperado. No
se especifica en el planteamiento general del enunciado del ejercicio pero es posible
que si el alumno conoce la formula del area del trapecio pueda aplicarla. El hecho de
necesitar calcular la altura del trapecio resulta vinculante para la realizacion del
ejercicio con éxito. Asi pues, nuevamente, el Teorema de Pitagoras y la necesidad de
basqueda de un triangulo rectdngulo, al menos, estd presente, nuevamente. Los
principales errores pueden estar en el calculo de operaciones, en la posibilidad de
confundir a la hipotenusa con el cateto, en un triAngulo rectangulo, no entender qué
significa un trapecio isésceles o la presentacion de los resultados sin sus unidades
correspondientes.
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Ejercicio N° 5 : Este ejercicio muestra un mayor grado de libertad a la hora de su
resolucion. Los principales errores que los alumnos pueden cometer en la resolucién
de este ejercicio son la confusion entre radio y didmetro de una circunferencia,
dificultad a la hora de identificar los angulos central e inscritos , aunque en este caso
no haria falta incorporarlos, de la figura, la posibilidad de identificar cada uno de los
tridngulos presentados como equilatero s o desconocer las principales caracteristicas
de la circunferencia (basicamente perimetro y area). También pueden aparecer errores
de no identificacion de la simetria de la figura, errores en las operaciones y
presentacion de los resultados con sus unidades correspondientes. Existen diferentes
propuestas, todas de caracter geométrico

7.4. ¢QUE CRITERIOS DE CALIFICACION VAS A EMPLEAR?

ENTRE OTROS ASPECTOS:

- Disefia una guia de correccién de la prueba que pueda ser empleada por distintos
correctores de manera fiable.

Los criterios de calificacibn  van a corresponderse al criterio de correccion
denominado modelo de tercios, establecido por los autores Gairin, Mufioz y Oller
(2012) en su estudio correspondiente y que busca reducir la subjetividad inherente a
la evaluacion. De forma esquematica se presenta de la siguiente forma:

TAREAS AUXILIARES GENERALES
Conjunto de errores = 1/3 de la puntuacion
Continuar proceso calificacion

TAREAS AUXILIARES ESPECIFICAS
Conjunto de errores < 2/3 de la puntuacion
Continuar proceso calificacion

TAREAS PRINCIPALES
Conjunto de errores = total puntuacion
Puede finalizar el proceso de calificacion

Figura 7.1. Criterios de evaluacion.

Este modelo permite que los errores cometidos en las tareas auxiliares no eclipsen
el conocimiento matematico presente en la resolucion, ya que el proceso de
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calificacion debe continuar y el corrector debe estimar en qué grado el alumno ha
alcanzado el objetivo principal de la pregunta. Ahora bien, si el error esté relacionado
con el objetivo principal , el corrector puede penalizar el ejercicio hasta con el total de
la puntuacion otorgada a ese problema. Si la resolucion del problema lleva implicitos
més de un objetivo principal es necesario asignar puntuaciones independientes a cada
objetivo para poder jerarquizar las tareas en cada objetivo y aplicar el modelo.

Asi pues, para las cinco preguntas de nuestra prueba inicial, lo que se busca es que
el alumno sea capaz de identificar el uso del Teorema de Pitdgoras con los ejercicios
presentados. El conocimiento expreso del objeto matematico a tratar hace que su
desconocimiento implique que pueda finalizar el proceso de calificacion, tal y como
muestra el cuadro.

Asimismo, afadiremos un criterio de calificacibn de penalizacidon propio en la
presentacién de las calificaciones. Aspectos como la falta de orden, la inclusién de
faltas ortograficas o el aprovechamiento 6ptimo de los espacios de trabajo durante la
realizacion de la prueba pueden suponer una penalizacién maxima del 10% sobre el
total de la prueba.

Un punto que resulta especialmente interesante resulta ser aquel en el que se
procede a realizar la comunicacion de los resultados al alumnado. Con este breve
comentario que se extiende a continuacion, se busca combatir uno de los capitulos
mas importantes que se encuentran en el contexto social del aula: la desmotivacion

La correccidn se realizara de la siguiente forma: un vistazo general de la prueba en
su conjunto, la correccién como tal y una revision de la misma. Una vez hecho esto, se
procederd a comunicar los resultados de la misma al grupo de alumnos de referencia.
Se repartira el examen de forma personalizada para que el alumno sea capaz de
valorar su puntuacion y los posibles errores que ha cometido (via anotacién del
docente adjunta a cada respuesta). Evidentemente, los criterios de calificaciéon
quedaran fijados tanto de forma escrita como oral en el proceso de imparticion de la
primera sesién de la asignatura de matematicas.

Una vez dejado un tiempo razonable para que el alumno repase lo que ha realizado,
el profesor recogera los examenes y procedera a realizar algin comentario general
sobre la realizacion de la prueba, destacando los principales errores que el alumno
copiard en su cuaderno de trabajo asi como, si procede, la resolucion integra de
aquellos ejercicios/problemas que hayan provocado una puntuacion mas baja, a nivel
general. No se personificara a ningan alumno ni positiva ni negativamente, si bien es
cierto que durante el reparto de la prueba corregida el profesor valorard realizar
criticas constructivas a alumnos determinados dada su puntuacion. Asimismo, una
vez revisado el examen por el grupo de referencia, el profesor requerird de un
pequerio feedback donde pueda conocer la opinion del alumnado sobre la complejidad
(0 no) de la prueba, rescatando sus inquietudes o la problemética encontrada, asi
como cualquier sugerencia a realizar, especialmente en cuestiones de limitacion del
tiempo durante la realizacion de la prueba, la complejidad o no del contexto del campo
de problemas o del entendimiento de los enunciados planteados. Evidentemente, el
profesor quedara abierto, dentro del habitual proceso de tutorizacibn a proceder a
realizar una revision personalizada de la prueba a aquellos alumnos que lo estimen

77



necesario, en otro espacio de trabajo que no sea el aula (véase el Departamento de
Matemaéticas, por ejemplo) con objeto de que no quede ninguna duda por parte del
alumno de los criterios de calificacion empleados.

Por ultimo, destacar la necesidad de incentivar al alumno con clases participativas
célidas y que tengan un reflejo en la aplicabilidad de las matematicas en el contexto
de la vida real de cara a motivar al mismo en un proceso de mejora de las actividades
del aprendizaje significativo. La claridad en la exposicién de los resultados debe
entenderse como capital para evitar que aparezcan percepciones erroneas del alumno
de cara a posibles favoritismos, por ejemplo. Elaborar un buen clima social del aula
con una alta interaccién entre el grupo de alumnos y el docente tiene que ser la base
de cualquier desarrollo de un proceso de ensefianza-aprendizaje en un contexto de
aula.
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8. Sobre la bibliografia y paginas web.
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