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es

(III-20)

(III -19)

1
Tm"

'supuesto que H'(-c) y sus m primeras derivadas son cero para -c = O Y
' 't = 't , puesto que en cada una de las integraciones que realizamos el coe-

ficiente de la integral resultante 'queda multiplicado por ~"' .
Por simple inspección del desarrollo en serie obtenido para Skc) y

posterior integración por partes m veces de cada una de las integrales
-contenidas en cada uno de los términos de la ser ie (III-17), deducimos
que el movimiento engendrado por JI = H, + H'(-c) cuando las condicio­
nes mencionadas anteriormente se satisfacen, es equivalente al movimien­
to periódico genera do por H, perturbado por una hamiltoniana del 0 1'-

1
·den 1'",+1' Para ver esto es suficiente imaginar que una vez que hemos

llegado a una expres ión similar a (III -19) para los términos del desarrollo
-de Sl -c), deshacemos las transformaciones que inicialment e nos condu-

T ~"d-c' Q' [,,'] = 1T fa"d-c' Q/ (-c') eiw¡,,'T

= ~ l' (- 1)",+1 (" iw¡"T d",+1Q/ (-c') _'_
"7 (iw¡T)m+1 Joe d"-c'",+1 d ,-

Luego, con las hipótesis hechas, el segundo sumando de (III-l7) podrá
'escribirse en la sigui ente forma

d",+IQ/ (-c)
.ínt egral que es muy pequ eña para T grande. El operador

d"'+l h¡(-c)
-el operador de Liouiville de --_'-..:....:-

-o sea, que es del orden 1~m ' Aplicando idént ico procedimiento de inte­

" gración por partes a cada una de las n integrales del término general (III -18)
-de (III-l7) encontra remos que, para T grande, ta l término es del orden

T es muy grande. Integrando Rkc) n veces por partes y supuestos o/(-c) y
.sus m primeras derivadas, nulas en los instantes -c = O Y -c = -c tendremos
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(III-21)

d
m+l º / (o¡;) dt}A ( q(O), p(O»)

d:r;m+l
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. 1

es: A ( q(O) , p(O») +{~~ (~)m+l reiw;o¡;T
T j W¡ Jo

y puesto que A es constante del movimiento no perturbado

A (q(t), p(t») = Slt) A (q(O), p(O») Sl-l(t ) =

!::>!.{ 1 + \ "'" (~)m+l t eiW;O¡;T d
m+l

º/ (t) dt} ' A ( q(O), p(O») .
T f w ! Jo dtm+l

'CÍan desde la imagen de Heisemberg (III-17) a la imagen de in teracción ,
es decir, partiendo de (III-19) que pertenece a la imagen de interacción
deduciremos la hamiltoniana de la correspondi ent e imagen de Heisem­
berg: esta última hamiltoniana es igual a H, más una perturbación que

1 .
se comporta como Tm+l '

Así pues , deducimos que todas las constantes del movimiento de la
hamiltoniana inicial H, son invariantes adiabáticas de orden m + 1 de
la hamiltoniana H(t) dependiente lentamente del ti empo , supuesto que
H(t) y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del in­
tervalo tI - to = ' T que suponemos muy grande.

La exposición precedente incluye como ejemplo particular el caso de
invariancia adiabática para todos los órdenes, cuando H(t) y todas sus
derivadas son nulas en los extremos del intervalo temporal grande. Pode­
.mos deducir para este caso .que la diferencia entre SI(t) y 1 es más peque-

ña que cualquier potencia de ~,. Sabemos que en ciertos casos [11] ta l

.diíerencia se comporta como e-T.
Las condiciones anteriores pueden simplificarse si T es grande, ' pero

finito . Entonces, las constantes del movimiento periódico son invariantes
.adiab áticos de orden m + 1 de la hamiltoniana f1e(t), si esta hamiltoniana
y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del intervalo
.de tiempo.

La técnica pr esente proporciona un método de evaluación de la cons­
tancia aproximada de los invariantes adiabáticos para T grande pero fi-

. E f 'd . 1 ,. d d 1 1.nito. n e ecto , SI espreciamos os termmos e 01'. en TJm ' 1'3m , . ..

1
frente a T": ' la (III-17) podrá escribirse en la siguiente forma

1

1 "'" I i )m+lf iW.o¡;T
5 1(1) = 1 + Tm ~ 1-. e ¡

j \ w¡ o
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eh } =

d't, A (q(O), p(O) ]

(III-22)

dm+I º/ ('t)
d'tm+I

1

_ A (q (O), p(O)) {_11:(~)m+l J' eiW¡'tT
T'" . W¡ o

1

,1

[
"'" T J oeiW¡'tT

= A (q(O) , p(O)) + -'7 (íW¡T)m+I
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w = W (q, P)

Hasta aquí hemos estudiado la invari ancia ad iabática de las constantes:
del movimiento de movimientos periódicos engendrados por un a hamilto­
niana no perturbada Ho, cuando la per turbación HI satisface ciertas condi­
ciones . No obstante, en la mayoría de las ap licaciones al plasma termonu­
clear, la hamiltoniana total no puede dividirse en dos partes con las con­
diciones requeridas. En su lugar tenemos una hamiltoniana total que la.
llamaremos H = H('t) que es una func ión lent a del tiempo .

Consideremos primeramente la hamiltoni ana obtenida fijando el valor­
de " en H(,,) y la evolución engendrada por el mismo. Fijemos, por ejem­
plo , el parámetro ti empo en el origen de t iempos 't = O. La hami ltoni ana
H(O) == HO engendrará un movimiento periód ico .

Estamos interesados en las constantes del movimiento de HO y particu­
larmente en las variables de acción de tal movimiento periód ico. Reso lva­
mos en prim er lu gar el problema instantán eo realizando una transforma­
ción canónica tal que los nuevos momentos sean todos cíclicos. Seguimos.
la teoría de Ham ilton -Jacobi y consideramos la transformación engendra­
da por la fun ción característica de Hamilton , transfo rmación que redu ce'
auto mát icamente los .nuevos momentos a cons ta ntes en el tiempo, puesto
que la hamiltoni ana es cíclica en todas las coordena das. Los nuevos mo­
mentos no están espec ificados exce pto en el sentido de que deben ser cons ­
tantes del movimiento. No obstante, la natu raleza de la solución in dica.
cómo deben seleccionarse los momentos.

Por razones de simplicidad nos limitaremos a estudiar un solo grupo
de variables canónicas conj uga das . Sean q y p la coordenada y momen­
to antiguos y Q y P los nuevos. La función característica de Hamilton se
toma como func ión de las coor denadas antiguas q y los momentos nue­
vos P.

luego este conmutador nos permite calcular el error cometido al tomar la
magnit ud A como constante del movimiento.

Debe notar se que en todo lo precedente no hemos requerido que HI fue­
ra pequeño. Ha sido suficiente sup one r que el dsarrollo no t en ga términos
cons tantes .
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donde la integración está extendida a un perí odo completo de movimiento .
De la (ill-25) pod emos deducir la expresión de P en función de J, y con
su ayuda escribir la fun ción cara cterística en la forma

(I11-23)

(III-29)

(III-25)

(III-28)

(ill-26)

(III-27)

. (III-24)
aw

Q=­
ap

w = W (q, J)

lI D( , aW) = pq aq

~
aw (q, P)

J = dq
aq

aW
p= -­

aq

p2
HD = -- + V(q) V(q) = V(q, O)

2m
y así la func ión característica de Ham ilton para lJD satisface a
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_ 1_ ( aW )2 + V( ) = P
2m aq .q

q ue puede integrarse inmediatamente

W(q, P) = ¿2m! i p - V(q) dq

y satisface la siguiente ecuación diferencial

Los nuevos momentos constantes P pueden elegirse de modo que sean
funcio nes independientes de las variables de acción J que también son
constantes del movimiento .

Las variables de acción se definen por

donde la constante P es el valor instantán eo de la energ ía aunque no es pre­
ciso que así ocurra. La fun ción car act erística de Hamilton engendra una
transformación de contacto y las ecuaciones de la t ra nsformación son

Llamaremos e a la coordena da can ónica conjugada de la variable de
acción .

Consideremos, como ejemplo el movimiento de una partícula cargad a
de masa m en un potencial dep end iente del ti empo V(q, 't'). Presentemos
ahora el movimiento instantáneo engendrado por el potencial en el tiem­
po 't' = ' O. Las hamiltonianas son



REVISTA DE LA .4CADEMIA DE CIENClA.S EXACT.4S, FISICO· QUIMICA S y NATURALES

(III-32)

(I11-31)

(I11-30}

q son variables in-

J
mw

W (q , a) = m w ct~ a q dq = - 2- q2 ctg a

élW - Vmwa = - arc sen -- q
élJ 2J

Y de considerar en la integral (III-29) que a y
dependientes.

que es la función generatriz, bien conocida, para realizar una transforma­
ción canónica a las var iables angulares de acción para el oscilador ar-
mónico [12].

Hasta aquí hemos aplicado la bien conocida teoría de Hamilton-Jacobi
a la hamiltoniana instantánea . Nada nuevo hemos hecho. No obstante
nuestra hamiltoniana H(..) es una función que depende lentamente del t iem­
po . La técnica seguida en esta parte del trabajo consiste en realizar for­
malmente la misma transformación canónica engendrada por la fun ción
característica de Hamilton aún en el caso de que la hamiltoniana dependa
explícitamente del t iempo [13J.

En el plasma termonuclear nos interesa la invariancia adiabática de las
var iables de acción definidas por (IlI -25) donde la integral está extendida
a un ciclo completo del movimiento per iódico realizado por la partícula .
l~O obstante, si el potencial depende del t iempo el movimiento del sistema
no es claramente per iódico y el contorno de integración no está determi­
nado ele una manera precisa . Por tanto , las variables de acción no están
definidas propiamente en este caso. No obstante, podemos considerar las
variables de acción instantánea que son las úni cas que tienen un sentido
claro.

La ambigüedad en la definición de las var iables de acción nos perm iie
establecer diferentes tipos de conexión entre P y J cuando la hamiltoniana
es dependiente del t iempo. Todos estos caminos diferentes indican que J
es invariable adiabático, pero conducen a diferentes valores para el erro r
cometido al tomar J como constante del movimi ento, cuando se conside­
ran intervalos de tiempo T finitos.

Por ejemplo, podemos estudiar el proced imiento usado por Vande r­
voort [14] que llega al resultado de Hertwick y Schlüter para el cambi o
en el invariante adiabático de una partícula cargada girando en un cam­
po magnético dependiente del tiempo. Por medio de la relación (III-29)
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relación obtenida de

_ mw 2

Para el oscilador armónico tenemos que V(q) = - 2- q2; En este caso

p = w J. No obstante podemos rea lizar un tipo diferente de transforma­
ción que se produce cuando escribimos

mw q2
J = - 2- sen2 a



ESTUDIO DINllJIICO DEL PLAS.1IA TERMONUCLEAR

- 127.-

vemos que J es una fun ción de P y una fun cional de l' para el movimi ent o
instantáneo . Por tanto escribimos

(I1I-35}

(I1I-34}

(I1I-33}

(III-36¡

(III-37)

.T = J (P, [VJ)

P = w .1

J = J (P, [V (, )J

En el caso del oscilador armónico

Este método implica definir .1 de ta l forma que se reduce a la variable­
de acción angular para el movimiento instantáneo. Este método termina,
eliminando J entre la generalización de (III-29) y (I1I-34) Y considerando la.
tr ansformación can ónica engendrada por la función característica de Ha­
milton, expresada en fun ción de q y J, que resulta.

Así pues, podemos encontrar la fun ción generatriz de la tran sformación
HT(q, J, r) a las nu evas var iables de acción angular para este caso, si­
guiendo form almente el mismo camino seguido para el movimiento instan-o
táneo y así tenemos en el ejmeplo del oscilador armónico, la relación

La variable canónica conjuga da de J será

aW (q, J, ,)
.(1 = - - - ­

a.1

Ahora admitimos que esta relación es válida aun cuando el pot encial
es una fun ción explícita del ti empo.

La hamiltoniana t ransforma da es

H' = H'((1 , .1, ,) = H (.1, , ) + aw
al

donde H(.1 , r) = H(, ) == Tl(q, p. ,). Dada ' la form a como se ha definido la·
fun ción generatriz W , es fácil ver que la hamiltoniana H(J, , ) es cíclica en
todas las coordenadas.

La función generatriz W depende explícitamente del ti empo a través:
. aw 1 aW

del tiempo fict icio t , Por tanto -- = -- - - - es pequeño si Tes',
al T a,

grande.
Ahora es cuando definimos la hamiltoniana no perturbada por

. aw
Ho' = H(J, , ) Y por tanto la perturbadora será H/(,) == -- que debe aho-al
ra supondremos escrita en fun ción de e y J. Como ya hemos visto H1' ( , ) es:
pequeña, condición que no es necesaria para obt ener inaviantes adiabáti-.
cas en el caso general como hemos indicado en la primera parte de este­
capítulo. La pequeñez de H/ (, ) nos permite aproximar el desarrollo del
operador de evolución SI(' ) en la imagen de interacción dada por la (I1I-13)
por el primer término , aunque el operador de Liouiville º1[,J no admita,
un desarrollo en funciones oscilatorias rápidas sin términos contantes .
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(III -42)

(III-40)

(III -39)

(I1I138)

8o(t) = ~t dt wo(J, t) + 60

s == W - 6 J

Sl( t) - 1 es: T ~ld't' e, ['t']

-actnan do sobre Jo. Este es el erro r cometido cuan do consideramos los in­
var iantes adiabáticos como constantes .

Evaluamos o, ['t] Jo. Para ello, debemos calcular el paréntesis de Pois-
. 1 -

.son entre T W( 60('t), Jo, 'tI Y Jo, y entonces obtener sus derivadas con

.respecto a la aparición explícita de 't en W . Tendremos pues :

1 d dW
e, ['t'] Jo = T a;- 2{Jo (III -41)

·donde~ actúa sobre la aparición explícita de 't.
él't

Desearí amos saber si esta expresión es oscilatoria rápida en el ti empo
'para grandes valores de 1'. Veamos en primer lugar que no ti ene términos
constantes. En efecto, de la ecuación de definición para J se deduce que
-cuando q realiza un .ciclo completo, es decir , cuando (j cambia en una uni­
·dad, la función característica aumenta en J.Luego

'permanece inmutable cuando (j aumenta es una unidad ; por tanto , repre­
-senta una función periódica que puede desarrollarse respecto a (j en serie

·de Fouri er . De aquí deducimos que él:: es igual a J más una serie de Fou-

él élW
rier en w sin términos constantes, y que -- --- es una serie de Fouri er

élt él(j
'Sin términos constantes, puesto que J no depende explícitamente ' del
!tiempo.

-donde Jo y 60 son los valores iniciales de estas variables. Recordemos que
·t = 't T Y que el intervalo de variación de 't' es de O a l.

El ma yor término de la variación de J , 6. J == J (1) - Jo, está dado por
.Ia acción de

-q ue será en general función del tiempo. La var iable de acción J es cons­
:tante del movimiento no. perturbado.

"Las soluciones para este movimiento no perturbado son

Estudiemos el movimiento no perturbado que evoluciona bajo la acción
-de Ho' . La frecuencia asociada con el movimi ento periódico es

sn;
W o = W O (J, 't) = ---a:J



(3-45)

(III -44)

(III-46)

(IIÍ-43)

cuyo mó­

el campo

qI JI J2 JI + 2 1t mwq2
W = -- + - arc sen ------ +

21t 2 1t

H = ...!... [(PI + mwq2't +'P22]
2m

en funci6n de las variables de acci6n es

ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA ,TERJf ONUOLEAR

+ JI + 2 1t mwq2 .¡4 1t mw J2_ (JI + 2 1t mwq2't (III .47)
8 1t2 mw

y realizando la transformaci6n can ónica ~ngendrada p~r esta funci~n ,. la
hamiltoniana total , poniendo ya de m!1mflesto la pequenez de la variaci ón
del campo magntéico con el tiempo, tiene la forma

-12\)-

- 1 al 'El potencial escalar obtenido de la relación E + - - = - \7 <1> es
e at

donde PI = mqI- mwq 2' y, P2 = mq2' ,
La funci6n característica de Hamilton para la hamiltoniana instantá­

nea, o sea, independiente del tiempo

luego la hamiltoniana de una partícula de carga e en este campo será

MOMENTO MAGNÉTICO E INVARIANTE LONGITUDINAL

Sea un campo magnético uniforme, en la direcci6n del eje 'l»

dulo varía con el ti empo B= k. B(t). Si no hay espacio-carga,

eléctrico engendrado E, según hemos visto en el capítulo II, es

Una vez llegado a este punto, es inmediato deducir integrando por par­
tes sucesivamente, como, hemos hecho en la primera parte de este capítulo
que J es un invariante adiabático de orden m si las m - 1 prim eras deri­
vadas de H(!) son cero en 1:= OY en 1:= 1, es decir, en los instantes ini­
cial .y final

Igualm ente las expresiones (III -27) y (III-28) nos permiten evaluar in­
mediatamente las variaciones del invariante adiabático en el inter­
valo t= O, -t = ' T.



REVISTA DE LA AOADEMIA bE OIENOIAS EXAoTAs, nstco- QDIMlOAS y NATURALES

.:.- ;130 -

(ID-53)

(IH-50)

(IIl-49)

(IIl-48)

!J.=-------

W('t) "J2 m10 61 V-ffiJ2
H = + -- sen 2 1t 62 -

21t T mw

w 61J1" 10 JI \Q;2
------- --cos21t62

2 T w 4 T 1t W 1tmw

Tomando como hamiltoniana no perturbada

1
2

m (1¡1 + 1¡2~ e J2

B 21tme

La constancia aproximada del momento magnético nos permite deducir
la existencia del "invariante adiabático lon gitudinal" . Consideremos" una
par tícula moviéndose entre dos espejos magnéticos. La partícula se en­
cuentra atrapada entre las dos r egiones de campo relativamente fuerte. En
adición al giro alrededor del "centro guía, la partícula oscila entre los es­
pejos. En ausencia de campos eléctricos paralelos, la componente paralela
al campo de la velocidad del centro guía obedece a la ecuación de movi­
miento cuya hamiltoniana es

p2
H = 2m + [J. B (q, r)

puesto que

601(t) = 602 W 0
2 W 2 (ID-51)

Y considerando "la hamiltoniana perturbadora H1 = H - HO, obtenemos
para la variación del mom ento magnético en el intervalo t = O, t = T:

1 "

1t e tt01w 0
2

'\ ri:11 i1J ( ~'t' " )ti [J. = - "" y ~-- d't' - cos 't 1t 602 + T w (e") d't" "
e 1tm o W o ·

e J01 W o 2

4 1t me

W('t) J2 {f; ('t)61 JI
HO= -----

2 1t2 T w
que engendra las ecuaciones del movimiento

J02(t) = "J02

602(t) = 602 + 2
1
1t ltw ('t') dt' = ' 602 + 21~ ~'tW('t') d't'
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donde ¡J. es el momento magnético , q la distancia a lo largo de la línea de
fuerza y B (q, -r) el campo magnético dependiente de la distancia y del tiem­
po. Tal hamiltoniana es del tipo general (III-27).

Supongamos que el campo magnético varía lentamente con respecto al
período de oscilación entre los puntos de reflexión de los espejos magnéti­
cos. Puesto que el periodo de Larmor es mucho más corto que el de oscila­
ción, el momento magnético ¡J. puede tomarse para estas oscilaciones como
una rigurosa constante del movimiento.

Para el cálculo real de la función característica de Hamilton, necesita­
mos conocer la expresión de B en función de q. Una vez conocida esta fun­
ción es bastante fácil , siguiendo la teoría general presentada anteriormen­
te , evaluar el error cometido considerand o el invariante longitudinal como
constante del movimiento cuando el campo magnético varía en el t iempo
en una cantidad finita aunque lenta.
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