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ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

cian desde la imagen de Heisemberg (III-17) a la imagen de interaccién,
es decir, partiendo de (III-19) que pertenece a la imagen de interaccién
deduciremos la hamiltoniana de la correspondiente imagen de Heisem-
berg: esta dltima hamiltoniana es igual a H, mds una perturbacién que
se comporta como -

Asi pues, deducimos que todas las constantes del movimiento de la
hamiltoniana inicial H, son invariantes adiabdticas de orden m + 1 de
la hamiltoniana H(t) dependiente lentamente del tiempo, supuesto que
H(t) y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del in-
tervalo ¢, — ¢, = T que suponemos muy grande.

La exposicién precedente incluye como ejemplo particular el caso de
invariancia adiabética para todos los O6rdenes, cuando H(f) y todas sus
derivadas son nulas en los extremos del intervalo temporal grande. Pode-
mos deducir para este caso que la diferencia entre S;(f) y 1 es mas peque-
fia que cualquier potencia de —%— Sabemos que en ciertos casos [11] tal
diferencia se comporta como e’.

Las condiciones anteriores pueden simplificarse si 7 es grande, pero
finito. Entonces, las constantes del movimiento periédico son invariantes
adiabéticos de orden m + 1 de la hamiltoniana &(t), si esta hamiltoniana
y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del intervalo
de tiempo.

La técnica presente proporciona un método de evaluacién de la cons-

tancia aproximada de los invariantes adiabaticos para T grande pero fi-
1

T'lm 2 ]’3 m

nito. En efecto, si despreciamos los términos de orden

1
frente a i la (IMI-17) podré escribirse en la siguiente forma

1
! sl dmit Q. (%
31(1)=1+—1-—Z( . ) fe ; (—L—dc’ (IT1-21)
0

Tm j wj d T m-+1

y puesto que A es constante del movimiento no perturbado
A(q), p(@) = Siv) 4 (q(0), p(0) Si7(x) =

o m—+1 g ) T m-+1 Ao
ol el o e R R O el )

] W; d T1n+1

1
l /I, m+1 iwj'ET dm+1 Qj, (T> }"V
{ 1 Tm Z] (’Lb‘j) ‘/;c ———d—bm‘ﬁ—_d?- 2

1 y m+1 1 iijT dm+1 Qj’ -
~ 4 ((0), p(0)) +{ - ;(L) ﬁ Sl d SO }A(q(O). p(0))

15 W; dz=™*
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St
> m+1 iw T dm+1 (014 (‘C) s
— A(q), poy 4 L 3 (L it el doniiy -}—
(Q( ) p( )) { ™ 2] ( wj) JO e d=m d=

1
, T sl dnH Q) |
= 4 (q(0), p(0)) + [Z W Joe _—d‘_ﬁl(i de, A(q(0), P(O)]

; (TT1-22)

luego este conmutador nos permite calcular el error cometido al tomar la
magnitud A4 como constante del movimiento.

Debe notarse que en todo lo precedente no hemos requerido que H, fue-
ra pequefio. Ha sido suficiente suponer que el dsarrollo no tenga términos
constantes.

FUNCION CARACTERISTICA DE HAMILTON DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Hasta aqui hemos estudiado la invariancia adiabética de las constantes
del movimiento de movimientos periédicos engendrados por una hamilto-
niana no perturbada H,, cuando la perturbacién H, satisface ciertas condi-
ciones. No obstante, en la mayoria de las aplicaciones al plasma termonu-
clear, la hamiltoniana total no puede dividirse en dos partes con las con-
diciones requeridas. En su lugar tenemos una hamiltoniana total que la
llamaremos H = H(z) que es una funcién lenta del tiempo.

Consideremos primeramente la hamiltoniana obtenida fijando el valor
de « en H(z) y la evolucién engendrada por el mismo. Fijemos, por ejem-
plo, el pardmetro tiempo en el origen de tiempos = = 0. La hamiltoniana
H(0) = H® engendrarda un movimiento periddico.

Estamos interesados en las constantes del movimiento de H° y particu-
larmente en las variables de aeci6n de tal movimiento periédico. Resolva-
mos en primer lugar el problema instantdneo realizando una transforma-
ci6n candnica tal que los nuevos momentos sean todos ciclicos. Seguimos.
la teoria de Hamilton-Jacobi y consideramos la transformacién engendra-
da por la funcion caracteristica de Hamilton, transformaciéon que reduce
automdticamente los nuevos momentos a constantes en el tiempo, puesto
que la hamiltoniana es ciclica en todas las coordenadas. Los nuevos mo-
mentos no estdn especificados excepto en el sentido de que deben ser cons-
tantes del movimiento. No obstante, la naturaleza de la solucién indica.
como deben seleccionarse los momentos.

Por razones de simplicidad nos limitaremos a estudiar un solo grupo
de variables candnicas conjugadas. Sean ¢ y p la coordenada y momen-
to antiguos y Q y P los nuevos. La funcién caracteristica de Hamilton se
tomaP como funcién de las coordenadas antiguas ¢ y los momentos nue-
vos P.

W = W (g, P)
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y satisface la siguiente ecuacién diferencial

oly ) =P (I11-23)

0
4 (q’ 8

donde la constante P es el valor instantdneo de la energia aunque no es pre-
ciso que asi ocurra. La funcién caracteristica de Hamilton engendra una
transformacién de contacto y las ecuaciones de la transformacién son

oW oW

= = -9/
P 3q QIS 5p (II1-24)

Los nuevos momentos constantes P pueden elegirse de modo que sean

funciones independientes de las variables de accién J que también son
constantes del movimiento.

Las variables de accién se definen por

oW (g, P)
A= ——— dq
3q (II1-25)

donde la integracion estd extendida a un periodo completo de movimiento.
De la (IMI-25) podemos deducir la expresién de P en funcién de J, y con
su ayuda escribir la funcién caracteristica en la forma

W =W (q,J) (I11-26)

Llamaremos 6 a la coordenada candnica conjugada de la variable de
accién.

Consideremos, como ejemplo el movimiento de una particula cargada
de masa m en un potencial dependiente del tiempo V(g, 7). Presentemos
ahora el movimiento instantdneo engendrado por el potencial en el tiem-
po « = 0. Las hamiltonianas son

2

H(z) = e V(q, <)
2
= 21:1 v ) Vig) = V(g, 0) (I11-27)
y asi la funcién caracteristica de Hamilton para H° satisface a
1 oW \?
V(i) =P TI1-28
2m ( oq ) + 9 ( )

que puede integrarse inmediatamente

W(q, P) = v2m f VP — V(q) dq (I11-29)
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maw®

9
P — w J. No obstante podemos realizar un tipo diferente de transforma-
ci6n que se produce cuando escribimos

Para el oscilador arménico tenemos que V(q) = ¢*. En este caso

7w gy
= — ITI-30)
) 2 sen® (L0

relacién obtenida de

il oW 4 m w
= bunse sy 4
y de considerar en la integral (II1-29) que 6 y ¢ son variables in-
dependientes.

(II-31)

m w

Wi(gq, ) = m w ctg qu == q* ctg 0 (III-32)

que es la funcién generatriz, bien conocida, para realizar una transforma-
ci6n canénica a las variables angulares de accién para el oscilador ar-
ménico [12].

Hasta aqui hemos aplicado la bien conocida teorfa de Hamilton-Jacobi
a la hamiltoniana instanténea. Nada nuevo hemos hecho. No obstante
nuestra hamiltoniana H(z) es una funcién que depende lentamente del tiem-
po. La técnica seguida en esta parte del trabajo consiste en realizar for-
malmente la misma transformacién canénica engendrada por la funcién
caracteristica de Hamilton atn en el caso de que la hamiltoniana dependa:
explicitamente del tiempo [13].

En el plasma termonuclear nos interesa la invariancia adiabatica de las
variables de accién definidas por (I11-25) donde la integral estd extendida
a un ciclo completo del movimiento peri6dico realizado por la particula.
No obstante, si el potencial depende del tiempo el movimiento del sistema
no es claramente periédico y el contorno de integracién no estd determi-
nado de una manera precisa. Por tanto, las variables e accién no estdn
definidas propiamente en este caso. No obstante, podemos considerar las
variables de accién instantdnea que son las tinicas que tienen un sentido
claro.

La ambigiiedad en la definicién de las variables de accién nos permiie
establecer diferentes tipos de conexién entre P y J cuando la hamiltoniana
es dependiente del tiempp. Todos estos caminos diferentes indican que J
es invariable adiabédtico, pero conducen a diferentes valores para el error
cometido al tomar J como constante del movimiento, cuando se conside-
ran intervalos de tiempo T finitos.

Por ejemplo, podemos estudiar el procedimiento usado por Vander-
voort [14] que llega al resultado de Hertwick y Schliiter para el cambio
en el invariante adiabatico de una particula cargada girando en un cam-
po magnético dependiente del tiempo. Por medio de la relacion (III-29)
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vemos que J es una funcién de P y una funcional de V para el movimiento
instantdneo. Por tanto escribimos

=T (P TV (ITL-33)

Ahora admitimos que esta relaciéon es vdlida aun cuando el potencial
es una funcién explicita del tiempo.

o= dHOZANZ (@ (TI1-34)
En el caso del oscilador armoénico
P=wl (I1I-35):

Este método implica definir J de tal forma que se reduce a la variable
de acciéon angular para el movimiento instantdneo. Este método termina
eliminando J entre la generalizacién de (III-29) y (III-34) y considerando la
transformacién canénica engendrada por la funcién caracteristica de Ha-
milton, expresada en funcién de ¢ y J, que resulta.

Asi pues, podemos encontrar la funcién generatriz de la transformacion
W(q, J, =) a las nuevas variables de accién angular para este caso, si-
guiendo formalmente el mismo camino seguido para el movimiento instan-
tdneo y asi tenemos en el ejmeplo del oscilador armonico, la relacién

La variable candnica conjugada de J serd

oW (q,J, 7) :
R (III-36)
La hamiltoniana transformada es
oW
HE = SH(O ) —H ) (III-37)

donde H(J, <) = H(z) = H(q, p. 7). Dada la forma como se ha definido la
funcién generatriz W, es facil ver que la hamiltoniana H(J, ) es ciclica en
todas las coordenadas.

La funcién generatriz W depende explicitamente del tiempo a través:

; S oW 1 oW L,
del tiempo ficticio t. Por tanto T pequeiio si I' es:
i T

grande.
Ahora es cuando definimos la hamiltoniana no perturbada por

QW
Hy = H(J, =) y por tanto la perturbadora serd Hy(t) = 5t

ra supondremos escrita en funcién de 6 y J. Como ya hemos visto H,(z) es:
pequefia, condicién que no es necesaria para obtener inaviantes adiabati-
cas en el caso general como hemos indicado en la primera parte de este
capitulo. La pequefiez de H,(z) nos permite aproximar el desarrollo del
operador de evolucién Si(z) en la imagen de interaccién dada por la (III-13)
por el primer término, aunque el operador de Liouiville @, [<] no admita
un desarrollo en funciones oscilatorias rdpidas sin términos contantes.

que debe aho-
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Estudiemos el movimiento no perturbado que evoluciona bajo la accién
de H,. La frecuencia asociada con el movimiento periédico es

oty
oJ

que seréa en general funcién del tiempo. La variable de accién J es cons-
tante del movimiento no perturbado.

Las soluciones para este movimiento no perturbado son

w, = w, (7, ) = (III138)

i = Bi(t) = f L) (III-39)
0

.donde J, y 6, son los valores iniciales de estas variables. Recordemos que
t = T y que el intervalo de variacion de « es de 0 a 1.

El mayor término de la variacién de J, A J = J (1) — J;, estd dado por
la accién de

1
S()—1~T f v ©, [+] (IT1-40)
0

actuando sobre J,. Este es el error cometido cuando consideramos los in-
variantes adiabaticos como constantes.

Evaluamos @, [z] J;. Para ello, debemos calcular el paréntesis de Pois-
son entre Tl W ( Gg(r),'JU, ) y Jy, y entonces obtener sus derivadas con
respecto a la aparicién explicita de = en W. Tendremos pues:

o oW
T oz 09,

Q [<] Jy = (II-41)

donde

actta sobre la aparicién explicita de «.

L

Desearfamos saber si esta expresién es oscilatoria réapida en el tiempo
para grandes valores de T. Veamos en primer lugar que no tiene términos
constantes. En efecto, de la ecuacién de definiciéon para J se deduce que
cuando g realiza un ciclo completo, es decir, cuando § cambia en una uni-
«dad, la funcién caracteristica aumenta en J. Luego

S=WwW—06J (I1I-42)

permanece inmutable cuando § aumenta es una unidad; por tanto, repre-
senta una funcién periédica que puede desarrollarse respecto a 6 en serie

: : o ¢ : :
‘de Fourier. De aqui deducimos que —— es igual a J més una serie de Fou-

20
: S o W
rier en w sin términos constantes, y que ——

es una serie de Fourier

ot o6
sin términos constantes, puesto que J no depende explicitamente del
tiempo.
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Una vez llegado a este punto, es inmediato deducir integrando por par-
tes sucesivamente, como_hemos hecho en la primera parte de este capitulo
que J es un invariante adiab4tico de orden m si las m — 1 primeras deri-

vadas de H(x) son ceroen = Oy en t = 1, es decir, en los instantes ini-
cial -y final

Igualmente las expresiones (III-27) y (III-28) nos permiten evaluar in-
mediatamente las variaciones del invariante adiab&tico en el inter-
valot = 0, t = T.

»

MOMENTO MAGNETICO E INVARIANTE LONGITUDINAL

Sea un campo magnético uniforme, en la direccién del eje gs, cuyo mo-
dulo varia con el tiempo B = k. B(f). Si no hay espacio-carga, el campo

eléctrico engendrado E, segtin hemos visto en el capitulo II, es

il B = =

E = ? (2 G—] ql) (III-43)

: : SesEanc ol
El potencial escalar obtenido de la relacién E + SEee oo VD es
B(t)
o . LG (II1-44)
luego la hamiltoniana de una particula de carga e en este campo serd
1 m u
H=— [+ mwg) + pt] + 2“’ 0 g (3-45)

donde p, = mg, — mwgq,, vy, P2 = M{,. : : :
La funcién caracteristica de Hamilton para la hamiltoniana instants-
nea, o sea, independiente del tiempo

1 :
= [(pr + mwe,) + pe'] (II1-46)
en funcién de las variables de accién es
J J. Ji + 2 © mw
W = q11+ 2arcsen 4 q2+
R e v 4T mwJ;

L + 2 © mwg,
e

Vi mw J,— (J; + 2 © mwgy) (TI1-47)
8 w* mw

y realizando la transformacién canénica engendrada por esta func19n,_}a
hamiltoniana total, poniendo ya de manifiesto la pequefiez de la variacién
del campo magntéico con el tiempo, tiene la forma
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L J.
H = W)l et mw,el \/ s sen 2 0, —
2T 1 mw

w 6], w I \/ I,
2l 4T tw Y wmw SR (s

Tomando como hamiltoniana no perturbada

wDh wk 6k

H = o S (11I-49)
que engendra las ecuaciones del movimiento
Joz(t) = Joz
IR e Wi ;
B2(t) = Oz + 2_‘“_/; w () dt’ = 0, + ﬂj; w(7) dv (I1I-50)
1 1
Ju(® = Ju w:—a 'w—2
1 1
0(®) = e wuz_ w * (II-51)

y considerando la hamiltoniana perturbadora H, = H — H°, obtenemos
para la variacién del momento magnético en el intervalo ¢ = 0, t = T:

i 1
= L eolwuz Jm L ’ d) o ”woqm
I = - \/ﬂmj;dT = cos(rw6w+Tﬁw(r)dr)

1
2

e Jy w, e 1 :
A \/ = f dv 22— sen (2 Tl + T f w () df") (I1-52)
4 T me Tm w , 0

puesto que
1 ey
- 2"”(%‘*“]2’)_ el
L B 2mme

La constancia aproximada del momento magnético nos permite deducir
la existencia del “invariante adiabatico longitudinal”. Consideremos una
particula moviéndose entre dos espejos magnéticos. La particula se en-
cuentra atrapada entre las dos regiones de campo relativamente fuerte. En
adicién al giro alrededor del centro guia, la particula oscila entre los es-
pejos. En ausencia de campos eléctricos paralelos, la componente paralela
al campo de la velocidad del centro gufa obedece a la ecuacién de movi-
miento cuya hamiltoniana es

2

H =

T ACHD (-53)
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donde p. es el momento magnético, q la distancia a lo largo de la linea de
fuerza y B (g, <) el campo magnético dependiente de la distancia y del tiem-
po. Tal hamiltoniana es del tipo general (III-27).

Supongamos que el campo magnético varia lentamente con respecto al
periodo de oscilacién entre los puntos de reflexién de los espejos magnéti-
cos. Puesto que el periodo de Larmor es mucho mds corto que el de oscila-
cién, el momento magnético . puede tomarse para estas oscilaciones como
una rigurosa constante del movimiento.

Para el céalculo real de la funcién caracteristica de Hamilton, necesita-
mos conocer la expresién de B en funcién de g. Una vez conocida esta fun-
cién es bastante facil, siguiendo la teoria general presentada anteriormen-
te, evaluar el error cometido considerando el invariante longitudinal como
constante del movimiento cuando el campo magnético varia en el tiempo
en una cantidad finita aunque lenta.
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