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PROPIEDADES DE UNA FUNCION DE VALORES ENTEROS
DEFINIDA EN EL CONJUNTO DE LAS MULTIALGEBRAS FINITAS:

p o r

BARTOLOMÉ FRONTERA MARQUÉS

PROLOGO

(
Este tr abaj o ha sido posibl e gracias a la or ientación que ha venido dan«

do a mis estud ios el Doctor D. ANTOl'(!O PLAl'(S SAl\'Z DE BREl\IOl\'D . catedrático.
de Geometría Analítica y de Topología de la Univers idad de Zara goza , y al '
estímulo constante que de él he recibid o. El tema surgió a raíz de .un ciclo­
<le conferencia s sobre Teoría. de Retículos y Lógica. Matemática , desarrolla- ­
do en la Universidad de Zaragoza por el Dr. Hxxs HERMES, profesor. nume-.
rario de la Univers idad de Münster i. W . (Alemania) y Director d el "Institut
Iür math ematische Logik und Grundlagenforschung" de di cha Univers idad:
de quien he recibid o mucha sana crítica y ay uda positiva , primero por­
correspondencia y despu és personalmente en un a serie de audiencias que­
me conced ió en Münster en presencia .de sus colaboradores Dr . RODDING y
Dr. TITGEMEYER , qui enes también contribuyeron con valiosas observaciones.
La fundación JUAN MARCH hizo posible mi viaje y estancia en Münster al"
concederme una generosa ay uda para tal fin . Sea para todos mi sincero ,
agradecimiento. '

En toda la exposición se supondrán oonocidosIos principios básicos de­
la Teoría de Conjuntos y de Álgebra. Moderna , en particular las teorías de­
Hetículos, Grupos y Cuerpos. Los resultados ya conocidos que hayan de ser ..
úti les en el desarrollo de esta. Memoria serán expuestos como lemas, para
cuya demostración remitiremos al lector a alguno de los tratados o trabajos.'
a que hemos tenido acceso. En algunos casos citaremos los autores de los '
lemas (teoremas en el trabajo original) mientras que en otros el lema corres­
ponderá a algún teorema ya clásico cuya. demostración puede encontrarse ­
en cualquier tratado general. Cuando esto ocur ra las citas que demos no ­
corresponderán necesariam ent e al autor del teorema ,

Los números entre corchetes harán referencia a la nota bibliográfica . Los ,
números entre paréntesis remitirán a notas explicativas que se expondrán..
fuera de texto al final del trabajo. Cada capítulo irá dividido en secciones,
pero éstas irán numeradas de modo correlativo desde el principio. Por eH
contrario , las fórmulas a lo largo del texto irán señaladas mediante dos nú - ,
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'meros separados por un guión, el primero de los cuales indicará la sección
-en que se encuentra y el segundo el orden que ocupa la fórmula dentro de
'la misma. Finalmente, los lemas por una parte y los teoremas (originales
del autor) por otra, irán enumerados de un modo correlativo con indepen­

-dencia de la sección en que se hallen incluidos.
Para algunos detalles de nomenclatura y de presentación he seguido va­

Hiosas sugerencias de D. R AFAEL RODRÍGUEZ VIDAL, Catedrático de Análisiay
-de Algebra Moderna de esta Universidad de Zaragoza.
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I NTROD U C CIO N

1

N ATU R ALEZA y PARTES DE QUE CONSTA ESTE TRABAJO

Es sabido que, cuando en un conjunto S se introducen operaciones o re­
Iaciones, el sistema de conjuntos cerrados respecto a las mismas constituye
un retículo respecto a la inclu sión ordinari a . Un tal retículo R es un n
- subretículo completo del álgebra. de Boole P (S)<1) de las partes de S en
'01 sentido de que el ínfimo en R de cualquier familia {FA} (AE /\) de con-
j untos cerr ados es igual a la intersección f}"FA de la IJÍisU!a familia en P (S).
Adelantándonos a la definición más pr ecisa que daremos en su lugar , deci­
mos que una multiálg ebra ~ es un conjunto S en el que se han introducido
opera ciones o relaciones. Cuando el conjunto S es finito se di ce que ~ es
una multiá lge bra fin ita y en este caso el Retículo L(~) de los sub conjuntos
.(le S cerrados respecto a todas las operaciones o relaciones que caracterizan
il ~ es necesariamente finito puesto que peS) lo es. El Retículo L(~) será
llamado R etículo de las su bmulti álqe bros de ~ . A toda multiálgebra fini ta
'le corres ponde pues un Retículo fini to L(~) de submultiálgebras.

Si x, y son elementos de un retículo R , se dice que el conjunto [x , y]
formado por los elementos z de R tales que l.'l< ~ z s;. y es un intervalo de R .
Los elementos x, y se dice que son los ext7'emos del intervalo [x, y] (x es el
extremo inferior e y el extrem o 'Superior) . Un intervalo [x, y ] es vacío si
x Cf y (x no es inferior a y), trivial si x .=. y, elemental s i x es contiguo in­
ferior de y (escribirem os en este caso x { y) y, en general, finito si es finito
el número de elementos z tales que x ·~ z S; y. Los intervalos vacíos están
'caracterizados por carecer de elementos, los triviales por contener un único
elemento que es a la vez extremo 'Superior e inferior y los elementales por
'contener exactament e dos elementos, a saber , el extremo inferior x y el ex ­
tremo superior y . Si un retículo R es finito, sus intervalos son todos vacíos
o finitos. En particular R posee entonces un elemento mínimo e (elemento
'cero) y un elemento máximo u (elemento unidad y el intervalo [ e, u] con-
.tiene todos los elementos de R. .

A cada intervalo [x', y] de un retí culo finito R vamos a asociar un ente-
r o no negativo d(x , y) poniendo: .

d(x, y) = , 0, si el intervalo [x , y ] es vacío o tr ivial.
d(x , y) = n, si es 'a:C y (x ~ y y a; =/= y) y n es el entero positivo míni­

mo para el cual existen elementos Un, a"j .. . , a,l-l, Un de R, tales que Ilu '= z ,
,an.= ; y , y Ilu { a" { ... an-1 { ano

Al entero d(x , y) lo llamaremos longitud mínima del intervalo [x, y].

-11-
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De este modo hemos definido una fun ción d de valores enteros, en el con­
junto de los intervalos de R, hecho lo cual vamos a definir en el mismo con­
junto otra función (que, por las razones que oportunamente explicaremos,
vamos a designar por (d !Jo)), poniendo:

(d !Jo) (x , y) = 0, s i el intervalo [x , y ] es vacíoo trivial. Con esto ya está
definida la función (d !Jo) para todo intervalo de O o de 1 elemento. Supon­
gamos que ya esté definido el valor de (d!Jo) (x, z) siempre que [x, z] sea un
intervalo de menos de n elementos. Si [x, yJ tiene exactamente n elemen­
to" y z es un elemento de R tal que j; ~ z e y, el intervalo [x, zJ contiene
a lo sumo n - 1 elementos y se conoce por lo tanto el valor de (d !Jo) (x, z).
Ponemos ahora por definición:

(d !Jo) (x , y) = d(x , y) - ~ (d !Jo) (x , z).
"'f 'VCZ

Puesto que, al ser R finito, es también finito todo intervalo no vacío de
R , el proceso indicado permite obtener (d !Jo) (x, y) cualesquiera que sean los.
elementos a;, y de R. En particular ponemos por definici6n:

(d !Jo) (R) = (d !Jo) (e, n),

siendo e el elemento cero y u el elemento unidad de R.
Cualquiera que sea el Retículo finito R, sab emos asociar de esta manera,

a R un entero (d {J.) (H). Estamos ya en condiciones de asociar a cada Mul- _
tiálgebra finita 5lL el entero A(5lL) poniendo:

A (~R.) = (d !Jo) (L(5lL»)

Queda así definida la fun ción A en el conjunto de las multiálgebras fini­
tas y nuestro propósito es estudiar los valores que toma esta función cuan­
do se toman como argumentos las multiálgebras pert enecientes a cier tas;
clases conocidas o que oportunamente ' describiremos.

En las restantes secciones de la presente introducción nos d edicaremos.
a puntualizar algunas defini ciones y recordar algunos resultados conocidos
de la Teoría de Retículos. Se verá en qué manera los Retículos, los Grupos.
y los Cuerpos han de ser considerados como multiálgebras. Se demostrarán
finalmente algunas propiedades de la fun ción (a !Jo) encontradas por el .autor­
y que resultan útiles después para la determinación d e los valores de la
fun ción A .

En los capítulos 1 y Il , respectivamente, se estud iará la fun ción A en los.
Grup os y en los Cuerpos fini tos (Cuerpos de Galois).

En el capítulo III se expondrá el concepto de partición generalizada de
tipo 11 de un conjunto S, introducido por IL\RTMANIS (véase [13J, [14J Y
[15J) . Modificando muy ligeramente la defini ción de dicho autor, definimos.
una partición de tipo n de un conjunto S, para cualquier entero no negati ..
YO 11 Y cualquier conjunto S, como una familia 5lL de subconjuntos de S (a
cada uno de estos subconjuntos lo llamamos bloque de 5lL), tal que todo­
subconjunto T de S que tenga exactamente n elementos, está contenido en.
un bloque y 's610 uno de 5lL. (Esta definición, a diferencia de la de Hartma-.
ni s, es válida para n = ' °y también, para cualquier 11 ::::::"0, cuando el con­
junto S ti ene meno s de n elementos).

-12 -
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A cada partición ~ de tipo n de un conjunto S le har emos corresponder
-dos multiálgebras distintas H(~) y G(~), a la primera de las cuales la lla­
maremos multiálgebra de Ilartmanis de tipo n correspondiente a ~ y a, la
segunda hipergeometría de tipo n correspondiente a ~. Si el conjunto S es
finito , tanto Il(~) como G(~) serán multiálgebras finitas.

Los capítulos IV y V estarán dedicados al estudio de la función A en las
multiálgebras de Hartmanis finitas y en las hipergeometrías finitas respec­
tivamente. Veremos como todo espacio proyectivo finito es isomorfo a una
cierta hipergeometría finita de tipo 2.

OPERACIONES y RELACIONES EN UN CONJU NTO

Sea S un conjunto no vacío y a¡,..., an elementos, no necesariamente
distintos de S . Diremos que, tal es elementos, tomados en- este mismo orden ,
constituyen una n-tupla de S que designaremos por <«, ..., a¿> . El con­
junto de todas las n -tuplas de S es lo que se llama potencia cart esiana ­
n -ésima. de S y se designa por S". Opera ción n- aria en S es toda aplicación
de S" en el conjunto rE (S) de las partes de S. Toda operación n-ari a OJ ha ce
corresponder pues a cada n.tupla < a¡,... , u" > de 5 , un subconjunto de S
qu e designaremos por OJ (a¡,.. ., an).

Una operación n-ari a 00 será llamada en este trabajo unioalenie si para
cada n-tupla < a¡,.. ., an > , OJ (al' " '' an) es un subconjunto de S que.con­
ti ene a lo Sl¿mo un elemento y será llamada uniiorme si para cada n-tupla
<lL¡,..., an>, OJ (a¡,.. ., nn) conti en un elemen to de S y sólo unO. Una opera­
ción n-aria uniforme en S puede ser considerada como una aplicación de S"
en S sin más que identificar cada conjunto ~ z } que contiene un solo ele­
mento , con el corr espondiente elemento :x; . Para nosotro s una operación uni ­
forme no será sino un caso particular de -operaci ón .en el sentido de la defi­
nición que hemos dado , si bien , en el caso de ser 00 una operación n-aria
uniforme que hace corr esponder el conjunto ~ x} a 'la n-tupla < al" ' " a.> ,
escribiremos para abreviar x = OJ (u¡, .. ., an) y diremos que o: es el valor de
Ol (a¡, ... , 0,,). Lo mismo valdrá si OJ es una operac ión univalente (no necesa­
r iamente uni forme) y OJ (a¡, .. ., an) no es la pa.rte vacía de S .

Si S es un conjunto no vacío, recibe el nombre de relación n -aria en S
(n ::::". 1) todo subconjunto de la potencia cartesiana S" , Las relaciones n-arias
en S pueden ord enarse como en la teoría de conjuntos, constituyendo de este
modo el álgebra de Boole P (S"). En particular, para n = 1, se púeden
identificar las 1-tuplas < a: '> , < y>,... , con los elementos x , y ,... , de S ,
conviniendo en poner SI = S YP (SI) = ,P (S). Una relación unaria (l-aria)
en S será por lo tanto para nosotros, ni más ni menos que un sub conjun­
to de ,S .

Lo mismo al definir la potencia cartesiana n-ésima de un conjunto S
que al definir las operaciones n-arias y las relaciones n-arias en S, hemos
supuesto 'que S era un conjunto no vacío y que era n ::::"'1. Conviene su­
primir estas restricciones y examinar los casos en que pueda ser, S = 0

= 13---"
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(conjunto vacío) ó n = O. Para n = O podremos hablar entonces de ope­
raciones y de relaciones nularias (O-arias). Empecemos por considerar eb
caso en que sea S = 0 y n ::::::.. 1. Al no contener S ningún elemento, no se
podrá constituir ninguna n-tupla con elementos de S y por lo tanto S» será
el conjunto vacío (relación vacía) . Convendremos pues en decir que, si es
n ::::::.. 1 y S un conjunto vacío, no existe más relación n-aria en S que la re­
laci6n vacía, caracterizada por ser un conjunto vacío de n-tuplas de S .
Ahora bien , para n = O Ytanto si S es vacío como si no, convendremos en
decir que existe una O-tupla y sólo una de S, que representaremos por
< 0 >. Al existir una O-tupla y sólo una, se podrán formar exactamente
dos subconjuntos de O-tuplas, o lo que es lo mismo, dos relaciones nula­
rias en S, a saber, la relación vacía y la que contiene el único elemento.
< 0 >. Convendremos por lo tanto, en que, cualquiera que sea el con­
junto S, ex isten siempre dos y solamente dos relac iones nularias en S, que
son la relación vacía y la no vacía.

El admitir la existencia de la O-tupla < 0 > de un conjunto S, cual­
quiera que sea S, tiene la ventaja de que con ello estamos en condiciones
de definir operaciones nularias en S, de la misma manera que definíamos
las operaciones n-arias para n ::::::.. 1. En efecto, una operación nu laria será
ahora -una aplicación de So en <:E (S). Si 00 es una operación nularia en S,
puesto que en el dominio So ex iste, según hemos admitido , un elemento
único < 0 > , 00 hará corresponder a < 0 > un elemento úni co 00 (0) de
rE (S). Este elemento 00 (0) caracteriza totalmente a 00, de modo' que. iden­
.tificando 00 (0) con 00, convendremos en decir que una operaci6n nularia
en un conjunto S es ni más ni menos que un subconjunto de S. El con­
junto de las operaciones nularias en S es pues lo mismo que rE (S).

Las relaciones nularias carecen para nosotros de todo interés (si las
hemos mencionado ha sido solamente con el fin de hacer completa la ex­
posición), pero no así las operaciones nularias . En general (salvo mención
expresa de lo contrario), siempre que ha blemos qe una relación 0 definida
en un conjunto S, supondremos que S es un conjunto no vacío y que 0 es
un subconjunto de S" para cierto entero n ::::::" -1. Si hablamos de una ope­
ración 00 en S, supondremos igualmente que S es no vacío y que 00 es una
aplicación de S" en rE (S), pero en este caso n podrá ser cualquier entero
no negativo (n ::::::.. O). Cuando hablemos de operacio nes o de re laciones en
un conjunto S supondremos pues siempre que S contiene por lo menos un
·elemento. .

3

IDENTIFICACIÓN DE LOS CONCEPTOS DE OPERACIÓN n-ARIA

y DE RELACIÓN (n +. l)-ARIA EN UN CONJUNTO

A cada operación n-aria 00 en S (n ::::::.. O), hag ámosle corres ponder la re­
lación (n + ' Ij-aria 000 en S caracterizada por conte ner una (n + ; l )-tupla
< a¡, .. . an , (l,,+1 > de la S, si y sólo si es an+! E 00 (al' .. ., an) . Diremos que
la relación 0w así definida, es la gráfica de la operación co , Es fácil com­
probar que .la correspondencia 00:-+ 000 es una aplicación biunívoca y re-
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versible del conjunto o, de ' las operaciones n-arias, sobre el conjunto Rn+l.l

de las relaciones (n +. l)-arias en S (siendo esto así podremos escribir
00~ eoo en vez de 00 --+ eoo). La aplicación inversa de R n+I sobre ºn es la ,
que hace corresponder a cada .subconjunto e de Sn+l (relación (n + l )-aria),
la aplicación 00

8
de Sn en fE (S) (operación n-aria) caracterizada por ser. .

para cada n-tupla < lZ¡, .. ., an > de S

00
8

(lZ¡, oo., an) = ~.x: < lX¡, oo., an, .x > E e r
es decir, para cada n-tupla < lZ¡, oo., 'an > de S, 00

8
(lZ¡, oo., ~) es el sub- .

.conjunto de S al que pertenece un elemento '.x, si y sólo si la (n +. I j-tupl á­
< lZ¡, .. ., an , x > pertenece a e. La demostración de estos hechos es su­
mamente fácil y conocida, por lo que no nos entretenemos en ella .

Una operación n -aria 00 y una relación (n +l)-aria e en S, relaciona­
das una con otra mediante la .correspondencia biunívoca 00~ eoo acabada I

de establecer, pueden ser identificadas, es decir, consideradas las dos como ,
,representantes (le un mismo ente . La consideración {le un tal ente en su s
aspecto de operación n-aria o en el de relación (n +.: l )-aria será materia,
de elección en cada caso.

4

CO NJUNTOS CERRAD OS RESPECTO A UN A OPERACIÓN n -ARIA o RESPE CTO '

A UN A RELACIÓN (n + l )-ARL\.

Dada una operación n-aria 00 en S y un subconjunto T de S, diremos.
que T es cerrado resp ecto a 00 si y sólo si, para cada n-tupla <lZ¡, .. ., v ­
de T se verifica que 00 (al! oo. , an) es un subconjunto de T. Si en vez de una :
operación n-aria consideramos una relación (n +. l )-aria e en S (n :::::'" O).
diremos que un subconjunto T de S es cerrado respecto a B-.si y sólo si,
siempre que pertenezcan a T los elementos (iguales o distintos) al' .. ., an ,.

. de S, pertenece también a T .todo elemento .x tal que < lZ¡, ..., an , a: > es.
.una (n + , l)-tupla de e. Es fácil comprobar 'que estas dos definiciones son­
.equivalentes entre sí cuando se identifica cada operación n-aria 00 con su ':
,gráfica correspondiente ero.

5

MULTIÁLGEBRAS

Una vez puntualizados los conceptos (le "operación" y (le "relación" en­
un conjunto, estamos en condícionesde dar la definición de "multiálge­
bra" (2). Llamaremos multiálgebra sobre un conjunto S a todo sistema­
~ = ~ S; F r constituido por S y una familia .F de operaciones en S. La
,familia F puede ser vacía o bien contener un número finito o infinito de­
operaciones: En todo caso se puede poner F = {i;,. r (AE 1\) Y entonces se-
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<supone que para cada elemento A del conjunto /\ de índices, existe un en­
tero no negativo n (A) tal que f Jo. es una operación n (A)-aria . Si ~ = {S ; F f

' es una multiálgebra sobre S, diremos que S es el con jun to base y que F es
la familia (de opera ciones) definidora de ~.

Es corriente dar el nombre de álgebra a tod a multiálgebra {S ; F f cuya
familia definidora F está constituida exclusivamente por opera ciones uni­
formes, cons iderada cada un a de ellas como una aplica ción de S" en S
jpara cierto entero n :::::,. O. En este sent ido serían 'álgebras los grupos (véase
sección 13) y los re tículos (véase sección 11), pero no lo serían por ejemp lo
los cuerpos (véase sección 14), pu esto que en la familia definidora de un

' cuerpo entra un a operac ión unaria (la form ación gel inverso) que no es
uniforme (el elemento O carece de inverso), aunque sí univalente. Para los
fines de nu estro trabajo no hace falta distinguir las álgebras (en el sentido

-antes indicado) de las que podríamos llamar multuilqebras en sentido . es­
tricto que serían aquellas en cuya familia definidora figurase por lo menos
una opera ción no uniforme. Tanto unas como otras serán agr upadas bajo

-el apelativo común de multiálgebras.
Si el conjunto base S de una mul tiálgebra ~ = { S; F f es finit o, se

-d ice que ~ es una multiálgebra }inita. Orden de una multiálgebra
3IT. = {S; F f es el número card ina l S (~ de su conjunto base S. Si la fa­
mili a definidora F de la multiálgebra ~ = {S ; F f contiene un número

',finito k de operac iones y éstas son designadas por los símbolos i; ... , fk'
-se escribe ~ = . ~ S ; fl, .. ., fk{'

Las multiálgebras (más en particular, las multiálgebras finitas) consti-
tuirán el objeto de estud io principal en este trabajo. Para designar cada

¡ una de ellas nos valdremos unas veces de un símbolo (que será en genera l
:una mayú scula del alfabeto gótico) y otras de los símbolos correspondien­
't es al conjunto base y a la familia d efinidora o elementos d e ésta, unidos
-de una de las formas arr iba indicad as . Por elem entos de 1ma m ultiá lge­
.bra ~ ente nderemos los elementos del conjunto base de ~ .

6

CLASE S DE MULTIÁLGEBRAS

Si dos multiálgehras ~IT. = 1S ; F} Y ~' = { S' .; F' f son tales que las
"familias definidoras F = {f f (AE /\) Y F' = H' f (AE /\) vienen descrit as

Jo. Jo.

mediante el mismo conjunto /\ de índices y para cada AE /\, t. y t~ son '
-a mhas operaciones n(A)-arias para cier to entero n(A) :::::,. O, se di ce que ~
y ~' son multiálgebras del m ism o tipo . La familia {n (A) f (AE /\) de en­
teros no negativos, se d ice que¡ es el tipo común a las-rnultiálgebras ~

.Y ~'. Para cada AE />, se dice entonces que t. y t: son operacion es homó­
,Zagas. Aquellas multiálgebras de un mismo tipo cuyas- opera ciones homó­
logas están .ligadas por ciertas re laciones comunes, constituyen una clase
-de multiálq ebras , Ejemplos de clases :de multiálgehras son los grupos, los
·t:merpos, los retículos , etc .... , que se d efinirári oportunamente.

-16-
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7

H OMOMOR FISMO E I S OMOR FI S MO

Si 9IL = ' {S ; F} Y gjL' = {S' ; F'} son mul ti álgebras del mismo tipo
1n (A) f (AE 1\), siendo F = jl.) ,. F' = U:} (AE 1\), llamaremos homomor­
fismo de gjL en gjL' a toda aplicac ión ljl de S en S', tal que, para todo AE 1\
Y toda n (A)-tupla < Xl , X n (A) > de S, se sat isfaga la con dición

ljl (f (Xl' , X » e: f' (ljl (x~, .. ., ljl (X »,
,\ " (A) _ A n(A )

Si en particular el homomorfismo ljl de gjL en gjL' es una aplica ción biuni­
voca (le S sobre S' y para todo A E 1\ Y toda n (A)-tupla < 'Xl' . . . , x ' >. nW .
d e S, se cumple '

ljl (f ,\ (Xl' .-:«;» = ( ( ljl (Xl), oo. , ljl (X" íA-¡ »,
ento nces ljl recibe el nombre de isom orfismo de gjL sobre ~'. Cuando tal
aplicación existe, se di ce que las multiálgebras gjL y: gjL' son isomorias. Para
'expresa r que dos multiálgebras gjL y gjL' son isomorfas, se escribe gjL 0!.. gjL'.

El conjunto de las rnulti álgebras isomorfas a una multiálgehra determi­
nada gjL const ituye una clase de la cual gjL (y lo mismo cualquier .otra mul­
t i álgebra gjL' isomorfa a gjL) es un representante. Una tal clase recibe el nom­
bre de multi álqebra abstracta. En real idad, toda propiedad de una multiál­
ge bra gjL en cuanto tal , puede ser considerada como una propiedad de la
mul ti álgebra abstra cta de la cual gjL es represe ntante. Solamente será pre­
ci so considerar di stintas dos multiálgehras isomorfas cuando se quiera ~~- .
tudiar el retí culo de submulti álgebras de una 'submult iálgebra determinada
(véanse las secciones 8 y 12). Dos multiálgebras isomorfas gjL y gjL' di remos
q ue tienen la misma estructura y por el contrar io, si gjL y gjL' no son iso­
morfas, d iremos que t ienen estructuras diferentes . Cada multiálgebra abs­
t racta estará por definición caracterizada por la est ructura común a cada
un a de las multiálgebras represe ntantes de l a misma.

8 ,
, ,

M ULTIÁL GEBRAS SUBOR DlN'ADAS y SUBMULTI.'\'LG EBRAS

Dada una multiálgebra gjL = {S ; F} y un subconjunto T de S; podemos
constituir una nu eva multiálgebra {T ; F (T )} tomando T como conjunto,bas e
y corno familia definidora la F (T ) formada por las mismas operaciones de la
fa milia F restringidas a T. Esto. qui ere d ecir que, si es F = ~ t. f CAE i\),
entonces ha cemos F (T ) :=. j f~:) f: (AE 1\) ; dond e para cada ):. E 1\ , t'" es la
operaci ón ~1.(A)-aria en T ' definida _poni endo, . para -toda n(A)-tupla
< Xl , . : " X n{ ,\ ') > de T :

r» (xl, oo.,X n{,\ ) ) = 1,\ (Xl' "'' X ,,(,\ ) ) n T.

~ 17 =-=
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Diremos entonces que ~(T) = {T ; F (T )} es la multiálgebra subordinada.
por ~ = {S; F} en el conjunto T o también que ~(T) es una multiálgehra,
subordinada de ~. Un caso particular interesante es aquel en que el con-o
junto T es cerrado respecto a cada una de las opera ciones 1 11. (AE /\) de la.
familia F. Cuand o esto ocurre se di ce simplemente que T es cerrado resp ec­
lo 'a ~ y la multiálgebra subo rdinada ~(T) recibe entonces el nombre de­
submultuiiqebra de ~.

9

PRODUCTO DIRECT O :DE I\1ULTl ,\.LGEBRA S

. Si~' = {S' ; .F' } Y ~" = {S" ; F" f son multiálgebras del mismo tipo­
{?J(A) f , (~ E 0), siendo F = 't: f Y, F" = {r~ f (A E /\), se puede definir­
otra multiálgebra ~ = ~' x ~" = {S; F f , llamada producto directo de­
~' por ~ , tomando como conjunto ba se S el producto car tesiano de S' por'
S" y como familia definidora F = lA' (AE A) aquella en que para cada AE »;
f es la operación n (A)-aria en S = S' X S" d efinida poniendo para cada.

11. •

n (A)-tupla < Xl" '" x > de S , siendo Xi = < x;'; x t > (i = 1,... , n(A»::, n(,\ )

I ( ) ., (' ') t: ( " " )11. ,Xl" '" Xn (A) = 1.\ Xl ' '' '' ' X n (A) X ,\ X l , ... , X ,, (A) .

De modo análogo se definiría el producto d irecto ~' ,x ~" x .. " x ~(ki'

de cualquier número k de multiálgebras. El producto di recto de multiálge­
bras posee la propiedad asociativa en el sent ido de que , por ejemplo, las
multiálgebras (~' x~") ' x ~m , ~' X (~" X ~") Y ~' x ~" X ~n"

son isomorfas do s a dos. También posee la propi edad conmutativa en el sen­
tido de que, las mul tiálgebras ~' x ~" y ~" x ~' son necesari am ente­
isomorfas.

10

CO;,\ CEI'TO DE " RELATI \' O". y SÚ EQUIVALENCIA roaN EL DE " MULTI,\.L GEBHA"

Algunos autores (véase por ejemplo REHMES [17J, pág. 153) prefieren­
considerar relaciones en vez de operaciones y en consecuencia, en vez del:
concepto antes expu esto de "Multi álgebra" introducen en el de "Relativo".
Un "relativo" es un sistema {S; Ti f constituido por un conjunto S y una
familia. R = {r ,l,} (AE /\) de relaciones en S , donde para cada AE /\ ,'1' es:

, . ' ,1,

una relación (n(A)+ Ij-aria para cierto ente ro n(A)::::::'" O. Se dirá también
que fS; R.{ es un "relativo" sobre S y que S es el conjunto base del "rela-·
tivo {S; R}. . .

'Al identificar, según hemos hecho en la secci ón 3, cada operación COIl'

una relación y viceversa , toda familia F = {-fAf (AE /\) de operaciones en'
un conjunto S quedará identificada con la familia R = . {r,l,} (AE /\) de rela­
ciones en S , constituida por las gráficas de las opera ciones de F, y vicever~·
sa , para cada familia R de relaciones en S existirá una familia F y una sola:

---, 18 -
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de operaciones en S , de tal manera que R esté constituida por las gráficas
de las operaciones de F. Si F Y R están re lacionada, de este modo , los sis­
temas ~ S ; F } Y ~ S ; R} serán conside rados como representantes de un mis­
mo ente, al que se podr á dar , indistintam ent e, el nombre de multiálgebra
o de relativo. Usare mos de preferencia el primer nombre cuando, para la
definición d el sistema ~ S; F f, presentemos a F como una familia de opera­
ciones y el segundo cuando la familia F sea representada por la corres pon­
d iente familia R de relaciones .

Los isomoriismos entre re latioos, relativos subordinados, subrelatioos, y
produ ctos directos de re lativ os se definen de tul manera , que las defini cio­
nes se reducen res pectivamente a las de isomorfismo entre multiálgehras,
multi álgebras subord inadas, submultiálgebras y produ ctos d irectos de mul­
tiálgebras, al hacer la identificación .

Lo que se ha dicho en esta sección , quedar á ilustr ado en la siguien te
cuando presentemos los con juntos ordenado s alte rnativamente como mul­
tiál gebras y como relativos.

11

Los CONJUNTOS ORDENADOS Y L OS RETÍCULOS CO]l[O MULTIÁLGEBRAS

Conjunto orderuulo (v. nota 4) es, como se sabe, todo sistema ~ S; <; f for­
mado por un conjunto S y una relación binaria <; en S reflexiva (x e x para
tado x E S), antisimétrica (si es x e y e y .s::;; x, entonces es x = y) y transi­
tiva (x e y e y C z implica x C z). Un conjunto ordenado puede conside ­
rarse pues como un Relativo cuya familia definidora de relaciones contiene
el úni co elemento, C que es una relación binaria de las característ icas ya se:'
ñaladas, Toda relación binari a en S con tales características recibe el nom­
br e de ordenación de S . Una ordenación e en S es una ordenación total si
para dos elementos cualesq uiera x, y de S es ~ .s::;; y o bien y e x , Un con­
junto ord enado ~ S ; C f en el que e es una orde naci ón total, se di ce que es
un conjunto totalment e ordenado o bien 'que es una cadena . Será en parti­
cular una cadena finita si el con junto S es finito. Hasta aquí hemos conside­
rado un Conjunto ordenado como un Relativo. Considerado como Multiálge­
bra, un Conjunto ord enado sería un sistema ~ S ; f f dond e S es un conjunto
y f una operación unari a con las propiedades siguientes :

x E f(x ) para todo x E S,
Y E f (x ) Y z E f (y) => z E f (x )
yEf(x) Y x 'E f(y) => x = y ,

propiedades equivalentes a las que caracterizan una ordenación e en S
cuando se pone

y E f (x ) ~ x C y.
La notación que. hemos venido usando para designar un conjunto orde ,
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nado, será ' en general simplificada . Así , al decir por ejemplo que S es un
Conjunto ord enado, supondre mos implícitamente qu e S es un conjunto en
el cual se ha defin ido cierta ordenaci ón que se supondrá designada por C
mi entras no se especifique otra cosa. En par ticular , si decimos qu e S es una
cadena , se supondrá qu e S es un conjunto ordenado y que además la orde­
nación ~ de S que se cons ide ra, es una ordenaci ón total. Si S es una cade­
na Iintia , se da, como 'es sabido, el nombre de longitud de S (escr ibiremos
long S) al número de elementos de S di sminuido en un a unidad. Usaremos
solamente la. notación completa. ~ S; ~ t cua ndo sea preciso tratar a la vez
"de conjun tos ordenados di stintos y la claridad de la expos ición -requiera
'que qu ede bien desta cada. la. di stinción en tre las orde naciones respectiv as
de cada uno de ellos .

Si ~ ,~ ; C t es un conjun to ord enado, tod o subconjunto T de S se cons i-
jlera automáticam ente ordenado por la. r estricción a. T de la ord ena ción ~
de S . .Así por ejemplo, los intervalo s [x, y] de que hemos tratado en la sec­
ción 1, se cons ide ra n siempre como conjuntos ordenados . Otro tipo de suh­
conjuntos de un conjunto orde nado S son las cadenas. Un subconjun to e de
S se di tá que es un a. cadena, en S, cuando el conjunto ordenado ~ e; ·~ f
donde ~c es la restricción a e, d e la ordenación <; de S, es una cade na . Si
una cadena e posee un elemento mínimo a y un elemento máxim o b (véa se
nota 4), se d ice que WlC a con b o bien que es una. cadena de a: a b. Una ca­
dena e de a a b en un conjunto ordenado S se d ice qu e es maximai cuando
no ex iste en S ninguna cadena de a a b d ist inta de e que contenga todos
los elementos de e. Dicho de otra manera, una cade na. e de a a b es maxi­
mal si y sólo si , todo par de elementos de e contiguos en e, son ta mbién
contiguos en S . Evide ntemente , un in tervalo trivial ' [x, x] es Io mismo qu e
una cadena de longitud cero y un in tervalo elemental [x, y] (x ~ y) una ca­
dena de longitud 1. En general, puede ocurrir que un intervalo [x, y] de
un conjunto ord enado S sea una cadena en S, y en tal caso [x , y] será,
como es obvio, una cad ena. maximal de a: a y .

Como caso part icular d e produ cto di recto de multiálgebras o d e relati­
vos, se pue de de fin ir como sigue el producto directo de dos .conjuntos or-
denados: -

-Si ~ Sl ; ~1 t, ~ S2; ~ t son do s conjuntos ordenados, recibe el nombre de
producto directo de ~ Sl; C 1 t por ~ S2; C2 t el conjunto orde nado ~ S ; C t,
&~e - . - -

(v . nota 5)

y la ordenac ión <; de S es la definida poni endo para cada par

< Xl' x2», < u; Y2> de elementos de Si x S2

< Xl ' x.¡ > ~ < Yl> Y2> ~ Xl ~1 Y11\ X2~2 Y2' (v . nota 6).

Hemos" visto antes cómo un conjunto ordenado puede ser cons ide rado
como un a multi álgebra según la definición dada en la sección 3 y ahora
vamos a ver lo mismo pa ra un retículo. '

Un retículo es, como se sabe, un sistema ~ S; n, U t cons tituido por un
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conjunto- S Y dos opera cion es binarias uniformes definidas en S , a saber,' la
intersección n y la unión U, cada una de las cuales posee las propiedades
conmutativa y asociativa, estando ligadas entre sí mediante dos leyes de
absorción (para cada par x, y de elementos no necesariam ente di stintos de
S es x n ex U y) = x, x U (x n y) = x) . Todo retículo pu ede ser cons ide­
rado pu es como una multiálgebra cuya familia definidora está constituida
por dos úni cas operacion es n y U d e las cara cterís ticas citadas.

Al igual que hemos hecho para los conjuntos ordenados, simplificare­
mos la notación , y así cuando digamos que S es un retículo se sobreent en­
derá que S es un conjunto en el cual se suponen definidas dos opera ciones
n y U de tal manera que {S; n, U f es un Retí culo. En este caso ,' todo sub­
conjunto T de S cerrado a la vez respecto a las operac iones n y U, es el con­
junto bas e de una multiálgebra {T ; n T , UT f (n r y U l ' son las mismas ope­
ra ciones n y U restringidas a 1) y se dic e simplemente que T es uIi subre-,
lículo de S. Si el conjunto T es cerrado respecto a n podríamos 'decir que
{1'; nr , UT f es un Cv-subreiiculo (léase intersecci/m- subreticulo} de {S; n, U ~
pero diremos simplemente que T es un (l-subretículo de $.. Análogamente
si T es cerrado respecto a U diremos que T es un U-SUb1"etíc.ulo (léase unién­
subretículo) de S. Un subreticulo de S es pu es un subconjunto T ide S que
es a la vez n-sub retículo y U-subretí culo de S.

En la Teoría de Retículos, los re tículos suelen ser identifi cados con aque­
llos conjuntos ordenados cuya ordena ción C es tal que, respecto a .ella , todo
subconjunto finito T de S posee un supremo sup(1') y un ínfimo inf(T) (v éa­
se nota 4). Se demuestra en efecto que es posibl e. establecer una coord ina-'
ci ón entre los conjuntos ordenad os de esta clase (a los que vamos a llamar'
conjuntos ordenados en retículo) y los retí culos (v . nota 4). Sin entra r ,-en;
la demostración recorde mos solamente que, en esta coord inación, se cor res-'
p,ond en mutuame~t~ un ,Con~unto ordenado en retículo {S ; ,S; f y u"~ .Rel
tículo {R ; n, U} SI Y solo SI es S '= R Y pa ra dos elementos cualesqUiera¡
x, y de S se satisfacen las cond iciones siguientes: -'

'a: s:;: y ~ x n y == x

x C;;; 'y~: :X¡ U y = y'

. x U u > sup{x, y~

x n y' = ' inf .{ x ,y l ,. . , d .,

donde sup ' {x , yf e inf { ;; ,' y f son el supremo y el ínfimo, respect ivament~,
del conjunto {x , y f respecto a la .or denaci ón e de S; (se demu estra que
cualquiera de las anteri ores condiciones implicaIas demás).
, " Debido a esta coordinación, se, suele dar simpleme nte el nombre de re­
tículo a todo conjunto ordenado en retí culo y, viceversa , se suele considerar
todo retí culo eomo un conjunto ordenado en retí culo. Hay que advertir sin
embargo, que, aunque un conjunto ordenado en retí culo {S; C f Y un re­
tí culo {S; n, U f se correspondan , en la. coord inac ión de que ílemos habla­
do; es preciso considerarlos ' como entes distintos en cuanto Multiálgehras. '
Un subconjunto T"de S puede ser cerrado respecto a S; y no serlo respecto
a: :1', y U tornadas' en conjunto -y viceversa . Esto pu ede observarse 'en el sí-l
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guiente diagrama (v. nota 7), que representa a la vez un conjunto ordenado
en retículo {S; <;f y el correspondiente Retículo {S; n , u f,

u

. t

U e x y z u
--- - - - ---- - -

e e x y z u
-------- - - --

x x x t¿ t ¿ u

y I y
------,--

U
~I_t~

U

Z I z
u u z u

t ¿ u u - u-¡-u- u

. y .

e
FIG. 1

x .

n e x y Z u
~------- - - -

e e e e . e e
------- - ----

x e x e e x
-- --

=R ~
y e e y

z e e e

u e x y z u

El subconjunto {z, y, u f de S es cerrado respecto a S;, pero no lo es a la
vez respecto a n y U (contiene ai, y , pero no x n y = e). Por el contrario,
el subconjunto { e, y f es cerrado respecto a n y U, pero no lo es respecto a
S; (contiene y , pero no contiene u , siendo así que y C; u). A pesar de esta
salvedad, identifi caremos también nosotros en adelante (mientr as no se in­
diqu e lo contrario) cada conjunto ord enado en retículo con su, correspon­
diente retículo. Podemos hacer esto puesto 'que, no obstante el papel des­
tacado que van a desempeñar los retículos dentro de esta memoria, no los
vamos a estudiar en su aspecto de multiálgebras (como hacemos por ejem- ­
plo COn los grupos y con los cuerpos, sino solamente en su aspecto de
conjuntos ordenados en retículo.

Observemos que la identificación entre conjuntos ordenados en retículo
y Retículos que, como hemos visto, no es compatible con la formación de
subconjuntos cerrados o submulti álgebras, es sin embargo compatible con
los conceptos de isomorfismo y de producto directo, en el sentido de que,
por ejemplo si dos conjuntos ordenados {S1;~1 f, {S2; S; f son identifica­
bles respectivamente con los retículos { S1; n , U1 f, {S2; rl 2 , U2 f , { S1; S;:1 f

si endo S el conjunto formado por los elementos e, x, y, z, 'U , donde la re­
lación S; es satisfecha por los pares < e, e > (es e -C; e), < e, x >,
< e, y>, < e, z '> , < x, x'>, < x, 'u >, < y , y>, < y , u > < z, z > ,
< z, u >, < u, u > y las operaciones n y U están definidas respectiva­
mente por las siguientes ta blas :
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y {S 2; S;2} so.n isomorfos si y sólo si lo son {SI; n l ,Ul } y {S2; o , U2 } y
:por atraparte, si es .

{S ; '~ } = {SI; S;1} X {52 ; s;:.~ },
{S ; n , U } = {SI; n I, u} x {S2; n~, U2},

'en tonces el conjunto ordenado {S ; '~} es identificable con el retículo
:l S; n , U } si y sólo si son identificabl es {SI; e l } con {SI ; n I, U¡} y
'.~ S2; ~ } con ~ S2; n2, U2 } . -

12

RETÍCULOs DE SUBMULTIÁLGEBHAS
.'

Es sabido que para toda multiálgebra g[, = { S : F} ,el sistema de los
'subconjuntos de S cerrados respecto a g[" es un n -subretículo completo del
retículo fE (S) de las part es de S (la demostra ción de este hecho puede ver­
'Se por ejemplo en HERMES [17J, pág. 34, expuesta en términos de "relati­
vos"). Un ta l retículo será des ignado en lo sucesivo por L (g[,). Si id entifi­
camos cada subconjunto T de S, cerrado .respecto a g[" con la multiálgebra
correspondiente g[,(T ) (sulmul tiálgehra de g[,), podremos decir que L (g[,)
'es el retículo de las submultiá lgebras de g[,. Si g[, es una multiá lgebra fi­
nita , L (g[,) será también evidentemente finito . Según ha sido indicado ya
'en la Introdu cción , el presente trabajo se reduce en esencia al estudio,
'bajo cierto aspecto, de los retículos L (g[,) para algu nas clases -de multiá l-
hras finitas g[,. ' .

13

Los GRUPOS COMO l\IULTL.\.LGEBRAS

Una mult i álgebra g = { G ; F} rec ibe el nombre de grupo ., cuando la .
f amilia definidora F satisface las siguientes cond iciones :

a) F está const ituida por tres operacio nes uni forme", u, ~i , p, de las
'Cuales la .prímera es nul aria , la. segunda unar ia y la tercera binaria

b) La operación binaria p es asociat iva (para cada terna «; x ; y , z >
-de elementos de G se cumple i . p(x, p(y , z» = p(p(x , y), z). .

e) El elemento! ún ico de G que corresponde a la operac ión nular ia u
'(elemento que designaremos con la misma letra '1(,) es un elemento neutro
respecto a la operación binaria p (cualquiera que sea el elemento x de G,
.se cumple : p(u, x) = p(x, u) = x) . .

d)' Las tres operaciones u, i , p, están ligadas entre sí por la siguiente
:identidad: . el' J •

p(x, i (x» = p(i (x) , x ) = 11,

donde x representa un elemento cualquiera de G.

.~:~:t=-
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Las cuatro condiciones que preceden caracterizan a los 'grupos. Los gru­
pos cuyo conjunto ba se es finito, son los g7'tlpOS finitos . Si la operación
binaria p de un grupo G es conmutativa (si para .cada par < x, y > de ele­
mentas de G, es p(x, y) = p(y , x» , el grupo G es ,conmu uuioo o abeliano.

La definición que hemos dada. de gr upo no es sin o una manera distinta
de expresar la defini ción que se da corr ientemente en los tratados sobr e
Teoría de Grupos . Según ella un grupo 'es un conjunto G en el que se ha
definido una operación binaria uniforme asociativa (esto equivale a la exis­
tencia de la operación binaria p sujeta a la condición b», respecto 'él, la
cual existe un elemento neutro (existencia de la opera ción nularia 1t, su­
jeta a la condi ción e» , y a cada elemento le corresponde un inv-erso (exis­
tencia de la opera ción unaria i, sujeta a la condi ción d».

En un grupo cualquiera se suele escribir , como es sabido. x y en vez
de p(x , y), ',1;-1 en vez de, i(x) y 1 en vez de u, pero si se trata de un grupo
abeliano , es más corriente escribir x +. y por p(x , y), - x por i(x) y O
por zz. En el ' primer caso (notación multiplicativa)' la operación binaria 9,eI
grupo recibe el nombre de producto (x y es el producto de x por y) y en el
.segundo caso .(notación aditiva), de suma (x -1- y es la suma de x con y),
. La definición corriente de subgrupo es equivalente va la de conjunto
.cerrado respecto a la multiálgebra. En efecto, decir' 'que un conjunto JI
(subconjunto de G) es cerrado respecto a la operación nularia tt , equivale
a decir que H contiene el elemento unidad tt. Decir que H es cerrado res­
.pecto a la opera ción unari a i es lo mismo que decir que siempre que un
elemento a; pertenece a H, también el elemento inverso i(x ) (x -1 al cam­
biar de notación) pertenece aJ I y, finalmente , decir que Il es cerrado r es­
.pecto a la operación binaria p equivale a decir que siempre que los ele­
mentas x, y , pertenecen a H, ta mbién pertenece a 1I el producto x y . Pro­
piamente nosotros llamamos subgrupo a la vsubmultia lgebra , pero para
los fines de este traba jo no existe inconveni ent e en identificar el conjunto
cerrado con la submultiálgebra, según ya hemos indi cado al hablar de los
retíc úlos de submultiálgebras .

Acerca de r etículos 'de subgrupos existe un monografía de SUZUKI [21J
sobre la que nos ap oyaremos para la demostración de algunos de nu estros
teoremas. . ,

El producto directo, de grupos ' se define particularizando para éstos la
definición de producto di recto de multiálgebras. El producto directo de
grupos abelianos recibe, en general, como es sabido, elinombre de suma
'directa, cuando se hace uso de la notación aditiva. En este trabajo sin
embargo, seguiremos hablandó, para no. perd er generalidad, d e produ cto
dirécto, aun cuando se trate de grupos abelianos en .los que seda el norn., '
brede suma a la opera ción binaria. . ;

En ' lo 'sucesivo identificaremos un gr upo e;; ~ jO; ti, i, Pf con el con­
junto bas e G. Así , al decir que G es un grupo, se 'sobreentender ú que :G
es ünconjunto en el que se suponen definidas tres opera ciones uniformes
u , i, p, sujetas a las condi ciones a), b), e), d). .
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Los JIElIIICU¡':RP OS y L OS CU ERP OS COMO :MULTL.\L GE BR AS

Sea {e; 'tL, i, p} un grupo ab eliano sobre un conjunto e, (u, i , p son
operaciones uniformes sujetas a las leyes a), b), c), á), de la sección an-..
terior, siendo p además conmuta tiva). Supongamos que el conjunto j e-u} , .
formado al excluir el elemento 'tL del conjunto e, sea el conjunto base de-

otro gr~po {{ e - uf ; u', i', p' }. Es fácil ex tender las operaciones 1¿', i' 1
p' , hasta convertirlas en operaciones en e: La opera ción nularia unífor- .
me 1¿', o lo que E:\S lo mismo, el eleme nto 1¿' de {e _ . uf , puede' ser consi- .
derado sin más como una opera ción nularia uniforme. en e, puesto que u"
pertenece a C. Para extender i' (operación unaria) a e, basta definir i' (u} :
y para ello diremos que i ' (n) = 0 parte vacía d e C). Finalmente, para ­
extender p' a e basta definir los productos p (x , y) cuando ~no por lo me­
nos de los elementos x, . y es el elemento 11" y para ello pondremos que ­
para todo elemento z de e es

p (u, z) = P (s , 11) = u.

Conviene observar que 1/' y p' siguen siend o operaciones unifo rmes despu és.
de su extensión a e en la forma indicada , pero no as í i ', puesto que i ' (u}
ya no es un conjunto form ado por un elemento y sólo uno, sino la parte .
vacía de C. Con las operaciones u l

" i', p' extendidas a e y con las 1¿, i, p ,
definidas desde el prime!' moment o en e, constituimos la mul tiál gebra­
j e; u, i , p , 1¿' , i', p' f . Una tal multiálgebra constituye, por defini ción , mi..
hemi cuerpo , si ade más de satisfacer ~u , i , p,u' , i ' , v'. las leyes ya citadas, .
satisfacen también las dos siguientes :

p' (x, p (y, z» = . p (p' (x , y), p' (x, z»,
p' (p (y, z), x) = 'p (p' (y, x) , p' (z, x»,

.siendo x, y , z elementos cualesquiera de e.
Un hemicu erpo en el que la operación p' sea conmuta tiva (las dos leyes,

últimas se reducen entonces a una sola) recibe el nombre de cuerpo.
. Si {e ; 1¿, i , P u', i', r' f es un .cuerpo, los grupos {e ; 1¿, i , P f y .

{e - u; u', i', r' f reciben respectivament e los nombres de grupo aditivo -­
Y. grupo multiplicativo del mismo. En vez de u , i (x), P (x , y), u', i' (ze),
p' (x , y), (siendo x, y elementos cualesqui era de e) sé escribe respectiva- .
mente como es sabido, O (elemento cero),~ x , x + y, 1 (elemento uni- .
dad), x - r, x y. Esta última notación será la. que usaremos invariablement e ­
en adelante, siempre que tratemos ·de un hernicuerpo o de un cuer po. En ,
el capítulo II trataremo s de los cuerpos finitos, o lo que es lo msimo, de
lbs hemicuerpo s finito s, pues, como es . sabido, todo hemicuerpo finito es..
un cuerpo.

Simplificaremos también aquí la 'notación y diremos simplemente que­
e es un cuerpo para significar 'que e es un conjunto.'en -el que están defi-,
nidas opera ciones 11, i , p , u' ;", v: tal es que el sistema { e ; 11, .i , p , u'j i ' , p' t-
es un cuerpo. .

'~ 2,5 ~
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15-4

15-2

15-3

15-1

gs (u, v) = ~ i, (u, x) . ¡Jos (x, u),
u~:tf.0

~ ¡Jos (x, v) = 1, si u = v
U~X~tI

~ ¡Jos (x, v) = 0, si U=F V
u~x ~v

. La función ¡Jos recibe el nomb re de función de Weisner-Ml5 bi'US del Conjunto
, ordenado S.

3.") Si dos fun ciones fs y gs están relacionadas por la iden tidad 15-1,
se cumple entonces, cualquiera 'que sea el intervalo [u, vJ de S:

FUNCIONES DE INTERVALO EN UN CONJUNTO ORDENADO LOCALMENTE FINITO

' siendo ¡Jos la fun ción de W eisner-Móbius del conjunto ordenado S.
La fun ción ¡Jos de Weisner-Móhius ha sido estudiada de un modo particu­

~ lar por el I?ismo WEISNER [25J, por P . HALL [10J, [11J Y por S. DELSAR-

.....,- 26 -

2." Existe, para cada conjunto ordenado S, una función y sólo una,
-que des ignaremos por ¡Jos, caracterizada por satisfacer, para todo intervalo
.Iu , vJ, las siguientes identidades :

15

Vamo s a presenta r algunos res ultados de L. VVEISNER, P. HALL Y M.
·W ARD, cuyo conoci miento hará' más comprensible el significado de la fun­
ción que queremos definir y estudiar en el conjunto de las mult iálgebras
finitas. .

Ya hemos d icho lo que se entiende por interva lo de un conjunto orde­
nado S . Si todo intervalo no vacío de S es finit o, di remos que) S es un
conjunto ordenado localm ente finito. Un tal conjunto ordenado no es ne­
cesariamente finito (lo veremos más ade lante con un ejemplo), pero si sien­
do S localm ente finit o posee elemento mínimo e y elemento máximo u ,

. entonces S es finito pu esto que se identifica con el intervalo [e, t¿J.
'Consideremos el conjunto 9 de to dos los intervalos no vacíos de un

conj unto ordenado localmente fini to S. Toda función cuyo dominio sea g
-o una parte de 9 será denominada. fun ción de in terva lo en S. L. 'WEISNER

[25J estud ió las fun ciones d e intervalo que toman sus valores en un herni­
. cuerpo r (cualquiera, pero fijo) de característica cero . Vam os a resumir
los resultados de d icho autor, restringiéndonos al caso en que se toma

-como hemicuerpo el cuerpo de los números raciona les. Estos res ultados son
' los siguientes (cuando 'se diga "funció n" entiéndase "función de intervalo
en S con valores racionales") :

1.0) A cada función t, le corresponde una función y una sola gs con la
: propiedad de que, para cada int ervalo[ n, vJ de S, se cumple:
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e, -1
¡Ls = !'só

- ..
10 cual es lo mismo que poner

,ts . ¡Ls = Os

El resultado 3.° de W eisner, deriva de que la igualdad 15-1, satisfecha
para todo intervalo [u, vJ de S, equivale a poner ' t, = gs ts , Y conside ra n­
-do esta última igualdad como una ecuación con la fun ción gs indetermi­
nada, la existencia de la fun ción !Jos , inversa - (única) de ts, ha ce ver que
la función gs = ' ts ts es la única que satisface di cha ecuación . La igualdad
15-4 no es más que la igualdad gs = ' t, ¡Ls aplicada a un intervalo cualquie­
r a [u , vJ de S.

~ t s (u , x) . ¡Ls (x , v) = Os (u , v),
u 9."'~.

Este anillo de fun cion es de intervalo en S, que designaremos también
p or Ols, posee un elemento unidad que es la fun ción Os, caracterizada por
ser:

Os (u, v) = 1, SI es u = v , 15-7
Os (u , '1.1) = 0, si es u =F v . . 15-8

Ward llam ó [un cion es propias a aquellas fun ciones que en el anillo Ol"
po seen elemento inverso" es decir, una fun ción ts es llamada propia , si
'existe otra función t5-1tal que i, t:' = ts-1 t, = Os. Demostró el mismo .
autor que una función i, es propia, si y sólo si, para to do intervalo trivial
[ x , xJ es fs(x , x) =1= O. La función ¡Ls introducida por W eisner, no es sin o la
función inversa en Ols de la fun ción propia ~s que·toma el valor 1 para todo
intervalo de S . En efecto, las igualdades 15-2 y 15-3 pueden ser resumidas
en la forma

T E [3J , en los casos en que el Conjunto ordenado S es un retículo de sub-·
gru pos de cierto tipo de grupos finit os, y ha sido aplicada con éxi to a la
r esolución de di stintos problemas de enumeración de la T eorí a. de Grupos.
Una bibliografía completa de lo publicad o hasta la fecha acerca de esta
función , puede verse en un interesante t raba jo de GrAN-CARLO ROTA [19J .

M. W ARD [24J resumió y amplió los resul tados de W eisner , conside­
rando el conjunto Ols (v. nota 8) de todas las fun ciones de intervalo , en un
conjunto ord enado localmente finito S (los valores de estas fun ciones son ,
en el trabajo de dicho autor , elementos de un hemicuerpo fijo r de carac ­
terística cero , pero para simplificar supondremos siempre que r es el
c uerpo d e los números ra cionales) y reveló la est ruct ura de anillo de di cho
conjunto cuando se introduc en en él una suma y un producto definidos
como sigue:

La suma t, + gs de las funciones ts y gs es la fun ción que, para cada
intervalo [u, vJ de S toma el valor

. (ls +' gs) (u, v) = t, (u , v) +! gs (u , v). '- 15-5

. El producto t g de t por g, llamado por Ward producto de' Diri chlet ,
es la fun ción que, para cada intervalo [u, vJ ,de S tom a el valor

(ls gs) (u, v) = ' ~ l, (u, x) gs (x, v) 15-6
u9."'~ .
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FUNCIONES HEGULARES DE INTERVALO

Si un conjunto ordenado S posee un elemento mínimo e y un elemento
máximo 1t, diremos que S es acotado.
. Tengamos en cuenta que todo intervalo no vacío [a, b] de un conjunto:

ordenado localm ente finito , es un conjun to ordenado finito que tiene la. par-,
ticularidad de ser acotado. Viceversa, todo conjunto ordenado finito y aco­
tad o S, puede considerarse idéntico al intervalo finito no vacío [ e, u], si ¿­
es el elemento mínimo y u el elemento máximo de S. Según esto podemos'.
decir que "intervalo finito no vacío ',' y "Conjun to ord enado finito yacota-'
do" son conceptos equivalentes y en consecuencia no los distinguiremos e~
lo sucesivo. Diremos simplemente " in tervalo finito" para referirnos indis­
tintamente, ya sea a. un intervalo .ñníto no vacío de ,cualquier conjun to or­
denado o bien a un conjunto ordenado finito S con elemento mínimo y ele­
mento máximo. Si cons ide ra mos a S como un intervalo , t odo intervalo de
S será llamado subuüerualo, Toda fun ción de intervalo i, en un ' conjunto
ord enado localm ente finito S, pu ede por lo tanto ser cons ide rada como una
fun ción 'que tiene por dominio un determinado sistema de intervalos (el sis­
tema formado por los int ervalos de S). Si [a, b] Y [e, el] son int ervalos iso-o
morfas, pero distintos, de S (se satisface por lo menos una de las desigual-o
dados a =/= e, b =/= d), nada se opone, en principio , a que sea i, (a. b) =/=
=/= i, (e, d), siendo i, una función cualquiera de int ervalo en S, ni tampoco:
es preciso que se sepa ext ender la fun ción t, a un dominio má s amplio que
el de los intervalos de S. Sin embargo, en los casos que presentan algún in­
teré s; lQ que corrientement e se ha ce (lo que hemos hecho en el caso de las '
fun ciones Os y 1;s) es dar una ley f que ha ce corresponde r a cada intervalo
no vacío.de un conjunto ord enadocualquiera , localm ente finito S, un valor

. f(x , :y) que depende ún icamente de la estr uct ura d e [x, y ] y no del conjun ­
to ordenado S. Teni endo en cuen ta la identidad entre intervalos finitos no
vacíos y conjuntos ord enados finitos y acotados, podemos conside rar a f
como una fun ción definida en el sistema de todos los int ervalos finitos (cual:
qui era que sea el conjun to ord enado- a 'que pertenezcan), fun ción 'que ' tiene
la particularidad de atribuir siempre un mismo. valor a intervalos isomor­
fos. A una fun ción de' este tipo Ia llamaremos fu'neiónreg1tlar de intervalo.
Una vez definida una función regular de intervalo , quedará automúticamen­
te definida, para cada conjunto ordenado localm ent e finito S, la función i,
restri cción de f al conjunto de .los intervalos no vacíos de S . Así , las fun- .
ciones Os y 1;s , defin idas anteriormente para un conjun to ordenado localmen­
te finito cualquiera ' S, . pueden ser cons ide radas como las restri ccion es, al
conjunto de los intervalos de S, de las fun ciones regulares de int ervalo o y
1; definidas poni endo ';

0(5) -= , 1, .s i S es un intervalo trivial (con un 30 10 elemento).
0(5) = 0, .si S 'es un , intervalo no trivial.
1;(S) = 1, cualquiera que sea el int ervalo (tr ivial o no) S .

-28-
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-entonces la fun ción 'l/Ja es la restriccurn. de la función 'I/J = ~ tJ. al 'e~ iljunto de
Jos int ervalos de S de la [orma [a, x ] . . . - . o'. .., , .

16-1
16-2

(f + g) (S) = feS) + g(S)
.(fg).(S) =. ~ f(e, x) . g(.x , ·tI)

CfX5; U

Las funciones f + g y fg, así definidas, son evide n temente fun cion es re­
.gulares de intervalo (toman valores iguales para intervalos isomorfos).

Los resultados de M. W ARD se pu eden interpretar diciendo que el siste ­
ma de las fun cion es regulares de intervalo cons tituye un Q:nillo !Ji con un
'elemento unidad que es la fun ción o (llamada también fun ción o de DiTae);
La fun ción inversa de ~ en este anillo (se demu estra que tal inversa ex iste
.Y es úni ca) es la fun ción tJ. de W eisner-Mobius , de cuya restricción ~s al
'conjunto de los int ervalos de un conjunto ord enado localmente 'finito ' cual-
'quiera S hemos tratad o anteriormente . . ' ,

Se demuestran fá cilmen te los siguientes lemas, que son consecuencias
'casi inm ediatas de. la definición de la fun ción tJ.: •

Lema l.~Si [a, b] es un interv alo elemental, entonces es tJ. (a, b)=~l.

Lema 2.-si el 'uüerc alo [a, b} es 11na cadena de longitud mayor que 1,
-enronces es tJ. (a.' b) = ' O.

Lema 2.- S i.e l irüeroalo [a, b] es una cadena de longitud mayor que 1.
(finita o in fin it a) cuyos elementos son aD, al'"'' aH ' u,, , a.H , (a~ { a¡ {a2 {. .. . )

.'y f es una fun ción regular de intervalo, los valores de la [uncum. f tJ. lJara
los intervalos de S (los cuales son todos evidentemen te de loo forma [aí , (lIj]

'con i L. j) v ienen dados por

(f tJ.) (ai , aj ) = f(a" aj ) , si es 'i = j ,
(f tJ.) (a;, aj) = f(ai , ~j) - f(a.; , ai-l~ ' si es i < j.

_ Lema 4.-Si 'l/Ja es una [uncurn. definida solament e para. 198 int ervalos de
-la forma [a, x ], siendo a un elemen to fijo de 1m conjun to ordenado local­
mente finito S , y qJ es una [uncurn. requla« de uüeroalo de (al manera qi~e

;pa1'O todo intervalo de la forma [~, x ] se verifica ' ! . ::- ~

~ . 'Ij'a (a, z) = (j-J (a, x), ..
a ~ z ~ z .

Dadas dos fun ciones regulares de intervalo f, g, es posibl e definir la
s uma f + g y el producto de Diri chl et fg análoga mente a como se ha ce cuan­
-do se t rata de fun ciones d e intervalo fs, gs, en un conjunto orde nado 10-
-ealmen te finito S. En efecto, si j y g son fun ciones regulares de intervalo
.se conocen los valores f(S) y g(S) , para cualquier intervalo S , así como ta m­
.hi én se conocen los valores f(x , y) y g(x , y) que toman f y g respectivam en­
te, para un subin tervalo cualquiera [x,' y] de S. En consec uencia, se pue­
-de poner por defini ción:
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LoNGITUD MÁXIMA Y LONGITUD MÍNIMA DE UN INTERVALO

Entre las fun ciones regulares de intervalo d esta caremos la s que vamos
a llamar longitud máxima y longitud mínima .

Si S = ' [a, bJ es un intervalo finito de extremos a y b, existirá siempre
un número finito de cade nas maxímalss de a a b, Cada; una de estas cade­
nas tiene .una longitud que no es necesariamnte la misma para todas ellas.
El conjunto formado por las longitudes de todas las cadenas maximales de
a a b es pues un conjunto finito de .enteros no negativos que contiene un
máximo y un mínimo. Esto nos permite asignar a cada intervalo finito
S = ' [a, bJ los e.nteros no negativos D(S) = D(a, b) y deS) = d(a, b) de la
siguiente manera: .

D(a, b) valor máximo de las longiludes de las cadenas maximales
de a a b.

dCa , b) valor mínimo de las lon gitudes de las cadenas maximales
de a a b. .

De estas definiciones se desprende qu e para lodo intervalo trivial [x, xJ
es D(x, x) = d(x , x) = O.

Puesto que S = [a , bJ puede ser un in tervalo finito cualquiera , qu eda';
de este modo definidas las funciones regulares de intervalo D y d, a. las que
llamaremos respectivam ente longitttd máxima y longitud mínima.

Si un conjunto ordenado localmente finito T es tal que , para todo inter­
valo [a, bJ de T todas las cadenas maximales de a a b ti enen la misma Ion­
gitud, se di ce qu e T satisface la condición de cadena de Jordan-D edekind.
Las fun ciones D y d se reducen evide ntemente a una fun ción única , cuan­
do se restringen al conjunto de los intervalos de un conjunto ordenado que
satisfaga esta cond ición . La fun ción D se conoce en la literatura matemá­
tica con el nombre de Dimensión (v. nota 9),

18

LAS FUNCIONES d[Jo, DIJo, ¡¡-d, [J.D y. sus PROPIEDADES

Una vez definidas las funciones D, d Y [J. Y el producto de Dirichlet de
dos funciones , tal como se indica en 16-2, quedan automáticamente defini-
dos los productos D[Jo , d[Jo , [JoD Y [Jod . En un trabajo anterior (v. [6J) demos- .
trábamos que la función que aquí designamos por D[J. (en nuestro trabajo de
referencia la designábamos por d[Jo) se anula para todo retí culo (finito) re­
ducible. Est e resultado no es sino un cas o particular' del teorema que vamos
a demostrar a continuación :

Teorema 1. - Si un int ervalo finito S = [a, bJ es reducible . entonces e~

- 30-



18-1
18-2:

18-4 .

'18-3

18-1"
18-2'

D(S) = D(Sl) + D(S2)'
deS) = d(Sl) + d(S2)'

O, lo que es lo mismo :

D(c, u) = D(cl, lb¡) + D(c2, u2)

d(c, u) = d(cl, tl-¡) + d(c2 , 1~)

La demostración de este teorema se deriva de los dos lemas siguientes r­

Lema 5. - Si el intervalo finito S = [ e, u], es producto directo de los­
intervalos Sl y S2' de ex trem os cl, U l y ~, U2 respectioamente, se veri fica :

PROPIEDADES DE UN,l FUNCJON DE VALORES ENTEROS

c: lo que es lo mismo

La demostración es inmediata si se tiene en cuenta que si a=<al , ~>,

b = ' < bl , b, > son dos elementos de Sl x S2' es a 1 b si y sólo si es O¡ 1 bl ,

(I<.!. = b2 o bien a l = bl , a 2 1 b2 • De aquí que las primeras componentes de­
los elementos de una cadena maximal C de e a lL en S, constituyen una ca-o
dena maximal el de Cl a lL¡ en Sl' mientras las segundas componentes Ior-.
man una cadena. maximal C2 de C2 a 112 , siendo en todo caso .....
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Si C es de longit ud máxima entre todas las cadenas de c a n, entonces.
e l y C2 son también de longit.ud máxima entre todas las cadenas de C1a Ul y.
de C2 a U2 respectivamente. Por definición es entonces : long (C) = D(c, u),
long(CJ = ' D(cl, tl-¡), long (C2) = D(c2 , u2) , de lo cual y dela 18-3 resulta 18-1' .

Del mismo modo obtendríamos 18-2' sin más que considerar cadenas ma-.
ximales de longit.ud mínima de c a. u, de Cl a lL¡ y de ~ a 112 •

Lema 6. - Para todo intervalo S = [a, b] que sea producto dire cto de
los intervalos Sl ;= [al' bl] , S3 = [a2 , b2] , se verifica. . _

La demostra ción de este lema se hace por ind ucción. Se cumple en efec-.
to si [a , b] es un intervalo de un elemento (tr ivial), (entonces es a. = b.
al = bl ; a2 = b2, ¡J.(a, b) = ¡.¡.(al , bJ = ¡.¡.(a2, b2) = 1), Y es fácil ver que si '
se cumple para intervalos de menos de n elementos, se cumple también
para los de n (v. nota 10).

Demostración del teorema 1 :

Si el intervalo finito S = [e, u..], con elemento mínimo e y elemento má-­
ximo lL, siendo c =1= n, es reducible, será por definición producto directo de­
los intervalos no triviales SlY S2' cada uno de los cuales poseerá elemento
mínimo y elemento máximo . Designando por cl , tl1 , los elementos máx imo y
mín imo de SI y por ~, 1~ los de S2' al ser Sl' S2 no triviales, -d eber á ser­
C¡ =1= tl-¡, ~ =1= u2 • Según la definición de (d¡.¡.) (S) tendremos ento nces, al.
aplicar los lemas 5 y 6:



c. q. d.

(!J.d) (S) = 0,

'Recordando que , por ser c¡ =1= 1/1 Y ('''.! =/= 1/2 es, seg ún 'la definición de [J.,

2: ¡J.(X¡,llJ = O.
c1S x l 5: U 1

+ 2: d(C2 ,X2) [J.(X¡, 1'¡) [J.(X2 , llJ =
e l ~ Xl ~ U I

c, s:. x , ~ U,

2: d(c¡, Xl) [J.(X¡,ll¡) [J.(X2 , '1l2) +
Cl~\Xl~ ni

c;:~l x::S. u:

l REn ST,t DE LA- A.CADEMI ,t· DE 'CU-NCI,t S EXA CT,lS, FISICO: QUIMIC,lS r NATURALES

(d[J.) (S) = (d¡J.) (e, 11) = 2: d(e, x ) [J.(X,ll) =

2: [d(c¡, xJ + d(c2 , x 2) ] [J.(X¡, 111) ¡J.( :l:2' 112) =
Cl ~ X l ~ U 1

c~ .~\x: ·~ ti::
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A partir de ahora no s ocuparemos solamente de la función d[J. . Para cada
"t eorema que d emostremos relativo a esta fun ción , se podría d emo strar un
.teorema análogo para cada una d e las funciones [J.d. D[J. Y ¡.tD , pero no insis­
't iremos en ello por no ser interesante para nuestros fines.
. -El siguiente teorema hace referencia a la fun ción d[J. en el caso en que el
-conjunto -ordenad o 5 a que se' aplica. sea un retículo finito. Tengamos pre-
-sente que en todo conjunto ordenado , COn elemento mínimo e y elemento
máximo 1l-, r eciben el nombre de átomos los elementos contiguos de c y de

..antiátomos los contiguos de u . .

Teorema 2. - Si 5 es 1m retículo finito no tri vial q1le satisface la con­
. aiciól~ d e, cadena de Jordan-Dedekind , en tonces es

(d[J.) (S) = (d[J.) (i , ti) .

.sierulo u .el elemen to máximo· e i el infimo del con flln to ,de los arüi átomos
-de $.

Para demostrar este teorema haremos uso d e dos -lemas.

, Del mismo modo d emostraríamos que, con las mismas hipótesis acerca
-d e 5 , es

'se obtiene



.PROPIEDADES DE UNA FUNClON DE l ' AL ORES ENTEROS

. : lS-5

. .....

. ~ r. / ', •. . ,
: ;: .' . - . : ': .

.. c. q. ?

00

¡Jo (x, u) = 2} (;:::-- Jl .Qk(X, u) "
k=O . . . ' . .

¡Jo ' (x, y) = ~ (- 1)" QJ x, y),
k =O

d (c, x) = ' d (c, x) + .d .(i , x ).

00

¡Jo (x, u) = ~ Q,: (x , u) = lJ
k =O

Qo(x, u). == o'(x, u) = O;'

De todo ello se deduce que por lS~5

: ' " - . ~:..') fJ ', ~J ."

.En efecto: Consideremos para todo :i; (i e 'x e '1() una cadena . maximal
el de c a i y una Cadena maximal C2de i' ai:. Juntando los éleiIléntó i :(]¿

Qk (x , y) = número de conjuntos formados por k elementos contiguos
inferiores de y cuyo ínfimo sea x (k ~ 1).

WEISNER [25J demostró 'que para todo intervalo . [x, yJ de un retículo
localmente finito S, se veri íica :

= 33=

Qo (x , y) = o(x, y)

Lem a 8. - Si un retículo finito no tri vial S = [e, u] , cuyos elemen tos
mínimo y máximo se designan P01' c y t¿ (c =1= u), satisface a la con dición
de cadena de Iordán-Dedekirui y i es el ínfimo del con;"nn to de aniiáto­
mas de S, entonces para todo x E S tal qu e i S;x S; '}I es

Por otra parte, por ser i 9; x e i S; ti., será x =1= u, y;::en consecuencia

de modo que, en particular se ti ene: .

Supongamos ahora que x es tal que el ínfimo i d e .los antiátomos de S
no es inferior a x (i <;f x). Entonces x .'no puede ser ínfimo de'ningún sub­
conjunto de antiátomos , pues suponiendo que estos 'son ' a", Oo. , an , siempre
podemos di sponer los índices de modo que si :x es la inter sección (ínfimo)
-de k antiátomos (1 Lo k Lo n ), sea pr ecisamente x = a l n ..: n ak y al ser
i = a" n Oo. n ak n ak+l n 'Oo n (L1l ' seI.:ta i = x n (ak:tl n Oo , n ,a.,,) S; x , con­
trariamente a lo supuesto. De aquí se deduce que para todo .h ·~:i es (bajo
la hipótesis i ~ x) . . .

Qk (x, t¿) = O.

Lema 7. - Si S es un retículo finito no trivial Ji llamamos i al ínfimo
del conjmüo d e los antiátomos de S, en tonces para todo x E S tal qu e i q; x,
es ¡Jo(x , u ) = O, siendo u el elem en to máximo de S .

Demostración : Definamos una suces ión ' de fun cion es de intervalo
Qo , Ql" ' " Qk,' " de la siguiente manera :



c. q. d.

REVI STA DE LA A CADEMIA DE CIENCIA S EXA CTAS, FISICO-QUIMICA S y NA TURA LES

18-~

18-7:

18-6:

= d (e , t) o (i, u) + (dll') (i, u)

= d (e, i) ~ ¡¡. (x, u) + ~ d (i , x) ¡¡. (x, u) =
i.~ J:~U -s» c »

(d¡¡.) (i , u) = ~ d (i, x) ¡¡. (x , u)
~º .. [ u

Todo conjunto totalmente ord enado localm ente finito o cade na local­
mente finita satisface evidentemente la condición de cadena de Jordan-De­
dekind y por lo tanto no hay lugar a di stinguir entre longitud máxima O>
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El elemento i es intersección de un conjunto (no vacío por ser S no
trivial) de elementos contiguos inferiores de u y por lo tanto es i =/= u, de­
donde se- deduce que es o(i , u) = O. Teni endo esto en cuenta en 18-8,.
resulta

= ~ d (e, t) ¡¡. (x , u) + ~ d (i , x) ¡¡. (z , u) =
i l;:t': u i ~ %:: u

= ~ ( d (e, i) + d-(i , x») ¡¡. (x, u) =
1s; x (;; u

Al ser, según el lema 7, ¡¡. (x, u) = O para todo x tal que i Cf x , de 18-11:
se deduce:

(d¡¡.) (S) = ~ d (c ,x ) ¡¡. (z, u) =
CQ:t:Q: U

L A F UN CIÓN d¡¡. EN LAS CADENAS

19 .

long (C) = . long (C;) + long (C;).

Ahora bien, al tener todas las cad enas maximales entre dos elementos:
determinados la misma longitud, será:

long (C) = d (e, x) ; long (C;) = d (e, t) ; long (C;) = d (i, x), de donde

d (e, x ) = d (e, i) + d (i, x), c. q. d .

Demostración del teorema 2:

Según la definición de d¡¡. es

(d¡¡.) (S) = (d¡¡.) (e, u) = ~ d (e, x) ¡¡. (x, u) ,
cQ. :t:~U

estas dos cadenas se obtiene una cadena maximal C de e a x y evidente­
mente es



PROPIEDA DES DE UN,¡ FUNCION DE VALORES ENTEROS

dimensión y longitud mínima para los intervalos de S. Todo intervalo
[u , vJ de S es en este caso una cadena. fini ta que podemos suponer de lon ­
gitud n y designar sus elementos por aD, G.¡, ... , a,,-l, an , siendo aD ~ G.¡ {

~ , .. ~ a"-l ~ a" . Para todo i = ' O, 1, . .. , n - 1, n es evidentemente
d (aD, al) = D (aD, al) = i . Aplicando el lema 3 a la función d obtenemos

'('

(d tJ.) (a;, al) = d (ai' al) = O
(dtJ.) (ai' aj) = d (e¿ aj) - d (a;, G-t-J = 1- i - [(1 - 1) - iJ =. .

= 1- (1- 1) = 1, si es i < 1·

Con esto queda ' demostrado el lema siguiente :

LEMA 9. - La función d p, toma el v alor O para todo in tervalo trunal y
el v alor 1 pa.ra toda caden a no trivial.

20

L A FUNCIÚN d tJ. EN L OS RETÍCULOS DE DIVISORES DE UN NÚMERO

Consideremos el conjunto D¿ de enteros pos it ivos const ituido por los
divisores del entero positivo n . Ordenado este conj unto por la relación e
definida poniendo, para dos d ivisores cualesquiera dI, ti¿ de n

d¡ e ti¿~ dI divide a d.¿,

constituye como se sabe un retículo en el cual es

sup (a, b) = a U b = m . c. m. (a, b),
inf (a, b) = a n b == m. c. d. (a, b).

Si es n = p', siendo p un número primo, ento nces el ret ículo D¿ es una
k

cadena de longitud r. Si es n = n pt i ; r, > O; i = 1, ' oo, k; k > 1"
i= l

' siendo PI' ... , P» números primos di stintos, el retículo D; es un producto
directo de k cadenas de longitudes r ¡, oo. , r k y por lo tanto reducible . Apli­
cando a los retículos de este tipo el lema 9 y el teorema 1, se t iene :

T EOREMA 3. - Si D, es el ret ículo de los divisores del n úm ero n atural n
(n > O), en tonces es

si n es u na po tencia de un número primo p y (d u) (DD) = O en los demás
casos.

. '
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DEFINICIÓN DE LA FUl'\CIÓN A EN EL CONJU NTO DE LAS IIlULTLí.LGEBRA S FINITAS

Sabemos que todo retículo finito no vacío , en su calidad de conjunto
'Ordenado especial, posee un máximo y un mínimo, es d ecir, es un inter­
valo. Sab emos también que para cada multiálgebra finita 9!L , el retículo
L (9!L) de las submult iálgebras de 9!L , es finito . Podemos pues hacer co­
rresponder , como ya hemos indicado en la sección 1, a cada multiálgebra
finita 9!L , el entero

A (9!L) = (d ¡.¡.) (L (9!L») ,

quedando así .definida la función A . en el conjunto de las multiálgebras
finitas.

Antes de pasar adelante, vamos a enunciar como teoremas l' y 2' las
propiedades de la fun ción A que se obtienen al aplicar los teoremas 1 y 2
respectivamente, al retículo L (9!L) de las submultiálgebras de una rnulti-
álgebra finita 9!L. .

Diremos que una multiálgebra 9!L es Ir-reducibl e cuando (y sólo cuándo)
~I retículo L (9!L) es reducibl e. .

TEO:REMA l ' - Si 9!L es una multiálqebra finita L-redu cible, enton~es ei
A (9!L) =0 . r •

Si 9!L es una multiálgebra finita y 9!L' una submultiálgebra de 9!L dire­
mos que 9!L' es un a submulti álgebra maximal de 9!L si el elemento de
L (9!L) representado por 9!L' es un antiá tomo . En teoría de gr upos se da el
nombre de subgrupo d e Frattini d e un grupo S al subgrupo intersección
<le los subgrupos maximales de S , Por analogía , vamos a llamar submul­
tiálgebras de Frattini de una multiálgebra 9!L a la multiálgebra intersec­
~ión de todas las submultiálgebras maximales de 9!L .

, TEOREMA 2'. - Si 9!L es una multiálqebra finita tal que el 'retícu lo L (9!L)
satisface la con dición de cadena de JOl'dan-D edekind y ,S es la submulti-
álgeora de Frattini de 9!L, én tonce s es .

A (9!L) = (d¡.¡.)(S , 9!L),

siendo (d¡.¡.) (S, 9!L) el valor que toma la función d¡.¡. para el intervalo
[¿J, 9!LJ dé L (9!L).
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CAPÍTULO I

LA, FUNCION A EN LOS GRUPOS FINITOS

...

22

BREVE MENCIÓN DE RESULTADOS coxocmos

El retículo de las suhmultiálgebras de un grupo G es .el retículo L (G),
cuya . estructura determina , en el caso de ser G finito , el valor de
,\ (G) = (d¡¡.) (L (G)). . .

Damos por sabidas, según ya hemos di cho en la sección 1, las nociones
básicas de la Teoría de Grupo s. Para facilitar la exposición resumimos, en
forma de lemas , los resultados que nos han de ser más útiles para deter­
minar los valores de la función A .

LEMA 10. - El orden de todo suliqrupo Il de un grupo finito G, es di~

visor del orden. de G (teorema de Lagrange).
LEMA 11. - Todo gmpo abelumo finito G, cuyo orden , descompu esto

en sus factores primos es, n cc : Pl"l ... Pr"'" , es producto directo de gru~

por G1, • • . , Gn donde para cada i = ' 1, .. ., 1' , Gj es dorden. p/i y es pro­
ducto directo de s grupos cíclicos (s :::'" 1) de érdenes p/ ;', ..., p/ i8, siendo
eil +' '" + ej. = ' ej. La demostración de este lema puede verse, por ejem
plo , en M. HALL [9J (pág . 40, teorema 3.3 .1)

Tomando por bas e este último lema, se da el nombre de elemen talm en­
te abeliamo a todo grupo abeliano que sea producto directo de grupos
cíclicos de orden p , siendo p un número primo (corresponde al caso
r = ' 1, s = ' el' ei ¡ = . .. = ej. = 1, según la notación usada en el enun­
ciado del lema). Consideraremos también como elementalmente abeliano
al grupo trivial. . "

De un modo gen eral, los números naturales eH. reciben el nombre de
invariantes del grupo finito G. Tales invariantes determinan por completo
el grupo G, salvo isomorfismo.

Recomemos 'que todo elemento a de un grupo cualquiera G engendra
un sub grupo {a} de G que, o bien es isomorfo al gr upo aditivo de los
núm eros enteros, o bien . es cíclico de orden finit o. Se da el nombre de
orden de un elemento a de un grupo G al orden del grupo {a}. El ord en
de un elemento a de un grupo finito G es, corno se sabe: un número finito
divisor del orden de G.
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LEMA 12. - El re ticulo L (G) de los su bgrupos de un gmpo G es pro­
ducto directo de re ticulos LA(AE /\) si y sólo si G es producto dir ecto de
qrupos GAtales que L (G) ce: LA(AE /\) Y el orden de cualquier elemento
de G

A
(pam todo A E /\) es un núme1'O finito primo con el orden de cual­

qui er elemento de G /lo (A=1= 1Jo).La d emostración pu ede encontrarse en Su­
ZUK.I [21J , pág . 5, teorema 4.

LEMA 13. - Si G es un grupo fin it o cíclico de orden n , el re ticulo L (G)
es isomorio al reti culo D; de tos divisores de n (véase, por ejemplo, M.
H ALL [9J , pág. 35, teorema 3.1.1.).

LEMA 14. - Si el gmpo finito G es de ord en. n = r: s, siendo p un nú­
mero primo no divisor de s, en tonce s G con tiene su bgrupos' de órdenes pi,
i = 1, .. ., m , y todo su bgrupo de orden pi es divisor normal de por lo
menos un grupo de orden pl+Z (véas e M. HALL [9J , pág. 44, teorema 4.2.1) .

LEMA 15. .....:.... El retículo L (G) de los suborupos de un g1'UpO G de orden
pr (p número primo, r:::::'" 1) satisface la con dición de cadena de Jordan­
Dedekind (este lem a es consecuencia inmediata del anterior).

LEMA 16. - El re ticulo L (G) de los suborupos de un gmpo abeliano G
satisface la con dición de caden a de Jordan-D edekind.

Esto deriv a de que para un grupo cualquiera G, el conjunto de los sub­
grupos divisores normales de G consti tu ye un retí culo LN (G) que es modu­
lar (v. no ta 11) y es un n-subretículo de L (G) (véase, p . ej ., HERMES [17J ,
página '44). Si G es abeliano L N ( G) coin cide con L (G) puesto que todo sub­
grupo de G es normal. Todo retículo modular satisface la condición de ca­
dena de Jordan-Dedekind (véase tam bién H ERl\fE S [17J, pág. 73).

. L EMA 17 . - Todo retícu lo L (G) de un gmpo abeliano {-inito G, es dual
de sí m ism o, en el sen tido de que ee is ie una aplicación biunívo ca reoersi­
ble o/ de L (G) sobre sí mismo tal que si Il¿ H, son su bg1'UpoS de G (elemen­
tos de L (G) es

Hz<;'1I: p cp (H:) ,S; cp (Hz)

(toda aplicación rp que reúna estas cond iciones recibe el nombre de auto­
morfismo dual de L (G») . En M. H ALL [9J, pág. 196, teorema 13.2.4 se de- _
muestra el carácter dual de L (G) para una clase de grupos G 'que contiene
los grupos ab elianos finitos).

Unsubgrupo H de un gr upo G será llamado subgrupo truuximal de G si
y sólo si es H =1= G y no existe ningún subgrupo H, tal que sea II e Hz e G
(recuérdese que, por ejemplo, TI e Hz significa que es a la vez H e Hz 'y
H =!= Hz).

Dado un gr upo G, si de signamos por Go el sub grupo de G que contiene
el elemento neutro (Go es el elemento mínimo de L (G») , un subgrupo
H de G será llamado subgrupo minimal de G si y sólo si es TI =1= Go y no
existe ningún subgrupo Hz de G tal que G, e Hze H. . .

LEMA 18. - Si para un grupo abeliano finito G, llamamos 1 al subgrupo
inters ección de todo s los subgrupos m aximales de G (1 es, por definición,
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22-1

(1 - pS) (1 _ p.-Z) .. . (1 _ ps-l+Z) .. . (1 - p'-hi :>

(1- p) (1 - p') oo. (1 - pi) .oo (1 _ p") -, '

a EB b = ' c P a + b:== e (inod n) /\ OL. C < n

Ns h =

LEMA 20. - Todo suoqrupo de un grup o eleme ntalmente abeliano es
e lementolm ente abeliano

La demostración de los dos lemas anter iores puede hallarse por ejemplo
en Z ASSENHAUS [28J, pág. 142.

LEMA 21. - Si un grupo abeliano fin ito G de orden pe (p núme-¡;o primo ,
oe ~ 1) es producto directo de s grupos cíclicos de órdenes pil~, \ ... , pe. ,
(ez + 'oo . + es = e) en tonces el mbgrupo V, unión de los grupos maxima­
l es de G es elemen talme nte abeliano de orden p'. La estructura de V vi ene
por lo tanto determinada por p y por el núm,ero s de invariantes, siendo
.independiente de los valores particulares ez, .. ., e, de éstos.

Es sabido en efecto que todo grupo cíclico de orden n (n > O) pued e
'ser representado por el grupo aditivo de las clases de congruencia módu­
lo n. Cada clase de congruencia pue-de representarse a su vez por el entero,
no negativo menor 'que n que contiene, de modo que en definitiva, el grupo
cíclico de orden n puede considerarse constituido por el conjunto
W, 1, ' oo , n-n de enteros no negativos poniendo, para cada par de
.~nteros no negativo s a, b, menores que n

S e veri fica siempre

El elemento neutro del grupo es el número O y el elemento inverso de
1111 número a (OL. a < n) es n-a. Según lo que antecede, y según la de­
finición de producto directo de grupos, el grupo G puede considerarse re­
presentado por el conjunto de todas las s-tuplas < az, ... , ah" " as> de en­
teros no negativos, donde para cada i = 1,.. . , s es O L. a, < p~i , y por ope-

:si es 11. ~ 1, s ~ h.

-el subgrl¿po de F1'attini de G) y V al subgrupo unión de todos los sub­
:!Jru pos minimales de G, enton ces los intervalos [G" U] Y [I, GJ de L (G)
son isomorfos.

En efecto, [Go, VJ es lo mismo que el 'retículo L (U) de los subgrupos
-d e U. V, como subgrupo de G, es también un grupo, abeliano finito y por
10 tanto existe un automorfismo dual q>u de L (U), lo mismo que existe un
.automorfísmo dual q>a de L (G). La aplicación product o q>G q>u' es, como fá­
.cilmente se comprueba, un isomorfismo del intervalo [Go, UJ sobre el in­
tervalo [1 , GJ.

LEMA 19. ~ Si G es un grupo elementalment e abeliano de orden p' .
.exi sten para cada entero h tal que OL. h L. s, exactament e N., h subgrupos
-de G de orden r" . siendo

N., o = , 1, cualquiera que sea s ~ 0,



22-2i = , 1,.. ., s

< O, . .. , O,... , O>,

v« == O (m od p<i),

o lo que es lo mismo

siendo Yl'" ' ' 'Ya uno cualquiera de losnúmeros O, 1,.. ., P -1.
La aplicación

es, evidentemente, un isomorfismo de U sobre el producto directo de s gru­
pos de orden p , lo cual 'equivale a decir que U es elementalmente abeliano
de orden pS c. q. d. .

. L~l\1A 22. - Si G es un gnlpo finito (abelian o o no ) de orden v:(p núme­
ro primo, e :::0,..1) Y JI es un subqrupo cualquiera de G, de orden. p", en ton­
ces' el valor qu e .toma la función \-1: de W eisner-M¡jbÚ1 S pam el intervalQ
[H,.G] de.L(G) VIene dado por: . - . ' .'

(11 G) (- 1)<-" , p«-.")«-"-1):3',.) .:- . tJ~ - , . = r

REVIST,l DE U , lCADE.lfI A DE OIENCI AS -EXA.CTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

dond e paré!- cada ¿ = 1" .. , s es

c == a¡ + b, (m od p<¡)

--:- 40. --=-

Viceversa, si X satisface estas condiciones, o bien es el , elemento neutro
< O, .. . , O,... , O> que pertenece a todo subgr upo, o bien engendra un sub­
grupo minimal { x f al que pertenece. De todo esto se deduce que un elemen­
to x = ' <Xl"'" X¡, ... , Xs > de G pertenece a un subgrupo minimal de G si
y sólo ~si ' satisface la condición 22-2. El conjunto de todos estos elementos
constituye un subgrupo , según fácilmente se comprueba, el cual no puede­
ser otro que el U.

. Ahora bien, para que sea px¡ == O (m.od. p<i), es pre ciso y basta que sea
x¡==p<c l y si exigimos además que sea X¡ < p<l, podr emos pon er X¡=Y¡ p<e!,
'siendo y¡. uno de los números O, 1, ... , P -1. El subgr upo U puede pue s
considerarse 'representado por el conjunto 'de las s-tuplas de la forma .

Según el lema 14 existen subgrupos de G de orden p y según el lema 10
tales subgrupos son pr ecisamente los sub grupos minimales de G. Si M es
uno deéstos.suhgrupos rninimales y x es un elemento de M, el orden de x,

.rieces áriam ente 'divisor del orden de 111, ha de ser .p Ó 1, de niodo que en
todo caso ha de verificarse , si es x = < X l ' "'' X¡, ... , Xs >:

.raci ón 'binaria se torna la -d efinida poniendo , para -dos cualesquiera de tales
s-tuplas a = < al"'" a¡,. ·.. ; as > , .b ;" < b1; , b¡, . .. , b,'>

a EEl b = < CI , ... , c., , cs >
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-si H es subgrilpo normal de G y el gmpo cocien te G/H es elementalmente ­
abeliano .

IL (H, G) = O en los demás casos.

La demostración puede hallarse en W eisner [26J, pág. 487.
Si G es un grupo (abeliano o no) de orden n = p¡'., . .. , p/ r, existen , se~· ·

gún nos dice el lema 14, subgrupos de G de cada uno de los órdenes.
p¡'. , .. . , p/r. Cada uno de tales subgrupos recibe el nombre de snbgrupo de­
Sylow de G.

-
LEMA 23. ~ Si un g1'1lpÓ G de orden n = 11¡e• . . . r>. siendo r::::'" 2, es -

isomorfo al p1:oducto dire cto de sus suborupos de Sylo w, en tonces el r eticulo­
L(G) es reducible,

Basta ver en efecto que si se cumple esta condición, existe para cada­
i = 1, .;., r un subgrupo de Sylow y sólo uno G¡ de orden p¡'i (si existiesen '
k¡ grupos de Sylow de orden p¡'i entonces el 'producto directo G sería de 01'- ·

den p¡e .1'•... p/rer , de donde, k¡= '. .. = k, = 1). Entonces es G = G¡'x ... x Gr-.
y se cumplen las condi ciones del lema 12, lo .cual nos dice que .G es re­
ducible.

Si JI es un subgrupo de un grupo G, recibe como es sabido el nombre­
de normaliuulor NH de H el conjunto ~ x : x E G 1\ (h E H ~ x - ¡ hx E JI)} .

Se demuestra que el norrnalizador NH de un grupo H es un grupo que ­
cont iene H, pudiendo ocurr ir que sea H = NH o que sea El C NH .

Conviniendo en llamar subgrupo propio de un grupo G a todo subgrupo
de G distinto de G podemos enunciar el siguiente lema : .

LEMA 24. - Un g1'11pO finito G es isomario al producto directo de sus ­
su bqrupos de Sylow si y sólo si todo suborupo pro pio JI de G está con te- ,
nido en sentido estricto en su normolizador (es He NH para tod o H =/= G)_
Véase la demostración p. ej. en 1\1. HALL [9J, pág. 48.

, .

23

LA FUNCIÓN A EN LOS GHUPO S ABELIANO S FINITO S

Los lemas expuestos en la sección anterior nos permitirán determinar ­
fácilmente el valor de A(G) en todo s los casos en que G sea grupo abeliano-
finito . .

Si G es el grupo trivial , L(G) es el retículo trivial y según el lema 9 es­
A(G) = (dIL) (L(G») = O. En adelante prescindiremos de este caso de modo­
que donde se diga "grupo abeliano" d eberá entenderse "grupo abeliano fi- -
nito no trivial". .

TEOREl\L-\ 4. ~ Si el orden de un grupo abeliano G es, descompuesto en:
producto de [actores primos, n = p/ • . .. r>. en tonces es A(G) = O siem-.
p1'e que sea r > 1.

...., 41-



23-2

23-3

23-1

c. q. d.A (G) = (d(J-) (L (G») = O

RE VISTA. DE LA ,1GADEMI, l DE CIENCIAS EX ACTAS, FISI CO-QUIMIeAS y NATURALES

Finalmente , de 23-1 y 23-2 se desprende, teniendo en cuenta que [Go, U]
''BS lo mismo que L(U) y por tanto (d(J-) (Go, U) = (d(J-) (L(U»)

A ( L(G») = (d(J-) ( L(G») = 1

.siendo 1 el subgr upo de Frattini de G.
Después, por ser [1, G] isomorfo a [Go, U], siendo Go el subgrupo trivial

y U el subgrupo uni ón de todos los subgr upos minimales de U (lema 18),
-ser á

TEOREMA 5. - Si el ord en de un grupo ab eliano finito G, es una potencia
-de un número primo p, en tonces es

Si G es producto directo de .s grupos cíclicos (s :::::,., 1) de órdenes pe" oo . , pe.,
rpara d eterminar el valor de A(G) nos convendrá recordar primero el teore­
una 2' según el cual, para el retículo L(G), que satisface la condición de ca­
~dena de Jordan Dedekind (lema 16), se cumple

A (G) = 1, si G es cíclico

A(G) = (1 - p) (1 - p~ oo . (l - r: si G es producto directo de s gru­
tp os cíclicos (s > 1) de órdenes pe" oo. , pe.. .

Si G es cíclico de orden pe, siendo p número primo y e :::::,., 1, entonces se­
.g ún el lema 13, L(G) es isomorfo al retículo de los divisores de pe, el cual es
-evidentemente una cadena de longitud e. Según el lema 9 será pues

"siendo U isomorfo al producto directo de s grupos cíclicos de orden p (lema
'21). Nos bastará en definitiva estudiar la estructura de L(U) y de cada uno
·de los intervalos de L(U) de la forma [Go, H] , siendo Ga el subgrupo trivial
y H un subgrupo cualquiera de U. Cada uno de los subgrupos 11 es, según

<el lema 20, elementalmente abeliano de orden p" (OL. h L. s), siendo por
·10 tanto isomorfos tod os los subgrupos 11 del mismo orden y en consecuen­
-cia isomorfo s también los correspond ientes intervalos [Go, H] .

-42-:'

L(G) = L(GI ) x . .. x L(Gr)

~lo cual quiere decir que L(G) es redu cible, y al serlo resulta , según el teo­
'!I'ema 1:

En efecto, si es l' > 1, G es, según el lema 11, producto directo de dos o
rmás grupos GI , . .. , Gn siendo G¡ de orden p¡"i (i = 1,... , r). Los grupos
'Gl satisfacen evidentemente las condiciones del lema 12, de donde
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23-6

23-5

23-4

Si H es de orden pI = p, en la suma

Si X = Ni es de orden pi, entonces, tambi én por defini ción, es

So = '!' (Go, Go) = O = , d(Go, Go)

Si X = H, es un subgru po de H de orde n p, es, por definición

'!' (GO! H l ) = 1

X puede ser solamente Go o JI y se obtiene

SI = '!' (Go, Go) + '!' (Go, H) = O + 1 = 1.

,

Sh = Nh.o '!' (Go, Go) +.N h•l '!' (Go, Hl ) +' oo'
+,Nh ,h - l '!' (Go, Hh - l ) -+- Nh•h '!' (Go, H).

Como también es d(Go, Il) = ' 1 , vemos que se cumple 23-4 también en
-este caso.

Veamos ahora qué forma toma S; cuando es 11, > 1. Teniendo en cuenta
-que todo subgrupo de JI distinto de Go esde uno de los órdenes pI = P»

, h if,p 'oo. , p , se ven ica : ,

-cuando H es de orden ph. Se obtiene So poniendo H = Go en 23-4 y enton-
-ces evidentemente es

-43-

Esto se demostrará por inducción según el orden de H.
En general, si JI¡ es de orden pi, es d(Go, Hi) = i , según se deduce ha­

-ciendo uso de los lemas 14 y 15. Llam emos S; a la suma

Consideremos la fun ción '!' definid a en el conjunto de los intervalos de
L (U) de la form a [Go, H] poniendo: '

'!' (Go, Go) = O.
'!' (Go, J1) = 1, si H es un subgrupo de orden p .
'!' (Go, H) = (1 - p) oo . (1 - ph-l), si H es de orden ph con 11, > '1

Según el lema 4, quedará demostrado que '1' es la restricción de d(Jo al
-conjunt o de los intervalos [Go, H] si probamos que para todo subgrupo H
-de U se verifica
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Recordando el lema 19 y haciendo uso de 23-5 y 23-6, obtenemos:

1 - pI' (1 - p") (1- ph-l)
Sh = O + . 1 + (Z~. p) +

1 - P (1 -- p) (1 - p2)

(1 - ph) (1 _ ph-l ) (1 _ pH)
+ (1 - p) (1 - pf) (1 - p~ (1~ p) (1 - p~ + ...

(1 - ph) (1 - ph-l) . . . (1- p2) Z _ '1 _ h-
'+ (1~ p) (1 - pf) ' " (1 - pH) (1 _ pll-I ) ( p) oo. ( ]J ~ +.

(1 - ph) (1 - ph-l) ' " (1 - pl) (1 - p) h-l
+ (1- p) (1 - pf) oo . (1 - ph-l) (1- ph) (1 - p) . oo (1 - p ) =

1 - v: (1 -ph) (1 _ph-l) .
= + , . + ...

1 - P 1 -'- r'
(1 - ph) (1 '- ph-l) ... (1- p2) (1 - p)

Oo . + 23-7
l - p"

La suma Sh consta de h sumandos no nulos y cuando h::::,. 2 éstos son
como se indica en 23-7. .

Si hacemos h = 2 comprobamos en seguida que es S, = 2 = cI(Go, lIt).
Supongamos finalmente que hasta cierto valor de h::::,. 2 se ha compro,

hado que Sh = h: Nuestro teorema quedará demostrado si logramos ver que
es también Sh+l = h + 1. Puesto que por hipótesis es S, = h, bastará de­
mostrar 'que es Sh+l - S, = 1. Ahora bien Sh+l consta de h + 1 términos,
el último de los cuales es

(1 - h+l) (1 _ )
. poo. p = (1 - p) oo . (1 _ r»

1- ph+1

Al restar S" de Sh+l' los h términos de Sh se pueden agr upar uno a uno
ordenadamente con los h primeros términos de Sh+l resultando : .

l_ph+l l_ph (l_ ph+l) (1-ph) (1_ph) (1_ph-l)
Sh+l - Sh = 1 + . J - 2 + ...

-p l-p l -p I -p

(1_ph+l) (1----1)h)Oo. (1- p2) (l _ ph) (l -ph'-l) oo. (l-p~ (1-p)
oo . + +

l-p" 1-p"

ph _ ph+l (1 _ ph) (plH _ ph+l)
+ (1 - p) oo. (1 - ph) = + J + ....

l-p 1-p

(l -ph) (1-p~ (p_ ph+l)
' oo + oo. . + (1-p).. .(l - ph)= ph+ (1- ph) ph-l+

l-p"

+ (l _ ph) (1_ ph-l) pH+ .Oo + (1_ ph)Oo .(1_p2) ·p + Ú -p)oo .(1-ph)

·- 44 -
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~3-8

(j = 1, .oo , h -c-- l)

c. q. d.

lo = (1 - p) . oo (1 - ph)
I , = pi (1 - pi+1) oo ' (1 .,...".. pI<)

' / " = ,1 ph,, '

"Con esto hemos demostrado que la función '\jI antes definida es efecti-
vamente la fun ción dl1; restringida al conjunta de los intervalos de la forma,
[Go, HJ de L (lf) . Al aplicar la al intervalo [Go" UJ ~ L (lf)obten~mos ,,

(d[J.) (L (lf)) "" (1- p) oo . (1~ pS-1).

Finalm ent e, por ser según antes se ha dicho, (d[J.) (L(G» = (d[J.) (L(lf) ,
resulta ,

Escrita de este modo la diferencia Sh+1 - SI< pongamos :

con lo que queda demostrado el teorema 5.
De los teoremas 4 y 5 se dedu ce

C OR OLARIO . - Para lodo gr upo obeliano Ges A (G)i= O s'i y 'sólo si el
orde n de G es potencía de un número primo. ," ,',' ,

PROPIEDADES DE ¡;NA PUNGIDN DE l'ALORES ENTEROS

Invir tiendo el orden de los términos tenemos :

SI<+l - SI< = (1 - p)... (1 - pl<)+p (1 - p~oo . (l - ph)+p! (1 _ p3).. .
... (1 - ph) + oo. -l-' pl<-Z (1 _ ph-1) (l ---< ph) + ph-1 'CZ _..:.., P.I<) '+ pI<

Al realizar el desarro llo de SI<+l - SI< dejando indi cados los productos,
los términos que se obtienen son , excepc ión hecha del t érmino 1 proce­
dente de /0' de la forma

cap, .lo que resulta

siendo O< s L. h Y O< i1 < iz < :.. < is " Por otra parte, para cada con­
junto de números naturales s, ,i 1, . •. , i s que satisfagan estas últ imas condi ­
ciones existen dos y solamente dos términos de la forma 23-8, uno obteni­
do de /0 y el otro de 1. . El obtenido de /0 es (- 1'1 pi, pi, .. . pis, mie ntras

• • 1 • ..

el ,obtenido de I, es (-' 1)s-l pi, pi, ..., pis. Vernos así que todos los .términos.

de l desarrollo d~ SI<+l .,........ SI< dependient es de p se anulan dos 'a dos, quedan-
do finalmente " " . ,
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c. q. d.
o

A (G) = ~ hn"p(O-h ) ( O-h-l ) :J

h=1

TEOREMA 7. - Si el orden de un grupo finito G es divi sible por dos nú­
meros primos distintos y G es además tal que todo subgrupo prop io II de
G está contenido en sen tido estricto en su normalizador NH en G. enton-
ces es A(G) = O. .

Demostración: Según el lema 24, el grupo G es isomorfo al producto
directo de sus subgrupos de Sylow y según el lema 23. L (G) es reducible.
El teorema 1, si se quiere e1 1', nos dice entonces que es A(G) = O.

aquellos términos d (Go, X) [Jo (X, G) para los cuales es' d (Go, X) = h,
(h = 1, ... , e) se tiene , al aplicar el lema 22

LA FUNCIÓN A EN LOS GRUPO S FINITOS (ABELI ANOS O NO)

24

~ d (Go, X) [Jo (X, G)
G.s;xS- G

A (G) '= (d[Jo) ( L (G») = ~ el. (GfJl X) [Jo(X, G),
G,f xS;G .

Demostración: Por definición es

o
A (G) = ~ h n " p (O-h) (0-h-1) :2

h=1

siendo Go' el subgrupo trivial de G.
De los lemas 14 y 15 se deduce que es d (Go, X) = h si y sólo si X

es de orden p", Del lema 22 se deduce que [Jo(X, G) es O si X no es sub­
grupo normal de G o bien siéndolo, el grupo cociente GIX no es elemen­
talmente abeliano. Asociando en la suma

El conocimiento que se tiene de los grupos abelianos nos ha permitido>
obtener para éstos el valor A (G) en todos los casos que pueden presentar­
se. La enorme multiplicidad existente de grupos finitos no abelianos hace­
imposible dar una regla sistemática para obtener el valor de A (G) para un
grupo finito G. Daremos, sin embargo, dos teoremas, válidos tanto si G es­
abeliano como si no lo es.

TEOREMA 6. - Si un grupo finito G es de orden v: (p número primo,
e > O) y para cada número natural h , igualo m enor que e,. llamamos n,~

al número de suoqrupos noramles H; de G, tales que el orden de lf" sea pI>
y el grupo cocien te GI1I" sea elemen talmen te abeliano , se veri fica:
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CAPITULO 11

LA FUNCION A EN LOS CUE~POS FINITOS

25

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS CUERPOS FINITOS '-

Conviene recordar aquí algunas propiedades de los cuerpos finitos.,
cuya demostración puede encontrarse en cualquier tratado de Algebra Mo-.
derna (véase p. ej. VAN DER VVAERDEN [23J O SEGRE [20J). Las que más in-­
teresa destacar son las siguientes:

1) Todo hemicuerpo finito es un cuerpo.
2) El orden de todo cuerpo finito es pn>siendo p un número primo y 11,0­

un entero positivo>
3) Para todo número primo p y todo entero positivo n , existe por lo ­

menos un cuerpo con v: elementos.
4) Dos cuerpos finitos con el mismo número de elementos son siempre­

isomorfos.
5) El grupo multiplicativo de todo" cuerpo finito de orden pn es un gru- .

po cíclico de orden v: ~ 1.
6) Para todo cuerpo C de orden v: existe un subcuerpo y sólo uno de ­

orden v: si m es un divisor de n y todo suhcuerpo de C es de orden v: para ..
cierto divisor m de n.

7) Si C1 y .C! son ambos subcuerpos de un cuerpo C de orden v: siendo .
los órdenes de C1 y C! respectivamente pd, y pd. (d1Y d't tienen que ser según
6) divisores de n), entonces C1 es subcuerpo de Cz> si y sólo si d, es divisor '
de d!.

Esta última propiedad podemos enunciarla como sigue:

LEMA 25. - Para todo cuerpo finito de orden p" , ei reticulo L(C) es iso-:
morio al retículo Il; de los divisores de n.

/
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Según la definición de la función A es

A(C) = (d[J.) (L(C») . = ' (d fl.) (Dn ) .

_ ~ :.f i.nalmente , el teorema, 3 nos d ice que (q¡J.) (Di» toma el valor de i o el va­
B,or:O según que 11, sea o no potencia de un núm ero primo . .' .

i REVISTA DE LA AC,1DEJIlA DE CIENCI,IS EX,ICT ,IS , FlS ICO-QUlJ IlC,¡f( y NATURt1J~ES

2G

D ETERMl i\"ACIÓi\" DEl LA FUi'\CIÓi\" A.

Del lema. 25 se desprende el siguiente teorema que determina totalmente
q~l valor de la función A en todo cuerpo fini to.

T EOREM A 8. - Si e es 1111, cuerpo finito de orden v: (n > O), entonces es :

A(C) = 1, si es 11, = qr (q número prim o, r > O) .
.A(C) = ' O, en los demás casos.

.En efecto, el lema. 25 nos dice que es



J'IUlJI'IED.HlES DE t:N,\ .f UNCION DE l'M.OR ES ENTEROS

CAPITULO 111

PARTICIONES GENERALIZADAS Y MULTIALGEBRAS DERIVADAS
. DE LAS MISMAS

27

DEFINICIÓN DE PARTICIÓN DE TIPO n DE UN CONJUNTO S
"-

JURIS HARTIIANIsda la siguiente definición de parti ción. de tipo 11 de un
conjunto S (véase [16] , pág. 23):

"Partición de tipo 11 (n :::::.. 1) de un conjunto S con n o más elementos es
un sistema de subconjuntos de S tal que n 'elementos distintos cualesquie­
ira de S están contenidos en uno y sólo uno de los subconjuntos, y cada sub­
'Conjunto contiene por lo menos 11 elem entos distintos".

Una partición-de tipo 1 de S no es, según la defini ción que precede , más
que una partición de S en el sentido ord inario (familia de partes disjuntas
-de S cuya unión es S). .

Definida una partición :JR. de tipo 11 de S como sistema de subconjuntos
-de S, cada uno de estos subconjuntos recibe el nombre de bloque de :JR. .
Un bloque M de una partición :JR. de tipo 11 de S será ~mado trivial si el

número de elementos distintos de lvI es exactamente 11 (M = 11) Y no trivial

si es M> 11. (v. nota 3). .
En el conjunto de las particiones de tipo n de S se define una orde nación

:s; poniendo, para dos de ellas cualesquiera :JR. y 'jt: '

~1l S;p 5L {=} todo bloque de 5K. está contenido en un bloque de 5L (véase
nota 12).

Demuestra Hartmanisque, respecto a la ord enación así definida, las par­
'ticiones de tipo 11 de S constituyen un retículo , al cual nosotros, lo mismo
que él, designaremos por LP" (S). Siempre que entre dos particiones :JR. , 5L
de tipo 11 de S se cumpla la relación ~ .~ 'jt diremos que ~ es más fina
que 5L o bien que 5L es más basta que :JR.. Si es :JR. S;p 5L Y :JR. =/= 5L escribi­
remos :JR. C, 5L Y si es :JR. C, 5L Y no existe ninguna. partición. &:l d e tipo n
tal que ~ C p &:l C5L esc-ribiremos :JR. 1p 5L.
.. Hasta aquí las particiones de tipo 11 se han definido solamente para

11, :::::.. 1 de modo que LPo (S) carece por el momento de sentido. Por otra. par­
'te, cualquiera que sea n :::::.. 1, si el conjunto S tiene menos de n elementos ,
'81 conjunto de las particiones de tipo n de S es vacío. Resulta conveniente
sin embargo que, cual esquiera que sean el entero 11 :::::.. O y el conjunto S, el
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símbolo Li'; (S) represent e simpre un retículo no vacío . A este resp ecto dice'
Hartmanis textualmente (loc. cit.) : "Para simplificar los enunciados de los.
teoremna.convendremos en primer lugar en definir LP" (S) como constituido,
por un elemento úni co si S contiene menos de n elementos ; en segundo lu­
gar LPo (S) denotará el álgebra de Boole de todos los subconjuntos de S" .
Estos 'dos convenios resultarán superfluos si in troducimos un ligero cambio,
en la defini ción de partición de tipo n de la siguiente manera:

Definición: Sea S un conjunto cualquiera y 9JL un sistema de partes de­
S que puede ser vacío. Cada una de las partes M será llamada bloqu~ -de'

9JL. Sea además n un entero no .negativo cualquiera . El sistema 9JL será Ila­
mado partición de tipo n de S si y sólo si sa tisface las condiciones.
siguientes:

Pll- 1. Todo subconjunto Q de S que contenga exactamente n elemen -.
tos está contenido en un bloque por lo menos de 9JL .

P; - 2. Todo subconjun to Qde S que contenga exactamente n elemen-­
tos está contenido en un bloque a lo sumo de 9JL .

P; - 3. Todo bloque de 9JL contiene porJo menos n: elementos.

Esta es la defini ción de partición de tipo n q~e adoptamos a partir de,
ahora, Es inm ediato ver que para n ~ 1 -y para S > ~ es equivalente aIa:
de Hartmanis y 'que en todo caso sigue teniendo sentido la or-denación 5;1"
introducida por Hartmanis (el símbolo ~ no es de Hartmanis sino que lo
utilizamos nosotros por conveniencias prácticas {le nuestra exposición). '

A las particiones de tip o n las llamaremos en general particion es gen e­
rali zadas. Por "por tici én" de un conjunto S se entenderá , mientras no se
especifique otr a cosa, porticum. de tipo n de S para cierto entero no negativo:
n. Para denotar una partición 9JL 'escribiremos 9JL =.1M f (AE /\), quedan-
do así denotados los bloques de ~ mediante un cier to conjunto /\ de índi ces.
Si 9JL tiene un número finit o k de bloqu es y es k ~ 1 (lo cual ocurrirá siem-
pre que el conjunto S sea finito .y S ~ n), escribiremos .

De nuestra definición se d esprenden los siguientes lemas , válido s para
cualquier conjunto S y cualquier entero n ~ O.

L E 1\l-l. 26. ~ Un .sis tem a 9JL de su bcon jun tos de S es una. partición de tipo
O de S si y sólo si 9JL está cons ti tuido por un su bcon jun to y sólo por uno.

Demostración: Si es 9JL = {M f, siendo M· un subconjunto cualquiera (va- .
cío o no vacío, propio O impropio) de S , entonces 9JL satisface Po - 1, Po - 2'
Y Po- 3. En efecto :

. Po - 1 se, cumple puesto que la parte vacía 0 de S es el único suhcon-
Junto de S con O elementos y es 0 ~ M cualquiera 'que sea -M. -

Po - 2 se cumple puesto que 9JL no contiene más que un bloque.
Po - 3 se .cum~l e puesto que M contiene pOI' lo menos O elementos',

:--50 ~



PROPIEDADES DE UNA FUNClON DE VALORES ENTEROS

Si por el contrario 91t es una parte de p eS) no constituida por un sub­
conjunto de S pueden ocurrir dos casos, a saber: que 91t sea la parte vacía
de p eS) o que 91t esté constituido por más de un subconjunto de S. Si 91t
es la parte vacía de p eS) deja de cumplirse la condición Po - 1 (la parte
vacía de S es un subconjunto formado por O elementos que no está conte­
nido en ningún bloqu e de 91t , puesto qu e en este caso 91t carece de 'bloques),
Si 91t consta d e dos o más bloques, deja de cumplirse evidentemente la
condición Po - 2.

Consecuencia de este lema es que el retículo LPo (S) es ni más ni menos
que el álgebra de Boole p eS) en concordancia con lo admitido por Hartma­
nis como convenio.

LEMA 27. - Si 1m conjunto S tiene m enos de 11 elementos (S < n) existe
una y sólo una porticiér: de tipo n dé S , la cual está consti tuida por la patO

­

te vacía 0
P 1Sl

de ~(S).

Demostración: Si S tiene menos de n elementos, no ex iste ningún sub­
conjunto Q de S con n elementos y por lo tanto 0

P 1Sl
(en fin de cuentas:

cualquier sistema de subconjuntos de S) satisface trivialm ente Pn - 1 Y
P; - 2. P; -.3 es también satisfecha por 0P(Sl puesto que este sistema ca-
rece de bloques. .

Cualquier sistema de subconjuntos de S distinto de 0
P 1Sl

deja d e satisfa­
cer P; - 3 porque un tal sistema ha de contener por lo menos un bloque ,
el cual no puede contener n o más elementos de S desde el momento en que
S tiene menos de n elementos. '

Según este lema , el convenio de Hartniani s de consid erar que , en el caso

de ser S < n , LPn (S) es un retículo constituido por un elemento único"
pasa a ser una consecuencia necesaria de nuestra definición.

LEMA 28. - Si un con jun to S tiene n o más elemen tos, toda partición de
tipo n de S con tiene por lo m enos un bloque.

LEMA 29. - Si un connuuo S tiene n o más eleme n tos, la. pm-tición de
tipo n de S más fina es la que tiene como bloqu es los snbcon ju.n tos de S
formados por n elementos y la más basta es la que tiene com o único bloque
el mismo conjunto S. Las dos coinciden si y sólo .si S ti ene ·ex actamen te rll

elem en tos. -

LEMA 30. - Si S es un conjun to con n o más elementos y :JJL es una par-
tición de tipo n de S , entonces: . Ir

Todo subconjunto T de S con n o m enos de n elem entos es/á con tenido
por lo m enos en un bloque de 91t. .

Todo subconiunto U de S con n o más elemen tos está con ten ido a lo S1¿mo
en un bloque de :JJL •

. La demostración de los lemas 28, 29 Y 30 es inmediata a partir de los
axiomas P; -1, P; - 2 Y P; - 3. De los lemas 27 y 28 se desprende que
para que la parte vacía de p eS) constituya una partición de tipo n de S es
necesario y suficiente que sea S < n.
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LEMA 31. - Dos particiones :JlL y 5L de tipo n son iguales si y sólo si lo
son los sist emas :JlL' y 5L' [ormados res pectivamente por los bloques no tri­
viales de :JlL y por los bloques no triviales de 5L,.

Demostración: Si:JlL = 5L, entonces evidentemente :JlL' = 5L'. Supon­
gamos ahora que es :JlL' = 5L', lo cual quier e decir que :JlL y 5L coincid en en
los bloques no triviales. Para demostrar que es :JlL = ~ bastará comprobar
que :JlL y ~ coinciden también en sus bloques triviales , pero esto es una
consecuencia inmediata de las cond iciones P; -1 y P; - 2. De ellas se
desprende en efecto qu e un conjunto Q d e n elem entos es un bloque (t r i­
vial) de, ~ (de 5t) si y sólo si no está conten ido en ninguno de los bloques
de :JlL (de ~).

LEMA 32. - Si :JlL Y 5L son particion es de tipo n de nn con jnn to S y es
5L = {N,\, f (AE 1\), en tonce s :JlL es más fina qn e 5L (:JlL ~ 5L) si y sólo si
es posible hace?' nna partición de los bloques de :JlL en clases disjuntas :JlL ,\,
(A E 1\), de tal manera que para cada AE 1\ el bloque N,\, de 5L sea unión de
todos los bloques de la clase :JlL ,\, .

Lo dicho equivale a d em ostrar qu e si es :JlL C, 5L entonces :

1) Todo bloque d e :JlL está contenido en un bloque y sólo en uno d e 5L.
2) Todo 'b loque d e 5L es unión de bloques de :JlL .
Lo primero es una consecuenc ia de la d efinición de C p ' y d el lema 30.

Lo segundo equival e a d emostrar que todo eleme nto a de ~n bloque N de 5L
pertenece por lo m enos a un bloque NI d e :JlL totalmente incluido en N. Para
ver que esto es a SÍ , basta considerar un conjunto T d e n elementos formado
por a y otros n - 1 eleme ntos cualesquiera de N. T está conte nid o, según
P; - 1 en un bloque N' de 5L. Ahora bi en , N' no puede ser di stinto de N,
pues si fuera NI-s; N' Y N =/= N', el conjunto T de n eleme ntos; esta ría conte­
nido a la vez en N y en N', contrar iame nte a lo qu e exige la cond ición Pn-2.

Según est e lema , si es :JlL ~p 5L Y 5L = {N ,\, f (AE 1\), se podrá poner:

:JlL = {M f
1\/1-

donde A recorre el conjunto 1\ y para cada A E 1\, [Jo r ecorre un conjunto
1, de índices qu e d epende de).. Para cada AE 1\ es ad emás N = U M .
~ , A /l-E lI\ A¡t

Aplicando este lema al caso de ser S un conjunto finito, se podrá poner ,
si es :JlL ~p 5L:

5L = {N¡, , N. f
:JlL = {M 11 ' , M lr(1) , ••• , M.¡ ,.. ., JI Rr (.' ) }

r (i )

N, = U Mij , (r(t) ::::""1 , i = ' 1, .. ., s)
i=l

LEMA 33. - Si :JlL Y 5L son particiones de tipo n de ún con jun to [mito S
y es :JlL {p5t, ex iste 1m bloque y sólo uno N de 5L que es unión de más de un
bloque de :JlL y el sistema de los bloques de 5L distintos de N coin cide con el
de los bloques de ~l. no con tenidos en N. ,
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27-1
27-2

27-3

27-4

27-5(1.' - 'J " -1)- -, • •• ~ ) . J

~ = ~NI 'oo " NJ (s :::"'1)
~ = , ~MI ' oo " n; NI,oo ., Ns } (1. :::"' 2)

I=k

NI =UM1·
1=1

~ = ~ il'1 ' oo., M , N., oo ., N },
11 Ir (I ) . s

Como consecuencia de este lema, si es ~ ~ p ~ podemos poner ,
cando la notación.

LEMA 34. - Si ~ Y ~ son particion es de tipo n. de un con jun to finito S
y es ~rr. ~ p ~ en tonce s es posible ex presar ~ y'3L. tal com o se indica en 27-1
y 27-2 (véase el lema anterior), de manem q1¿e , ademá s de satisfacerse 27-3.
se cum p la
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La familia de subconjuntos de S

~I = ~N , M 'oo ., M ('J'OO" M 'oo ., M }1 tI t r • sI 8r(s)

Si para cada i = 1 ,00 " s fuese reí) = 1, sería evidentemente ~ = ~, Si
por el contrario fuese 1'(i) :::". 2, rCJ):::'" 2 para. dos índi ces distintos i , 'j , per­
mutando de modo conveniente estos índices conseguiríamos que fuese preci­
samente 1'(1) :::". 2, r (2):::'" 2 Y entonces sería

~ = . ~MII' oo . , Mlr(I )' M.I· ,.00,M . oo., M 'oo., M }
.. 21°(2)" sI sr( .... ) ¡ ..

PROPIED,iDES DE UNA FUNClON DE VALaRES ENTEROS

En efecto: Al ser ~ ~ p ~ es ~ C, ~ y podemos poner , según el lema
anterior

~ = ~NI " ' " Ns }

~ = ~M11 "'" M lr (I ) " oo, ~IsI 'oo. , 1118r (8) }

r li)

Ni = U Mil' ( r(í) :::"'1, i = 1, 00 " s)
1=1

sería , como fácilmente puede compr obarse, una partición de tipo n estricta­
mente comprendida entre ~ y ~ (~ C, ~I C, ~), con lo cual ya. no sería
~ ~ p ~, Para que sea ~ ~ p ~ es pues necesario (aunque no suficiente) que
sea r(i) :::". 2 para uno y sólo ' uno de los índices i = 1,.. . , s. Podemos ,supo­
ner, cambiando si es preciso el orden d e los bloques, que esto sea para
i = 1 Y de este modo se tiene ~ I

Veamos en efecto, como 'es posible ir eligiendo los bloques MI, M z,oo" M"
de 91t, contenidos en un mismo bloque NI de '5l (véase el lema. anterior) de
modo que se satisfagan las igualdades 27-3, 27-4 Y 27-5. Empezaremos eli­
-giendo uno cualquiera. de tal es bloques, al que designaremos por :Y1I . Por
ser MI C NI, deberá exirtir un element.o x de NI que no pertenezca a MI'
Con n - 1 elementos cualesqui era de MI y con el elemento 'a: construimos
un conjunto T de n elementos que , por no estar contenido en MI: deberá
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'estar contenido en otro bloque B de 9R. (según P~ - 1). El bloqu e B debe
estar también contenido en N¡, pues de lo contrar io, según el lema anter ior ;
B eoincidir ía con uno de los bloques N2" •• , N, de ~ di stintos d e N¡ y ten­
dríamos el ab surdo de que '1', conten ido en N¡ por construcción , estaría tam­
b ién con tenido en otro bloqu e Ni (i --¡- 1) d e ~ con tra lo 'que exige la cond i­
c ión P; - 2, B será pu es un bloqu e d e 9R. distinto de 1\'1¡ pero contenido
también como éste en N¡, por lo cual podemos poner B = Mt , Con esto ya
lenemos dos .bloques M¡ y M, que satisfacen 27-4. Para ver ' que se pu eden ir
'eligiendo sucesivamente los demás bloques, Ms, ... , M¡, de 9R. con tenidos en
NI, de tal manera que se satisfaga 27-5, ba sta evide ntement e demostrar
qu e si es 9R. 1p ~, dados los bloqu es MI, M2 , .. . , Mi d e (i ~ 2), con tenidos
en un mismo bloqu e N¡ de ~, si todavía quedan má s bloqu es en 9R. con te­
nidos en N¡, un o de ellos por 10 menos, qu e podremos designar por .iV/ i+¡ sa ­
tisface 27-5. En efecto, lo contrar io sign ificar ía que, designando en un ord en
cualquiera estos bloques por Mi+¡,... , M¡, podríam os formar una familia

l l ¡ = 1UMi> M i+¡,... , M¡" N2 , .. ·, N,¡
;=1

'que ser ía' üna par tición de tipo 11. d istinta de 9R. y de~, y tal qu e

9R. e ; 9R.¡ e ~
-contrar iamente a la hipótesis de ser 9R. 1p ~.

28

'RELACIO i'\ ES DE EQllJ YALE~CIA GEJ.'(ERA LI ZADAS y lIIULTL\L(amHA S DE HAHTM ANí s

Es sabido qu e de una partición 9R. de tipo 1 (" par tición" en el sen tido
'ord inario) de un conjunto 5 se deriva una relación binaria' e (9R.) en 5 po­
niendo

< al' a; '> E e (9R.) ~ al y a2 pertenecen a la misma clase de la parti ­
c i ón 9R. ,
y qne design ando por x, y , z elementos cualesquiera de 5, la r elación e (9R.)
posee · las propi edades . .

Reflexiva: < x , a: > E e (9R.)
Simétr ica: < x, y> E e (9R.) =} < y , x > E e (9R.)

)Tran sitiva: . < x , y> E e (9R.) 1\ < y , z > E e (9R.) =}

=} < x, z > E e (9R.)

. Las relaciones bin arias en -5 qu e poseen estas tres propi edades son las
ll amadas relaciones de equivalencia ' en 5 y es ta mbién sabido que la aplica­
ción 9R. :-+ e (9R.) del conjunto de las par ticiones de 5 en el de las relaciones
-de equivalencia en 5 es biunívoca y reversibl e, de modo que los dos con-
juntos son coordinabl es. . .

En un t raba jo anteri or ([8J) hemos dado una genera lización para rela­
cienes (11. +' l )-arias (11. ~ O) de las propi edades reflexivas, simétr ica y tran-
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-sit iva , definiendo como sigue para una relación (n + 1)-aria e las pr opieda-
-des Rn+! , S n+! Y 1' 11+1 (XI"'" X,,, X n+1 designan elementos cualesquiera d e S ) .

. .Hn+1 : < XI"'" X", X"+1 > E e siemp/'C q~e pa ra dos índices , distintos,
:1" 1 sea Xi = Xi ' : ' . ' , :, ' "' ..' ,

Sn+l: < Xl " .., X,,, x lI +l > E (:) ~ < x ,. ,., X ; x > E e siendo$( /) $( n) $ (11+/ )

<1' una aplicación biunívoca y revers ible cualquiera del conjunto de índi ces
.< 1,.. ., n , n + 1 > sobre sí mismo . . '

1'n+/: « XI ' X 2 , • • • , X,,, x n+1 > E e /\ < ,X 2 , X j , . , . , x;" X n+l , X> E e /\
./\ i =/= j ~ Xi -=(= X I (i , j = ' 2" . ., ti + 1») ~ <, Xl '"'' x", X > E e.

A las propiedad es Hn+z, 511+1, 1' n+1 les 'hemos dad o respectivament e los
nombres de propiedad reil escina; sim étrica y trtm s üiua, y hemos convenido
·que una relación (n + l )-aria e en un conjunto S es o no reflexiva , sim étr i­
'ca o transitiva según que posea-o río las propiedades designadas con estos
mismos nombres. . .

• • f ".

. A una relación (n + l )-aria reflexiva , simét r ica y transitiva la hemos
llamado relacién. (n + 1)-aria de equivalencia y se ve en seguida que con
'esta defini ción resultan sinónimos los términos "relac ión 2-aria (binaria) de
equivalencia" y "relación de equivalencia" (sin más). Hemos demostrado en
-el trabajo de referencia que la conocida coord inac ión que se establece ent re
las particionesfde tipo 1) de un conjunto S y las relaciones (binar ias) de
'equivalencia en S no es sino el caso particular, pa ra n = ' 1 de la coord ina­
ción 'que, para cualquier n ~ O,' se puede establecer entre el conjunto de
las particiones de tip o n de S y el de las relaciones (n + 1)-arias de equiva­
l encia en S. La aplicación biunívoca y reversibl e d el conjunto .qe las parti­
ciones de tipo n de S sobre el conjunto de las relaciones (n + 1)-ar ias 'de
equivalencia en S es la que a cada par ti ción ~ de t ipo n ha ce corres ponder,
la relación (n + ' Ij-aria e (~) caracterizada por contener una (n + l )-tu- .'
pla < X, . . . , X lI , Xn+l > de S si y sólo si ~ sa tisface una de las -d03 condi-
-ciones siguientes : .

] ) . ~ es la parte vacía de P (S)"
2) 91L cont iene '~n bloque M, •ál cual pertenece cada uno de 16s. slemen-

' j. ' '. .
~os XI "'" X n, X n+1· '. . . '. " ,

Vimos tambié~ que la aplicación ~ ----'>- e (~) d el conjunto de las parti .
ciones de tipo n de S sobre el de las relaciones ,(n +1)-arias de' equivalen­
cia en s. setraducia en un isomorfismo del retículo El'; .(5) sobre el n -sub­
.retí culo de P(S"+l) constituido .por subconjuntos .especiales de. $"+1 que son
las dichas relaciones de equivalencia . Tenemos interés en presentar este
último retículo como un retículo de .snhm ulti álgebras de una cierta multiál­
.gebra de conjunto. bas e 5 11+1 i para ello introdu ciremos como sigue en Sn+l
una operación nularia 1'11 ; una opera ción unaria · s,,' y una op eración
binaria t,,: . . ' . . '" .

Toda operación nularia en un conjunto e es, según se dijo en la.jntro­
dúcdón,un sub conjunto de C. Consecuent emente con esto, .de finimos la
'operación nularia r n en Sn+lcomo el subconjunto de 8 "+1 al ; cualjiertenece
una (n + l)-tupla < Xl" '" X n , X n+l > si 'y sólo si existen do s índi ces dis-
tintos i , j tal es que X i = Xi' . . •
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< !JI', .. . I !J ,,, Y"+l ~

< !J¡, .. ., y" , Y"+I » = 0,

<YI' ... , !J", Y"+I » = < Xl' .. " X," Y"+I >,t; « Xl' " ., x ,,, X"+I > ,
si y sólo si los elementos X 2 , • • • I X" , X"+I son di stintos entre sí dos a dos
y además, para i = 1, ... , 11, es Yi = X i+I ,

L ( H(S: 11,») ~ LP" (S).

de (n + , l )-tuplas :

- 56 -

en todos los demás casos.
Comparando estas definiciones con las que hemos dado de relación

(7i+ ' l )-aria reflexiva , sim étrica y transitiva , se echa de ver en seguida
que un determinado subconjunto U de S"+] es una relación (11, + l )-aria de
equivalencia si y sólo si lJ es cerrado respecto a 1'", S" Y tn-

Con esto vemos que el retículo de las relaciones (n + ' l )-ari as de equi­
valencia es S puede ser considerado como retículo de las submulti álgebras
de la multiálgebra ~ S"+1 ; r", S"' t; L Si en vez de relaciones (11, + l )-arias
de equivalencia en S consideramos particiones de t ipo 11, de S podemos
decir que el retículo LP" (S) es isomorfo al retículo L( ~ 8"+1; r", s,, , t; [).

En este isomorfismo se corresponden mutuamente una partición :nt de
tipo 11, de S y una multiálgebra ~ e (:nt); 1',,' , S,.', t,,'f donde e (:nt) es la re­
lación (11, + ' l)-ar ia de equivalencia corres pondiente a g]L y 1',,' , S,,', t,,' son
las restr icciones a e (:nt) de r", s, y i; respectivamente.. Para cada una. de
las mul tiál gebra s ~ e (:nt); 1',,' , S,,' , t,,'f 'que así se forman proponemos el
nombr e de m ult.iálgebral de Hart namis de tipo 11, sobre S , en atención al
autor a quien se debe la introducción de las particiones genera lizadas. Di­
remos 'que ~ e (:nt); 1',,' , S,,' t ,,'} es la multiálgebra de Hartmanis engendra ­
da por :nt y para abreviar pondremos por definición 1I(:nt ) = , ~ e (:nt) ; r,,',
sn', tn' } .

El retículo L ( ll (:nt») de submulti álgebras de H(:nt) es isomorfo al in­
tervalo de LP" (S) constituido por las par ticiones de tip o 11, más finas que­
~, según resulta del isomorfismo (ya demostrado en nuestro trabajo de re­
ferencia) de LP" (S) COn el retículo de las relaciones (n + ' l )-arias de equi­
valencia . A la partición de ti po 11, de S más basta, ~ S f (véase el lema 29)
le correspo nde la multi álgebra de Har tmani s de tipo n /l( ~ S f) que des ig­
naremos abreviadamente por H(S, n). Evidentemente es

La operación un ai-ia s, hará corresponder a cada (11, + l )-tupl a:
< X],.. " X"' x,,+] > de S el- conjunto s, (x ], . .. , x," X,,+]) de (11, + 'l).tuplas de­
finido poniendo:

s, (x ]' ... , x,,, X,,+]) = ~ < x q, (])' ... , Xq, (,, ) , X q,("+I) > }q, e ~

siendo el> el conjunto de todas las permutacio nes de los 11, + 1 índices
1, ... , n , 11, +. 1.

La. operación binaria t; es la operación uni valent e (no uniforme) defi-
nida poniendo, pa ra todo par ordenado" ,
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IIIPERGEOll1ETRÍAS

En la sección anterior hemos descrito una man era de asociar a cada par-.
t ición 5R. de tipo n de UI;!. conjunto .S ; 'una multiálgebra 1l(5R.) cuyo conjunto.
base era un determinado 'subconjunto e (5R.) de Sn+l y cuyo retícul o­
L(H(5R.») de submultiálgebras era isomorfo a un subretículo de LPn (S).
Ahora vamos á asociar a cada partición 5R. de tipo n de S una multiálgebra .
G(5R.) = ,. ~ S; r (5R.) f cuyo conjunto bas e va a ser S y cuya familia deñni-.
dora va a consistir' en una única operación r (5R.) que será la operación
n-aria cuyos valores r (5R.) (Xl' ... , XII) para las distintas n-tuplas..
< Xl' .. . , X n > vendrán det erminados como sigue, en fun ción de los blo- .
ques de la partición 5R.:

1'(5R.) (Xl' .. " 'X n) = 0 , si para dos índices distintos i, 1
(i, i = 1, ... , n) es Xi = Xi '

l' (5R.) ( X l' . .. , Xn) = M, si los elementos Xl ' .. . , X II son distintos entre sí'
dos a dos y III es el bloque de 5R. que los cont iene 29-2 -

Respecto a ' esta última definición conviene ha cer notar que si el con- .
junto S tiene menos de n elementos (según los lemas 27 y 28 la parte vacía
de P (S) es en este caso la única partición de tipo n de S) todas las n-tuplas
de S tienen necesariamente componentes repetidas y por lo tanto es .
r (5R.) (Xl' .. .. , X n) = . 0 , según 29-1. Recordemos por otra parte que toda .
partición 5R. de tipo O de S consta de un bloque único 'que puede ser una
parte cualquiera T de S (5R. = ~ T [), En este caso, al ser n = O, no existe ­
más n-tupla. qu e la parte vacía 0 de S y por 29-2 es r (5R.) (0) = ' T.

Una vez así defniida la opera ción n-aria r (5R.) designaremos con el nom- ­
bre de hipergeomelría de tipo n sobre S a la multiálgebra G (5R.) =
=~ S; r (5R.) f que de ella resulta. y diremos que G (5R.) es la hiperg eome- .
tría engendrada por la porticum: 5R.. A toda hipergeometría G (5R.), como .
multiálgebra que es, le corresponde un retículo L (G (5R.») de submultiál
gebras, cada una de las cuales va a recibir el nombre de subespacio de'­
G (5R.) . Un subespacio de G (5R.) es por lo tanto una multiálgebra. que tiene
por conjunto base un subconjunto T de S cerrado respecto a r (5R.) y como-.
operación única de la familia definidora, la restricción a T de r (5R.). El "
nombre de subespacio se da. también por extensión al mismo conjunto ce- .
rrado T. El retículo L(G (5R.») será llamado en adelante retículo de suhes- .
pacios de la hipergeometría. G (5R.).

Los retículos L (G(5R.») que acabamos de deflnir pa ra una ' partición 5R.
de tipo n de un conjunto S, siendo 1'1. un entero no negativo cualquiera,
vienen a constituir una. generalización de los retículos de sub espacios li- ..
n eales. de. una qeometria , estudiados por Hartmanis . Este autor denominó ·
"geometr ías" a las particiones 5R. de tipo 2, dando entonces el nombre de ­
"puntos" a los elementos de S y el de "rectas" a cada uno de los bloques .

-=- 57 -



REVISTA DE LA ACA DEJITA DE ' CIENCI,l S EXA CTA S , FISICO-QUIMIC,lS ,y NA TURA LES

-de 9Il . En su tr abajo "Lat tice theory of genera lized partitions " [15] define
los sub espa cios lin eales de 9Il, para cada "geometr ía" 9Il sobre S, como
aquellos sub conjuntos T de S que, junto con cada dos puntos di stintos
Xl ' Xt, contienen todos los puntos pertenecient es a la rec ta determinada por
ellos. Si nos fijamos en la defini ción 'que hemos dado de la operación n -aria
7'(9Il) corres pondiente a una partición 9Il d e tip o n de S y la aplicam os al
caso n = 2, yernos en seguida que ' lo que ' Hartmanis denomina "s ubespa­
cio lin eal" , no es sino un conjunto cerrado respecto ~ 7'(9Il) y, en consecuen­
cia , su "retículo de subespacios lineales" corresponde en el caso n = 2 a
lo que nosotros, a imitación suya, hemos d enominado de un modo gene·
ral y para cualquier n ~ O "ret ículo de subespacios" (el adj etivo "lineales"
lo aplicaremos solamente en el caso n = 2). -,. .
. Una hipergeometría {S; 7'(9Il) f se dirá que es finita si el conjunto S es

finito. " . ' "
Dado un subconjunto cua lquiera U de S, existe un subconjun to y 'sólo

uno o.M. , cerrado ( res pecto a 7'(:JK.») que cont iene U y está contenido en todo
-otro subconjunto ' que tenga estas propi edades (U\[ es 'la intersección . de
todo s los subconjuntos cerra dos que contienen U). Siguiendo la costumbre

.general en estos casos, diremos 'que la submulti álgebra {UM.; 1'(:JK.) f (o bien .
abreviadamente, el conjunto UM.) es el subespacio de G(:JK.) engendrado

.por U.

30

D E S CRIPCIó" DE LAS l\ll1LTIÁL GEBR AS DE H ARTlIlAl\'I S

y DE I~.\S lIIP ER GEOl\lET RÍ AS F I:'\ITAS e

Según lo di cho en las dos secciones anteriores, tanto las rnultiálgehras
-de Har tmanis como -las hipergeometrías de tip o n sobre un conjunto S
est án en correspondencia biunívoca con las par ticiones de tipo n deS, por
19 cual bastará"defini r una partición :JlL de tipo n d e S para que quede
automáticament e definida la multiálgebra de Hartrnanis lJ(9Il) Y la hiper­
geometría G(:JK.).
. Supongamos a partir de ahora que S es un conjun to finito , con lo cual.

-si :JK. es una partición de tipo n de S , son finitas tanto Tl(:JK. ) como G(9Il). Se
puede comprobar que si :JK. es una partición de tipo n de un conjunto

.S . Y S' es un conjunto equipotente a S, cada .aplicación biunívoca qJ d e S
' sobre S', aplicada a los bloqu es de 9Il convertirá a ~m. en una partición
:JK.' de tipo n de S'. Dos particiones 9Il y ,:JK. ' de tipo n relacionadas de esta
forma se dirá que son isomorjas (en particular puede ser S = ' S' , siendo

-entonces qJ una aplicación biunívoca de S sobre sí mismo): Es fácil com­
probar que si :JK. y 9Il' son isomorfa s en ,es te sent ido, las multiál gebras
II(:JK. ) Y 1l(:JK. ') por una ,parte, as í como las G(9Il) Y G(9Il') por otr a; · son
.asimismo isomorfas según la definición dada en la sección 7 de isomorfis-
mo de multiálgebras. Para definir .por. lo tanto una multiálgehra de Hart­
manis abstracta o una hipergeometría .abstracta bastará definir la par­
.t ici ón 9Il de tipo n que las engendra, pr escindiendo tanto de la 'natura-
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L A FUNCIÓN A E N LAS lIIULTII\.L GEllRAS DE H ARTMA NIS FI NIT AS

y EN LAS HIPERGEOMET RÍAS FINITAS

30-1
11, 2, 6 f , 11, 3, 5 f., 11, 4, 7f , 12, ,;, 4 f ,

12, 5, 7f , { 3, 6, n , {4, 5,6f

1 1 O O O 1 O
-- - - -- -- -- -- - -

1 O 1 O 1 O O
- - - - ---- -- -- - -

1 O O 1 O O 1
-- -- -- ---- -- - -

O 1 1 1 O O O
- - ---- --------

O 1 O O 1 O 1
-- - - -- -- - - -- - -

O O 1 O O 1 1
- - -- - - ---- - - --

O O O 1 1 1 O

Hemos visto en las secciones anteriores de qué manera toda partición
d e tipo n de un conjunto S determ ina una multiálgebra de Har tman is H(~) .
Y una hipergeomeu-ía finita G(~), ambas de tipo n , sobre S . Si queremos

---,59 -

Una vez obtenida de la forma ind icada una rep resentac i ón . . mediante
una matriz d e r filas y m columnas , de una partición ~ de tipo n con l '

bloques, de un conjun to d e m elementos, cualquier matriz derivada de ésta
por permutación de las filas nos representará la misma partición, puesto
'que per mutar las filas equivale a permutar los índi ces de los bloques. Si
permutamos las columnas obtendremos la represent ación de una parti­
ción ~' d el mismo conjunto di stinta de ~ pero isomorfa a ~ .

También puede ser representada una partición ~ de tipo n de un con­
junto S con m elementos, mediante una matriz de ceros y unos con m co­
lumn as y t.antas filas como bloqu es tenga ~ . Una vez ordenados de UII

modo cualquiera los bloques de ~ , si éstos son por ejemplo M¡, ... , M r Y
Jos elementos de S son 1, 2, ... , m , la partición ~ , .ser á repr esentada por
la matriz en cuya fila. i y columna i (i = 1, .. ., 1'; j = 1, ...., m) figurará
un 1 ó un O según que el elemento i figure o no en el bloque Mi' La parti­
ción 'de tipo 2 que hemos dado antes como ejemplo (30-1) vendrá repre­
sentada por la siguiente matriz : ' .

Ieza como del orden en que vienen dados los elementos del conjunto S que
sirve de base. En el C<'lSO de ser S finito con m elementos, toda partición
~ de tipo n de S podrá ser representada as ignando primeramente un sím­
bolo a cada un o de los elementos de S y despu és exp resando mediante estos
símbolos los bloques 'que constituyen ~. ' Pueden util izar se para este fin
por ejemplo los mismos símbolos 1, 2, . ..,. con que se designan los m pri ­
meros números natural es. Así una. de las par ticiones posibl es de tipo 2
d e un conjunto de 7 elementos , es la representada por
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hallar los valores de la función A para 1l('JfL ) y para G('311.. ) deberemos estu­
diar la estructura de los retículos L(II('JfL») y L (G( 'JfL) respectivamente;
Según la defini ción que se ha dado de la función A será:

· A (H('JfL» = (d¡;.) (L(H('JfL»
A (G('JfL» = ' (d¡;.) (L(G('JfL»

En! los capítulos IV y V nos ocuparemos de la determinación de los;
valores A (Il('JfL») y A (G('JfL») respectivamente , cuando se dan elementos;
suficientes para caracterizar la partición 'JfL de la manera indicada en la
sección 30. Nos será útil simplificar la notación poniendo

LH('JfL) = L(Il('JfL»)
La('JfL) = L (G('JfL»)
AH('JfL) = A (H('JfL»)
Aa('JfL) = A (G('JfL»)

Al utilizar esta nota ción simplificada , dejaremos de pon er énfasis sobre
el hecho, ya suficientemente desta cado a lo lar go del presente capítulo, de:
que La('JfL ) y LH('JfL ) son retículos de submu.lti álgebras y de que All('JfL) Y
Aa('JfL ) son los valores de la fun ción A para las multiálgebras Il('JfL ) y G('JfL)
res pect ivamente. Consideraremos preferentement e AH('JfL) Y Aa('JfL ), como
funciones enteras de 'JfL, siendo 'JfL una partición genera lizada de un con­
junto finito S.
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CAPÍT ULO IV

LA FUNCION A EN LAS MULTIALGEBRAS DE HARTMANIS FINITAS

32

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS RETÍCULOS LP" (S) DE PARTICIONES

GENERALIZADA S

De acuerdo con lo di cho en los últimos párrafos de la sección 31, deter­
aninar el valor AH(~) = A ( ll(~») que toma la fun ción A para la multi­
-álgebra de Hartmanis ll(~). engendrada pOJ' la par tición ~ de tipo 11. de
un conjunto finto S, equivale a determinar el valor de la fun ción d[J. para
'el intervalo inicial de LP" (S) constituido por las particiones de tipo 11. má s
fina s que ~ (llamamos intervalo inicial d e un retículo a todo intervalo
-que tiene por extremo inferior el elemento mínimo). Para ello enunciare­
mos algunos lemas y un teorema referentes a la estructeura de este inter­
valo inicial , que designar emos por LH(~) ' LH(~) es un retículo puesto que
LP" (S) lo es. L'H(~) y LP" (S) coinciden si y sólo si ~ es la partición de
tipo 11. de S más basta o, lo 'que es lo mismo, si y sólo si ~ = ' {S}.

LEMA 35. - Si la partición ~ de tipo 11. de un con junto finito S tiene
.los r bloques M¡, .. ., Mr (r :::::"'1, es decir si es ~ = {M¡ .. ., Mr}, entonces
el retículo LH(~) es isom orfo al producto directo

LP" (M¡) x LP" (M!) X .. . X LP" (i1Q.

Basta probar en efecto que si para cada Mi elegimos una partición ~,

-de tipo 11. de Mi (i = ' 1, .. ., 1'), la familia de subconjuntos de S formada pOI'

los bloques que pertenecen por lo menos a una de las particiones ~i ' e~

.una partición de tipo 11, más fina que ~ , y que viceversa , los bloqu es de
toda partición de tipo 11, d e S más fina que ~ se pueden distribuir de una
.manera y sólo de una en r clases ~¡ , ... , ~n de ta l modo que ~i es una
partición de tipo 11, de Mi'

LEMA 36. - Si la parti ción ~. de tip o 11. de un conjun to S, contiene má5
-de un bloque no trivial , entonces el r eticulo LH(~) es reducible.

Se trata de un corolar io del lema anterior.
En efecto : Si por ejemplo el bloque Mi es no trivial, entonces el lemazü

-(página 60) nos dice que el retículo LP" (Mi) ti ene más de un elemento.
En consecuencia, si existen por lo menos dos de tales bloques, el retícu­

l o L( II(~») será reducible según el lema 35.
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32-1

si es

(h ::::,.. 2)

r =-
E(:JR. ) = ~ (Mi - n) = ~ Mi - m ,

i =l i=1

:JR. = ~ MI ' .. ., M r } (1' ::::"' 1)

Demostración: Según el lema 34. podem os pon er

~= ~N¡, , N., } (s ::::"' l )
:JR. = ~M¡ , , M,,, N¿ .. . , NJ

k

N; = U M¡
i=¡

(MI U M2 U ... U Mi)n M i+I ~ n

Sin embargo seguiremo s llamando bloques a cada una d e las partes de S
que constituyen una familia y por otra parte ex tende re mos a estas familias.
la definición qu e .hemo s dado antes de exc eso , poniendo

- 62.....,

E(~) - E(:JR.) ¿l.

1.: - s -

E(:JR.¡) = M¡ U ~ x f - n + ~ (1lf; - n) + ~ (N¡- n)
1=4 1=4

íz -
E(:JR. i) = M¡ U Mi U .. . U Mi - n + . 2:. (ll;J1- n) +

I= /+ ¡

REVIST,i DE L,i ,1C,lDEMI,\ DE CIENCI AS EX,iCT,tS, FISICO-QUIMICAS y N,I TURALES .

:JR. k = 5t

De estas familias solamen te son particiones d e tipo n:JR.o = :JR. Y
:JR. k ee ' 5t puesto qu e las demás dejan de sa tisfa cer P" - 2 a l ser

(MI U u, U .. . U M¡) n u.; ::::,.. n

Sea x un elemento de Mz no perteneceniente a M¡. Vamos a form ar una
suces ión :JR.o, :JR.¡, .. . , :JR. k de partes d e P (S) pon iendo

:JR.o = :JR.
:JR.¡ = ~ M¡ U {z }, :112 " " , Mk , Nz, , N.}
:JR. ¡ = j M¡ U il'/z U ... U M¡, M¡+!, , Mk , N¿ ... , N. }

(1 < i < h)

LEIÚ 37. - Si :JR. Y 5t son part icion es de tipo n con tiguas (:JR. ~ p 5t) ,
en tonces es

Definición . - Para toda partición :lIt de tipo n d e un con jun to finito S,
llamaremos exceso d e :JR. a l númer o en tero E(:JR. ) d efin ido como sigu e :

E(:JR. ) = , O si :JR. carece d e bloques , o lo qu e es lo mismo, si el con jun ­
to S tiene menos d e n elementos (véanse lem as 27 y 28)



· PROPI ED,iDES DE UN,l FUNCION DE V,l LORES ENTEROS

32-2'

Si tenemos en cuenta que, por hipótesis e¡; (MI U MI U o • • U Mi) n Mi+! :::::,. n..
r esulta .

A U B = , A +,B- A n B

-'- 63 ·..::::..

Teniendo en cuen ta qu e x ~ M¡, resulta. MI U { x f = llI¡ + 1 de <;londe ·

E(:JK. I ) - E(~o) = 1

E(':JR.. i+¡) - E(:JK. i) = MI U MI U O" U Mi U Mi+! - n +

+ ji ,(Mj - n) + i~ (~ - n) - ( MI U M¿ U o o . U llI i -

- n + ±(Mj - n) +,~ (Ni - n) ) = MI U M2 U 00o U 'Mi U Mi+I
i=i+ I j='

Para i = , 2 " 0" k -1 es

.~ _ 1.: _ .r; _

+ ~ (Nj - n) - ~ (Mj - n) - ~ . (Nj . - n) = MI U { x f - .
i=I j = I j=I

k s

E(:JK.o) = E(:JK. ) = ~ (Mi - n) + ~ (N - n)
j = I j=l

Teniendo presente que para las parti ciones :JK. y 3l es por definición .

k

E(:JK. I ) - E(:JK. o) = MI U {x f - n + ~ (Mj - n) +
j=I

s =
E(:JK. k ) = E(31) = ~ (Nj - n)

j=1

Recordemos ahora el hecho evidente de qu e para conjuntos finitos oua··
lesquiera A y B es

Aplicando esto al caso de ser A = M¡ U MI U .. o U Mi, B = Mit.!> .

A U B = MI U MI U oo. U Mi UMi+1> r esulta :

11¡ U MI U ... U Mi U Mi"I = MI U M, U .. o U Mi + Mi+l ---::

- (MI U MI U .. o U Mi) n Mi+1,

de donde, sustituyendo en 32,2, tenemos.
~==o==;:=;=====~~=====i'i

E(:JK. i+I) - E(:JK. i) = n - (MI U MI U .. . U Mi) n Mi+I

se tendrá :
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TIe este modo se tiene en definitiva

- 32-3

c.q .d ,

r

d(LH(~») = 2j d(LP ,,(M¡») , .
I== L .

Una vez qu e demostremos 'qué para toda partición d e tipo n con 'un solo
~loque M¡ es d (LP,,(M¡») = M¡- n , de 32-3, ' obtendremos

r r _

d (LH(~») = 2:. d ( t P,,(M,») = 2:. (Mi - 11) = E(~)
i=L i= l

E(~¡) - E(~o) = 1
E(~l) - E(~¡) L. °

Bastará por 10 tanto d emostrar que para todo ,conjunto finito S con m
-elementos es d(LP,,(S») = m - n . La d emo stración constará d e dos par­
"tes, a sab er:

] .0 Existe una cadena maximal de longitud m. - n ,d e particiones ,d e
Tipo n de S que une la partición más fina con la m ás ba sta.

2 .° Toda cadena maxima l de particion es es de longitud igual o mayor
'q ue m -no

Para demostrar lo' primero , téngas e en cuen ta que dado un subconjunto
-cualquiera 11'[ d e S d e n o más elementos, existe una partición d e t ipo n cu­
yos bloques son M y todos los subconjuntos d e S no conten idos en M for­
mados exa ctamente por n elementos . (Compruébese 'que un tal sistema de
.suboonjuntos satisface las condicion es P; - 1 , P" - 2 Y P" - 3). Si toma­
mos el conjunto 111 = ,1110 de n elementos, podemos formar una cade na d e

·éonjuntos 1110 { M¡ { .. . { Mm-"-l { Mm_ll = ' S, cada uno de ellos con un ele­
mento má s que el anterior . Si designamos por ~¡ (i = O,.. ., n) la partición
·d e tipo n const ituida por M¡ y por los subconjuntos d e n eleme ntos, no con-
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"y según el lema 5 (pág. 31), gen eralizado pa ra un producto directo de cual-
-quier número finito de factores , se ti ene '

T EOR EMA 9. - La longitud m ínima de todo re ticulo Li~) es

d( LH(~») = E(~).

Demostración : Cuando ~ es vacía (carece de bloq ues) es , por defin ición
iE(~) = 0, y por otra parte LH(~)- es el retí culo trivial (lema 27). En con­
-s eouencia es d(LH(~») = 0, cumpliéndose así el teorema ,

Si es ~ = {M¡ ,.. ., M r f (1' ~ 1) entonces, según el lema 32 es

LH(~) = LP,,(M¡) ,x ... x LP,,(M,) ,

E(~Tl,.) - E(~~) = E(~) - E(~) L. 1,

E(~k_¡) - E(~k-2) L. °
E(~k) - E(~1;-/) L. O

S sumando miembro a miembro
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tenidos en Mi, evidentemente :JlLo será la partición m ás fina , :JlLm _ n la ' más
basta y -será además

:JlLo {p :JlL t {p . .. {p :JlLm_ n_ Z {p :JlLm_ n

Estas particiones constituirán por lo tanto una cadena maximal de lon _'
gitud m - n o

Para de mostrar que toda cade na maxi mal de particiones de tipo n que
una :JlLo con {S } es de longitud igual o mayor que m -n procedamos por
red ucción al absurdo suponiendo que existen particiones d e t ipo n :JlLo,

'$tz , ... , :JlL q t al es qu e, como antes,:JlLo es el elemento mínimo de LPnCS) y :JlL"
e l máximo, siendo ade más q < m -n y .

:JlLo {p :JlL z .{ p ... {p :JlLq

Según el lema 37 tendríamos :

E(:JlL¡) - E(:JlLo) ,¿ 1
E(:JlL2) - E(:JlL z) ,¿ 1

E(:JlL q_ z) - E(:JlL q _ 2) ,¿ 1
E(:JlLJ - E(:JlL q _ z) ,¿ 1,

y sumando miembro a miembro

32-4

Por otra parte al estar constituida :JlLq por el único bloque S d e m ele­
m entos se verifica

E(:JlLJ '= m - 11,

Y al tener exactamente 11 elementos cada uno d e los bloqu es d e :JlLo es

E(:JlL o) = O.

Esto nos da

E(:JlL q) - E( :JlLo) = m - n, .,

en 'contradicci ón con 32-4 y con la hipótesis q < m - n .

D ETERMINACI ÓN DE L VALOR DE AH(:JlL) PARA U NA PARTICIÓN

CUALQUIERA :JlL DE UN CONJUNTO F INITO S

Si :JlL es la parte vacía d e p eS), lo cual hemos visto que ocurre si '! sólo
s i :JlL es un a partición de tipo 11 y S t iene menos d e n elementos (lemas 27 y
,28), entonces LH(:JlL) es un retículo trivial y en consecuencia es AH(:JlL) == O
{lema 9). .
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Si ~ no es la parte vacía de p eS), pero todos los bloques de ~ son tri ­
viales entonces, según el lema 29, LH(~) es también un retículo trivial y'
por lo tanto AH(~) = O.

Si ~ tiene -dos o más bloques no triviales, hemos visto que LH(~) es re­
ducible (lema 36), por lo cual en este caso es también AH(~) = O.

Queda por considerar el caso en que ~ posee un bloque no trivial y sólo
uno. Si es ~ = . ~M¡, ... , Mk} Y M1 es el único bloque no trivial de ~, el
lema 35 nos dice que el retículo LIl(~) es isoformo al producto directo

LPn(~¡) x .. . .x LPn(~k)

y por ser los retículos LPn(Mi) triviales (i = ' 2, .. ., h), será LH(~) ~ LPn(,~l¡) .
y en consecuencia

All(~) = ' (dtJo) (LP,,(M¡»)

LPn(M.;y queda determinado, salvo isomorfismo, dando el número MI = ,m'
de elementos de M¡. Nuestro problema se reducirá a determinar el valor de­
la función dtJo para un retículo LPn(S) de particiones de tipo n, donde S es:
un conjunto de m elementos.

TEOREi\IA 10. - Si S es un conjunto de m elemen tos y es n < m, se ve-o
riiica

(dtJo) ( LPn(S») = (_ l)m-n+¡ e~ =~) 33-L

Para demostrar este teorema tomemos en consideración el retículo
LPn(S). Los intervalos ini ciales de LP.,,(S) son, según hemos visto , los re­
tículos LH(~) cuyos elementos son las particiones de tipo n de S más finas
que una determinada ~. Según el lema 4, si encontramos una función '1"
de valores enteros definida para estos intervalos iniciales, de manera que
la suma de los valores que toma para todos ellos es igual a la lon gitud mí­
nima de LP.,,(S), entonces 'IjJ no es sino la funci ón dtJo restringida al sistema:
de dichos intervalos . Sabernos ya que si ~ tiene todos sus bloques triviales­
o bien dos o más de ellos son no triviales, es (dtJo) ( LH(~») = O. Identifi ­
cando cada intervalo inicial LH(~) de LPn(S) con la partición ~ que lo de­
fine , pondremos para abreviar 'IjJ (5K.) en vez de '1' (Lll (~» y definiremos la:
función 'IjJ como sigue:

'IjJ(~) = O, si ~ carece de bloques no triviales o bien tiene dos o más'
de ellos . . ,

1jt(~) = (- ly-n+1 (~- ~) , si ~ tiene un sólo bloque no trivial y éste-
tiene exactamente k elementos (n L. k L. m) 32-2'

Habremos demostrado que 'IjJ es la restricción de dtJo si logramos ver que-

~ 'IjJ (~) = d( LPn(S») = m-n (véase teorema 9)
~ELPn(S ) •

Para computar la: suma del primer miembro bastará tom ar en conside-.
ra ción aquellas particiones ~ cuyo número de bloques no triviales es exac­
tamente uno , ya que para las demás es por definición 'IjJ (5K.) =~O . Para cada,
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) f k - 2),n - 1 = 1 33-5

~3-4

33-3~ (_ 1)k-n+l ( m ) (k - 2) = m- n :
1,=n+l k n-1

(hemos corr ido los índi ces poniendo k = n + 1 + s).
La demostración de que esta última suma vale siempre 1 es COñlO sigue.

(adaptamos a nuestras necesidades un método de de mostraci ón ·que hemos

m~1 (_ 11,-n+l (m-: 1)( k - 2) = m+."1 - n
k=n+l k n- 1

Esto equivale evidentemente a demost rar que es

m~1 ( _ 1)k-n+l (m+ 1) ( k=2) _ ~ (_ 1)"-n+l ( ~
k=n+L k n 1 k=n+l I~

= ~ (_ 1)k-n+l (k =2)( m ) + (_ 1)m-n+2 ( m-1) =
1,=n+l n 1 k 1 n - 1

= . ~ (_ 1)k-n+l ( m )(k- 2) + (_ 1)m-n+2 ( m )(m -l)
k ::;n+l k - 1 n - 1 l1l n - 1 - .

= ' mi{ (_ 1)"-n+l ( m )(k - 2) = '~n (- 1)8( m )(n + s - 1)
1,=n+l k - 1 n - 1 8= 0 ' n + s 11~~1

y todo se reducirá a demostrar que es

PROPIED ,lDES DE UNA l ' UNClON DE l'ALORES ENTEROS

Operando con el pr imer miembr o d e esta últ ima igualdad se obtiene ,
teniendo present es las pr opi edades de los números combina torios :

-----"~L (_ 1)"-n+l (m+1)( k =2)_ ~ e- 1'1-n+l ( ~ )(k=2).= .
k=n+L k n 1 k=n+l I~ n 1

= ~ . (_ 1y,-n+l (k =2 )[( m + 1) _ (~)] + (- 1r-n+~ (m+ 1)(m=1)
1,=n+L n 1 h k In + 1 n . 1

Esto se cumple para cualquier n > O si es m-n = 1, como se com­
prueba inmediatam ente, pu es entonces la suma del primer miembro

de 33-3 se r educe a un término único que es (~ ~ n(~=1) = ~~m- n o
Una vez fijado n , supongamos que 33-3 se satisface para un cierto valor de
m (m > n). Se trata de de mostrar que también se satisface la 33-3 al sus­
tituir en ella m por m +' 1 , o sea

conjunto M de k elementos de S (n < k L. m), hay una partición y sólo una
~R. de tipo n que tiene a M por único bloque no trivial. Pu esto que hay

( J: ) subconjuntos de este tipo y cada uno d e ellos corresponde a una par-

tici ón ~ para la cual es 'IjJ (~) = (_ 1y-n+l (~=D,será >
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v isto utilizado en el libro de EVGEN NETTO "Lehrbuch del' Combinatorik",
Leipzig 1901, Verlag von B. G. TEVBNER, pág. 255):
. Consideremos la identidad

(
1 _ _ 1_) '" (1 - xt n = (_ 1)'" (1 - x)"'-"

x x 11l

En el desarrollo del segundo miembro, el coeficiente del término x-n
'es (- 1t según puede comprobarse . En el desarr ollo del primer miembro,
el coeficiente del término x -n se obt iene como suma entre s= o y s=m-n
-de los productos del coeficiente del término (1/x)'* = x -n

-
s en el desarro­

llo del primer binomio, por el del término x " en el desarrollo del segundo.
Ahora bien , el término (1/ x)n+s en el desarrollo de (1 - l / x )'" tiene por

coeficient e (- 1)* (n ~ s) Y el término x' en el desarrollo de (1 - x>-"
t iene por coeficien te

(- n) (-41- 1) .. . (-:-n- 05 +1) . n(n+1) ... (n+ o5- 1)
~ (- 1)' = - - - - - ---;-
, s s

= (11 + ; - 1) = (n 1~~1 1 )

De aqu í que podamos poner :

n~' (_ 1)n+8 ( 111 ) ('11 + s - 1) = (- 1)",
8= 0 n + s n -1

'Ü bien , dividi endo por (- 1)"

:~ (_ 1)8 (n 1~ s)(n~~1 1
) = 1.

Con esto hemos demostrado 33-5 y con ello que la función definida como
en 33-2 es la función d¡;. restringida a los intervalos iniciales de LPn(S). El
valor de 1jJ para el retículo LP,. (S) se obtendrá (le 33-1 tomando como ar­
gumento la partición de tipo n de S más basta, que corno sabemos es aqu e­
lla que tiene como único bloque no trivial el mismo conjunto S. Al poner
m en vez de k en 33-2 se obtiene 33-1, c. q. d .

Corolario . ~ Si 5R. es una partición d~ tipo n de un conjunto finito S
_ con un úni co bloqu e no trivial 111, siendo, M = m, entonces es

AH (5R. ) = (- l )",- n+1 (~=n
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CAPÍTULO V

. LA FUNCION A EN LAS HIPERGEOMETRIAS FINITAS

34

GENERALID..\nú ;

Según hemos dicho en la sección 31, el valor de la función A para una
hipergeometría finita G(5IL), expresa una propiedad del" retículo La(5IL) de
subespacios de G(5IL). Los retículos L a(5IL ) de subespacios han sido sola­
mente estudiados, a nuestro, conocimiento, en el caso de ser 5IL una partí ­
ción de tipo 2, siendo de destacar a, este respecto el hecho , demostrado
por HARTIlIANIS [13J , de que los retículos La(5IL) (siendo 5IL una partición
de tipo 2 de un conjunto finito) sirven para representar cualquier retículo
LP" (S) de particiones de tipo n de un conjunto S finito. Esto quiere decir
que, para todo retículo LPn (S), siendo S finito , existe un conjunto finito liV
y una partición 5IL de tipo 2 de W tal que LPn (S) es isomorfo a L a(5IL ).
Se demu estra asimismo (loe. cit.) que todo retículo finito es isomorfo a un
subret ículo de un retículo de particiones de tipo 2 y, como consecuencia
de lo anteriormente dicho , isomorfo también a un subretículo de un retícu­
lo de subespacios d e una hipergeometría d e tipo 2, que es lo mismo que
decir, utilizando el lenguaje de Hartmanis, de un retículo de sub espacios
lineales de una geometría. Esto nos dice que el sistema d e tales retículos
es muy amplio , y más amplio aún es el sistema de los retículo s de subes­
pacios de hipergeometrías de tipo n sobre conjuntos finitos , si dejamos que
n. pueda ser un entero no negativo cualquiera. Esta enorme variedad de
retículos La(5IL ) hace que el problema de la determinación del entero
Aa(5IL) deba resolverse en cada caso' particular, determinando primeramen­
te la estructura del retículo La(5IL) y después, sucesiva y ordenadamente.
los valores de la función . d¡L para los intervalos iniciales de La(5IL) (empe­
zando por los de menor número de elementos) hasta llegar: a , obtener
Aa(5IL) = (d¡L) (La(5IL»). Todo esto se consigue evidentemente mediante un
pro ceso finito. .

Los siguientes lemas nos dan a conocer la estr uctura d el retículo La(5IL)
en algunos casos particulares. No nos entretenemos en dar explícitamente
las demo straciones, por tratarse de consecuencias inmediatas de las defi­
niciones de la opera ción n-aria 1'(5IL) (véase sección 29), de conjunto ce­
rrado respecto a una operación 'y de subespa cio de una hipergeometría.

LEMA 38. - Si S es un conjunto de n o de m enos de 11. elemen tos , el
reticulo de sub espa eios de la única niperqeometrio: de tipo 11. sobre S que
en tales casos ex iste, es isomorfo al élqebva de Boole P (S) . ..
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LEMA 39. - El reti culo de sub espacios de toda hip erqeometria de tipo
O G(:JTL) , sobre un conjun to S, es isomorio al álgebra de Boole re (S - T),
donde T es el bloque. único de la partición.

LEMA 40. - Para que una determinada parte T, de n o más ele­
mentos de tLn connuuo S, sea tLn sub espacio de la hiperqeom etria G(:JTL) de
t ipo n sobre S. es condición n ecesaria qtLe T sea unión de un conjunto no
vad o de bloques de :JTL.

LEMA 41. - Toda part e T de m enos de 11 elemen tos de un conjunto S
es un subespacio de cualqu ier hiperqeometria de tipo n sobre S.

De los lemas 40 y 41 se deduce que son subespacios de una hipergeome­
tría cualquiera G(:JTL ) de tipo n sobre un conjunto S de. n o más elementos.
por una parte todos los subconjuntos de S de menos de n elementos y por
otra. ciertas uniones no vacías de bloques de :JTL . Es fácil comprobar que
para las hipergeometrías de tipo 1 se. cumple lo siguiente :

LEMA 42. - El reticulo de subespacios de una hipergeometría G(:JTL) de
tipo 1 sobre un conjunto no vacío S está constituido exactamente por la
parte vacía de S y p01' todas las uniones de bloques de :JTL . En consecuencia
si S es finito y tiene exactamente r bloques MI , ... , Me> el reticulo La(:JTL) es
isomorio al álgebm de Bool e de las part es de un conjunto de r eleme ntos.

Para las hipergeometrías de tipo superior a 1 no toda unión de bloques
es un subespacio. El siguiente lema es inmediato y no ha ce más que expre­
sar de manera di stinta la defini ción de subespacio.

LEMA 43. - Para que 1ma 'unión MI U ... U Mi de bloques de una par ­
tición :JTL de tipo 11 de 1m conjuruo S sea un su bespacio de la hip erqeome ­
tría G(:JTL) es preciso y basta que, siem pre que n elemen tos distintos
al> .. ., a; de S pe1'ten ezcan a la union. MI U ... U M Í> el bloque M(a¡, . . ., an )

determinado por estos elem entos esté in cluido en dicha unión.

Del lema 38 se deduce que si es S < n o bien S = n , el retículo dé sub­
espacios de la única hipergeometría de t ipo n que existe cuando se da uno
de estos casos, es trivial , ~na cadena de dos elementos , o reducible , según
que sea respectivamente S = O, S = 1 ó S> 1. Teniendo en cuenta el
lema 8 y el teorema 1 se obtiene e!!.. tales ca~s (llamando :JTL a la partición
única en -cuest i ón), Aa(:JTL) ='0 si S = '0 ó S> 1 y Aa(:JTL) = 1 si S = 1.
Del lema 39 se desprende asimismo que para una hipergeometría G(:JTL) de
tipo O sobre un conjunto S , si T es la parte de S que define :JTL, es A a(:JTL)=O
si S - T = O, ó S - T>.l y AG(:JTL) = 1 si S - T = 1. Finalmente, del
lema 42 obtenemos que si la partición :JTL de tipo 1 del con junto S contie­
ne r bloqu es, es A r:(:JTL) = O si l' = O Ó l' > 1 y Aa(:JTL) = ' 1 si l' = 1.

El siguiente lema nos da a conocer otro caso en que es La(:JTL ) reducible
y en consecuencia Aa(:JTL) = O.

TEOREMA 11. - Si :JTL es una partición de tipo n de un con jun to finito S
(n > O, S > 11,) y un o por lo m enos, x, de los eleme n tos . de S, es tal que
todo bloque de :JTL que contiene x es tri vial , entonces _el reti culo La(:JTL) es
reduciblev
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Nos hemos ocupado en la sección anter ior de revelar algunas relacio­
mes existentes entre . una partición ~ de tipo ti. de un conjunto finito S y
e l r etículo LG(~) de .subespacios de la hip ergeometría G(~). Vamos a li-

G EOMETR íAS P HOYECTlYAS

35

Demostración:
Al ser ::; > n toda partición de tipo n (por lo tanto también ~) contie­

ne por lo menos un bloqu e. Al ser n> O el elemento x debe estar conteni­
-do en un bloque, el cual es por hipótesis trivial , luego ~ contiene bloques
triviales. Puede ocurrir que todos los bloques de ~ sean triviales o bien
-que uno por lo menos de ellos sea no trivial. En el pri mer caso toda parte
·de S es evident emente un subconjunto cerrado respecto a 1'(~) , es decir ,
un subespacio , lo cual quiere decir que es

LG(~) 0d. rE (S),

Y puesto que S> n y n > O implica S :::::,., 2, resulta que P y LG(~) 50n
:retículos reducibles.

Consideremos ahora el caso en que ~ contenga algún bloque nq trivial
( junto con otros triviales según hemos dicho s). Los bloques de ~ que n?
'contienen el elemento x constituyen un sistema~' que es una partición
-de tipo n de S -=...3 x ~ . corno es fácil ver, pues n elementos distintos de
S - {x~ (al ser S> n existen necesariamente tales elementos) están en
un bloque y sólo uno M de ~ que por no contener x (de lo contrario M
'Ser ía no trivial y contendría x , contrariament e a lo supuesto) pertenece
-a ~' .

Los subespacios de G(~) ( elementos de LG(~») pueden ser clasificados
s egún que contengan o no el elemento x . Si un subespacio T de G(~) no
'contiene el elemento x, entonces T es, como subconjunto de S - {x}; un
'elemento de LG(~)' En tal caso el conjunto T U {x ~ es cerrado respecto
E r(~) debido a que todo subconjunto de n elementos de T'U ~ x ~ que
contenga x determina un bloque trivial. Por otra parte a todo subespacio
V de G(~) que contiene x le corresponde un conjunto V - { x ~ que no
-deja de ser cerrado resp ecto a 1'(~) (sigue siendo subespacio de G(~»)
pero que es además cerrado respecto a 1'(~ '), es decir, subespacio de
G(~ '). Entr-e los subespacios de G(~) que contienen el elemento x y los
que no lo conti enen (los subespacios de G(~'» ) existe por lo tanto corres­
pondencia biunívoca, de tal modo que los elementos de LG(~) están a su
vez en correspondencia biunívoca con el conjunto de todas las uniones de
una de las formas T U 0 = T Y T U {x ~, siendo T un elemento cualquiera
de LG(~')' Esto demuestra que LG(~) es isomorfo al producto directo de
LG(~ ') por la cadena de dos elementos representada por 0 y {x ~ . Como
LG(~')...E~ es trivial (contiene por lo menos 0 y S - { x ~ que ~on .distintos,
;al ser S :::::,., 2) resulta que LG(~) es reducible, c.q.d .
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mitarnos ahora al estudio de un tipo muy particular de hipergeometrías
de tipo 2 que corresponden a lo que en la lit eratura matemática es conce­
dido con el 'nombre de Geometrias proyectivas. Entre las definiciones de
"Geometría" y en particular de "Geomet ría Proyectiva" dada s por diferen­
tes autores existen pequeñas diferencias que muchas veces no afectan al
contenido en el sentido de que entre las Geometrías o Geometrías Proyec­
tivas definidas de una o de otra manera se puede establecer una correspon­
dencia biunívoca. No consideramos valga la pena hacer una reseña com­
parativa de tales definiciones y por ello nos limitamos a dar las nuestras
con un contenido idéntico en el fondo al de la mayoría de los autores, per o
procurando adaptarlas en la forma a nuestra actual línea de trabajo (véase
nota 13).

Para Hartmanis "Geometría" es sinónimo de "Partición de tipo 2" _
Nosotros preferimos llamar "Geometría" a toda multiálgebra {S; T(~) f,
donde S es un conjunto , ~ es una partición de tipo 2 de S y T(~) la ope­
ración binaria en S definida a partir de ~ como en 29-1 y 29-2. Dicho de:
otro modo y teniendo en cuenta nuestra defini ción de "Hipergeometría de
tipo n" (véase sección 29), llamaremos "Geometr ía" a toda hipergeometría
de tipo 2. En toda geometría G(~) = {S; 7'(~)} llamaremos puntos a los
elementos de S y rectas a los bloques de ~ .

Definición. - Una geometría { S; T(~) f, siendo S un conjunto 'cual­
quiera (incluso vacío), será llamada geometría pToyectiva si y sólo si la:
partición ~ de t ipo 2 que la engendra cumple la siguiente condición : PR)
Si un punto 1 está en las rectas 9 y g' de ta l manera que los puntos a y f3'"
pertenecen a 9 y los puntos a' y {J a g', entonces existe por lo menos un
punto l ' y rectas h y h' de tal manera que a, {J y -y' están sobre h y
17.', ,[J', -c' sobre h' (no suponemos que sean necesariamente di stintos entre
si los puntos a , {J , -(, a', {J', -( , como tampoco las rectas g, s', h, h').

La condición PR) puede ser representada mediante el sigui ente diagra­
ma, en el que para mayor claridad suponemos que son distintos entre s¡
los puntos a, {J , 't , a' , [J', -c' y las rectas g, g' , h, h'.

T

í'

FIG. 2

Este diagrama debe, considerarse solamente como una ayuda mnemotéc­
nica y en nin gún modo debe llevarnos a confundir los conceptos de "pun­
to" y de "recta" en el sentido de nuestras definiciones, con, los de punto y
recta de un plano euclídeo.
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Son geometrías pro yectivas aquellas geometrías en que el conjunto S~

es vacío o tiene un sólo elemento, así como a-quella s en que la partición ~
es ~ partición más basta de tipo 2, constituida por el úni co bloque-
S (5 -::::"'2). En todos estos casos la condición PR) carece en efecto de con­
tenido y es por lo tanto satisfecha de modo trivial.

LEMA 44. - El r etículo de sub espacios lineales de toda geometría P7"0' "
!leCtiva es modular y com p lemen tado.

Salvando las diferencias de nomenclatura y ~e notación puede seguirse­
la demostración dada por H ERMES [17J (teorema, 14,1, pág. 78).

LEMA 45. - El retículo LG(~) de sub espacios lineales de una qeometria ­
proyectiva G(~) de dos o más puntos es irreducible si y sólo si todas las­
rectas -de ('T(~) tienen por ló menos tres elementos , di cho de otro modo, si -
y sólo si la partición ~ carece de bloques trunales . .

Omitimos la .demostración por tratarse en realidad de un conocido teo­
rema de la -teoría de espacios lineales expresado en nuestra terminología.
Este lema justifica que llamemos , como es costumbre, reducible o irredu-.
oíble a una geometría proyectiva G(~) según que tenga o no tenga rectas;
triviales .

Por ser modular el retículo LG(~) de subespacios lineales de una geo-·
metría proyectiva G(~), satisface la condición de cadena de Jordan-Dede·­
kind (véase lema 16, págs. 42 y 43). Tiene por lo tanto sentido definir la
dimensión de un elemento T de LG(~) (subespacio lineal) como la longitud
de cualquier. cadena maximal que una el elemento mínimo de LG(~) con­
T. Teniendo en cuenta que los elementos mínimo y máximo de LG(~) son
respectivamente la parte vacía y el conjunto total S, la dimensión de LG(~):

(a la que llamaremos también dimensión de la geometrí a G(~») será la.
longitud de toda cadena maximal de sub espacios que una la ' parte va cía­
con S . Se demuestra que la dimensión de un subespacio T coincide (según ­
la definición que precede) con el número mínimo de elementos de S nece- .
sario para engendrar T. En los tratados de "Geometría Proyectiva" se da
el nombre de dimensión de un subespacio lineal T a la dimensión de T ­
según viene dada por la anterior definición , disminuida en una unidad.
A esta dimensión la podríamos llamar dimensión qeométrica; pero no -
haremos uso de ello. -

LEMA 46. - Todo sub espacio lineal de una qeometria l)7'oyectiva:­
G(~) = . i S , r(~) f es una geometría proyecliva G(~ ') = ' i S/ ; r(~')} .

El sistema de los. blo-ques de ~ contenidos en el conjunto S' cerrado res- .
pecto a r(~), constituye en efecto una partición ~' de tipo- 2 de S' que­
satisface la condición PR) según es fácil ver . En estos casos diremos que ­
la geometría proyectiva G(~') = i S' ; 7'(~') f está inmersa en la :
G(~) = {S: r(~)f.

Las geometrías proyectivas de dimensiones 1 y 2 reciben respectiva-­
mente los nombres de puntos y' de 7'ectas tanto si se consideran indepen- .
dientes como si se consideran inmersas en geometr ías proyectivas de di ­
mensión superior.
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36

ESPACIO S YECTOR IALES SORBE U'"' CU~RPO

Dado un cuerpo e y un entero positivo n, ' llamaremos " espacio »ectoria l
-Ven de dimensión n sobre e" a la multi álgebra Ven={ en; EEl , { ue~ ' (eEC)~
-c uyo conjunto base es la potencia en y cuya familia definidora est á cons-
't ituida por la operación binaria uniforme EEl y por un conjunto {u, ~ (eEC) de
"operacion es un arias (también uniformes) en correspondencia biunívoca con
' los elementos de e. La operación binaria B1 es la suma vectorial que hace
"corresponder a cada par '<, 0; , (3 > de n-tuplas de e ( o; = < ~, ... , a.. > ,

(3 = ' < bl , ... , bn » la n-tupla o; EEl (3 ,= ,< ~ + bl , . .. , an + b; > , siendo
" ' (11 '+ bl (i = 1,... , n) la suma (en el cuerpo C) de los elementos al y bl .
:Pa ra cada elemento e de e, la operación unaria uniforme U e es la que ha ce
' corresponder a cada n-tupla o; = .' < al' .. . , an >, la n -tupla co; =
= < cal" '" can > donde cal (i = 1,... , n) denota el producto de e por a¡

' en e.
A toda submultiálgebra de Ven se le da el nombre de subespacio lin eal .

.Antes hab íamos dado el mismo nombre a las submulti álgebras de una geo­
metría proyectiva G(~) '= {S; r(~) ~. Esta coincidencia de nombres se [us­

~tifica por el siguiente lema .

L El\L<\. 47. ~ Para toda geometría proyectiva irreducible G(~) de dimen­
-sión n ~ 4 (dim en sión geométrica n ~ 3) existe un cuerpo e tal que el re-
-ticulo L G(5!l) de subespaeios lineales de G(~) es isomorfo al retículo L Ve"
-de subespaeios lineales de Ve" .

Fijémo nos en que no se ha dicho que sean isomorfas como multiálgebras
¡ G(~) Y Ven sino que son isomorfos los respectivos retículos de submultiá l­
.gebras.

A partir de Ven se puede construir como es sab ido el espacio proyectivo
rPn _ l (C) de dimens ión n ~ 1 sobre e, que es pos ible también presentar
' como multiálgebra. Los elementos de l conjunto base serían, en efecto . las
. clases de equivalencia q ue se establecen en {en - < O, O, . . ., O> } al poner
-en una misma clase K(al , ... , an) todas las n -tíÍplas de la form a < caz ,..., ca¿»
. y solamen te éstas, siendo < al' "'' a.. > =/= < O, . . . , O> y c =/= O (la n-tupla
.< al' " ' ' a.. > se d ice 'que es re presentante de la clase K(al'"' ' a..») . La fa­
mil ia de operaciones estará constituida ahora por una operación úni ca bina­

-r ia que es la que a cada dos clases K(~ , . .. , an), K(bl , ... , bn) hace correspon-
-der el conjunto de todas las clases representadas por un elemento de la íor-
rna < e' al + e" bl , . .. , e' an +. e" b; > siendo e' y e" elementos de e con
'Ia condición de que no sea simultáneamente e' = O, e" = O. Se ve inmedia­
'tamente que el retículo de submultié lgebras del espacio pr oyectivo as í defi
.nido es isomorfo a Lv en y el lema 47 es consecuencia de l teorema que dice
<que para toda geometría proyectiva G(~) de dimensión n ~ 4 existe un
-cuerpo e tal que G(~) es isomorfo al espacio proyectivo Pn- l (C) (véase por
-ejemplo SEGRE [20J, pág. ] /1 ). .

- í 4 -



PROPIEDADES DE UNA FGNCION DE VALOR ES ENTEROS

-- í5-

37

37-1
i-h.

id (qi~ 1)

i=h-l
n (qn-i~ 1)
i=O

cp (n, h) = ---,-,,-----

LA F UN CIÓN A El\' LAS GEOMETR ÍAS PROYECTIVA S FINITA S

Para la demostración de este lema deben considerarse por separado los
'casos 11 = ' O, 11 = 1, 11 = 2, 11 = 3, 11 > 3. Para los dos primeros la validez
-de las fórmulas dadas es evidente ya que en cualquier geometría los subes­
pacios de·dimensión 1 son los puntos y el de dimensión O es la parte vacía.

Cualquier conjunto S de dos o más elementos puede considerarse como
-constitut ivo de una geometr ía proyectiva de dimensión 2, es decir como
recta (no necesariamente inmersa en una geometría proyectiva de dimensión
.sup~rior) . Una tal geometr~ proyectiva es reducible si S = 2 (lema 45). Si
es S > 2 podemos poner S = . q + 1, siendo q :::::,.. 2. Puesto que los subes­
pacios de dimensión 1 son los puntos, esto está de acuerdo con la fórmula
37-1 al hacer n = 2, h = 1. Con esto queda demostrado el lema en el caso
'n = 2.

Aa(:JJt) = O.

Queda por considerar el caso de las geometrías proyectivas finitas irre­
·ducibles y para determinar el valor de. Aa(:JJt) cuando G(:JJt) es una de tales
.geom étr íaa nos hace falta conocer , cualesquiera que sean los enteros n , h
(h L n) el número cp (n , h) de subespacios lineales de dimensión h conteni­
-dos en una geometría proyectiva o subespacio lineal de dimensión n. Para
'esto nos vale el siguiente lema.

LEMA 49. - El número cp (n , h) de sub espacio s lin eales de dimensión h
contenidos en un subespacio lin eal de dimensión n de una geometría pro­
yectiva finita irreducible G(:JJt) (n o olvidemos que toda geometría proyecti­
va puede ser con siderada como subespacio lineal de sí misma) se obtiene
m ediante las siguien tes fórmulas

cp (n, n ) = cp (n , O) = 1, cualquierarque sea n .

S i es 11 > 1, h > O (debe ser siempre , eviden temen te n :::::,.. h) existe un
-en tero q:::::'" 2, dependiente de la geometría G(:JJt) en cuestión, de tal ma­
·n era que

La estructura de los retículos de subespacios lineales de una .geometría
proyectiva es perfectamente conocida, lo cual permite la determinación del
valor que toma la función A en cada caso. En primer lugar, habida cuenta
-del teorema 1 y de la definición de geometría proyectiva reducible pode·
mas poner:

LEMA 48. - Sí G(:JJt) es una geometría proyectiva finita, reducible, en­
.ton ces es
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1 - qn (1 _ qn) (1 _ q",-l)
-~-- + ' (1 - q) + ,.,

1 - q (1 - q) (1 _ q2)

(1 - qn) ... (1 - :) . (1 _ q) ... (1 _ q)"-l =
(1 - q) ' " (1 - q )

+

n

23 <p (n, t) '/, (1) = <p (n, 1) . 1 + ¿; rp (n, t) (1 - q) .. . (1 - qt-l) = n,
d ím T=t t = 2

'ljJ (T) = (1 - q) (1 - q~ ., ' (1 _ qt-l)

Para el caso 11, = 3, puede vers e la d emostración en M. Hall [9J, pág. 348
(lo que nosotros llamamos geometría pro yectiva de dimensión 3 es desig­
nado por este autor por "plan o pro yectivo"). Finalmente para el caso n > 3
puede encontrarse la demostración en SEGRE [20J, pág. 257. En este caso
el entero q es el ord en de un cuerpo de Galois y por lo tanto de la forma
r: siendo P un número primo y s ::::".1 (véase nota 13).

El conjunto vacío, considerado como geometría proyectiva de dimen .
sión O, tiene como retículo de subespacios el retículo trivial y en consecuen ­
cia la función A toma para ella el valor O.

El punto, consid erado como geometría proyectiva, tiene como retículo
de subespacios la cadena de dos elementos constituida por el mismo punto
y por la parte vacía . El valor que toma la funci ón A es entonces 1 según
el lema 9. .

En los demás casos se tiene

TEOREMA 12. - Para toda geometría proyectiva finita irreducible
G(9R.) = {S; r(9R. )} de dimensión n (n > 1) se verifica

donde q + 1 es el núm e1'O de puntos con tenidos en 1¿na recta cualquiera 'de
G(9R.).

La demostración de este teorema se reduce a un pro ceso de cálculo al ­
gebraico aná logo al desarroll ado para la d emostración del teorema 5 (pági­
na 42). Se trata en definitiva de encontrar una fun ción 'ljJ que haga corres­
ponder a cada subespacio lineal T de G(9R.) un número entero 'ljJ (1) de tal
manera que la suma de todos los valores de 'ljJ (T) al variar T en La(9R. ) sea
igual a n . Decimos que si cada recta de G(9R.) t iene q + 1 puntos (así ti ene
que ser para un cierto q ::::". 2, según el lema 49 aplicando al caso particular
n = 2, h = ,1) ento nces la fun ción 'ljJ que llena el requi sito antedicho y que
por tanto coincide con la restricción de d¡¡. (véase lema 4) es la que toma el
valor 1 para los puntos y que para cada subespacio lineal T de dim ensión
I (1 > 1) toma el valor

Si como antes llamamos <p (n , t) al número de subespacios lin eales de
dimensión t contenidos en G(9R.) (recu ér dese que G(9R.) es de dimensión n) se-
tratará de demostrar que es '

o bien
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1 - qn (1 _ qn) (1 _ qn-I)
----+ " +
1-q 1-q'

(1 - qn) (1 - qn-~ .,. (1 - q)
oo. + = n1_ q"

El proceso de inducción que lleva a demostrar que esta última iguald ad
'Constituye una identidad puede verse en las páginas 44 y siguientes, por
lo que consideramos innecesario repetirlo . . .

Recordemos que, según el tem'ema 1, para todo retículo finito reducibl e
R es (d!J.) (R) = ' O. Pueden encontrarse retículos finitos irreducibles no tri­
viales R para los cual es es también (d!J.) (R) = O (véase [6]). La condición
{d!J.) (R) = O es pues necesaria, pero, no sufici ente , en general, para que R
sea reducible . Podemos establecer sin embargo el siguiente teorema.

TEOREMA 13. - Paro. qu e 1m reticulo finito , no trivial, modular y com ­
plem entado V sea reducibl e, es condición n ecesaria y suficiente qu e sea
(d!J.) (V) = O.

Según el teorema 1, bastará demostrar que la cond ición es suficiente.
La demostración se basa en que para todo retículo finito , modular y com­
plementado V, existe una geome tr ía proyectiva finita G(V) tal que el re­
ti oulo LG(V) de subespacios lineal es d e G(V) es isomorfo a V (aplíquese lo
'expuesto por HERMES [17J , pág. 81 y ss. al caso de ver V un retículo finito).
Si .v fuese no trivial e irredu cible, entonces la geometría proyectiva G(V)
se ría irredu cible y de dimensión mayor que O, con lo que el valor de
A (G(V» ) = ' (d!J.) ( LG(V») = (d!J.) (V) ser ía igual a 1 o bien vendría dad o
por 37-2 con q ~ 2, según lo demostrado en esta misma sección. En todo
caso sería (d!J.) (VffO, lo cual nos dic e que si V es no trivial y es (d!J.) (V)= O.
tiene que ser V redu cibl e, c. q. d.
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NOTAS

Nota 1 (pág. 11)

Recibe el nombre de álgebra de Boole todo retículo distributivo y com-.
plementado (véase sección 11 y nota 11). Si S es un conjunto cualquiera
designamos por P (S) el sistema de las partes de S , pero también hablamos.
a veces del álgebra de Boole rE (S) en cuyo' caso nos referimos abreviada- .
mente al retículo {rE (S); U, n f constituido por el conjunto P (S) Y las ;
conocidas opedaciones llamadas "unión" (U) e "intersección" (n) definidas :
en el mismo corno se hace en Teoría de Conjuntos. Un tal retículo es corno..•
se sabe un álgebra de Boole . Todos los retículos que consideramos en este..
trabajo serán n-subretículos de una determinada álgebra de Boole fE (S):
(véase nota 4). Si un retículo {R; U, n} es un álgebra de Boole, no ocurre"
sin embargo necesariamente que est e retículo sea isomorfo a un álgebra­
de Boole fE (S) de las partes de un conjunto S. Para que esto ocurra es pre­
ciso y basta que {R ; U, n} sea además completo (véase nota 4) y atómico.,
(véase nota 11).

Nota 2

Algebra Universal (pág. 15)

En las secciones 1 a 12 de la Introducción he expuesto en forma origi-­
nal conceptos que corresponden a la teoría conocida con el nombre de­
A Iq ebr« Universal (v . G. BIRKHOFF [2J pp . 139 Y ss . Y H. HERIIIÉS [17J , .
páginas 151 y ss.). Esta t eoría tuvo su origen en un trabajo de BIRKHOFF,
a l que no he tenido' acceso (On tlie structure of abstract algebras . Proc.,
Cambridge phil. Soco Tomo 29 (1933), 441-464; citado en HERMES [17J,
página 159). El uso del término "multiálge bra" para. designar un sistema­
{S; F} constituido por un conjunto S y una familia F=(t) (A E 1\) de apli- .
caciones de Sn en rE (S) me fue sugerido por el mismo Birkhoff a consulte;
mía . Posteriormente lo he visto utilizado en este mismo sentido por
G. GRATZER (A representation theorem for multialgebras, Archiv d el' Ma­
thematik, Vd. XIII, Fas c. 6, 452-456). Este autor llama multi-operaciones­
a las aplicaciones de S" en rE (S) (nosotros las hemos llamado operaciones)­
y reserva el nombre de operacion es a las aplicaciones de Sn en S.

Nota 3 (pág . 16)

La idea de designar por S el número card inal de un conjunto S se debe­
a CANTOR (véase S. C. KLEENE, Introduction to Metamathematics, 1959•.
página 9).
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Nota 4 (págs. 19 y 20)

Conjuntos ord enados y retí culos. Terminología y nolación

-80-

j x , y f, si x -=1= y
{z }, si x = y

j < x, y>}
{ < x, v>! =

En la sección 11 exponemos los conceptos de conjunto ordenado y de
rretículo y hacemos ver cómo tan to uno como otro caben dentro del con­
cepto más general de multiálgebra. Aquí vamos a completar lo allí expues­
.to puntualizando br evemente la te rminología y notación utilizadas.

Sea ~ C; e} un conjunto orde nado (véase sección 11). Si x , y son ele­
.mentos de Ctales que el par ordenado < x , y> pertenezcaa ~, escribi­
mos 'x .~ y y expresamos este hecho di ciendo que x es anterior a y o bien

-que es x inferior a y . Si , siendo x ~ 11 es además x =F y escribimos x e 11
y decirnos quea; es estrictamen te ont erior (o infe7'ior) a y. Si es x e y y no

-existe ningún elemento z de S tal que x e z e y , escribimos x j y y deci­
.mos que x es con tiguo inferior de y , que x es cubierto por y , que y es con ­
·tiguo sup erior de x o que y cub re x. Decimos que los elementos z , y son
' contiguos si se satisface una de las condiciones x ~ y .o y ~ x .

Si a es un elemento de S y M una parte de S decimos que a es un mi­
'- n om n te o una cota inferior de M si para todo elemento x de M es a ~ ,r,

·y que a es un miujorante o cota sup erior de M si para todo x de M es x ~ a.
Debido a la propiedad antisim étrica, puede existir a lo sum o un minorante

·de M perteneciente a M, y si tal elemento existe se le da el nombre de mí-
·nimo de ¡~I (se escribe min M). Del mismo modo se define el máximo de M
·(m ax M) como un mayorante de M perteneciente a M.

Si el conjunto de los minorantes de 1\'1 posee un máximo, éste recibe el
-nombre de ínfimo de M (in f M) y si el conjunto de los mayorantes de M
posee un mínimo, éste recibe el nombre de supremo de M (Sllp M). Eviden­

"t emente, si m ín M y máx M existen , son iguales respectivamente a inf M
y Sllp M, pero pueden existir inf M y sup M sin que existan min M y

-m ax M. En particular es interesante el caso en que el mismo conjunto S
'como subconjunto (impropio) de sí mismo, posea un máximo ° un mínimo .
Si posee un mínimo c y existen contiguos sup eriores de e, éstos reciben

-el nombre de átomos. Del mismo modo, si S posee un máximo n y existen
contiguos inferiores de n , éstos reciben el nombre de antiátomos.

Un conjunto ord enado j C; e} con la propiedad de que cada uno de
' sus subconjuntos no vacíos y finito s posee un supremo y un ínfimo recibe
como es sabido el nombre de retículo.

Si j C; C} es un retículo (decimos también en este caso 'que C es un
.ret ículo respecto a la ord enación g, consideremos para cada 2-tupla o par
_oroenfrdo de elementos de C" el conjunto de uno o de dos elementos
..1 < x , y > }, definido poniendo .
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Se d efinen en C las op eracion es u y ÍI , llamadas respectivam ente unión

e intersección, poniendo para eleme ntos cuales quiera x, y d e C:

x u y = sup ~ < x, y> f ,
x ÍI y = inf ~ < x, y > f.

Estas operaciones son , como consecuen cia inmediata d e su mi sma defi­
nición, conmutativas, asociativas, id ernpotentes (para todo x E C es
.C u x = X ÍI X ,;" . x ) y satisfacen do s leyes de absorción (x u (x ÍI y) = x;
;¡; ÍI Cx U y) = x , cualesquiera que sean los elementos x, y d e C). Median­
te ellas se pu ede expres ar el supremo y el ínfimo d e cualquier subconjunto
finito no vacío M d e C, ya qu e si es 1If = ~ X l' Xl ' ... , X n f es evidenteme nte

:SlI p M = sup {XI , sup ~ Xt , . .. , xnf }- = XI U sup ~ Xl ' .. . , ~" f = ~'VI U ( .1;2 U

u sup ~ X s, . •. , x" f) = ... = ''VI U x, U .. . U X" (la propiedad asociativa de
la operación U permite omitir' los paréntesis). Del mi sm o modo se puede

escr ibir inf M = x¡ n X t n ... n X". En analogía con los sign os 23 y -1 - 1
utilizados re spectivamente para sumas y productos múltiples, se introdu­
cen los signos U y n, por medio de los cuales las anteriores expres iones '

para inf M y sup 1Il se sustit uye n r esp ectivamente por nz , y Ü Xi '
i=I ;=1

Si bien en un retículo ~ C; e f existen siempre por definición Slip M e
~nf LVI para cualquier subconjunto finit o no vacío M d e C, esto no ocurre
n ecesariamnte si 111 es va cío o infinito. Los retículos para los cuales los ele­
mentos sup M e inf M existen cualquiera qu e sea M (subconjunto d el con­
junto base C) son llamados reticulos com pletos. En los retí culos completos
las expresiones sup M, inf M, se puedan sustituir resp ectivamente por U Ll/ ,
() il1, o bien, si el con junto M = ~ X J (AE 1\ ) se considera d escrito mediante
e l conjunto 1\ d e índices, por U X , n x .

A E A A E A

Puede ocurrir qu e, sien do C un retículo r esp ecto a cier ta ord enaci ón ~

rle C y T un subconjunto d e C, T sea también un re tículo r esp ecto .a la. res­
tricción C T d e C a 1'. Si esto ocur re y es M un subco njun to finito , no vacío,
-de T, exist ir án el supremo y el ínfimo d e M respecto 'a C T , a los qu e d esig­
naremos respectivamente por UT 1If y n T M, para distinguirlos d e U M Y n M.
Si ahora ocurre qu e siempre que M (subconjunto de 1) sea fin ito y no vacío
~3 S UT M=' U M, se dice qu e T es un u-sub1'etíwlo d e C. Si con estas mi s­
mas cond iciones, es siempre n T M = ' n M, se di ce qu e. M es un Cv-subreticulo
<le C. Si T es a la vez U- y n-subretí culo d e C, se dice simplemente qu e T .
-es un snbreticulo d e C. Si UT M existe .siempre, y se cumple ad emás la pro­
j'liedad 'LJT 111 = U M, cualquiera que sea el subconjunto M de T, se dice qu e
'1' es un <i-subreti culo completo d e C. De modo análogo se define un n-sub-
'l'etícldocorn.pleto d e C. .

Un r etículo puede también considerarse como sistema ~ C ; u , n f consti­
luido por un conjunto C y dos op eraciones binarias uniformes u, n conmu­
tativas y 'asociativas, definidas en C, que posean una respecto a otra las dos
rr.lI'opiedadesde absorción formuladas más arriba (véase también sección 11,

- si-



R EI'IS T,l DE I"l tlC,lDEMIA DE CIENCIAS EX,lC TA S, FIS ICO-QUIMICAS y N,l TURA LES

pág. 20). Dadas las operaciones U, n, con estas propiedades, se define e11'
efecto, de la manera indi cada en la página 21, una relación binaria ~ que­
se demuestra es una ordena ción de e respecto a la cual el supremo (resp. ín~

fimo) de un par de elementos x, y de e, igual es o distintos, es igual a
x u y (resp . x n y).

El ejemplo más imp ort ante de retículo completo lo const ituyen las álge-­
bras de Boole p eS) de las partes de un conjun to S (véase nota 1). La ordena­
ción e de p eS), respecto a la cual p eS) es un retículo (más precisamente un·
álgebra de Boole), es en este caso la conocida inclusión de la teoría de con­
juntos (A e B R todo elemento de A pertenece a B) y se demuestra fácil­
mente que respecto a esta ordenación, cualquiera que sea la familia g[ de­

partes de S, supo g[ y inf. g[ existen siempre, siendo respectivamente igua­
les a la unión y a la intersección según la teoría de conjuntos , de las partes.
de S pertenecientes ag[. '

Nota 5 (pág. 20)

Utilizamo s el símbolo SI x Si para designar el producto cartesiano de
S¡ por S!,

Nota G (pág. 20)

Recordamos aquí brevemente el significado de los símbolos utilizados:
más frecuentemente en lógica matemática y teoría de conjuntos.

La expres ión {a: Pea) ~ (siendo- Pea) una fun ción propo-sicional que con­
t iene la varia ble a y que se convierte en una proposición cuando a se susti ­
tuye por un objeto pert enecient e a cierta clase ) denota el conjunto formado
por todos aqu ellos objetos a para. los cuales Pea) es una proposición ver­
dad era.

El símbolo E se usa como es sabido en expres iones del tipo x E e para:
indicar que el elemento designado por x pert enece al conjunto- designado.
por e.

El símbolo 3 es el llamado operador existencial, cuya forma de uso da-­
mos por conocida.

El símbolo :3 es el que en términos vulgares se usa en el sentido de·
" tal que".

El símbolo /\ es el que se usa en el sent ido de "y". Se usa entre dos:
proposiciones P , Q para formar otra proposición P /\ Q que se define como­
la proposición que es verdadera si y sólo si P y Q son ambas proposiciones:
verdaderas .

El símbolo V es el que se usa en el_sentido de "o". Se intercala entre los:
símbolos P y Q de dos proposiciones para denotar la nueva proposición
P V Q que por defini ción es verdadera si por lo menos una de las proposi­
ciones P,.Q es verdadera.
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Nota 7 (pág . 22)

Diaqramas de con jun tos ordenados finilos

Todo conjunto ordenado finito {e; e ~ puede ser representado Iácilm en­
te , como se sabe, mediante un diagrama compuesto por puntos o pequeños
círculos unidos por rectas ascendentes. Los cír culos se corresponden, biuní­
vocam ente con los elementos de C. Si a, b son dos elementos de e y a es
contiguo inferior de b (a { b), entonces el círculo representativo de a está
por debajo del representativo de b, estando a unido directamente con b
mediante un a recta ascendente no necesariam ente vertical . Puede verse
como ejemplo el retículo de cinco elementos representado en la página .. .

Nota 8 (pág. 27)

Nótese 'que el conjun to (li s (la nota ción es nu estra , no de W ard) de fun ­
ciones de int ervalo depende del conjunto orde nado S. Si hacemos que S
sea la cadena de enteros no negativos 0, 1 ,. .. , n , entonces S sería el conjun­
to de las fun ciones f qu e hacen corresponde r un número (digamos por ejem-

I plo real) fea, b) a cada par de en teros no negativos a, b tales que a L. b.
Cada fun ción f daría lugar a infinitas suces iones faCx)= j(a. , x) (0.= 0 ,1 ,. . . :

.'E = a, a + 1,... ) de números reales. Las fun ciones f que má s pu eden in ­
teresar son aquellas en que el valor f(a. , x) d epend e solamente de la. dife­
rencia x - a que es lo mismo qu e decir del núm ero de elementos z tales
que a. < z L. x . Este número defin e totalmen te la estructura del intervalo
[a, a:J de S . De manera análoga si S es ahora un con junto ordenado local­
mente finito cualquiera , entre todas las fun ciones de interv alo en S (ele- '
mentas d e (lis), las que más interesan son aquellas f en las 'que el valo r
fea, x) (a e x) depende solamente de la estructura de [a , xJ y no de los ele­
mentos particulares a. , x de S . Estas ' funciones f son las funci ones regulare's
(le intervalo , de qu e se trata en la sección 1G. .

Nota 9 (pág . 30)

Longil1td má xima, lonqitud mínima y dim ensión

Las definiciones de dimensión qu e se dan en los tra tado s sobre"teorí a de
retí culos son distintas en su formulación según los autores pero son siem­
pre equivalentes cuando se aplican a un mismo tipo de conjun to orde nado.
Para BIRKHOFF [lJ (pág . 11), la dimensión o longitud d(x) de un elemento
x de un conjunto ordenado P es la longitud máxima d de las' cadenas
X o e x , e ... e ... e X d = x en P que ti enen a x por elemento máximo.
siempre que d sea finito. La dimensión d(P) del conjunto orde nado P es
para el mismo autor el máximo de d(x) cuando x recorre P. DUBREIL-J.,,-CO­
'fIN [4J (pág . 10) da el nombre de altura de un elemento x a lo mismo que

- 83 -



REI'IST,l DE T.,l i lG,lD EJIlil DE GIENGl ,lS EXi lGT,lS FISICO·QU/JIlGiI S y Ni lTURAL ES

Birkhoff llama dimen sión d e x . En estas d efincion es no se exige qu e el con­
junto orden ado en cues tión posea elemen to mínimo. El conce p to d e dimen­
sión dado por D UBH EIL -.TA COTIN (loe. ci t ., pá g . 252) es solamente aplicable n
retículos y dentro d e éstos a. los que él d en omina "qeom étricos" qu e son
re t ículos con elementos mí nimo y máximo y con la propi edad de qu e para
todo á tom o tÍ y todo elemen to B se ve r ifica 'que el elemen to tÍ U B cubre B
siempre qu e no sea A ~ B.

Las cad enas d e lon gitud má xima cuya longitud sirve para. d efinir la di­
men sión de un elemen to x ele un con junto ordenado P o bi en la dimen sión
del mi snio conjun to ordenado P son al mi sm o ti empo, como es obvio, ca ­
d enas maximal es en , el sen tido ' d e qu e si por ejem plo e sirve para d efinir
la dimen sión d e P no ex iste ninguna cadena en P qu e con tenga. tod os los
eleme ntos de e y además ot ros .

Si en vez de cons ide rar cadenas maximales de lon gitud máxima cons ide ­
ra mos cadenas maximales d e longi tud mínima obte ne mos los conce ptos por
nosotros int rod ucidos de longitu d mínima de un elemento x de un conjun to
ordenado localm ent e finit o con elemento mínimo (m ín imo de las lon gitudes
de las cadenas maximales qu e unen el eleme nto mínimo c can x) y el d e
longitud mínima de un conjun to ordenado finito (mín imo de la s longitudes
de las cad enas maximales en P qu e unen el eleme nto mínimo c con el ele ­
mento máximo u). Teni endo en cuen ta qu e un intervalo [x, yJ d e un con ­
junto ordenado es un conjunto ordenado, se obt iene n los concep tos d e di­
mensión o longi tud máxima D(x , y) y d e longitud mínima d(x , y) de un
in tervalo ['x, yJ, según explicamo s en la página 30.

Nota JO (p<lg . 31)
' r'

Es te lema es en unciado explícitamen te pOI' G. C. BOTA [19 J (proposi­
ción 5 , pág. 345).

Nota 11 (pág . 38)

Clases de retícu los

Recordemos brevemente los conceptos d e re tículo distributivo, retícul o
complementado , re t ículo m odular y re tículo atóm ico , as í como la s propie­
dad es más conocidas y fundamentales d e tales retí culos .

Un retículo {R ; U, n f es di stributivo cuando para cuales quiera eleme n­
tos x, y , z de H se satisfacen las d os leyes distributivas:

D U: te U (y n z) = ' (x U y) n (x U z)

Dn ': x n (y U z) = (x n y) U (x n z)

Se dem uestra qu e es suficiente qu e se sat isfag a D
U

para qu e también
se satisfagd. D n y v icevers a.
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En un retículo {R; U, n f (d igamos en ad elante un re tículo R) con
elemento mínimo c y elemento máximo l/. recib e el nombre d e com plemen to
d e x (elemento d e R) todo elemento y de R qu e satisfaga las dos igualdades

x U y = tt
x n y =c

El retículo {R ; U, n f se di ce que es complementado si tod o elemento x
de R posee por lo meno s un complemento. Se d emuestra 'que si un retículo
{R; U, n f es distributivo y ad emás complementado (álgebra d e Boole), todo
eleme nto zcde R tiene un sólo complemento.

Un retículo {R; U, n f es modular si para cualesquiera elemen tos x, y , z
de R que satisfacen la con dición x e z se cumple

x U (y n z) = ' (x U y) n z
Ir h

Los retículos qu e son a la vez modulares y com plemen tados son d e ex­
lraordinaria importancia en el estud io de la Geom etría Proyectiva.

Un retículo {R ; U, n f es atómico si para todo elemento x de R existe
por lo menos un átomo a d e R tal qu e a e x.

Los retículos que son a la vez distributivos, complemen tados, atómicos
y completos coin ciden , salvo isomorfismo, con las álgebras d e Boole p eS)
según hemos indicad o ya en la nota 1.

Nota 12 (pélg. 49)

En todo el trabajo hemos usado los símbolos e , U, n para d enotar res­
pectivam ente la ordenación , la unión y la, intersección en un retí culo cual ­
quiera. Estos mi smos símbolos son los que se usan para d enotar la inclusión .
la unión y la. intersección conjuntista. No podrá surg ir confusión mientras
no se empleen en un mismo cont exto los mismo s signos con distinto signi­
ficado, pero podría presentarse la ambigüedad por ejemplo al considerar el
retí culo LP,,(S) de particiones generalizadas d e tipo n d e un conjunto S, ya
que los elementos d e un tal retículo son a la vez elemen tos de P (P(S» y
la ordenación, así como las operaciones de unión e intersección en LPIlCS)
son evid en temente distintas de la inclusión, unión e inters ección conjuntis­
tas en P (P(S» . De ahí la razón d e haber introducido los símbolos
C p ' Ur y. n" en LPlI.(S), así como el {p usado en la expresión ~ {p 5L
para denotar que la partición ~ es contigua. inferior d e la 'j(,o

Nota 13 (pág. 72)

Diversas definiciones de geometría proyectiva y conce ptos equiv alen tes

HERlIlES [17J .(pág. 76) d efine una geometría proyectiva G como dada
por dos conjuntos sin elementos comunes y un a. relación en que puede estar
un elemento d el primer conjunto resp ecto a uno d el segundo. Los elementos
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. d el primer conjunto son llam ados puntos y los del segundo rectas . El con­
junto de todos los pun tos recibe el nombre de espacio proyectivo R(O). Si
un punto x se halla respecto a una rec ta g en la relac ión que sirve para de­
finir la geometría proyectiva O se di ce que x está sobre g o 'que g pasa por
x . Dos rectas g y h se di ce qu e se cOTlan si ex iste un punto a que está a la
vez sobre- g y sobre h . Tres puntos a, /3, -( se d ice que están alin eados si
existe una recta g ta l que a, f3 y 1 están sobre g. Se escribe abreviadamente
a: /3 -: para indicar que los tres puntos a, /3 y 1 están alineados. El siste ma O
formado por el conjun to de puntos, el conjunto de "rec tas" y la re lac ión en­
t re puntos y rec tas de que tratamos es por defini ción una. geometría proyec­
ti va cua ndo esta. última relac ión sa tisface las cond iciones :

(p¡) Dos puntos di stintos están siempre sobre una recta y sólo una.
(P2) Si los puntos a, /3, l' a' , /3' (no necesariam ente distintos) son tal es

que se verifica a /3' 1 Y /3 a' 1, entonces existe un punto y ' para el cual se
cumple ,8' a' l' y a f3 -(

(Pn) Toda rec ta. g pasa. por dos puntos d ist intos por lo menos.
Es fácil pasar de un a geometría pro yectiva según la d efini ción que an­

tecede, a un a. geometría proyectiva como multiálgebra tal como la hemos
definido nosotros (pág. 72) Y viceversa. POI' ejemplo si O es un a geometría
proyectiva en el sentido de Herm es y B (O) es el conjunto de sus puntos
(primer conjunto), ponemos 5 = R(O). Para construir la par tición 9R. de
t ipo 2 de 5, hacemos corresponder a una recta g (elemento del segundo
conj unto) el conjunto {gf de los puntos que están sobre g. La fam ilia de
partes de 5 = R(O) constituida por todos los conju ntos {g f es efectivamen­
te una partición de tipo 2 de 5 ((PI) es lo mismo que P2 - 1 Y P2 - 2 toma­
das conjuntamente y (Pn) es 10 mismo que P2 - 3). Construido 9R. se cons­
truye la operación binaria T(9R.) como se indica en la sección 29 (pág. 57) .

Final mente la propiedad P(R) que exigimos nosotros para dec ir que la
hi pergeometría de tipo 2 {5; T(9R.) f es una geometría proyectiva , es una co­
pia de la propiedad (P:) de Hermes .

Para Hermes un subespacio lineal de una geome tría proyectiva O es todo
s ubconjunto x del conjunto de puntos R(O) con la propiedad de que si a, /3
son puntos distintos y 1 es un punto cua lquiera que está sobre la recta (úni­
ca según (p¡») determinada por a y /3, entonces 1 pertenece a x . El conjunto
de los subespacios lineales constituye un retí culo respecto a la inclusión en
P(R(O») .,_Un tal retículo correspond e a. nu estro retí culo de submulti ál­
gebras .

También se pu ede definir una geometría proyectiva a partir del corres­
pond iente retículo de subespacios linales tal como lo hace el mismo Herm es
(loe, cit. pp . 81 Y ss.). Este autor establece una correspondencia biun ívoca
y reversible entre las geometrías proyectivas y los re tículos" V com pletos,
atómicos, mod ulares y complementados que satisfacen la condición de ser

x n U { y f = U (x n y )
p p

si {y p f es un subco njunto de V dirigido hacia arriba. (si para dos elementos
cualesquiera y ,y de { y f, existe por lo menos un elemento y del mis-

PI P: «.
mo conjunta tal que y ~ y , y e y ).

PI P3 P: - Va
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DUBREIL-JACOTIN [5J se sirve también de los retí culos para de finir una
;geometr ía pr oyectiva. Para este autor una geometría proyectiva es un re­
tíc ulo T que sat isface las siguientes condiciones o postulad os (seguimos la
.línea trazada por el autor, pero libremente y res umiendo su exposición).
. Postulado 1. T pose elementos máximo y mínimo .
. Postulado Il . Si P es un átomo de T (véase nota 4) y A" B elementos
.cualesquiera de T tales que B e A, se verifica :

A n' (B U P) = B U (A n P)

Postulado ur. Todo elemento A de T di stinto d el elementO' mínimo O.
'('s una unión de un número finito de átomos.

Postulado II' . Si II es un hiperátomo (cont iguo inferior del elemento
.m áximo) d e T y B, A elementos cualesquiera de T 'que satisfacen la relación
.B ~ A , se verifi ca .

A n (B U [l) = B U (A n ll).

Se pu e-de establecer una corresponde ncia biunívoca y reversibl e entre las
;geometrías proyectivas definidas de esta manera y las que hemos definido
'nosotros como m ult iá lgebras, haciendo corresponder a cada, una de estas
últimas i S; r(~) f el correspondiente retículo L(i S; r(~) f) que se com­
prueba satisface los postulados 1, II , III Y II' . Viceversa dado un retículo T
'que satisface estos postulados, constituimos el conjunto S formado por los
étomos de T y la fami lia de partes de S cuyos elementos son Jos conjuntos
de átomos cubiertos por un m ismo elemento de 1'. Se comprueba que una
ta l familia ~ satisface las condiciones P, - 1, P, ~ 2, P2 -.3 Y PR). Con
,S y ~ se forma la operación binaria r(~) y se obtiene la mu lt iálgebra
i S; 1'(~) f que es una geometría proyectiva según nuestra definición.

_ La defi nició n que da B. SEGRE [20J (pág . 141) de espacio gráfico es tam­
bién de tipo ret icular. Para este autor un espacio gráfico de dimensión 11.

:en entero no negativo) es un conjunto cualquiera S de elementos abstractos
llamados puntos y una familia d e subconjuntos de S llamados subespacios
·de S, cada uno de ellos asociado a un entero menor que 11. que es su dimen­
sión, y cumpliéndose las siguientes cond iciones:

1. Para todo h. = 0,1, ... , 11. ~ 1 existen cier tos subespacios S" de S ,
-de dimensión h de tal manera que los subespacios So son los conjuntos for­
mados por un elemento úni co de S. Además de estos subespac ios es conve­
niente considerar el mismo conjunto S y la part e vacía corno subespacio S"
y s . , de dimensiones 11. y -1 res pectivamente. Los subes pacios Sl' S2 y
Sn-1 suelen ser llamados respectivament e rectas, planos e hi perplanos de
,S =· s;

n. Si S,,, s; son respectivam ente subespacios de dimensiones h y 1t Y
'es SI< e Sk' entonces h L. k, siendo, h = k solamente cuando es S" = Sk'

Ill. El conjunto de los puntos comunes a dos subespacios cualesquiera
S'I> Sk de S es un subes pacio Sr (que puede ser la parte vacía. de d imensión

"')' = - 1) llamado intersección de SI< y Sk' De aq uí se sigue la existencia de
u n subespacio S, y sólo uno d e dimensi ón mínima, llamado uni ón de SI< y
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Sk' que es la intersección de todos los subespacios que contienen a la vez
S, y Sk (entre estos está siempre S = S,.).

IV. Utilizando la notación de Ill, se cumple h + k= J' + s.
A un espacio gráfico S definido de esta man era se le puede hacer corres­

ponder la geometría proyectiva {S ; r(5R.) f según nuestra definición toman­
do como famili a 5R. de partes de S la constituida por los subespacios de di­
mensión 2, ya que al hacer esto es posibl e comprobar que las condiciones
I , Il , In y IV de S implican para 5R. las cond iciones P2 -1, P2 - 2, P2 - ,']

Y PR). Se puede demostrar que esta. correspondencia de espacios gráficos a
geomet:rías pro yectivas (en nuestro sentido) es biunívoca y reversible y que
ti ene por inversa la. 'que hace corresponder a cada geometría proyectivu
{S; 7"(5R.) f el sistema de los subconjuntos de S cerrados respecto a r(5R.) . Este
sistema es: como se sabe un retículo y entonces se torna como dimensión h
de cada elemento (pongamos S,.) de este retículo la longitud de la cadena
que une S_1 son S" disminuida en una unidad .

Si llamamos dimensión de una geometr ía proyectiva (según nuestra de­
finición) a la longitud mínima del correspondiente retículo de subespa cios
lineales, se suelen llamar planos proqectioos a las geometr ías proyectivas
de dimensión .3 (dimensión geométr ica 2). Algunos autores (v. p. ej. G. PIC­

KERT [18J reservan el nombre de "p lano p7"oyectivo " para lo que en nuestro
lenguaj e llamar-íam os geometr ía. proyectiva irreduc ible de dimensión 3.
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SOBRE LA TEORIA DE LA MEDIDA Y SUS FUNDAMENTOS~.

DISCURSO DE INGRESO EN LA ACADEMIA
leído por el Académico electo

ILMO. SR. D. BALTASAR R.-SALINAS PALERO
en el acto solemne de su recepción

celebrado el día 2 de mayo de 1965

Ex celent ísim os e Ilu strísim os Se ñores,

Señores Académicos,

S eñoras y señores:

En un acto tan importante para mí como éste, me es difícil expresar ­
exactamente los sentimi entos que me embargan hacia tan ilustre Corpora-­
ción , que se ha d ignado a inv itarme a formar parte de ella. El momento..
más grato de todos es reco nocer y agradecer profundamente el gran honor ­
que se me ha hecho con esta elección, en la que se ma nifiesta la amistad
que me un e con todos sus miem bros; porque no cabe d uda de que una de ·
las cosas m ás agradables y humanas es contar con un núm ero crecido de ,
buenos amigos . Tanto honor obliga a mucho , tanto que no puedo saber YO _o
mismo si podré ser útil para los altos fines que ti ene esta ilust re Academia J,

de. Ciencias.

Solame nte pu edo aseg urar , re iterando mi gratitud , que intentaré corres- .
pender a él y a las esperanzas quehan puesto en mí , poni end o todo mi
entusiasmo en las tareas que me sean encomendadas como miembro de ella. /
No he de negar que me siento abrumado por la resp onsabilidad que he­
contraído con mi acepta ción , pero también he de manifestar que siento .
un gran alivio pensando que siempre podré conta r con la ayud a y direc-.
ci ón de los miemb ros tan valiosos con que cuenta la Aca demia de Cienci as-
de Zara goza .

Satisfacción y preocupación son los sentimientos que me han animado .
desde que me enteré que vengo a ocupar aquí la vacante que dejaron
n. Zoel GARCÍA DE GALDEANO y YANGUAS Y D. Pedro ABELLANAS CEBOLLERO.
El primero de ellos íntimam ente unido a. la Academia desde sus comienzos, '
r nes fue uno de los seis miemb ros fundadores que formar on parte de la ·
Comis ión preparatoria de su Organización y Reglam ento cuya constitución
se llevó a cabo en 1914_a propuesta del entonces Catedrático de Aná lisis '.
Mat emático D. José Rms y CASAS. Como es conocido por mu chos, si no es .
por todos , el profesor GARCÍA DE GALDEANO desempeñó un papel fundam en- .
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't al en la Matemática espa ñola de su t iempo, incluso hoy todavía perdura
'su influencia a través de los 3000 volúmenes que, aproximadamente, cedió
-a su muerte a la Facultad de Ciencias de Zaragoza y que fue el germen de
"la actual biblioteca en su Sección de Matemáticas.

D. Zoel, hombre 'de ciencia comun icativa, ansioso de enseñar a los de­
-más todo s cuantos conocim ientos iba ad quir iendo, no paró en su afán de
propagar por España, median te la pluma y la palabra, primero todas las

' ciencias en las que como pionero veía la base de la prosperidad nacional ,
y después en las Matemáticas en las que como ciencia pura por excelencia

' veía un índice seguro de la cultura y bienes tar general. Por todo ello bien
justo es que se tr ibute homenaje a quien su discípulo R EY PASTOR llamaba

"tan certeramente"Apóstol de la Matemática moderna en Espa ña" .
Volviendo los ojos atrás, record emos que este ilustre profesor y acadé­

mico , que nació enPamplona el 5 de julio de 1846, era nieto: del histori a­
-dar navarro D. José Yanguas y Miranda e hijo de un brillante oficia l de
_nu estro ejército, muerto en acción de guerra por los insurrectos de Santo
Domingo. Su espíritu inquieto, ávido de saber, le hizo no desmayar y vencer

' en las dificultades económicas consiguientes, estudiando sucesivamente las
-carreras de Peri to Agrimensor, Maestro Superior, Licenciado en Filosofía
y Letras y, finalmente, la de Ciencias Exactas. Desde 1871 que se graduó en
esta licenciatu ra , al establecerse en 1870 en nuestra Universidad una Facu l­
tad" Libre de Ciencias, las Matemáticas serían el principal objeto de toda

-su vida profesional. Después de ejercer su actividad como Catedrático de
Jos Insti tutos de Ciudad Real , Almería y Toledo durante los años 1881 al
1889, es nombrado para la Cátedra de Geometría Analítica de la Facultad

-de Ciencias de Zaragoza que desempeñó hasta 1896, salvo una breve inte­
_rrupci ón en el curso 1892-1893 por la conocida supresión accidental de la
Facultad de Ciencias. ' En 1896, D. Zoel se hizo cargo de la Cátedra de An á­

'lisis Infinitesimal hasta su jubilación el 20 de septiembre de 1918. Ni aún
' después de esta fecha D. Zoel dio por terminada su act ividad científica,
' continuando con sus publicaciones y en la Presidencia de la Real Sociedad
,Matemática Española de la que también fue uno de sus fundadores, y la
Facultad de Ciencias se honró en contarle como Catedrático honorario has­

' ta su fallecimiento en 1924. No creo sea momento oport uno de reproducir
aquí la lista de las numerosas publicaciones de D. Zoel, más aún cuando

'el Prof. RODRÍGUEZ-VIDAL se ha ocupado recientemente de ello. Sin emhar­
.go debo recordar que también a D. Zoel se de be la pub licación de la pri ­
-mera revista española de Matemáticas que se llam ó "El Progreso Matem á­
'tí co" y se publicó durante los años 1892-95 y 1899-900. Fin alm ent e, como
homenaje a ta n destacada figura de la Matemática española el Seminario

'Matemático de Zaragoza ,' dependiente d el Consejo Superior de Investiga­
-ciones Científicas, se de nom ina desde hace dos años Seminario Matemático
''' García de Galdeano" .

D. Pedro ABELLANAS, último de mis predecesores en el sillón de esta
Academia, nació el 20 de noviembre de 1914 en Zaragoza. Influido segura ­

'mente por su padre, constructor de obras, estudió la carrera de Arquitec­
"tura que no terminó poque su vocación le llamaba hacia las Matemáticas.
;Siguiendo esta llamada estudió en esta Facultad de Ciencias con los pro-
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Mi interés por la teoría de la medida , se despertó hace ya bastantes años
con una publicación en d onde m e interesab a de los tres problemas siguien­
te s: Construcción de m edulas , Prolon gación de medidas y Determiruicum
de las r elacion es existen tes en t1"e m edida y top ología . Estos son desde lue­
go, a mi parecer, tres de los problemas .m ás importantes de la Teoría ,
{fe la; medida como podremos comprobar a t ravés de la historia.. .

Alboreaba la Mat emáti ca como Cien cia , cuando en las nociones de lon­
gitud, área y volumen de los griegos se fundam entab a ya la Teor ía de lu
medida en su invarian za respecto del grupo de movimientos. En los Ele­
mentos de EUCLIDES (300 a. de C:), que como se sabe es la obra clásica que
más influencia ha tenido en el desarrollo de la Matemática, los libros V y VI
con tienen los conocimientos más importantes de la época - sobre la teoría

LA TEORIA DE LA MEDIDA EN LOS- GRIEGOS

fesores SILVÁN, PINEDA, Brus y CASAS, MARCOS Y AMAT. En 1940 ganó pOI'
opos ición la Cátedra; de Matemáti cas d el Insti tu to de Enseñanza Medi a d e
Mérida y estudió en Leipzi g, durante los meses de mayo a septiembre, bajo.
la dirección del fam oso Profesor VAN DER W AERDEN . En 1942 ganó por opo­
sición la Cátedra -de Geome tr ía Ana lítica d e nu estra Universidad, dejando .
la de Madrid en donde era profesor encargado y a dond e regresó en 1948
al ganar nu evam ente por oposición la Cátedra de Geometría Proyectiva .

Poco podemos decir más sobre el Prof. A13ELLANAS que no sea conocido
de todos los presentes , pero debemos destacar su gran entusiasmo por In

. Matemáti ca y, en especial , por el Algebra , manifestad o en sus numerosas
publicaciones, tanto de investigación como de carácter didáctico, as í como
también en los éxitos conseg uidos en su labor docente.

En la actualidad el Prof. ABELLANAS es el Director del "Ins tituto Jorge
Juan" de Mat emáticas del C. S. r. C. y es un o de los mayor es impulsores
de las Reuniones Anu ales de Matemáti cos Españoles, que esperamos con ­
tribuyan a propagar el entusiasmo por la Matemáti ca en Españ a .

Es el momento ahora que pase a desarrollar el tema elegido par a cum­
plir con la obligación reglamentar ia .

Su elección no ha sido fácil , porque en mí luchaban dos tend encias di­
fícilm ent e reconciliahles . Por una parte quería expo ner un tem a de carácter
genera l y por otra deseaba que mi ingreso en esta Academ ia de Ciencias
fuese acompañado por algu na contribución mía a la Matemática , que aun ­
qu e no fuese importante, ma nifesta ra mi car iño y deseo de trabajar pOI'
esta Corporación. Al fin al me he decidido por la últ ima tendencia , eligiendo
un tema , como es el de la medida, que creo ha tenido y tiene un interés
fundam ental en la Matem ática ; procurando que en lo posible su exposición
sea tamb ién de in terés para todo mi heterogé-neo auditorio . No creo sea
fácil lograrlo, por ello comienzo pidiendo perd ón por todo lo pesada que
pueda resultar mi d isertación:
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de las magnitudes. El libro V es una teoría genera l de las proporciones, in­
depen diente de la na turaleza de las cantidades, mientras que en el libro v r
las can tida des proporcionales son geométricas. El libro V contiene una de
las más bellas aportaciones de los gr iegos, la definición de igualdad y des­
igualdad de razones atribuida a EUDoxIO, en donde implícitament e está ya
el concepto de nú mero real, al no hacerse ninguna distinción entre la con­
mensurabilidad e inconmensurabilidad de las cantidades proporcional es.
Como es bien conocido el descubrimiento de los irracionales y de las can­
tidades inconmensurables fue debido a PITÁGOHAS y a su escuela, y es fa­
mosa porqu e significó su descrédito y ru ina al es tar en contradi cción con
sus concepciones filosóficas.

Tamb ién entre las defini ciones del libro V incluye EUCLIDES el enun­
ciado : S e dice qu e dos cantidades ti en en razón entre sí cuando una de ellas
puede multiplicarse de manera qu e supere a la otra. Esta definición es un
nuevo postulado como lo reconoció AHQUÍMEDES y ahí está la explicación
del nombre por el que habitualm ente se le conoce.

En el libro XII de los Elem entos , ded icado a la geometría del espac io.
inclu ye EUCLIDES cuatro teoremas que exigen para su demostración el m é­
todo de ex haución, que en definitiva son los siguientes :

1. Dos círculos están entre sí como los cuadros construidos sobre sus
respectivos diámetros.

2. Una pirámide es equivalente a la tercera parte de un pr isma de
i.gual base y altura.

3. Un cono es equivalente a la tercera parte de un cilindro de igual
-base y altura.

4. Dos esferas están entre sí como los cubos construidos sobre sus res­
pectivos diámetros.

Pero en los Elem en tos no se encuentra ningún intent o de rectificar la
circunferencia o arcos de circunferencia, como tampoco para cuadrar el
círculo, ni para hallar las extensiones superficiales, totales o parciales, de
las figuras limitadas por los cuerpos redondos: cilindro, cono y esfera. Re­
lativo a esto solamente se dan las cuatro. proposiciones anteriores, falt ando
toda comparación entre los poliedros y los cuerpos redondos.

Para comprender bien las ideas de EUCLIDES sobre los conceptos de lon­
gitud, área y volumen creemos muy conveniente recorda r las Nocion es:
com unes de los Elem ent os:

] . Cosas iguales a un a m isma cosa son iguales en tre sí.

2 . S i a cosas igu ales se agregan cosas iguales los total es son iguales.

3. S i de cosas iguales se sustraen cosas iguales, los rest os son iguales.

~ . Si a cosas desigua les se ag1'egan cosas iguales los resu lta dos son
desiquales .

5. Las cosas dob les de una m ism a cosa son iguales ent1'e sí.
6. Las mitades de una mism a cosa son iguales en tre sí.
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7. Las cosas que se ]Jueden sU]Je1'pOne1' una a la otra son iguales
en tre sí.

8. El todo es mayo1' que la porte.

Está bien claro que la pal abra. "igual", que de algún modo viene defi­
nida por estas propiedades, se refiere a la "magnitud" de las figuras geo­
métri cas. Más tarde volveremos a hablar de estas importantes Nociones
"comunes cuand o tratemos de nuestra teoría de la cantidad .

ARQuíMEDES (287-212), la figura máxima de la geometría. gr iega y una
-de las mentes mejores dotadas de la Matemática y de la Ciencia de todos los
ti empos, cubr e gran parte de las lagunas dejada s por los Elementos de
EUCLIDES. En el libro De la esjera y del cilin dro AHQUÍlIIEDES halla las ár eas
y volúmenes de los principal es cuerpos redondos. Posiblemente, el principal
motivo que se grabara sobre su tumba una esfera con su cilindro circuns ­
crito, se debe a la atracción que sintió hacia su descubrimiento de que
tanto las áreas como los volúmenes de ambos están en la misma proporción .
'que es la razón simple 2 :3. En su escrito que se conoce con el nombre Del
m étodo relati vo a los teoremas m ecáni cos, abreviadamente, el Método , se
hallan también dos interesantes cuhaturas por procedimientos mecáni cos.

Otros dos libros de ARQUÍMEDES, dedicados a la geometría plana, se re­
fieren a cuadra turas, una exacta y otra aproximada. En Cuadratura de la
parábola se encuentra una doble demostración de la equivalencia de un
segmento de parábola con un triángulo, una "mecánica" mediante las pro­
piedades de la palanca y de los centros de gravedad y otra exclusivamente
.geom étr ica , pero en ambas, ARQuíMEDES emplea esencialmente el pr oceso
-de paso al límite. Fin alm ente, en . el escrito De la medida del círculo, AR­
QUíMEDES prueba no sólo la. equivalencia entre el problema de 'la cuadratura
de l círculo y el de la rectificación de la circunferencia, sino también da
una solución aproximada 'de esos problemas. '

Se podrían citar otras contribuciones de los ge ómetras griegos a la
teoría de la medida, pero solament e recordaremos por su afinidad con el
método mecáni co de ARQuíMEDES el teorema de PAPPUS (300 a . C.) referent e
'él la determinación mediante el centro -de gravedad de las áreas y volúme­
nes de los cuerpos engendrados por rotación, proposición que es conocida
por el nombre de teorema de GULDIN (1577-1645) por haberla 'redescubierto
'este matemático suizo. .

, Mucho nos hemos extendido hablando de las aportaciones de los grie­
gos a la teoría de la medida , pero en ,parte queda justificado por los siglos
que habían de transcurrir hasta encontrar nuevas aportaciones importan­
tes. Po~ otro lado, estas consideraciones nos van a ser útiles para compren­
der mejor los pr oblemas que se irán planteando y resolviendo en las si­
guientes épocas.
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EL SIGLO XVII

Con el siglo XVI se cierra el período que va desde la decadencia griega
a las grandes creaciones de la Matemática del siglo XVII .

Ante s de tratar de lo que significaron estas nuevas ideas para la teoría
de la medida, acaso merezca mencionarse el cálculo del sugestivo número
11: con 35 decimales, llevada a cabo por Ludolf VA N' CEULEN (1540-1610), y la
pr imera expresión del mismo en producto infinito lograda por Fr ancois
VIETE (1540-1603), más comúnmente conocido por VIETA , que indudable­
mente fue el más gra nde de los matemáti cos de su tiempo por sus imp or­
tantes contribuciones al Algebra.

La influencia de las ideas que llevaron a la creación de la Geometrí a
analítica por René DESCARTES (1596-1650), se hizo sentir en toda la Mate­
máti ca y en especial en la teoría de la medida . Efectivam ente, di chas ideas
junto con la definición rigur osa del número rea l daría lugar a la construc­
ci ón de los espacios En = ' R" sobre los 'que se fundamentaría esencialmente
la teoría de la medida hasta los pr incipios de este siglo. Aunque estos espa­
cios se llamarían euclídeos por ser aplicables a ellos, para n L. 3, los des­
cubrimientos de los geómetras gr iegos, desde un punto de vista moderno
no se podría sostener el isomorfismo de las geometrías correspond ientes, a
no ser que se di ese por bueno el hecho de completar los ax iomas de la
geometr ía "euclídea" con un cierto número de nociones "pr imitivas" para
los griegos . Pero ésto es una cosa ya habitual en la Matemática, puesto
que todo cambio que ha afectado a los conceptos primitivos y a los axiomas
ha tenido una influ encia tal , que desde el punto de vista del rigor, es difícil
afirmar que hayan dado lugar a la misma Matemáti ca .

Otra de las creaciones del siglo XVII, el Cálculo infinitesimal , habría de
tener capital importancia para el cálculo de áreas, volúmenes , rectifica­
ción de curvas, momentos de inercia.. . En nuestra concepción actual, la
idea de paso al límite en combinación con las operaciones algebraicas es en
donde reside la esencia del cálculo infinitesimal o cálculo sublime, corno
también se le llamaba antiguamente.

- En tod as las etapas de la evolución de la Matemáti ca se encuentran, pOI"
lo menos en germen, los métodos del cálculo infinitesimal. Estos métodos
aparecen; en las críti cas de los eleatas y en algunas argumentaciones de
los sofistas y adq uieren categoría y rigor científ ico en la teor ía de las pro­
porciones y en el método de exhaución de EUDOXIO . Este método permiti r;
a ARQuíMEDES ded ucir rig urosamente resultados que hoy se obtienen con
el cálculo diferencial e integral , por lo que se puede considerar a ARQUÍ­
MEDES como el precursor en la antigüedad de los métodos infinitesimales.
La exhaución de Eudoxio es desde luego- un método de demostración irre­
-prochable, si se admiten cier tos postulados, pero ti ene su punto débil en
que es preciso conocer previamente el resultado a demostrar y, por tanto.
en este sentido, no es pro piamente un método de investigación, en contraste
con los métodos nuevos del cálculo infinitesimal.

Es indudable, que la lectura de las obras de ARQuíMEDES por los mate-

- 94-



SOBRE LA TEORU DE LA JIEDID.4 Y SUS FUND,UfENTOS

maticos del Rena cimiento y mod ern os, que le tienen a la vez como mod elo­
y fuente de inspiración , tuvo gran influencia .en los nuevos métodos. En
ia actualidad con el descubrimiento , en 1906, de El Método de ARQUÍMEDES .
no queda ninguna duda de que la idea de integral la poseía ya el maravi- ·
lloso mat emático siracusano, pero esta obra quedó perdida para los precur­
sores , fundadores y sistematizadores del cálculo infinitesimal.

Veamos el vacilante y lento proceso que condujo al concepto de in te-­
gra l. Inspi rado en las obras de ARQUÍMEDES, Luca Y"'LERIO (1552-1628) es-­
cribe un tratado sobre los centros de gravedad que contiene en germe n las :
ideas que luego desarrollará CAVALIERJ . Tambi én , influenciado por ARQUÍ- ­
MEDES, Johannes KEPLER (1571-1630)-escribe su Nova stereometria doliorum
»inariorum (1615) en donde utiliza consideraciones infinitesimales. Las cua- ·
draturas y cubaturas dadas por ARQUÍMEDES, mediante el métod o de ex- o
haución, son calculadas por l{EPLER recurriendo directamente a expres io-: .
nes de carácter infinitesimal , admitiend o como si las figuras estuvieran '
compuestas de infinitas figuras infinitamente pequeñ as de áreas o volú-­
menes conocidos. Así, supone la esfera descompuesta en pequeños conos :
de vértice en el centro y de base una pequ eña porción de superficie esfé-­
rica , de esa manera la esfera es equivalente a un cono de altura el ra dio y­
de base igual al área de la superficie esférica. Por cons ideraciones análogas,
KEPLER logra da r , aunque no siempre correctamente, el volumen de más :
de 90 cuerpos de rotación, que llam ó casi siempre con nombres derivados '
de fru tas y que se pro puso obtener con objeto de calcular la capacidad de
los toneles para vino, entonces en uso. En la segunda par te de este tratado,
l{EPLER, al afirmar que los toneles austríacos eran los más convenientes,
hace la observación, ya indicada por Nicola de ORESl\IE (1313-1382), y que­
no había escapado a los astrónomos babilonios, de que la variación de un a
función es particularmente lenta. en el entorno de un máxim o o un mínimo,
propiedad equivalente a la anulación de la deri vada , y que con la genera- o
lidad lograda en la actualidad, conviene destacar que sólo es válida cuando .
el máximo o mínimo es alcanzado en un punto int erior al dominio de la:
función .

Concepciones semejantes a las de KEPLEH. se hallan en Bonaventura :
CAVALIERI (1598-1647) miembro d el grupo de amigos y discípulos de GALI- .
LEO. CAVALIERI es autor de un método de integración basado en los "indivi-­
sibles" que ocupa un lugar intermedio entre las rigurosas concepciones de '
ARQUÍMEDES , basadas en el método de exhaiición , y los nuevos métodos in-o
finitesimales que surg irán en la segunda mitad del siglo. Sin definir el tér­
mino , CAVALiERJ adopta los indivisibles de la filosofía escolástica., en dond e ­
los puntos son los indivisibles de las líneas, las líneas lo son de las figuras .
planas... Realmente , CAVALIERJ no utiliza ninguna defini ción de los indivi- ·
sibles, pues para él, no son más que una man era de hablar para referirse­
a los elementos de dos figuras que él compara, y que mediante una cierta
técnica algebraica le permite calcular áreas y volúmenes de ellas, proceso.
estrechamente ligado al cálculo de una integral múltiple mediante inte­
grales simples.
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La falta de rigor de CAVALIEHI está suplida por los re sultados ; el hecho
' es que el lenguaj e de los indivisibl es se mantuvo cas i medio siglo.

El m étodo lo expone CAVALIERI en Geom etría indunsilibus con im uorum
: nova quadam rtüione prometa de 1635, en la nueva ed ición modificada de
1653 y en Bx erciiationes qeom etrica s ex de 1647. En la primera de estas

-o bras se encuentra ya su famoso principio:
Si dos áreas planas ti enen la propiedad, de qu e toda paralela a una di­

' l'ección dada las C01'ta según segmen tos cuyas lonqinules están en una
"m zón cons tan te, en tonce s dichas á1"eas están en la misma razón. Un prin­
-c ipio análogo se da para los volúmenes de dos cuerpos cor tados por pla­
.- nos paralelos a un plano fijo cuan do las áreas están en una razón constante,

, Los principios de CAVALIERI le llevan a reconocer que ll)¡ mayoría de los
'problemas resueltos por ARQUÍlIIEDES se reducen a las cuad raturas de las tres
' primeras potencias de la variable que, por inducción, mediante un ing enio­
-so método de recurrencia, generaliza par a las potencias de exponen te natu-
ral , lo cual le permite resolver ad emá s d e los problema s d e los antiguos ,

"otros resueltos o propuestos por KEPLER , as í como también algunos nuevos.

Así , ap arece una form a de clas ificar cestos problemas según el grado de
-d ificultad , real o aparente, que presentan las cuad raturas a que ellos con­
<ducen .

También del círculo científico de GALILEO se preocuparon de estos pro­
"blemas de cálculo, Evangelista TORRICELLI (1608-1647) y Vin cenzo VIVIA NI
'{1622-1703). TORRICELLI en su (Ipero. Geom étrica de 1644 halla diversas cua­
-rlraturas y cubaturas, entre estas últimas el volumen del sólido enge ndra ­
. do por rotación de un arco de hipérbola equilátera alrededor de una asín­
' lota , ha ciendo notar que cuando el arco es infinito, el volumen del sólido es
finito e igual al de un cilindro, que ti ene por base el círculo descrito por

' la rotación del origen ; ' y por altura la distancia de ese punto a la otra
-n síntota. Son también de interés otras inv estigaciones de TORRICELLI sobre
"las curvas exponencial, logarítmica y espiral logarítmica que quedaron
"ínéditas hasta este siglo.

Otro matemático dé la época Giles Personne de ROBEUVAL (1602-1675)
-se ocupó en calcular áreas y volúm enes , así como rectificaciones de curvas
y determinaciones de centros de gravedad, utilizando una concepción se­

. mejante a los indivisibles, aunque algo má s próxima a los de los " infini­
-tamente pequ eños". Concretamente este mét odo , fue empleado por Ro­

BERVAL para calcular el área limitad a por la curva que GALILEO llamó ci­
-cloide y del sólido engendrado por rota ción de la misma .

Ahora puede parecer inverosímil, pero es cier to que el estudio de una
-símple curva como la cicloide di o un ' gran impulso al de sarrollo d el cálcul o
' infinitesimal con las pol émicas, desafíos y controversias que motivó y en
"Ias que intervinieron los matemáticos más notabl es de la época, Entre
"los problema s de rectificación má s famo sos, figura precisamente el de la
-c icloid e, resuelto por el arquitecto de la catedral de San p'abIo Christopher
'W REN (1632-1723) en 1658. Algunos añ os antes, entre 1640 y 1645, TORRI-
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CELLI y ROBERVAL habían logrado rectificar los arcos de la espiral loga­
rítmica mediante métodos cinemáticos.

Con concepciones semejantes a las d e ROBERVAL, Blaise PASCAL (1622­
1662) estudió numerosas propiedades de la cicloid e, por él llamada "rou­
lette", propiedades que constituyeron el tema de uno d e los tantos desa­
fíos sobre la cicloid e.

Pierre FERl\IAT (1.601.-1666), uno de los más grandes matemáticos del
si glo XVII, fue el que adelantándose a CAVALIERI , logró la integración de las
potencias enteras de exponente 11, =/= - 1, en la forma conocida, por me­
dio de una fórmula para las 'Sumas de las potencias de los m primeros en­
t eros positivos, sigui endo así un método semejante al que empleó ARQuÍ­
MEDES para la cuadratura de la espiral. El resultado fue generalizado por
'81 mismo FERMAT para exponente racional. .

Algunas rectificaciones d e curvas, fueron también obtenidas por este
genial matemático , reduciendo el problema al de las cuadraturas, con 10
que quedaba establecida la analogía algebraica d e ambos problemas.

Mientras con estas cuestiones, y otras, como la d eterminación de má­
ximos y mínimos y de las tangentes a una curva, en las que destacó tam­
bién FERl\IAT, se iba preparando la creación de los algori tmo s del cálculo di­
ferencial e integral ; otro s algoritmos infinitos, las ser ies, productos infi­
nitos, etc., hacen su aparición por obra principalmente de Jh on ,VALLIS
(1616-1703), James GREGORY (1638-1675), Nicolau MERCATOR (1620-1687) y
vViIliam BROUNCKER (1620-1684).

VVALLIS, en su Aritlvmetica i11,finitomm (1655), siguiendo un método
mezcla de inducción e interpolación y 'Sin conocer los resultados de FER­
"l\IAT, entonces no publicados, obtiene que la integral d e x m en el intervalo
(0,1) es l /Cm + 1) cualquiera que sea m , racional o ir racional. Es curioso
-des ta car que este resultado, aunque in correcto para m < - 1 coincide
para estos valores de m con la parte finita d e la misma integral. Pero 10
más interesante 'i original de ,'TALLIS, se halla en la ext ensión que hizo
de su regla para toda suma o serie de pot encias , y en 'Sus importantes con­
s ideraciones sobre la int egral euleriana, Slo (1 - x I/mt dx, que le permi ­
tieron expresar 4/n como producto infinito . Apart e de todo esto, hay un
hecho histórico que hace memorable la A ritlvmeti co. infinitomm y es que
:en esta obra aparece el símbolo oo.

Una consecuencia importante del método de cuadratura de ,VALLIS, fue
'el descubrimiento de la serie logarítmica , y con ella, una solución de la
'cuadratura del segmento de hipérbola equilátera. MERCATOR es qui en re­
s uelve este problema de cuadratura , con la feliz idea de escribir la ecua­
ción de la hipérbola en la forma y = 1/(1 + x), que podía desarrollarse
en serie de pot encias y, por tanto , aplicarse el métod o de VVALLIS.

Antes que ' MERcATon, Gregoire de SAINT VINCENT (1584-1667) en su
'Opus Geometrieurn. QuacZmtume (1647), había hecho notar que si S = s (a, b)
'CS el área del segmento hiperbólico limitado por la hip érb ola x y = e y las
r e.ctas y = '0, x = a (> O) Y x = b (> O), a valores en progresión geomé~
t rIca de b/ a les correspondían valores en progresión aritmética de s. Tam-
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bi én un poco an les, GHEGOny en 1667, había dad o un a regla para calcular­
las áreas de los segmen tos hiperbólicos por medi o d e logaritmos d ecim ales.

. Calculadas las cuadraturas d e los segme ntos de las paráb olas y = x n y'
las d e los segmentos circulares hiperbólicos, los métodos de in tegra ción por
pa r tes y por cam bios de variables, ini ciados pos P AS CAL, FERl\IAT, GREGOny
y BARROW, permiten resolver un gran número d e estos problemas por re­
d ucción a las cuadraturas elementales . Entre ellos es notabl e la in tegración
de seo x por GREGORY en 1668.

Isaac BARROW (1630-1677) a qui en acabamos de citar, es un a figu ra de sin ­
gular importancia en la Matemáti ca , porque ade más de los métodos que­
ideó para calcula r áreas y t razar' tangentes a curvas, que son esencialment e­
los problemas claves d e los cálculos integral y d ifere ncial, respectivamen­
te, no puede haber duda alguna de la gran influencia que ejerc ió en la obra
de su discípulo predilecto: NEWTON.

Las contr ibuciones d e todos estos matemáticos preparan y alla nan el
camino, para que por obra de NEWTON y de LEIBNIZ, surja el cálculo infini­
tesima l como rama propia y autónoma de la Matemática .

Hemos visto ya que to dos ellos habían resuelto n umerosos problem as:
sobre diversas cuestiones infinitesimales, pero fuera de algunos vislum bre s,.
a los precursores de NEWTON y LEIBNIZ, les faltó una noción clara de límite,
que mostrase la unifi cación de sus métodos , los cuales carecían de l r igor­
d e las d emostraciones de los geóme tra s griegos . En parte, esta etapa em­
pírica d e la evolución del anális is infinitesimal, queda superada por NEWTON
y LEIBNIZ, los cua les volvi endo un poco la espa lda al pasado bu scan prin­
cipalmente la justifica ción de los nuevos métod os, no en las dem ostra cio­
nes, sino en la fecundidad y coherenc ia de los resultados.

Es preciso llegar hasta. el siglo XIX, para que el análisis in fini tesimal
alcance un alto grado de r igor, e incluso entra.r bastante en el xx pa ra que
los tres conceptos habituales de límite queden totalmente unificados. El ri­
gor se ha logrado, pero a costa de dar un carácter potencial a los infinité­
sim os, en contraposición al car ácter actual que se les d io en un princip io.
que era ir reconciliable con el rigor matem áti co. Sin emba rgo, la coheren­
cia lograda por los mat emáti cos del siglo XVII, hace pensar que si se con­
s idera en lu gar de esos infinitésim os otras nociones ri gurosas, se pu ede­
volver a d ar un carácter actual al análisis infinitesim al , de manera que su
aspecto formal sea el mismo. Efectivamen te, como veremos, la teoría de la
in tegración en espacios topológicos, puede desarrollarse dentro d e esa aspi­
ración con un carácter actual-potencial, mediante el conce pto de germen
de rnedida.

', 1
EL SIGLO XVII : NE\VTON y LEIBNIZ

La contr ibución más original e importante de Isaac NEWTON (1642-1727)
al cálculo infinitesimal , es su "m étodo de flllxion es" que aunque fue publi ­
cado por pr imera vez en 1736 con el nombre d e Methodus fluxionurn et se­
ri erum. in jinuaruni había sido escrito en 1671. Sus " flue n tes" son las fun -
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cion es d el ti empo y sus "[nuciones" son las d eri vadas respecto del mi sm o,
qu e no es más qu e un pa rámetro universal en una forma ya imagina da por
Bxnnow . El carácter general d el método es d estacad o po r el propio NEWTON.
en una carta de 1672 , a l dec ir qu e pued e aplicarse "no sólo a l trazado de
tanzentes a cua lquier curva, sea geo métrica o mecán ica ... , sino también
par~ resolver cua lquier clase de problemas sobre curvaturas, áreas, longi­
tudes, centros de gravedad, etc. oo.", agregando que "ha entrelazado ese
método , con aquel otro métod o qu e cons iste en trabajar con las ecuaciones,
reduciéndolas a series infinitas". Así las ser ies, y entre ellas, "la d el bino­
mi o, aparecen en las obras de NEWTON como recurso para resolve r ecuacio­
nes y efec tuar cuadra turas . También con el mi sm o objeto en su Methodus
diff eTentialis (1712), aparece la llamada [orrnulo de m terpolacum: de NEW­
TON , qu e con stituye el punto d e partida d e la teorí a de las difer en cias fi­
nitas.

En De Analysi peT aequationes.. ., la s cuadra turas d e las poten cias se
realizan de acuerdo con la regla gene ral dada por FERl\IAT y ,\""f.,TALLIS, pero
lo original y nuevo, es su d escubrimiento sobre el carácter in ver so del
problem a de la tangente y el de la cuadratura, qu edando as í d esatad o el
nudo gor diano de l nu evo anál isis.

En NEWTON aparece la id ea de límite funcion al , aunque en forma un
poco oscura, cua ndo con objeto de resolver las objeciones qu e se le hi cieron,
por su anulación de los in cr em en tos, en la determinación de Iluxion es , en
su Tractatus de quadratura C1lTVaTll1n "(1706), hace "evanescer los incre­
men tos de las variables " para obte ner "1<}, razón de los incrementos eva­
nescen tes" .

Mientra s en Inglater ra , NEIYTON lograba dar un idad y autonomía al
cálc ulo infinitesimal , en el contine nte por obra de Gottfr ied Wilhelm LEIB­
1'\IZ (1646-1716), tal unidad y auto no mía se acen tuaban . Si la obra de NEW­
TO:'/, fue la d e un filósofo natural , impulsado por sus inquietudes sobre la
Mecánica , la d e LEfBNIZ fue la de un fiilósofo y la d e un algebrista . Su preo­
cupación por la cla r idad d e los conceptos y por el as pecto formal de la
Matemática , le permitieron crear el simbolismo adecuado para los nuevos
algoritmos. . .

LEIBNIZ, indep endientem ente de NEWTON, recon oce ' el 'carácter inverso
del problema d e la tangente y el de la cuadratura , a donde llegó por con ­
sideracione s sobre el "triángulo característico" , "que dice haber tomado de
PASCAL y qu e ya había sido cons iderad o por BARHOW.

La primer a publicación de LEIBNIZ sobre el Cálcu lo diferen cial es de
168 ':1: en las A ctas Erudiioru m. d e Leipzig . aunque d esde 1676 esta ba ya en
p~s~sión d e las regla s y fórmulas más simples d e él. En este mismo escrito
utiliza LEIBNIZ la notación dx para la diferencial , d e manera sem ejante qu e
~EWTON había utilizado la nota ción x para la fluxión . Dos años después,
en .1686, aparecen las primeras publicacion es d e LEIBNIZ relativas a l Cálcu­
l0. mt egra} , utilizando ya el signo integral. Antes había empleado con el
mismo objeto la abreviatura " Omn" . _

La forma di stinta de concebir la Matemática. NElVTON y LEIBNIZ, se ve
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'Claramente en su cor responde ncia . Así cuando NEWTON, más analista qu e
a lgebr ista, an unc ia en 1676 qu e sabe resolver to das las ecuaciones difere n­
c iales, por desar rollo de la solución en serie de potenc ias, LEIBNIZ responde
que lo qu e se trata es por el contrario de obtene r la solución en té rm inos
fini tos , siempre que ello se pueda lograr . La id ea d e LEIBNIZ es pues bien
clara, es lograr la algebrizaci ón d el anális is infinitesimal mediante un cálcu­
lo operacional adecuado . Así, coincidiendo con Joham BERNOUlLLI (1667­
1748), efectúa entre 1702 y 1703 la integración d e las funciones racion al es.
po r d escomposición en fracciones simples, aun que de una manera formal ,
'sin ten er en cuenta la circ uns tanc ia qu e aco m paña a la presen cia d e raí ces
c omple jas del d en ominador . Est as cons ideraciones pod ían dar una id ea un
poco fal sa , si no agregamos qu e tanto NEWTON como LEIBNIZ , inter cambian­
-do estos puntos d e vi sta , se preocuparon e hi cieron contr ibuciones en los
ca mpos opuesto s.

En la s vida s d e NEWTON y LEIBNIZ existe también otro punto d e con tacto,
pues una influencia parecida a la de BARROW sobre NEWTON es la ejercida
por HUYGENS 'Sobre LEIBNIZ . Christi an HUYGENS (1629-1695), ' aunque era
principalmente un fís ico, también era un ma tem ático, como lo prueban sus
importantes contribuciones al Anális is infi nitesimal. Así qu e LEIBNIZ en­
ce ntr ó un : excelen te maestro y gu ía en HUYGENS para manifestar su voca­
-ción matemá tica .

En la orientación algebraica del n uevo análisis, emprendida por LEIBNIZ.
sobresaldr én después ma temáticos tan famosos como Adr ien Mari e LEGENDRE
{1752-1833), Niels Henrik ABEL (1802-1829) Y Carl Gustav Jacob JACOBI (1804­
1851) en la in tegración de funciones alge braicas . En nuestro siglo, esta
'or ientación ha dado lugar a la creación del Algebra diferen cial , qu e tiene
por principal finalid ad el estud io algebraico de las ecuaciones d ifere ncia les.
'pero en ello n o en tramos porque nos apartaríamos de masiado de nuestro
te rna.

EL SIGLO XIX

Volviendo a la evolución hi st óri ca d el concepto de integral en el punto
d onde lo h em os d ejad o, la etapa sin duda m ás importante qu e aparece, es
la iniciada po r Agu stin-Louis CAUCHY (1789-1857). CAUCHYd efine la integral ,
analíticamente , como límite d e una suma y no como operación inversa de
la d erivación , lo cua l representa un r etorno a la noción de integral d e la
a ntigüedad y primer a parte d el siglo XVII. Así la integral definida, qu e du­
r ante mucho t iempo qu ed ó en un lugar secundar io, con CAUCHY vuelve a
desempeñ ar un papel primord ial.

Para asegurar la ex istenc ia de la integral, CAUCHY se limita a las furi­
c ienes continuas, quedando d e este m odo rela cionada por pri mera vez tal
existencia . con la continuidad, propied ad ésta que había sido cons iderada
por Bernard BOLZANO (1781-1848), a delantán dose a CAUCHY y a los demás
a nalistas de l siglo XVII. La dem ostración de CAUCHY naturalmen te -no es co­
rrecta, pues s u método ex igía aplicar el teorema de la continuidad uniform e
esta blecido por Hein ri ch Edua rd HEINE (1821-1881) en 1872 .
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En cuanto a la notación de integral definida , la adoptada por CAUCHY

es la usuall" {(x ) dx que representa una notabl e sim plifica ci ón sobre la

¡{ex)dx [ : : ; Jempleada por EULER .

El concepto de integral de CAUCHY, fue generalizado primerament e por
Peter Gustav LEJEUNNE DmlcHLET (1805-1859) para las fun ciones cuyos pun­
tos de discontinuidad forman un conjunto con un número finit o de puntos
de acumulación, utilizando para ello un ar tificio empleado ya por CAUCHY
cuando los puntos de discontinuidad de la fun ción son aislados. Para de­
mostrar la existencia de fun ciones no integrabl es, DIRICHLET define su cé­
lebre fun ción , igual a 1 para x racional y a °para x irracional , la cua l está
de acuerdo con su concepto general de función.

Una "pequeña modificación" en el concepto de integral de CAUCHY, per­
mitió a Georg Friedrioh Bernhard RIEl\fANN (1826-1866) hacer sentir tam­
bién la influencia de su genio matemático en la teoría de la. integración ,
superando las int egrales de Cauchy yde Dirichlet , as í como también la que
se obtiene por reitera ción trans finita del proceso de CAUCHy-DIRICHLET para
las funciones acot adas. La idea de RIEl\1ANN es determinar cuando las "su­
mas de Hiemann" de una fun ción acotada [, en un intervalo finit o [a, bJ ,
convergen a un número real cuando la m áxim a longitud de los intervalos
de la subdivisión ti ende a cero. El problema es res uelto por RIElIIANN bajo
dos formas diferentes, una de las cuales viene expresada. por la. condición
de que para cada par de números (O > O y E > 0, haya. una. subdivisión
de [a, bJ , tal que sea < E la. suma de las longitudes de los intervalos de
la misma en dond e la oscilación d e { supere a (O . De- esta condición re­
sulta inmediatamente que la fun ción de Diri chlet ta mpoco es integrable
Riemann, pero el primer ejemplo de fun ción no int egrable Riemann cuyo
conjunto de puntos de di scontinuidad sea no denso o raro fue dado por
Henry John STEPHEN (1826-1883) en 1875. Este ejemplo ti ene gra n in terés,
porque deshace completamente la creencia d e que toda. fun ción, cuyo con­
junto de puntos de discontinuidad sea" no denso, es integrabl e Riemann o
Dirichlet , error en que según parece estuvo el mismo DIRICHLET.

En 1875 es cuando también aparece la memoria de Jean Gasta n DARBOUX
(1842-1917) sobre las fun ciones discontinuas, en dond e hace sus importan­
tes contribuciones a la. teoría de la integral. En ella, además de lograr la
primera demostración correc ta, basada en el teorema de Heine, de la inte­
grabilidad de una fun ción continua en un intervalo [a, bJ, DARBOUX precisa
algunas cuestiones relativas a la integral de Riemann y da una condición
de integrabilidad Riemann, mediante sus integrales superior e inferio r .

Otra condición de integrabilidad Riemann, es la formulada. por Paul
D. G. DU BOIS REYlIJOND (1831-1889), que re presenta un paso interm edio en­
tre la dada por RIEMANN y la que dará después LEI3ESGUE median te su teo­
ría de la medida.

Hemos llegado por fin a la época de la gran creac ión contoriana de la
teo ría de conjuntos. El número real ha sido definido mediante las cortadu-
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ras por Jul iu s Wilhelm Hioha rd DEDEKIl\'D (1831-191G) Ym ediante las "Suce­
s ione s d e Ca uchy po r Charles MERAY (1835-] 915) Y Georg CAl\'TOR (1845­
1918), el mi smo afio 1872 qu e se publica la defin ic ión u tiliza da por ' VEIERS­
TRASS en sus lecciones de Berlín. Los matem áticos pued en dispon er enton­
ces de conce ptos sufi cien temente claros y r igurosos de conjunto, función v
número real , fundamentales para d esarrolla r d e una manera ge ne ral la teo­
rí a de la medid a .

En este ambien te, surgen aproximadamente hacia 1884 los primer os in ­
tentos para definir la m edida d e una forma a m pl ia por obra d e STOLZ ,
HAR NACK y CANTono Los d os primer os toman como m edida d e cada parte
acotada A de la recta r eal R, el extremo inferior d e los números reales qu e
se ob ti enen sumand o las lon gitudes de un número finito de intervalos cu ya
reunión cubre a A, mi entras que CANTOR, d efin e com o medida de cada con­
junto acotado A de Un, el extre m o inferior d el "volumen" del conjunto
V(p) d e los' puntos cuya distancia a A es ~ p (> O). CANTon reduce así la
d efinición d e m edida d e cualquie r con junto acota do A d e Hn a la d efinición
d e " volumen" d e los conjun tos cerrados V(p) qu e no precisa, limitándose
sólo a indicar qu e se pu ede calcular p or una integral múltipl e .

Estas defin iciones, en esencia equivalentes, presentan la dificultad de
que la r eu ni ón de d os conjuntos disjuntos A y B, como los con juntos d e los
puntos raciona les e ir ra cion al es .de un in terval o [a, bJ , pued e t ener una
medida menor que la suma de las m edi d as de A y B. Para ev itar este in­
convenien te, Giuseppe P EANO (1858-1932) y Cam ille JORDAN (1838 -1922) in­
t roduce n algunos a ños d espu és junto a. la "medida" de Cantor ¡J.'"' (A) de un
con ju nto acotado A , conten ido en un interval o l , su "m ed ida in ter ior"
¡J... CA) = ¡J.*(l) - ¡J.*(l - A), que n o d ep ende de J, y llaman "medibles" a
los con juntos para los cuales estos d os números son igual es . De esta mane­
ra , con la restricción de li mita rse a los con jun tos medibles en el sentido
de P EANO-JORDAN, se ha lograd o una cosa tan n atural como que la m edid a
d e la r eunión d e dos conjunto s di sjuntos ví y B sea igu al a la suma de las
medid as de A y B.

A con clus iones semeja ntes a las de P EA:'\O y JORDA N, podía haber llegad o
fá cilmente RIEMA Nl\' si, conside ra nd o funcion es análoga s a la de DIRICIILET,
hubiera d efinido la medida d e un con jun to A, con ten id o en un intervalo

finito [a , bJ, m ediante la integral e<¡lA (x) dx de la función característica

<¡lA d e A ( <¡lA (x) = 1 para x E A , <¡lA' (x) = O para x ~ A) bajo la restricción
de que <¡lA fuese integrabl e en el sen t ido por él adoptado .

Convi en e agregar, que el concepto d e m edida de PEANO-JORDAN equivale,
para el pl ano H' , al proceso natural d e toma r como medida d e un conjunto
acotad o A d e RZ

, el número real que resulta haciendo te n der E a O en la
suma de las áreas de los cuadrados d e un E - r eticulado , que tienen al gún
punto común con A, con tal que la diferen cia en tre esa suma y la "suma d e
las áreas de los cuadrados d el mi smo reticulado, contenidos en A , ti enda
a Ocon E.

A la vista d e consideraciones semeja ntes más intuitivas y más al alcan-
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'ce de cualquier hombre, se destaca que la principal contribución de PEANO
y .TORDAN, se debe a 'que en lugar de tomar la med ida como una cosa hecha
.y dada, dentro del espír itu de la Matemáti ca definen la medid a con preci­
:s ión de modo que cumplan las condi ciones deseables.

Tanto la medida de PEANO-JORDAN como la in tegral de RIEl\I¡ NN pr esen­
taban difi cultades que hacían conveniente extender los conceptos de medida
'e integral. Efectivamente, ni el conjunto de los pu ntos racionales de un
intervalo [a, bJ era medible según PEANO-.TORDAN, ni la función de Dirichl et
'era int egrabl e Biemann . Aunque estas di ficultades no fueran las que lle­
varan, directamente, el n acimiento d e la nueva teoría <le la medida , que
s urge en el último deceni o del siglo , lo cier to es que en la nu eva teoría di ­
.chas difi cultades quedaran eliminadas, si no completamente , por lo menos
'en los casos sencillos.

FINALES DEL SIGLO XIX Y SIGLO XX

No creemos que se haya dado mu cho el caso de que un profesor desta­
'Cado haya logrado tener cuatro discípulos de primera categoría . Esto es
-el caso de JORDA N y sus discípulos BOREI., BAIRE, LEBESGUE y FRÉCIIET, de
los que ir emos sucesivamente viendo sus contribuciones relacionadas con
.la teoría de la medida e integra ción .

Emile BOREL (1871-19 p) es el que tiene el mérito de ini ciar la nu eva
'teoría de la medida, im pul sad o por el estud io de cier tas series de funciones
ra cionales. El punto de partida. de BOREL es la definición de medi da de un
nbierto acotado G en R. Con este objeto, en lugar de utilizar cubrimientos
finitos de G, formados por intervalos, como se procedía antes , BOREL pro po­
ne tomar como medida de G la suma de la serie d e las longitudes de los in­
terva los componentes, basándose en un resultado conocido desde CANTOR,
'según el cual todo abierto G en R es reunión numerabl e de intervalos abier­
t os y disjuntos. El concepto de medid a lo extiende BOREL a la clas e de los
conjuntos por él llam ad os "medibles" y después llam ad os por otros "bo­
re lianos", que se pu eden obt ener a pártir de los abiertos por itera ción in ­
-defínida de las operaciones de r eunién. numcroble y diferen cia de con ium­
t os, La propiedad fundamental , completam ente nu eva, de la medida de
Borel es la adit.ividad completa: La medida de la reunión de una sucesión
-de conjuntos medibles y di sjuntos es igua] a la suma de las medidas de ,
-estos conjuntos .
" Creemos importante destacar que en la teorí a de la medida de Borel ,
t iene un papel fundam ental el conocido teorema de Heine-Borel , demostra­
do por BOREL en su tesis, según el cual , todo conjunto cerrado y acotado
·de la recta real es numerabl emente comp acto en el sentido actualmente
:a?~ptado . Otra propiedad utilizada por BOREL, que ha pa sado casi desaper­
c ibida, no obstante su importancia , es : Para cada númer o E > O. existe
una serie de números positivos cuya suma es no superio r a E.

Estas ideas de BonEL inauguran una nueva era en el análisis, pu es ad e­
m ás de servir -de base para la generali zación del concepto d e in tegral, He-
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vada a cabo por LEBESGUE en los primeros años de este siglo, son el punto>
de partida , junto con los trabajos de BAIRE, de una ser ie pe investigacionss
"Sobre la clasificación de los conjuntos y de las fun ciones, desde un pun to.
de vista puramente topológico.

Rimé BAIRE (1874-1932). procediendo de manera semejante que BOREL,_
para definir los conjuntos borelianos, define las llamadas fun cion es de BAI­
RE , como aquellas funciones que se pueden obtener a partir de las funcio­
nes continuas, por iteración indefinida de la operación de límite de sucesio­
nes fun cionales, sirv iéndose del mi smo proceso pa ra clasificar dichas fun­

·ciones. Otros conceptos importantes que se deben también a BAIRE, Son eI
de semicotüinuuuui y el de con junto de primera categoría, éste último in­
troducido para la caracterización de las funciones que son límite de una'
sucesión de funciones continuas.

Estas investigaciones de natural eza topológica de BOREL y BAIRE, en
unión de una famosa memoria de LEBESGUE de 1905 sobre las "funcion es­
representobles analiii cam erüe", en donde quedaron identificadas éstas con
las fun ciones de Bair e y con los medihl es B (o de Borel), y del descubri­
miento hecho por M. SOUSLIN en 1917 de que la imagen continua de un
boreliano puede no serlo, fueron el or igen de la teoría de con juntos an alíti -·
GOS tan íntimamente ligada a N. LUSIN y a un grupo de matemáticos po-o
lacas entre los que figura \V . SIERPINSKI.

El nombre de Henry LEBESGUE (1875-1941) estará siempre unido a lru
teoría de la medid a y de la integración. Efectiva mente, LEBESGUE. en su
transcendental tesis doctoral ln i éqrole , lorunie«, aire (1902) completa las
ideas de Borel, modificando ligeramente el método de PEANO-JORDAN, me­
diante la utili zación de cubrimientos numerables de in tervalos o de abier-­
tos, así define la "medida exterior" de un conjunto acotado A e R , como·
el extremo inferior de la medida de los abiertos que contienen a A , Y des­
pués la "medida interior" de A , si 1 es un intervalo que contiene a A , como
la diferencia de las medid as exteriores de 1 y de 1 - A . Un conjunto A es
medible según LEBESGUE, si estas medidas son iguales ; entonces resulta que­
la clase de los conjuntos medibl es (L), o según LEBESGUE, es más amplia:

-que la formada por los medibles (B) y tal que para cada conjunto medi-
ble (L), existen dos conjuntos B, y B2 medihles (B), con igual medida , .que­
le limitan por dentro y por fuera : B, e A e B2• Esta d efinición se extiende'
inmediatament e a los espacios R", así la antigua concepción de integral de­
finida S\ f (x ) de una función acotada f ~ O, como área del conjunto li-·
mitado por la curva y = f (x ) y las rectas :x =-a, x = b, Y = O, da una'
generalización inmediata, pe la integral de Riemann para todas las fun cio­
ues para las cuales dicho conjunto es medible (L).

Pero el genial analista, guiado por su símil del comerciante ord enado"
sigue también otro método para definir la integral de una función acotada f,

, que consiste en subd ividir. el intervalo que tiene por extremos los de la
función dada, mediante un número finito de puntos y¡, y considerar loS'
conjunto E¡, de los puntos que satisfacen Yi-l L f(x ) < y¡, para formar las;
sumas S = ~ Y¡ ¡J.(E¡), donde y; es cualquier número- comprendido entre
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YI-l e y¡ y [J.(E¡) e~ la medida ? e e; en el supue~to de que todos estos. con-­
juntos sean medibles, es decir, que t se~ medIbl~ . Nos .hemos refer ido a ¡
funciones no acotadas, pero LEBESGUE define tambi én la mtegral para fun -­
ciones no acotadas, utilizando con este fin se ries en lugar de sumas finitas.

Otros conceptos de integral equivalentes al de LEBESGUE se de ben ti :

W . H. YOUNG (1910), F. Hnssz , LA VALLÉE POUSSIN, REY PASTOR, TONELLI ,
etcétera .

Conviene desta car que la originalidad de LEBESGUE, no reside tanto en
la idea de generalizar el concepto de integral , como en el descubrimiento ,
del teorema fundam ent al de paso al límite, válido para la integral (L), que
no es más que una consecuencia de la ad itivida d comp leta de la medida .

Aunque no es nu estro propósito d etenernos a describir aquí las innu- .
merabl es aplicaciones que encuentra la teoría de la integral de Lebesgue
en todo el Análi sis, nos parece obligatorio recordar los gr andes pro gre sos;
que se han logrado con ella en los conceptos d e lon gitud de curvas y área
de superficies curvas , en las ser ies de Fourier y en los espacios de Hilb er t ­
junt o con la definición de los espacios V .

Por su extraordinario in terés, dedi caremos más ate nción al problema :
de hallar la relación entre los conceptos de in tegral indefinida y primiti va ,
en el que también LEBESGUE hizo impo rtantes contribuciones . Este pro ble- ­
ma se plantea ya con la integral de Riemann , puesto que es fácil dar ejem­
plos de fun ciones integrabl es Riemann con la propiedad de que su integral '
indefinida carezca de derivada en algunos puntos . Recíprocamente, según
demostró VOLTERRA en 1881, una fun ción continua puede tener der ivada ,
acotada en un intervalo J, pero no ser integrable Riemann. Estos res ulta -­
dos se pueden precisar más, cuando se trata de la integral de Lebesgue.
En efecto, si F es la integral indefinida de un a fun ción t, integrabl e (L) en­
( = ' [a, bJ, se t iene F'(x ) = f (x ) en casi todo J según pro bó LEBESGUE. Aná -­
logamente, si F es derivabl e en J y su d erivada F' = t es acotada, t es inte ­
grable y se pu ede aplicar la regla de Barrow . En el caso en que f no sea:
acotada el problema es más complejo, pero LEBESGUE lo abord ó también­
caracterizando las fun ciones continuas F para las cuales existe F' en casi '
todo J y es integrable. De manera semejante a como se logr ó esto mediante ­
el concepto de variación acotada, las integrales indefinidas fueron también
-ceracterizadas por LEBESGUE por la propiedad de ser .absolutamente con- O,
tinuas.

La existencia de funciones con de rivada no integrable (L) ha cond ucido .
a una nueva gene ralización, llamada totalización y debida a DENJOY, del'
concepto de integral indefinida , que cons iste en una reit eración transfinita.
de cier tas operaciones, logrando así que el concepto de integral indefinida
comprenda al d e primitiva . Para restab lecer la equiva lencia que había­
entre estos conceptos cuando las fun ciones eran cont inuas, DENJOY y KHIN-··
TCHINE han introducido el concepto de derivada aproximaiioa.

En todos estos procesos el cálculo de la primitiva se efectúa rec ur riendo .
.H la integral ind efinida, pero PERRON, en 1914, inv irtió el método, utili zan­
do la primitiva para obtener la integral indefinida. Como toda función se-
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p uede acotar en tre otras dos , llamadas nuujo ran tc y minorante de LA VAL­
LÉE-POUSSIl'\ , qu e sea n d erivad as inferior y super ior, en el sen tido d e DINI.
de sendas fun cion es nulas en el ori gen , cuan do éstas tengan el mi smo valor
en x, se adopta la func ión resultante como in teg ra l (P ), o mejor primitiva
(P), d e la fun ción dad a . Esta integral d e PEnRo~ resulta as í idéntica a la in­
tegral d e Lebesgu e para fun cion es acotad as , pero existen funciones integra­
bles (P) qu e ? O lo son (L). Fi.na~me~te , HAKE y ALEXA~DR OFF , RInDER .Y
RURKILL, mediante sendas gene ralizaciones de la integral (P) , han logrado
la equival en cia de ésta con las integrales rest ringida y gene ralizada de
DEl'\JOY.

En 1894, T. STIELTJ ES en su transcendenta l memoria Hécherches sur les
[ractions con tinue s , cons id era por vez primera integrales del tipo

bJ¡(x) dg(x) , en donde f es una función continua y g es no decreciente . De

est a forma, el conce pto d e "distribución d e una masa", familiar de~de ha~e

bastante ti empo en la Física , se inLroduce también en la Matemática. Sin
embargo , han d e pasar al gunos años hasta qu e este concepto vuelva a atraer
'la at ención . Es con motivo d e re solver un problema. propuesto por HADAl\1ARD .
.a ños antes, cuando F. RIESZ d emuestra en 1909 que las funcionales lineal es
-cont inuas sobre el espac io de la s funcion es reales cont inuas en [a, bJ, do-
-tado de la topología uniforme, 'se pued en ex pres ar por una integral de

'Stieltjes : f -+ [bf dcp. Estas ideas encuentran acogida en J . .RADON qui en

'en 1913, com bina n do las id eas d e RIESZ y LEllESGUE, d efine la llamad a in ­
'teqral de Lebesque-Stielii es a pa rtir de una función completame nte aditiva
'd e conjunto . Esta mem ori a d e RADOl'\ y la marcada ori entación hacia lo
Clbstracto de comienzos d e este siglo, señalan el t ráns ito a la teoría dp. la
'integración sobre espacios ab st ractos. Es M. FRÉCHET quien observ a qu e Lo­
·do~ los r esultad os de este t rabajo, pueden exte nderse al caso en el qu e la
Tunción comple tamente ad itiva d e conjunto esté d efinida para ciertas par­
'tes de un conjun to abstracto E, en lugar d e esta rlo para la s partes med í­
.bles d e B".

La clas e de los con jun tos medibles (L) d e R , a unque más amplia. que
"la clase de 105 conjuntos d e Bor el, no coincid e con la formada por todas la s
partes de H, como se conoce d esde 1905 por obra d e G. VITALI. No obstan­

.í.e, según probó S. BANAcn en 1923 , existe una medida finitamente aditiva
(o extens ión) sobre R o R2 'que coincide con la medida d e Lebesgue para
"t odo conjunto medible y que ad emás es invariante por cualquier con gruen­
cia o movimiento. P ero tampoco esto es posible para tt-, si n :::::.. 3, según

-d emostr ó antes HAUSDORFF en 1913 medi ante una notable descomposición
de la superfi cie esfér ica en cuatro pa rLes,. tres d e ellas congruentes entre sí
y la otra numerable. Más sorprendente qu e este resultado es la llamada
paradoja de Banacli-Tcreki (1924) seg ún la cual, dos esferas de Rn radios

-distintos se pueden descomponer para n :::::.. 3, en un número finito de par­
't es respectivam ente congruentes. Desde un punto de vista puram ente abs­
<tracto, tal descompos ici ón no d ebe considerarse como una paradoja sino
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semejante a lo que ocur re con la correspondencia n <==7 2n entre los núme­
ros naturales y sus _dupl os , independientemente de que se aplique o no
el axioma de la elección . Sin embargo, la paradoja surge de man era ma­
nifiesta en el momento que se identifican las par tes del espacio R3 con las
-del "espacio intuitivo real" y, por ejemplo, esas dos esferas con el Sol y
un guisante.

En nuestra opinión, solamente las importan tes ap licaciones que ha en­
cont rado la teor ía de la integración de BOREL y LEBESGUE en toda la Mate­
mática y, en parti cular , en los espacios fun cionales, pueden explicarse que
no se haya prestado la atención debida a los citados resultados de BANAcH,
HAUSDORFF y TARSJU . Efectivam ent e, la importancia que tienen éstos, es
sin duda grande, tanto en los fundam ento s de la teor ía de la medida, como
en la contribución que suponen en el viejo pr oblema de asignar una medi­
da a "toda parte" del plano y del espacio, de modo que sea invariante res­
pecto del grupo de movimi entos y que queden conservadas las áreas y vo­
l úmenes de las "figuras elementales".

INVESTIGACIONES PROPIAS

Desde hace unos tres año s nuestras investigaciones se han d irigido ha­
-cia estas cuestion es, tratando primero de dar condiciones suficientes para
'que para toda medida finitamente aditiva (en abreviatura: f. ad .) o exten­
-si ón ¡L, definida sobre un anillo ¿j <le partes de un conjunto E e invari ante
por un grupo a de permutaciones de E, exista una extensión ¡L, definida
sobre la clase Y de las partes de los conjuntos pert eneciente a ¿j , tal que
·sea una prol ongación de ¡J. y también invariante por el gr upo a. Estas pro-
piedades justifican que llamemos a esta extensión ¡J. una prolongación ul­
tracompleta de p. invariante por a.

El problema a que nos acabamos d e referir , fue el que di o origen; pri­
'mero a un trabajo en el que dimos una generalización para A-módulos del
teorema de llahn-Banach y despu és a otro donde, desde un nuevo . punto

·de vista , hicimos un estudio general del problema abstracto de la extensión
que trata , dado un grupo a de permutaciones de un conjunto y una exten­
.si ón ¡L (=1= O), definida sobre un anillo de partes <le E y relativament e inva-
riante por a, de averiguar si existe Una prolongación nltracompleta ¡L de ¡L

·relativamente invariante por G. Aunque no podemos entrar mucho en de­
"talles sobre el papel que desempeña la estructura del grupo G:en este pro­
blema, vamos a exponer algunas de las aplicaciones concretas de los resu l­
'tados a que llegamos en estos trabajos :

1) Para el plano euclídeo, se puede' mejorar el teorema de Banach afir ­
.mando que existe una prolongación ultracompleta de la medida de Lebes- ·
.gue, relativament e invarian te por el grupo de las semejanzas .

2) En el plano no euclídeo (hiperbólico o elíptico) no existe ninguna
.prolo?-gación ultracompl eta del área de las figuras elementales que sea
tnvariante por el grupo de los movimient os.

-107 -



RE 1' IST,1 DE L,l ,1C,lDEMV l DE CIENCIAS EX11CTAS, FIS ICO-QUI.lIICAS y NATURALES

3) Cualquiera que sea la extensión ultracompleta ¡;. sobre una super- '
ficie esférica E con ¡;.(E) = 1, para cada E > O existe un conjunto S e E y­
una rotación a, cuyo eje pasa por el centro de E, con la propiedad de que­
¡;.(S) < E y ¡;.(a S) > 1 - E.

El prim ero de estos resultados se obtiene inm ediatamente del citado teo­
rema de Banach aplicando el siguiente teorema de carácter general : Sea [J.­

una extensión, definida sobre ¿f, relativam ente invariante por el grupo G
de permutaciones de E, y k el correspondiente multiplicador , es decir,
¡J.(a S) = , k(a) [J.(S) para cada a E G Y S E ¿f. Entonces, si existe una pro-
longación ultracompleta ¡;'l de ¡;. invari ante por el gr upo Gl = k-l (1) =
= 1ala E G, k(a) = I }, se puede asegurar que existe tambi én una prolon-

gaeión ultracompleta ¡:;: de ¡;. relativamente invari an te por G.

Respecto al resultado expuesto en segundo lugar, conviene agregar que­
lo hemos probado directamente, mediante un método general que hemos
ideado, sin recurrir a ninguna descomposición de dos conjuntos en un
núm ero finito de partes res pectivamente congr uentes, lo cual, por otra
parte, en particular, en el caso del plano hiperbólico nos parece difícil
consegu ir siguiendo el camino de BAl\'ACn-TARSKI.

No obstante, esta cuestión fue la que nos indujo por primera vez a la
conjetura de que dos círculos cualesquiera del plano hiperbólico, se podían
descomponer en un núm ero fini to de par tes respectivamente congruentes.
Esto lo hemos logrado probar en nuestros últimos trabajos, todavía no
publicados, en donde simultáneamente ponemos de manif iesto, la íntima
relación que hay entre el problema de la extensión o de la medida y la
descomposición de dos conjuntos en un número finito de partes respectiva-­
mente congruentes, relación en cierto modo lat ente desde la antigüeda d y­
sobre todo después de los trabajos de BAl\'ACn, HAUSDORFF, TARSKI y con­
tinuadores .

Finalmente, el tercero de los resu ltados anteriores, que se puede consi­
derar como una nueva "paradoja", semejante a la de Banach -Tarski, t iene
el interés de contener en germen una de las ideas or iginales más importan­
tes de nuestro trabajo sobre el problema de la extensión.

Veamos ahora las últimas investigaciones que hemos realizado con mo­
tivo de este d iscurso, sobre las que conviene añadir que han sido gra nde-­
mente impulsadas por la rev isión histórica que nos sentimos obligados a
hacer . Estas investigaciones las podemos clasificar en tres apartados :

1) Investigaciones sobre una nueva fundamentación de la teoría de la
medid a.

2) Investigaciones sobre las medidas topológicas, esto es, sobre aque-.
nas medidas de un espacio topológico E que están íntimamente unid as a
la estructura de E.

3) Investigaciones sobre la teoría de ser ies divergent es de las que no
trataremos porq ue, aunque han sido motivadas por la revisión hist óri ca
que hemos hecho,-se salen del tema elegido .

Hasta ahora no se ha conseguido dar un concepto de cantidad, lo sufi-
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~ Ai P ~ A/
i i

b = [BJ . Y A n B =.0a = [AJ,

Entonces, definimos como cantidad a de A , respecto de p, a la clase .
IAJ de los conjuntos A' E di; que están ' en la relación p con A.

Si a y b son dos cant.idades respecto de p se pueden encontrar, en vir­
tud de a), dos con juntos A y B de manera que

Un ejemplo sencillo, en donde se cumplen las condiciones a) y b), se
'obtiene cuando di; es la clase de las partes acotadas de Rn y p es la relación
de equivalencia definid a poniendo A p B cuando A y B son dos partes aco­
tadas de R" descomponibles en un número finito de partes respectivamente
'COngruentes.

. Sin embargo, en otros casos aparece la difi cultad de que di; y p no cum­
plen las condiciones a) y b). Un ejemplo de ello se tiene cuan do di; e~ la
clase de las part es de una superficie esférica E y p es la relación de equrva-

De forma semejante se define directamente la 'suma ~ al de un número
I

finito de cant idades .
El conjunto S de estas cantidades con la suma así definida es un semi­

gr upo conmutativo, con elemento neutro O = [0 J en donde, en genera l no
es válida la ley de simplificación o cancelativa. En este semigr upo se puede
-definir, de manera natural , la desigualdad escribiendo a L. b cuando ex is-.
te una cantidad e tal que a + e = b , Ent onces, esta ordenación tiene las
pr ópíedade, siguientes :

1) a L. a.
2) Si a L. b Y b L. e es a L. c.
~) Si al L. b, para todo i E 1 se ver ifica ~ al L. ~ b¿

i i

En este caso, -como según b) [A + BJ es independiente de los conjuntos
A y B elegidos, se puede definir

a + b = [A + BJ.

:cientemente preciso y general, para poderlo manejar con el rigor que se
.requiere en la Matemática , puesto que a lo más, lo que se hace es identi­
ficarlo con el concepto de número real.

Sean di; un retículo de partes de un conjunto E y p una re lación de
'8quivalencia en di; tales que:

a) Cualquiera que sea la familia fini ta {AI!i E n de conjuntos Al E di; ,
ex iste otra {A/ ji E 1f de conjuntos A/ E di; Y disjuntos de modo que
Al p A/ para todo i E 1 Y U A/ sea disjunto con U Al '

. I I

b) Si las sumas ~ A I Y ~ A/Ci E l) están definidas, es decir , si los con-
i i

juntos A i CE dI;) son disjuntos y también los A¡ CE dI;), y si además
Al p A/ para todo i E 1 se tiene
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lencia definida escribiendo A p B cuando A y B son congruen tes. Entonces,
se plantea el problema de eliminar esta s dificultades.

Si se cumple la condi ción a) pero no la b), la cuestión es trivial pues
basta considerar en lugar de p la relación p' d efinida poniendo
A p' B cuando A y B son descomp onibles en un número finito de partes
A¡ y B¡ (i E 1) respectivamente p-equivalentes. La dificultad es más seria
cuand o no se cump le la condi ción a), pero también se puede eliminar cons­
truyendo un retículo eIl '*' que contenga a eIl y una relación de equivalencia
p'*' en eIl.'!(, de modo que su restricción en eIl sea la relación p' antes cons­
truida. De man era más explícita procedemos así:

Para cada entero n :::".. O sean eIl n el retículo de las partes A" = A x {n ~

del con jun to En = E x {n }, E* = Ü E" y (f" el isomorfismo A,,= A x {n~
. o

-+ A de eIln en eIl. Entonces, si eIl '*' es el retículo formado por las uniones
U A¡ de un número finito de con juntos A¡e E¡ y Po'*' es la mínima relación
de equivalencia que contiene a las relaciones (f lll-l p (f " resulta que eIl '*' Y Po'*'
cumplen a) de dond e, por lo tanto, si se pro cede como antes se obtiene una
relación p'*' tal que eIl* y p'*' cumplen a) y b), así como también las demás
condiciones si se identifican e/to y po con eIl y p.

Este pro ceso se puede ilustrar en el caso an tes cons iderado de la super­
ficie esférica E tomando:

1) E* igual a la uni ón de las superficies esféricas E" e R3 (n = O, ± 1,...)
de radio r igual al de E y de centro (n a., 0, O) con a> 21'.

2) c/l* igual a la clase de las partes de E'*' con tenidas en la unión de un
número finito de superficies En.

3) p" la mínima relación de equivalencia que contiene a las relaciones
(fm Po e" en dond e m y n son enteros cualesquiera , o la traslación x' = x + a,
y' = y , z' = z y po es la relación de equivalencia en eIl* definida poniendo
A poB cuando A - E¿ = B - E; y A n E¿ y B n E¿ son descomponibles en
un número finito de partes respectivamente congruentes.

La razón de que desde nuestro punto de vista , ha yan sido eliminadas las
difi cultades que surgen cuando dl y p no cumplen las condiciones a) y b),
se debe a que toda extensión sobre eIl invariante por p se pu ede prolongar
en otra !L* sobre eIl" :J eIl que es invariante por p" :J p.

Supongamo s ahora, igualmente que antes, que eIl y p cumplen a) y b).
Entonces, si (L es una extens ión sobre eIl invariante por p, poniendo
(L(a) = (L(A) cuando sea a = [AJ, queda definida una nu eva función
(L sobre el semigrupo S de las cantidades que sa tisfacen las cond icione s :

J) (L es una función real definida sobre S con valores finitos o infinitos.
2) p. (L: a,) = L: p. (ni)'

. ¡

3) Si a Lo b es [J.(a) Lo [J.(b).

Además E; es un conjunto pert eneciente a cJl tal que [J.(Eo) = 1 se tiene:
4) (L( e ) = 1 para una determinada cantidad e (= [EoJ) llamada uni-

dad de m edida (f. alZ.) o unidad de exten sión .

-110 -



SOBRE L , [ TEOR/ ,[ DE L I[ MEDIDA. Y ses PCSD,l.I IESTOS

Recípro cament e, si ¡J. es una fun ción sobre S que cumple las condiciones
precedentes, la fun ción de conjunto p., definida poniendo ¡J. (A) = ¡t (a)'
cuando [A ] = a, es una extensión . invari ante por p que satisface­
¡J. (Eo) = 1 si [Eo] = e.

Se puede comprender ahora la importancia que puede tener el siguiente :'

TEOREMA DE LA UNIDAD DE MEDIDA. - Una condici ón necesaria y suficien­
te para que una cantidad e E S sea una unidad de medida para alguna me­
dida finitamente aditiva (o extens ión) Ih sobre S es que, cualesqui era que­
sean los enteros m y 11" de m e L. ne se siga m L. n.

En el caso que c/é sea un anillo de partes de un conjunto E que cumpla,
la condición a) y p sea la relación de equivalencia definida en cJ{; por la:
descomposición finita en partes respectivament e congruentes respecto d e­
un grupo G de permutaciones de E, este teorema se traduce en el sigui ente:'

COROLARIO. - Para que e = [Eo] sea una unidad de medida para algu-.
na medida f. ad. ¡J. sobre S , es necesario y suficient e que si empre que j E¡f1

m
>

y j E;' ft, sean dos familias finitas ele conjuntos di sjuntos, pertenecientes a·
m

cfl, y p-equivalentes a Eu, tal es que U E¡ sea p-equivalent e a una parte de-
n 1

U E;', resulte m L. n.
1

Aplicando este corolar io no es difícil probar, por ejemplo, que dos,
círculos cualesquiera del plan o no euclíd eo 'son d escomponi bles en un mi­
mero finito de partes respectivamente congruentes.

Vamos a comprobar ahora esta s concepciones con las de los ge ómetras
griegos dentro de lo posibl e, ya que el semigrupo de las cantidades mane-­
jada por los gri egos es isomorfo al formado por los números reales posi- .
tivos, mientras que en nuestra t eoría d e la can tida d, dos cantidades a y b
pueden no ser comparables, es decir, que no se verifiquen ninguna de las ­
desigualdades a L. b Y b L. a. Igualmente, pu ede ocurrir que de­
a L. b Y b L. a no se siga necesariamen~e a = b.

Comparando las Nociones comunes de los Elementos d e Euclid es se ve ,
aunque de una manera no muy clara por la poca precisión con la que están,
formuladas: .

l. Que en las nociones 1) y 7) está implícita la condición de que sea,
Ih (A) = Ih (B) cuando A p B .

.2. . Que en la Noción 2) se exige implícitamente la compatibilidad de ­
~a Igualdad o de la relación de equivalencia respecto de la suma de cono.
Juntos , es decir , la condición b). Sin embargo en ella no se dice nada res- .
pecto de que si a un conjunto, se puede sumar otro equivalente a uno dado.
Est~o solamente parece que se exige en la noción 5) para el caso en que este­
último conjunto coincida con el primero .

. 3. La noción 3) no se cumple en general en nuestra teoría de la cano.
tidad , puesto que en ésta, puede ocurr-ir eventua lmente qu e A ::J B y­
Ih (A) < Ih (R). No obstante, en el caso que A ::J B Y A - B E oi se verifica­
¡Jo (A) ::::,. ¡Jo (B).
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4. La noción 4) no se cumple tampoco, en genera l, en nuestr a teoría
.pues pu ede ocurrir que a + e = b + e y sin embargo a =/= b, por no valer,
'-en genera l, la simp lificación en S.

El postulado de Arquímedes no es vá lido siempre en todo semigrupo S
..de cantidades, pues, incluso puede suceder que n a L. b para todo entero
' 11, > O y exist ir una med ida ¡J.. tal qu e ¡L (a) > O.

Es interesant e ' hacer notar que para establecer los dos teoremas anterio­
'res hemos seguido en algunas par tes de am bas demostraciones un cam ino
'parecid o al de Eudoxio, cuando en el caso que 11, b L. 'In a, ex ige que
- 11, ¡J..(b~ m ¡L(a), con la diferencia que por no valer en nu estro caso la sim­
.plificación en S te nemos que conside rar también desigualdades del tipo
- 11, b + m' a L. m a + 11,' b con m < 'In' y ex igir entonces qu e (11, - 11,')
: ¡J.. (b) L. (m - m') [J. (a) a menos que ¡.t (b) = + oo. '

Hasta ahora sola mente hemos cons iderado sumas de cantidades en nú ­
.mero finito, pero la teoría se puede generalizar par a sumas numerabl es e
.incluso para sumas ~ ai d e una familia. de cantidades en número menor
-que un.cier to cardi na l transfinito .

Ahora bien , con objeto de no recurr ir al concepto de número cardina l,
'hemos dado un paso más exigiendo sólo que la clase 9 de los conjuntos in­
·diciales cumplan las propiedades imprescindibles para desarrollar la teo­
-r ía , las cuales son :

1. Si 1 E g, 1 es no vac ío.

2. Existe un 1 E 9 que contiene más de un elemento.

:3. Si 1 E 9 Y J es una par te no vacía de 1, J E g.
4. Si 1 E 9 Y Ji E 9 para todo i E 1, se sigue que U j.Tili E n E g .
5. Si 1 Y J están en g, 1 x J E g.
Esto lo hemos hecho con varios motivos entre ellos el de eliminar todo

'círculo vicioso cuando al tomar por p la ' re lación de equivale ncia en la
'clase dl de las partes de un conjunto E, se obtienen en particular como
' cantidades res pec to d e p los números car dinales de las partes de E. Enton­
ces, ningún número ca rd inal transfini to a E S se pu ede tomar como unidad

-de medida por ser a + a = a. En resumen , el conce pto d e cantidad com­
'prend e al de número cardinal de C AN T OR .

La teoría de la medida se desarrolla en la actualidad desde dos puntos
'de vista , definiendo la medida como función real de conjunto o bien como
"funcional sobre un éspacio F <le ' funciones defin idas en un mi smo conjunto
E. Pu es bien , d esd e nuestro punto de vista, ambas concepciones quedan

:u nificadas, porque para la primera basta tomar como relación de equiva-
lencia p la identidad y para la segunda basta identifi car cada fun ción no

.negativa f de F con la cantidad asociada a un conjunto A d e E x R , de íor­

.ma que la recta paralela al eje R trazada por cada punto (x, O) de E x R
-corte a A en un conj unto lineal de med ida {(x ), aplica ndo as í, de cierto
.modo, el principio de Cavalieri. Por esto último se provee el interés que ha
-de te ner el estudio <le los semigrupos reticulados de cantidades .
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Independientement e, de las investigaciones sobr e la medida, ya citadas .
hemos realizado otras sobre los conceptos de medida y topología. El pro­
blema que nos planteamos, era buscar las cond iciones que debían ligar
la noción de medi-da sobre un espacio topo lógico E con la estructura de
éste; para poder hablar con propiedad de medidas topológicas.

En general, una medida exterior de Borel sobre E, es decir, una medi­
da exterior ¡L* tal que los conjuntos de Borel sean ¡L*-medibl es , no merece
que se la llame medida topológica, pues di cha propiedad no implica que
la medida de la uni ón de una familia cualquiera de abiertos disjuntos sea
igual a la suma de las medidas . No obstante, el punto de partida de estas
investigaciones, tuvieron lugar principalmente por una cuestión al par ecer
intranscendente, motivada por la observación de que si la teoría de la me­
dida 'Sobre espacios topológicos se restringe a los espacios localmente com­
pactos no se podría llamar, por lo menos de manera natural , medida a la
restricción de una medida de Radon sobre una parte cualquiera de E. La
cosa es más profunda, pues hemos visto que no conviene limitarse a consi­
derar sólo medidas de Badon .sobre un espacio topológico localmente com­
pacto, en contra de la opinión de. BOURBAKI quien sostiene, de cierto modo.
que estas medidas son las más generales que se pueden lograr . Una idea
feliz nos ha ayudado en nuestro propósito, que consiste en la introducción
del concepto de conjunto ¡L*-compacto. Un conjunto A de un espacio to­
pológico E se dice ¡L*-compacto cuando para cada E> O, y para todo cu­
brimiento abierto (Jo de E, se puede extraer un núm ero finito de abiertos

n

Gk E (Jo de forma que ¡L* (A - U Gk) < E. Ahora podemos ya definir las
1

medidas top ológicas sobre un espacio regular E, como aquellas medidas
q ue satisfacen las condiciones :

1. ¡L* es una medid a exte rior de Borel localment e finita .

2. Todo abierto de medida finita es ¡L*-compacto.
3. Si G es un abier to de medida infinita , para todo ent ero n existe un

abierto Gil e G tal que n L [J.* (G,,) < 90.

. 4. Si ¡L* (X) < 00 existe un ab ier to G :J X de medida fini ta y un con-
Junto de Borel B:J X tal que ¡L*(B) .= ¡L*(X). .

En otra parte demostrar emos que estas medidas pueden llamar se, topo­
lógicas, debido a que en ellas están estrechamente relacionadas las estruc­
t uras de medida y topología. Así , por ejemplo, si {Gili E 1 f es una familia
cualquiera; no necesariamente numerable, de abier tos, filtrante por la re­
lación e, resulta ¡L (U Gi) = supo ¡L (GJ

Es curioso hacer ~otar que
i

esta propiedad no es válida para conjuntos
Gi cualesquiera porque toda suma ~¡ E¡ < 00 de núm eros rea les E¡ ::::,.. O im­
'Plica E¡= O salvo para un conjunto conta ble de índices.

. También como consec uenoia de las pr opiedades exigidas para una me­
dida topológica , resulta que la condición necesaria y suficiente para que
un conjunto x :e E sea p.*-compacto es que sea de medida exterior finita.
¡Por tant o, para el .caso par ticular de la medida exterior ¡L* de Lebesgue en
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R" se t iene que la clase de los conjuntos [L"' -compac tos es mucho más am­
plia que la formada por los compactos,

Si E no es uni ón numerable de conjuntos de medida exter ior fini ta , con­
viene definir una nueva medida [L* llamada medida exterior esencial, por'
[L"fX) = sup . ~ ¡J.* (X n G)IG E Yo f siendo Yo la clase de los abier tos de me-
dida [L* (G) < oo. -

Toda medida exte rior esencia l (i.* queda caracterizada por las propi e-
dades.

1. ¡L* es una medida exterior de Borel localm ente finita .

2. Todo conjunto X de medida ex terior ¡L" (X) < 00 es [L '" - compac to.
3. Si ¡¡* (X) = 00, pa ra cada entero n existe un conjunto X"e X tal

que 11 ,¿:, ¡¡* (XII) < .:x.>.
4. Si X está contenido en un abierto G de medida ¡L f (G) < 00, existe

un conjunto de Borel B :J X tal que ¡¡* (B) = ¡í.* (X).
De estas propi edades se deduce que la med ida exterior ¡J.* definida por

[L"(X) ~ inf. ~ ¡J.* (G) I X e G E Y f, siendo Y la clase de los abiertos, es
una medi da exterior topológica tal que su med ida exterior esencial es, pre-

cisamente, ¡¡".
En el caso que E sea uni ón numerabl e de conjuntos X" de medi da exte­

rior [L" (XII) fin ita, ambas med idas [L* y ¡¡" son iguales .
Aunq ue nosotros hemos desarrollado todo esto considerando las med i­

das como fun ciones rea les de conjunto, siguiendo un camino semejante a
CARATIIÉODORY y H ALlIIOS . se puede desarrollar también la teoría de la me­
dida en espac ios topo lógicos d efini endo una medida como funcional sobre
el espac io de las fun ciones, no negat ivas, semi-continuas in íeriorm ente :
pero el proceso seguido corrientemente definiendo una m edida como fun­
cional sobre un espac io de fun ciones continuas no es válido , dentro de la
general idad que exigimos, puesto que existen espacios topol ógicos regula­
res tales que toda fun ción real continua es una constan te. Naturalmente,
también cabe la posibilidad de desarr ollar la teoría de la medida en espa-
cios topológicos median te el concepto de can tida d. ,

Para algun as aplicaciones de la teoría de la medida , especialmcnte para
el Cálculo de Probabilidades, interesa hacer notar que para cier tas fun cio­
nes aditivas ep de conjunto, definidas en un anillo ¿¡ de partes de un con­
junto E, se 'puede dotar a E de una topología Y de man era que ¿¡ sea una
base del espacio topológico E = (E, y) Y exis ta una y sólo una medida ex­
terior topológica ¡Jo'" = ¡J.: sobre E que sea una prolongación de ep. Efecti-
vamente, para ello bas ta 'que además de U ¿¡ = E se verifiquen:

i . O'¿:' ep (S) < 00 para todo S E ir .

2. ep (SI U S2) = ep (SI)+ ep (S2) para cada püI' (SI' S2) de conjuntos di s­
juntos pertenecient es a ¿¡.
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3. Para todo cubrimiento if'o e if' d e cada conjunto S E if' Y para cada
E > O ex iste un númer o finito d e conjuntos Si E if'o que satisfacen:

m

<p (S - U Si) < E.
1

Finalmente, estas investi gacion es sobre la medida en espacios to po lógi­
cos , junto con el hecho d e qu e la integral SA f d¡.¡. sobre un abierto A , cua n­
do ¡.¡. es una medida top ológica , depende sólo de f y d e la restricción d e ¡.¡..
en un entorno V:z: d e cada x E A, no s ha llevad o a in terpretar d¡.¡. (x) como
el germ en de medida definido por ¡.¡. en x. Es claro qu e as í nos situa mos en
un punto d e vista muy pr óximo, per o r igu roso , al d e los primeros t iempos
d el Cálculo infinitesim al.

MEDIDA DE HAAR

Aunque no nos parece muy opor tuno hablar aq uí d e la integr ación de
fun cion es con valores en un espacio vectorial , nos cree mos obligados a men­
cionar los tra hajos de Bocnrssu , GELFA1'\D, DUNFonn y PETTIS sobre tal cues­
t ion . Más import an cia t iene dentro del tema d e este d iscurso, la medid a e
integración en gr upos topológicos en d ond e A. Ih An en 1933 dib un paso
d ecisivo al pr obar la ex istenc ia de medid as invariantes para los gr upos
localmente compactos con base numerable de abiertos.

Como consecuencia de este result ado J. V01'\ NEUl\IAN1'\ resolv ió , para los
grupos compactos, el famoso 5.° problema de Hilher t sobre la caracteriza­
ción de los grupos de Lie por propi edad es puramente topológicas. La uni­
cidad de la medida de Haa r fue probada. primeramente por VaN NEUl\lA1'\N
en 1934 y 1936 Y por A. 'WEIL en 1940, qui en , sim ultáneamente, además de
ex tender el mencionado resul tado de HAAn a los grupos localmente com­
pactos generales , obtuvo la condición de ex is tencia d e un a me dida r elativa­
mente invariante ' sobre un espacio hom ogéneo, localmente compacto, y
demostró en fin qu e la ex iste ncia d e una med ida , con cier tas propieda des,
sobre un grupo top ológico implica ipso facto qu e el grupo ,es localmente
precompacto. No obstante, la importancia d e estas conclus iones { d e otras
úl timamente lograd as con el concepto de medidas cas i invariantes,' cree mos
que todavía se podrán obte ner alg unos resultad os d e inter és sob re la teoría
general d e la medida d e Haar , estudiando las medidas topológicas invarian­
tes por una relación de equivale ncia en un espacio regul ar.

Nos hemos re ferido a las medid as localmente finita s, pero tambi én ser ía
interesante estudiar las medidas no localmente fini tas invariantes por un
grupo o una relación de equivalenc ia , lo cual comprender ía tanto el área
d e las superficies curvas como las llam ad as medidas de lIausdorff.

HE morro.
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por el Acad émico

ILMO. SR. D. RAFAEL RODnÍGUEZ VIDAL

Ex celen tísim os e Ilustrísim os señores,

Se ñeras y señores:

Con verdadera satisfacción intent aré cumplir la honrosa tarea. que me
ha confiado la Acade mia de Ciencias d e Zaragoza , en cuyo nombre debo dar
la bienvenid a al nuevo Académico D. Baltasar RODRÍGUEZ-SALINAS PALEno
y contestar al brillan te d iscurso que acaba d e leernos.

La tradición ha impuesto un as normas estr ictas e invariables para esta
tarea ; normas acertadas, ta n to como obligatorias, que yo acepto gustoso
y que hoy me parecen bien fáciles d e cum plir. Según ellas d ebe hacerse pri­
mero un relato d e la vida científica d el recipiend iario ; y ésta en el caso pre­
sente es tan d ensa , que m i única d ificultad será resumirla . A esto debe
seguir un comentario a la bella lección que hemos oído y en verdad, que
por el tema fundam ental que aborda, la r iqueza de id eas y la profunda

.hahilidad de la exposición , tal vez sería oportuno sust ituir el comentar io
por un recuerd o de l clás ico d ecir : "Esto, In és, ello se alaba , no es me­
nes ter alaba llo" .

Nació el Profesor RODRÍGUEZ-SALINAS en Alcalá de Henares, el año
1925. En el Institu to de Enseñanza Medi a de aquella localidad cursó sus
estudios de bachillerato, y es justo seña lar que su catedrático d e Matemá­
t icas, D. Leoncio GONZÁLEZ CALZADA, descubrió inmediatamente lasexcep­
cionales condiciones d e su discípulo , tanto que fue el primero en aconse­
jarle la orientación a la Universidad , y presentarle a los profesores de la
de Madrid , a quienes el estudiante d e bachillerato sorprendía con . cons ul­
tas y come ntarios críticos relativos , por ejemplo, a los textos d e Aná lis is
Mat emático d e Picard, Goursat y análogos, o con la resolución de proble­
mas propuestos en confere ncias universitarias .

Los estudios de Licen ciatura y Doctorad o los cursó en la Universidad
de Madrid , hu elga añadir que con las máximas calificaciones, y en los
años 1948 y 1952 merec ió los respectivos grados de Licenciado y Doctor
en Cien cias Matemáticas. En tonces comienza su vida profesional, aunque
la lista de sus publicaciones, como veremos , había) comenzado antes, du­
rante la etapa estud iantil. Inmediatam ente d espu és, en 1953, ingr esa en
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el Cuerpo de Ingenieros Geógrafos y al año siguiente consigue, por oposi­
ción, la cátedra de Análisis Matemático en esta Universidad de Zaragoza.
Aquí , por fortuna para nosotros, viene desarrollando desde entonces una
intensa actividad docente e investigadora. Para ocuparse totalmente en
su quehacer universitario, en 1955 solicitó la excedencia como Ingeniero
Geó grafo, en cuyo Cuerpo tiene el título de Doctor Ingeniero.

Pero convien e retroceder un poco en el tiempo, para exponer un re­
-sumen sistemático de la vida científica de nuestro ilustre compañero (con­
tada en lo anter ior a grandes rasgos), seguida. del rico sumario de sus
publicaciones.

1. T í TUL OS PROFESIO NALES

Licenciado en Ciencias, Sección de Matemáti cas : 13-XII-1949. Hizo constar su sufi­
'Ciencia en la Univers idad de Madrid : 28-VI-1948.

Doctor en Ciencias, Sección de Matemáticas: 25-11-1954. Hizo constar su suficiencia
·en la . Univers idad de Madrid: 31-1-1952.

Catedráti co de Univers idad: 4-V-1954.
Ingeniero Geógrafo: 1953. In gr esó por concurso en el tur no de "Licenciados en Cien­

das Mat em áticas o Físicas".
Doctor Ingeniero Geógrafo: 19-VI-1954.

:2. BECAS y P El'iSIOIiES

Becario de la Fundació n del Conde de Cartagena: 1946-47 y 47-48.
Becario del Instituto Jorge Juan : 1949-52.
Becario "José Miguel Guitarte", del S. E. U.: 1950- 1951 Y 1952.
Becario "Mat ías Montero" : 1953.
Beca de In tercambio Cult ural con Italia dur ante marzo-agosto de 1951.
Pensionado por la Comisaría de Protección Escolar y Asistencia Social para tra ba­

jar en Itali a duran te tres meses, en el verano de 1959.
Fomento de la Investigación en la Universidad en el Plan Nacional de Desarrollo.

Contrat o suscrito el 21-XII-1963.

:3. PREMIOS y H Ol'iORES

Premio de Mat emáti cas, concedido por el Sr. Ministro de E. N., en la Primera Expo­
sición de Trab ajos Prácticos de los Institutos Nacionales de Enseñanza Media: 21-VIII­
1943.

Accésit al Premio Nacional Fin de Carrera : 21-XI-1948 .
"Víctor de Bronce" del S. E. U. : 21-XI-1948.
Premio Extraordin ario de la Licenciatura en Ciencias Matemáticas.
Premio Extraordinario del Doctorado 'en Ciencias Mat emáticas.
Premio "Alfonso el Sabio", de 1952, por el trabajo : "Sobre las fun ciones convexas

y sus aplicaciones a la determinación del compor tamiento asintótico de las transforma ­
das de Laplace y de Laplace-Stieltjes".

Académico electo de la de Ciencias Exactas, Físico-Químicas y Naturales de Zar a- :
goza: 20-11-1957.

Consejero Adjun to del Patronato "Alfonso el Sabio", del Consejo Superior de In­
vestigaciones Cientí ficas: 1959.
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4 . CENTROS CIENTÍFICOS DONDE HA LABORADO (excepto la Un ive rsida d)

En la "Fun dación del Con de de Car tagena", con el Acad émico Ex cmo. Sr . D. Jo sé
Alvarez Ude. (Real Acad emi a de Cien cias. Mad rid.)

En el In stituto " Jo rge Juan " de Matemáticas , con el Profesor Dr . D.~ Ricardo San
.J uan . (Consejo Supe rior de Investigacion es Científicas . Madrid.)

En el In stitu to Matemático "U lisse Dini" de Fl or en cia, con el Profesor Dr. Giovanni
Sansone.

Seminario Matemático "García de Galdeano", de Zaragoza . Profesor Agregado, des­
-de 1955.

In genier o Geógrafo . En ac tivo: 1953-55 .

-5. CURSOS DE LICENCIATURA QUE HA DESARROLLADO EN LA F . DE C. DE LA UNIVERSIDAD
DE ZARAGOZA

Análisi s Matemático 4.° (Ti tula r).
Análisis Matemático 5.° (Titular) .
Cálc ulo de Probabilidad es y Est adística Mat emática : 1954-64.
Topología : 1954-55.
F ísica Matemática: 1955-58 .
Matem áticas ap licadas a la Física 1.0 : 1960-62.
Matemáticas aplicadas a la Física. 2.° : 1958-59 y 1962-64.
Matemáticas Gen er al es (Se lec tivo) : 1959-60.

'6. Cunsos DE DOCTORADO

F un cion es algebraicas y sus integr al es : 1954-55.
Aná lisis Funcional : 1955-57.
Gr upos de Lie : 1957-58.
Teoría de las Dis tribu cion es : 1958-59.
Análisis General : 1959-60.
Anális is Funcion al: 1960-63.
Teoría de la medida : 1963-64.
Teoría de los Haces : 1964-65.

7 . SOCIEDADES CIENTÍFICAS A LAS QUE PERTENECE

Real Sociedad Matemática Española . Desde 1942.
Asociació n Esp añola pa ra el Progreso de la s Ciencias. Desde 1958.
Unione Maíematica Italiana . Desd e 1959 .
Es r ecen sionisla del "Zentralhlatt I ür Mathematik".

:8. CONGRESOS, ASAMBLEAS y REUNIONES CIENTÍFICAS EN QUE IlA PARTICIPADO

a) Congresos Luso-Españoles para el P rogreso de las Ciencias :

XXIV. Madrid , n oviembre, 1958. Presen tó varias comunicac iones 9ue figuran entre
l as publicaciones con los númer os 24, 31, 33, 34 Y 35.

XXV. Sevilla, noviembre, 1960. Presen tó vari as comunica ciones que figuran en tr e
I os números 29, 32, 39 Y 40, Y otras que dier on origen a las publicacion es 25 y 41.

XXVI. Opor to, junio, 1962. Presentó varias com unica ciones qu e figuran entre las
publicaciones con los números 43 y 44, Y un r esumen de la 'publicación 42.

VI. Con gresso Nazionale dell'Un ione Matem ática It ali ana . N ápoles , sep tie mbre , 1959.
Presentó una com unicación que figura com o publicación númer o 26. Representante de
Ia Real Sociedad Matemática Española. -
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International Congress of Mathemati cians. Est ocolmo, 1962. Presentó la comunica­
ción: "On th e area problem".

b) Reuniones Anuales de Matemáticos Españoles :
Il, Zar agoza, octubre , 1961. Present ó varias comunicaciones que figuran entre las:

publicaciones con los números 36, 37 Y 38.
In. Barcelona, noviembre, 1962. Presentó varias comunicaciones que figuran en tre '

las publicacion es con los números 46 y 47, Y otra que dio origen a la número 48.
IV. Salamanca, diciembre de 1963. Present ó varias comunicaciones que figuran entre '

las publicaciones con los núm eros 49 y 50.
V. Valencia, octubre de 1964. Presentó vari as comunicaciones que figuran en tre las'

publicaciones (en prensa), número s 51 a 54.
e) Reuniones de Aproximación Filosófico-Científica.
Se han venido desarrollando esta s reuniones pat rocinadas por la In stitución "Fer­

nando el Católico" (C. S. I. C.) en la Dipu tación Provincial de Zaragoza, a partir de'
1957.

á) 1 Asamblea de Catedráti cos de Facultades de Ciencias. Zaragoza, octubre, 1962..
e) Ha sido invitado a dar un a Conferencia en el próx imo Congreso de Matemáti cos.

de Expresión latina, en Narnur (Bélgica).

9 . CONFERENC IAS y I' UELICACIONE S DE FI N DIDÁCTi c o

"Espacios funcionales". Segunda Reunión de Aprox imación Filosófica-Científica : "El'
Espacio" . In sti tución "Fernando el Católico" (C. S. I. C.) Zaragoza, 1959 (Publicada).

"Números t ransfinitos ". Cuarta Reunión de Aproximación Filosófica-Científica : "La,
Cantidad" . Institu ción "Fernando el Católico" (C. S. I. C.) Zar agoza, 1963 (Publicada ).

"Los Espacios LP" . En el Seminario Matemático de Zaragoza, 1963. '
"La Teoría de las Distribuciones". En el Semina rio Mat emát ico de Zaragoza , 1963.
"Los símbolos XV y log",y" . En el Semina rio Matemático de Zar agoza, 1964.
Traducción de varios ar tículos de la Encyclopedia of Science and Techn ology Me-

Graw-Hill.

10. P UBLI CACIONES

1. "Determinant e que da [ (x + y) en función de [ (x) y de [ (y )". Rev. Euclides..
Año TI (1942}, 159-162.

2. "Resto de la división en que el dividendo es [ (x) y el divisor (x - a¡)nl<
(x - a2)n2 oo. (x - ah)"h". Rev. Euclid es. Año Il (1942'), 194-195.

3. "Resolución de la ecuación fun cional".

F [x + 2F(x) F'(x ) (1 + Ji" (x)2]
F(x) = ±

1 + 2F' (x)2

Rev. Euclides. Año II (1942), 349-351.

4. "Una demostración sobre la integral de Dirichlet ", Rev. Euclid es. Año II (1942)..
página 425.

5. "Sobre un caso par ticular de la ecuación lineal y' + (f. y = (3". Rev. Euclides;
Año III (1943), pág . 90.

6. "Modo de sumar algunas expres iones" . Rev. Euclides . Año III (1943), 343-348.
7. "La inv ersión en el orden de la deri vación". Rev. R. Acad . de Ciencias de Ma­

drid, vol. 42 (1948), 37-70.
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(1948), 465-491.
9. "Sobre una fun ción meromorfa y sus aplicaciones a la suma de ser ies" . Rey. Ga-..
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13. "Sobre una generalización de las fórmulas de Tuylor , Darboux y Eu ler -Mac Lau- ,
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20. "Los pr oblemas de unicidad en la teorí a de ser ies asin tóticas . Expresión de íun- ..
ciones semi-ana lí ticas mediante los algoritmos de Bor el y Stielt jes". Rey. R. Acad. de-,
Ciencias de Madrid , vol. 50 (1956), 191-227.

21. "Sobre la ecuación difer encial" .

ePy + [ ao + al cos 2x _ m(m - 1) l1(n - l)J
--'---- - Y = O.

. dx3 bo + b¡ cos 2x cos" x sen- x

Tesis Doctoral. Rev. Mal. Hisp .-Amer ., vol. 15 (1955), 31-47, 121-135, 182-208 ; vol, 1~

(1956), 49-71, 122-150, 229-263. Memorias de Mal. del In stituto Jorge Juan , número 18,
145 págs . (Contiene seis np éndices.)

22. "Momen ts de íonctions analytiques et probleme de Watson " , J. de Math , Pures,
et Appl., vol. 9 (1956), 359-382.

23. "Ceros de las funciones de una clase no cuasi-an alítica en R», Prolongación no.,
cuasi-analítica" . Collectan ea Math. , vol. 9 (195J:), 65-77.

24. "Una desigualdad entre las cotas de las derivadas de un a función analítica, en un .
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25. "Disugua glianz e tra lim iti e coefficienti dello sviluppo asintotico di una funzione ·
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26. "Sulla stabilita delle soluzioni per l 'equazione differ enziale del secon do ordinc,.
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funciones continuas". Coller. Math. , vol. 11 (1959), 175-202.

28. "Equivalenza di class i di funzi oni con sviluppo asintotico in un an golo. Funzioni .
caratte r istiche". Boll. Union e Mal. Italiana, vol. 14 (1959), 525-53l.

29. "Sobr e la estabilidad de la ecuación funciona l {(x + y) = {(x) + {(y)" . Rev. Acad...
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30. "Var iación de las raí ces caracter íst icas de una ecuación difer encial de segundo;
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Una frase que la genial concertista W anda LAND OWSKA gustaba de repe­
t ir di ce: "No se sabe nun ca bien toda la música que hay en un minué". Era
iácil la paráfrasis y preguntarnos: "d Quién sabrá verdaderamente cuánta
'Matemática hay en una "regla de tr es í'" Y por cierto, que si en esta re íle-

o'•.,.~.. *

La recensión de todos estos trabajos va quedand o escrita paulatinamen­
te en las páginas del "Mathema tical Reviews" y del "Zentra lblat t für Mat­
hematik" y no es posible ni resumirla aquí. Varios de ellos se citan en tra­
tados tan importan tes como son, por ejemplo, el de G. DOETscH: "Hand­
bu ch. der Laplace-Tran slom uu ion" y el de G. AUl\JANN : "Reelle Fu nkium en"
(ambas de la Springer-Verlag-Berlín).

Nos par ece oportuno hacer observar que los trabajos ini ciales de esta
r elación fueron publicados mient ra s el autor era estudiante . Realmente, la
historia de la ciencia nos muestra , que la creac ión int electual en los gra n­
des matemáti cos, aunque no de tan extremada precocidad como la de algu­
nos grandes músicos, sí es mucho más juvenil de lo que ordi nariamente
se cree. No puedo resist ir la tentación de expo ner , al margen de esto , mi
di scutible opinión personal , de que es muy culpable de la languidez de la
vida científica. patria , en el concierto internacional , la circunstancia de que
nu estros planes de estudi os y funestos exámenes 'diversos impiden a nues­
tra juventud una actividad intelectual original hasta una edad demasiado
a vanzada . Desde su prim era juventud, un alumn o normal debería poder cul­
t ivar algunas ideas por cuenta propia , mi entras que las reglamentaciones
dichas, altamente coactivas , hacen que esto sólo sea posible para las men­
tes de calidad excepcional, como ha sido sin ninguna. duda, el caso del se­
ñor R.-SALINAS .

Se observará también, que var ios de estos trabajos fueron publicados
i'n la Revista de nuestr a Academia de Ciencias, lo que naturalmente, trae
consigo que al .recibir esta, Corporación al autor, la acogida sea más real­
mente afectiva .

Una tercera observación es que ninguno de estos trabajos sea de los lla­
mados de expos ición, ni tan siquiera de s ínte sis. Se trata en todos ellos de
t emas de investigación pura y en nin gún caso elementales (salvo los pri ­
meros, de la época. escolar). El Prof. R.-SALINAS parece incapaz de acercar­
'se a ningún tema en una forma trivial, y la lecci ón que acaba de desarrollar
lo confirma, aunque en esta ocasión , muy acert adamente, haya hecho cier­
tas concesiones al concepto de lo que los no matemáticos llaman amenidad.
y prescindo de otras observaciones espontáneas , porque esta última acaba
-de llevarn os al comentario de la lección inaugural , con el que pobre pero
reglamentariamente debe concluir n uestra intervención.

53. "La cantidad en la Teoría de la Medida". Actas de la V Reunión Anual de Ma­
temáti cos Españoles .

54. "Sobre los cuerpo s no conmutativos de rango cuatro respecto de su centro". (En
colaboración con D. José GARAY DE PABLO.) Actas de la V Reunión Anual de Matem áticos
Españoles . '
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xion mencionábamos la regla de tres por ser segura parcela del saber co­
mún que desde la más-primaria enseñanza se juzga dominado, no es meno s
cierto que para el caso que nos ocupa resulta su alusión especialmente

- oportuna.

La "regla de tres" es el fruto que todo s alcanzamos de la teoría de la
proporcionalidad ; 'Su manifestación evidente ; la base de cualquier práctica
usual de medida. En la entraña de la regla de tres, sin embargo, está la.
ecu ación fun cional de la proporcionalidad, f (Gx)= Gf(x), de todo s conocida , .
al menos en su apariencia formal; y si no todos sí muchos, conocen la ín-.
tima relación de ella con la ecuación fun cional f(x + y) = f(x) + f(y),
Pero en esta relación todos los matemáticos (ya no todas las gentes) saben.
bien que hay bastante tema de estudio; tanto , que hasta el fondo de la,
cuestión no todos han sabido llegar. Ahora, bastará ver los trabajos dedi ­
cados a este tema por nuestro nuevo compañero , para admitir sin 9ificul-.
tad que entre los pocos que sepan casi todo lo que hay que saber sobre la
regla de tres está el Prof. RODRÍGUEZ SALINAS. Además, como se ve en lo­
que nos ha di cho , la aserción f(x + y) = f(3;) + f(y) no es sino el princi-.

n

pio del asunto. Pu es aunque la generalización al caso f(22 (Xi» no trae nada
1

esencialmente di stinto, aparece finalment e la condición de aditividad infi ­
nit a , f("'2. Xi) = 22 f(x i) que nos lleva a la prim eras dificultades.

iEl iEl

Simultáneamente a las mayores exigencias de las cond iciones planten-o
das en el problema de la medida (o, por mejor decir , indisolublement e uni ­
das con estas exigencias) está el creciente grado de generalidad y de abs­
tracción de las entidades a las que se aplica . Esas X se parecen cada vez­
menos a los puntos y otras ent idades de la geomet ría. euclídea .

No intentaré repetir la síntesis de la cuestión, que el Prof. R.-SALINAS.
ha hecho inm ejorabl emente.

Es claro que sólo en una eta pa d e ingenuidad pr e-científi ca pueden ad-.
mitirse como satis factorias, esto es. claras por sí mismas, las expresiones,
que aseguran , por ejemplo, que la lín ea es la figura que sólo tiene una di­
mensión ; que la medida de una lín ea es su longitud ; que la superficie es;
el límite de un cuerpo y el área es la medida de una superficie; con otras:
muchas de este tipo escolar . Sin embargo, el examen crítico de estas nocio-.
ne& no aportó ningún resultado cualita tivo importante hasta el siglo pasado .

Consideremos primero el caso de una línea . Una especulación sistemá ­
tica debe comenzar por pr eguntarse qué cosa es una lín ea o curva, y luego.
será el momento de pr eguntarse qué es lon gitud de la curva. Pero ocurre;
que ya la respu esta a la primera pregunta tr ae consigo novedades y sor o.
presas , que ha cen más difí cil contestar a la segunda, como vamos a ver ..

Para ganar en simplicidad , consideremos el caso de una curva plana ..
Intuitivament e apar ece como un conjunto de puntos que 'se dirían ohteni- .
dos de un hilo flexible y elástico, deformándolo convenientemente . Esto­
se traduce de modo más técnico en decir que "curva" es un conjunto de­
puntos en corresponde ncia con los puntos de un segmento. Pero también,
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y = (3 (t)x = ex (l)

'es preciso meditar qué condiciones debe reuni r esta correspondencia par a
-que la "curva" así definid a sea una entidad siqui era parecida a la que ordi­
nariamente se entinde pOI' curva. Eso mismo, di cho analíticamente, equi­
vale a representar la "curva" param étri camente mediante un par de ecua-
.ciones de la forma .

y a preguntarnos cómo han de ser estas funciones ex , (3 para que la condi­
-ci ón antedicha de parecido intuitivo sea satisfecha. Es oportuno notar que
'esas fórmulas ti enen también una in terp retación física evidente interpre­
tando el par ámetro t como el tiempo y, en ese caso, la "curva" como "tra­
yectoria" de una partícula : las ecuaciones paramétricas dan 'Su posición en
-el instante t . '

Pu es bien , si no se exigen especiales condiciones a esta corr esponden­
-cia, que es decir a estas funciones, el aspecto del conjunto de puntos que
resulta puede ser completa mente di stinto de una curva intuitiva . Un nota­
ble ejemplo lo presentó PEANO en 1890 al publicar su ejemplo de "curva"
·que llenan todo un cuadrado, en un artículo breve, de muy pocas y muy
-claras páginas , que es de los que más rápida sensación produjeron en el
mundo matemáti co, por su elegante novedad.

Antes de esto había obtenido JORDÁN un notable resultado. Si las fun­
ciones ex , (3 son uno a uno y continuas, la curva se llama un arco simple
-o arco de Jordán. Si además es ex (a) = ex (b), (3 (a) = (3 (b), la curva se
llama curva cerrada de Jordán. Esta curva cerrada ya tiene con las curvas
intuitivas una semejanza muy imp ortante, y es ésta : dividir al plano en
dos regiones de modo que no se puede ir de una a otra sin atravesar esa
línea. Pero todavía esta curva puede ser más singu lar de lo que se espera :
pued e no tener tangente en ningún punto y puede también , y esto es lo
'importante aquí, no ser rectificabl e, es decir , no tener longitud .
. Esta es , en efecto, la pregunta que nos interesa ahora : ci qué es longitud

·de una curva} Los matemáticos supieron desde siempre que este concepto
no es primitivo y podríamos decir que desde el nacimiento del cálculo in­
tegral , y más todavía después de CAUCHY, los matemáticos plantearon con
rigor el paso al límite que imp lica la definición de longitud, y también
'el método para calcularla. Sin embargo, en los siglos XVII Y XVIII, aplicaron
el método a curvas definidas por funciones "buenas" (KLEIN), es decir, que
no daban origen a las curvas patológicas, post-int uitivas , cuya existencia
'no se sospechaba antes de ' VEIERSTRASS y JORDÁN.

Por lo que hace a las superficies, los probl emas anteriores aparecen,
naturalment e, agravados. Pero ahora queremos aludir sólo a otra paradoja
'elemental , que aparece 'Sin salir de las superficies más regular es y ordina­
ias , como la sup erficie de un cilindro por ejemplo. El área, en efecto, no
pued e definirse como límite de las de superficies poliédricas inscritas cuyas
-caras tienden a cero en todas las dimensiones. Esto lo puso de relieve
SCHWARZ; esta difi cultad se vence con una definición adecuada, que el
-cálculo integra] enseña , y esa definición permite calcular el área para una
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superficie ; almenas si es lo bastante regular, sin que nos ocupemo s de
precisar más las condiciones que ésto exige.

Por lo que hace al cálculo de volúmenes, podemos mencionar una- nueva
difi cultad, puesta de relieve por HILBERT y PASCH. En efecto, así como en
las esquinas de un paralelogramo no podemos adaptar un cuadrado por
pequeño que éste sea, pero esto no implica difi cultad grave para definir
el área porque podemos fácilmente recortarlo y conver tir ese paralelogra­
mo en un rectángulo, o de un modo general : dos polígonos cualesquiera de
igual área son equid escomponibles, en cambio en las figuras del espacio no
ocurre tal cosa. La no equidescomponibilidad de un cubo y de un tetraedro
regu lar, por ejemplo, trae nuevas difi cultades a la construcción rigurosa
de la teoría de los volúmenes; y esto es ya tan al principio de la Geometría
métrica del espacio que está reflejada 'en simples textos elementales escri­
tos con rigor y preocupación: el de HADAl\IAnD , por ejemplo.

Pero las dificulta-rles que ha sta aquí hemos mencionado para establecer
el concepto y la medida de longitud , área y volumen , no salen de un plano
elemental , por cuan to afectan verdaderamente a conjun tos y figuras Ior­
madas por puntos que no difieren demasiado de los puntos y figura s ordi­
narias de la geometría euclídea ... sean ellos lo que fueren. .

No abandonemos toda vía el "punto" ordina rio que ha manejado la Ma­
temáti ca clásica . Un nuevo aumento de generalidad se consigue cuando se
man ejan conjuntos de puntos di stribuidos, no en líneas, superficies o vo­
lúm enes más o menos regulares o "pato lógicos" , sino formando conjuntos
de otros tipo s, como pueden ser, para empezar, los conjuntos de puntos
con coor denadas racionales (sea esto en la recta , el plano o el espacio).
Conjuntos que, y esto es cur ioso, no son sólo creados por el gusto arbitrario
de los matemáticos, sino que aparecen impuestos a éstos por el mismo
desar rollo natural de las teorías del Análisis matemático. Para estos con­
juntos de puntos H uede definirse algo par ecido a la medida de las líneas,
superficies o volúmenes ordinarios ? .

En primer lugar, esta nueva medida , si se consigue, debe ser tal , que­
cuando el conjunto de puntos coincida con un segmento, superficie o vo­
lumen en el sentido clásico, su medida se identifique con la longitud, área
o volumen ordinarios. Sin esta condición de permanencia la . pretendida
generalización no sería más que un juego sin sen tido. Además, la preten­
dida medida debe reunir las naturales condiciones de aditividad y sat isfacer-
a las exigencias complementarias que se impongan. .

Pues bien , el problema fue resu elto bastante satisfactoriamente durante
el medio siglo que se centra hacia el año 1900. Para no repetir una doc­
trina e historia que el pre cedent e di scurso resume perfectam ente , baste una
referencia a los nombres de PEANO , JonDi\.N , CANTOR , BOOEL y LEBESGUE, que
representan bastante expresivamente el desarrollo de esta etapa clásica de­
la teoría de medida de conjuntos.

En resumen ¿de qué entidades podemos decir que tienen una extensión;
una medida del contenido il La verdadera calida d y trascendencia de la pre­
gunta se aprecia al dejar este espacio concreto, casi físico, .de la matemá-,
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tica clásica, y situarn os en el punto de vista abstrac to y general a que la,
conferencia del profesor R.- SALINAS acaba de llevarn os. No deja de ser pa-­
radójico, y sea esta la última paradoja de que se habla hoy, que el pro-o
blema de la. medida no haya podido ser planteado en toda su profundidad :
hasta el momento en que la matemáti ca puede pensar en no considera rse
más la "ciencia de la cantidad" que di ce la definición escolástica .

Efectivament e, el pr oceso de abstracción y generalidad, que según mu­
chos es la esencia de la Matemáti ca, ha llevado de modo inevitable a la .
creación de los espac ios abstractos. El concepto de espacio abstracto es el­
de un conjunto con una estructura que generalice la noción de espacio Iísi- .
ca, pero dcuál es la nota intuitiva de este espacio físico que se ha conside -.
rada necesario trasladar a la estructura nueva para que ésta no sea una
pu ra entelequia} dEs acaso la noción de distancia p De ninguna man era . Lo,
que los matemáticos han exigido a su creación es bien leve: que permita
una genera lización de la noción de continuidad . En ese mismo momento­
pasó la Topología a desempeñar un primer papel en toda la estructurac ión
de la Matemáti ca actual. (He vacilado un poco en si sería mejor decir "es­
tru cturación actual de la Matemáti ca" o estructurac ión de la Matemáti ca
actual ; y esto es por no saber ya del todo si la Matemáti ca "es" algo más:
que su propia estructurac ión. Pero sería inoportuno prolongar estas obser ­
vaciones mar ginales). Llevados así, de un modo natural, a matemati zar un
espacio topológico abstracto, cuánto nos falta por saber sobre las ideas de­
medida, extensión y contenido. es lo que nos acaba de descubrir el nuevo
Académico en su valioso trabajo.

La Academia de Ciencias de Zaragoza , que se da cuenta perfecta de la..
importancia de las ideas que el Sr. RODRÍGUEZ-SALINAS ha aportado ya en­
este campo de la investigación, y de la trascendencia que pueden llegar a­
tener sus futuras investigaciones en el mismo, se honrará grandemente si,
puede ofrecerle una atmósfera intelectual ap ta para favorecer la elabo ra-­
ción de tan prometedora obra.

HE meno .
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OEFINICION DE HAMILTÜNIANOS y RENORMALIZACION
EN ALGUNOS MODELOS DE TEORIA CUANTICA

DE CAMPOS

TRABAJO PRESE NT ADO

P O-R

D. F R A N e 1" s e o J. Y N D U R Á 1 N

PARA ASPIRAR AL GRADO DE DOCTOR
EN CIENCIAS -FISICAS

Zaragoza, Junio de 1964.

Suinmamj

The problern of definition and spectral properti es of field-theoretical
Hamiltonians 'is analysed. Far the last , -<the question ís posed wether
lI'enorrnalisation suffices to ensure consistency of the theory for multipar­
t icle sectors. In this context, sorne typical perturbations are analysed, and
lt is shown that, under rather mild conditions, and in the absence of pair­
creation terrns, total Hamiltonians exist as hypermaximal (i. e., observa­
ble) operators; the perturbations are also preved to be regular and, in
"sorne cases, even continuous. That th ese favorable conditions ar e not yet
-sufficent to ensure the correct spectral properti es is mad e apparent thro­
ugh an analysis of sorne field-theoretical models, for which we exhihit
multiparticle scattering states without asyrnptotically free behaviour (the
continuous parts of th e espectra of th e free and perturbed Hamil tonians
-do not coincide).
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Introducción

El llamado Programa de Renormalización ha alcanzado gra n éxito . eru
la Electrodinámica Cuántica ; sus métodos, aunque formales, dan resultados.
en magnífico acuerdo con la experiencia. Queda , sin embargo, abierta la
cuestión de cómo definir, de una manera matemáticamente riguro sa y fí-·
sicamente no ambigua , objetos tales como los hamiltonianos, operadores de­
ondas o la matriz S ; Y una situación aná loga se nos presenta en la teoría
de las interacciones fuert es : de hecho, estas dificultades son caracterís ticas:
de la formulación presente de la teoría de campos . Se ha conjeturado , sin'
embargo, que , reexpresando la teoría en términos de estados monopar ti­
culares "físicos", las dificultades mencionadas desap are cerían : es de cir;
se supone que si por métodos de momento inespecificados conseguim os ha cer
la teoría consistente para los .estados con una partícula , este "a rreglo"
basta para obtener resultados positivos en todos los casos : esta es, en
términos generales , la filosofía de l "Programa de Henorm alización" . Es:
bien sabido, de todas formas, que ningún modelo realista de teoría de cam­
pos ha encontrado solución explícita; y, en el caso de interacciones fuert es,
ni siquiera podemo s esperar que los desarrollos en serie converjan, dada
la magnitud de la constante de acoplam iento (;? 1). Esto hace deseable la­
utilización de modelos "sencillos" que, aunq ue irreales, sean solubles y nos:
den , por tanto, indicación de lo correcto de la teoría.

El primer problema que se nos.presenta en teoría de campos es la de-­
finición d el hamiltoniano . Como generado r del semigrupo (grupo, si 111'
inversión temporal ti ene sentido) de evolución en el ti empo, el hamilto­
niano d ebe existir como un operador hiperm aximal. Es dudoso, · sin em-­
bargo, que pueda expresarse en términos de operadores de creación y des­
trucción enIa man era usual: d.e hecho, a veces se ha conjeturado imposib le.
En el presente trabajo se analiza este problema bajo ciertas restricciones'
en la intera cción , demostrando que hamiltonian os con las propiedades­
requer idas pueden definirse para una clase bastante amplia de perturba­
ciones . El segundo problema que nos aparece es el de comprobar si la.
renormalización arregla realmente las cosas; esto es, si las interacciones:

.de muchas par tículas pueden describirse correctamente, una vez que lo,
sean las de una partícula (autointeracciones). Tal como hemos di cho más:
arriba, tenemos que reducirnos a modelos solubles ; en el present e trabajo.
se analizan algunos de los más importantes d.e dichos modelos.
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Formulemos el problema d e un a manera precisa : Sea d ada un a situa ­
ción física - p. ej. ,: un p robl ema d e di spersión- en la cual los s istemas
(campos) qu e a pare cen puedan éonsiderarse corno asintóticamente libres.
Según esto, se ha d e verificar qu e, tanto en el pasado como en el fu turo
remotos, (t = - 00 ; t = +' (0), la d in ámica d el sis tema está gobernada
por un cierto hamiltoni ano libre, IIo . Al pasar el ti empo, las partículas se
acercan lo suficiente para interaccionar entre ellas : esto lo ex presamos
dici endo que en el in stante presente (t = O), la d inámica ' viene d etermi­
nada por otro hamiltonian o total , N = TIo + 1II , dond e III d escribe la in­
leracción. Esto nos permite d eterminar las cond iciones que deben d e cum­
plir J-1, Ho, para d escribir la situac ión d e un a manera físicam ente aceptable.
I~n efecto : escribamos el op erador evolución temporal como U (t) = e

it Il

e - itllo . Entonces el d esplazamiento d el pasado remoto (futuro remo to) al pre­
sem e, viene por la transformación U_ == lím U (t) (U+ == lím U (l) ) ; los

t-+--- oo t.:.++oo

U son los llamados operadores o matrices d e ondas de Moller : en términos
rle éstos, la matriz S es S = U+" U_o El hecho d e que U_ (U+) efectúa el
despl azamiento del pasado (futuro) remo to al presente claramente implica
TUh = U+ Il; HU_' = U: " 110 , Puesto que los únicos estados de H qu e no
son asint óticamente libres son los ligad os U+' U+ = 1 - A, donde A es el
proyector sobre los estados ligados d e H : esto es, los U+ son isometrías.

Sin embargo lo d e más arriba , que es cierto en primera cuant ificac ión.
no lo es en la teoría bicuanti íicad a : en' este caso, la aparición en NI de
té rminos d e autointeracci ón hace qu e las partícu las se rodeen d e nubes d e
cuantos virtuales (se "v ista n "), con lo que su masa cambia un a cier ta can­
tid ad (a veces infinita). El reajuste d e masas en H, de man era a obtener
Un, dond e las masas ti en en ya sus valores "vestidos " (que son los que. ob­
servamos exper ime nta lmente) es la llamada renorrnal izaci ón d e masa s;
Entonces, en vez de HU+ = U+ H,,, d ebemos esperar que se verifique
T-lU+ = U+ Hn (1 - 3); ver también (23). Por otra parte, el hecho d e tra­
ba jar en teor ía d e campos (i . e. bicuantificada) añade algo también a la
igualdad U+' U+ = 1 - A: no puede hab er estados ligados d e energ ía
inferior a la del continuo correspondiente (esto es la' expresión d el hecho
bien cono cido de que en .teor la d e campos no hay estados ligados sin o
resonancias). Esto es equiva lente a exigir que no exista continuo a la iz­
quierda de la región d e di spersión . Demostra ción: supongamos por ejem­
plo qu e existiera un estad o ligado d e las partículas A y B de energía meno!'
que ' la de la suma de sus masas. Entonces, el conjunto 'formado 'por el
estad o ligado y un a pa rtícula A muy lejos d e él, tendría , al variar la velo­
cidad de la partícula A d e O en ad elante, un espec tro continuo d e energía s.
Est e continuo d e H t endría la propiedad (físicamen te absurda) d e contener
estad os sin límite asintóti co libre.

Resumiendo , las cond iciones que d eben de cumpli r lI , Hn (dejando
a parte invariancias bajo simetr ías, que no ti enen influen cia en "n uestro
a nálisis) son:

II .L. Tf* , [TlJ = u«, [.<DI;J = 8t

Il n.L. Il* ; [UnJ = H~; [.<DHnJ = 8t
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(1.2)

(1. 1)

(1. ii)

['V,I,(P), 'vj, .(q)J+ = (5 (p- q)

[ <pn' (k), <p:, (I)J = (5 (k- l)

u, = 2',~~/=lJ 'V~/ (P,I') '!'AI(P,I') W ,I'(PA,) dPAI +

+ 2', ~/=lI <p~/ (kn') <pw (kJII) roW (kll ·) dkw

Donde ,!,~ / (PA,) crea su fermión A' de momento PA' Y '1' ,1'(PA) lo destruye
(y lo análogo <Pt (I,w), <p w (kn,) para los bosones). Las reglas de conmuta­
ción son las usuales,

Sean dados los campo s Iermiónicos (resp : bosónicos) A', A ' = 1, .. ., A
(resp : B' , B' = 1" ... B) Y sean M A'([1.n,) sus masas, W,v o» (ro nI (k)) sus
energías . La única restricción que impo ndremos en las fun ciones W (p),
<D (k) es la de ser convexas (1) ; decimos que { (x) es convexa si { (x + y ) ::::::,.
::::::,. { (x) + { (y). Es claro que además MAl = W nl(O) ::::::" O, [1.nl = ron,(O) ::::::,. O.
Olvidándonos de variables discretas, que no influyen en nu estro aná lisis,
el hami ltonian o libre para el sistema considerado será:

el resto de los conmutadores y/o anticonm utadores anulándose. De hecho,
'Ij.', '!'''', <p, <P"', . .. deben ser considerados como distribuciones operador va­
loradas dando la rep resentac ión irreducible y con vacío, [O'>, de (1.2) en
un espacio de Hilbert separable, 5t ; Y es en este sentido como las mane­
jaremos ( (14), (26») . Consideremos ahora perturbaciones de destrucción.
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1. Existencia e hip ermaxunalidad de lI arnillonianos.

do nde A* es el operador adjunto de A, [A J la clausura d e A, 0 '1 es el do­
minio de defin ición de A y [0 AJ su clausura . 5t es el espacio de Hilbert
de .los estados físicos - i. e., normalizables- y el símbolo A L A* signi­
fica que A"" pro longa a A . La segunda cond ición es la existencia de U con
las condiciones requeridas. Es fácil ver que la condición necesaria para
que esto se verifique es:

donde (jo (A) denota la parte continua del espectro de A, multiplicidades
incluidas. Escr ibiremos (1. ii) ta mbién como JI rv lIno

Discusión : (1. i) simp lemente expresa que 1I, ITn representa n observa­
bles (la energ ía), y, por ta nto, son operadores hiperm aximales (esto es,
'esencialmente autoadjuntos) : ver (24). En cuanto a (1. ii) indica que todos
los estados del continuo de JI son "físicos", y, por tanto, podemos conectar
H, Hn por medio de los U. Claramente , para estudiar (1. ii), un análisis
d e cerca d e (jc (l!) es necesa rio .
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(
a+a ) ( l3+b )

O {2" O j-;:'

1.3)

(1.5)

Pea) == ~ PI" ' " n. } , dp(a) == dPI.. .dPa,

( 1jJ' (p») a == ~,¡ ' (PI)' " 1jJ: (P.) ,

V =Jv (p(a) , k \B) ; p;a) , k~b » (1jJ' (p)) a (<p ' (k) )'3 :

. (1jJ (P')). ( <P (k') )b dP(a) dk (B) dp' (a)dk~b)'

<I> siendo antisimétrica. en q's y simétrica en k 's. Operando formalment e en
I <I> > con V, V' obtenemos :

V I <I> > ee' 1'1' > es: 'lf (P(al ; k\B) , q (i-a) , I ( I - b) =

= E NJv (p (a) ,k(B) ;q¡-a+l , , q¡ I¡_b+l , .. " 11)

<I> (q (i) , IU) dq¡_a+l dq¡ dl¡_b+l ' .. dll

V' I <I> > = I'!J' > ~ 'lf ' (p (a )' k (b) ;, q (i-a) , lu- m) =

= E' N' J 1j. (q¡-a+l , .. . , qi Ij - B+I, ·· · , 11 ; Pea) , li(b)

<I> (q(i) , I(i) dq¡_a+l" .dqi dl¡_8+1 ' • • dl]

Denotemos por e al conjunto de vectores de la forma

I x> = Jdq(i)' di (1) X(q (j) , IU» (1jJ'(q»)i (<p' (l») }

I <I> > == I dq (i ) di U) <I> (q (i ) , Iu» (1jJ' (q») i ( <p" (1)) 1,

, ,

donde E, E' son proyectores que aseguran que 'lf , '1" tienen las propiedades
de simetría debidas, y N, N' son números (que no dependen de la forma
fun cional de <I» y de la forma

donde

y lo aná logo para el resto. Gracias a (1.2) podemos conside rar a v como
una función simétrica en k's y antisim étrica en p's. Consideremos también
la perturbación V' es: v (p'( ) ; k' ; P ) ; k (b' t, el aster isco denota ndo com-

a ((3) (a )

plejo conjugado. Notemos que V' es formalmente adjunta de V. Sea ahora
I <I> > E ge definido por la ampli tud <I> (en símbolos, I <I> > ~ <I» 'como
sigue:

creación, V, definid as a través de un núcl eo, v (en símbolos V ~ v) como>
sigue:
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las 7. siendo fun ciones contin uas de soporte compacto, y sea e la vari edad
lineal expandida por C. Ento nces (ver, p , ej. , (14) , (25), (26» [e] = ge ;
si d efinimos lID 'Sobre e y, por prolongación lineal , sobre e, se convierte
en un operado r hipermaximal . .

Cons idere mos, por otra parte, la siguientes posibles propi edades de v
(deberá notarse el pa recido d e c. 1-3 con las condiciones d e (15) ; las nues­
tras son un a re stricción d e aquellas de manera a obtener resultados ade­
cuados a nuestros propósitos) :

c. 1.- 11 v II p (a) . " (/J) < + 00, v localmente d e cuadrado integrable.

c. 1'.- 11 v II p ' (a) . '" (b) < + 00, V localmente de cuadrado integr able.

c. 2.- 11 v 11 < + oo,

( 11 t (x , y , ... z ; u, V , . .. t) II.C,U....== +VJ 1t 12 dx dy dz =

= (11 t Ilx. u... ) (u, v, .. .t); 11f 11 == + 11 t (x, y ,.. .z; 11, u, .. .t) IIx• v z;u, v... .t)·

En el caso d e que la interacción sea invarian te ba jo traslaciones en el
espacio, esto es, que conse rve el momento total , podemos sepa rar un a
fun ción 15 fuera de v, escribiendo v (p (a) , k (/J) ; p'(a) , k~b ) = 15 ( ~:'=l Pa' +

a b

~~'=l k ¡¡o - ~ p' - ~ .k~,) v red Y llevar a cabo un a d e las in tegraciones
a'::! b'=l

en (1.3), de manera que vred sólo d epende d e el + {3 + a + b - 1 variables.

c. 3. - (o; + {3) (a + b) =/= O; Iv red l L. V o con u, dependiendo sólo en
Cl + {3 + a + b - 2 var iables y livoll < + oo ,

Nota: el'> muy posible que c. 3 pueda sustituirse por la siguiente con­
dición menos restrictiva: V red sea de cuadrado integrable respecto a todas
las var iables excepto un a (p . ej., sea esta Pa)' y Ilvredllp(a_l); "(/3); p' ~a); " '(b )

creciente no más rápidamente que W a (p) . Aunque los ejem plos que co­
nocemos apoyan di cha suposición , no hemos pod ido encontra r un a prueba
general; según esto, trabajare mos siempre con c. 3. (ver, sin embargo, (31»)

Dad as c. 1-3. se t iene lo siguiente :

Lema 1.1. - Si c. 1 es válida , l' 'est á definida sobre e; análogamente
con c. r y V' .

Lema 1.2.- Si c. 2 es válida, V, V', están d efinidas sobre e y, siendo
formalmente adjuntas, so.n cerrables (14). Además,

lI '1' l! L. N IIvll • 1I tI>11, 11'1" 11L. N' Il vll • 11<1>11.

Lema 1.3 .- Si V, V' conservan el momento y-c. 3 se verifica , ambas
están d efinid as sobre e y, además,
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Demostración: Lema 1.1 es trivial. Demostremos los otros dos : para
'Probar el Lema 1.2, basta tener en cuenta que, gracias al teorema de Fu­
bini, (25), <P es de cuadrado integrable en q¡-a+1" '" q¡, li- 0+1"'" li para
'casi todo valor de las demás variables. Apli cando la desigualdad de
Schwartz a (1.5),

:I 'P' 12 L ~{J I~ 12 dq¡- a+I" .dq¡ dli-b+1" .dli } {J I e:12 dq¡-a+1" .dq, dli-b+1" .dli}

Integrando , 11 'l' 11 2 L N2
• I! V 11 2

• 11 <P 11 2
, Q. E. D. (La demostración vale

'COn cambios obvios para 'l" , V').
En cuanto al Lema 1.3 , demostremos, p. ej. , 11 'l' 11 L N 11 u, 11 •·!I<P II :

.j 'l' (p (a) ' k (,8) ; q (i-a) , 1(i-bl L ~ IJ V red (p (a) , k (,8) ; q¡-a+1 q¡, li-b+l' .. Ii)·

• <P (q(¡) ; 1(i-1); ~~ Pa .+ ~~k B' + ~~-a+1 (- q¡,) - I¡-b+1 - -li)

dq¡_a+1.. .dq¡ dl ¡_b+l . .. dl¡-112 L N2 {J !Vredl2 dq¡_a+1... dq¡ dl¡-b+1 ... dli-1 }

{J I<P 12dqi-a+I.. .dq¡ dli-b+1 ... dl¡-1}L
~ N2 {J IVo (Pa-1; k (,8); q¡- a+1 · .. q¡, 1¡-b+1" .1;_012 dq¡-a+1" .dq¡ dl¡_b+I. .. dl; }

.{J \<p!2 dq¡_a+I... dq¡ dl;_b+I... dlj-I } ,

donde hemos utilizado la desigualdad de Schwarz (lo que se puede lH;wer
gracias a los teoremas de Fubini (25)) para obtener la primera mayoraci ón;
y c. 3 (suponiendo , para fijar ideas, que IVred (p (a ) , • •• ) I L u, (p (a-1), ...)) pa-
ra la segunda mayoración. Integrando ,

.I1'l'W L N2J dp (a-1) dq (,8) {J!va (P(a-1) , k (,8) ; ql-a+1'" q¡, IH +1.. . I¡_~) 12 .

. dq¡-a.+1 . . . dq¡ dl;-b+l'" dlJ-l }{Jdpa l<P (q(¡) , I(j-l) , ~~ Pa' +

+ ~~ k wq¡-a+I-"') 12 • ;i q(¡)dl (1+1)} = IlvoUZ 11<p 1I2 ~.

El último paso lo hemos podido hacer gracias a que los teoremas de
Fubini nos permiten escribir

= Jdx 1<P (q (i) , I(j-l ) , xW
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con lo que la demo stración de la primera parte del Teorema está termina­
da. La demostración de la segunda parte (H[ lineal en operadores bosónicos)
es análoga a la hecha.

luego

Ahora bien ,

R El'IST ,! DE I••! A C,lDE .lll.! DE CIENClilS EXA CTAS, FISICO-QUIMICi!S y N,!TURM .ES

para casi todo 1q (i) , l (H ) f, con lo que

Una perturbación, H, == 11 + V' se dice regular si existen ao , b, (in ­
dependient es de I <P » tal es que Il ll[ I <I:> > 11L e, Illep>11 + i ;11u, I <I:> > 11,
para todo I <I:> > E e (9) ; claramen te, basta probar la" desigualdad para
I <I:> > C. Denotemos por ve! a v Ó v" según estemos en c.2 ó c. 3 ; Y escri­
bamos A == 11 ve! 11; A es proporcional a la "constante de acoplamiento " . Se­
tiene,

Teorema 1. - Si los resultados del Lema 1.1 son ciertos y v es real,.
11 = Ha + Il, es extendible a un operador hip ermaximal.

Teorema 2. - Si el Lema 1.2 ó el Lema 1.3 es cierto; si II[ conserva.
», == ¿;1'=1 NA' (Np denotando al operador "número de partículas P" ),
esto es, el número de íermiones es constante en el tiempo; si mín ¿ {¡.LB' f>
> O; Y si H[ es a lo má s hilineal en operadores bosónicos, entonces 11[ es.
regular, y si A es suficientemente pequeño la perturbación es analítica . Si,.
además 11[ es a lo más lineal (en vez de bilineal) en los operadores bosó­
nicos , la perturbación es analítica para todo valor de A. Los mismos resul­
tados valen si sustituimos en lo de arriba bosones por Iermiones y viceversa.
Remarquemos, finalmente, que el teorema ha de entenderse válido sobre­
cada sector corr espond iente a un número fijo de las partículas (Iermiones
o bosones) conservadas. En cualquier caso, debido a un conocido teorema
sobre perturbaciones regulares, 11 == Ha + H, es hipermaximal.

Demostración: El Teorema 1 es consecuencia directa del Lema 1.1. y'
de un conocido teorema de von Neumann (10) sobre. operadores simétricos:
reales. En cuanto al Teorema 2,gescompongamos flt como EB~"=l geF' (el
símbolo EB significa "suma directa de subespacios"), con NF = F' sobre
a; (hemos tomado el caso [Np , HJ = O; el [NB , IIJ=O es totalmente-
análogo). En cada geF" tomemos I <I:> B' > !::>!.. <I:> B (p(F' ) ' k (B ) arbitrario;
( 1 <I:> B' > Een geF,) ; según Lema 1.2 ó 1.3 y utilizando la notación x=­
== sup 1(N + N1! B2 f, que es Yo < + 00 gracias a las propiedades de N >­

N',
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2. A plicación a algunos tipos eoncre ros de interaccion es

~.2 . 3}

(2,2» -
u, .; J dp lP V' V +J'dq º N" N +J dk 00 a' appp qqq kk"

HI = AJ dp dk g (p, k) {V: Np _ k al, + ,h. c. }
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lIo .= ~.~~l J(ip w~ (p) '\jJ: (p) ·'\jJ v (p) + clk 00 k a:ak

tt, ..= ~~~>v J dp 'dk Yv(p, ' k) .~ '\jJ: (p) '\jJ '+1 (p~k) ak + h~. c. }

') ."
~. 111..

2. ii.

ITo = J dp W~ ,~; IJ!p +:J dk OO ¡, a~ al' .

l1I = AJ dp dl{ g (p, k) '\jJ ~+¡, 'ljJp {a ~ + a _k }

(el campo escalar). Aquí [N" , Il ] = O, luego si g cumple c.3, H cae dentro.
del Teorema 2, segunda par te.

(el modelo de T. D. Lee) ; h . c.significa "hermítico conjugado" de lo que­
pr ecede. Si IIgetll< ' + ' 00 obtenemos un resultado más fuerte : debido a la
cons ervación no sólo de Q== N; -l-'NN' sino también de R == N«,+ Na, se si- ­
gue que HI no sólo es regular, sino continua ; la d emostración es análoga ,
a la del Teorema 2, y el resultado también ha de entenderse sobre cada'.
sector con ·un valor fijo de Q y R. -

El mismo resultado es válido si Il vl\ < + '00 en el caso

'111 = J dp dq dk v(p, q, k) { V:Nq ák + h. c. }

Los resultados del # precedent e nos dan un método muy potente para .
el estudio de Hamiltonian os en teoría de campos. En efecto, si por algún.
método eliminamos la creación de pares, la. ma yor par te de las. interac-·
cione s (con "cut-off") caen d entro del Teorema 2. Investiguemos efectiva­
mente algunos modelos concretos . En todo lo que sigue a, <p, . . . denotarán.
operadores bosónicos ; '1', N, V, t., . ..- id . fermiónicos; 007, = \1 ¡J.2 + k 2 y,.
finalm ente, g representa V rcd • '\jJp, <pp,' " repr esentan ,~ (p) , <p (p),. .. .

Nota : las condiciones de los Teoremas 1.2 parecen difíciles de mejorár ;:
de h echo , A. Galindo (6) ha. demostrado construyendo explícita mente con-o
traejemplos, que condi ciones ligeramente más generales que c. 1-3 inclu-.
yen per turbaciones " pa tológicas'' .
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(2.4)

Ho = J dx : ",' ex) {iZ p + f3 MO} 1jl (x) : +

_ 1_ J dx : TI (x? + (\7 <p (xJ + [J.2 <p (X! :
2

REFIS TA DE L,[ ACA DE.llIA DE CIENCIAS EXA CTltS, FISI CO-QUI.lIlC,tS y NATURALES

3. - Espectro de enerqias de algunos modelos simples

Queremos ahora pasar al estudio efectivo de los espectros de H, HR ·

-E5to es, queremos investigar si (1. ii) se verifica. Haremos el estudio de­
'tallado de los modelos 3. i , 3. ii Y algunos comenta rios sobre los 3. iii ,
I V. Remarquemos que es gracias a los resultad os de los # # 1,2 que nu es­
'11'0 trabajo t iene sentido : el que los Hamiltoniano s sean hipermaximales
'sobre e nos permite llevar a cabo el estudio d e (J (l1), (j (llR) con toda tran­
-q uilidad y rigor. Para entender lo que esto sign ifica , citemos lo siguiente :
-el espectro de un operador no hipermaximal (aunque formalmente sea
-autoadjunto) ti ene la propiedad , absurda para un Hamiltoniano desde el
-punto de vista físico , de llenar toda la recta real (11).

Antes de entrar en el estudio detallado de los modelos en cuestión de­
bemos de cir unas palabras sobre el significado de lós nú cleos g (p, k) (Vred) '
reduciéndonos por comodidad al caso de una var iable, g (k). Sab emos qu e
'la manera usual de escribir interacciones relativísticamente aceptables es

/\.
por medio de acoplamientos locales. Si f (x) es la transformada de Fourier

-de f (k) == C g (k) .j (J) k (el símbolo 1\ denotará siempre transformación de
_ Á

Fourier , que también escribiremos a veces como {f: f = {f f), entonces
Á -

f (x) mide la región sobre lo que la interacción tiene lugar. En un acopla -
o j\ -

míento local , f (x) = ' o(x), i. e., g (k) = C/ .j (J)k , Y nu estros resultados pier-
-d en su sent ido . En este caso, sin embargo, es fácil ver que el desplazamien- ,

{ modelo de Chew-Low. Las notaciones son las usuales ; ver p . ej. el libro
-de Schweber (2). Las fr ecuencias tomadas al definir "', "," en III lo son de-
-manera a evitar creación de pares, Entonces, NF = constante, y el Teorema
-2 se veri fica si las transformadas de Fourier de las g's cumplen c. 2, 3.
'La teoría sólo requiere invariancia CP: si pedimos ade más invariancia de
.isospin , será Al = 1.2 = o.

.') '-
' ~ . n .

«el modelo de Ruij grok-Van Hove), Aquí las sumas han de entende rse en el
.sentido del álgebra de los enteros m ódulo no· También aquí ~~~l N,¡,v =

,= const. , y el Teorema 2 vale si IIg \' el 11 < ¡+ oo.
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ge = E9:'=o gen' ,N", = n sobre gen

es invariante bajo H, Ha. ' Demostremos que aunque l/l'Vffa sobre ge~ y ge1 ,

no es H I'V Ha en general. Para ello definamos (Greenberg & Schwever,
ver (2»).

TIo=Mo",- '1' + Jdk Ol" ak - ak , ll¡=)" ",- '"Jdk g (k) {a k + ak - }

( nucleones fijos) ha sido completamente resuelta y referimos a la literatura
( 16). Llamamos la atención sobre el hecho de que, debido a ser ",2 = ",'2 = °
Y ["', ",-] = 1, N", es un proyector: no más de un nucleón puede estar pre-
sente .

La segunda versión corresponde a los Hamiltonianos (2. 1), con
N", = J dp "'; "'v ' W; == Mo, g (p, k) = g (k). Las masas desnudas y vestidas

de los "mesones" (partículas a)- coin ciden , mientras que se ti ene Ma =
= Mo - ),,2J dk Ig (k)12 para los nucleones. Como [N"" TI] = 0, la des­

composición

~ . i.

Consideremos tres versiones del modelo del campo escalar . La primera ,
caracterizada por los hamiltonianos

to del espectro es infinito, y 0 n n o; = loO> e», n 9)IIo = 0, si admi­
timos creación de pares) (Van Hove, (23); ver también (2), (16») . Podemos
.evitar esta patología , en un cierto sentido al menos , dejando fijos a H¿ y

A
H, Y variando H; de manera a compensa r el límite t (x) -+ (5 (x). Se supone ,
e n este caso , que las relacion es que son cier tas para t (x) fini to queden
válidas en el límite. Aparte de los difíciles problemas de principio que esto
plantea (cf. la discusión de la observahilidad de la ma sa "d esnuda" por
ej. en (2»), hay ejemplos explícitos bien conocidos que prueban que la su­
posi ción no siempre es correcta; las patologías que ap ar ecen en el mod elo

-de Lee cuando g -~ ~ han sido extensivam ente discutidas (ver, por
v Olk

ej . (12), (19-22») . Como nuestra tarea no concierne a estos problemas , con­
sideraremos que siempre I! g (k) JI < + oo. Alte rnativamente, podemos jus­
tificar esta elección suponiendo que las partícula s no son simples, sino que
están vestidas por interacciones diferentes a la considerada; estando, pues.
rodead as de una nube de cuantos virtuales descrita (fenomenológicamente)

A A
por t (x). Esto implica que 11 t (x) JI < + 00, con lo g llena nu est ros requ eri­
mientos.
. Para terminar, notemos que la invariancia de H frente a .rotaciones
·en el espacio requiere g (k) = g (Ik!) y que la invariancia de H frente a la
inver sión temporal, implica que g es real. Estas dos 'últimas cond iciones,
que supondremos por sen cillez verificándose, no son esenciales para nues­
tro análisis, y nuestros resultado s pu eden fácilmente arreglarse en el caso
de que fallaran.



(3.2)

Pero

, - - { J Ag (k)lJ = exp. - rlp dk 00"

Expresando II en términos de los a', i ,

H =Mn J dp x/ Xp + J dk Olk a~; al' +

A3 J d d dk Ig (k)3 I • • -+ p .q 00,: Xp+,: X b z, xq+f;'

• - U • U- l d ' - U • U-l
i , = '!'p , al' = a" , .. .

-140 -

En esta 'representación los campos a' , X están totalm ente desacoplado s,
y hemos reducido el problema a estudiar (Lii) para

REYIST,l DE 1",1 ,1C,lDEMI, 1 DE CIENCIAS EJ01CTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Clarament e, 11' rv H'¿ sobre 9(0, 9(1 ' Sin embargo , 11' rv H'¿ falla en ge­
nera l.

Demostración: 'sea I <I> > ~ <I> (PI' P2) , I <l> > E 9(2' En vez de considerar
TI' I <I> > , transformamos por Fourier , y consideremos fT H' fT-l fT I <I> > ;

/\ /\

esto, en términos de amplitudes se reduce a fT I <I> > ~ '1> (Xl' X2), fT H"
" " J I g (k) 1

2

fT- l = H", = Mn - A2 G (Xl -~)' con G (x) = dx e-l b

00"

el espect ro de un operador que, como H; se reduce a multiplicar por una
función, es el recorrido de dicha fun ción. Como el recorrido de Mn - Aa
/\

G (Xl- ~) es un segmento, y como (j (H",) = (j (lI'), obtenemos (jo (H') =/= Oc

(H'n) en 9(2' Esta situación , muy conocida por los matemáticos (cf Weyl
y van Neuman , citado en (25») , es, creemos, encontrada aquí por primera
vez en teoría de campos ; bajo la acción de una perturbación , sin importar
lo pequeña que sea )" un punto infinitamente degenerado se convier te en
un segmento.' '

En la tercera versión , los Hamiltonianos son los (3.1), WO l' inespecifi­
cada por el momento. Análogamente a la versión anterior, nos basta estu -

diar tr, = J W px:XI' dp, tr = 'Hn' + 'A2 J dp dq dk g' g. X;+f; X; t., Xp+I
" ,

00"

con cambios de notación obvios. Es digno de notar lo siguiente : tanto en
esta versión como en la anterior, la transformación U: H¡ -r U H, U:' se­
para H, en dos partes. Insertando la prim era en Ha, obtenemos .H'j¿ y nos
quedamos con H', =11'- H'n que, utilizando argumentos similares a lbs
de 2. ii es fácil probar que es continua incluso para acoplami entos lscales.
En este caso, pues, el procedimiento de paso al ' lími te g (p, k) -r e J

I .JWp W p+k OOk des crito al principio del presente #, pued e llevar se a cabo.
.;-, También en esta vers ión es H' rv Il'¿ sobre 9(0' 9(1 ; es' fácil pr~bar , ' sin

embargo, que JI' rv. H'71 falla si A es suficientemente grande. '
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'que en el caso

W p = M , Q q == m da M = u,_ f dk I g (k) 1

2

m + ffik-·M

-(Los superíndices d, b se refieren , respectivamente, a objetos renormalí­
zados ("dressed"), no-renormalizados ("bare"») .

9C == EBoo C1P R 9C Q 9Cr, q=O cJL r• q , = l' en r. q , = q en T. q

Mucha atención se ha prestado al mode lo de T. Lee (T. D. Lee, (18», de­
bido a ser a la vez "simple" y presenta r aspectos propios de teoría s más
'complicadas (ver Conclusiones) . También aquí consideraremos tr es versio­
nes.

Las característi cas comunes a las tres vers iones son las siguientes : la
d escomposición

VJi.FlNlOlON DE II AMIL7'ONI ANOS

-es invarian te por lIn , JI. El modelo describ e la interacción de do s nueleo­
nes, N y V, con un mesón , e, de forma que la reacción V~ N + e es
jiermitida, mientra s N~ V +O está prohibida . Posibl es in terpretaciones
de la teoría son identificar V (---'-> P± , N -<---+ n, 6 'f--7 rr± Ó V -<---+ Ni'

N (---'-> N ! ' e~' 'lt
0 (l (re") = -l-' 1) ; N H representa un nuleón con espín

t '. I . Esto no da una idea de las limitaciones del modelo : despreciam os

la existencia de la partícula eque haría la reacción .v +'e~ N posible.
, Se tiene I o» = I Ob », !ed > =' Ifl », I!Vd > = INb », i. e. , ¡J.d =
'= ¡J.b _ ft, m~=m~ =m N , pero IVd> =F IP>, y

Demostración : la ecuación de autovalores JI' 1'1> > = E I <I> > se. reduce
8 la )..2 f j Ig (p, k)12 '1> (PI- k , P2- k) J ffi k (E- W - W )f dk = '1> (Pi; P2),' cu-

Pi 11:

yo operardor integral es esencialmente del tipo simetrizable y de Hilbert­
Schmidt . (30). Como su norma tiende hacia O cuando E -7 - 00 y hacia
+ 00 cuando )..2 -7 + 00, res ulta sin 'más (25) que (JI - E) I<I> > = O tiene
solu ciones normal izables para, al menos , un E < 2 'AfR • Estas soluciones
'repr esentan estados ligados, en 9 ( 2, de energía inferior al cont inuo, Q.E.D.

Aunque no sea. HRrvIl, parece probabl e que al menos se de el resultado
más restringido siguiente : «o (Hn) e úc (JI). Esto puede int erpretarse como re­
flejo de que estamos trabajando esencia lmente con potenciales, y por tan to,
no estamos en auté ntica teoría d e campos. Si, para ser consecuentes, to -
mamos para W p = v (M2

n + p2
) la aproximació n no relati vista, WI'= Mn+

p2J2 'Afn , el resultado mencion ad o más arriba puede, probarse sin más que
-aplicar, con cambios triviales, el método de Kuroda (3).

·3. ii.
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La condici ón de estab ilidad, que asegura que la partícula' V no se des­
integra espontánea mente es M < m + ¡.¡. ; siempre supondremos este caso.
Discusiones de la estabilidad de la partícula V pueden verse en (2), (12).

1) Aparte de estos aspectos comunes, la primera versión presenta las
siguientes particularidades: debido a las tres reglas de conmutación, s610
los sectores con Q L. 2 contienen vectores no triviales. En estos subespa­
cios es fácil comprobar que HI se anula sobre 9(r.2; evidentemente, esto
ya implica el fallo de II '" JIR , ya que ¡lID=/= illR • Esto puede, sin embargo,
arreglar se si, en vez de los Hamiltonianos arriba descritos, consideramos los

IJ' = ' llR + H'I
[J'¡ == {[JI + JIo - llR} A.

A es el proyector sobre los subespacios con Q =/= 2. . Si h, (k ,n)) es una base
ortonorma l cualquiera de V (R3n),

A = 1 - 2;:"'=0 2;;:'¡'=1f dk (n) dk'(n' ) h¡ (k( n) h ¡, (~n) '

. N· V· (a;)" lO> < 01(a') n,VN.

- Nos basta , pues, con estudiar los sectores Q = 1 (Q = O es tr ivial).
Estos son aná logos en las tres vers iones y los estudiaremos más tarde: si-
multáneamente . .

II) La segunda versión (Kall én y Pauli, (21») está caracterizada por los­
Hamiltonianos (2.2) con Wpo == M o, Qq == m . Puede verse por comproba­
ci ón directa que la magnitud de m no influye en los resultados; según
esto, simplificaremos el álgebra escribiendo m = O. Si ahora definimos
las funciones h (x), ¡ (x ) como sigue,

h (x ) == x -Mo- P. P. f dk Ig(k)12, ¡ (x) == h (x + 'íl1)
x -m"

es fácil comprobar que h (ilI) = '((O) = O, lím y (x) = ± oo,
:>:-+00

Pa semos a la discusión de (j (H) ; comencemos por los sectores Q = 1
Y tomemos por sencillez el caso R = 2, los casos R > 2 siendo completa:
mente análogos (en la di scusión de los espectors haremos uso, sin noticia
explícita, de la condición de W eyl (25») .

Un vector arb itrario, 1'1> > E 9('4 1 se puede escr ibir (1 el> > !:::L { <jJ, 'IjJ} ).

1'1> > = {J dK dk' <jJK (k) V~_I" a:,+

+J d K dk' dk" 'IjJ K (k' , k") N~_"'_I'" a;" a;'" } IO>

Sea E rea l. Si definimos I :=; > == (H - E) I '1> > obtenemos para
I z > !:::L {s, 1]} las ecuaciones

......... 142 -
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(3.6»

(3.5b),

E- m - m
1~1 k"

"t)K (k', k") = (m" , + mk ,, - E) "'K (k' , k") +

+ ~). { g (k,) <¡JK (k") +' g (k") <¡JK (k,) f.
2

x g (k,) <¡JK (k)+g (k") <¡JK (k,)"'K (k' , k") = - --------­
2

Distingamos tres casos :

A) M + [J. L. E < 2 ft ;

B) E> 2 ¡J. ;
C) E < M + ft .

A) E E (jc (ll) .

Demostr ación: tomemos

con lo que 'l] == O. Inser termos en (3.5a) Busquemos soluciones de paridad:
negativa , P <¡JK (k) == <¡JK (- k) = ' - <¡JK (k) ; (3,5) se reduce a '( (M +mk-E)
<PK (k) = - SK (k), y basta tomar las ljlK(k) tales que su soporte tienda a con-.
centrarse en el punto Ik I = .¡ (E - M'j - [J.2 .

B) Aquí además de la solución de A) existe otra: consiste en tomar­
ljlK == 0, sr:: "'K (k, 1) = '- "'I{ (k, J), Y el soporte de '1'K (k, 1) tendiendo a con-o
centrarse en la curva r: mlki+mlz l = E.

Aunque en la literatura se supone la ecuación de autovalores H 1<1> > = .
= E 1<1> > no soluble exp lícitamente (d. Kallén y Pauli , (21» nosotros.
hemos encontrado distribuciones representando ondas estacionarias de pa-·
ridad negativa que la resue lven . Denotando por 1" a IrJ, por Gr a sus varia­
bles angulares y por g. (e) cualquier función impar (par) de 1", las solu-­
ciones son (suprimiendo el subíndice K) :

Podemos considerar a la primera como representando 1 V e>d, Y la­
última como 1 N ee>d.

C) Tomemos '1' dada por (3.6), y sus tituyamos en (3.5a) ; calculemos..
< <1> I H - E 1 <JI .>, después de sustituir Mo por su valor : .

< <I> IN-E I<p > = J dK ~.k dl ljl K (Ir) { (M+mk-E) (1 +

I g (1) 1
2 ljlK (~) , ) _ ).2 g (k) g (1) ljlI{.(I) }

(m + m¡- M) (m +m¡, +m¡-E) m+mk+<n¡- E

ljl (k) = o( Ir - .JTE - AfJ-- 112
) g. (G¡,), en el caso A)

y en el B) la misma y la

'" (k', k") = o ( { k', k"}) E r )· g. (G,)g. (G",,) .
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Tomemos <PK (k) = g (k) . <P'K (k) ; obtenemos

< <I> IH - E I<I> > = f dK dk dI g (k) <P'K (k) . { (M+ Olk - E) g (k) <P'K (k) +

-+ ),? (CM +Olk- E) <PK (k) , _ <PK (1) ) g (k) Ig (1) !~ }
" (m.+ 'Ol¡- M) (m + 'ook +:oo¡- E) m. + Ol¡, + Ol¡-E

(3.Sa)

'con lo que obtenemos para ; , 1],

;K(q') = (Mo- E) qJK(q') + 2 f dk g (K- q'- k) 'i'K(k ; q')

"fJK (q' ; q") = (Ol K_q'_q,, - E) 'i'K(q'; q")-

1 "
- 2" ~ g (K - q' - q") ( <PK(q') - qJK (q"») f

Distinguimos dos casos: A) E:::::,.. !J.; B) E < ¡t.

A) No parece dificil mostrar una serie de Weyl; de todas formas no
~10 haremos ya que B) basta ' para resolver la cuestión de la validez de
.-(I. ii) de manera negativa.

B) Tomemos

'i'K(q' ; q")= g (K- q'--q") ~ <PK (q)-- <PK (q")f /2 ~ Ol K_q'_q" -E},

'é insertemos en (3.Sa). Con esto, "fJK (q'; q") == O y bast a buscar <P resolviendo
-asint óticamente la ecuación

y basta tomar <p'K (k) = <po(K) · . 1 , para que, d ebido a la condición
M.+ Ol¡,-E

de estabilidad, el coeficiente de ),2 sea negativo para algún E, < M + p..
Tomando ahora ).,2 suficientemente grande, < <I> I II - e, I <I> > < O; esto
es, (I.ii) falla si ).,3 es suficientemente grande.

Podemos interpretar lo que ocurre como d ebido a la apari ción de UI)
-estado ligado V - 6. Por otra parte, se puede demostrar que ningún punto
-a la izquierda de M +' ¡t pertenece a (jc (JI) , si ),3 es suficien temente pequeño.
-La demostración es un caso particular de la vers ión tercera , y no la har e-
.mos aquí.

Sector es Q :::::,.. 2, R = 1. Nos restringiremos al caso Q = 2 ya que, "como
-antes, los Q > 2 son comp letamente análogos. Sea 1 3 > == (ll- E I '1> » ,
! 3 > ce ~ ; , 1) f ; I <I> > E fJC 2. 1, con

"1<I> > =fdq' dK m (q') V' N' +J dq' dq" dK 'i' (q" q") a- N' N' } I O>"t'K K-q' q l K, K-q'_q" q' s" I '
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Gracias 'a las . propiedades de la transformación de Fourier (13), A(r , E)
e s continua para todo r y para todo E, E < ¡J.. Se tiene :

(3.9F~
"JI:. - !'R

h (E) crK(r) + A(1', E) lJlK(-r) = O

4 ~ 1+00

k I (k) 1
2

c on J.. (1', E, '= - - ,- E g sin (k r) dk.
1 o - 00

"

1 1+00 k~ dk \
Lema3.1. lA(O, E)I= , 4"1t o E-ffi

k
> O; A( ± 00, E) = O.

Lema 3.2. 1h (1'tf) I = O; 17i (E) ! - >- + 00 si E -+ - oo,

Lema 3.3. Existe E.tal que E<M yl A(O, E) I :::::,., I h CE) ¡, si E> E;
~ ímE-+_oo ~ sup , lA(r, E) I } = , O. '

'Lema:3.4 -Existe 100 L. E tal que sUPr IA(r , E) I < Ih (E) l. 'Si E < Eo •

Demostración : los Lemas 3.1,2 son inmediatos si consideramos la forma
d e las fun ciones h (E) Y ), (r, E). Los Lemas 3.3,4 son consecuencia directa
d e los anteriores.

Lema 3.5. La curva Y2(r) == IA(r , E) I y la recta, Yl (1) =¡h(E)1 no se
c orta n si E < Eo ' Por otr a parte, para tod o E L. E < ¡J. existe al menos un
'!TB tal que IA (rE' E) I -cc . Ih (E) l. (Si , enparticulat , g (k) viene dada por
un "cut-off", esto es, es de . soporte compacto, A es analítica respecto de l '

..y, por tanto , el número de r/s , para F fijo , es numerable (13), (25» .
Demostración: la primera parte es consecuencia directa de los Lemas

"3 .3,4. En cuanto a la segunda, basta observar que Yl (r), Yz(r) son funciones
'Continuas de l' en toda la recta real , y que u, (O) L. Y2 (O) mientras
Y¡ (00) > Y2(00). I

El análisis de (3.9 F) es ahora inmediato. Para E L. E <: ¡J. tenemos
1\

'(PK (r) = q;'K(r). ¿f(e,), .¿f siendo par o impar según el signo de h(E)j .
lA (rE' E) sea ± 1; ba-sta a hora hacer que el soporte de <p'K(r) tienda a con­
'cen trarse en el punto r = l'E para probar que E E ere (H). La distribución
c orrespondiente es 'qJK (r) = o(r - r E) ¿¡ (e ,) (d. W einberg,.(22» . Podríamos
'Utilizar argumentos s imilares para probar que ningún punto de er (H) está
:a la izquierda de Eo ; esto no es, sin embargo, necesario, ya que de la con­
'tinuidad de H¡ se sigue que er (H) está acotado ínferíormente en ge2, l '

¿Cuál es el significado de estos resultados ~ evidentemente, no se verifica .
tlI'"Ha, y el modelo falla : no es posible dar una interpretación coherente a
!los estados de dispersión asociados al segmento [E, m +MJ de ere (H). Pode­
mos , sin embargo, expresar lo que sucede de la manera siguiente : H¡ remue-

""fransfor.madQ Fourie r , esto es, pasando a

~K(X) == J dq lJlK (q) ei x ~q - K/2 ~ == ¡PK lJlK(q),

Y recordando las propiedades del producto de convolución, (13), (3.9) se
-convierteea



REVISTA DE LA ACA DEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS, FIS ICO·QUIMICAS y NATURALES

(3.10)
1tE (k) . rp(r) dt = cP (k),

I g (k; y) 1
2

(ºk+U + IDy - 'Wk) º k+U+ ID" + IDy - E)

por definición,

r\ (k)= (~I:+ Wk- E) {J+ ).2J~y -----:...-=----.:....-~-----r

1.

que es fáci:~ reducir a la

2J g (k ; r) g (r; k)
). ºk+r + IDk + IDr - E

-r-: 146.-

~X (k) = { W O
X

_
k

' +(f\,-E } cP (k,)+2 xJ dq g (K - k' ; q) 'ljJx (q , k')
. .

J T¡x (k' ; k") = {º K~k'-I:" .+ ' ID k' + ID 1:"- E ~ 'ljJK (k' ; k") +

desp ués de sust itui r WO en fun ción de W, escr ibir CPK (k) = cP (k) o(K) (lo'
que está justificado ya que la interacción conserva el momento total), y:
poniendo _..

~ 'ljJK (k'; k")=-~ g (K- k' ; k") CPK (k')-g (K- k" ; k) CPK(k")

2 º X-l"-I'" + ~ID" , + ID¡,,,-E

El operador de (3.10) es del tipo Hilh ert-Schmidt simetrizable . (30) ~ De­
la teor ía general, se desprende que (3.10) tendrá solución si para algún E,'
la norma de dicho operador es ::::::,.. l .

B) Consideremos < <1>! JI - E I <I> .>, ! <I> > {9(1. 2'

El se~ Hr-H; no se verifica si existe 1<1», E con < <1> IH-E !<1» ":::: 0·.

ve, de l nivel de energía m+ .M de HR , la degeneración (infin ita) debida a que'
IP; - PN I = It i = t , el "momentum tranfer" , conmuta con Il R (pero no
con IlI)' Que esto es as í puede verse util izando una versión simplificada
del modelo, en la que el momento sólo toma un n úmero infinito de valores.
Así como en la versión "realista" el punto infinitamente degenerado m +Jlrr
se convertía en un segmento, en la versión simplificada dicho punto (ahora.
de multiplicidad fini ta) da un cónjunto fini to de puntos distintos de (¡ (11),.
corr espond iendo cada uno a un valor distinto del "momentum transfer", t.

I1I) Sólo la renormali zación (trivial) de la partícula TT ha sido estu-·
diada en el caso de que W, Qno sean constantes. Nosotros hemos realizad o:
un estudio de los sectores Q ::::::,.. 2,' R = 1 Y de los R ::::::,.. 2 , Q = 1. Aunque
no hemos logrado dar una prueba general, hemos logrado probar que en
una gran cantidad 'de casos aparecen estados ligados de energía inferior'
a la del continuo, y, por tanto no se verifica H, '" Un. El problema puede­
atacarse de .dos maneras (consideremos el sector Q = 1, R = 2 ya que los:
otros son completamente an álogos) (E < Al + ¡.¡.) :

A) Las ecuaciones an álogas a las (3.5) son, en este caso,
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Cálculos standard nos dan,

<<1> I H-E I <1» = J Ilpék) 1
2 (W k+ wk- E) dk +

+ A2 Jdk di lp (k) g (k ; 1) -:-__.:---_ ---::1:--:- :=-:-_

(º k+l+<Ok +<Ol-E) (º k+l+<O¡-W k)

{g (k; J) lp(k) (W k+ <Ok- E) - g (1; k) lp (I)(ºk+l + <Ol-Wk) L <P, 'iJ como en A).

Por lo que respecta a R) , claramente se cumple si el soporte de g no se
extiende muy lejos del conjunto en el que º k+l + 0>'[ - W k ::::::,. W k+ OJk-E
(que, debido a la condición de estabilidad, contiene al, ori gen), o si
m ~ M, [Jo; y A~ O. En cuanto a A), cálculos hechos prueban que se veo.
rifican para un gran número de g's con soporte muy extendido , y de
m's pequeñas (si A~ O) . Esto parece indicar que, en general , H ,...., H¿ si A
es suficientemente grande . .. .

IV La versión en que

u, = J dp dq dk g (P, q,k) ~ V/ Nq a-; + h. c. f, Ilgll < + 00-,

ha sido considerada por Y. Rato y Mugibayashi (8). Esta versión es com­
pletamente irreal; por ejemplo, no se conserva el mom ento total , ni ex iste
renormalización de masas. Los resultados obtenidos por Y. Rato y Mugi­
bayashí pueden probablemente generalizarse con facilidad: (29) si A es
suficientemente pequeño, II ,...., Ha (incidentalmente, l/a = Ho)' No tratare­
mos esta versión, debido a las razones apuntadas más arriba.

Es probable que, al considerar sectores con Q, ]t+oo , el espectro con­
tinuo de H se desplace indefinidamente hacia la izquierda . No discutiremos
esto, ( ver (31), (33)) ya que tenemos todo lo que nos hacía falta para
nuestros propósitos . Para terminar, mencionemos lo siguiente: se ha su­
puesto que el modelo T. D. Lee tendría sentido introduciendo una métrica
indefinida y un a constante de acoplamiento imaginaria . Es fácil demostrar
(Fleisenberg, (19)) que esto marcha bien para la vers ión I) modificada .
No es así para la Il), ni, con grandes probabilidad es, tampoco para la IlI).

3. iii & iv.

: La imposibilidad d e dar soluciones explícitas para estados otros que los
monoparticulares en el modelo de Ruijgrok-Van Hove (27) hace práctica­
mente imposible encontrar resultados exactos para ir (H); lo mismo puede
decirse de la teoría de Chew-Low-Wick, dond e ni aún los .estados mono­
particulares son solubles exactamente. Nos contentaremos, púes, con hacer
algunos comentarios; suponemos Ao ~ O. . :., .

El Hamiltoniano de Ruijgrok-Van-Hove se pued e escribir como
H (A) = H (O) + Al/'l ' dond e [{(O) describe dos campos escalare s desacopla­
dos y H'¡ es regular para todo A. Avaría entre O y Ao == máx, Av; Ao" corres­
pondiendo al mod elo de Lee (d . Ruijgrok, (27)). el hecho de que H (A) sea
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análítica con respecto a A parece indicar lo sigu ien te: en las vers iones con
nucl eones (campos '1') no fijos, II rv l/n. no se verifi ca.

"Esto es rigurosamente cierto si A = O, A = Aa~ 0,_y es de esperar que
lo sea en genera l. En el caso de nucl eones fijos, 1I(O) rv Iln , pero H (Aa) t"V

t"V Hn no se verifica. Es probable que, 1I (A) rv lIn si, y sólo si , A = O. Si
aceptamos esto, la gran semejanza del modelo de Chew et al. con el de
Ruij grok-Van-H ove hace pl au sibl e suponer que en este último JI rv lln
sólo se verifique en el caso de ser Al = )' 2 = O. Quizá fuera esta una form a
de -explicar teóricamente la observada invariancia de isospín de las altera­
ciones nucleares (recordar 2. iv). De todas formas, deberá quedar claro que
esta conclusión queda , de momento , den tro del terreno de la pura espe­
culación .

Conclusiones

Históri camente, los primeros intentos de estudiar (1, i, ii) se remontan
a ven Neuma nn , Jau ch , Zinnes, Kuroda , etc . ((3 -5), (24)) en primera c,:!an­
tiñcación, y a Friedrichs, Greenberg y Schweber etc . (1), (14),_(16) en teo ­
ría de cam pos . Estudi os. esplícitos de los espec tros de ciertos H, lIn han
sido hechos por Kallé n , Pauli , ' Veinb erg, J . Schwartz, Van Hove, Ruijgrok ,
Friedrichs , Galindo , Y. Kato, Mugibayashi, etc . ((1), (14-16), (6-8), (19)
(Heisenberg) , (20-22), (27»). (I. ii) ha sido tratada en la mayor parte de los
artículos mencionados, mientras _que otros están interesados en el límite de
acoplamien tos putuales y/o como definir los operadores vestidos. El modelo
del campo escalar ha sido bastante estudiado debido a que origina un po­
tencial de tipo Yukawa, pero esta es, que sepamos, la primera vez que se
estudian sectores no triviales. El m odelo de Lee ha s ido, gracias a s u com­
parativa sencillez y a sus grandes analogías conIa Electrodinámica Cuán­
tica, ampliamente utilizad o para discutir cuestiones de esta última, y de
teoría {le campos en general ( Bogoliubov, (28) ; ver también (19-21), (12),
(32»). Aparte de los res ultados (no rigurosos) d e (22) y de algunos desarrollos
aproximad os de Kallén y Pauli (que no llegaron a. dar soluciones exactas
a los estados de colisiones V - 6), nu estros res ultados son los úni cos que
conocemos para sectores esencialmente multiparticulares . Finalmente, los
úni cos resultados accesibl es hasta la fecha sobre estud io riguroso :{le defi ­
nición de Hamiltonianos y de regularidad de perturbaciones son los dados
en (7), (8) Y referencias allí citadas ; que sepamos, nunca se habían-encon­
trado, con generali dad y rigor , cond iciones para regularidad de perturba­
ciones en el caso en que en los núcleos, v, aparece la ode conservaci ón de
momento t otal. La aplicación a los tipos de interacción del # 2 no se había
hecho nunca; p . ej., la condición d e (7), (8) falla cuando HI conserva el
mom ento ; ' y aun en el caso de ser válida (como, p . ej ., en el discutido al
final de ' 2 .ii)' sólo nos asegura que IlI ' es regular mientras que nosotros
probamos que es cont inua. Sumarizando, podemos expresar nuestros resul­
tados como sigue : si descar tamos difíciles problemas que apare cen cuando
es posible la creación de pares (o bien utilizando mod elos, o absorbiendo
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la creaci ón de pares en la renormalización del vacío , o limitándonos a
modelos realistas a bajas energías -Le., debajo del umbral de producción
de pares), entonces: . d

1. o Se dan una seri e de condiciones suficientes para que los Hamil­
toniano s to tales estén bien definidos como operadores hiperm aximales ; se
demuestra que si H, verifica ciertos requisitos razonables, las perturbaciones
son re gulares e incluso en una gran m ayoría de casos, analí ticas para todo
valor de la constante de acoplamiento .

2. o Se aplica lo hecho antes a algunos modelos de teoría de ,cam pos,
demostrando que los Hamiltonianos son operadores hiperm aximales anlí­
ti cos para todo valor de la constante de acoplam iento; probando que en
el mod elo de Lee JI¡ es incluso acotada.. .

3. o En el estudio d e los espectros de los Hamiltonianos (2.i,2), podemos
demostrar que la teoría tropieza con inconsistencias cuando permit imos que
interaccionen dos o más partículas. Concretamente, mostramos que los
espectros continuos de TI, JIn (en los m odelos 2.i .ii) no coin ciden (si A es
sufici entemente grande).

4. o Finalmente, se hacen algunos comentarios sobre los modelos de
Ruij grok-Van Hove y la teoría d e Chew-Low -W ick, en vista de los resulta­
dos obtenidos más arriba, y se especula sobre posibles impli ca ciones de
nuestra investigación , y posibl es d irecciones en que podría ser prolongada .

La significación de 1.0, 2.°, 3.°, 4.° no n ecesitan más comentar'íos. La
de 3.° no está comp leta mente clara, desde un punto de vista de teorías
"a uténticas" . Naturalmente, siempre podemos suponer que las' ' inconsis­
tencias de los modelos se debieran a sus aspec tos irrealistas , y que, en
una teoría "verdadera" esto no ocurriera as í. Es claro, sin embargo, que
nu estros hallazgos hacen esto muy dudoso ·y, en cualquier caso, muestran
que se debe de tener cuidado al escr ibi r interacciones ; llamando la atención
sobre la probabilidad d e que se pierd an pro piedades esencia les ' de' -la teoría­
si ésta se sobresi mp lifica (previniendo contra extrapolac iones ingaran tiza­
bles) ; poniendo de re lieve, finalmente, el carácter altamente interrelacio­
nado de aspectos aparentemente diferentes de la teoría de campos cuán­
ti cos.
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METODO APROXIMADO DE CORRECCION
DE SISTEMAS .OPTICOS

POR

J. CASAS , J. RAMÓN DE F. MONEO Y CAHMEN CUEVA S

PROPOSITO

Para efectuar el cálculo de un sistema óptico se comienza por realizar
un anteproyecto con fórmulas paraxiales, y con 'él, conociendo los vidrios
de que se dispone y las condiciones de focal, campo , abertura, etc. que se
deseen, se hace una primera determinación de los ' radios. y espesores .que
se deberan dar a las lentes. Lógicamente en estas condiciones el sistema
presentará, en general, unas aberraciones fuera de tolerancia.

El proceso de corrección comprenderá lo primero .unas fórmulas que
permitan conocer estas aberraciones, y lo segundo un método para irlas
reduciendo hasta el límite deseado, para lo cual necesitamos saber cómo
influye en ellas cada uno de los parámetros del sistema (radios, espesores,
índices) . .

El cálculo exacto de las aberraciones mediante marchas trigonométricas
'aunque posible y relativamente fácil para efectuarlo aisladamente, no es
en absoluto práctico cuando se trata de ver la influencia de los parámetros
del sistema, por el enorme número de operaciones que supondría.

En estas condiciones se hace preciso recurrir a métodos aproximados,
entre los 'que son de interés los desarrollos del tercer orden porque condu-
cen a fórmulas de mucha mayor sencillez. .

El estudio de las aberraciones de tercer orden fue iniciado por Seidel
en la época en que los instrumentos trabajaban con pequeños campos y
aberturas. Actualmente en la literatura ' no se reconoce valor práctico ' a
estos desarrollos fuera de ' la fase del anteproyecto, por considerar que 'el
error que introducen es excesivo para los instrumentos con grandes aber-
turas y campos. . .

Nosotros, sin embargo, creernos que mediante fórmulas de tercer' orden
es posible llevar un sistema con elevadas exigencias hasta su casi total
corrección, siendo entonces suficientes los retoques de afino. .

En un trabajo anterior (1) se estudió la relación existente ' entre las
aberraciones y las sumas de Seid el del tercer orden para .oculares de cuatro
lentes tipo 2-2, de abertura relativa 1 : 4 y 21 0 de semicampo, encontrando

.que dicha relación era una función lineal en ese tipo de sistemas siempre
que Jos ángulos de incidencia no . excediesen los 300

• • . •

Para poder predecir las' aberraciones a partir de las sumas de Seidel
necesitamos conocer los coeficientes de esta función lineal.
, La teoría del tercer orden los calcula teóricamente (2) obtenie.ndo unas

expresiones que dependen de las características d el sistema y sus condicio....
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nes de funcionamiento . Multiplicando cada una de las sumas de Seidel
por su correspondiente coeficiente así calculado se obtienen las aberraciones.

Estos ' coeficientes son:

-.. 154-

.Siendo n'k el índice de refracción del últ imo medio y cr'" el áng ulo con
el eje del rayo de abertura .

Estas .. expresiones 'son válidas .para cualquier sistema siempre que la
abertura, el ángulo de campo y los ángulos y alturas de incidencia en .las
5U perficies sean pequeños frente al rad io de éstas . .

Tenemos aquí un proceso de .normalización mediante el cual podemos
calcular .las aberraciones -de cualquier sistema si conocemos las sumas de
'Seidel, lo que puede ' hacerse utilizando únicament e fórmul as paraxiales.
Sin emba rgo la util idad práctica de este método queda muy limitada por ­
que la mayor parte de los sistemas no cumplen las condiciones anteriores .

.Nosotros -corr este, trabajo nos proponemos :

] .Q) .Dar genera lidad a las conclusiones del trabajo mencionado (1) repi­
tiendo el estudio con sistemas de muy diversos tipos como: un objet ivo
fotográfico Tessar, un objetivo de proyección Taylor, cuat ripletes y doble-
tes todos ellos para d iferentes aberturas y campos. -

2 .~) Estud iar la validez de los coeficientes de normalización -que dan las
aberraciones en función de las sumas de , Seidel cuando los ángulos y las
alturas de incidencia van aumentando , con el fin de dar criterios prácticos
que indi quen cuales de _estos , parámetros tienen ,mayor influencia y ,que
.valores máx imos pueden tomar para que . Ias sumas .puedan seguir dand o
l as aberraciones ,de , un sistema, cualesqu iera que sean su forma y. condi­
ciones' de funcionamiento. .

,3.°) Estudiar el comportamiento de estos -coeficientes por enciI?u - de los
límites mencionados. - . - . " ' .

4..Q) Aplicar los resultados obtenidos a un -,método práctico 'de efectuar
11:.- corrección de un sistema óptico. -



.lfETODO APROXHlADO DE CORRECCION DE STSTEM,IS OPTI COS

Sis te-mas ópticos estudiados

Este trabajo s'e ha llevado a cabo con los sistemas cuyas características
damos a continuación, donde hemos representado por d la d istancia entre
dos superficies contiguas, 1"p el radio de la pupila, av el ángulo de campo,
,dp la distancia de la primera superficie a la -pupila , Ea la incidencia máxima
en las: superficies del rayo de apertura, Ec la incidencia máxima en las su­
perficies del rayo de campo, y a'k el ángulo de apertura, y DoS la curvatura
sagital.

Las sum as de Seidel las hemos dado multiplicadas por 1(Jl .

Radios d In dices Sumas de Seidel Aberraciones

1) 620,.1 1'. = 12,5
] 5 ],727 Sl=40,2 Esf= - ] ,3

llO,l av = 21 0

30 1,623 S2=32,6 Coma =O,3
- llO, l d. = -80

0,2 .1. S3= -38,4 Ast=-3,2
157,3 E" = .1.0

0

30 ],623 SI=153 DoS = -2,8
-205,9 Ec = 360

]5 1,727 S5=629,6 Dist =-5,7%
--... 751,7 Uk' = 0,125

a; = 15o ~2 =2.1. ,81 Coma=0,31

Ec = 27 0

Uv = 8° S;=ll,44 Coma=0,]4

Ec = .1.1 0

2) 729,5 1'. = 12,5
15 1,727 Sl=28,3 Esf=-0,89

129,5 av = 2Jo

30 ] ,623 S2= 9,1 Coma=-0,04
-129.5 d. = -80

0,2 .1. S3 =-65,5 Ast =:=-4,9
129,5 E" = 9

0

30 ],'623 SI=154 DoS =-2,44
.~ .1.29,5 Ec = 34o

]5 1,727 S5=712,9 Dist=6,5 %
- 553,2 Uk' = 0,125

av = 150 -S2= 9,35 Coma=0,99

Ec = 25,5
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Radios d Indices Sumas de Seule l A belTaciones "

3) 620,1 1'p =12,5
15 1,727 81=40,2 Esf=-1,3

110,1 (jv = 210

30 1,623 ~=32,6 Coma = 0,3
-110,1 dp = -80

0,2 1 83=-38,4 Ast =-3,2
157,3 Ea = 100

30 1,623 81 = 153 Li8=-3,2
- 205,9 Ea = 360

15 1,727 85 =629,6 Dist.=-5,7 %
- 751,7 (jk' = 0,125

(jo = 150 82=22, 75 Coma=-0,78.

Ea = 290

4"\ 620,1 1'v = 12,5/

15 1,727 81 =34,93 Esf = -1,14
110,1 (jo = 21'

30 1,G23 82 =18,18 Coma = 0,12
- 110,1 dp = - 80

0,2 1 83 = -58,79 Ast =--:4,9
127,28 Ea = 100

30 1,623 84 =150, 1 ss = :-2,74
- 157,31 Ea = 36'

15 1,727 85=657,5 Dist= 5,8 %
4.870,8 '1/,' =0, 125

5) 620, 1 1'p = 12,5
15 1.727 81 =33, 1 Esf= - 1,06 "

110,1 (jo = 210

30 1,623 ~=22,4 Coma=0,2()
- 131,9 dp =-80

0,2 1 83 =-45,9 Ast = -2,6
157,31 Ea = 90

30 1,623 8, = 156,8 Li8 =~2,9~
- 157,31 Ea = 36'

15 1,727 85 =688,8 Dist= 6,4 %
- 310,45 (jk' =0,125

- 156 -
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METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

Radios d Indices Sumas de Seidel Abel'raciolles

6) 321,2 7' p = 12,5
15 1,727

110,1 crv = 21 0

30 1,623 53= -17,8 Ast = -l,l
-110,1 dp = -80

0,2 1 5¡=168,56 '(\5 =-3,07
157,3 Ec = 30 0

30 1,623 55 =709,6 Dist=-6,5 %
-157,3 'Sk'=0,125

15 1,727
307,8

'7) 620,1 7'p = 12,5
15 1,727 51=25,8 Esf = -0,99

110,1 'Sv = 21°
30 1,623 52= 11,9 Coma= - 0,002

-130 dp = -87,3
0,2 1 - S3= -65,5 Ast=~6,5

157,3 Ea = 90

30 1,623 5¡= 141,7 ,(\5=-2,34
-157,3 Ec = 400

15 1,727 55=612,5 Dist = - 5,4 %
- 638,1 'Sk' = 0 ,114

'Sv = 15 0 5.2 = 8,3 Coma=~, 07

Ec = 300

:S) 620,1 r p =12 ,5
15 1,727 S2=30,04 Coma=O,25

110,1 'Sv = 210

. '

30 1,623 53= -36,5 Ast = - 2,9
-130 dp = -87,3

0,2 1 5¡= 156,63 ,(\5 = -:3,487
157,3 Ec = 400

30 1,623 55 =662,4 Dist=- 6,27 %
~ 157,3 'Sk'=0 ,125

15 1,727
~ 322,3
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Radios d lndices Sumas de Seidel Abe1"raciones

9) 620,1 1'p = 12,5 o

,
. 0

15 1,727
110,1 O"v = 21 ~

30 1,623 5.! = 22,9 Coma.= 0,15
-130 dp=-87,3

0 0,2 1
157,3 Ec = 400

30 1,623 S5= 628,5 Dist=-5,9 %
-157,3 O"k'=0 ,125

15 1,727
- 381

1O) 620,1 r p = 12,5
15 1,727 o SI=29,6 Esf=-1,03

110,1 dp =-8/,3
:30 1,623 5.!=2Ü,4 Coma = 0,12

- 130 O"v = 210

0,2 1 S3= -53,1 Ast = -4,7
157,3 En = 90

30 1,623 SI= 149,6 LlS=- 2,87
- 157,3 Ec = 28 0

15 1,727 S5 =642,1 Dist=-5,7 %
- 420 O"k'= 0,120

11 ) 129,5 rp = 12,5
30 1,623 SI= 47,3 E'Sf=-1 ,52

-129,5 O"v = 21 0

15 1,727 S2 = 120,1 Coma:=4,26
- 729,5 dp=-80

0,2 1 S3=344,3 - Ast = - 20
729,5 Ec = 420

15 1,727 SI=175,8 .!lS=-16,41
129,5 O"k' =0,125

30 1,623 S5= 1936,4 Dist=-21,8 %
- 93,74

O"v = 15
0 S2=83,86 Coma=-1,63

Ec = 250
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METODO ,1PIW XIM,IDO DE CORRECCION DE SISTEM,lS OPTICOS

Radios d 1ndices S uma s de S eulel A berraciones ·

12)-----1.000 1' p = 12,5
30 1,623

~ 129,5 Vy = 210

15 - 1,727 S2=18,2 Coma =0,24
140 dp = -87,3

0,2 1 S3=-23,3 Ast = -1,4
180,28 Ee =27 0

15 1,727 Si= -1 20,4 ~S=-3,79

155,33 VI,' = 0,105
30 1,623 S5= 731,1 Dist =7,1 %

-482
Vv = 150 5.J =12,73 Coma =O,19

Ee = 180

Vv = 80
S2~ 6,68 Coma =0,098 .

Ee = 100

13) - 926,4 1"p = 12,5
28,3 1,623 S1=39,04 Esf = -0,99

-73,4 a; =21 0

8,5 1,727 S2=22, 1 Coma.= 0,25
-113,3 dp =-74

0,6 1 S3=---42,7 Ast = '-2,8
138,9 Ea = 100

8,5 1,727 Si= 149,8 ~S=-3,098

74,1 Ee = 39\
2-8 ,3 1,623 . S5=729 ,6 Dist=-6,35 %'

- 324,2 v¡,' =Ü,125

Vv = 150 S2=15,42 Coma =-0,19

Ee = -210

14) 620 1' p =12.>5
28,3 1,623 S1=27,6 Esf=-0,87

- 60 Vv = 210,
8,5 1,727 S2=4,6 Coma =O,l

-132,3 dp=-76
0,6 1

146 Ea = 110

8,5 1,727
74,1 e, = 370

28,3 1, 62.:3
- 288,9 vI,' =O,125
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R adios d Indices SUlll as de S eidel A berraciones

15) 1.000 1'p = 12,5
28,3 1,623

- 73,5 Vv = 210

8,5 1,727 s.!= 17,6 Coma=0,2
- 120 dp =-7G

0,6 1
146 Ce = 38

0

8,5 1,727
74,1 O"k' =0,125

28,3 1,623 Ss=678,2 Dist =-6,2 %
-- 423,1

! v = 15° S2=11,98 Coma=-0,15

Ce = 210

n6) 620 1'p = 12,5
28,3 1,623

- 73 O"v = 210

8,5 1,727 ~= 10, 8 Coma=0,5
- 140 dp = - i1 ,n

0,6 1
146 Ce =51 e

8,5 1,727
56 O"k' = 0,.125

28,3 1,623 Ss= 590,1 Dist= --4,l %
- 232,4

]J7) 620 1'// = 12,5
28;3 1,623

- 73 O"v = 210

8,5 1,727 S2= 11,6 Coma =0,83
- 140 rlp =- 76

0,6 1
146 Ce = 510

8,5 1,727
56 O"k' = 0,125

34 1,623 Ss=599,7 Dist = --3,8 %
- 224,4
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METODO APROXIM,iDO DE CORRECCION DE SISTEM,I S orncos

. Radios d [ndices Sum as de Seidel Aberraciones

18) 620 1'p = ]2,5
28,3 1,623

- 73 ü. = 210

8,5 1,727 S2= 12,98 Coma =-0,03
- 140 dp=-7G

0,6 1 S3= - 50,9 Ast =-4,97
146 Ec = 480

8,5 1,727 SI= 160,3 .6oS =-1,14
64 ül/ =0,]25

34 1,623 S;=695,4 Dist= - 5,9 %
- 248,4

19) 620 1'p = ]2 ,5
28,3 1,623 SI=30,3 Esf = -0,97

- 73 Üv = 210

8,5 ] ,727 ~= ]2, 9 Coma = 0,35
-140 dp =-76

0,6 1 S3= -44,1 Ast = - 2,9
146 Ea =9 0

8,5 1,727 SI= 159,2 .6oS =-6,86
70 Ec = 39°

34 1,623 S;= 738,8 Dist=-6,1
- 256,6 Ük' = 0,125

'20) 620 1"p = ]2 ,5
28,3 1,623 SI= 27,5 Esf=-0,87

- 60 ' (jI' = 210

8,5 ] ,727 S2= 4,3 Coma =-0,06
- .132,3 . dp=-7G

0,6 1 S3=-60,8 Ast =-4,28
146 Ea = 110

8,5 1,727 Sl= 158,6 .6oS = -2,71
74,1 s, =40 0

28,3 1,623 S;= 717,9 Dist=-6,6 %
- 288,9 (jk ' = 0,]25

(jv = 150 S2 = 2.,98 Coma =="-O.OO!1

Ec = 22 0
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Radios d l11Clices Sumas de Seidel Jiberracioneg;

21) 620 1'. = 12,5
28,3 1,623 Sl= 34,1 Esf=-I,1

-60 O"v = 210

8,5 1,727 ~=16,05 Coma = 0,12'
- 120 dp =-76

0,6 1 S3~-49 ,5 Ast=-3,14.
170 Ea = 100

8,5 1,727 SI= 157,7 ~S ='-3 , 15

85 Ec = 2Ro

28,3 1,623 &s =677,::l Di'St=:.-6 ,3:
- 294,5 0"//=0,125

22) 400 1'p = 12,5
28,3 1,623 Sl=28,1 Esf= -O,9:t

-80 O"v = 210

8,5 1,727 S2=19,5 Coma~= 0,55.
- 200 dp = - 76

0,6 1 S3 = 13,8 Ast =I,95
150 Ea = 100

8,5 1,727 S~ = 159,6 ~S=5 ,59

100 Ec = 290

28,3 1,623 S5=1011 ,8 Dist =9,7 %'
- 202,4 O"k' = 0,125

<1v = 8 0 S2 = 7,13 Coma =0,098:

e, = 100

23) 600 r p = 12,5
28,3 1,623 Sl=25,7 Esf = 0,83

- 80 O"v = 210

8,5 1,727 ~= 3 , 5 Coma.=0,12
- 150 dp =-76

0,6 1
150 Ea = 90

8,5 1,727
300 s, =27 0

28,3 1,623
- 462,9 O"k' = 0,125
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METODO APROXIMADO DE CORRECClON DE SISTEMA.S OPTICOS

Radios d l1idi ces Sumas de S eidel A bel'l'aciones

24) 600 1'p = 12,5
28,3 1,623

- 80 Ü v =21 0

8,5 1,727 S2=1 ,8 Coma=O,l
-150 dp=-76

0,6 1
150 Ec = 27 0

8,5 1,727
500 1J,/ =0 ,125

28,3 1,623
-527

25) 600 1'p =12,5
28,3 1,623 51=23,6 Esf = -0,74

'- 80 Üv =21 0

8,5 1,727 52 =-1,15 Coma=0,05
-150 dp=~76

0,6 1 53=-39,7 Ast =,2,05
140 Ea = 9.0

8,5 1,727 51 = 148 ~5=-4,4
300 Ü k ' = 0,125

28,3 1,623 55 =885,5 Dist =-8,4 %
- 678,8

IJv = 150 52 = -0,81 Coma=-0,016

Ec = 190

26) GOO r; = 12,5
28,3 1,623 51 =28,97 Esf = -0,9

- SO o"v = 21 0

8,5 1,727 52 = 10,4 Coma =n~31
-150 dp=-76

0,6 1
140 Ea = 90

8,5 1,727
80 Ec =35 0

. 28,3 1,623
- 306,2 O"k ' = 0,125

<, - ,1 63"~.
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Radios d lndices Sumas de Seidel Aberraciones

27) 600 1'p = 12,5
28,3 1,623 ~=24,4 Esf=-0,82

- 80 O"v = 210

8,5 1,727 S2= 1,0 Coma =0,09
- 150 dp = -7G

0,6 1
140 Ea = 9

0

8,5 1,727
200 Ee ·= 29°

28,3 1,623
- 554 0"/,' = 0,125

28) 700 1'p = 12,5
28,3 1,623

- 70 O"v = 210

8,5 1,727 S3=-43 ASL='-2,1
- 130 dp = -76

0,6 1 S!= -50,24 t.S =-3,13
170 Ee ·= 23°

8,5 1,727 S5 = 762,2 Dist =-7,55 %
300 0"1;' = 0,125

28,3 1,623
- 418,3

29) 700 r p = 12,5
28,3 1,623 S1=43,5 Esf = -1,4

- 65 O"v = 210

8,5 1,727 S2=31,6 Coma =0,3G
- 110 dp =-7G

O,G 1 S3=':-39 ,6 Ast = -3,0
180 Ea = 110

8,5 1,727 S!= 157,5 t.S=-3,43
70 lOe = 410

28,3 1,623 S5=595,9 DisL=- 5,3 %
- 311,8 0"1;' =0,125

O"v = 150 S2=22,07 Coma ='-0,26

lOe = 22 0

O"v = 80 S2=11 ,57 Coma = - 0,14

lOe = 120

--, 164 - .



METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones

30) 700 1'p = 12,5
28,3 1,623

-65 Cl"v = 21·
8,5 1,727 S2=·28,4 Coma.=0,35

-1l0 dp = -76
0,6 1 S3=-30,4 Ast = -1,47

180 Se = 29·
8,5 1,727 S,=153,9 ~S=-3,74

100 Cl"k' =0,12.5
28,3 1,623 S5=680,6 Dist =-6,54 %

- 420,5

31) 700 r, =12,5
28,3 1,623

-65 0 v =21 ·
8,5 1,727 ~='30,8 Coma.=0,33

- 1l0 dp='-76
0,6 1 S3='-33,5 Ast = "':"-1,9

180 Se = '34,5·
8,5 1,727 S4 = 156 ~S =-3,66

80 Cl"k' = 0,12.5
28,3 1,623 S5=640,8 Dist = -6 %

- 349,2

32) 700 1'p = 12,5
28,3 1,623

-70 Cl"v =21 ·
8,5 1,727 S3=-42,6 Ast =-1,76

- 130 dp=~76

0,6 1 S4= 151,67 ~S=-3,74

170 Se =23 ·
8,5 1,727

200 Cl"k' =0,125
28,3 1,623

- 368,5

33) 700 1'p =12,5
28,3 1,623

-70 Cl"v =21·
8,5 1,727 S3= -44,6 Ast=-1,9

-130 dp=-76
0,6 1 SI=158,81 ~S=-3,33

170 Se =23·
8,5 1,727

250 Cl"k' = 0,125 -
28,3 1,623

- 396,8
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JIETODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

Radios d lndices Sumas de Seidel A be1'1'aciones

:38) 595,7 r. = 12,5
14,4 1,623 SI= 37,2 Esf.=-1 ,2

105,8 O"v = 210

28,8 1,727 S2=15,2 Coma =0,06
-124,9 dp = -72

0,6 1 S3= - 68,1 Ast=-5,5
146 Ea = 90

8,5 1,623 S, = 156,7 LiS=-2,37
74,1 Ee = 32 0

28,3 1,727 S5= .545,1 Dist=-5,2 %
-386 O"k' =0,]25

O"v = 150 S2=10,58 Coma = - 0,20

Ee = 21o

::39) 595,7 r p = 12,5
14,4 1,623 SI= 37,5 Esf = -1,2

105,8 O"v = 21 0

28,8 . 1,727 S2= 17,6 Coma =0,14
-124,9 dp =-:72

. 0,6 1 S3= '-55,7 Ast=-3,2
160 Ea = 90

110,23 .
8,5 1,623 S, = 154,6 LiS=-3,47

Ee = 300

28,3 1,727 5; = 595,6 Dist = -5,9 %
- 387,05 O"k' = 0,125

'40) 1000 r p = 12,5
28,3 1,623 SI=31,4 Esf=:=~l,O

- 73,4 O"v = 21 0

'- 12Ó
8,5 1,727 S2=9,39 Coma =-D,06

dp = -76
0,6 1 S3= -67,32 Ast=-5,11

165 . Ea = 110

28,8 ],623 SI=157,1 liS = -:;-2,39
. - 85 Ee = 260

14,4 1,727 S5= 656,2 Dist = - 5,95 %
- 27] ,6 0",,' = 0,125

O"v = 150 S2= 6,55 Coma = - 0,035

Ce = 180

-., 167 --





Radios d lndices Sumas de S eidei Aberraciones

44) 129,5 1'p = 12,5
30 1,62:3 S¡=2,8G Esf = -0,33

-129,5 crv = 21 0

]5 1,727 S2=7,76 Coma =0, 198
- 72D,5 dp =~80

S3 = 122,44 Ast ::::;23,33
Ea =7°

S!= ,74,89 ~S=21,7

Ce = 350

S5 =1072, 13 Dist=-11,54 %'
crl:=0,062

METODO Al'ROXIJIADO DE CORR ECCION DE SISTEMAS Ol'TICOS

Ast =2, 16

Dist=-4,76 %'

~S =-8,38 -

Coma = O,25

Ast = - 0,75

~S=-27 ,18

Ast = - 0,73T

crv = 210

•

1'p = 12,5

. dp = - 87,3

Ce = 19
0

crl/=0,048

] ,727

] ,62330

15
-140

- 129,5

47) 700 1'p = 12,5
28,3 1,623 S3=-1,92

-70 crv = 21 0

8,5 ] ,727 S!=74,95
-130 dp= - 76

Ce = 23 0

crk' = 0,062

-169 -

46) - 1000

45) - 926,4 1'p = 12,5
28,3 1,623 S2 =9,55

... - 73,4 cr v = 21 0

8,5 ],727 S3= '--3 ,31
- 113,3 dp =-74

S!=64,3
Ce = l D

o

cr,: = 0,055
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Radios d Indices SUlIlas de Seitlel Abel'raciones

4 8) 700 1 'p = .12 ,5
28,3 1,623 Sl= 23,3 Esf=-2,19

- 65 - 0'" = 2-1 o

S,5 1,727 S.1 = 15,8G Coma,=0,29
- n o dp =-7G

S3= 13,51 Ast =2,32
Ea = 11 0

s ,=8i,57 .1S=- 8,5G
Ec = 23 0

S;=575 ,GG Dist= 5,G7 %
O'k' =O,073

0'" = 15
0

S~ = 11,07 Coma,= O,22

e, = IGo S3=G,58 Ast = .1 ,19

S,=42 ,GG .1S=;= -4,39

S5= 195,79 Dist=-2,83 %
0'" = 10· S:; =55 ,79 Dist = - 1,2 %

-49) 400 1'p = 12,5
28,3 1,G23 S~ =-10, 1 2 Coma = -0,30

- SO 0'" = 21 0

8,5 1,727 S3= 11 ,1S Ast =3,23
- 200 dp = -7G

S,= 59,85 .1& ='------'13 ,05
Ec = 25 0

S¡=544,G2 Dist,= -5,4 %
O'k' =O,048

:50) 321,2 r, = 12,5
15 1,727 S3= 54,18 Ast = G,38

HO,l O'v = 21 0

30 1,623 S,= '102,G4 .1S=-10,10
- 110,1 dp = -80

Ec = 300

O'k' =O,084

;51) G20,1 r p = 12,5 -
15 1,727 S3=---'-13, G7 Ast=-8,10

110,1 0'" = 210

30 1,623 S,=74,85 .1S=-6,54
-131,9 dp = -80

S;=430,7D- Dist= '---3,88 %
Ec = 28 0

O'k' = 0,061
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Radios d ln dices Sumas de S eidel JIbel'l'aciones

52) 595,7 r p= 12,5
14,4 1,623 53=-14,89 Asl =-6,96

105,8 O"v = 21°
28,8 1,727 5 l = 78,93 .6.5=6,26

- 124,9 dp=-72
55 = 384,6 Dist = -3,95

Ec = 30°

O"k'= 0,064

53) 600 'rp = 12,5
28,3 1,623 Sl=8,58 Esf = -1,34

- 80 . O" v = 210

8,5 1,727 52 ='--3 ,45 Coma,=-0,085
- 150 , dp~-76

53=2,52 Ast =0,57
Ea = 9°

54 =68,64 .6.5 = 11,18
Ec = 24°

55 =530,81 Dist =-5,25 %
O"k'=0,057

O"v= 15° ~= 2, 2 Coma =-0.,185

53= 1,23. Ast =0,362

55 = 180,54 Dist =-2,84 %

54) 620 1'p= 12,5
15 1,727 . S3=5 ,4 Ast =0,52

150 o"v = 21 0

30 1,623 SI=73,04 .6.5=-9,5
-140 dp=-87,3

55= 515,66 Dist=-4,97 %
Ec = 27°

. O"k'=O ,061

55) .620 1'p = 12,5
. 15 1,727 S3 =15,4 Ast =2,88

150 O"v = 21°
30 1,623 54=77,9 .6.5 =-10,01

.- 130 dp=-S7:3
55 =545 Dist=-5,27 %

Ec = 27°'

O"k'= 0,065

.:- ·171. ,.....,
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Radios d lndices Sumas de S eidel Aberraciones-

56) 620 1"p = 12,5
15 1,727 53=-0,75 Ast=-1,37

150 O"v = 210

30 1,G23 54 = 68,83 Li5=-9,24
- 150 dp=-87,3

55=494,6 Dist=-4,76 %
Ee = 27°

O"k' =0 ,057

57) 620 1"p = 12,5
15 ] ,727 53=6,G9 Ast = -0,316

130 O"v = 21 0

30 ] ,623 54=77,02 LiS=- 9,12
- 130 d,. =87 ,3

55 =506,99 _Dist=-4,74 %
Ee = 29 0

O"k' = 0,OG3

58) 620 1"p = 12,5
15 1,727 53 = - 7,57 Ast = - 7,66

110 O"v = 210

30 1,623 54=75 ,83 Li5= -15,0l
-130 dp=~87,3

55 = 445,9 Dist= -3,92 o/o.
Ee = 330

'11/ =0,062

59) 70 1'p = 14,3
4 1,654 51=93,7 Esf=--o,143

- 500 Il"v = 210

- 4 1 52= '--307,44 Coma =-O,Oi
- 70 dp=9,59

] ,8 1,617 53 = 131,76 Ast=6,65
40 Ea = 31,4 0

5,8 1 51= 122,58 Li5=-5,7
150 Ee = 270

2 1,524 5;= 278,4 Dist =2,48 %
41 O"k'=0,137

5 ] ,622
- 41
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Radios d Indices Sumas de Seidel A bel'raciones

60) 70 1'v = 14,3
4 1,654

- 500 Il'. =210

4 1
- 70 dv =9,59

1,8 1,617 ~='-231 ,97 Esf=22,34
40 Ea = 31,4 0

5,8 1 S2=-182,16 Coma = - 0,065
150 Ee = 270

2 1,524
41 1l'¡/=0,097

5 1,622
-50

61) 70 1'p = 14,3
4 1,654

- 500 Il'. = 210

4 1
- 70 dp =9,59

1,8 1,619 S1 = 1355 Esf=-15,89
40 Ea = 44,2 0

5,8 1 S2= -0,66 Coma='-0,075
150 ')~o

Ee =,.,1
2 1,524

41 Il'k'=O ,219
5 1,622

- 30

62) 70 · 1'v = 14,3
4 1,654

-500 Il'. = 210

4 1
- 70 dv =9 ,59

1,8 1,617 S1 = '57,76 Esf=1,41
40 Ea = 31,40

5,8 1
150 Il'k' =0,134

2 1,524
45

5 1,622
- 41
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Radios d Indices Sumas de Seidel Abe1"1"aciones

63) 70 1'p = 14,3
4 1,654

- 500 av = 21"
4 1

- 70 ~=9,59

1,8 1,617 81= '142,32 ESÍ=-2,08
40 Ea = 31,4"

5,8 1
150 a,,'= 0,141

2 1,524
31

5 1,622
- 41

6'1) 32 1'p =14,3

4 1,654 81=84,34 Esf =0,88 _
- 500 (Iv = 21"

4 1 ~=175,6 Coma = -0,05
- 52 dp=9 ,59

1,8 1,574 83 =-13,4 Ast=0,42
40 Ea = 34,2°

5,8 1 8«=122,5 ~8=-2, 16

- 115 s, = 31 Q

2 1,524 8s=~3,29 Dist= -0,81 %
58,2 (Ik' = 0,152

5 1,622
- 41

(5) 26,7 1'p = &
5 1,537

-184,8 (Iv = 21'"
9 1 83=-9,77 Ast= 11,06

- 36,8 dp =ll}
1,5 1,624 8, =50,85 Dist=-2,42 %

22,3 a, =37,7 0

14,9 1
122,1 (I1/=0,050

5 1,493
- 26,9

- ·174. - ·
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Radios d l iulices Sumas de S eidel Aberraciones "

6G) 26,7 r, = 5
5 1,537

- 184,8 crv = 21°
9 1 S3=-8,02 Ast = 7,79

- 3G,8 dp=lG

1,5 1,624 S5=59,23 Dist = -l,77 o/;
25 s, = 37,4 °

14,9 1
122,1 crk' = 0,057

5 ] ,493
-26,9

(7) 26,7 rp = 5
5 1,537

-184,8 cr, = 21 °
9 1 S:i =-6,1 Ast=6 ,07

- 3G,8 (lp= 16
1,5 1,624 S5=66,55 Dist = -1,23 %'

28 r¡- ') 0s, == u{ , ""'"

14,9 1
122,1 crk' =0 ,OG3

5 1,493
- 26,9

68) 26,7 r p = 5
5 1,537

-184,8 v = 210

9 1 S3 =3,62 Ast = 10,99
- 36,8 dp = lf

1,5 1,624 S5=87,72 Dist = -4,2 o/;
22,3 e, = 37,8°

14,9 1
122,1 crk'= ü,069

5 1,493
-22

(9) 20,7 1';, = 5
5 1,537

- 184,8 cr, = 21°
9 1 S3= -5,9 Ast =10,54

- 30,8 d,,=11;
1,5 ] ,G24 S5= 64,9 Dist=-3,05 o/o.

22,3 " Ec = 37,8°
14,9

]22,1 cr/ =ü,058
5 1 ,4D3

-24,5
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Radios d l ndices Sumas de S eidel A bel'l'acione s

"70) 32 1'p = 2
4 1,654

- 500 dp =9 ,59
4 1 SI= 0,05D Esf=-0,054

' - 47,3 Ea = 4 0

1,8 1,574
36,4 Il"k'= O,022

5,8 1
- 104,5

2 1,524
58,2

5 1,622
- 34,5

1'p = 4 SI= 0,955 Esf=-O,227

Ea = 90

1l"1,'= O,O45

T p = 6 SI=4,83 Esf= -O,479

Ea = 130

Il"k' =O ,067

1'p = 8 SI= 15,2 Esf=-O,72

Ea = 18
0

Il"k'= ü,089

1'p = 10 SI= 37,38 Esf=-O,89

Ea = 220

Il"k' =O,1l2

1'p= 12 SI= 77,21 Esf=-0,696
')~ O

Ea = ,.,1
VI,' = 0,134
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Esf=-0,318

Abc/oraciones

Esf=-0,156

Esf=-0,341

Esf=-0,497

Esf=-o,05 ·

. Esf=~,532

Sumas de Seidel

-177 -

Ea =4,5 0

1'" = 6
Ea = 14o

O'k' =0,067

r" =8
Ea =18 0

'Sk'=0 ,090

1'" =4
Ea =9 0

'S,,' =0,045

1',,=10 51= 25,89
Ea =23 0

\'Sk' = 0,11 2.

METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTrCOS

72) _.~ 39 , 3 · 1',,=6
- 6

~
_ 1,60L

·~ 39 , 3 · _,),) 0
Ea --.......1

0,2 -1
16 O'k'=ü,24

9 1,517
-23,3

1,5 1,728
26,5

Radios d Indiccs

71) 34,4
3 1,627

-292,2
9,3 1

-38,9
1,5 1,672

37,3
10,1 1

500
3 1,627

-30,9
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. "

Curvatura .de Petzval
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. •\JETODO APROXIM,IDO DE CORRECCION · DE SISTEMAS CIP'Í'Icos . .

. Astiqnuüismo

SI = ~ A2 h ~ (_G)
. n

S2=' ~ A B h ~ (~)
n

?3 = ·~ ·B2 h·~ (~)

SI = ~ IP P

representan las aberraciones' de onda, siendo:

- En las gráficas hemos representado los dobletes con una circ~nferencia,
los cuatriples con un triángulo y los objetivos Taylor y Tessar por ~n círcu-
lo y un triángulo negros. .

En estas ecuaciones n es el índice de refracción de cada medio. : E el án­
gulo de incidencia del rayo en el dioptrio, h la altura sobre el eje del punto
<le incidencia, [{ el invariante de Helmholtz: n y G, E "el espesor reducido
de Seidel, r .el radio de curvatura del dioptrio, y G el ángulo del rayo con
el eje. . ' "

Las aberraciones de rayo vienen dadas por:

SI

Las sumas de Seidel y las aberraciones las hemos calculado de acuerdo
con lo expuesto" en la Tesis Doctoral de J. R. de F. Moneo (1) donde:
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ESTUDIO DEL COMA

[1]') , , 2
", .n k a k

"

. Paa hacer el estudio de esta aberración hemos tomado como medida de
la misma la dada por el coma tangencial , que es aproximadamente igual a ;

e = h; + h. _ h;
2

REVISTA DE LA ACADE.\llA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

ESTUDIO DE LA ABERRACION ESFERICA·

se observa que todos aquellos sistemas cuya incidencia máxima es menor
de 20° determinan una recta que pasa por el origen de coordenadas (gráfi­
ca 1, recta a), y esto sucede independientemente de los valores que tomen
los demés parámetros.

Para sistemas tales como el Taylor y el Tessar cuya esférica posee órde­
nes superiores al tercero, no podemos sobrepasar este límite de 20° si que­
remos que la [1] represente su esférica. Así los sistemas 59, 75 Y 80 cuyas
incidencias máximas son de 31,4 0

, 27" Y 23° respectivamente se apartan
considerablemente de la recta a. Para otros sistemas donde estos términos
son despreciables frente al tercero, la máxima incidencia puede llegar hasta
algo más de 30 0

•

Hemos podido comprobar, pues, que el ángulo de incidencia en las su­
perficies es el parámetro que condiciona la validez o invalidez de la suma.

SI para representar la esférica del sistema.
') 1'2
_.nk ak . '

Una propiedad importante que parece deducirse para los sistemas que
trabajan con incidencias mayores de las indicadas es que las coordenadas:
---SI/2 n'k a'k2 y esférica, de sistemas que son modificaciones de uno dado
están representadas sobre una recta (gráfica 2, recta b) que es más exacta
cuando la abertura y la focal de todos ellos es la misma. Esta afirmación
es objeto de un trabajo posterior (3).

Esta recta, como puede apreciarse en la gráfica, no pasa por el origen
de coordenadas y teniendo en cuenta que tanto la esférica como expresión
[I] se anulan para ángulo de campo cero, deducimos que los sistemas que
no tengan más que aberración esférica del tercer orden vendrán . represen­
tados sobre una recta que pasa por el origen de coordenadas, mientras que
aquellos que tienen órdenes 'Superiores al tercero anularán su aberración
rara otro valor distinto del de abscisa cero, pudiéndose sospechar que la
ordenada en el origen nos da la contribución a la esférica de los términos
de órdenes superiores al tercero.

Para corregir un sistema de esférica será por tanto necesario que la
suma tome el valor correspondiente a esférica cero, dado por la gráfica.

Al hacer la representación gráfica de la aberración esférica en función
de la expresión



METODO APROX1.\fADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTI COS

donde h., h; Y Ii; son las alturas de las intersecciones de los tres rayos que­
van del punto de objeto a los bordes superior , inferior y al centro de la'
pupila con el plano imagen paraxial , ya que si logramos corregir esta ab e-­
rración, con mayor motivo quedará corregido el coma sagital que es una
tercera parte del tangencial . .

Al aplicarle al coma la normalización dada por IIopkins (2) debemos.
multiplicar la. expresión

[lIJo

por un factor 3 ya. que la [H] está deducida para el coma sagital. De esta'
manera ya nos es válida con nuestra definieión de coma.

Aquí , como en la esférica, la validez de la suma [H] viene condicionada '
por el mismo parámetro E¡, pero con la diferencia de que en el coma este­
valor máximo es más preciso. Así podemos observar (gráfica 3) que todos '
nquellos sistemas cuyas incidencias máximas no exceden de 20 ° están re- o
presentados en la recta a y solamente algunos con incidencias mayores a
éstas vienen a estar situados en esta recta.

Como un sistema en general trabaja con incidencias mayores que estos'
limites, podríamos pensar que la expresión [H] no nos es de ninguna .uti-
lidad. . .

Sin embargo esto no es así, pues hemos podid o comprobar la linealidad'
que existe entre esta suma y la aberración que representa, para sistemas'
ron iguales carac terísticas (gráfica 4, recta b). Por lo tanto, dado un ' siste­
ma y hallada su suma y aberración correspondiente, no tenemos más que'
modificar uno de sus radios para tener otra par eja. de valores y con estos­
dos puntos d efinida la recta sobre la que se ha de mover el sistema . Esta
110 pasa por el origen de coordenadas y el valor que debe tomar la [HJ
para que la aberración se anule es la abscisa del punto de cor te de la recta,
ron el eje X. . .

ESTUDIO DEL ASTIGMATISMO, CURVATURA Y DISTORSION

[III]'

responde de la aberración hasta. que las inciden cias no sobrepasa n lbs:
20° . Hasta los 30 · la dis cordancia entre el valor verdadero de la aberración
y su suma correspondiente es algo inferior al milím etro ' y para valores­
s?periores a éste el valor de la expresión [III ] no nos da ningun a. informa-
ci ón del estado aberrante del sistema (gráfica 5). . '

-185 - '



[IV]

nos encontramos con la misma respuesta que en el astigmatismo (grá­
.fica 6).

Los puntos que están situados sobre la recta a son todos aquellos que
"tienen incidencias hasta 20° ; dé 20° a 30° hay una di screpancia entre el
valor teórico y el verdadero, del ord en de un milímetro y para valores de E

-superi ores a 30° el valor de la suma ya no nos da ninguna información .
En la distorsión, Hopkins (2) deduce para valor de la suma la expresión

Ss

'Pero como él la define como diferencia de alturas y nosotros como' rela­
-ci ón de alturas en tanto por ciento, tend remos que dividir la [IV] por Y' k'
pero n'k a'k Yk' es el invariante de Hemholtz, luego la [IV] se nos convier-

Ss
.te en - .-..

211
Análogamente a lo 'Sucedido con las otras dos sumas, todos los siste­

mas cuyas incidencias son menores de 20° están representados en la rec­
i a a (gráfica 7). Cuando las incidencias máxim as ascienden hasta 30° los
'sistemas se separan de la línea a viniendo afectadas sus distorsiones por .
un error del ord en del 0,5 %, y para incidencias algo ' mayores que éstas
.la dispersión no excede en mu cho de un 1 %'

. En esta aberración y en el astigmatismo sucede qu e un sistema cuyas
incidencias tienen un valor tal qu e "Su estado aberrante no viene dado por
'Su suma correspondiente existe una . relación lin eal , d entro -de este siste­
ma , entre las aberraciones y sus sumas corres pondientes para las modi­
ficacion es de un radio, variando esta recta al variar el radio (rectas b. y e
-d e las gráficas 8 y 9). En la curvatura tenemos una sola recta para .las
.modificaciones de cualquier radio (gráfica 6, recta b).

~ 186-
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REY"'A DE LA ACADEMrA DE crENcrAS EXACTAS. FrslCD·QUlMlCAS y NATURAr.ES ·1
Algunos sistemas, en general dobletes' (gráfica 5, 'puntos' 42, 43, '49; 51,

-ii2). no poseen esta flexibilidad de tener un astigmatismo muy aproxima­
<lamente igual al valor de su 'Suma, para incidencias hasta de 30°.

La explicación que damos a este hecho es , que la diferencia existente
-e ntre el valor de la suma y la ab erración correspondiente para cada super­
ficie tenga en todas ellas un mismo signo y por tanto el resultado final
-difiere considerablemente de lo previsto .

En realidad, cuando un sistema tiene varias sup erficies lógicamente en
todas ellas esta difedencia no tendrá el mismo signo, conpensándose unas
-con otras y dando un resultado más de acuerdo con lo que hemos dicho
-anteriormente.

Esto mismo sucede con las otras dos ab erraciones. . ._.
En la curvatura de imagen hemos tenido en cuenta lo,dicho ' de ella "en

Ia Tesis Doctoral de Félix Merino (4).
. Según este estudio, nosotros debemos trabajar con la .curvatura sagital
por tener los instrumentos utilizados aberturas superiores a I:5. Repre­
'sentándola en función de su sum a correspondient e.

S3 + SI
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. RELACIONES QUE LIGAN LAS SUMAS· DEL TERCER ORDEN
CON LOS PARAMETROS DE UN SISTEMA

Al estudiar la d ependencia existente entre las aberraciones geométri­
cas y las sumas del tercer orden hemos visto que éstas nos representan
a las aberraciones cuando las incidencias en las superficies no sobrepasan
los 20° y para la mayoría-de los sistemas sigue esto teniendo validez -hasta
los 30°. También hemos visto lo que sucede cuando sobrepasamos este
límite y cómo podemos seguir relacionándolas lin ealmente aun cuando las
sumas no nos d en directamente el estado ab errante.

Siendo así que tenemos a cada una de las aberra ciones ligadas lineal­
mente con su s sumas correspondientes, nos es de suma utilidad . conocer
cómo varían éstas con los parámetros del sistema.

Estudiando estas expresiones se ve que son funciones de los índices, de
los espesores y de las curvaturas de las superfici es .

Existe por tanto una . función t tal que

SI = t (_1_ ....._1_, .n I .. . nn, dI ' " cln)' [V]
, r I 1'n

que desarrollada en serie de Taylor y tomando solamente el primer tér­
mino nos da:

[VI]

Para variaciones mu y pequeñas de las curvaturas, índices y espesores ,
la variación de la suma puede consid erarse como una funci6n lineal de
ellos.

o Como los sistemas que consideramos en el presente trabajo son todos
muy compactos, podemos ' en principio prescindir de la influencia de los
espesores.

Los coeficientes, cocientes de incrementos

se pueden determinar hallando las derivadas de las sumas con respecto
a las curvaturas, o bien, de una manera más sencilla , modificando uno
a uno los radios del sistema y viendo qué incrementos sufren las sumas
para cada una de esas variaciones .

Cuanto más pequeño sea el incremento 'que le demos a la variable más'
se aproximará la expresión ' [VI] a ser la dif erencial de la [V] .

7'".187 -
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n 1 <5 n¡

- 1 - - -
r¡ 11,3,

cr' <511,'
11,'3

":""'188 -

cr'¡-l <5 n'¡_l
11,'2;_1

Análogamente, para las demás sumas tendremos :

<5 S2 cr'i-!
- - = (AH B¡- l h¡_l- A¡ B¡ h¡) -~

<5 ni n¡2
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<5 S2 = ±A B h 6. (_cr_ <5 11, )
1 11, 11,

Por otra parte siendo:

k 1 ( 0 11,)<5 S, = ~ - IP - 6. --
l' a1 11,

En cuanto a las derivadas de las S¡ con respecto a n ¡, Hopkins (2) hace
un cálculo aproximado y da para las Sh S, y S3 las expresiones siguientes;

<5 Sl = ±A2h 6. .(_cr_ <5 11, )
1 11, 11,

de donde

Nosotros, siguiendo un proceso de cálculo aproximado análogo al efeo­
tu ado para deducir estas expresiones hemos obtenido <5 S, Y <5 Ss'

podemos deducir la variación de S¡ con respecto a cada uno de los índices.
es decir : .

p o
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METODO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS y APLICACION
PRACTICA DEL MISMO
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La .ecuaci ón

Una vez conocida la manera de hallar

METODO APROXIAlADO DE CORRECClON DE SISTEMAS OPTICOS

(5 S~ = HZ(_1 1_) (5 n ¡

1' ¡_ 1 T¡ nl

~ ~: = Ir (r¡~l - :'¡.) ~!Z

S - s.; '(BZ. 7 a'¡-l (5 n ' ¡_l + Ir~, (5 1'1,,' 1_1 ) +
(5 5 - -- ' -1 t¡-l --,-z--

A I_1 1'1, 1- 1 . 11- 1 1'1, ;-1

, o S5 _ [( B
3
1_ 1 h B3¡ 7) Ir ( s.;

~ - -- ¡-1 - -- t ¡ al +
O 1'1,1 · Al-l A; A I - 1 1'1- 1

aplicada a las cinco sumas de un sistema óptico nos da -la clave para llevar-
lo a su casi total corrección. . .'

, En efecto, De esta manera tenemos formado un sistema de ecuaciones en
el cual los 6. Si que figuran en el primer miembro son los incremento s que
deberán tomar. las sumas para que sus aberraciones correspondientes se
anulen. .

ya tenemos relacionadas las variaciones qu e queremos que sufran las su­
mas con las que deben sufrir las curvaturas e índices del sistema,

Esta relación podremos considerar la como una función lineal siempre
que los incrementos que les demos a las var iables sean muy pequeños.
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36,72

59,47

36,19

58,26

Disp ersiones

1,525

1,622

1,654 ,

1,617

lndices

.y

F 3

K 5

F 12

LAK 7

VidriosRadios d

29
4

00

4
~59

1,8
26

5,8
150

2
27

5
~ 41

, ,

El diafragma está colocado a 3 mm y 2,8 mm de la segunda y tercera
lente respectivamente. .. ' '

Antes de formar el sistema de ecuaciones hemos reducido mediante una
exploración paraxial las incidencias máximas a 30· y lo hemos dejado en
focal 100 mm. . , , o'

o Para ello se ' ha efectuado una marcha paraxial a altura '14,3 que ha
dado ' una focal de 75 mm . Esta focal la hemos alargado reduciendo 'la po­
'tenciade-la-pr imera lente a la mitad de su valor, con lo cual reducimos si­
multáneamente la incide.ncia fuerte de la primera superficie. Para facilidad
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1
Los D. - - Y 6. ni que figuran en 'el segundo miembro multiplicando a

r i

los coeficientes

son los ' incrementos que deben tomar las' curvaturas e índices para que el
sistema de ecuaciones se verifique.

Si al resolver el sistema de ecuaciones, las soluciones que nos da para los
incrementos de curvatura e.Indices exceden de ciertos Iímites, fuera de los
cuales deja de cumplirse esta aproximación no podemos exigirle al sistema
de ecuaciones que en una sola etapa de trabajo nos corrija todas las aberra­
ciones .En 'ta l caso habremos de tomar como solución. una fracción de ella
con '-lo 'cual el sistema ono queda corregido, pero 5í rebajadas' sus aberra­
ciones en esta fracción de su valor.

Al iobjeto de poder estudiar la .validez práctica de esta aproximación.
hemos aplicado, estos métodos de cálculo a la corrección de .un objetivo foto­
gráfico Tessar de abertura f/3 ,5 focal 100 mm y ángulo de campo 50· .

Los datos de partida se han tomado de Chretien (5) .modificando ligera­
mente los radios y espesores y totalmente los vidrioso

Estos son:



50~
Il

7,0050
S;

' 50~ = 25358
Il '

r 2 = - 500

, .

El astigmatismo, curv~tura y distorsión se corresponden con fa~ _sumas.
.. . i .', : -

S3 ' S3 + S~

Esférica '= ~ 0;1427
Coma = - 0,0720

Astigma tismo = 6,6557
Curvatura Sagital' = - 5,6977

Distorsión = 2,48 %

y los valores de las sumas del tercer orden normalizadas son:

. SI = ' ...:...- 2 4916
2 11,'k rs'k

2 '

respectivamente.
La esférica y el coma no vienen dadas por

SI

Repitiendo la marcha paraxial con-estos nuevos ' 'datos se ha obtenido
una focal corta, 92,7 mm , y ángulos 'de incidencia grandes en las dos últi -,
mas superficies. Todo esto se ha corregido dándo-le al penúltimo radio el'
valor 41 mm, con 10 que la focal ha pasado a ser.'de104,2 mm.

Al calcularle a este sistema sus aberraciones y sumas correspondientes,
ha dado los valores siguientes:

, .METODO ,4.PROX1MADO DE CORRE,CCION DE SISTEMAS OPTICOS

de los cálculos será sustituido previamente el valor infinito de la segunda.
superficie por un valor finito , 10 suficientemente grande, - 250 mm, para
'que. la' superficie' siga siendo prácticamente plana. En la segunda lente' tam­
bién hemos reducido su convergencia para rebajar las incidencia s 'en 'las:
dos superficies.

., Con estas modificacionesIoscu átro primeros radios han pasado a tomar-
los valores .
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A (--r~)u • = - 0,0017442

A (--r1•.. )u = - 0,0016629

!1 ( 1~ ) = 0,0001132

~ ( ~2., ) = 4
" 2 n k rIk

!1 (
53 ) = - 7

, '3
1"1. k rI k

!1 (+) = - 0,0009524

!1 ( r~ ) = 0,0009524

A (.--;-1" ).Ll. ' . = - 0,0004939

!1 ( Si : ) = - °046
') , , 2 '
- n .k rI k

:-: 192 -

( "S- )!1 50 ¡f- = - 2,5

!1 ( ~ :) = 0,0016629

Para calcular los incrementos de curvatura hemos dado a los radios
'var iaciones algo meno res de un 10 .% de su valor mientras las aberraciones
:han sido grandes frente a sus tolerancias rebajándose a un 5 % cuando
-ésta s se aprox iman a este valor lími te.

Basándose en estos criterios genera les hemos hallado los incrementos
-de curva tura tomando como incremento de sus ra dios la parte entera que
-queda de dividi r su valor por diez.

:pero sí existe una correspondencia lineal con estas _sumas, como puede ver­
-se en las gráficas 2 y 4 en las cuales la esférica se anula para un valor de
'su sum a igual a - 2,7 Y el coma para el valor de su suma igual a 3 apro-
ximadamente. .

Una vez conocidos los valores de estas sumas y las gráficas que las re­
-presenta n en funciónde las aberraciones , fácilmente se ve qué incrementos
-deben tomar para que el sistema quede corregido. Estos son :



:. ' l

T¡ = .:- 43
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1's = -150

1'1 = 35

En el valor de la expresión oSs/o ni se ha prescindido del primer su­
mando por ser muy inferior al segundo .

Dado el estado aberrante del sistema, se comprende que la modificación
-de los índices vaya encaminada a corr egir el astigma tismo y la curvatura ,
10 'cual sólo es posibl e 'en este sistema incrementando negativamente el ín­
-dice de la. segunda lente, ya que los otros índic es no pueden sufrir la modi­
'f icaci ón en el sentido que exige el sistema.
, - UIi valor que nos ha parecido apropiad o para este incremento es

11 n, = - 0,04. ' '
. La solución completa del sistema no se ha hecho resolviéndolo' teórica ­
-mente sino dando a los incr ementos de curvatura valores que favorecen la
.anulaci ón de las sumas ' y por otra parte no introduzcan incidencias gran-
'<les en las superficies. . -. ' '-

;Estos son: .

~IETODO ,\ I' R OX I.\I,IDU DE COIW ECClO N DE S/8TE.\/Jl S otrncos

TABLA 1

Li(-~) ~(~) ~ (2~,:,J ( 53+5) 50~~~ ---
2 ,:¡'k2 2 ¡¡'k 2 ¡¡' k

2 11

~(+) ~(+) ~(+) ~(+) ~ (+)

i = 1 -1863,9359 71,0521 -1180,7598 619,1577 -635,6925
i = 2 780,7923 -27,0009 195,6078 -126,2668 109,5442
i = 3 -1227,6368 -24,6108 -244,9685 136,6771 -38,2339
i = 4 -4405,4132 118,4136 -491 ,6792 225,0952 1334,7568
i= 5 -841,1488 69,9188 -97,0316 103,6748 57,59 40
i ~ 6 -410,5950 26,0547 35,5763 15,2624 -14,7633
i = ' 7 2482,9167 17,0446 997,9617 - 631,5825 -87,7951

Los términos corr espondientes a los índi ces son:

~ Esf ~ Coma. ~ Astg Ó. e: Sag ~ ' Dist

Ó. n i Ó.11¡ ~ 11 i ~ n¡ Ó. ni
,

n i = 2 -0,1134 0,4395 -1,5394 4,765 1,916
'n i = 4 0,3915 . 0,273 0 , 2~1 - 12,034 -0,133
ni = 6 -4,813 0,762 1,688 --=-6,11 - -' -0,892
n i = 7 1,4398 0,962 - 2,681 14,843 0,582
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Con estos nuevos radios y la mod ificación del índice tenemos para valor­
de las sumas:

S
50 _ 5_ = - O577

11 '

Volviendo a formar otra vez el sistema de ecuaciones a partir de estos:
res ultados como datos, hemos obtenido los coeficientes dados en la tabla Il
tornando como incrementos de curvatura los sigui ent es :

A (+)
= - 0,0022557 A (+) = 0,0012267

A (+ ) = ' - 0 ,0022557 A
1

= 0,0006060;-r ó

A (+) = - 0,0010591 A ( ~ ) = 0,0019793',

TABLA II

A(- 2 ~~k2 ) A (~) A (~) A(_ S3+,~4) A(50 ~5 )
2 O" k O" k ' 2 0""

A(+) A (+) A (+) A (_ 1 ) A (+ Jr ¡

i = 1 ~1551 , 9737 102,9842 17,9763 3,6502 ---'-162,6754
i = , 3 -1452,4973 -77,2257 680,1083 - 370,9791 - 75,7292'
i = ,4 708,7741 - 52,0707 -171,5073 1.13,2301 42,5990
i = 5 - 228,5592 -33,6068 376,0929 - 212,3584 45,9267
i = 6 - 104,5959. 2,0752 1.11,1509 - 37,9724 12,1928
i = 7 1416,2522 84,9581 -136,1415 74,6323 -103,8630
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T7 = - 41

( 1 )/),-' = 0,0007122 .
1'3

/),(+-) 0,0002923

L\ (+) = 0,0005807

0,517

Ts = -115

SS
50 U = -0,431

T~ = 44Ta = - 52

Las sumas que se corresponden con estos radios son:

/), (-+-) = - 0,0007 937

/), ( ~ ) = - 0,0009881

/), (+-) = - 0,0004735

Como estas 'Sumas son todavía. grandes, hemos vuelto a formar otro
sistema con los siguientes incrementos de curva tura
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que nos da la tabla m.

METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

En la resolución de este sistema hemos seguido un criterio aná logo
al anterior, es decir , el valor de los nuevos radios se ha dado sin necesi­
dad de resolver el sistema, . teniendo en cuenta únicamente los valores de
las sumas ' que queremos anular y el valor de los coeficientes de las in­
cógnitas . .

Cuanto menor sea el número de los radios modificados y el valor de esta
modificación, tanto más podremos asegurar el resultado previsto .

Nosotro s hemos dejado sin modificar los radios de la primera lente ya
que la influ encia que ejercen respecto al astigmatismo y curvatura es pe­
queña compara da con la de los demás radios.

Los coeficientes de la segunda super ficie no se han calculado- pues n o
queremos modifi car 'Su primitivo valor que la hace prácticamente plana.

Las soluciones que tomamos nos dan para valores de los nuevos radios :



Para reducir todavía más estos valores, hemos vuelto a formar otro sis­
tema de ecuaciones con los datos de la tabla IV calculados con los siguien­
tes incrementos 9,C curvatura.

Los incrementos de cur vatura que hemos tomado como solución .de este ,
sistema nos dan los siguientes valores para los nu evos radios

1'1 = 32 1'j = 40 1'6 = 58,2

Las sumas que se corresponden con esta solución son

SI
= -1,828

2 n'k cr'k2

S2
0,578=

2 n 'k cr'k

S3
= - 0,581, , 3

n " cr k

S3 + SI
= 2,365. t (' rr

2 n 'k cr'¡,3

50
Ss

= - 0,759
1/
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~ ( ~1 ) = 0,000947

!1 ( ~3 ) = 0,0010489
"
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TABLA III

~ (-~) !1 (~) ~ ( ~32 ) !1 (_ S3+,~I) !1 (50 ~)
2 C/ka 2cr'k cr k 2cr" JI

~ (+) !1 (+) ~ (+) ~ (+) ~ (_1)
\ 1's

.¡ = 1 -679,1410 42,3019 307,1572 - 21,0922 - 14,4576
i = 3 -1456,5411 - 217,0143 845,1151 -443,5702 -77,8818
i = ,4 555,0438 -13,4690 -369,6732 206,8597 44,1396
i = 5 - 324,0722 -66,1769 482,0318 -253,5145 44,6397
i = 6 - 137,2663 - 1,8437 133,7981 -49,4479 12,2232
i = ' 7 1360,5450 113,8088 -272,2803 110,6833 - 99,5431
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1'5 = - 104,51"4 = . 36,4

ti ( ~~ ) = - 0,0011905

ti ( ~S ) = 0,0003623

ti ( ~6 ) = - 0,0006532

ti ( ~7 ) = 0,0011344

1'3 = - 47,3

TABLA IV

ti (-~) ti (~) ti (-::2 ). ti (_ S3+,~~) ti (50 i )2 '2 2 r:/kUk 2 U k

ti (+) ti (+) 11 (+) ti (-~) ti (~~), 1'¡

i = 1 - 643,8169 35,5649 272,6348 -99,4422 -167,6463
i = 3 1235,6329 -112,0855 712,8884 -375,6765 -77,5225
i = 4 413,1385 -11,9755 -312,2675 177,8440 43,4157
i = 5 230,8589 - 63,8476 391,0800 - 210,6517 48,4223
i = 6 - 105,4005 ~1,9772 114,5707 -43,1937 13,3144
i = 7 1105,4246 106,9637 - 210,1033 93,3991 -104,3864

Con estos nuevos radios hemos hallado la suma correspondiente a la
esférica que nos da

extraord inariamente grande vy que cor regimos con el último radio ,

Dado que la correcci ón simultánea d e astigmatismo y curvatura es prác­
ticamente imposible, hemos optado por corregir la curvatura ya que el as­
tigmatismo se refiere solamente a. un pincel infinitesim al del rayo principal
y la corrrección de la curvatura es esencial en un objetivo fotográfi co.

Prescindiendo de la aberración esférica hemos intentado cor reg ir la
curvatura haciendo que el resto de las ab erraciones no alteren su valor.
Esto nos ha llevado a modificar los radios 1"3' 1"4 Y 1' 5 que han pasado a valer



1'7 = - 34,57'6 = 58,2 '

S3 + S~
--- = -1,258
2 n'k cr' 1~2

SS
50 U = 0,096

7'2 = - 500

7'; = 104,5

r l = 32

Con estos valores las sumas valen

SI

REI'IST,l DE LA AC,lDEJfI,t DE CIENCIAS EX ,t CTAS, FISICO-QUlMIC,lS y NATURALES

Las marchas de comprobación nos dan

Esférica = 0,451
Coma = - 0,033

Astigmatismo = - 2,273
Curvatura. sagita l = - 0,742

Distorsión = - 0,215%

Mediante un compromiso- entre los radios 7'~ y 7'7 se pueden disminuir
todavía más estos valores .

Como puede verse, mediante sucesivas etapas de trabajo, y con mar chas
paraxiales, se ha logrado ir reduciendo poco a poco todas las aberraciones,
lo cual nos afirma en nuestro propósito.

CONCLUSIONES

A la vista de los resultados obtenidos con nuestro trabajo, obtenemos
las siguientes conclusiones :

1." Nuestro primer propósito de dar generalidad a los resultados del
trabajo indicado (1) se ha logrado plenamente ya que hemos utilizado sis­
temas de muy d iversos t ipos y con distintas condiciones de trabajo, como
se indica en la página 5 y en todas las aberraciones se ha encontrado una
relación lineal entre la aberración calculada trigonométricamente y la co­
rrespondiente suma de Seidel del tercer orden .

-19B -

Los ra dios finales son, pues,



'puede obtenerse el coma para cualquier sistema y diferentes condiciones
de campa y abertura siempre que los ángulos de incidencia no sobrepasen
-de cierto límite. Al igual que en la esférica el ángulo de incidencia es el pa­
rámetro que tiene influencia decisiva, sin que influyan apreciablemente 'los
-de m áa (ángulo de campo, alturas, radios, etc.), El valor máximo de dicho
parámetro se ha encontrado ser para el coma de 20° en todos los : sistemas
estudiados.

,6.a Para ángulos de ' incidencia comprendidos entre 20° y 30° e! coma
_ no viene dado directamente por una. fórmula válida universalmente para

'todo sistema; pero, como en la aberración esférica, para cada.forma .9-e sis­
tema y condiciones de trabajo se obtiene, al variar los radios de curvatura,
lUna relación lineal entre el coma y la suma S2' l'
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.t:

3

'que propone H. H. Hopkins para la suma Sl de Seidel encontrando que me-
. diante él puede obtenerse la aberración esférica de .cualquier sistema, si se
conoce la suma Sl' y esto para todas las aberturas que no excedan de cierto
límite. El parámetro que determina este límite es el ángulo de incidencia
-del rayo que pasa por el borde de la pupila, sin que intervengan de mane­
ra apreciable los radios de curvatura, alturas de incidencia, ni los ángulos
del rayo con el eje. . .

3.a Se ha estudiado el valor máximo que puede tener el ángulo' de in ­
-oidencia en . los diferentes sistemas, de modo que siga cumpliéndose con
.suflciente exactitud la fórmula normalizada de la aberración esférica; en­
contrando que en sistemas como el Tessar y Taylor en los que, según la
literatura, existen órdenes elevados en. la aberración esférica, este valor
máximo se encuentra en los 20°. En los restantes sistemas estudiados pue­
den aumentarse las incidencias hasta 30°.

' . 4.a Para valores del ángulo de incidencia comprendidos entre 20° ' Y 30°
en los sistemas en que no se cumple la fórmula mencionada se ha .encon­
trádo sin embargo que existe una relación lineal entre la aberración esfé­
rica y la suma Sl del tercer orden. Esta recta ya no es válida con carácter
general, sino que depende del formato del sistema y de sus condiciones de
.trabajo. ' .

Determinada esta recta mediante dos puntos' para los que se calculan la
:aberración y la suma Sl' basta ir modificando los radios de curvatura de
las superficies hasta obtener el valor de Sl al que según la recta correspon­
de .esférica cero. El sistema queda entonces .prácticamente corregido,

5.a En el coma 'se ha encontrado un comportamiento análogo a la abe­
rración esférica. Multiplicando la suma S2 de Seidel por. el factor

'METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEM,IS OPTICOS

1

2. a . Se ha estudiado el factor de normalización
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1

2 H

11

7." En el astigmatismo, curvatura de imagen y di storsión se obtienen
las aberra ciones para cualquier sistema multiplicando las sumas S3' S3+8 "
y Ss respectivam ente por los factores

Estas fórmulas ' 'son válidas mientras los ángulos de incidencia no exceden-
de 2óo: .

8." ' Por encima de este valor, a di ferencia de la esférica y el coma, no,
se ha encontrado una relación lineal entre la aberración y su .correspon­
diente suma ·de Seidel, a menos que se varíe úni camente -un radio .de cur­
vatura.

9." Para 'corre gir un sistema proponemos el -siguiente método :
' ,' a)- '-Partiendo del anteproyecto realizado, de modo que las incidencias
no -excedan de 30°, se calculan las aberraciones y las sumas del tercer 01'­
den ,-- y se mul tiplican éstas por sus respectivos factores de normalización .
Si en el ¡¡stigmatismo, curvatura y distorsión no se obtiene 'de esta · forma
un valor suficientemente parecido a la aberración ya calculada, deben redu­
cirse las incidencias, ya que el lími te de 30° no es un valor rigurosamente­
exacto.

b) Seguidamente se calculan la aberración esférica y el coma. Si las
sumas SI y S2 multiplicadas por sus correspondientes factores no nos dan
el valor de la aberración , se modifican los radios de curvatura, con lo que
obtenemos un nuevo valor de las sumas y de las aberraciones, y por lo
t-anto dos puntos que nos determinan las rectas antes mencionadas.

c) Conocidos ya los v-alores que han de tener las sumas para que el
sistema quede corregido formamos el cuadro de valores de las derivadas
de cada suma respecto a 'cada uno de los parámetros del sistema cuya va­
riación sea admisible en la práctica. La forma práctica de obtener estas
derivadas es mediante un cociente de incrementos. El incremento del pa­
rámetro que se varía en cada caso se puede tomar igual al 10 % de su
valor cuando estamos lejos de la corrección, debiendo reducirse al 5 % en
etapas posteriores.

el) El sistema de ecuaciones incrementales así formado no interesa re­
solverlo matemáticamente, pues de ordinario conduce a incrementos tan
grandes de las variables que quedan fuera de valores admisibles . Como
norma práctica se deben modificar solamente tres o cuatro parámetro s eli­
giéndolosde ta l manera, según los valores de las derivadas que el valor de­
las sumas de Seidel se aproxime al correspondien te a una aberración nula.

Repitiendo este procedimiento en varias etapas se llega hasta reducir­
las aberraciones por debajo del límite de tolerancia.

Si el número de parámetros variables es red ucido, no será posible en
general corregir simultáneamente todas las aberraciones; en este caso deben
elegirse las que en cada caso tengan mayor importancia, renunciando a
llevar las otras a 'cero.
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Mediante este procedimiento hemos llevado al sistema hasta su casi to­
tal corrección únicamente con fórmulas paraxiales ; basta rían ahora los re-­
toques de afino donde, por ser ya muy pequeñas las variaciones de los pa- ­

. rámetros, la lin ealidad es completa.
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por

PIFUSION TERMICAEN LAS MEZCLAS MULTICOJ.\1PONENTES

J. M. SAV IRÓN y D. GO NZÁL EZ

ESTADO DE LA CUESTION. '

.' En el empleo de las columnas de Clusius-Dickel para la .separación o
e nriquecimiento de uno de los isótopos de una mezcla multicomponente se
"presentan dos problemas fundamentales : De una parte , el diseño de colum­
nas 'COl]. factores de separación y cond iciones de trabajo preestabl ecidas ; de
otra, .el conocimiento de las distribuciones de los -diversos componentes iso­
tópicos a lo largo de la instalación diseñada .

En los referente al primedo de los aspectos citados, es evidente que el
procedimiento que se utiliza para la previsión del comportamiento de una
instalación, deb e ser consecuencia de las teorías que describen el fenómeno.
Varios han sido los autores que han dado tratamientos teóricos de diversos
aspectos. del problema. Bardeen'", Dehye" y Majumdar" han estudiado la
aproximación al equilibrio. Jsnssn" y R. C. Jones" han esbozado descrip-
ciones más completas de las particularidades del mismo. .
. El primer análisis completo del comportamiento y operación de las co­
lumnas de difusión térmica, está contenido en el trabajo fundamental de
Jonesy furrio En él se tratan , junto con las características físicas del fe­
riómeno, los problemas del diseño de grandes instalaciones de separación
y se analizan detenidamente los tipos de operación usados en la .pr áctica ,
con consideraciones relat ivas a la eficiencia de los mismos. .

Un análisis de este tipo , encaminado solamente al dis eño-de grandes
instalaciones de separación, ha sido realizado por COhen29

. como' extensión
!ll fenómeno de difusión térmica de . una formulación general válida para
todos los procesos de separación"..

Los tratamientos dados parten .de un modelo molecular sencillo para
describir el comportamiento del gas en la columna. Jones y Furry 'Supu­
sieron una interacción maxwelliana para las moléculas del gas . Posterior­
ment e .sus tratamientos han sido ampliados a otros casos del modelo po­
tencialv 3. '. 5. 6 Y al modelo de Lennard-Jones (12-6)7.

En general, se han hallado siempre grandes discrepancias entre las pre­
dicciones teóricas y los resultados experimentales. Hoy se acepta, general­
mente , que el simple auxilio de la teoría es insuficiente para la. predicción
de la operación de la columna", al menos dentro de un considerable mar­
gen de error", aunque algunos aspectos de aquélla den una excelente coinci­
dencía cualitativa. con la. experiencia.
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Respecto a la segunda parte de los dos aspectos citados; referente al
conocimiento de las distribuciones de masas en una mezcla multicompo-.
nente a lo largo de la instalación do separación, fue Clusius" quien, a par­
tir de una sencilla teoría fenom enológica , obtuvo los primeros resultados
que interpretaban las distribuciones isotópicas en una columna de separa­
ción . En principio , sus resultados eran aplicables únicamente a instalaoio-.
nes en las cuales uno de los extremos 'esta ba unido a un gran reservorio ,
que aseguraba en aquel punto la constancia de las concentraciones. Otro
dispositivo expen mental que uWüzaba exclusivamente una columna de­
separación cerrada por ambos extremos, fue tratado , sobre las mismas
bases teóricas, por Schumacher". El estudio está. extendido solamente al
I~SO de una mezcla ternaria y da resultados concluyentes en la separación
del isótopo medi o. Este aná lisis fue posteriormente utilizado con éxito, en
la fase previa de enr iquecimiento para la separación del isótopo escaso 21Ne 32•

. Posteriormente", se ha dado un método para el tratamiento de mezclas'
isotópicas multicom ponentes, en los do s tipos d e instalaciones citadas an ­
teriormente. La formul ación matemática del problema es compleja y re­
quiere un método de cálculo numérico para la obtención de resultados. No
existen , hasta el momento comprobaciones experimentales del mismo,' ni
se han estudiado las posibilidades del método para el enriquecimiento O,

separación de los isótopos interm edios en una mezcla multicomponente.

NUESTRO PROPOSITO

. .
Refiriéndose al primero de los asp ectos citados antes, nos proponemos'

estudiar experimentalmente en este trabajo alguna 'de las particularidades
de la teoría, especialmente, las relacionadas con las variaciones de la sepa­
raci ón má xima y de la presión óptima de separación con la temperatura .
El estudio de estas magnitudes está orientado a obtener de la teoría la má­
xima información posible, con el fin d~ diseñar y predecir las opera ciones
de.las instalaciones de separación.

En la segunda parte de esta memori a s~ estudiará. el comportamiento.
de las mezclas múltiples, en instalaciones de separación, dedicando espe­
cial atención al problema del enriquecimiento de isótopos de masa interme­
dia existent es en la mezcla isotópica . En especial, estamos interesados en
Ja separaci ón del "Kr. -

- 204-



DIl'USION 7'ERMIC,\ EN -'TEZCtAS MULT[CO.lfPONENTES

(102)

(103)

(101)

(104)
r, ,

33 )P g 8
7'

2 -1 I
1) D I2 1

2 1C (
lJo = 6!

2 1C (1<' ° = -- ---
c. 9 !

lJ = IJO h'

f<.ao = 2 '1C (p D12h 1'1
2

rlonde 7'¡ , 7'2' TI Y T2 son los radios y temperaturas de las paredes fría y ca­
liente respect ivamente, 11 es la fracción molar del componente 1 y z la ­
coordenada según el eje de la columna . Las magnitudes h', kc' Y k/ o "fac­
tores de forma", dependen exclusivamente de las dimensiones gom étricas
'de la columna y de la razón entre las temperaturas de la pared. fría y calien­
t e. Esta dependencia es diferente según sea el modelo molecular que descri­
ba el comportamiento del gas 'en la columna. Los referidos factor es de for­
ma son correcciones multiplicativas a los coeficientes de transporte HO

, 1(.0
.y f<.ao , correspondientes al caso plano ideal de Furry y Jones' , y tienen en
'cuenta la cilindricidad de la columna . .

La ecuación (101) describ e las particular idades del "fenómeno, presión
óptima, ti empo de equilibrio, etc ., para algunas de ellas, de manera cuali-

'lativamente correcta, ' . -
La relación entre los coeficientes de transporte, longitud de la columna

y el factor máximo de separación entre las dos especies moleculares, puede
deducirse sencillamente de la expresión '(101) por integración a lo largo
-de la columna, suponiendo .previamente la condición de transpor te estacio ­
nario, 'tI = O. Se obtiene: '

'en que

. En una mezcla bin aria la expresión del transporte hacia la parte supe­
r ior del tubo , de una de las dos especies moleculares prese ntes en la mezcla,
viene dada por":

:¡~a) Intro ducción

1) ESTUDIO EXPERIMENTAL DEL COMPORTAMIENTO PREDICHO pon
LA TEORIA PARA COLU~1L~AS DE CLUSIUS-DICKEL



(10G)

(105)
('ÚhJA

(¡¡(Y2)B
Q12 =

P,IUX = ' b1
/

4 = (~) l/I (109a)[( p
<

a HL
In QMAX =

2b1/
2 2 (Kd K c)l/2

(109b)

72 :"'/70 1 ( r¡ D12 2)VkTp2MAX = '--'
PI T (llOa)

g r 3 p1

\/91 (lo L h'
In Q - (llOb)N J,llA X -

2'61 l' V he' hd'1
../

en que, como de ordinario, Q12 viene definido por:

In Q12 =
ap2

(107}
b+,t

con
lIL s,a= __ p2 b = __ pJ (lOS)

_ Kc ' K c

La sustitución de las expresiones (102) y (103) en las (109a) y (109b) per­
mit en la obtención de las expresiones que utilizaremos en la práctica: .

donde los subíndices A y B indi can que las concentraciones están medidas.
en los extremos sup erior e inferior de la columna .

De la simple inspección de las (103), puede verse inm ediatament e que
los coeficientes de transporte dependen de la presión según expresiones que
resultan ser:

con lo cual la dependencia del factor 'de separación con la presión toma la:
forma
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De (107) se obtienen , sencillamente , las condiciones para la obtención
de la presión óptima y el factor máxiom de separación que le corresponde .
En función de los coeficientes de transporte son :

Puede observarse que las dos magnitudes anteriores pueden obtenerse
directamente a partir de un conocimiento experim ental o teórico de los coe­
ficientes de viscosidad , r¡, difusión ordinaria, D12, densidad del. gas, -p, y de
la constante (lo de difu sión térmica. Los subíndices 1 en los paréntesis indi­
can que las magnitudes que .se hallan en su interior deben evaluarse a la
temperatura de la pared fría.
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l-b) Montaje experimental

86lCr

17,37

3.000 mm.
98 mm.

0.4 mm .
Nicrothal

~Kr

56,90

S3Rr
11,55

S2Kr
11,56

SORr

2,27

7Sl{r

0,35

Longitud de la columna .. . : ..
Diámetro del tubo interior ' " .. .
Diámetro del hilo .'.. .. ..
Hilo empl eado .. . ' " ... . .. . ..
Vidrio Pyrex

El hilo se mantiene a la temperatura de trabajo mediante caldeo CORo

corr iente eléctrica estabilizada en alt erna , rectificada y filtrada.
La temperatura del hilo se calcula por su dilatación", a partir de la ­

expresión :

La columna utilizada, construida en nuestro s laboratorios, es de hilo.
caliente, siendo sus características :

Los factores de forma, que como habíamos . indicado dependen de las:
relaciones r1/7'2, TdT1 y del modelo molecular empleado para la descripción.
del gas, se calculan teóricamente.

El modelo de intera cción potencial F = kr:" es particularmente apro-­
piado para el cálculo de los factores de forma . Estos han sido cal-.
culados" 3,~, 5, 6 en los casos límites n =.1, n = 0,5 Y para algunos índices:
de viscosidad intermedios.

También existen tabulaciones de las citadas magnitudes para el modelo.
Lennard-Jones (12-6Y.

El tubo interior, la pared fría , se mantiene a una temperatura de 292°1{,
refrigerando con agua filtrada en circuito cerrado .

El resto de detalles de construcción puede apreciarse en la Fig. 1.
La instalación completa lleva un sistema convencional de alto vacío . .

con lo que' se-consigue trabajaren óptimas condiciones de pureza de gases.
El manejo del gas se realiza mediante nitrógeno líquido, CO2 sólido y car-­

bón activo. Un esquema de la instalación se muestra en la Fig . 2.
El 'gas utilizado, kripton natural, es de pureza espectroscópica, suminis-..

trado por "L'Air Liquide" . Su composición isotópica es:

L = ' Lw (1 +14'06 x 1O-.6(] +3'944 x 1O-9(f)

En la determinación experimental de la presión y factor de separación:
máximos, para las diferentes temperaturas del hilo , hemos procedido de ­
la siguiente manera:

l-c) Método de trabajo
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-- E:
__o E:-- O

O-- ~
tP ared fría ~98mm. "

•

vacío

_ al estabilizador
acero inoxidable '

·~ ·208 .....,

¡.Hg poro cortacto
. eléctrico

cobre
acero inoxidable

FIG. 1

Nicrothol 80/20
t)=O'5mm.

Espaciadores Pf
soldados con oror-WI-t--l-/;-- - --,

)
Cien-e Apiezón "w\,
Refrig~rac ión

.:Entrada
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M, M,

tii'iif

11

Ivacto

}'IG. 2. - Esquema de la instalación, de alto vacío, que hemos empleado en todas las ope­
raciones que se han realizado en este trahajo.

Los rectángulos señalados por líneas punteadas indican las tomas de muestras que se han
utilizado en la parte n, apartado I1-b).

Se llena la columna con I(r natural, conectándose a ' continuación la
'Calefacción y la refrigeración. Se ajusta aquélla hasta que se alcance la
temperatura de trabajo. Hecho esto, se procura establecer una presión de
{lOO mm. Hg, aproximadamente, en caliente, superior a la prevista para .el
máximo de separación. Transcurridos quince minutos se Cierra la llave
del manómetro y se deja la columna en operación durante veinticuatro
horas . El tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario es de die­
ciséis horas y dejamos un margen de seguridad de ocho horas. Al cabo de
este tiempo se sacan muestras de los extremos superior e .inferior de la
columna. Ambas extracciones se realizan simultáneamente.

-= 209-
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Se desconecta la calefacción y se remezcla el gas de la columna con Kr ­
natural del reservorio. Una vez hecho esto , se procede a establecer una ,
nueva presión de acuerdo con lo descrito en párrafos anteriores. ':

Estas.jiperaciones se realizan unas cinco o seis veces, a intervalos de­
crecientes de presión, siendo la última presión de unos 200 mm. Hg. Con
ello aseguramos el que la presión corr espondiente al máximo de separación,
quede dentro de los intervalos de medida.

I-d) Análisis

Todos los análisis de muestras . tomadas en la columna se han realiza-o
do en un Espectrómetro .de Masas, de sector magnético de 90°, diseñado,
y construido en los' Laboratorios de la Cátedra de Optica de la. .Facultad!
de ,Ciencias de la Universidad de Zaragoza". .

La entrada de gas en la cámara de ionización se realiza en condiciones:
de flujo molecular. La energía de los electrones de ionización es dé ' 45 eVo

El registro de los picos correspondientes .a cada isótopo se efectúa grá-.
ficamente , mediante un registrador HONEYWELL 'conectado a la salida ·del:
amplificador de iones. . . '",

Las abundancias isotópicas son proporcionales a las alturas de los pi-o
cos, por la que la medida de éstos en cada espectrograma nos permite co-·
nocer la concentración isotópicade la mezcla.

loe) Cálculo de la pre si én. óptima y factor máxir~w de separación

Las concentraciones '(; y '(i de una pareja de isótopos, medidas en las:
partes alta y baja de la columna permiten el cálculo del factor de separa­
ción. Este se define como en (105).

(¡.dll)A

('(J'(i)B

Según (203) In QN' definido según:

es constante para cualquier i , i (i =!= 1). Esta constancia nos permite juzgar­
la bondad del análisis espect rom étr ico y de la muestra; pues su violación.
indica la existencia de errores producidos por inestabilidad en los equipos.
o cualquier anormalidad surgida durante el proceso de separación. En.
especial, . hemos observado una falta de constancia en el In QN' .cuando.
por alguna causa, había entrado air e en la columna de separación.

Se han rechazado todas las muestras en las que los In QN, para cada­
pareja de isótopos, han discrepado entre sí en más de un 1%.

Si representamos p2jln QN en ordenadas y p~ (atm. ') en ab cisas (107),.
es una recta para cada temperatura del hilo. Los valores de a y b se calcu-
lan ajustando la recta por mínimos cuadrados. .: .

-r-: 210 -'-'-
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El factor máximo de separación se obtiene, analíticamente , cuando
b = .p" resultando (109 b). La presión correspondiente a este máximo de
separación será P~[AX. = ' bIt'.

Para todas. las temperaturas hemos calculado los errores de a y b.

I-f) Resultados experimentales

Hemos realizado diferentes operaciones de separación siempre alcan­
zando el estado estacionario, con diferentes temperaturas (para un mismo
hilo) y para cada temperatura una seriede muestras en un amplio rango
de presiones, según el procedimiento operatorio indi cado en L-e) . .

A continuación exponemos los resultados experimentales , especifican­
do el radio del hilo, las temperaturas y las presiones a que se han reali­
zado las muestras.

P IDa>: = 0.428In Q NIDa>: = 28.0777
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TABLA 1

b = 0.0335 ± 0.007a = 10.2732 ± 0.78

T
2

= 600° K ~

r
2

= 0.20 mm. 7sli r sOli r S2Kr 83lir 5'li r S6Kr

p = 427 mm . Hg -
Alto 0.0314 0.1360 0.1250

-0.5629 0.1447
Bajo 0.0180 0.1037 0.1099 0.5747 0.1938
QJ86 2.3397 1.7571 1.5230 1.3115

In (iN = 23.4848 p2 (atm)j ln QN = 0.0137 pi (atpl )= 0.099

p = 356 mm. Hg
Alto 0.0327 0.1387 0.1260 0.5624 0.1402
Bajo 0.0177 0.1030 0.1098 -0.5744 0.1950
QJ86 2.5699 1.8735 1.5958 1.3619

-
p2 (atm)j ln QN p' (atm) = O.048In QN = 26.2669 = 0.0084

P = 342 mm . ·Hg
0.5626Alto 0.0327 0.1392 0.1259 0.1396

Bajo 0.0172 0.1022 0.1084 0.5747 0.1975
Q¡/86 2.6883 1.9262 1.6423 1.3847 -

- -
In QN = 27.6264 p2 (atm)jln QN = 0.0073 p' (atm)= 0.041

p = 321 mm . Hg
Alto 0.0311 0.1362 0.1245 0.5642 0.1441
Bajo 0.0164 0.0991 0.1082 0.5743 0.2021
QJ86 2.6635 1.9271 1.6140 1.3779, -- -

-
p2 (atm)j ln QNln -QN = 27.2173 = 0.0065 ]>:1 (atm)= 0.032

P = 200 mm . Hg
0.5697 I

"'.Alto 0.0285 0.1292 0.1207 0.1519
Bajo 0.0180 0.1035 0.1078 0.5773 0.1934

- QJ 86 2.0139 1.5880 1.4245 1.2557 -
- -

In QN = 19.5197 p2 (atm)j ln QN = 0.0036 1'1 (aLm) = 0.005



T
2

= 700 Ji
SOI{¡' 82K r S3Iü SII{r78K r S6K r

1"2 = 0.20 mm .

p = 431 mm . Hg
Alto 0.0346 0.1435 0.1276 0.5602 0.1340
Bnjo 0.0156 0.0973 0.1068 0.5734 0.2069
OJ86 3.4308 2.2775 1.8467 1.5090

- -
pi (ntm)= 0.103-'u In O.y = 34.5513 p2 (ntm)j ln ON = 0.0092

P = 400 mm . Hg
Alto 0.0357 0.1452 0.1281 0.5591 0.1318
Bnjo 0.0148 0.0952 0.1058 0.5745 0.2097
OJ86 3.8359 2.4274 1.9258 1.5485

- -
~ In O~.. = 37.1318 p2 (a tm)j ln 0N' = 0.0075 pi (ntm)= O.Oí7

p = 360 mm . Hg
Alto 0.0365 0.1469 0.1285 0.5596 0.1285
Bnjo 0.0144 0.0941 0.1049 0.5753 0.2114
Otj8_6 4.1750 2.5676 2.0154 1.6003

- p2 (a tm)j ln ti;In Q:-; = 39.6476 = 0.0056 pi (utm) = 0.050

p = 314 mm . Ho-e
Alto 0.0373 0.1478 0.1289 0.5587 0.1272
Bnjo 0.0142 0.0936 0.1044 0.5745 0.2134
QJ86 4.3946 2.6511 2.0716 1.6316

- -
In 01\' = 41.1365 p2 (ntm)j ln ON = 0.0041 p~ (ntm)= O.029

p = 200 mm. Hg
Alto .0.0357 0.1497 0.1267 0.5559 0.1319
Bujo 0.0181 0.1048 0.1102 0.5737 0.1931
OJ86 2.8955 2.0915 1.6836 1.4192

- -
p~ (utm) = 0.OO5In QI\' = 29.8780 p2 (a tm)j ln ON = 0.0023

EX ,l CT,lS. FlSICO·Qü1.11ICAS y N,lTü RM.ES

b = 0.0293 ± 0.009 Pmax = 0.414In Q Nmax = 41.8247
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TABLA II
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a = 14.3119 ± 0.14



~ .~

T
2

= 800 0 K
7BKr DBKr B2Kr lOK!' B4Kr - 86Kl~

1'2 = 0.20 mm . ,

p = 450 mm. Hg
Alto 0.0374 0.1486 0.1299 0.5575 0.1265
Bajo 0.01339 0.Q.'l21 0.1040 0.5761" 0.2138
Q¡j86 4.5561 2.7268 2.1107 1.6359

~

- p2 (atm)jln Q", In QN = 42.0021 = 0.0084 p4 (atm) = 0.122
..

p = 429 mm . IIg 1 ",
Alto 0.0378 0.1502 0.1303 0.Q572 0.1244
Bajo 0.0134 0.0905 0.1030 0.5773 . 0.2158
Q)86 4.8805 2.8799 2.1939 1.6743

~ ,

In (iN
- -

:;: 44.0891 p2 (atm)j ln QN = 0.0073 p4 (atrn) = O.l 02
~ & ..

P = 357 mm . Hg rv &

Alto 0.0410 0.1561 0.1322 0.5537 0.1169
Bajo 0.0126 0.0889 0.1027 0.5775 1 0.2182
Q)86 6.0773 3.2735 2.4020 1.7891

- - -
In QN = 49.6351 p2 (atm)j ln QN = 0.0045 p4 (a lm) = 0.049

'" - -
p = 312 mm. Hg

<..

Alto 0.0418 -0.1577 0.1327 0.5523.. 0.1155
Bajo 0.0126 0.0899 .0.1026 0.5744 0.2204
Q)86 6.3174 3.3461 2.4650 1.8341

- ~ ~ ..
- - -

In QN = 51.0263 p2 (atm)j ln Q" = 0.0033 p4 (alm)= 0.028
-

p = 204 mm . Hg

I
..

Alto 00393 0.1499 0.1302 0.5558 0.1258
Bajo 0.0168 · 0.1016 0.1097 0.5735 0.1983
Q)86 3.6000 2.3248

I
1.8715 1.5281

- - -
In QN = 35.5555 p2 (atm)j ln QN = 0.0020 p4 (atrn)= 0.005

'.

DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS .IIUL1'ICOMI'ONENTES

a = 18.4074 ± 0.14

TABLA III

b = 0.3214 ± 0.008 In Q,vrnax = 51.3373

-'- 213 -=

1) ' = 0.423max
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TABLA IV

T
2

= 900° K
7sKr sOKr 82Kr 83Kr slKr 86Kr

T
2

= 0.20 mm.

P = 445 mm. Hg
0.0402 0.1332I Alto 0.1550 0.5535 0.1180

Bajo 0.0118 0.0863 0.1017 0.5736 0.2265
Q;/86 6.5154 3.4448 2.5122 1.8511

- -
- In QN = 52.0085 p2 (atmj/In QN = 0.0065 pi (atm) = 0.118

P = 384 mm . Hg
..

Alto 0.0437 0.1614 0.1349 0.5487 0.1112
Bajo 0.0109 0.0835 0.0999 0.4753 0.2304
Q;/86 8.2867 4.0048 2.7994 1.9764

In (i = 58.1702 p2 (atmj/In (i = 0.0044 p~ (atm)=0.065

P = 329 mm . Hg
Alto 0.0447 0.1629 0.1352 0.5481 0.1091
Bajo 0.0190 0.0834 0.0999 0.5747 0.2311
QJ86 8.6717 4.1391 2.8703 2.0207

In 'Q; = 59.6538
-

p2 (atmj / In QN = 0.0031 . p~ (atm)= O.035

P = 270 mm . Hg
Alto 0.0431 0.1615 0.1355 0.5488 0.1110
Bajo 0.0115 0.0868 0.1020 0.5708 0.2288
Q;/86 7:'7313 3.8361 2.7390 1.9822

ln~
- . p~ (atm) = 0.016= 56.9927 p2 (atm)/ln QN = 0.0022

P = 198 mm. Hg
0.5547Alto 0.0392 0.1521 0.1309 0.1231

Bajo 0.0161 0.0995 0.1081 0.5743
QJ86 4.0009 2.5061 1.9854 1.5li40

-
p2 (atm)/ ln (iIn QN = 38.6694 = 0.0017 - p~ (atm)=O.005

-
~

a = 23.2798 ± 0.36 b = 0.3609 ± 0.014 In QNmax = ~1.2668 Pmax = 0.436
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TABLA V

Til-= 1020° K - ---- -.

s°Kr 82Kr SlKr siKr 86Kr
rz = 0.20 mm.

p = 396 mm. Hg
Alto 0.0470 0.1686 0.1367 0.5467 0.1010
Bajo 0.0094 0.0784 0.0968 0.5734 0.2420
Q) 86 11.9428 5.1399 3.3718

In,~ = 68.9398
-

p2 (atm)j ln QN = 0.0039 pi (atm) = 0.521

P = 378 mm . IIg
Alto 0.0474 0.1696 0.1379 0.5455 0.0995
Bajo 0.0092 0.0769 0.0960 0.5785 0.2394
Q)86 12.3608 5.2869 3.4354 2.2622,

ln~
-= 69.6038 p2 (at m)j ln QN = 0.0036 pi (atm) = 0.061

P = 307 mm . Hg
Alto 0.1691 0.1376 0.5463 0.0996
Bajo 0.0779 0.0974 0.5791 0.2322
Q)86 5.0655 3.2955 2.2003

- ~...~ . ._----- .-.--
- -

In QN = 67.5523 p2 (atm j/In QN = 0.0024 pi (atm) = 0.027

P = 267 mm . Hg
Alto 0.1594 0.1339 0.5517 0.1129

. Bajo , 0.0789 0.0958, _ ' _.Q.[j] 24 .0.2439
QJ 86 4.3472 3.0084 2.0751

- -
In QN = 61.7840 p2 (atm)/ In QN = 0.0020 pi (atm) = 0.015

P = 136 mm . Hg
. Alto 0.0325 0.1387 0.1248 0.5605' 0:1434.

Bajo 0.0195 0.1091 0.1106 0.5722 0.1887
QJ86 2.2007 1.6735 1.4855 1.2889

- -
pi (atm) = 0.001In QN = 21.8327 pZ(atm)j ln QN = 0.0015

- .. .- _ .. _..--- - .. . . - .. ~ .

a = 29.8108 ± 0.03 b = 0.446 ± 0.000 In~max = 70.5314 Pmax = 0.459

Todos estos resu ltados se hallan representados en las Figs. 4 y 5.



500

Q125atm~

T2=6ocfK

400

I72=102rfK

QTOO

p (mmHg) ~

o

Q075

300

FIG. 4

F IG. 5
=- 216 -=

Q050

200

Q025

100

REVISTLI DE lA LICADE.llIA DE CIENCILIS EXA CTAS, F/SICO-QUI .lIIC,IS 1" NATURM _ES·

101-------l------+---~--1-----

I
-'-

- 151------+------f----+-----+----;r~~!---·



DlFUSIOS TERMICA EN JIEZCLIlS .1IULTICO.1IPONENTES

(112),

102 110

23.0

r¡ x 1()5 gr /c rÍJ.3

347.3

G = 3.734 A

TABLA VI .

D12 X 102 cm2/ sg
9.310

1] X 107 poises
2461 .

l-h) Discusión de los resultados

Todos estos valores se hallan calculado s a 1 atm.
En el cálculo de las temperaturas reducidas T¡'" = kT1 / E, hemos usado .

los parámetros":

Por simple inspección de las Fig s. 6 y 7 puede varse la consistencia en- ·
tr e las predicciones teóricas, basadas en el modelo de Lennard-Jones (12-6Y y ­
en el modelo de interacción potencial, para la predicción de la presión :
óptima de separación.

Por el contrario, no existe tal consistencia entre las pre-dicciones de am- .
has teorías para el caso del máximo factor de separación. Esto era de es- ­
perar, ya que las dos teorí as parten de una dependencia del factor de difu- :
si ón térmica, eco', con la temp eratura, distinta en ambos casos.

No obstante, puede evitarse tal dificultad , en el caso del mod elo de in- ­
leracción potencial, eligiendo un valor de eco no en la pared frí a, sino su :
valor promedio entre las temperaturas de la pared frí a y caliente.

Análogamente , puede observarse una excelente coincidencia entre los :
valores experimentales de la pr esión óptima-de-separación Y los predi chos"
teóricamente , usando para el índice de viscosidad del modelo de intera cción­
potencial el valor 11, = 0.703, como puede verse en la Fig. 8.

z: 217 -=

La imprecisión en el conocimiento de eco par a el 1(1', nos ha llevado a uti- ­
lizar un dato teórico, obt enido con los parámetros anteriores y utilizando .
el método de Hirschfelderll y la aproximación de Kihara12

•

l-g) Comparac.ión con la teoría

Hemos calculado teóricamente las expresiones

responsables de la presión óptima y factor máximo de separacion, según
(110), para los modelos de Lennard-Jones (12-6) y para diversos índices de ­
viscosidad en el modelo potencial. Esta s expresiones se encuentran repre­
sentadas en función de la temperatura, T2, del hilo caliente, para la rela­
ción rdr2 = 24.5 y para T1 = '292°J{. Los resultados aparecen en las figu- .
ras 6 y 7.

Las mismas expresiones se han calculado a partir de los datos experi- .
mentales, usando las (110) con los coeficientes de transporte del gas dados .
en la Tabla VI:
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FIG. 8
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Las conclusiones para el máximo factor de separación no son tan con,
cluyentes, quizás debido al conocimiento inexacto del factor de difusión
térmica": u . De hecho, el factor máxim o de separación resulta ser más alt o.
que el predicho teóricamente.

Q71----~~r-__;tf-----+----+---_¡

n

091-+----4--"--+--.1-----1,.--+- --/--+---7--1-- - ----1

Q61----I-I-J'-I+---JL.-----+--- - t------+------¡

081-------+-/f-l~-,jL--~:...--t-----+--____¡

l-i) Proy ecto de una instalación . Generalidades

Una de las d ificultades más serias con que se tropieza al inten tar el di­
seño de una columna" es la falta 'de concorda ncia entre los tr atamiento s:
Ieóricos existentes para la difusión térm ica y los resultados experimenta­
les. En principio, res ulta d ifícil pr edecir , "a priori", el comportamiento ex­
perimental de una columna, al menos dentro de un tolerable margen d e
error.

No obstante, el método que permita rea lizar el d iseño, debe ser una
consecuencia de las teorías que describan el fun cionamiento de las citadas
columnas . Todas las concordancias cualitativas teoría-experiencia descritas.
-en el apartdao anterior son aceptables, aunque el acuerdo cuant itativo sea,
desde luego, muy pobre. El simp le procedimiento de partir de los datos de
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construcción, con datos teóricos y valores medidos o calculados del factor
-de difusión térmica , hemos indicado ya que no permite el diseño de una
i nstalación15

, 16, 17 ; no obstante, aunque esto ocurra en el aspecto cuantitati­
vo, no creemos que la teor ía se halle desprovista de utilidad : Sus prediccio­
nes pueden ser muy útiles en el diseño, acompañadas de cier tos datos ex-
perimentales. . _ _
. Los result ados del apartado anterior correspo ndientes a pmax parecen

Indicar que, para aq uella columna, el Kr se comporta, en lo que se refiere
a la interacción molecular, como si su índice de viscosidad para un modelo
poten cial fuera 11, = 0.703, en lugar de 0.88, que es el que verdaderamente
le corr esponde para aquel rango de temperatura". Esto no lo interpretamos
corno un cambio rea l del índi ce de viscosidad del gas con las condiciones
-de trabajo. Tamp oco par ece lógico pensar en que debe escogerse un valor
de n , en el rango de T2 a T1, promediado especialmente para la experiencia" .
Esta hip ótesis ha sido desechada, puesto que hemos comprobado exper i­
.mentalmenteque cualquier deformación permanente del hilo o bien un ca­
lentamiento an ormal de los espacios muertos :de los extremos de la colum­
na , produce un notable decrecimiento de la presión ópt ima, y por consi­
.guiente una di sminución considerable de n , aún por debajo del valor mí­
nimo 0.5.

Sin embargo, la buena coincidencia cualitativa de la curva experimen­
-tal de pmax = f (T2) con la teórica correspondiente a 11, = 10.703, nos hace
pensar en ese valor del índice como una constante del sistema de trabajo
y suponer que, para columnas de parecido t ipo de construcción, con ap ro­
ximada mente los mismos espac ios muert os, distancias idénticas entre éspa­
d adores, etc., puede ser utilizado como dato .

Hemos de tener en cuenta que en el d iseño de gra ndes instalaciones de
s eparaci ón de isótopos por difusión térmica, la magnitud de importanci a
fundamental no es el enriquecimiento m áxi mo, sino el máximo trabajo de
separación que pueda realizar la columna'. Este trabajo máximo es propor­
cional a Ir /(Ke +Kd) y alcanza sus valores máximos para presiones tan altas
corno permitan las condiciones de rég imen laminar. Para valores de
l\e -=-10 K d , sigue manteniéndose el régimen laminar y entonces se alean­
.za el 90 %de la máxima eficiencia pr evista teóricamente.

La pre sión en el máxim o de separación está relacionada con la presi ón
correspondiente a la máxima eficiencia , P«. según:

Es por lo ta nto, un dato de máxim o interés el conocimiento d e la pe! de
trabajo en la columna a di señar.

Debe tenerse en cuenta que, en general conviene no utilizar en instala ­
d ones de vidrio presiones que exceden a la atmosférica.

l-j) Proy ecto de la columna

Para el pro yecto de una columna de separación de isótopos de. Kr debe
tenerse en cuenta que, da das las masas relativamente altas de. los mismos,
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REYISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCI AS EXACTAS, F/SICO-QUIMWAS y NAT URALES

A

(113)

5

'i (m ) ~

FIG. 9 -

32

n=1.O

n=Q8

n=0,6

- 222 -

..

y
1

• Para el cálculo de la temperatura del hilo por su dilatación. véase é apar tado I1-b).

1

C 50

e = 10 \fW [ r¡ D12 pa]

g p 1

para diferentes n y p llla:c en función de r 1, como se expone en la Fig. 9. Con
los valores de las constantes de transporte para el Kr dadas en la Tabla VI
resulta- un valor de e = ,0.414 x 10-2

•

Como valor de pma: hemos elegido 500 mm. Hg, que nos da una pe¡ de
aproximadamente 100 mm. Hg, suficientemente alta, pero sin exceder a la
presión atmosférica. Por tanto, sólo queda por determinar un valor de r 1
que satisfaga a (113). -

Curva A p~áx=550 mm.Hg
B. 500

'80 1\ de esperar valores bajos del factor de difusión térmica y por lo tanto
será necesario utilizar temperaturas tan altas como el hilo permita. La teín­
peratura T1 de la pared fría, correspondiente al agua de refrigeración, es
dato fijado por las condiciones de nuestra instalación de reciclado.

En el diseño de la columna se decidió el empleo de hilo de aleación
Pt - Ir (SO %- 20 %) con lo que hemos fijado en 12000K la temperatura
del hilo caliente y 2r2 = 0.4 mID,*.

Con estos datos hemos representado la expresión:

1 (k ' )1(1
P

2 = ' e-- --1.-.ma: 3 1 rr 1 í c
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Mediante un sencillo procedimiento gráfico obtenemos para 1\= 4.1 mm .,
Una longitud de 2.80 m. completa las cara cter ísticas de la columna que­

especificamos , en conjunto , a continuación :

L = 2.80 m. r;= 4.1 mm . 1"2 = 0.2 mm . 1\ = 292°l{ 1'2 = 12000 K

I-k ) Com probiición ex perimen tal

' . Construida la columna, según el proyecto anterior, y utilizando an álo- .
gos métodos experimentales de análisis de isótopos y de cálculo de las pre-­
siones óptimas ' y factores máximos de separa ción, a los indicados en los .
apartados l-e, d, e), se puso en funcionam iento a las temperaturas de 1000°
y 1l00°l{. ' '

Los resultados exper imentales obtenidos fueron:

P = 0.60(
ma% .In Qm.", = 79.7622

- 223 :......

TABLA VII

b = 0:1304 ± 0.001a = 57.6053 ± 0.12

T2 = 1000 0 K -
S'Kr1'2 = 0.20 mm . 7sKr sOKr 82Kr 83Kr 86Kr

¡¡ = 545 mm.' Mg.
Alto 0.0083 0.0457 0.1690 0.1375 0.5417 0.0978
Bajo 0.0005 .0.0077 0.0725 0.0930 0.5749 0.2514
QJ86 41.579 15.279 5.9883 3.7966 2.4202

In QN = 7;5.4602 -
- p' (atm) = 0.263p2 (atmj/ In QN = 0.0068

-
= 433 mm . Hg¡¡

Alto 0,0093 0.0463 0.1711 0.1390 0.5418 0.0925
- Bajo 0.0012 0.0075 0.0722 0.0938 0.5762 0.2491

QJ86 21.370 16.642 6.3895 3.9940 2.5334

In QN = 75.0974
~ -
¡¡2 (at m)/ In QN = 0.004~ p' (atm) = 0.105

-
¡¡ = 333 mm. Hg

Bajo 0.0097 0.0482 0.1753 0.1403 0.5361 0.0904
Ba.jo 0.0014 0.0106 0.0857 0.1028 0.5846 0.2148
Q;/86 16.067 10.794 4.8559 3;2414 2.1784

In 7i.v = 64.3078 p2 (atm)/ In QN = 0.0029 p' (atm) =, 0.037,

¡¡ = 309 mni" Hg
Alto 0.0094 0.0460 0.1711 0.1389 0.5412 0.0934
Bajo 0.0016 0.0117 0.0899 0.1054 0.5854 0.2060
Q;/ 86 12.766 8.6954 4.1!)45 2.9079 2.0387

. -- -
In QN = 58.5886 ¡¡2 (atm)/ ln QN = 0.0027 p' (atm) = 0.027

-
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0.0821
0.2473

0.0867
0.2 633

P = 0 640max

pi (atm) = 0.20 6

[Ji (atrn) = 0.038

¡r\ (atm) = 0.104

[Ji (aím) = 0.295

0.5275
0.5777
2.7498

0.5321
0.5727
2.8156

In Q ¡..max = 88 .8588

p2 (a tm)j ln Q'y = 0.0038

p2 (ulm)j ln Q'y = 00028

112 (ulm)j ln Qs = 0 .0063

TABLA vm

b = 0.1679 ± O.OOq

In Ii; = 65.4064

ln Q.v = 65.4046

In QN = 81.0136

a = 72.8143 ± 0.68

p = 512 mm. Hg
Alto 0.0117 0.0503 0.1780 0.1411
Bajo 0.0026 0:0063 0.0660 0.0892
Q¡/86 1~3. 82:J 24.238 8.1720 4 .7942

- -
In QN = 81.3131 p2 (~ lmW l.n Q'y = 0 .00521

P = 432 mm. Hg
Alto 0.0 111 0.0529 0.1836 0.1426
Bajo 0.0012 0.0072 0.0721 0.0945
Q¡/86 27.596 22.07] 7.6759 4.5470

T. = 1100 °J(
"2- = 0.20 mm. 7sKr sOKr s2Iü 8.1Kr S\Iü sOKr

p = 560 mm. I1g
Bajo 0.0112 0.0480 0.1729 0 .1391 0.5371 0.0917
Alto 0.0015 0.0064 0.0656 0.0890 0.5704 0.2 670
Q¡/86 21. 600 21.943 7.6689 4.5488 2.7418

Los valores correspondientes a 1200°1( son ext rapolados, ya que no pu­
-d ieron realizarse las operaciones a esta temperatura , pues el hilo sufrió
un calentamiento anormal y quedó deformado .

No obstante, puede observarse que el valor de ]1max correspondiente a
1100°1( es lo suficientemente alt o, para pensar que a 1200°1( la concordan­

"_cía sería excelente, lo cualda validez al método seguido en el proyecto de
' una columna. Además, el factor de separación aumentó, para la tempera­
~tura de 1100°1(, en un 20 %'

TABLA IX

roote 1000 1100 1200
P max ln QNlll ox Pmax ln . »-; In N max.;>,f mox

"CoI (A) 349 70.5314 :l70 77.31424 388 80 .5821
. Col (B) 459 79.7622 488 88.8588 525 94.9401
, P R OYECTO 500

A continuación expresa mos los valores de lJ max y In Q Nmax , en una tabla
"comparativa, para la columna del apartado l-b), que llamaremos (A) y la
..proye ctada (B):

p = 335 mm. Hg
Alto 0.0113 0.0503 0.1788 0.1410 0.5312 0.0868
Alto 0.0021 0.0107 0.0869 0.1037 0.5817 0.2149
Q¡/86 13.149 1Ü 41 5.0939 3.36 53 2.2607

- .



Los valor es experimentales correspond ientes a las Tablas VII y VIII se
hallan representados en las Figs. 10 y 11.
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(204)

(202)

(203~

(201).

2 m118

fi! = ' m, - m¡

m¡+m; 1 _
~--- = -- ~i mi = m

2 n

105
el¡i = - -

118

0_0' .i

y- con elo = el¡; para

res ulta

Los términos .de transporte llk; son proporcionales a el¡'i por -lo, tanto
Hk; = H, fk; Y (201) se convierte en:

'tk = u, [ ...:.... Ik ~i )'1 fk1 _ kc + kd ~k ]
Ro ~z

~ 226 ~

Con isótopos de masa molecular alta pu ede usarse la aproximación

Entonces el valor del factor de d ifusión térmica eli} de una pareja de is ó­
topos puede expresarse en la forma

REVISTA DE LA A CADE3II ,1 DE CIENCI, l S EXACTAS, FISI CO-QUIJIICAS y NA TURA LES;

II) EL PROBLEMA DE LAS MEZCLAS, MULTICOMPONENTES' , '

La expresión que da el transporte hacia la parte superior de la colum­
na de una de las dos especies moleculares presentes en una mezcla isotópica
binaria es:

U-a ) Introducción

11 Y 12 son las fracciones molares de las dos especies, z la coordenada de
longitud en la columna, y los restantes términos tienen la misma significa­
ción de referencial,

Para una mezcla multicomponente, R. C. Jones" ha generalizado la ex­
presión del transporte . Para la espec ie k obtiene :
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(20G)

(210)

(208)

(209)

(207)t = l ... n

i , j = ' 1 .. . n -

i = l .. . n
1 [+Z

l ia = ' -2- li (s) d s
z • - z

g, (110 . . . I'no) = 2
1

z i:~i. (s) d s

el proceso de iteración se realiza utilizand o como nuevos valores de I'i~

El problema de determinar la distribución de concentraciones 'para el
segundo caso, es un problema complejo debido a la difi cultad de resolu­
ción del sistema (209). Sin embargo se han obtenido soluciones numéri­
cas utilizando un ordenador IBM 1620.

El proceso utilizado para el cálculo 10 \ exponemos a continuación.
Para el cálculo, de los valores de l iD a partir del 'Sistema (209) es nece­

sario, si se utiliza un método cualquiera de 'iteración , el disponer de un
valor aproximado de las liD' Indudablemente este valor aproximado para:
"( iD sera lia, cuando las columnas son de corta longitud.

Llamando

cuya 'Solución es:

',',' (jo) __ _fki; / ~ e _fk j s1 " l'iO e ¿"' j ljO

Los valores de la liD deben ser determinados a partir de las condiciones
ini ciales del problema. En uno de los casos más utilizados en la prácti ca
se inserta en el punto ~ = O de la instalación un reservorio de volumen
muy grande comparado con el de la columna . 'Esto mantiene liD fijas e
iguales a las concentrac iones ¡ia ini ciales del gas de par tida.

En el caso de trabajar en columna cerrada por ambos extremos, la de­
trminación de las liD debe hacerse uilizando las ecuacoines de conserva­
ción de la masa de cada isótopo a lo largo del proceso. Si Z es la longitud
de la columna en unidades caracte rísticas, lo, di chas ecuaciones son :

que con la notación de Jensen" , se reduce a:

l~ representa la longitud de columna necesaria para obtener un factor de
separación igual a e con dos isótopos de constante de difu sión térmica ao.
es decir con diferencia de masa unidad.

Una vez alcanzado el equilibrio, todos los "k son cero; introduciendo en
~206) una nueva coordenada de longitud s = z Tu las distribuciones en el
equilibrio de los distintos isótopos en el interior de la columna se deducen
de la resolución del sistema de ecuaciones 2'.!
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(211)

3'.000 mm.
9S mm.

1'. = 0.25 mm .
1'2 = 0.20 mm .

Longitud de la columna ...
Diámetro del tubo interior

Vidrio Pyrex

Hemos empleado dos hlios:
Nicrothal oo.

. Pt - /1' (SO %- 20 %) oo' • • , oo.

los deducidos de los antiguos con la expres ión de f:, liO obtenida a partir
de :

Il-b) " Comprobación experimen tal

Con el fin de comprobar experimenta lmente la teoría anterior cons­
truimos otra columna de separación de hilo caliente, que nos permitió
'Obtener muestras de diferentes puntos de la mism a. Un esquema se mu es­
t ra en la Fig. 13.

Para ello, se colocaron siete llaves para toma de muestras, regular­
mente espaciadas a lo largo de la columna .

Las caracterí sticas de la columna son:

sie-ndo

El sistema de ecuaciones (211) puede simplificarse suponiendo nulas
todas las a g¡fa para i =1= i. Puede justificarse esto .f ácilmente por el hecho

Yio
<le que l io aparece en el numerador de la gi exclusivamente y, por lo tan-
to, su influencia es, comparativam ente, mucho mayor que la del resto
<le las lio' . .

La aproximación inicial lio!Y. lio para las iteraciones y las considera­
ciones sobre los valores relativos de las é) g¡fay. hechas an!es , han permi-

] 0

tido obtener desarrollos de iteración rápidament e convergentes, aun para
longitudes de columna bastante grandes.

El organigrama del pro ceso de cálcul o se muestra en la Fig. 12. El"
programa tiene la posibilidad de escribir las di stribuciones d e isótopos
'Correspondientes al proceso experimenta l que usa un gra n reservo r'io en
"Cualquier punto de la columna .

REVISTA DE LA ,tcA DEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISI CO·QUIMICAS y NATUR ALES

Para el caso del hilo de Pt - Ir (SO%.- 20 %) la temperatura se ha
calculad o por dilatación según 13: .

L o = . Lo (1 + 0.05 S19Se +.0.08 1418tf)

Las operaciones con hilo de Nicrothal las designaremos por A y las rea­
lizadas con Pt - Ir las designaremos por" B. ' . .

Las calefacciones, refrigera ción, manejo de gases, análisis, etc., se han
r ealizad o conforme indi camos en la Parte L
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a = 17.1395 0.45 b = 0.0243 0.007 In QNmax = 52.0334 Pm ax = 0.398

. T2 = 900 0 K
78Kr 7°Kr 82Kr 83Kr &lKr"2= 0.25 . mm. 86Kr

. p = 568 I!!m. !Ig . ..
Alto 0.0317 0.1372 0.1252 . 0.5Q19 0.1439
Bajo

1..,
0.0150 0.0968 0.1064 0.5757 0.2061

- - - , QJ86 - 3.0347 2.0302 1.6840 1.3979 _.,

- -
\ 'I il QN = 29.5716 p2 (atm)j ln QN = 0.0196 p ll (a tm) = 0.312

p = 511 mm .. Hg . '.
Alto 0.0339 0.1410 0.1267 0.5625 0.1359

- - -- Bajo 0.0142 ' 0.0935 - 0.1047 0.5760 0.2117 -
"

Q¡j86 3.7241 2.3498 1.8865 1.5216

- - - ".

In QN = 35.9240 p2 (atm)j ln QN = 0.0126 p,1(a tm) '=0.204
t. p = 388 mm . Hg

Alto 0.0393 .'. 0.1519 0.1307 0.5558 0.1222
Bajo 0.0125 0.0874 0.1013 0.0753 0.2235
QJ86 , .• 5.7539 3.1775 2.3576 1.7664

: - -
In QN = 40.4113 p2(atm)j ln QN = 0.0054 p4 (a tm)= 0.067

p = 303 mm. lIg ,
Alto 0.(}417 . 0.1562 0.1322 0.5536 0.1162

.. . Bajo 0.0124 . 0,0876 0.1012 0.5748 0.2240
QJ86 6.4841 3.4362 2.5172 1.8560

- -
In QN = 52.0329 p2 (atm)j ln QN = 0.0030 11' (atm; = O.025

p = 275 mm . lIg
Alto 0.0419 0.1563 0.1322 0.5527 0.1169
Bajo : 0.0128 0.0886 0.1021 0.5756 0.2210
QJ86 6.1986 3.3379 2.4470 1.8155

, -- , . , - - "

In Q~, = 50.5476 p2 (atm)j In QN = 0.0026 p4 (atm)= 0.017

Antes de rea lizar la distribución de masas A , calibramos la columna
1lara una temperatura de 9000 R, determinando la presión óptima y factor
máximo de separación. Para la operación B la temperatura de t rabajo fue
-de 10000 K. Las muestras se tornar on de ) qs extremos superior ~ jEf~!'ior

-de la columna . .
..Para la obtención' de las distribuciones de masas, cada operación se

.realiz ó a la presión óptima y se tomaron dos muestras: Una 'en una toma
intermedia y otra en la parte inferior de la columna-o ,. '

:, ~ Las tomas de las llaves inmediatas a la inferior no se realizaron, ya que
ila separación era muy pequeña. Después de cada toma se remezcló el gas
con Kr natural del reservaría y nuevamente se realizó otra operación.

A continuación expresamos los resultados experimentales.
, Las, Tablas X y XL corresponden al calibrado <le la columna. La prime­

ra para las muestras A y la segunda para las B.

TABLA X



TABLA XI
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2 Z = 0.155

2 Z = 0.165

Para el hilo de Nicrothal .. .

Pa ra el hilo de Pt - lr ,.. . ..

REI '/ST.\ DE 1..-1 AC,IDE.IlU DE CIENCIAS EXACTAS, FlSICO-QUI1'JICAS y NATURAl.ES

a = 17.4364 0.42 b = 0.0"205 ± 0.005 In Q Nmax = 60.8319 Pmax = 0.378

Los resultados experimentales de las distribuciones de .muestras fueron:

Con estos datos hemos calculado las alturas equivalentes, resu ltando:

T
2

= 1000° K
¡SKI' sOKr 82Kr Il3Kr 81KI' 86Kr

1'2 = 0.20 mm .

p = 505 mm . Hg '.
Alto 0.0089 0.0257 0.1434 0.1264 Q..§581 0.1275
Bajo 0.0026 0.0159 0.0990 0.1082 0.5705 0.2039
Q;j86 5.5881 3.4958 2.3153 1.8674 1.5§42 .

- -
In QN = 35.8295 p2 (atm)j ln QN = 0,0117 1" (atm)= 0:196

p = 437 mm. Hg
Alto 0.0087 0.0401 0.1532 0.1308 0.5472 Q.12oo
Bajo 0.0019 0.0144 0.0952 0.1055 0.5714 0.2116
QJ86 8.0952 4.9193 2.8375 2.1871 1.6894

-

-
p2 (a tm)j ln QNIn QN = 43.8818 = 0.0074 p' (atm)=0.109

p = 324 mm. Hg _ -
Alto 0.0110 - 0.0461 0.1647 0.1344 " 0.5388 0.1049

- Bajo 0.0032 0.0131 0.0913 0.1032 0.5754 0.2138
QJ86 7,0852 7.1768 3.6777 2.6572 1.9092

- -
In QN = 51.8769 p2 (a tm)j ln QN = 0.0033 pi (atm) = 0.033

p = 201 mm. Hg
Alto 0.0089 ' 0.0405 1- 0.1526 0.1304 0.5460 0.1215 .
Bajo 0.0025 00158 0.0970 0.1060 0.5721 0.2065
QJ86 5.9274 4.3700 2.6754 2.0904 1.6229

- - -
In QN = 40.2632 ]12 (atm)j ln QN = .0;0017 - p' (atm)= 0.005
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TABLA XII

T
2

= 900° R I
lBRr soRr b2RI' 83Rr !CRr 86Kr

1'2 = 0.25 mm.
o

p = 30:3 mm . I1g -Alto 0.0415 0.1562 0.1308 0.5554 0.1222
Bajo 0.0122 0.0936 0.lM7 0.5761 0 .~116

QJ86 6.4843 3.4361 2.5172 1.8558

-- -
p." (a tm)= O.02i5In Q}\' = 52.03~ p2 (atmj/ In QN = 0.0030

P = -303 mm . Hg -
L a toma I 0.0331 0.1414 0.1286. 0.5625 0.1343

Bajo 0.0121 O.09U 0.1045 0.5765 0.2119
Q¡/86 5.572~ -:U 215 .V 342Q.•. q4,!5 -

- -
In.QN = 47.6496 p2 (atm)/ In QN = 0.0034 p' (a tm) = O.025

p = 303 mm . Hg
2." toma 0.0276 0.1296 0.1229 0.5713 0.1486

Bajo 0.01227 0.0931 0.1051 0.5760 0.2113
QJ86 4.3510 2.5688 2.0076 1.5949

-:. -
In QN = 39.8917 p2 (atm)/ In QN = 0.0040 p' (lltm) = O.02i5

p = 303 mm. IIg
3." toma 0.0224 0.1174 0.1174 0.5762 0.1665

Bajo 0.0128 0.0930 0.1041 0.5768 0.2120
QJ86 3.0828 2.0726 1.7105 -1.4306

- - .
In QN = 30.6087 p2 (a tmj/ In Q". = 0.0052 p' (atm) = O.025 .
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TABLA xru

- 1'2 = 0.20 mm .
1sKr SO!{r S2!Ü' s3Kr siKr SGKr '

T
2

= 1000° K
-

¡J = 287 mm . Hg
"-

Alto 0.0095 0.0449 0.1617 0.1335 0.5426 0.1078
Bajo 0.0013 0.0126 0.0891 0.1025 0.5753 0.2192
QJ 86 1.5048 7.2529 3.6919 2.6487, 1.9180

- - -
In QN = 55.0979 ]12 (atm)j ln QN = 0.0030 pf (atm) = 0.021

-

-
]1 = 287 mm . Hg

L a toma 0.0068 0.0371 0.1502 0.1303 0.5554 0.1201
Bajo 0.0011 0.0120 0.0894 0.1029 0.5760 0.2189 .
QJ86 1.2279 5.4004 3.0301 2.2946 1.7446

- -
In QN = 47.7445 ]12 (atm)/ In QlI' = 0.0035 pi (atm) = 0.021

--- .-
]1 = 287 mm. Hg

2.a toma 0.0059 0.0292 0.1347 0.1251 0.5650 0.1401
Bajo 0.0014 0,0125 0.0899 0.1033 0.5758 0.2179
QJ 86 3.7582 3.5595 2.3114 1.8725 1.5168

- -
In QN = 33.6406 ]12 (atrn)/ ln QN = 0.0047 P/' (atm)= 0.021

-

p = 287 mm . Hg
3.a toma 0.0047 0.0240 0.1226 0.1198 0.5709 0.1580

Bajo 0.0012 0.0121 0.0890 0.1030 0.5759
QJ86 2.4404 2.6171 1.8899 1.5994 1.3661' 0.2188

:

-
]12 (atm)/ ln Q NIn QN = 24.9229 = 0.0063 Ul (atm)= 0.~21

. -
A continuación exponemos en Tablas comparativas los resultados ex­

perimentales y los valores teóricos de las distribuciones de' masas, corres ­
'pondientes a cada isótopo e indicando las coordenadas de las tomas de mues ­
'tras, en un sistema de referencia con el origen en el punto medio de la co­
ílumna . Los intervalos de Simpson que hemos ,;tilizado son 'Seis .
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TABLA XIV

TABLA XV

SOIír ,
;

ICoord . -1.00 - 0.66 -0.33 0.00 0.33 0:136 1.00

V. Teo. . · 0.0119 0.0147 0.0181 0.0222 0.0271 0.0329 0.0398
V. Exp . 0.0124 0.0224 0.0276 0.0331 0.0415

82Kr -,
V. Teo. 0.0842 0.0939 ' 0.1043 0.1154 0.1270 0.1393 0.1520
V. Exp. 0.0936 0.1174 0.1296 0.1414 0.1562

V. Teo. 0.0994 0.1052 0.1110 0.1166 0.1219 0.1269 0.1315
V.-Exp. 0.1047 0.1174 0.1229 0.1286 0.1308

81Kr
,

V. Teo. 0.5705 0.5739 0.5748 0.5734 0.5694 0.5631 0.5543
V. Exp . 0.5761 0.5762 0.5713 0.5625 0.5554

86Kr
V. Teo. 0.2339 0.2122 0.1917 0.1725 0.1545 0.1378 0.1223
V. Exp. 0.2116 0.1611> 0.1486 0.1343 0.1222..

7SKr
Coord. -1.00 - 0.66 · - 0.33 0.00 0.33 0.66 1.00

V. Teo. 0.0011 0.0016 0.0022 0.0030 0.0041 0.0057 0.0078
V. Exp. 0.0013 0.0047 0.0059 0.0068 0.0095

sOKr
V. Teo. 0.0110 0.0138 0.0172 . 0.0214 0.0264 0.0325 0.0396
V. Exp. 0.0126 0.0240 0.0292 0.0371 0.0449

---82Kr
V. Teo. 0.0821 0.0923 0.1031 0.1147 0.1269 0.1397 0.1529
V. Exp. 0.0891 0.1226 1.1347 0.1502 0.1617-.

s3Kr
V. Teo. ". 0.0979 0·1941 0.1102 0.1160 0.1215 0.1266 0.1312
V. Exp . 0.1025 0.1198 0.1251 0.1303 0.1335

81Kr -
V. Teo. 0.5708 0.5745 0.5754 0.5735 0.5687 0.5609 0.5502
V. . Exp. - 0.5753 0.5709 0.5650 0.5554 0.5426

s6Kr
V. Teo. 0.2369 0.2137 0.1918 0.1713 0.1522 0.1346 0.1183
V. Exp. 0.2192 0.1580 0.1401 0.1207 0.1078.

. :tOS resultados de las Tablas X, XI, XII, XIII, XIV Y XV se hallan repre­
sentados en lasFigs. 14, 15, 16 Y 17.
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Puede observarse la coincidencia entre la teoría y la experiencia. Discre­
pancias .que aparecen en algunos puntos, se deben a que las tomas de mues-o
tras no se hallan exactamente en las coordenadas geométricas teóricas.

JI-c) Separación de isótopos extremos

El enriquecimiento de los isótopos "Kr y "Kr, masas extremas en la­
mezcla nautral de Kr, no presenta ninguna dificultad, puesto que es posi-­
ble disponer de suficiente cantidad de .' Kr natural y entonces la inserción
de un reservorío de gran tamaño en uno de los extremos de la instalación
permite, si ésta es de suficiente longitud, la obtención de uno de los dos en
estado de alta pureza en el otro extremo de la columna.

Una instalación de 'Siete columnas de difusión térmica, en serie , construi­
das en nuestros Laboratorios, de características idénticas a la tratada en el'
apartado I-k), tiene una longitud equivalente de 2Z = 3.736 Y es capaz de ­
separar totalmente los isótopos "Kr y s6Kr . En la Fig. 18 pueden observarse­
las distribuciones de los distintos isótopos. El tiempo de equilibrio estima­
do para la citada instalación es de aproximadamente 20 días". Los enrique­
cimientos que se obtienen para los isótopos extremos son:

0.9568
0.9876

0.9134
0.9737

0.9998

08706
0.9583

0.8273
0.9411
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0.7838
0.9219

0.9990

0.6551
0.8513

0.5690
0.7912

C. Ini.
C. Máx.

JI-d) Separación de isótopos intermedios

El problema de la separación, en una instalación cerrada, del isótopo de'
masa media en una mezcla ternaria fue tratado por primera vez por
E. Sohumacher".

Sus resultados, en una columna de longitudtotal" unidades caracterís-­
ticas y suponiendo iguales las concentraciones inicales de los isótopos ex­
tremes, muestran que es necesario aumentar la concentración inicial del
isótopo intermedio hasta, aproximadamente, 92 % para lograr un enrique­
cimiento final superior al 99.9 %'

Para mezclas muIticomponentes el problema de obtener altos enrique-­
cimientos de un isótopo determinado en un punto de la columna es de tra-­
tamiento más complejo. Partiendo deKr natural estudiaremos en este pará-­
grafo las condiciones más favorables para la separación, en instalaciones'
cerradas, de los isótopos del citado gas, especialmente el !lIKr.

Primeramente, se ha analizado la influencia de la concentración inicial'
del componente que estamos interesados en separar. Para la columna de ­
longitud 2Z = ' 3.736 se han estudiado las distribuciones de Kr resultantes­
cuando se emplea como mezcla de .partida Kr natural, y, sucesivamente, se­
van añadiendo cantidades de SlKr puro. Los resultados comparativos de las '
diversas concentraciones iniciales de s'Kr y los máximos enriquecimientos:
obtenidos se muestran en la Tabla XVI y en la Fig. 19:_

TABLA XVI I
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Hemos observado que todas las concentraciones m áxmias se obt ienen
en el mismo punto de la colum na, correspond iente a - 0.14 t ornando el
origen de coordenadas en el punto med io de la instalación , y con 7 interva­
los de Simpson .

Puede observarse en la Tabla XVI que para obtener en un punto de la­
columna Una separación total de l MI(r es necesario parti r de mezclas muy'
enriquecidas en- el isótopo en cuestión .

La preparación de una mezcla inicial enriquecida presentaría grandes di­
ficultades, a la vez que un t iempo grande.

Por otra parte, pudiera pensarse que la presencia del resto de los isó-·
topos fuera ' responsable d irectamente de esta falta de eficiencia 'de la colum..
na, para lograr altos enriquecimientos . Es indudabl e. que la influencia de­
las concentraciones del resto de los isótopos sobre el enriquecimiento de uno.
de ellos es decisiva , cuando se trata de lograr enriquecimintos "medios" en
MKr (p . ej . 40 % a 90 %). Sin embargo, para altos enriquecimient os la,
influencia d e ISla es mu chí simo mayor que la. de l res to de las lia' Esto se ha
podido comprobar modificando substancialmente las conce ntraciones de­
partida y man teni endo alta la del "Kr. Los valores d~ '(Sima", varían en unas:
pocas partes por mil.

Los resul ta dos citados hacen pensa r que en el logro d e altos enriqueci­
mientos de un isótopo de masa inter media , el parámetro que más infl uye­
es, s in d uda , la longitud de la columna .

Debe tenerse en cuenta, cuando se trata este problema, un hecho im­
portante para el trabajo experimental: Las mezclas de partida, para lograr'
los res ultados requeridos, deben ser fáciles y rápidas de preparar. Es mu­
chísimo más sencillo, para el trabajo experimental, utilizar la mezcla na ­
tural de isótopos del gas que cualqu ier otra mezcla preenriquecida en de­
terminados isótopos. La preparación de estas muestras 're quiere, en general,
un t iempo casi tan largo como el del propio enriquecimiento final de l isóto-
po deseado. .

En la Fig.-20 se muestran las d istribuciones corres pondie ntes a alturas:
equivalente 2Z = 13.736, 2Z = 14.944 Y 2Z = 22.0*. Se observa que para
2Z = ; 22.0 hay una separación total del slKr . No obstante, la exces iva lon­
gitud de columna necesaria llevaría consigo unos t iempos de equilibrio tan
largos, que harían imp osibl e aseg urar un funci onami ento continuo.

Es pue s conve niente utilizar columnas de menos longitud y emplear un
método de recargas 'sucesivas, para lograr ti empos menores, aun a costa
de tener que realizar varias operaciones. En el apartado sigui ente se pro­
pone un método operatorio para lograr la sepa ración total de "Kr .

• Para el tipo de columnas como la proyectada equivaldrían a 126 m,
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FIG. 20
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(217)

(212)

(216)

(214)

(215)

t = ]

t ,1 = 1 ... 11.

i =F i

i = 1 .. . 11.

1
- '( i (1 - '( ¡)

'(iD

1
._- -- '(i '(j

-( jo

él '(i(l;)max

él '( ia

él '(jo

él ' ( i (l;)

- f\:jn - f \:
-r , (l:) = '( . e ki" >:. '(. e 1'-;'"
I1 '= 10 k-JJ JO

j =-l

Para la diferencial total de '« (Silla..) tenemos

De (212) obtenemos
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Estas expresiones pued en servir para el cálculo de las variaciones sufri­
das por la concentración en el máximo de un isótopo , conocidas lsa varia­
cienes de las '( iD' También son útiles para calcular la variación experimen­
tada en la separación de uno de los isótopos extremos, cuando el reservorio
empleado no es suficientemente grande para asegurar valores fijos de las
'(¡. y especialmente en la prepara ción de isótopos escasos como, por ..ejem-
plo, 7sKr. . .

El cálculo de las expresiones de él liD/él '(ka, necesarias para iel cálculo de
las (214) conduce a expresiones dadas por:

él '(¡ (S) 1 I n 11 . 1.
--- = '(¡ -- - ~ -- ad] I'k+-- ad] I¡k

él ' ( ¡a 1 j= l '(jo '(lo

Vamos a estud iar la influencia de las concentraciones iniciales, '( iO! so­
ore el máximo enr iquecimiento de uno de los sit ótopos determinado de an­
temano.

Primeramente evaluaremos las derivadas

JI-e) Influ en cia de las con cen tracion es inicial es

en donde las '¡'io se deducen del sistema

Recordemos nuevament e que la di stribución de concentraciones , una vez
alcanzado el quilibrio, en una columna de longitud 2Z y para una mezcla de
concent raciones iniciales ' ( ¡a viene dada por:
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(219)

en las que

l ;lo = 1kj Y = ' det (1;lo ) 1i1; = l ;k - Oik '~ka

O i * k
,:rr

»;
1 k ., (218)

= 1 = '

1 f tZ
l ;k = - - li Y,; d ; z, 1 1,2 .. , n

2Z -z

En dos operaciones sucesivas, si los valores de d I;a no son .muy gran­
des, el cálculo de los valores de las derivadas parciales puede. hacerse nu­
méricamente y la expresión (219) es suficientemente exacta en la práctica
para poder ser utilizada .

La extracción y posterior recarga d e un determinado grupo de colurn-

La primera operación se realiza. en una columna cerrada par tiend o de
las concentrac iones ini ciales j ia d el Kr natural. Una vez alcanzado el equi­
librio se extrae el contenido total de un a o varias columnas, que ,se recar­
gan con Kr natural. El gas 'que ah ora ocupa la instalación' tiene una com­
posición isotópica di stinta de la inicial y las nuevas concen trac iones lia· di­
ferirán de las anteriores en las magni tudes
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La expresión (217) es excesivamente complicada para su utilización ana­
lítica y ha resultado más conveniente el cálculo {le la misma por métodos
numéricos, así como la evaluación {le los cambios en d li (;) para variacio­
nes en las concentraciones (le partida. En el apartado siguiente exponemos
det enidamente el método de cálculo seguido para la obtención de SIIü en­
riqu ecido .

El problema está ahora en determinar qué columna o grupo de colum­
nas han de extraerse en orden a obtener los valores de ' (i: más convenien­
tes, para alcanzar, en la. nu eva op er caión , el máximo enr iquecimiento de
81Kr o, en general , del isótopo interesado . Expondremos a continuación , en
líneas generales, el criterio seguido para la elección del conjunto de colum­
nas más convenient e.

. Sea i el isótopo que estamos interesados en enr iquecer, en este caso el
8\Iü, y y¡ el valor máximo de su concentrac ión en la columna. Para peque­
ñas variaciones de las concentraciones de partida podemos escribir :

1I-f) Método de r eCa1'gas pam la obtención de a:J{ r
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nas, produce una nueva serie de concentrac iones iniciales para la opera ­
ci ón siguiente. Sean estas concentraciones

"G " G "G
"¡'la' "¡'2a, ······"¡'na

<donde el sup eríndice denota el grupo de columnas extr aído.
El cálculo de (219) con los incrementos permite selecciona r con qué gr u­

po, p , de columnas se obt iene el valor máximo de !:J. Yj.
El cálculo de las a "¡'J a "¡'ia, realizado numéricam ente en un ordenador

IBM 1620, utiliza incrementos del orden del 1 % sobre los valores de las
lia. Ocurre a veces que los valores de las !:J. "¡'ia obtenidos en dos operacion es
consecutivas , superan con mu cho el orden de validez de las derivadas; esto
"Sucede cuando "¡'Mma>: L. 0.9, es decir , en las primeras operaciones y no ocurre
cuando "¡'M~ 0.9. Afortunadamente, comprobaciones directas hechas sobre
las distribuciones, muestran tan gra ndes diferencias en el enr iquecimiento
de 8'Kr , cuando se escoge un gr upo cualquiera de columnas y cuando se es­
coge el grupo seleccionad o por la máquina , que hacen. el pro grama sufi cien­
temente seguro para el propósito al 'que está des tinado.

Finalmente, d espués de cada reca rga se obtienen los datos de las nuevas
·concentraciones -( ia 'O y el ordenador queda en disposición automática para
efectuar una nueva operac ión . El orga nigrama de cálculo puede verse en
la Fig. 21.

La aplicación del cálculo expuesto al caso de una de nuestr as instalacio­
Hes compuestas de siete columnas en serie, de diseño idéntico a la de l
apartado l-k), conduce a los resultados que figuran en la Tabla XVII. Para
ello hemos numerado las columnas, a partir del ext remo pesado , del 1 al 7.
Hemos utilizado siete intervalos de Simpso n . En dicha Tabla figuran una
s erie de opera ciones para 2Z = ' 3.736, realizadas rellenando las columnas
indicadas con Kr natural.

TABLA XVII

N.o Col. C. Ini . C. Máx . Coord .
Extr . B4Kr 8'Kr del Máx.

0.5690 0.7913 -----,0.14
17,1 ,6 lY,.6489 O.93!]6 0.00
1,7,6 0.6822 0.8617- 0.00
1,7,2 0.6982 0.8700 - 0.14
7,1,6 0.7103 0.8764 -----,0 .14
7,1,6 0.7134 0.8798 0.00
1,7, 6 0.7125 0.8804 0.00
1,7,2 0.7112 0.8786 -0.14

Se compara inm ediatamente, para esta longitud de columna, la poca' efi­
cacia del método empleado , en lo referente al logro de altos enriquecimien­
tos en 8'Kr. La causa más importante de este resultado, es evidentemente
ia corta longitud de la instalación .

Debe de cirse que el hecho de cambiar las proporciones iniciales, bien en
la mezcla in icial o en la recarga , conducir ía a un posible aumento en el va-
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que proporcionan , una vez alcanzado el equilibrio, un enriquecimiento de
8~I{r super ior a 0.9990.

El realizar operaciones con tiempos de equilibr io del orden <le meses
es siempre un pr oblema des de el punto de vista expe rimental. En .genera l,
no hay ninguna d iferencia de orden entre el ti empo de equilibrio para una
operación en la columna de 22 etapas y las dos operaciones necesarias par a:
la separación de SlIü en la columna de 14.944 etapas . Puede pensarse, sin
embargo , en un apreciable acoramiento del t iempo de equilibrio de la segun­
da operación, puesto que, desp ués de la recarga, una gran parte de la ins­
talación tiene una distribución de concentraciones muy próxima al equi­
librio. Por otra parte la economía en la instalación es aproxima damente de
unos 42 m. de columna, lo cual repercute también en una economía consi­
deriable en el consumo de potencia. Los -resultados se hallan representados
en la Fig. 22.

eSKr
0.1162

SlKl'
0.7469

83I{r

0.0745

821(1'

0.0512
8°I{r

0.0097

781(1'

0.0015

101' del máximo de 8~1(r . Esto es evidente : Basta comparar en la Fig. 19 la
curva obtenida con ISla = , 0.7838 en la mezcla ini cial , con los resultados de
la opera ción rea lizada en último lugar de la Tabla XVII. Esta posible ven­
ta ja sólo se traducir ía en una distribución del nú mero <le recargas, pues
en el logro de altos enriquecimientos, hemos cons tatado que, prácticamen­
te, sólo influye en el resultado la altura 2Z <le la columna .

Mejores resultados hemos obtenido por aplicación <le este método a co­
lumnas más largas. En la Fig. 20 se muestra la distribución isotópica para:
una instalación <le longitud equivalente 2Z = ' 22.0, valor mínimo necesari o
para obtener, en una sola operación 8~1(r . Con una columna de sólo
2Z=14.944 unid ades características, la aplicación de nuestro procedimiento
conduce, en dos operaciones , a la obtención 8~1(r completamente separado.

A continuación exponemos el esquema de operaciones que deb en efec­
tuarse en la instalación, fllra la obtención de los resultados deseados.

La longitud total de la columna se ha dividid o en siete fracciones, nu­
meradas de 1 a 7 a partir del extremo pesado de la instalación. A par tr í
de Rr natural hemos realizado una operación de equilibrio con un máxi­
mo en - 0.28 Y una concentración máxima en 8~I{r de 0.9935. La extra c­
ción y recarga de las fracciones 1,7 Y 6 conduce a nuevas concentrac iones:
iniciales para la segunda operación, dadas por :
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CONCLUSIONES

l ." Se comprueba exper imentalmente para la mezcla multieomponent e
'isotópica del Kr , la d epedencia dada por la teoría entre el factor de separa­
-ci ón y la presión en una columna. de Clusiu s-Dickel.

2.a Los factores de forma obtenidos según los mod elos potencial y Len­
nard-Jones (12-6) dan predicciones cualita tivamente cons isten tes entre sí con
l a temperatura para la depend encia de la presión óptima y el má ximo fac­
'tor de separación con la temperatura. Ambas varían de forma análoga para
los dos modelos, siendo esta dependencia especialmente concordante en la
presión óptima .

3.a La variación de la presión óptima de separación con la temperatu­
ra del hilo determinada exper imenta lmente para el caso del Kr, coin cide
-con la prevista por la t eoría del modelo potencial , adoptando para el índice
·de viscosidad un valor distinto d el dado en la literatura para ese rango
de temperaturas. .

4.a Respecto al factor máximo se separación no podemos saca r con­
-clusiones cuanti tativas, análogas a la d e la presión óptima, dada la in exac­
titud con que se conoce el factor de difusión térmica .

5.a Las conclusiones 2.a y 3.a permiten, a partir de los datos obtenidos
para una columna a una temperatura determinada, predecir .el comporta­
miento de la citada columna a cualquier otra temperatura del hilo. Además,
los datos obtenidos en una columna, pu eden utilizarse para el diseño de

'Otras con cond iciones geométricas y t emp eraturas di stintas, aunque siem­
pr e dentro de unas características de constr ucción análogas, como se ha
'comprobado en el caso del Kr .

6.a Se indica un método gráfico para el diseño 'eJe una columna de hilo
'Caliente, cuya presión óptima tenga un valor pr efijado.

I. a Se ha desarrollado un método de cálculo numérico para un orde­
nador IBM 1620, que permite determinar las distribuciones isotópicas a lo
largo de una columna. Se ha comprobado experimentalmente este método
-en una columna diseñada y construida para este efecto, concordando los va­
lores teóricos' y exp erimentales dentro, d es-de luego, de los errores de
medida.

s.a Con el mismo método de cálculo de la conclusión T? 'se estudian teó­
.r ica mente las condiciones de separación' de 8'Kr en fun ción de la longitud
-de la columna. Se obtiene una longitud equivalente mínima de 22.010 para
la separación total del citado isótopo en una instalación cerrada y en una
'sola operación .

9.a Se ha utilizado el ordenador IBM 1620 en la obtención de un méto­
-do d e recargas sucesivas para el enriquecimiento d'el isótopo "Kr . Dos 'ope­
ra ciones sucesivas permiten la separación total del citado isótopo utilizan- •
do sólo una longitud de columna de 14.9410 ,
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P OR

M." PIL AR P U E BL A REMA CHA

1. - INTRODUCCION

(2)

(1)CICOCO. +' HOH~ cm + CII3-COOH

AIlMe + n CICOCH3~ CIIlMe + n ACO-CH3

Como el cm: es muy poco soluble en cloruro de acet ilo (sobre todo a la
'temperatura de reflujo) se desprende como gas, mientras el ácido acético si­
multáneamente formado permanece en disolución.

De otra pa rte , tien lugar un intercambio entre el anión de las sales y el
c loruro de acet ilo, de manera que según el esquema general:

Uno de los campos de trabajo que han contribuido con su expansión al
general resurgimiento de la Química Inorgáni ca en el presente siglo ha sido
el estudio de los disolventes no acuosos . La investigación de los procesos
químicos que tienen lugar en di solvent es distin tos del agua ha cobrado im­
portancia creciente y, en la act ualidad está siendo el objeto de trabajo en
número de laboratorios cada vez mayor. -

En el caso concreto del cloruro de acet ilo', el estudio de sus reacciones
con un cierto número de sales inorgánicas (1, 2, 3, 4, 5) ha revelado 'que en
el caso general de una sa l hidratada. se produ cen probablemente dos pro­
-cesas :

De un lado, el cloruro de acetilo reacicona con el agua de cristal ización
-de las sales hidratadas y sufre salvolisis según :

REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO. MOLIBDENO
WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

-en reacciones suaves y realizables con sencillez y sin grandes exigencias
-experimentales se producen halo genuros metálicos amhidros o, a. veces,
sclvatados con CH3 ":""-COOH (si la sal de partida es hidratada) por lo que
'estos procesos tienen importancia pr eparativa en muchos casos.

Las reacciones de cloruro de acetilo con óxidos han sido poco estudiadas
hasta ahora . A Chretien y G. Oechsel dan cuenta en una br eve nota (6) de
.que los óxidos : Mn02 , V20S y U03 se obtienen el cloruro verde de Mn (IV)
y cloruros de vanadilo y urani to respectivamente. Además, el calentamiento
-de A~03 o A~Os con cloruro de acetilo (7) 'conduce a un curioso compuesto
!CH2(AsC12h' , . -"
. Mencionaremos también que el intento de- preparar cloruro de berili o
.anhidro por calentamiento de óxido de berili o anhidro con cloruro de acetilo
;a temperatura de 200· -700·C no dio resultados "debido a descomposición
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Ulterior apoyo de este punto de vista procede de considerar la estructura
cri stalina. El (CrOa}. está constituido por cadenas infinitas de tetraedros CrO,
(9) cada uno de los cuales comparte dos vértices con sus vecinos. Los enla­
ces Cr--O parecen tener todos la misma longitud (1,79 A). Las cadenas se
unen entre sí solamente por débiles fuerzas de Van del' Waals, lo que ex­
plica la fácil ruptura de la roo. cristalina.

A. LA REACCIÓN DE TRIÓXIDO DE c n ojro CON CLonUR o DE ACETI L O

n. - DISCUSION DE LOS RESULTADOS

La formación de CrOa por condensación de iones CrO~= a través de la
formación de policromatos Crn03-l-1 conforme se va disminuyendo el pH; la
insolubilidad del óxido en SO,H2 y el color rojo del producto , mucho más
intenso que el de los cromatos y dicromatos, permiten ya reconocer que el
(CrOa1 es un alto polímero.

Desde este punto de vista habría que esperar que el CrOa fuese insoluble
en cloruro de acetilo y hasta poco reactivo. Sin embargo, teniendo en cuenta
que los enlaces no deben de ser muy fuertes pues el producto fund e y se
volatiliza a tempera turas inferiores a 200· C, y que el agua provoca su inm e­
diata despolimerización, es permisible suponer la viabilidad de una reacción
entre CrOa y CICOCHa incluso en condiciones suaves .

Al comenzar el presente trabajo nos propusimos investigar las reaccio­
nes que pudieran tener lugar entre el cloruro de acetilo y los trióxidos de
Cr, Mo y W y en lo que sigue damos cuenta de los resultados obtenidos.

de cloruro de acetilo (8). De acuerdo con los conocimientos adquiridos pos­
teriormente sobre el comportamiento de los compuestos de berilio (3) esta
descomposición debe atribuirse a que el producto de reacción no es cloruro,
sino acetato básico de berilio " .
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1. Ensayos preliminares

Si se añade cloruro de ace ti lo a tróxido de cromo. operando a tempera-o
lura ambiente, ti ene lugar una reacción exotérmica. y violenta al final de­
la cual aparece un sólido de color verde, mojado por un líquido rojo. El'
proceso es tan rápido que no es posible apreciar cómo se verifica la trans-.
formación.

Si con objeto de di sminuir la velocidad y violencia de la reacción, d e­
modo que sea factible una observa ción de su transcurso, se añade el CrOa:
poco a poco y en pequeñas porciones sobre cloruro de acetilo enfriado a
-12°C, se observa que el sólido rojo se di suelve rápidamente formando
una disolución de color rojo intenso. Si se deja calentar la disolución hasta
la temperatura ambient e y se mantiene así durante 24 horas se observa una'
lenta variación de color hasta un tono rojo-verdoso.

Al destilar el cloruro de acetilo en exceso, calentando en baño de agua,
se obtiene un destilado rojo y queda como residuo un sólido verde-rojizo.

Si se analiza el líquido recién destilado se demuestra 'que contiene sola- .
mente Cr+G pero , si se le deja estar a temperatura ambiente la concentración
de Cr+G va di sminuyendo, a la vez que apar ece Cr+a en cantidad crecient e­
(véase ensayo 1, Exp. 6). El residuo sólido conti ene Cr+G y Cr+a.

Si la disolución preparada a baja temperatura se deja estar en un dese-o
cador de NaOH (para ir eliminando el cloruro de acet ilo sin tener que des­
tilar), una muestra del concentrado rojo-oscuro tomada al cabo de dos día s:
revela también la presencia de Cr+G y Cr+a (exp. 2). .

Se intentó pr ecipitar en frío algún sólido de la di solución preparada por '
adición de éter, tetracloruro de carbono, acetona y benceno anhidro , sin re­
sultadupositívo (Exp . 3).

Cuando la mezcla de reacción se mantiene a temperaturas más bajas de,
-GO°C (Exp. 4) e incluso de '---30°C (Exp. 5) se produce una disolución más .
lenta del CrOa, que se mantiene inalterado cuando menos por lo que respecta
a la reducción a Cr+a, que no .se produce. .

Resumiendo estas observa ciones se puede decir que la reacción entr e
(CrOa),. y CICOCHa, que produce violentament e a temperatura-ambiente, se·
puede frenar si se mezclan los reactivos a temperatura baja y se dejan ca-o
lentar después. En la mezcla de reacción se produce un proceso redox con
reducción del Cr+G a Cr+3, proceso cuya velocidad es pequeña a bajas tempe­
raturas y apreciable a temperatura ambiente.

Como hipótesis de trabajo, proponemos que la reacción de CrOa con,
CICOCHa pueda representarse primariamente por el proceso (3)

CrOa + 2CICOCHa-,)- Cr02C12 + O(OC.CHah (3).

reacción fuertemente exotérmica que conduce a la forma ción de cloruro de­
cromilo y anhídrido ac-ético. Sin embargo, esta reacción no es proceso final
y, si la temperatura. no es suficientemente baja, se desarrollan otras reac-·
ciones que van ligadas a. procesos redox, con reducci ón del Cr+G a. Cr+3 ~ .

Podría imaginarse una continuación de la reacción (3) con ulterior susti­
lución de cada, O por dos átomos de Cl según (4), (5),

Cr02Cla + 2CICOCHa-,)- CrOel, + O(OC.CHah '(4) :
CrOCl, +.2CICO.eOa-,)- CrCIG+: O(OC.CHa)2 (5).
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Los compuestos CrOCl, y CrCl6 no han sido preparados ha sta ahora y la
:v resencia de Cr+3 entre los productos de reacción permite reconocer 'que se
-acopla un pro ceso de reducción del propio Cr03 o de algunos d e los produc­
.tos Cr02C12' CrOCl, o CrCl6 si es que estos últimos llegan a form ar se.

, El proceso fuertemente exotérmico parece ser la transformación de CrO,
-en Cr02C12 , pues cuando se prepara por separado cloruro d e cromilo y se
-disuelve en cloruro de acetilo , el comportamiento de esta solución es análogo
.a la del Cr0 3 preparada en frío y dejada calentar , es decir , se produce una
reducción a velocidad que depende de la temperatura. Si se d estila pasa un
'líquido rojo que luego se va reduciendo (Exp. 6).

Como no parecía posible obtener más información sobre la ba se d e en­
-sayos preliminares, pues el proceso d e reacción entre Cr0 3 y cloruro de ace­
tilo parece bastante complejo, procedimo s a realizar los ensayos que se des­
-cr ihen a continuación.

:'2 . Estudios cuan ti tativos sobre los productos líquido s de la reoccién:

. En todos los ensayos el "modo de operar fue el siguiente : la disolu ción
·de Cr0 3 en cloruro de acetilo se realizó siempre a temp eratura baja (mezcla
'frigorífica de hi elo y sal) para impedir la reacción violenta que tiene lugar
"si se opera a temperatura ambiente, Las mezclas de rea cción se mantuvie-
ron d urante tiemp os variables a temperaturas ambiente o inferiores despu és

-d e lo cual se destil ó a presión reducida o' presión normal, obteniéndose siem­
pre un destilado rojo y un residu o sólido -verde -rojizo (Ensayo JI, experien­
·d as, 7-16, pág. 56).
. Los líquidos destilados se sometieron a aná lisis, para lo cual se hidroli­
.zaron vert iendo una muestra de destilado sobre una di solu ción d e NaOH
valorada . Se operó de esta man era por sospechar que en medio ácid o se
'producía reducción del Cr+G, por haber presente mat eria orgánica, mientras
-esto queda excluido en medio alcalino por el descenso del potencial de oxi-
-daci ón del sistema CrO'=/Cr+3

• (En medio SOJ-I2 2M:Eo = ' + 1,10, en medio
:NaOn 1M, EO= , - 0,12 volts .) (10).

Al hidrolizar en medio, alcalino , el Cr+3 presente en las mue stras preci­
pita inmediatamente en forma de Cr(OlI)s que se filtra , lava , calcina y pesa
-como Cr203• El líquido filtrado y los de lavado se pasan a un matraz afora-
-do donde se toman muestras para las determinaciones del Cr+6 por íodome-
't ría y del Cl- como CIAg. El H+ -producido en la hidr ólisis se obtuvo vale­
Tanda en una muestra el exceso de NaOH que no se había neutralizado.

La Tabla I presenta 'los resultados obtenido s en los análisis de los des­
't ilados pro cedentes de las Exp eriencias 7-16.

En todos los casos el líquido destilado , de color rojo , contiene un com­
puesto de Cr+G y, en algunos casos, se obtienen cantidades sustanciales de

·Cr+3. Sin embargo pudo comprobarse que el destilado original no contiene
'Cr+3 , sino que éste se forma después, si se dej a pasar algún tiempo antes de
'tomar la muestra y se mantiene el líquido a temperatura ambiente y a la
luz. Por el contrario, si se enfría con hielo y sal el matraz colector del des­
't ilado y se procede a tomar muestras para análisis en cuanto termina la
-d estilaci ón (Experiencias 10-16) el ensayo del Cr+3 arroja resultados negati-
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n eacc!ón de e-o, con CICO.ClIso Composición del destilado rojo o
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Condiciones de tmbajo Análisis del destilado S
o
'"qr«. de mI. Cl,+6 Cr+s Ci: ll+ '='

Exp. CrOs CICOo Clls Temp. Tiempo Obsel'vaciones m . moles rn . moles m , moles m. moles
:"

Q
~o
"::

7 3 10 5°C 5 días Destilar a 760 mm. 0,596 0,867 7,827 19,607 _o

8 3 10 ambi ent e 1 día " " 1,519 0,566 8,379 20,756
:::

l o
¡::

" " ""~ 9 3 10 ambi ent e 1 hora 2,155 o.ios 11,707 27,694 '=':"
~

I 10 2 10 ambiente 1 hora " " 0,435 negativo 9,540 24,794
o

11 2 10 hielo y sal 1/2 hora " " 0,325 negativo 11,620 23,794 c3
r-
"l
~

12 3 10 hielo y sal 1/2 hora Destilar a por .. 1,172 negativo 12,125 28,429 ;,.

""-
1:1 3 10 hielo y sal 1/2 hora " " negativo 25,673

23
1,665 11,393

14 :3 10 hiel.o y sal 1/2 hora " " 0,743 negativo ° 2 , ~10 6,162 '-

C'l

15 3 10 ambi ent e :3 horas " " . 1,761 negativo 11,520 24,533
o
~

C'l

16 2,4 20 hielo y sal 1 hora " " 1,151 negativo 13,255 26,382 r-o
;"
c::
~o
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vos O el Cr-t3 existe sólo en pequeña cantidad . En cuanto no se adopta n tales
precauciones el destilado contiene cantidades sustanciales de Cr-t3 formado.
a expensas de una reducción ulterior del Cr+6 en un proceso que, a tempera­
tura ambiente, tran scurre con velocidad apreciabl e.

. Resulta pues, que en la reacción entre CrO, y cloruro de acetilo se form a:
un producto soluble en cloruro de acetilo , a cuyas disoluciones confiere co­
lor rojo y 'que destila en parte conjuntamente con el di solvente o es arras ­
trado por él, tanto si la destilación se hace a presión reducida como.a pre­
sión normal. Este compuesto contiene Cr+6 y es capaz de reaccionar ult erior­
mente con cloruro de acetilo reduciéndose a un compuesto de Cr+a.

Dadas las condiciones del problema, es dif ícil poder afirmar con segu­
ridad cuál puede ser el compuesto de Cr+6 contenido en el destilado. De
acuerdo con las reacciones (3), (4) Y (5) puede tomarse en considera ción
Cr·02CI2 , CrOCl4 y CrCl6 pero por el hecho de que estos dos últimos son de s­
conocidos -y que no nos ha sido posible detectar su existencia , aceptamos'
que el compuesto arrastrado por el cloruro .de acetilo al d estilar el exceso
de éste es ' el Cr02C12 que , por lo demás, se compor ta en igual form a frent e­
al CICOGHa como se deduce de la experiencia 6.

De cualquier modo, a partir d e los result ados analítcios y acept and o que­
todo el Cr+6 se encuentra en forma de cloruro de crornilo, que el Cl- deter-.
minado procede de aquél y del cloruro de acetilo en exceso y que la acidez
proviene de la hidrolisis d e todos estos productos y del an hídrido acético
procedentes de (3) se llega a los cálculos resumidos en la Tabla I1, en los que­
&e ve que la suma de peso de Cr02CI2 , CICO. CHa y (CHa- CO).20 iguala al peso.
de muestra tomada dentro d e ± 3 %, error no excesivo, si se tiene en cuen­
ta las difi cultades inherentes a los aná lisis y a las carac terísticas especiales
del cloruro d e acetilo, sobre todo su fácil hidr ólisis que dificulta extraor-.
din ariamente la toma de muestras.

TADLA II

Com posición del destilado

(a'1 (b) (e)
Pesó mu estra % peso eonw % peso como % peso como

Exp. granws ClP2C1' CICOCl/ s (CIls- CO)P ll+ b+ C'

10 1,1108 6,07 61,26 26,23 93,53
11 0,9456 5,32 91,02 . 3,04 99,38
12 • 1,1528 15,74 66,57 18,49 100,82
13 1,0994 23,46 57,57 18,39 104,42
14 0,2654 43,37 21,40 33,46 98,23
15 0,9558 28,54 65,68 7,96 102,18
16 1,0376 17,18 82,85 nul o 100,Oa

Como . valor medio de (a) +, (b) + (c) para todos los casos resulta
100,34 ± 3, ó sea dentro de un error del 3 % lo 'que, dada la dificult ad
de toma de mu estra , es un resultado eceptahle.
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3. El residuo 'sólido de la reacción

Los resultados 'obtenid os en el es tud io d e los sólidos verd e-rojizos que
qu edan como residuo al d estilar el exceso de clo ruro d e acetilo se descr i­
ben en el Ensayo IU, Exp. 17-21 Y se resumen en la Tabl a UI. Sola me nte
se ha .d eterminado el contenido d e Cr+6 y Cr+3 d e los sólidos . Su relación
(últ ima ·solumna d e la Tabla III) es un índice d e la amp litud d el proceso
de r educción . \

Si se opera a baja temperatura (Exp . 17-20) también se produce redu c­
ción pero hay 'que pen sar qu e ésta ti en e lu gar sobre todo duran te el trans­
curso d e la destilación . La rela ción Cr+3 /Cr+6 aumenta también po r el arras­
tre d el cloruro d e cromilo al d estilar el -exceso d e disolvente.

Se plantea la cues tión d e si el Cr+6 presente ' en el sólido no procederá
sencillamente de su impregnación con cloruro d e cromilo. Las experi en cias
20 y 21, en lasque el sólido se layó con CCl! anhidro (en la Exp. 21 muy
a fondo) conforman esta suposición al aumentar el valor de la ' relación
discutida hasta 250 en la Exp. 21.

Además , la exper ienc ia 21, en la qu e la reacc ión se con duce a ' térnpera­
tura ambiente , revela qu e la re-ducción ha progresad o mucho en estas con ­
dicion es d e trabajo.

De lo dicho se deduce qu e si qu eremos obtener un producto sólido de
reacción unitario es preciso forzar la s condiciones d e tra ba jo, en lugar de
moderarlas enfr ian do la mezcla d e reacción y reduciendo el ti empo d e con ­
tacto. Esto no s obligará a operar en calie n te y a prolon gar el tiem po de
tratamiento hasta qu e la reducción d el Cr+6 a Cr+3 sea completa.

4. La reacción en l1'e Crt), y ClCO . Cll, en calien te

Cuando d espués d e. preparar en frí o la disolu ción d e Cr03 en CICO ' CHa
C0 !1 objeto d e eliminar el calor de reacción d ebido al proceso (3) se d eja
calen tar a temperatura ambiente y se hi erve a refluj o, la reacc ión pro­
gresa ha sta la reducción de todo el Cr+6 al grad o d e va lenc ia (11I). Esto se

pone de relieve porque 'Si, d espués de calentar a reflujo por lo menos 1~
. . .' 2

a 2 horas , se destila el exceso de cloruro d e acetilo qu eda un sólido verde ,
que d espués d e lavar con CCl! o éter anhidro y secar en corriente d e aire
seco o en d esecador de vacío sobre SOJI2I se transforma en un sólido verde
pulverulento y d e aspecto homogéneo , qu e sólo con tiene cromo en grado
de va lencia. (III) , Como el sólido d e la exp . 21 contenía solamen te 0,4 %
en peso d e Cr+6

, se han incluido en la Tabla IV los resultados correspon ­
dient es a esta Exp. 21.

Como procede d el En sayo IV [Exp . 21-25] resumido en la Tabla IV,
el sólid o contiene también Cl, C y H. Estos d os últimos elemen tos en
forma de grupos acetato o de anhídrido acéti co.

La última. columna -d e la Tabla IV da las rela ciones a tómicas CI' : Cl : C
cuyos valores revelan qu e la composición d el produ cto var ía de una ex­
peri encia a: otra, lo qu e parecen indicar qu e se trata d e un a mezcla d e dos
o má s sustancias . Con los resultados analíticos , se pu eden adjudicar a los
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sólidos obtenidos en las Experiencias 21 y 22 las siguientes fórmulas re­
señadas en la Tabla V.

(S}
CICO " CHa + ' CHa-COO-Cr-OOC . CHa

I
OOC· CHa

Fórmula del compuesto

TABLA V

Cr+a Cl¡,O! (CHa-COO)¡'99 " 0,3 (CHa-CO)P
Cr+3 Cl¡'OG(CHa- COO\ .91 " 0,32 (CHa- CO)P

21

22

Experiencia

Hemos dicho que el sólido verd e se disu elve mu y bien en CIH concen­
trado. ,Si se pr epara una disolución saturada y se refrigera a temperatura
inferior a O°C (Exp. 27) al cabo de dos días se separan cr istales verde claro,
cuyos análisis arroja una relación CI/Cr = 3 :1. Aceptando que el porcen-
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CrCI(CHa-COO).2+ CICO-CHa -+ Cr(CHa-COO)CI2 + (CHa-CO).20 (6)

CrCI(CHa~C001 + CICOCHa-+ CrCla + : (CHa- C010 (7)

Observando las ecuac iones (6) y (7) podemos suponer que la obtención
de CrCl(CHa- CO01, CrCI~(CHa-COO) y ClaGr y por tanto la composición
del sólido final depende de las concentraciones de anhídrido acético y clo-
ruro de acetilo . /

El producto obtenido es, en todos los casos, un sólido verd e muy soluble
en los ácidos nítrico y clorhídrico concentrado, dando di soluciones de color
verde.

, En ácido sulfúrico concentrado se di suelve formando espumas y al ca-
lentar esta disoluci ón el soluto se carboniza .

Es algo soluble en ácido acético glacial , con coloración verd e clara .
Es insoluble en éter, tetracloruro de carbono y cloroformo.
Si se calienta el sólido en un ma tracito 'Sumerg ido en ácido sulfúr ico

hasta la temperatura final de 230°C, el producto se descompone y se elimina
parte del CI que conti ene, pu esto que al final del tratamiento la relación
Cl/Cr+a es menor que 1 (Exp. 26). En el proceso debe intervenir el (CHa"C010
coordinado que contiene el producto de partida , produciéndose la pérdida
de CI a través de la eliminación de CICOCH2 , según el esq uema :

Sin embargo, los resultados de las Exp . 23, 24 Y 25 obligan a admi tir'
que debe existir otro compuesto mezclado, es decir, que la reacción entre
CrOa y cloruro de acetilo no termina con la formación del compuesto de
Cr+a, CICr(CHa . COO)2 sino que , en ciertas condiciones cont inúa producién­
dose una sustit ución de los aniones acetato por cloruro , según una reacción
de cambio como:
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TABLA VI

tajo ind eterminado corresponda a agua de cristalización los crista les obte­
nidos son Cl3Cr . GH20, lo que sign ifica que en las di soluciones acuosas de
ácidos concentrados se produce una d escomp osición del producto con des­
plazamiento de los gr upos acetato que son sustituidos pOI' los aniones del
ácido mineral , más fuert e.

Pruebas b)

EXPERIENCIA
5 gr . de e-o,

28
40 mI. CICOCHs

CI-
mo les por Temperat. Tiempo Relación Condiciones
100 or« cuc-» de trabajo

°:458 ebullición 6, h. 0,99 Precipitaci ón
0,569 1,19 con éter
0,309 ebullición 16 , h . 0,75 Precipitación
0,612 1,60 con éter
0,159 ebullición 56 , h . 0,38 Precipitación
0,630 1,60 con éter
0,080 ebullición . 100 h . 1 0,20 Precipitación
0,719 / 1,82 con éter
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Pruebas a)
5 grs. de CrOs

20 mI. CICOCH
3

40 mI. (CHsCO)P

5. Desplazomierüos de los equilibrios de reaccum.

Hemos visto en el párrafo precedente que la reacción ent re Cr0 3 y clor u­
ro de acetilo, cuando se conduce de manera que ,se obtenga la red ucción ':l
Cr+3 de todo el cromo pr esent e, lleva a la formación de productos que , de
manera general, podemos formular como:

CrCl" (CH3 ' COOh_"

En principio puede imaginarse que x es capaz de alcanzar cualquier valor
comprendido entre O y 3. En el primer caso, tendremos el triacetato de
cromo y en el segundo el tr icloruro de cromo; para los valores int ermedios
enteros x = ' 1, x = 2, tendríamos o bien mezclas en prop orciones definidas .
de los productos extremos citados o los compuestos unitarios CrCI(CH3'COO)2
ó CrCIl CH3COO), respectivamente . No parece factible cond ucir la reacción
directa entre el Crf), y el clor uro de acetilo, de man era que alcance mos un
producto final de composición determinada . ,

'Efectivamente, la siguiente Tabla VI 'que recoge los resultados del En­
,sayo V (Exp . 28), demuestra que cuando se hace reaccio nar CrQs""<y'
y CICOCH3 o, respectivamente, con CICO . Cll, que contiene doble volumen -_
de anhídrido acético se obti enen productos que, en el segundo caso contie- "
,nen mayor sustitución creciente conforme aumenta el tiemp o de tratami én-
to, Ciertamente que en estas condiciones, no puede esperarse la prepara- ,
ci ón en estado de pureza de uno ni otro extremo de la serie, pero los resul- -­
tados obtenidos revelan que parece más asequible llegar a obtener el ex- ­
tremo correspondiente al Cr(CHsCOO)s.

Una consideración de los equilibr ios :

1 a 0,461
1 b 0,478
II a 0,410
II h 0,389

- III a 0,421
III b 0,398
IV n 0,398
IV b 0,396

Cr+J

Prueba mo les por
100 grs.



reflujo 1 h. CljCr+3= O,36 2 gr . sólido Exp. + 10 mI. (CH3-CO)20
+20 mI. CIf- COOIf Precip, con éter .

2 h. Cl jCr+3= O,215 2 gr. sólido Exp. + 10 ml, (CH3-CO)20
+20 mI. CIfsCOOIf Precip. con éter .

12 h . CjCr+3= 5,43 2 gr . sólido Exp . + 10 mI. (CIf3- CO)20
+20 mI. CII3- COOH Precip. con éte r .

80h. CjCr+3= 5,66 2 gr. sólido Exp. + 10 mI. (CH3- CO)20
+20 mI. CH3-COOH Precip. c-on éter.

194 h. CjCr+3= 5,99 2 gr . sólido Exp. + 10 mI. (CH3- CO)20
+ 20 ml, CH3-COOn Precip, con éter .

~

-

- "

Cr+S Ci: e
Rxp. moles pOI' moles por moles por

100 qr«. 100 grs . 100 qrs ,
-

. 29 0,451 0,161

~
.c

t<:l -. 30 I .~ ¡ 0,444 . 0,094
O>

""I
31 0,440 traza s 2,39

I

32 0,438 " 2,47

33 0,437 negatl vo 2,62

i

-:

Temp .

TAnLA "tí

Tiem.­
po

R elaciones
atómic as

. I

Condi cio11 es de trebejo: Sol. Ex . 25
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(dondex' <x y x" > x)
permite planear ensayos cond ucen tes a obtene r información so bre el pro­
ceso de d esplazamiento y las posibilidades de preparar los mi embros ex-­
tremas d e la ser ie CrClxCCH3COO)3_x'

A continuación discutimos los resultados obtenidos en el ensa yo VI a:.
(Ex p . 29-33), y en el ensayo VI b (Exp . 34-36).

(9)

(l O}

22,70
22,70

% de cromo

31,42
31,40

% de carbonoSustancia

TABLA VID

Sólido verde obtenido Exp. 38
Cr(CH3-COO\

7. Tratamiento del sólido verde con cloruro de acetilo

Los res ultados d e estos tratam ientos (Ensayo YI b) se recogen en la
Tabla IX (Exp . 34-36), y Tabla X (Exp . 35 Y 36).

El sólido verde (0,493 moles d e CI por 100 grs .) no se disuelv e total­
mente en cloruro d e acetilo , por ello d espués de los períodos <le tratamien­
to a reflujo con cloruro de ac etilo se filtraron las mezclas <le reacción.

6. Tratamiento del ~ ó lidoverde con ácido y onhidrido acéti co

Los r esultados d e estos tratamientos (Ensayo VI a) se recogen en la Ta­
bla VII. Realmente, en lugar de provocar el desplazamiento d el cloro con
anhídrido acéti co y a t ravés d el desprend imiento de cloruro d e ecetilo ,
hemos operado con (CU3- CO)20 + CH3 . COOU, con lo qu e la r eacción de­
desplazamiento será aho ra :

+ (CH3COOH)
CrCI.,(CH3-COO)3_x ) cm+ .GrClx,(CH3- COO)3-X' (Jl)'

y qu edará facilitada por la mayor volatilidad del cm qu e se despre nderá
al cal entar a reflujo , fav oreciendo el desplazamiento d el equilibrio (11) hacia­
la d erecha d e acuerdo con estas previsiones, la Tabla VII d emuestra qu e,
en nuestras cond iciones de trab ajo, conforme aumenta el ti empo de calen-­
tamiento va progresando la sustitución d el cloro y en la Exp. 33, d espués:
de casi 200 horas se logra su total eliminación .

La Tabla VIII da el análisis d el produ cto obten ido en esta ex perienc ia­
33, y se ve "que los porcentaj es d e Cr y C coinc ide n bi en con los calculados;
para el ,
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+ CICOCH3
O(OC"CH3h+CrCIJ",cCH3"COO)3_x" ) CrClxCCH3'COO)3_x

+ : (CH3"CO)~O

CrCI,.(CH3·COO)3_x ) CrClx,(CI-I3"COOh_x, + CICOClI3
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En los sólidos separados de di chas filtraciones se rea lizaron los aná li-.
sis de Cl' y CI y los resultados obtenidos en las experiencias 34, 35 Y 36
se resumen en la Tabla IX y puede observarse que el conte nido de CI au- ·
menta con el trata miento . La relación CI/Cr se hace mayor que la del
sólido de par tida , pero no puede aprec iarse una influencia sistemática
entre la duración d el tratam iento en caliente y el aumento en di cha rela - .
ción. Deben ser otros factores los que determinen la am plitud de la sust i-.
tu ción d e los aniones ace tato por cloro, en general . aquellos que regulen
a las concentraciones de cloruro de acet ilo y anhídrido acético, que son
las que determinan el desplazamient o del equilibr io (11). Como la canti- ­
dad de anhídrido acét ico n o puede eliminarse de la mezcla de reacción ,
el equilibr io no se desplazará nunca. a. la formació n de l trid oru ro de ' cromo . ,

También obtuvim os en las experiencias 34 y ;35 dos sólidos verdes por-
pr ecipitación del filtrado con éter. -

Se determinaron el contenido de CI y Or (Tabla X) y aumenta el conte-.
nido de cloro y, por tanto, la relación 'CI/ Cr se incrementa, no coincidien­
do exactamente con la de los sólidos correspond ientes separados por ­
filtración.

B. LA REACCI ÓK DE TR IÓXIDO DE MOL IBDEKO' COK CLORURO DE .-\CETILO

La form ación de trióx ido de molibdeno 1\100 2 por prec ipitación, al aci- .
dular las disoluciones acuosas de molibdeno solubles, es un proceso que ·
presenta analogías con la formación de trióxido de cromo y que permite su-o
poner que la. insolubilidad de l trióxido es consecuencia de un proceso de ­
condensación en disolución ; que lleva , en def intiva, a la precipitación de
un alto polímero.

Mientras que, com hemos visto, la estructura de l (Cr03) " está constituida .
por cadenas de tet raedr os que se mantienen juntos por la operación de dé­
biles fuerzas de Van del' W aal s, el trióxido de molibdeno l\Io0 3 tiene una es­
tr uctura en capas, constituida. por octaedros MoO;, cada uno de los cuales .
comparte dos aris tas con sus vecinos (11) y además dos vértices con octae - .
dros situados por encima y por debajo del plano ecuato ria l. Por 10 tanto :
en cada octaedro MoOG, tres á tomos de.oxígeno per tenecen simult ánea mente .
a tr es octaderos, dos quedan compartidos por dos octaedros y el sexto per­
t enece a un solo octaedr o.

De este modo, a cada. átomo central de Mo le corres ponden :

(3.1/3) + (2.1/2) + 1 = 3 átomos de oxígeno.

En esta. estructura m eemos enlaces pre ferente men te covalentes corno res- .
ponsa bles de las uni ones, que ocasionan una mayor esta bilidad del 1\1003 en
comparación con el Cr0 3• Así , el Mn0 3 fund e a 795°C (Cr03 a 197°C) y. es
insoluble en ag ua, aunque se d isuelve en d isoluciones acuosas de hi dróxi - .
dos alcalinos .

Como consec uencia de lo anterior parece lógico esperar 'que al reacción.
del Mo03 con CICOCH3 tenga lugar con mayor d ificultad que en el caso ,
del Cr0 3 • :
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-
Sin embargo, como de la descripción de la estr uctura cristalina del

MoOa se deduce que en el octaedro MoOG hay un átomo de oxígeno que sólo
-per tenece a un octaed ro, se ofrece aquí un ángulo de ata que para cualquier
rea ctivo que puede hacer factibl e una reacción sin necesidad de que tenga
.lugar una despolimerización pr evia. Por éste , puede esperarse que en lugar
de la d isolución, seguida de reacción, que ocurre con el trióxido de cromo,
se observe aquí un ata que del GIGOa al Moü, en fase heterogénea al que
eventualmente puede seguir la disolución del compuesto formado y el ul­
-terior ataque a los frag mentos de bajo peso molecular (y, por ello solubles)
-en una segunda fase de reacción homogénea.

1. Ensayos preliminares

Ensayo VIl

Si se añade Moí), a cloruro de acetilo a temperatura ambient e se produ­
'ce un ataque al sólido que da lugar a la aparición de una solución roja oscu­
ra que ti ene un sólido en suspensión (Exp . 37). Separado el líquido por fil­
tración y lavado el precipitado con éter, se obtiene un sólido verde que con­
ti ene Mo y Cl. Por la pequeñísima cantidad producida en todas las expe­
.r iencias, y porque además, cont iene cantidades variables de Mot), que no
ha reaccionado no ha podido determinarse su naturaleza , aunque parece que
puede tratarse de pentacloruro de molibdeno MoGlg•

El líquido rojo calentado a reflujo adq uiere, a la media hora aproxima­
damente, una coloración verde que prolonga ndo el calentamiento pasa a
pardo oscura . Esto puede ser indicio de que la reacción del Moü, con cloru­
ro de acetilo se prod uce en tres fases.

1.& Disolución a través de reacción del Moí), en cloruro de acetilo, dan-
do una disolución roja.

2.& Transformación de la di solución roja en verde .
3.& Transformación de la disolución verde 'en pardo oscura.
Estas tr es fases pudieran responder a distintos ,grados-de valencia del

molibdeno, por las que tiene que pasar antes de reducirlas a la valencia
más estable en las condiciones de reacción.

En apoyo de esta suposición hemos observado los siguientes hechos:
1.0 Que la solución roja al añadirla a tetrac1oruro de carbono a tempe­

ratura ambiente produce un pr ecipitado amarillo, poco esta ble al aire, que
se di suelve en sosa. y que contiene el y Mo. Este precipitado -(por su solu­
bilid ad en sosa dando una disolución inc-olora) debe ser un compuesto de
molibdeno exava lente formado pr obabl ement e por la siguiente reacción:

(12)

2.° Que si la disolución, cuando adquiere color verde, se vierte sobre
tetracloruro de carbono se produce un precipitado verde poco estable que
no se di suelve totalment e en NaOH, apareciendo un precipitado semejante
al hidróxido férrico. .
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3.o Hemos di cho 'que al continuar el calentamiento, la disolución pasa
a color pardo. Si entonces la vertemos sobre tetracloruro de carbones que­
dan unas masas pegajosas pardas que resulta difí cil separar de las pare­
des del matraz de reacción.

4.0 Si el calentamiento se prolon ga y se añaden nuevas cantidades de
cloruro de acetilo, para que siempre se encuentre la mezcla de reacción en
exceso de este reactivo , van apareciendo precipitados pardos en la diso­
lución .

Calentando 50 horas y eliminando el exceso de cloruro de acetilo por
destilación, di chos precipitados y el líquido sobrenadante producen sólidos
sueltos de color marrón y aparentement e homogéneos al lavarlos con éter.

Véase descripción más detallada en Ensa yo VII (Exp. 37).
Como no parecía factible obtener más información sobre la base de en­

sayos meram ente cualitativos procedimos a realizar ensayos cuantitativos
de las tres fases señaladas de reacción, sometiendo a análisis cada una de
ellas, tanto si pr ecipi ta con tetracloruro de carbono, como con éter.

2. El producto fina.l de la reacción de MoOs y cloruro de acetilo

A la vista de la evolución que va sufriendo el sistema reaccionante, como
se deduce de las observaciones cuali ta tivas que acabamos de reseñar , deci­
dimos comenzar nu estro estud io de la reacción entre Mo03 y CICOCH3 por
los productos que se forman finalmente, cuando se prolonga el ti empo de
reacción a la temperatura de reflujo del CICOCH3 .

Los resultados obtenidos en los análisis de los sólidos marrones, sepa­
rados del líquido de reacción mediante pr ecipitación con éter anhidro, se
describen en el Ensayo VIII (Exp . 38-43), Tabla XI.

El producto sólido, marrón , de grano fino , obtenido en todos los casos
no es soluble en NaOH pero se di suelve en NaOH que contiene H202, despu és
de un tratamiento prolongado en calien te. Pudo comprobarse que dicho
sólido contiene Mn, C y CI y de su insolubilidad en álcali se deduce que el
grado de valencia del Mo es inferior a Mo+6

•

En la Tabla XI se resumen los resultados ana líticos que permiten calcu­
lar la relación atómica Cl/Mo. Salvo en la experiencia 38 en que el tiempo
de reacción fue muy corto, los valores de Cl/Mo se aproximan o coinciden
exactamente con la razón 4. El producto no es, sin embargo el CUi0 que
se describe en la literatura (12) como un polvo pardo pues nuestro prepa­
rado contiene además cantidades sustanciales de em bono e hidrógeno.

La Tabla XII contiene los resultados de las determinaciones de carbono,
y en su última columna los valores de la relación atómica C/Mo.

Dadas las condiciones en que se produce la reacción y en las que se
lleva la separación del sólido marrón (por pr ecipit ación en éter) , las úni­
cas moléculas que pueden formar el complejo de molibdeno son el anhídri­
do acéti co que se produce en la reacción (12) y el éter, que como hemos
dicho , es el agent e precipitante.

Teniendo en cuenta los %de C, CI y Mo obtenidos en los análisis de las
experiencias 38-43 (Tablas XI y XII) podemos deducir que el carbono no
puede encontrarse como anhídrido acético, pues la cantidad de éste que
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corresponde al contenido de carbono de las experiencias citadas da con los
%de Cl y Mo una suma muy super ior a cien, como se indi ca expresamente
en la Tabla XIII.

En cambio suponiendo que el carbono se encuentra en forma de éter, la
suma de los % se aproxima mucho más al cien por cien y si no se mantiene
'exactos pued e ser debido a la forma como se obti ene el complejo. El com­
puesto de molbideno se forma en pr esencia de anhídrido acético producido
'en la propia reacción (12) y deb e competir con el éter para aportar las mo­
léculas que se coordinan con el MoC14• Puesto que además, siempre se ha
observado pre cipitado en la mezcla final de reacción , éste debe absorber
'anhídrido acético y su sustitución por éter debe hacerse en fase sólida y por
tanto lentamente. Por ello, sólo en la experiencia 43 en que el tratamiento
c on éter fue prolongadí simo la. sus titución debió ser total.

TABLA Xl

Mo Cl
Exp . moles por moles por Temp, Tiempo R elación Condiciones de trab ajo

100 qrs . 100 grs. CLIMa

38 0,2165 0,558 reflujo 1 h . 2,48 3 gr . Mo0
3
+ 25 mI. ClCOCH3

Destilar baño arena , lavar
con éter.

:39 0,1945 0,718 8 h. 3,64 3 gr . Mo03+25 ml . cloruro
de acetilo.

Precipitar con éter
40 0,1845 0,752 30 h . 4,07 4 gr . Mo03 +50 ml, cloruro

de acetilo .
Precipitar con éter

4 1 0,1909 0,757 20 h . 4,00 3 gr. Mo03 +20 ml . cloruro
de acetilo.

Precipitar con éter
42 0,1807 0,719 50-70°C 50 h . 3,96 3 gr . Mo0

3+20
ml. clor uro

reflujo 50 h . de acetilo.
Precipi tar con éte r

43 0,1868 0,743 50-70°C 50 h. 3,99 4 gr . MoOo+25 mI. cloruro
reflu jo 50 h. de acetilo .

Precipita r con éte r

TABLA XII

C -moles por Mo m oles por R elación:
Exp. % Mo % Cl % C 100 grs . 100 grs. CIMo

39 18,67 25,45 34,06 2,838 0,i945 14,60
40 17,75 26,65 32,31 2,693 0,1849 14,56
41 18,34 26,81 34,58 2,882 0,1909 15,10
42 17,35 25,48 36,74 3,061 0,1807 17,10
43 17;93 26,33 35,83 2,986 0,1868 16,05
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(14)

(13)

como consecuencia de que el CClt (a dif erencia del éter) tiene también acción
precipitante sobre productos inter-medi os que contamina e l sólido pre­
parado.

En las mismas cond iciones preparativas (Experiencia 43) la precipita­
ción con éter anhidro conduce a un prcducto de fórmula:

productos obtenidos al emplear éter como agent e prec ipita nte, con los que
res ultan cuando pre cipitamos con un d isolvent e sin átomos dadores, como
_el CC14 an hidro . En est e caso, se obtienen sólidos mal definid os, cuyos aná-
l.isis responden a la fórmula bruta (exp. 44). --

C14•oo Mo [O(CH2•CH3h]4.C9
_-,- ' 270 __
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TABLA XIII

% total % total
%(CHs-CO)P %(Cl/

3
-Cl/z.\ O con la su-. . con la su- Error

Exp . . (a) % Cl %l't/o (b) posición (a) Error % posición (b) %

- 39 74,76 19,54 23,29 54,24 117,59 17,57 97,07 -2,93

40 72,37 25,45 18,67 52,50 116,49 16,48 . 96,62 . -3,38

41 68,67 26,65 17,75 29,81 113,07 13,07 94,21 -5,79

42 78,05 25,48 17,35 56,64 120,88 20,88 99,44 -0,54

43 76,14 26,33 17,93 , , 55,24 120,40 20,40 99,50 - 0,50
'"

TABLA XIV

Compuesto %Cl % Cl % C

Experi encia 43 17,93 26,38 35,83

'MoCItA (C} I5\ O 17,98 26,56 35,90

Comparando los % de los análisis de la experiencia 43 y' los calculados
para el compu esto (13) observamos que equellos, tanto por cientos coinci-
den con los teóricos. ' 1 .

En vista d e la discus ión anter ior sobre la presencia de (CH3-CO)~O o de
(CH3.CH3)30 coord inados al átomo central de Mo, tiene in terés compa rar los

En esta experiencia 43 la relación CIMa es igua l a 1G,. las moléculas.
coordinadas de éter-sQq cuatro, y se forma un complejo de molibdeno tetra­
valente con índi ce de coordinac ión 8 de acuerdo con las propiedad es de este­
elemento (13) y el sólido obtenido responde a la fórmula:
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3. El producio 'de "la primera tas e dereacciéai

Hemos dicho qu e al di solver el Mo03 en cloruro de acetilo , se produce­
una coloraci ón roja , en presencia siempre de una 'pequeña cantidad de pre- .
cipitado . Filtrada la mezcla de reacción y 'Separado el sólido en suspensión :
se obtiene al añadi r la solución a tetracloruro de carbono, un precipitado .
amari'llo que adquiere al fil trar y lavar un a coloración verde.

En la Tabla XV se res umen los resultados obtenidos en los an álisis de ,
cloro y molibdeno de los sólidos obtenidos en el Ensayo IX (Exper iencias
45-50) encaminadas a estudiar la natur aleza del compues to que produ ce la
coloración roja en las mezclas d e reacción Mo03 y cloruro de acetilo. Todas :
las experiencias se - real izaron a temperatura ambiente y produ ciendo la
separación del precipitado amarillo con la máxima rapide z para qu e no se·
produj esen transform aciones. De estos análisis deducimos la relación CliMa,
y observamos qu e en todas las experiencias se manti ene aproxim adamente
igual a 2. Por otra part e como estos sólidos amarillos se di suelven total- .
mente en sosa, podemos supo ner que el molibdeno se encuentra en for ma .
exavalente.

En la literatura científica (14) exis te un compuesto de Mo(VI), el C120 2Mo.
descrito como un sólido amarillo -y en el · que naturalmente la rela- .
ción CliMa = ' 2. Podríamos suponer en prin cipi o qu e 'Se tratase de este­
compuesto, pero comparando los moles por 100 grs. de Cl y Mo teó ricos,
con los obtenidos en la s experienc ias (Tabla XV) puede observarse la no .
coinc idencia. Por otra par te determinad a la concentración de iones hidró - .
geno, ésta es superior a la producida por el contenido de Cl y Mo. Todo .
ello nos indica la existencia de otros elementos .en la sustancia obtenida.

Dada la facilid ad del molibde no para formar complejos podríam os supo- .
ner que estuviese en esta forma en los sólidos amarillos obtenidos. Se co-.
na ce un complejo de fórmula C1202Mo.H30 (15). Podrí a tratarse de un com-.
pl ejo de est e tipo con otra clase de molécula de ,coordinación .

El oxidicloruro de molibdeno se pu ede prod ucir seg ún la reacción antes .
se ñalada (14) y entonces la mezcla de reacción cont iene además de cloruro
de acetilo yoxidicloruro de molibdeno (VI), anhídrido acético y éste pu ede­
ser el compuesto coordinado al Mo (VI) .

Con este supuesto , el exceso d e acidez seña lado anteriormen te de be pro-o
venir de las moléculas de anhídrido acético coord inadas . Calculamos los mo- .
les por 100 :gTs. qu e suponen este exceso y a partir de ellos la re la ci ón :
Moj(CH,C0)20 (Tabla XV) observado que se halla mu y próxima a la unidad.

POI' tanto el compuesto separado de la di solución roja parece ser
el CI202MQ.(CH3.CO).JO. ,

La relación CliMa en alg unos casos se aproxima tan sólo a la relac ión 2, .
bien pudiera ser debido a que se forme n trazas de compuestos más clor a- .
dos, o que a l llevar a cabo ' la precipitación con tetracloruro de carbono .
no se produ ce la eliminación total del cloruro de acetilo que empa pa al :
precipitado. :

La relac ión (CH.CO)zO/Mo (Tab la XVI) tam bién es superior a 1, aunque­
se mantenga cerca de este va lor, pu ede ser por el mismo motivo que hemos,
señalado en ' el exceso de Cl . .
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Mo Cl
moles por moles pOI' Relación Mescla de ¡'cacción Coiuliciones de ¡'cacción

Ex·p. 100 qrs, 100 grs. cuu» noo, CICOClIs

45 0,300 0,632 2,10 3 gr . 25 mI. 12 hora s temperatura ambiente . Elimin ación del CICOCH:1 p OI'

evap. en desecador de NaOIl

46 0,290 0,584 2,02 3 gr . 15 mI. 12 horas tempera tu rn ambien te. Flltrnr

l>:>
Precipitar con CI,C

~
l>;I

47 0,319 0,684 . 2,11 3 gr . 15 mI. 12 horas temperatura ambl en le. Filt rar
Precipitar con CIIC

48 0,296 0,631 2,12 3 gr . 15 mI. 12 horas temperatura nrnhiente. Filtrar
Precipitar con CI,C

49 0,306 0,636 2,07 3 gr . 15 mI. 12 hora s tcmperaturu nmhien le.

0,502 1,004 2,00 3 gr . 15 ml . Filtrar . Precipitar con CI,C
Compuesto teórico CIP}' lO
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TABLA XVI

f l EACClONES DE LOS oxtno« DE (' JIm I O, .110 U JlDEXO 1\' 01.1-"11,1.1110 ( 1'1) COX GW RlJRO DE JI CE7'n o

(18)x~l

1I+ (CHs-CO)p Mo
moles por moles por moles por Relación

Exp . 100 al's, 100 grs . 100 qrs . (CHP O)P IMo

46 1,923 0,380 0,290 1,31
47 2,159 0,430 0,319 1,25
48 1,398 0,338 0,296 1,12
49 1,932 0,349 0,306 1,11

d . Los productos de la tase intermedia de reacción

Hemos dicho que al diso lver el Mot), en cloruro de acetilo se produce una
'Coloración roja. Al calentar esta disolución roja cambia de color y al cabo
<le un tiempo ' (20 minutos) la d isolución presenta un color verde . Al añadir
-dicha solución a tetracloruro de carbono se produce un precipitado verde
'que aún en desecador de S04H2 o cal sodada se descompone rapidísima­
mente, obteniéndose una masa de color azul.

En la Tabla xvrn se resumen los resultados obtenidos en el Ensayo X
l'exp. 50-53) en el que se pretende deducir la naturaleza del precipitado
verde que se produce en C14C cuando la mezcla de reacción presenta dicho­
'color . En ella figuran los análisis de cloro y molibdeno de las tres experien­
ocias, en las que 'Se varían los tiempos de reacción y la relación de reactivos.
intentando conseguir un compuesto puro.

Como se observa en la Tabla XVIII de los resultados analíticos se dedu­
c en unas relaciones CliMa superiores a 2, pero alejadas también de 3. Esto
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A partir de los análisis calculamos los % de los elementos que entran
en al composición de los sólidos amarillos. El resumen de dichos cálcu los
est á reseñado en la Tabla XVII. En ella también figuran las sumas totales
de los % de todas las experiencias, y también el contenido de oxígeno
'Correspondiente al compuesto C1202Mo que suponemos es el producto inter-
medio de reacción. -

La suma total se mantiene en casi todas las experiencias inferior al 100
por 100. Esto es debido a que por la fácil descomposición del precipitado
no 'Se prolongó el tiempo de secado y lavado, y aparecían al disolver las
muestras para el análisis pequeñísimas gotas de C14C que se eliminaban al
calentar . . .

Dentro. de los errores operatorios, debidos a la baja estabilidad del pro­
dueto que nos impide eliminar por completo el CC14 empleado para preci­
pitarlo, podemos determinar que el compuesto obtenido en la primera fase
-de reacción es el dioxidocloruro de molibdeno VI, que al separarlo de la di­
solución de cloruro d e acetilo precipita con x moléculas de (CHa- CO)JO,
aproximándose el valor x a. la unidad . Es decir el sólido separado tiene esta
composici ón :
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nos hace suponer que es una mezcla de sustancias las separadas en las con­
diciones seña ladas .

TABLA XVII

% O2 del
sólidoExp. % Cl % Mo %(CIIJ- COJP CIPJUo % total Composición del

46 20,72 27,82 38,86 9,3 96,69 Mo 02CI2.ll'J (CH3--CO)PI.31
47 24,25 30,61 42,62 10,20 107,45 Mo 02C~.1l (CH3-CO)P¡.25.
48 22,38 28,34 ;34,51 9,44 94,77 Mo 02CI2.J2 (CH3-CO)20I.J3
49 22,56 29,34 35,61 9,78 97,29 Mo 02CI2.07 (CH3- -CO\O¡.1l
Media 22,28 28,81 ':38,22 9,68 99,40 Mo 02C~.09 (CH3- CO)p¡.JR.

TABLA XVIII

e l ' lIlo . Condiciones de trabajo

moles por moles por Relación mI. Separación
Exp. 100 grs. 100 grs. cun» gr.MoO j CICOCH. Temp. Tiempo del compuesto

50 0,680 0,295 2,3 1 3 20 ebullición 15 m. Precipita ción
con Cl

4
C

51 0,782 0,311 2;50 2 20' 20 in. Precipitación
con CI

4C
52 0,537 0,214 2,52 3 15 20m . Precipitación.

con Cl4C

La marcha de la reacción en esta fase es como vamos a describir a con­
t inuación . .Al cabo de un pequeño interva lo de calentamiento, comienza a
aparecer por las paredes d el matraz una coloraci ón verde. Prolongand o la
ebullición , llega un momento que rápidam ente se convierte en una masa
de color pardo no muy oscura y con el tiempo se intensifica la colorac ión .

Por ello; inte nta mos determinar la evolución de dicha reacción , para
conseguir d ilucidar qué comp uesto de Mo es el 'que comunica ' el color verde
a la mezcla de reacción . .

Para ello, realizamos el Ensayo XI. Calentamos la mezcla de reacción:du­
rante un intervalo de tiempo y tomamos muestras de dicha mezcla; an tes
que presentase el color netam ente verde (Exp. 53), en el momento de tomar­
lo (exp. 54) y al adquirir la coloración parda (Exp. 55-56). Los resultados
obtenidos de los análisis de Cl y Mo de los sólidos separados' figuran en la
Tabla XIX. En ninguna de las precipitacio nes obtuvimos una relación CI/Mo
de 'valor entero y, por tanto, un compuesto definido. En las experiencia s
55-56 al intentar la precipi tación del sólido con un di solvente Cl4C o éter
anhidros, se prod ucen unas masas pegajosas , que no es posible separa rla s
del matraz de precipitació n aún con tratamientos pro longados con dichos
disolventes . ' .
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TABLA XIX

1, Ensayos prelim inares

Ensayo XII

Si se añade "VOs a cloruro de acetilo a, temperatura: am biente se prod u­
ce un ataque al sólido que da lugar a la aparición de una solución amarilla,
que intensifica su color muy lentamente y queda siempre una gran cantidad
de sólido en suspensión . Aún prolongado el tratam iento un ' intervalo de
tiem po grande, la cantidad de precipitado pr esent e en la mezcla de reacción
no varía en proporc ión apreciable .

C. LA R EACCIÓ¡'\' DE TRIÓXIDO DE WO LFRAMIO CO¡,\, CLOHUnO DE ACETILO

Prueba: 40 m I. de CICOCHa + 10 qrs . de Moa s

El trióxid o de wolframio se forma por precipitación al acidular ' las diso­
luciones acuosas de wolframatos solubles , en un proceso que prese nta ana ­
logías con la form ación de los trióxidos de cromo y molibdeno y que tam­
bién permite suponer que la insolubilidad del trióxido de wolframio es
consec uencia de un proceso de condensación.

'Mientras que, como hemos visto , la estructura de los (CrOs}, y (MoOs)x
son redes moleculares, constituidas por cadenas de tetraedros en el pr imer
compuesto y una estructura en capas constitu ida por octaedros Mot), en el
segundo . el trióxido de wolframio es una red iónica t ipo ReOa(16), (17), (18),
lo que determina una mayor estabilidad en comparación con los trióxidos
de Cr y molibdeno.
_ Ha quedado determinado a lo largo, de las exp eriencias de l apartado B,
que el MoOa reacciona con más di ficultad que el CrOa' Lógicament e el W Oa
debe pr esentar aún mayor d ificultad , puesto que para diso lverse es necesa­
rio que se destruya la red iónica , y por tanto, tenga lugar un ataque en fase
heterogénea én vez de una d espolimerización o sustitución como sucede en
los anteriores casos. n

Cl Mo
m oles por moles por R elación Temp. Tiem po Condiciones

Exp. 100 grs. 100 grs . CLIMa de trabajo

53 0,545 0,2-36 2,3 ebullición 10m. Tomar 10 mI. y pre-
cipitar con Cl~C par a
separar el compte .

54 0,571 0,238 2,4 15m.

55 Se producen ma- 20 m. Tomar 10 ml . , preci-
. sas que no pue- pita r con CI~C y tr a-

den separarse tar pro longadamente .
del matraz

56 20m.



TABLA XX

EXPERIEi'iCIA 58

0,087

73,92
79,3

%de wolframio

0,088

TABLA XXI

Sólido

0,402

Sólido verde
W 03

Sólidos en suspen sión

nEI'IST,1 VE LI AC,\VE.lILl DE CIESCI, IS EX,IO'/IS, FISICO-QUlMIC/IS r S,ITU RALES

La exper iencia 58 m uestra que la. velocidad de reacción a temperatura
ambiente es pequeñísima y que en esas condiciones tampo co es posible ob­
tener productos intermedios puros. Por ello, se realizaron otros ensayos
en los que la temperatura de reacción , es la ebullición de la solución .
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Productos de reacción WOs- CICO CHs a temperatura amb iente
W m oles por :C mo les por C moles por Relaciones

Producto 100 grs . 100 grs . 100 grs. atómicas

2. R eacción del lVOj y cloruro de acetilo a tem peratura ambien te

Si mantenemos en agitación durante 30 días la mezcla ' V03-cloruro de
acetilo a temperatura ambiente, se obtiene una di solución roja en pr esencia
de abundante cantidad de sólido en suspensión .

Si se filtra la disolución, aparece un sólido verde y un filtrado de color
rojo. .

Del filt rado rojo no pudo separarse ningún sólido por pr ecipitación con
éter, tetrac loruro de carbono, etc. El sólido verde dio positivo los análisis
de C, Cl y 'V.

En la Tabla XX se resumen los resultados analítico s obtenido s del sólido
verde. (E'n'sáyo XIII, Exp. 58). .

Observando estas relaciones, que no responden a ninguna fórmula defi­
nida , y teniendo en cuenta el alto contenido en wolframio, Tabla XXI, sólo
podemos asegurar que la mayor parte del sólido es ""V0 3 sin reaccionar,
puesto que además no existen en él aniones en cantidad como para neu­
tralizar las valencias del wolframio.

Si calentamos a ebullición la mezcla de reacción V'lOs y cloruro de ace­
tilo , aparece una. solución roja que se intensifica con el tiempo de calenta­
miento . El color se hace oscuro, pero aún prolongando este tratamiento
hasta 150 horas existe sólido en suspensión de la disolución roja .

Como no parecía facti ble obtener más información sobre la base de ensa ­
yos meramente cualitativos procedimos a rea lizar ensayos cuantita tivos en
las dos cond iciones de trabajo señaladas. A temperatura. ambiente y a la
temperatura del reflujo de la solución .
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Los líquidos filtrad os en las exper iencias 61 y 62 se añadieron a éter an­
hidro y sé produjeron precipitaciones de unos sólidos pardo-grisáceos, que
después de lavar repetida s veces con éter, muy prolongadament e en la ex­
periencia 62, realizam os su análisis cuyos resultados se resumen en la
Tabla XXIV.

TABLA XXII
.., ..

w el e
moles por m oles por moles por ",

Exp. 100 grs. 100 grs . 100 qrs . R elaciones atómi cas

"'
r

59 0,280 0,200 1,110 \ V Clo.71 C3.9
60 0,265 0,321 1,736 VV CI¡.2CG\55

TABLA XXIII

W el e
moles P01" m oles por mol es por Relacion es

Exp. 100 grs . 100 qrs, 108 grs. Temp. Tiemp o ató'micas

67 0,337 0,091 0,837 refluj o 80 h . W Clo.~9 ~.18

En el Ensayo XV (Exp. 61 Y 62) despu és de largos períodos de calenta ­
miento se filtró la mezcla de reacción y se separaron unos sólidos de color
marrón . ..

En la Tabla XXIII se recogen los resultados analíticos del sólido marrón
separado por filtra ción en la ex periencia 61.

Sus relaciones atómicas no responden a las de una fórmula definida, y
suponiendo 'que el W esté en estado de oxidación 4 ó 5 la cantidad de car­
bono y cloruro no es suficiente para neutralizar las valencias del ,V. Como
por otra parte no ha sido posible separar un compuesto de W interm edio
estos resultados parecen indi carn os que en el sólido marrón hay una .gran
proporción de 'V03 sin reaccionar .

3 . Reaccíón del WO s y cloruro de acetílo a temperatura de 1'etlujo

En la Tabla XXII se resumen los resultados obtenido s en el Ensayo XIV
(Exper iencias 59-60), en el que la mezcla de reacción W03 + cloruro de
acetilo se calienta a intervalos de tiempo variables. Al finalizar el calenta­
miento se añade toda la masa de reacción a éter separándose unos sólidos
grisáceos cuyos contenidos en W, Cl y C figuran en di cha Tabla .

Las dos experiencias nos señalan por las relaciones atómicas Cl(W que
el el debe neutralizar a una valencia del W , pero no se obtienen sólidos
puros . Pudiera ser debido a que no se realizó la separación del sólido exis­
tent e en suspensión en la mezcla de reacción, y que es éste el que impurifi­
ca al producto formado.
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TABLA XXIV

50 Renovar CICOCII~ .

Filtrar la mezcla y
pr ecipitar y lavar
con éter .

3 gr .

80 h . 3 gr . 20 Renovar CICOCII~.

Filtrar la mezcla v
pr ecipitar y lava'r
con éter .

Condiciones de "eacción Separació n dcl
Tiempo MoO, CICOCH, compuesto [ornuul o

140 h .

W CI1.21 (CH3- COO\
W Clo•9s (CH3- COO)¡

Compos ición

TABLA XXV

\V Clo•9s CS•2 ebullición

61
62

1.830

Ex periencia

TABLA XXVI

Exp . % W % Cl %C

62 40,6 7,48 21,08
WCI (CH

3-
COo.\ 40,4 , 7,08 21,72

' , -

.. ,"

Estos pequ eños errores pudieran ser debido a impurificaciones del com­
puesto principal con compuestos en que el W tuvi era más valencias susti­
tuidas de cloro por acetato .

Los %de V\T, Cl y C en la experiencia 62, en que se, realizó un prolonga­
dísimo lavado con éter anhidro, coinciden dentro de los errores de trabaj o
con los del' compuesto teórico 'WCl (CH3- COO)¡ (Tabla XXVI).

Los contenidos del Cl, VV y C de los sólidos pardo-grisáceos nos indican,
que la relación Cl/vV se mantiene aproximadamente = 1 Y C-/W = 8. Y si
se supone que, el C está en forma de acetato , la relación acetato /W se apro­
xima a 4¡y su composición es la señalada en la Tabla XXV.

62 0,2'21 0,217

W CI C
moles por moles por moles por Relaciones

Ex p. 100 grs . 100 grs . 100 grs . atómicas Tem p.

61 0,214 0,276 1,877 \V CIl.:!A CS•7 ebullición



!RE/ICCIONES DE LOS OXID OS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO ( VI) CON CLORURO DE ACETILO

lIJ . PARTE EXPERIMENTAL

l . DISPOSITIVOS DE TRABA.lO

En los ensayos descritos en esta memoria ut ilizamos los aparatos que se
-d escriben a continuación.

Para realiza r la mezcla de reacción y mantenerla con agitación a tempe­
ratura ambiente o a reflujo se empleó un aparato que consta de un ma ­
traz de 100 c. c. de capacidad can cuello provisto de 'un esmerilado nor­
mali zado , que ajusta perfectamente con un refrigerante de Liebig colocado
verticalmente para favorecer el reflujo, y por el que circula agua fría. El
m atracito se sumergió en un vaso con mezcla de hi elo y sal, agua fría
'0 agua caliente, según que la reacción se tuviese que realizar, ' a tempera­
t ura baja, a temperatura ambiente o refl ujo de cloruro de acetilo . En la
parte superior se conectó un t ubo U con cloruro de calcio para dar salida
'a los gases de reacción e impedi r la entrada de humedad en el aparato .
También introducimos en el matraz un agitador magnético para realizar
la agitación cuando fuese necesaria .

La precip itación de los comp uestos formados en las di stintas experien­
c ías se realizó con un dispositivo que consta de matraz con tapón esmerilado
unido por una alargadera en comunicación a un tren de desecación a un
-embudo separador que ajusta perfectamente con el matraz. Al embudo se­
parador se un e un tubo en U con cloruro de calcio.

Para la filtración , lavado y secado se utilizó un aparato que consta de
un t ubo cilíndrico grueso, provisto en su parte inferior de una placa fil­
t rante de vidrio sinterizado (porosidad G-3) así como de cuello esmerilado
y un tubo lateral con su correspond iente cuello esmerilado. Estos dispositi ­
vos están diseñados y descritos en el t rabajo que indica mos con el núm . (2)
·en la bibliografía. Al primero se acopla un tren de desecación constituido
por P2,OS' S04H2 y C12Ca, que permite operar con garantía de 'que la filtra­
-ci ón se realiza en atmósfera seca . Al cuello (2.°) se acop la otra pieza 'que
'consta de un tubo en forma de Y con una llave y los extremos provistos de
'conos esmerilados . A estos dos últimos se acop lan unos matracitos con el
líquido de lavado y la llave regula el paso de éste.

La destilación a presión red ucida se realizó con trompa de agua, conec­
tada al tubo de salida del aparato por intermedio de un tren de desecación.
T odos los cierres y empalmes se rea lizaron con esmerilados .
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DESCRIPCION DETALLADA DE LAS EXPERIENCIAS

A. REACCIÓN DEL TRIÓXIDO DE CROMO Y CLO RUR O DE ACETILO

ENSAYO L - Experien cias prelimimares

EXPERIENCI A l. a

Se lleva a cabo la reacc ion del modo siguiente : En un matracito bien
seco se colocan 2 grs. de CrOa y un núcl eo de hierro recubierto de vidrio
para la agitación magnética . Hecho esto, lo más rápidamente posible para
evitar contacto con aire húmedo, se acopla al matraz un refrigerante , y se
añade cloruro de acetilo por la parte superior del refrigerante. Al realizar'
esta opera ción se produce una reacción violenta , apa reciendo un sólido
verde mojado por un liquido rojo.

Para que la reacción no se llevase a cabo tan violentamente operamos
de modo inverso . Añadimos lentamente los 2 grs . de CrO, sobre los 10 ml .
de cloruro de acetilo contenidos en un matracito introducido en un bañ o
frío (- 12°C) y con agitación magnética . Después de cada adi ción acoplá­
bamos al refrigerante una pieza en U de cloruro de calcio.

El cloruro de acetilo fue adquiriendo color rojo al di solverse el CrOa,
intensificándose el color conforme se produce disolución . Cuando ésta fue
total, separamos el matraz del baño frío y mantuvimos la mezcla de reac­
ción un día a temperatura ambiente. El color rojo transparente va pasando
lentamente a un color rojo sucio. '

Destilamos el cloruro de acetilo en exceso y obtuvimos un líquido rojo
y un sólido verde rojizo. .

Realizamos análisis cualitativo s del destilado y residuo de destilación:
El destilado dio positivo el Cr+6 y el residuo dio positivo el Cr+6 y Cr+a.

Observamos también que en el destilado la cantidad de Cr+3 que, en prin­
cipio es prácticamente nula , aumenta con la consiguiente disminución de
Cr+6 al dejar estar el destilado a la luz y temperatura ' ambiente.

Así, si tomamos una muestra de destilado en el momento de su obten-
ción: 3 ml. contienen 1,723 m. e. q de Cr+6.

A las 24 horas 3 ml . contienen 1,083 m. é. q. de Cr+6
•

Corresponde una disminución del 37,1 %'
En todas las experiencias siguientes realizam os la mezcla de CrOa y clo­

ruro de acetilo según la técnica descrita en esta experiencia .

EXPERIENCIA 2."

Añadimos a 2 ml, de cloruro de acetilo, 1 gr . de óxido crómico. La di­
solución formada la dejamos en desecador de NaOH para-la eliminación de
cloruro de acetilo en exceso. Al cabo de dos días el concentrado rojo-o s­
curo dio positivo el Cr+3 y el Cr+6•
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EXPERIE:\'CIA a-
Mezclamos 2 gr. de CrO, y 10 mI. de cloruro de acetilo. Intentamos se-..

parar, por precipitación con algún disolvente, los compuestos de cromo .
formados en la reacción. Para ello, añadimos pequ eñas 'porciones de líqui­
do rojo sobre 5 mI. de éter, tetracloruro de carbono, acetona y benceno
anhidros . Con el Cl4C se produce una solución roja, en los demás casos se ·
lleva a cabo una modificación del color rojo pero no se produce separación
ni precipitación de ningún compuesto .

El líquido rojo restante, lo mantuvimos dentro de un desecador de sosa:
a 1°C, produciéndose también la reducción del Cr-l<> , ya que nos dio posi- .
tivo el Cr+s.

EXPERIENCIA 4.a

La reacción Crt) , y ClCOCITs a -60°C

A 10 mI. de cloruro de acetilo enfriados a -60°C en baño de nieve car- .
hónica y acetona le añadimos 0,5 gr . de CrOs, agitamos y mantuvimos la "
mezcla a esa temperatura una hora, volviendo a agitar de vez en cuando. ,

Como no se producía una di solución a velocidad apreciable, aum enta-..
mas la temperatura del baño hasta _30°C, manteniendo esta temp eratura.
durante toda la experiencia.

A la media hora tomamos una muestra de '0,5 mI. de la di solución roja . .
Analizamos el Cr+3 dando resultado negativo.

Muestra tomada a la hora. - Cr+s negativo .
Muestra tomada a las dos hora s. - Cr+3 negativo.

EXPERIENCIA 5.a

La reacción del truuxuio de cromo y el cloruro de acetilo a - 30 °C.

Realizamos esta experiencia con 10 ml , de cloruro de acetilo, enfriados :
a -30°C y 0,5 gr. de e-o,

Muestra tomada a la hora. - Cr+s negativo.
Muestra tomada a las dos horas . - Cr+3 negativo .
Muestra tomada a las cuatro horas . ,- Cr+3 negativo.
Muestra tomada a las seis horas . - Cr+3 negativo .
Muestra tomada a las di ez horas . - Cr+3 negativo.
Durante toda la experiencia la t emperatura se mantuvo a ~O°C.

EXPERIENCL\. 6.3

La reacción del CliOiC1' con cloruro de acetilo

Obtuvimos el Clt02Cr a partir de NaCl y l{2CrzO" añadiendo H2SO¡ fu- ­
manteo
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Mezclamos 10 ml , d e cloruro d e crornilo y 20 ml . d e cloruro de acetilo
'obteniendo un a disolución roja transpar ente . No se produce un a reacción
violenta .

Después d e mantener la m ezcla de reacción una hora a temperatura
:baja , d estilamos a presión reducido y obtuvimos un destilado rojo y un
'resid uo verde-rojizo.

El re ceptor d el d estilado lo mantu vimos en bañ o d e hi elo y sal. Conti e­
'ne Nomo exavalente y el aná lisis del Cr+a fue negativo.

En el residuo existía Cr+3 y Cr+6
•

' E NSAYO n. - Estu dios cuantitativos sobre los productos líquidos de reacción

:EXPERIENCIA T,a

Mezclam os 3 grs. de CrOa con 10 ml. d e cloruro d e ace tilo en las cond i­
-ciones seña ladas en la experiencia L a, para controlar la velocidad d e re -
-a cci ón .

Tiempo de reacción 5 d ías . Temperatura 5°C. Destil ación d e la mezcla
-d e reacción a presión normal , obteniendo un d estilad o roj o y un residuo
verde-rojizo . "

Realizam os el aná lisis cuantitativo d el d estil ad o medi ante la s iguiente
' t écnica : Pesad a un a muestra , se ad iciona a un volumen conocido d e NaOH
d e normalidad conocida , El cromo exavalente se d isolverá formando i ón

' CrO~= , el Cr+3 precipitará como Cr(OH},¡, el CICOCHa se hidrolizará a
'CHa . COO- y CI- y el (CHa- CO},¡O (que pueda arras trar el cloruro d e ace -
tilo ) a CHa- COO- . Por otra parte el Cl que presumiblemente acompaña
al Cr+6 quedará como Cr , El líquido resultan te de esta hidrólisis se filtra

·a fin de separar y determinar al Cr(OH)a 'que después de someterlo a un a
calcinaci ón se pesa como CrzOa. Llevar el filt rad o a un volumen conocido
'en matraz aforado de l que se toman muestras para las d eterminaciones d e
'Cr+6

, Cl- y H+. Se determina el Cr+6 por iodo metría , el Cl- por gravimetr ía
-como CIAg y el H+ valora ndo la NaOH no cons um ida en la hidr ólisis de la
.muestra con ClH.

Análisis del desti lado 1"Oj O: 0,9074 grs . de muestra se d isue lven en 25 ml .
-d e NaOH 0,8733 N. Se filtr an y el líquid o filtr ad o se d iluye ron a 250 ml . de
-agua d est ilad a en matraz aforado .

Cr+3. Precipitaron en toda la muestra G5 ,9 mg. d e CrZ03 equivalente
-a 0,867 m. moles de Cr+a.

Cr+6. 25 ml . -1,74 ml . S203NaZ 0,1016 N
25 ml .~ 1,78 ml . S20aNaZ 0,1016 N
Media 1,76 ml . = 0,596 m . mol es de Cr+6

Clr . 25 ml, - 112,3 mg. de CIAg
25 ml . - 112,0 mg. de CIAg
Media 112,15 mg. = 7,827 m . moles

Hr : 25 ml . - 2,15 ml. de cm 0,1040 N
25 ml . - 2,13 ml. d e ClH 0,1040 N
Media 2,1 4 = 19,607 m. mol es d e H+.
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EXPERIENCIA 8.a

Tiempo de reacción 1 día . Temperatura ambiente. Cantidades de reacti ­
VOS: 3 grs . y 10 mI. d e CICOCH3. Destilación a presión de 760 mm . y reco­
giendo el d estilado en un receptor enfr iad o con hi elo y sal. Tomamos la
m uestra para el análisis con la mayor rapidez y mantuvimos las máximas
precauciones en la disolución para que no se produzca la reducción d el Cr+6 .

Análisis del destilado 1'OjO: 0,8060 grs. se disuelven en 25 ml. d e NaOII
'0,9511 N. Se filtra la disolu ción y el filtrado se diluye a 250 rnl. con agua
-destilada.

Cr+3: Toda la muestra . Precipitaron 43,0 mg. d e Cr203 equivalente a
'0,566 m . moles de Cr+3 .

Cr+6
: 25 ml. - 5,10 rnl. de S203Na2 0,0894 N

25 ml. - 5,10 ml. de S203Na2 0,0894 N
Media 5,1 0 = 1,519 m. moles de Cr+6.

Cl- . 25 ml , - 120,0 mg . de CIAg
25 ml . - 121,0 mg. de CIAg
Media 120,5 = 8,379 m . moles d e CI-.

H+: 25 ml . - 2, 7 ml . d e cm 0,1119 N
25 ml . - 2,7 ml . d e cm 0,1119 N
Media. 2 ,7 ml = 20,756 m. mol es d e H+.

EXPERIENCIA 9.a

Tiempro de reacción: 1 hora. Temperatura ambiente . Cantidad de reac ­
tivos : 3 grs . d e Cr03 y 10 ml. de cloruro d e acetilo. Destilación a presión
normal. Recoger el d estilado en mezcla fri gorífica de hi elo y sal.

Análisis del destilado 1'OjO : 1,2150 grs . se disolvieron en 30 ml . d e NaOH
0,9511 N. Se filtró la disolución, di luyendo el filtrado a 500 ml . con agua
-destilada .

Cr+3: Toda la muestra. - 8,0 mg. d e Cr203 equivalente a 0,103 m. moles
-de Cr+3.

Cr+6
: 25 ml. - 3,65 ml, de S203Na2 0,892 N

25 -ml . - 3,60 ml . deS203Na2 0,892 N
Media 3,63 = 2,155 m . moles de Cr+6 .

CI-: 25 ml . - 84,1 mg. de CIAg
25 ml . - 83,7 mg. d e CIAg
Media 83,9 ml , = 11,707 m . mo les d e CI-.

H+ : 50 ml . - 0,75 ml . de cm 0,1014 N
50 ml. - 0,75 ml. de cm 0,1014 N
Media 0,75 ml. = 27 ,77 m . moles de H+.

La cantidad de cromo exavalente reducido es 5,5 % d el cromo total.
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EXPERIEN CIA 10 .&

Tiempo de reacción: 1 hora . - Tempera tu ra ambiente. Cantidad de­
reactivos: 2 grs . de CrOs y 10 mI. de cloruro de acetilo . Destilación a pre­
sión normal. Recoger el destilado refrigerando el colector con mezcla 9.8'
hielo y sal.

Análisis del destilado roj o. - 1110,8 mgs. se di solvieron en 30 ml. d e­
-:\"nOH 0,8733 N. No se produj o ninguna precipita ción de cromo trivalente.
Diluimos la disolución a 250 mI. con agua dest ilada .

Cr+6 : 20 mI. ~ 1,05 mI. de S20SNa2 0,1014 N
20 mI. - 1,02 mI. de S20SNa2 0,1014 N
Media 1,03 mI. = 0,435 m . m oles de Cr+6

•

Cr : 20 mI. - 109,2 mgs. de. CIAg
20 mI. - 109,6 mgs. de CIAg
Media 109,4 mg. equivalente a 9,540 m. moles de Cl.

H+: 20 mI. - 1,15 mI. de cm 0,1014 N
20 mI. ~ 1,12 mI. d e cm 0,1014 N
Media 1,13 = 24,794 m . moles de H+.

EXPERIENCIA 11.&

Tiempo de reacción : media hora. Temperatura: ambiente . Cantidad de
reactivos : 2 grs . de CrOs y 10 mI. cloruro de acetilo . Destil ación a presión
normal , recogiendo el desti lado enfriando con hielo y sal.

Aná lisis del destilado 1·OjO . - 0,9456 mgs. se d isolvieron en 30 mI. de­
NaOII 0,8733 N. Se d iluyó la di solución a 250 mI. con agua destil ada .

Cr+6
: 20 rnl . - 0,80 mI. de S20SNa2 0,1014 N

20 mI. - 0,75 mI. de S20 3Na2 0,1014 N
Media 0,77 mI. a 0,325 m. moles de Cr+6

•

Cl- : 20 mI. ~ 133,2 mg. de CIAg
20 mI. - 133,2 mg . ds CIAg
Media 133,2 mgs. = 11,62 m . m oles de Cl- .

H+: 20 mI. -1,85 ml. de cm 0,1040 N
20 mI. - 1,90 mI. de cm 0,1040 N
Media 1,87 mI. = 23,794 m . moles de II+.

E XP ERI ENCIA 12.&

Tiempo de reacción media hora. Temp era tura : mezcla de hielo y sal,
Destilación a pr esión reducida , recogiendo el destilado refrigerando el co­
lector con mezcla de hi elo y sal.

An álisi s del destilado rojo . ~ 1,1528 grs . se disolvieron en 30 ml , de
NaOH 0,9511 N. Y el líquido obtenido lo d iluimos a 500 mI. con agua
d estilada.
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:E XP E RIENCIA 14.a

Cr-6
: 25 ml. - 1,95 ml , de S203N&.! 0,0892 N

25 ml, - 2,00 ml. de S203Na2 0,0892 N
Media 1,975 ml . = 1,172 m. moles de Cr-tG.

Cl- : 25 ml , - 86,8 mgs. de CIAg
25 ml. - 87,0 mgs. de CIAg
Media 86,9 mgs. = 12,125 m. moles de Cl.

H+: 25 ml, - 0,50 ml. de cm 0,1040 'N
25 ml. - 0,50 ml . de cm 0,1040 N
Media 0,5 m). = 28,43 m. moles de 11+.

Temperatura: mezcla fri gorífica de hielo y sal. Tiemp o de reaccion :
media hora. Cantidades de reactivos: 3 grs . de Cr03 y 10 ml. de cloruro de

-acetilo. Destil ación a presión red ucida y al colector del destilado en mezcla
de hi elo y sal.

Análisis del destilado ro jo. - 0,2654 gr s. se, di solvieron en 25 ml. de
:Na01l 0,8476 N. Diluimos la solución a 100 ml. con agua destilada.

Cr+6
: 10 ml .~ 2,5 ml. de S203Na2 0,0892 N

10 ml. - 2,5 ml . de S303Na2 0,0892 N
Media 2,5 ml: = 0,743 m. moles de Cr+6

•

C- : 10 ml . - 31,5 mgs. de CIAg
10 ml. - 31,7 mgs. de CIAg
Media 31,6 m gs. = 2,210 m. moles de Cl" .

H+: 5 ml . - 7,25 ml. de cm 0,1040 N
5 ml . - 7,20 ·ml, de cm 0,1040 N
Media 7,22 ml. = 6,162 m. moles de H+.

:E XP E RI ENCIA 13.a

Tiempo de reacción : media hora . Temperatura : mezla de hielo y sal .
Destilar a continuación a presión reducida, recogiendo el destilado en un
-coleptor refrigerado con hi elo y sal.

Análisis del destilado ?"ojo . - 1,0994 grs. se di solvieron en 30 ml . de
:Na01l 0,9511 N Y se diluyó la disolu ción a 100 ml. con agua de stilada.

Cr+6
: . 10 ml. - 5,6 rnl . de ~03Na2 0,0892 N

10 ml. - 5,6 ml. de S303Na3 0,0892 N
Medi a 5,6 ml. = 1,665 equivalent es de Cr-tG .

Cl": 10 ml. -163,0 mg. de CIAg
10 ml , - 163,5 mg. de CIAg
Media 163,3 mg. de CIAg = 11,393 m. moles de Cl-.

11+: 10 rnl. - 2,75 ml . de cm 0,1040 N
10 ml . - 2,75 ml. de cm 0,1040 N
Medi a 2,75 = 25,673 m. mol es de 11+.
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EXPERIENCL-\ 15.a

Tiempo de reacción : tres horas. Temperatura ; ambie nte . Cantidad de
reactivos: 3 grs . de CrOs y 10 ml: de cloruro de acet.ilo . .Destilar a presión
reducida, recogiendo el destilado en un colector refr igerado con hielo y sal.

Análisis del destilado rojo. - 0,9558 grs. se disolvieron en 26 mI. de
NaOH 0,9511 N: Diluimos a 250 ml. con agua destilada.

Cr+6 : 25 mI. - 4,00 mI. de SzOsNa2 0,1321 N
25 mI. - 4, 00 mI. de SzOsNa2 O, 132f N
Medi a 4,00 mI. de SzOsNa2 0,1321 N = 1,76 1 m . moles de Cr+6

•

Cl- : 25 ml. ~ 165,0 mgs. de CIAg
25 mI. - 165,2 mgs. de CIAg
Media 165,1 mgs. d e CIAg = 11,520 m . moles d e Cl- .

H+: 25 mI. - 0,18 mI. de cm 0,1040 N
25 mI. - 0,20 mI. d e cm 0,1040 N
Media 0,188 mI. = 23,533 m. moles de H+.

EXPERIENCIA 16. a

Tiempo de reacción : una hora. Temperatura de reaccion : hielo y sal.
Cantidad de reactivos: 2,4 grs . de CrO, y 20 mI. de cloruro de acetilo . Des­
t ilar a presión reducida y recoger el destilado con el colector enfriado con
hielo y sal.

Análisis del destilado 7·OjO . - 1,0376 grs. se disolvieron en 35 ml. de
NaOH 0,8870 N Y diluimos a 250 mI. con agua destilada .

Cr+6 : 20 mI. - 2,76 mI. de SzOsNaz 0,0998 N
20 mI. - 2,78 mI. de SzOsNa2 0,0998 N
Media 2,77 = 1.151 m. moles de Cr+6'

CI- : 20 mI. - 151,8 mgs. de CIAg
20 mI. - 152,2 mgs. de CIAg
Media 152,0 mgs. = 13,255 m . moles de CI- .

H+: 20 mI. - 3,85 mI. de cm 0,0969 N
20 mI. - 3,85 mI. d e cm 0,0969 N .
Media 3,85 mI. = 26,382 m. moles de H+

ENSAYO In
EXPERIENCIA 17.a

Tiempos de reacción: media hora . Temperatura: mezcla de hielo y sal.
Cantidad de ' reactivos : 3 gr. de CrO, y 10 mI. de cloruro de acetilo. Desti­
lar a presión reducida. El reci nto se desecó en desecador de cal sodada.
Obtuvimos un sólido verde .

Análisis del residuo verde. - Se llevó a cabo con la. siguiente técnica .
La muestra se disolvió en una disolución di luida de nítri co y el Cr+s se-
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determinó precipitándolo con amoníaco , separando el hidróxido cr ómico
formado , y determinando el Cr+6 en el líquido illtrado. Del mismo modo.
se realizaron los análisis en las experiencias siguientes.

0,8962 grs. se disolvieron en nítrico diluido, se produjo la precipitación,
con amoníaco diluido y se filtró el hidróxido crómico formado y se diluyó .
el filtrado con agua destilada a 500 mI.

Cr-t3 : En toda la muestra. -:--' 181,3 mgs . de Cr203 = 2,385 m. moles.

Cr+6: 25 mI. - 0,80 mI. de S303Na2 0,0892 N
25 mI. - 0,80 mI. de S202Na3 0,0892 N
Media 0,80 mI. = 0,476 m. moles.

EXPERIENCIA 18.a

Tiempo de .reacción: media hora. Temperatura: la de la mezcla de hie- ·
lo y sal. Cantidades de reactivos: 3 grs . de Cr03 y 10 mI. de cloruro de
acetilo. Destilar a presión reducida y el residuo se dejó en desecador de cal!
sedada hasta peso constante.

Análisis de] -residuo v erde. - 0,7544 se disolvieron en nítrico diluido .
y se separó el cromo con amoníaco diluido. Se separó el hidróxido crómi- .
co por filtración y se diluyó el filtrado a 500 mI. con agua destilada .

Cr+3: En toda la muestra: 252,8 mg. de Cr20J equivalente a 3,326 .m .,
moles.

Cr+6 : 25 mI. - 0,93 mI. de S203Na2 0,0892 N
25 mI. - 0,97 mI. de ~03Na2 0,0892 N
Media 0,95 mI. de S303NaJ = 0,564 m . moles de Cr+6

•

EXPERIENCIA 19.a

Tiempo de reacción: tres horas. Temperatura de reacción : la de la mez-·
cla de hielo y sal. Cantidades de reactivos: 3 grs. de Cr03 y 10 mI. de clo-­
ruro de acetilo. Se destiló a presión reducida el exceso de cloruro de ace­
tilo y se mantuvo el sólido obtenido en desecador de sosa hasta peso cons-­
tante o

Análisis del sólido v erde . - 1,1700 grs. se disolvieron en nítrico dilui- ·
do y se precipitó el Cr. con amoníaco, se filtró el hidróxido crómico y se­
diluyó el filtrado a 500 mI. con agua destilada.

Cr-t3 : En toda la mu estra precipitaron 280,8 mg. de Cr203 equivalente­
a 3,694 m. moles de Cr-t3.

Cr+6: 50 mI..,..- 0,70 mI. de S203Na3 0,1322 N
50 mI. - 0,70 mI. de S203Nas 0,1322 N
Media 0,70 mI. = 0,308 m. moles de Cr+6

•

EXPERIENCIA 20.a

Tiempo de r eacción: una hora. Temperatura: mezcla de hielo 'y sal.,
Se destiló a presión reducida para eliminar el exceso de Cloruro de acetilo.
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E"SAYO IV

:J~XPERIE"'CU 21.a

Toda la muestra. - 425,0 mgs. de Gran¡ equivalente a 5,592 m.
Cr+a = 0,410 moles por 100 grs . de muestra.

50 rnl. - 0,1 ml . de SaOaNa2
50 ml . - 0,1 ml. de SaOaNa2
Media 0,1 ml . .= 0,0166 m. moles de Cr+6•

25 ml. - 81,3 mgs. de CIAg
25 ml. - 80,9 mgs. de CIAg
Media 81,1 mgs. = 5,660 m. moles de (a- = 0,415 moles por

100 grs. de muestra.
25,68 %
25,77 %
25,30 %
Media. 25,58 % de C = 2,13 moles por 100 grs. de muestra .

' C :

Cr+6 :

Análisis del sólido »erde. - 1,3630 grs. se di solvieron en agua con unas
.gotas de nítrico y se precipitó el cromo (lII) con amoníaco diluido . Se filtr ó
el hidróxido crómico formado y se diluyó el filtrado a 250 ml. con agu a

-desti lada .
Cr+3 :

rmoles de

~ EXPERIENCIA 22.a

Tiempo- de reacción: tres horas. Temp eratura: la de ebullición de la
rmezcla . Cantidades de reactivos : 2 grs. de CraOa y 10 ml , de cloruro de
<acetilo. Se eliminó el exceso de cloruro de acetilo por destilación a pre-
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Tiempo de reacción : una hora y media. Temp eratura ambiente. Can­
-tidades de reactivos 24 grs. de CrOa y 200 ml . de cloruro de acetilo . Se
'd estiló el exceso de cloruro de acetilo y el residuo de reacción se lavó re­
petidas veces con Cl~C anhidro . El sólido verd es obt enido se secó en co­

.rriente de aire seco.

~y s~ lavó el residuo con tetracloruro de carbono anhidro varias veces. Se
~ seco el sólido obt enido en corriente de aire seco. Cantidad de reactivos
:2,4 grs. de CrOa y 20 ml , de cloruro de acetilo .

Análisis del sólido verde . - 0,5914 grs. se diso lvieron en una. di solu ­
-ci ón diluida de nítrico y se precipitó el cromo con amoníaco . Se filtró el
;hidróxido crómico formado y el filtrado se diluyó a 250 rnl. con agua. des­
~ tilada .

Cr-t3 : En tod a la mu estra. - 162,0 mg. de Cr20a eguivalent e a 2,131
.m. moles de Cr-t3.

Cr+6
: 40 ml . - 0,40 ml . de SaOaNa2 0,0998 N

40 ml. - 0,36 ml. de SaOaNaa 0,0998 N
Media 0,38 m l. = 0,0789 m: moles de Cr+6

•
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s i ón redu cida. El residu o se lavó varias veces con CIIC y se secó con una
'Corriente de aire seco .

Análisis del sólido v erde . - 0,8169 grs . se di solvieron en una solución
d e n ítrico múy diluida y se precip itó el Cr CIII) con amoníaco . Se sepa ró
por filtr ación el hidróxido crómico formado y el filtrado 'Se diluyó a 250 ml.
con agua d estil ada .

Cr-t3 : Toda la mu estra . - 192,4 mgs. de Cr20 3 = 0,410 moles de Cr+3

por 100 grs . de mu estra.
CI-: 50 rnl. - 77,8 mgs. de CIAg

50 ml . - 77,2 mgs. de CIAg
Media 77,5 mgs. = 0,439 moles por 100 grs . de mu estra.

C: 25, 38 %
25,26 %
Media 25,64 % de carbono = 2, 11 m oles d e C por 100 grs . de

mu estra.

E XPERIENCIA 23."

Tiempo de reacción: dos horas. Temperatura. de reacción : la. de reflujo
d e la mezcla. Cantidades de reactivos: 2 grs . de CrO;, y 10 ml. de cloruro
de acetilo . Se destiló el exceso d e cloruro de acetilo a presión reducida .
Se dejó en desecador de sosa para elim inar la mayor parte d e acético. Se
lavó el sólido verde obtenido con tetracloruro de carbono seco.

Análisis del sólido v erde . - 0,3139 mgs. se disolvieron en agua con
unas gotas de ní tri co y se precipitó el Cr CIII) con amo níaco diluido. Se
filt ró y el filtrado se d iluyó a 250 ml. con agua destilada .

Cr-t3 : Toda la mu estra . - 100,5 mgs. = 0,421 moles por 100 grs . de
mu estra.

Cl- : 40 ml . - 33, 7 mgs. de CIAg
40 ml . - 33,8 mgs. de CIAg
Media 33,75 mgs.= 0,468 moles por 100 grs . de mu estra . ­

C: 25,02 %
24,96 %
Media 24,96 % = ' 2,08 moles por 100 grs . de mu est ra. .

EXPERIENCIA 24."

Tiempo de reacción: hora y media. Temperatura de reacción: la de ebu­
llición de la mezcla . Cantidades d e reactivos : 5 grs. de CrOa y 40 ml . de
cloruro de acetil o. Se destiló el exceso de cloruro de acetilo a presión re­
-ducida y se lavó el residuo con éter seco.

Análisis 'del sólido verde. - Cr+3 0,3199 grs. se d isolvieron en agua y
se pr ecipitó el cromo trivalente con una di solución diluida d e amoníaco.
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En-toda la mu estra . - 99,5 mgs. ·de CraOa ee ' 0,409 moles de Cr+a por 10(}
gramos de muestra.
. Cl: 0,1468. grs. se di solvieron en ácido nítrico diluido y precipitaron,
'en toda la muestra 117,4 mgs. de CIAg = '0,559 moles por 100 grs . de-
muestra. ' ,

Cr: 25,40
25,48
Media 25,40 % = 2,12 moles d e C por 100 grs . de mue stra .

ExPERIENCIA 25.a

Tiempo de reacción : hora y media . Temperatura de reflujo. Cantidad de'
rea ctivos : 5 grs. de CrOa y 40 ml. de cloruro de acet ilo. Se calentó hasta'
'que el reflujo fue incoloro y se destil ó el exceso de cloruro de acetilo a:
presión reducida . Se lavó con éter el sólido obtenido.

Análisis del sólido verde. - 0,2864 grs. se di solvieron en agua y se pre­
cipitó el hidróxido cr ómico con amoníaco diluido.

Cr+3: Toda la muestra 93,4 mgs. de CraOa = 0,429 moles por ' 100 grs.,
de .muestra .
. . Cl- . Toda la muestra . 201,7 mgs. de CIAg = 0,493 moles por 100 grs ..
de muestra.

E XP ERIENCIA 26.a

2 grs. del residu o verde de la experiencia 25 se calentaron en bañ o de'
sulf úrico ihasta 230· C y se recogieron los vapores desprendidos en un co~

lector , produciéndose una pequeña cantidad de destilado incoloro.

Aná lisis del residuo sólido . - 0,5093 mg. se di solvieron en 25 ml. de­
NaOH 0,9888 N. La solución apareció amarillo-dorada . Filtramos para sepa­
rar el hidróxido crómico form ado y el filtrado lo diluimos a 250 m. con .agua­
destilada.

Cr'" : Toda la muestra. --'--- 183,9 mg. de CraOa = . 2,42 m. moles de Cr+3:.
Cl-: 25 ml . - 21,3 rug. de CIAg.

25 ml . - 21,5 mg. de CIAg.
.Medía 21,4 cz ' 1,493 'm. moles de Cr .

E XPERIENCIA 27

2 grs . del sólido verde obtenido en la experiencia 25 lo di solvimo s en­
cm concentrado y se .elimin ó por calentamiento part e del' di solvente para­
obtener una disolución saturada . Se dejó 2 días la solución a temp eratu ra'
inferior a O·C y se separaron unos cristales verdes, m,uy sueltos que reali-.
mm os su análisis. .

Análisis del sólido verde: - 0,11]3 grs. se disolvieron en agua y preci-
pit amos el hid róxido crómico con di solución diluida de- amon íaco .. .
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Cr+a: Toda la mu estra . - 32,1 mg. de Cr20a = 0.379 moles por 100 grs.
de muestra.

Cl-: Toda la mu estra. - 175,3 mg. = ' a 1,099 moles por 100 gr s. de:
mu estra. .

E NS AYO V

EXPERIENCIA 28

Pruebas (a): Se mezclaron 5 grs. d e CrOa con 20 ml . de cloruro de ace­
tilo y 40 ml. de anhídrido acético. la). - Se calentó la mezcla 6 1/ 2 horas
ú reflujo.

Pruebas (b) : S. emezclaron 5 grs . d e CrOa con 40 ml, de cloruro de ace-
tilo. Se calentó a reflujo a 6 1/2 horas . . ,

Tomamos mue stras de las pruebas a) y b) Y las pr ecipitamos, separada­
mnte, con éter. Filtramos y 'lavamos con éter anhidro. Mantuvimos en dese­
cador de sulfúrico, hasta peso con stante.

Análisis del sólido verde obt enidos en la prueba la). - 0,2130 grs, se
disolvieron en agua y precipitamos el hidróxid o cró mico con di solución di­
luida de amoníaco.

Cr+a: Toda la mu estra . - 213,0 mg. de Cr20a= 0,461 m oles por 100 grs,
de muestra.

Cr : Tola la mu estra. - 139,8 mg. de ClAg = 0,458 moles por 100 gr s.
de mu estra.

Análisis del sólido verd.e obtenido en la pruebo. lb ). - 0,5023 grs . se
di solvieron en agua y prec ipita mos el Cr+'1 con di solución diluida de amo­
níaco.

Cr+3 : Tola la. mu estra. - 182,4 mg. de CI'20a mg. = 0,478 moles por
100 grs.

Cl- : Toda la muestra . - 409,3 m gs. = 0,569 moles por 100 ·grs . de
mu estra.

Las pruebas (a) y (b) cont inuamos calen tándolas a ebullición durante
10 horas . La prueba (a) en baño de sulfúrico, pu esto que al eliminarse el
cloruro de acetilo el baño de agua no alcanzaba el punto de ebullición de la
mezcla.

Al cabo d el ti empo seña lado, llevamos a cabo la toma de dos mu estras,
separando los compuestos de cromo trivalente formados por precipitación
en éter y lavado posterior con di cho disolvent e.

An álisis del sólido obt enido en la pr ueba 0.). S ólido lIa . - 0,2723 gr . se
di solvieron en agua y precipi tam os el Cr+3 con d isolución d iluida. en amo-
níaco. '

Cr+3
: Toda la mu estra . - 84,9 mg de Cr203 = 0,410 moles por 100 grs .

de mu est ra.
Cr : Toda la muestra. - 120,7 mg de ClAg = 0,309 moles por 100 grs .

de mu estra .
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Análisis del sólido obtenido en la pruebe b. Só lido llb. - 0,2513 grs . se
-disolvieron en agua y precipitamos el Cr+3 con amoníaco diluido.

Cr+3 : Toda la muestra. - 73,0 mg. de Cr203 = 0,389 moles por 100 grs.
·de mu estra .

CI- : Toda la muestra. - 220,3 mgs. = 0,612 moles por lOO grs . de
muestra.

Las pruebas (a) y (b) conti nuamos calentándolas d urante 40 hora s a re­
flujo. Tran scurrido este tiempo tomamos mu estras de las dos pru ebas, y
precipitamos los compuestos de cromo form ados por ad ición a. éter anhid ro.
Lavados los sólidos verdes obtenidos con éter y dejados secar efectuamos su
análisis.

Anális is del sólido verde obt enido en la prueba a). Sól ido ll/a-, ~ 0,2781 .
.gramos se di solvieron en agua y precipitamos el Cr+3 con disolución diluida
de amoníaco.

Cr+3
: Toda la muestra . - 89,0 mg. de Cr203 = 0,421 moles de Cr por

100 grs . de mu estr a .
CI- : Toda la muestra. - 63,5 mgs . de CIAg = 0,159 moles por 100 grs .

d e muestra .

Aná lisis del sólido »enle obtenido de la prueba (b). Só lido llIb.­
0 ,3815 mgs. se d isolvieron en agua y prec ipitamos el Cr+1 con d isolución di ­
luida de amoníaco.

Cr+3
; ' Toda la muestra. - 117,1 mgs . de Cr203 = 0,398 moles por

100 grs. de mu estra.
CI-: Toda la muestra . - 344,3 mg. de CIAg = 0,630 moles por 100 grs.

·de muestra.
Las-p uuehas (a) y (b) conti nuamos calentándolas durante 50 horas a. re­

flu jo. En la prueba (b) fue cambiando el color a pardo cloro .
Tomamos muestras de las dos pruebas y separamos las susta ncias for­

madas por prec ipitación con éter. De la pr ueba (a) .obtuvimos un sólido ver­
de y de la (b) otro pardo verdoso. Los dos los lavamos repetidas veces con
éter y de jamos secar en desecador de sulfúr ico.

Análisis del sólido obtenido en la prueba a). Só lido /Va). - 0,1288 grs.
se disolvieron en agua y precipitamos el Cr+3 con disolución diluida de
am on íaco. ..

Cr+3
: Toda la muestra . - 39,0 mg. 0,398 moles por 100 grs . de

muestra.
CI- : Toda la muestra. - 15,6 m gs. 0,084 moles por 100 grs. de I

muestra .

Análisis del sólido obt enido en la pruebo. b). Só lido /Vb ). - 0,1589 grs.
se di solvieron en agua y precipi tam os el Cr+3 con disolución diluida de
amoníaco.

Cr.¡.:J: Toda la. muestra. - 47,7 mgs. de Cr20 3 = 0,396 moles por 100 grs .
de mu estra .

CI- : Toda la muestra . - 163,4 mgs. = 0,719 moles por 100 grs . de
mu estra .
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E"'SAYO VIa

EXPERIEl\'CIA 29

Se mezclaron 2 gr s. del sólido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
anhídrido acético y 20 ml. de ácido acético y calentamos a reflujo (con bañ o­
de ar ena) durante 1 hora. Se añadió la mezcla de reacción a .éter y precipitó
un sólido verde, que se filtró y lavó con éter. Se dejó el sólido verde en
desecador de· sulfúrico hasta peso constante. ,.,

Análisis del sólido verde. - 0,6611 grs. se disolvieron en agua y añadi­
mos una disolución diluida de amoníaco. Filtramos el Cr(OHJ¡ formado y
diluimos a 250 mI. con agua. destilada.

Cr+3: Toda la muestra. - 225,7 mg. de CI'203 = 0,451 moles por 100 gr.
de muestra .

CI- : 50 ml. - 30,4 mg. de CIAg.
50 ml . - 30,6 mg. de CIAg.
Media 30 ,5 mI. = 0,161 moles por 100 grs. de muestra.

EXPERIEl\'CIA 30

Se mezclaron 2 grs. del sólido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
de anhídrido acético y 20 mI. de ácido acético 'y calentamos a reflujo 2 ho­
ras. Se separaron de la mezcla de reacción, los compuestos formados por
precipitación con éter anhidro . Se filtró y lavó con éter . Se obtuvo un sóli­
do verde que se mantuvo en desecador de SO¡H2 hasta peso constante.

Análisis del sólido verde. - 0,7434 mgs. se disolvieron en agua-y se pre­
cipitó el Cr con disolución diluida de amoníaco. Se filtró y el filtrado se di­
luyó a 250 ml .

Cr+3: Toda la muestra . - 25] ,0 mg. de C¡'203 = 0,444 moles por 100 gr..
de muestra. .

CI-: 50 ml . ~ 20,1 mg. de CIAg .
50 ml, - 20,2 mg. de GIAg.
Media 20,]5 mg. 0,094 moles por 100 grs . de muestra .

EXPERIEl\'CIA31

Se mezclaron 2 grs. de sólido obtenido en la exper iencia 25 con 10 ml.
de anhídrido acético y 20 ml . de ácido acético y se calentó a reflujo duran­
te 12 horas. Finalmente se añadió la mezcla de reacción a éter y precipit ó
un sólido verde. Se filtró y lavó con éter el sólido verde obtenido.

Análisis del sólido verde . - 0,4479 mgs. se di solvieron en agua y se
precipitó el Cr con amoníaco diluido. Se filtró el hidróxido cr ómico forma­
do y se diluyó el filtrado a 250 mI.
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Cr+3
: Toda la mu estra . - 150,5 de Cr203 = 0,442 moles por 100 grs.

de mu estra .

2,47 moles por 100 grs. de muestra .

Trazas.
29,36 %'
29,50 %'
29,90 %'
Media 29,,59 %

E XPE RI ENCIA 33

Se mezclaron 2 grs. del sólido obtenido en la experiencia 25 con 10 .ml.
de anhídr ido acé tico y 20 ml . de ácido acét ico. Se calentaron a reflujo 194
horas y añad imos la mezcla de reacción a éter para separar los compuestos
formados. Precipitó un sólido verd e que se lavó con éter y se secó en dese­
cador de sulfúr ico.

Análisis del sólido verde . - Cr+3
: 0,2243 gr. se di solvieron en ácido ní­

trico diluido y precipitamos el Cr con una di solución de amoníaco diluida .
75,0 mg. de Cr20 3 = 22,87 % de Cr+3

•

0,2398 g rs. se d isolvieron en ácido nítrico diluido, precipitamos el Cr
CDn una di solución de amoníaco diluida . - 79,1 mg. de Cr203 = 22,62 %'

Media 22,75 % = 0,437 moles por 100 grs. de mu estra .
' C: 31,02.

31,54 %'
31,72 %'
Media 31,42 % de C 2,62 moles por 100 grs . de muestra .

Cl : negativo.

Cl- : Trazas.
C : 28,63 %'

28,71 %'
Media 28,67 % ,= 2,39 moles por 100 grs . .d e muestra.

E XP ERIENCIA 32

, Se m ezclar on 2 grs. d el sólido obtenido en ia experiencia 21 con 10 mI.
d e anhíd rido acético y 20 ml . de ácido acético. Se calentó a reflujo 80 horas
y se añad ió la mezcla de reacción a éter . Precipitó un sólido verd e que se
filtró y lavó con éter .

Análisis del sólido v erde. - 0,5299 grs . se di solvieron en agua y se pre­
cipitó el Cr con am oníaco d iluido . Se filtró el hidróxid o crómico form ad o y
se diluyó el filt rado a 250 ml .

Cr+3
: Toda la muestra . - 177,2 mgs. de Cr20J = 0,440 moles pOI'

100 grs . de mu estra .
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ENSAYO VlIb

EXPERIENCIA 34

!EXPERIENCIA 36

Se mezclaron 2 grs. del sólido obtenido en la experiencia 25 con 20 ml .
de cloruro de acetilo. Tiempo de reacción: 100 horas. - Temperatura de
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Se mezclaron 2 grs. del sólido obtenido en la experiencia' 25 con 20 ml .
-de cloruro de acetilo. Tiempo de reacción: 50 horas. Temperatura de reac­
ción : reflujo . Cada 5 ó 6 horas añadimos 10 ml.de cloruro de acetilo para
-que siempre estuviese es te reactivo en exceso . Siempre hubo sólido en sus­
'Pensión y se obtuvo un sólido verde sucio y del filtrado por precipitación
c on éter se separó un sólido pardo.

Análisis dersólido verde. - Cr+3
: 0,2996 rngs . de muestra. ~98,8 mgs.

-de Cr203 == 0,434 moles de Cr por 100 grs. de muestra.
_ Cl": 126,8 ,mgs. de muestra . - 133,6 mgs. de CIAg:;=' 0,735 moles de
ICl poi"100 grs., de muestra.

Análisis del .sólido pardo. - Cr+3
: 0;3680 grs. de muestra. ---;; 121,5 mgs.

;(le Cr20? = 0,435 rnoíes de Cr por 100 grs. de muestra.
220,8,mgs. de muestra. - 72,9 mgs . de Cr203 = 0,436 moles por 100 grs.

,d e muestra.
Media: 0,435 moles de el-por 100 grs. de muestra .
'Cl- : 164,2 mgs. de muestra: 182,4 mgs . de ClAg 0,775 moles ' por

J'OO grs.de muestra.

EXPERIENCIA 35

, Tiempo de reacción 25 horas. Temperatura de-reacción: reflujo . Sustan­
-cias reactivas 2 grs . del sólido obtenido en la exp eriencia 25 y 20 rnl. de clo­
.ruro de acetilo . Cada 5 ó (j horas se añadieron 10 ml . de cloruro de acetilo
'para mantener siempre el mismo exceso de reactivo . La solución fue toman­
"CIo color violeta y siempre ' hubo sólido verde en suspensión. Se filtró In
mezcla de reacción y el filtrado se añadió a éter, pero no se produjo ninguna
¡preCipitación . Quedó en el filtro un sólido verd e.

Análisis del .sólido verde. - Cr+3
: 0,3602 grs. de muestra. - 118,0 mgs.

-de Cr203 . ' ,

0,4010 demuestra.- 131,0 mgs. de Cr203 = ' 0,430 moles por 100 grs.
-de muestra . ?I

Media 0,431 moles por 100 grs . de muestra. "
'Cl" : 0,1707 grs. de muestra.-135,0 mgs. de ClAg=O,539 moles de Cl".
'0,2040 grs. de muestra. - 158,5 mgs. = .' 0,538 moles por 100 grs.
Media '0,539 'mol es de Cl por 100 grs. de muestra . '
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r eacción : refluj o. Cada 5 ó (j horas se añ adieron 10 m1. de cloruro de acetilo
para que siempre estuviese en exceso. Siempre se mantuvo una can tidad
de sólido en suspensión .

Se filtró la mezcla de reacción y seobtuvo un sólido pardo verdo so y del
filtrad o obtuvimos otro sólido pardo por precipitación con éter. Ambos só­
lid os los lavaron repetidas veces con éter anhidro.

. Análisis del sólido pard» verdoso . - Cr+3
: 114,5 mg. de mu estra .

37,6 mgs . de Cr203 = 0,431 moles por 100 grs . de muestra.
CI-: 94,3 mgs. de mu estra . - 90,0 mg. d e Cr20 3 =0,673 moles d e Cl'+~

por 100 grs . de muestra .

Análisis del sólido pardo.- Cr+J: 174,4 mg. de muestra. - 56,5 mg. de­
Cr203 = 0,426 moles de Cr+3 por 100 grs. de muestra .

CI- : 136,7 mg. de mu estra . - 136,5 mg. de CIA g = 0,697 mol es de CI­
por 100 grs. de mu estra.

B. R EACCIÓN DEL TRIÓXIDO . DE 1\I0LIBDEl'\ 0 Y . cr.ouuno DI' ACETILO

Ei\'SAYO VII. - Ensayos prelimin ares

ExPERIENCIA 37

Se preparó Mo03 a partir de MoOI(NH¡).!. Se di solvieron 20 grs . de mo­
libdat o amónico en ag ua, se calentó a ebullición la mezcla y se aña dió ní ­
tri co concentrado hi rviente. El Mo0¡1J2 precipitado lo filtram os, lo lavam os:
con ag ua y mantuvim os un día en estufa a 125°C;

Mezclam os 2 grs. de Mo03 y 30 mI. de cloru ro de acetil o. Apareci ó en se­
guida una coloración rojiza " que se intensificaba con el -t iem po . A- las 14 ho­
ras la solución de cloruro de acetilo, mantenida a temperatura ambiente .
presentaba un color ro jo fuerte, 'quedando en suspens ión un precipitad o.
que no podemos precisar: si es MoO:¡ qu e queda sin di solver o algún produ c­
to de reacción insoluble puesto que la solución en nin gún mom ento 'se pre-
sentó trans parente. . . .

Filtramos la solución y qu edó un precipitado amarillento , en pequeña
cantidad y un ' filtrado rojo. Lavamos el sólido con éter' anhidro y obtuvi­
mos una sustancia sólida d e color verde claro.

Realizamos el análisis cualitativo d el precipitado resultando positivo el'
Cl y Mo. No pudimos realizar el aná lisis cuantita tivo por no di sponer can­
tidad sufi cient.e de mu estra.

Tomamos mu estra s del filtrado rojo y las añ adimos 'cada una. de ellas:
a un di solvente diferente :

Con tetracloruro de carbono se produ ce un precipitad o ama rillo .
Con benceno cambia el color, pero no se produce precipitado.
Con éter, no se produce precipitado,
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. . El resto del filtrado se calen t ó a reflujo durante media hora y adquirió ­
una coloración verd e. Se pro siguió el calentamiento y cambió a pardo-oscu­
ro. Tomamos una. muestra cuando la mezcla. de reacción presentaba color­
verde y se añadió a tetracloruro de carbono, produ ciéndo se un precipitado..
verde, que al di solverlo en NaOH se produ ce la preciptiación de un sólido­
semejante al hidróxido férrico.

Tomando otra. muestra cuando la solución pasa a tener un color pardo ­
se produce un precipitado pardo muy pegajoso. Calentamos hasta 50 horas '
y al .a ñadir toda la muestra' a tetracloruro de carbono o éter se obtiene un .
sólido marrón muy suelto y aparent ement e homogéneo. Dicho sólido da po- ·
sitivos los análisis de C, CI y Mo:

ENSAYO VIII

EXPERIENCIA 38

Mezclamos 3 grs . de Mo03 y 2.5 ml . de cloruro de acetil o. Mantuvimos la:
mezcla 6 horas a temp eratura ambiente y con agitación . Filtramos y sepa­
ramos un sólido verde y un filtrado rojo.

El filtrado rojo lo calentamos una hora produciéndo se los siguientes eam- .
hios d e color: rojo-v erde, pardo rojizo. Destilamos el exceso de cloruro de
acetilo calentando en bañ o de arena, para. separa r también el anhídrido­
acét ico que pudiera formarse en la reacción . Obtuvimos un residuo marrón,
que lo separamos del matraz de destilación con éter. Filtramos y lavamos:
varias veces con este di solvente.

Con el sólido marrón de aspecto hom ogéneo se realizaron las siguientes:
pruebas:

Una pequeña cantidad de sólido marrón se añadió a 5 ml. de cm con-o
centrado. Al calentar a ebullición el cm adquiere una coloración rojo-ama­
rill enta , pero no se di suelve totalmente.

Si se añade' otra pequeña porción a 5 ml. de NOjH concentrado y se ca-o
lienta a ebullición también adquiere el nítrico una coloración roja pero.
tampoco se disuelve totalmente.

CI-I3-COOI-I glacial + una pequeña por ción de sólido marrón , se produ-·
ce por ebullición de la mezcla, una disolución marrón, pero tampoco llega!
a disolverse totalment e todo el .sólido . .

NaOIÍ concentrada + sólido marrón. - N~ se produce la disolución to- ·
tal, obteniéndose un líquido marrón rojizo, no transparente.

NaOH concentrada + I-I302 + sólido marrón. - Se produc-e la disolución­
completa del sólido marrón si se cali enta prolongadament e. Por todo ello,
se ideó la siguient e técnica de trabajo para llevar a cabo la disolución del:
sólido marrón y su análisis . .

Disolver . una muestra pesada en NaOI-I aproximadamente IN y añadir­
I-I202 hasta disolu ción total , calentando en baño de agua para que se lleve­
a cabo la oxidación y la eliminación del exceso de agua oxigenada . Diluir-

- 297-



UEV IST.4 DE LA AC/iDEMI/l DE CIENCIAS EX,lCTAS, ·FIS ICO-QUB Il CA S y NATURA LES

'la di solución rojo -amarillenta en matraz aforado a volumen determinado.
De esta disolu ción tomar muestras para la determinación de cloro y mo­
.libdeno.

Determinar el cloro en form a de CIAg (19 y 20) aña diendo un exceso de
~N03H concentrado a la porción tomada para 'el an álisis de cloruros, aña­
-d iendo después lentam ent e y con agitación mecáni ca N03Ag para evita r la
coprecipitación d el molibdeno exavalente . Filtrar por decantación y tratar
el precipitado con N03H concentrado en caliente para disolver el .posible
Mo (VI) precipitado y que no se produzca la di solu ción de CIAg. Repetir
ila operación de lavado 3 ó 4 veces hasta que el líquido no quede amarillen­
t o. Finalmente, lavar con agua .

.El Mo valora rlo por el procedimiento del red uctor Jones, según la téc­
'n ica que describ imos a continuación : (21).

Una cant idad medida de la solución calenta rla a sequedad , Añadir 8 cm."
·de SO¡H2 concentrado y 5 cm.' de N03H concentrado con el fin de eliminar
la materia orgá nica y tener la segur idad de que todo el molibdeno está en
'forma de molibdeno exavalente . Calentar a ebullición hasta humos de S02,
-enfriar y añadir Mn04K al 2,5 % hasta coloración rosa , volvi endo a eva­
porar ha sta humos de S02' Una vez fría la di solu ción, diluir con sulfúrico

-al 2,5 % a 100 ml . y pasar la di solución por el reductor Jones . El Mo exa­
'valen te se reduce a trivalente y su d isolución reducida se recoge en 30 ml .
-d e solución de alumbre férrico al 10 % con 4 ml. d e P04H3. El hierro férrico
r educido a ferroso se valora con una solución de permanganato de norma­
-lidad conocida .

El reductor .Tones empleado en la valora ción , lo preparam os introdu­
ciendo en un tubo d e vidrio de longitud 50 cm. y 2 .cm. de diámetro gra­
nall a Zn. El tubo va provisto de una terminación en forma de embudo con
placa filtrante. El embudo va provisto de una llave para regular la marcha
-de la reacción d e reducción. La abertura superior va unida a un embudo
.separador para añadir la solución del molibdeno a reducir , gota a gota.
.En la parte superior del tubo lleva una salida lateral con llave para la co­
.municaci ón con la atmósfera.

La granalla de Zn se amalgama con una solución de (N03).J lg al 10 % en
-n ítr ico al 5 %' Después la ama lgama se lava con sulfúr ico al 2,5 % do s o
t res veces y finalm ent e con agua.

Los análisis de carbono e hidrógeno los realizam os por vía seca.

Análisis del sólido m arrón. - 1,0897 gr . se di solvieron en 30 ml. de
-NaOH IN y 1 ml . d e H202. Diluimos la solución a 250 ml , con agua des-
-tilada . -

CI : 25 ml. - 92,4' mg. de CIAg = 19,78 % = 0,558 moles de CI por
1 00 grs. de mu estra. ' ..

. Mo : 20 ml. - 5 ml. d e Mn04K 0,1133 N= a. 20,79 010 de Mo= 0,2165 mo-
.les de Mo por 100 grs. de muestra . . . " ' . , _ .
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EXPERI EXCI.\ 39

Cantidades de reactivos: 3 grs. ·de Moü, y 25 ml. de cloruro 'de acetilo.
Tiemp o de' reacción : 8 horas . Temperatura de reacción : la de eltullición de
"la mezcla . Se produjeron variaciones de color rojo -verde y finalm ente, ma­
r rón-rojizo . El aspecto de la masa de reacción al final del calentamiento
fu e : un precipitad o mar rón rojizo que sobrenada en un líquido pardo.

Sin filtrar, añadimos esta mezcla en atmósfera de COa (para evitar la
-oxidaci ón de los compuestos de moli bdeno formados de grado de valencia
inferior a VI) a éter anhidro Todo el sólido quedaba adherido a las paredes
-d el matraz y fuim os separándolo por lavad os sucesivos con éter anhid ro y
añadi éndolo a la ma sa t otal del filtro . Se separó del filtro un sólido marrón
-que se añadi ó a una nu eva cantidad d e éter anhidro manteniéndolo en él
1/2 hora con agitación 'maoánica . Se filtró la suspens iónen éter , también
en atmósfera de COa y fuera del contacto d e la humedad como realizamos
todas las operaciones en todas las exper iencias. Se obtuvo un sólido ma rrón
'q ue se lavó 4 veces con éter y se secó con aire seco. El sólido separado del
'filtro es un compuesto marrón de grano fino .

Dejam os el sólido marrón 2 días en desecador de sulfúrico y realizamos
·su análisis.

Análisis del sólido mm·TÓn . - Cl: 0,2088 grs . de sólido marrón se di­
-solv ieron y se d iluyeron a 250 ml . - 100 ml . de esta solución 85,9 mg. de
'CIAg = 25,38 %'

0,4677 grs. se disolvieron y se diluyeron a 250 ml. - 100 ml . de esta
-disoluci ón. - 190,4 mg. de CIAg = 25,18 % de CI.
. 0.4549 grs . se d isolviero n y se diluyeron a 2DO m). - 100 ml . de esta
-d isoluci ón . - 189,9 mg. de CIAg = . 25,8 % de Cl.

Media: 25,45 % de CI = 0,718 moles por 100 grs . de muestra .
Mo : 0,2288 grs. de mu estra . - 11,4. ml , de l\1nOJ C, 0,1219 N = . 19,42 %

-de Mo,
0,2254 grs . de muestra . - 11,4 ml de MnOJ{ 0,1219 N = 19,68 %de Mo.
0,2648 grs. de mu estra. - 11,6 ml, de Mn0 4K 0,1219 N= 017,03 % de Mo.
Medida 18,67 % = 0,1945 moles de molibdeno por 100 grs . de mu estra.

C - 33,98 %'
34,12 %'
Media 34,05 % 2,838 mol es de C por 100 grs. de mu estra.

EXPERIENCIA 40

Cantidades de reactivos: 4 grs . de Moü, y 50 ml . de cloruro de acetilo .
'Tiempo de reacción: 30 horas. Temp eratura am biente. Se filtró la mezcla
-de reacción y el filtrado se calentó a re flujo d uran te 30 horas, obte n iéndo -
-se una solución parda con un sólido marrón en suspensión. Se añad ió la
mezcla a éter anhidro, se filtró y se lav ó el sólido repetidas veces con éter
.anhidro. .
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Análisis del sólido ma1'1·ón. ~ CI: 0,1804 grs . de muestra 194,0 mgs. de
CIAg = 26,60 %.

0,2134 grs . de muestra. - 230,0 mgs . d e CIAg = 26,65 %.
. Media 26,63 % de CI = 0,752 mol es por 100 grs, de muestra.

Mo : 0,3422 grs. - 17,30 mI. d e MoOJC 0,1097 N = 17,70 % de mo- .
libdeno.

0,3876 grs. - 19,55 mI. de Mn04K 0,1097 N = 17,78 % de molibdeno..
Media: 17,75 % d e Mo = 0,1849 moles por 100 grs . de mu estra.

C: 32,08 %.
32,55 %.
Media 32,31 % = ' 2,G93 mol es por 100 grs . de muestra .

EXPERIENCIA 41

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO. y 20 mI. de clorur o de acetilo. '-':'i em-­
po de reacción: 1 día . Temperatura: ambiente. Se filtró la mezcla de reac­
ción y el filtrado se calentó 20 horas a reflujo . Se separó todo el compues­
to de molibdeno formado con éter y, lavando con este disolvente repetidas'
veces, el sólido marrón obtenido.

Análisis del sólido marrón. ~ CI: 0,27G4 grs. de muestra. ~ 300,0 mg,
de CIAg = : 26,82 % d e Cl.

Cl: 0,3425 gr s. d e muestra. - 371,8 mg. de ClAg = 26,81 %.
Media 26,82 % = 0,7566 moles por 100 grs . d e muestra.
1\10 : 0,3714 grs . de mu estra. - 22 ,75 mI. de MnO¡K 0,0936 N = 18,34 %

de Mo. .
0,3398 grs . de muestra. - 20,8 mI. de MnO¡!C 0,0936 N = 18,33 %'

de 1\10. .
Media 18,335 = 0,1909 moles por 100 grs. d e mu estra .

C: 34,54 %'
34, 62 %'
Media 34,58 % de C 2,882 moles por 100 grs. d e mu estra .

EXPERIENCIA 42

Cantidades d e reactivos 3 grs. de MoO. y 20 ml . de cloruro de acetilo .
Tiempo de reacción: 2 horas. Temperatura ambiente . Se filtró la mezcla .
y el filtrado rojo se calentó a reflujo 50 horas, y a temperatura entre 50 y
70°C durante otras 50 horas. De vez en cuando se añadió 10 ml . d e clor uro
de acetilo.

Se precipitó el producto formado con éte r y se lavó con este disolvente
varias veces. Se obtuvo un sólido marrón que d ejamos secar en d esecador­
d e sulf úrico .

Análisis del sólido ma7'7'Ón . - el : 0,4370 grs. de mu estra . - 447,9 mg ._
d e, CIAg = 25,36 % de Cl. .

0,3688 grs. d e muestra. - 378,6 mg. de CIA g = 25,40 % de Cl.
0,3270 gr s. de mu estra . - 341,4" mg. de CIA g = 25,7 % de Cl.
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Media 25,48 %de Cl equivalen te a 0,7187 moles por 100 grs . de muestra .
Mo : 0,4992 grs. de mu estra. - 24,25 ml . de MnOJ( 0,1097 N = 17,5 %

de Mo.
0,6682 grs . de mu estra . - 33,4 ml. de MnOJ( 0,1097 N = 17,50 %.
0.5230 grs . de mu estra. - 25,7 ml. de MnOJ( = 0,1097 N = 17,20 %

-de Mo.
Media 17,35 % de Mo = 0,1807 moles por 100 grs . de muestra .

C : 36,69 %.
36,54 %'
36,91 %'
36,74 %'
Media 36,74 = 3,061 mo les de C por 100 grs . de mu estra .

EXPEIUENCIA 43

. Cantidades de reactivos 4 grs. de Mo03 y 25 ml. de cloruro de acetilo .
Tiempo de reacción : 2· horas a temperatura ambiente , filtrar y el filtrado
cal entarlo 50 horas a re flujo, añad iendo de vez en cuando 10 ml. d e cloruro
--de acetilo.

La mezcla de reacción resultante se añ adió a éte r anh idro lentam ente y
con agitación continua. Se dejó agitando la mezcla durante 12 horas y se
separó el éter por decantación. Volvimos a añad ir el sólido a 200 ml . de
éter anhidro y continuamos la ag itac ión durante 12 horas . Filtram os y el
precipitado obtenido lo volvimos a añad ir a 100 ml. de éter anhidro y lo
mantuvimos en ag itación 2 horas. Volvimos a separar el éter por filtración
y r epetimos la operación 3 veces. Todo ello lo reali zamos con el fin d e con ­
se guir la eliminación total de l anhídrido acético qu e acompaña al compues ­
to obtenido y conseguir un sólido marrón puro.

Análisis del sólido ma1'rón. ~ Cl: 0,3262 grs. de mu estra. - 347,2 mg.
de CIAg = ' 26,25 % dé CI.

0,3904 grs. de mu estra. - 414,3 mg. de CIAg = 26,25 % de CI.
0,2234 grs. d e muestra. - 237,0 mg. de CIAg = 26,19 % de CI.
Media 26,33 % d e Cl = 0,7427 moles por 100 grs. de muestra .
Mo: 0,5162 grs. de muestra . - 26,25 ml. de MnOJ( 0,1097 N = 17,85 %

de Mo. .
0,3000 gr s, d e muestra . -r-t- 15,55 ml. de MnOJ( 0,1097 N = 18,19 %'
0,4098grs. d e muestra. - 20,75 ml . de MnOJ( 0,1097 N == 17,77 %

-de Mo.
Media 17,93 % = 0,1868 moles de molibdeno por 100 grs . de mu estra .

C: 36,14 %'
35,68 %'
35,66 %'
Media: 35,83 % de C = 2,986 mol es de molibdeno por 100 grs. de

muestra. .
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E XPERIENCIA 44

Cantidades de reactivos: 3 grs . d e Moü, y 25 ml. de ' cloruro de acetilo.
Tiempo de recación : 20 horas. Temperatura: la de ebullición de la mezcla :

Se añ adió la mitad de la mezcla de reacción a tetraclor uro de carbono
an hidro, muy lentam ente y con agitación mecán ica. SB mantuvo la mezcla
agi tando duran te un día porque se form aban masas pegajosas d ifíciles de­
separar del matraz. Filtram os, y lavam os repetidas veces con tetrac1o ruro
de carbono y de jamos secar en corr iente de aire seco. Se obtuvo un sólido
marrón , sólido (a).

El resto de la mezcla de reacción se añad ió a éter anhidro en las mis­
mas condiciones que las requeridas para el CIlC. Se obtuvo otro sólido­
marrón , sólido (b).

Análisis del sólido marrón (a). - 0,5792 grs. de mue stra se di solvieron
y diluyeron a 250 ml , con agua destilada.

CI: 50 ml .~ 103,2 mg. de CIAg.
50 mI. - 103,4 mg. de CIAg.

Media 103,3 rug. = 21,99 % de CI = 0,620 moles de cloro por
100 grs . de muestra .

Mo: 50 mI. - 5,32 ml . de MnOJ{ 0,1123 N.
50 mI. - 5,30 mI. de Mn01K 0,1123 N.

Media 5,30 ml . = 16,41 % de Mo = 0,171 moles de molibden o­
por 100 grs. de muestra.

C : 27,12 %'
26,82 %'
26,76 %'
Media 26,9 % de carbono ve» 2,246 de C por 100 grs . de mues­

tra = 0,562 moles de anhidro acético por 100 grs. de muestra.

Análisis del sólido marrón (b). - 0,7738 grs . se di solvieron y diluyeron
a 250 ml. con agua destil ada.

CI : 50 ml. - 157,7 mg. de CIAg.
50 ml , - 156,2 mg. de CIAg.
Media 156,9 mg. = 25,1 % CI ·= 0,708 mol es de CI por 100 grs.

de mu estra .

1\10: 50 ml. - 7,3 mI. de MnOJC 0,1122 N.
50 mI. - 7,4 mI. de MnOJ{ 0,1122 N.
Media 7,35 ml. de MnOJ{ 0,1122 N = 16,94 % de molibdeno =

= 0,176 moles de Mo por 100 grs. de muestra .

C: 34,06 %'
34,04 %'
34,26 %'

. Media 34,12 % de carbono = 2,843 mole~e C por 100 grs. de
mu estra = 0,719 moles de anhídrido acético por 100 grs . de muestra. .
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3 . El producto de la primera fase de reacción

E NS AYO IX
EXPERIENCIA 45

Cantidades de reactivos: 3 grs . de Moü, y 25 ml. de cloruro de acetilo:..
Tiempos de reacción: 12 horas. Temperatur a de reacción : ambiente. Se ­
filtró y el líquido rojo obtenido se man tuvo en desecador de sosa . Se eliminó .
el exceso de cloruro de acet ilo y el color rojo cambió a verde y al abr ir el ­
desecador pasa rápidamente a azul , por lo menos superficialmente .

Sin llegar a secar totalmente el sólido contenido, rea lizamos su análisis.

Análisis del sólido verde. - 1,6274 grs . se di solvieron en 40 ml . d e
NaOH, IN . Se produjo una pequeña cantidad de un precipitado rojizo, pero­
la mayor parte del sólido se di solvió en la sosa . La pequeña cantidad de só­
lido precipitado se di solvió con una s gotas de H202 y la solución se diluyó a
250 ml . con agua destilada. El aná lisis lo reali zamos siguiendo una técnica .
semejante a la del ensayo VIII. .

e l : 20 ml. ~ 117,8 mg. de CIAg.
20 ml . - 118,3 mg. de CIAg.
Media 118,0 mg. de CIAg = 22,42 %de Cl = 0,632 moles de Cl por­

100 grs . de muestra.

Mo : 40 ml. - 24,3 ml. de MnOJ{ 0,0968 N.
40 ml , - 24,2 ml. de MnOJ{ 0,0968 N.
Media 24,25 ml. de MnOJ{ 0,0968 N = 28,80 % = 0,300 moles ,

por 100 grs . de muestra.

EXPERIENCIA 46

Cantidades de reactivos: 4 grs . de Moü, y 25 ml . de cloruro de acetilo..
Tiempo de reacción : 12 horas. Temperatura de reacción : ambiente. Se filo .
tr ó la mezcla de reacción y el filtrado rojo lo añadimos a tetracloruro de­
carbono , produciéndose un precipitado amarillento. Se separó di cho precio .
pitado por filtra ción, intercalando en el filtro un tren de desecación : P20S,
SOJI2 y CI2Ca. Lavamos tres veces con tetracloru ro de carbono con unas .
gotas de cloruro de acet ilo . Sometimos al precipitado a una corriente de
aire seco, durante un intervalo de ti empo y lo separamos r ápidamente ­
de la placa de filtración . Aún cuando todas estas operaciones se realiza­
ron con la máxima rapidez se produce una alteración superfi cial de la .
muestra y el sólido tomó un color verdoso.

Análisi s del precipitado verde-am arillo. - 0,2830 grs . de muestra se di -o
solvieron en la ml. de Na.OH 1,0246 N. Se disolvió totalmente la muestra .
aunque la solución tomó una ligera-colora ción azul que desapareció al ca­
lentar. Debido a este hecho, es posible realizar en esta clase 'de prec ipitados:
la determinación de la H+ que se producen al disolver la muestra . Por ello.
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EXPERIEl\'CIA 47

0,290 mo-

moles por 100 grs .

0,584 mol es por 100

0,319 moles por 100 grs .

Mo : 50 ml . - 12,00 ml . d e MnOJ{ 0,0965 N.
50 ml. - 12,03 ml. d e MnO(K 0,0965 N.
Me-dia 12,02 ml. d e MnO¡!( = 30,61 % =

mu estra .

H+': 10 ml . - 13,52 ml. d e cm 0,8247 N.
10 ml , - 13,53 ml . d e cm 0,8247 N.
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Cantidades de reactivos: 3 grs. d e Mo03 y 15 ml . d e clor uro d e ace tilo .
. Tiempo d e reacción: 12 horas con agitación continua. Temperatura de re-
o acción ambiente. Precipitamos el compues to formado con tetracloruro de
o carbono , siguiendo la técni ca d escrita en la ex perienc ia anteri or. Obtuvi­
_mos también un 'sólido verde-am arill ento d e as pec to homogén eo .

Análisis del sólido verde-am arillen to. - 0,6062 grs . d e muestra se di­
o solvieron en 40 ml. d e NaOH 1,0246 N. Apareció una ligera coloración azul :
' que desapareció al calen tar . Se diluyó la solución transparente a 250 ml.
~ con agua d estilada

CI: 50 ml. - 118,9 mg. d e CIAg.
50 ml. - 118,7 mg . de CIAg.
Media 118,8 mg. d e CIAg = 24,25 % = 0,684

mu estra .

- ad em és d e las d et erminaciones d e Cl y Mo que se r ealizarán seg ún la téc­
.n ica emplead a en las expe r ienc ias anteriores , tomaremo s muestras .d e la
-s oluci ón para determinar la H+, por medio d e una volumetr ía d e neutrali-
zación, valorando la can tidad d e sosa n o gas tada en la muestra con cm d e

. normalidad conocida .
La solu ción qu e obtuvimos en NaOH se diluyó a 250 mI. con ag ua d es­

-tilada.

Cl: 50 ml. - 47, 6 mg. d e CfAg .
50 ml. - 47,2 mg. d e CIAg.
Me·dia 47,4 mg . d e CIAg = 20,72 % de Cl

;' grs. de mu estra.

Mo : 50 ml. - 5,1 ml . de MnO¡K 0,0068 N.
50 ml. - 5,15 ml. d e MnOJ{ 0,0068 N.
Media 5,13 ml . de MnOJ{ 0,0968 N = 27,82 %d e Mo

' les por 100 grs . d e mu estra .

H+ : 10mI. - 7,3 ml. d e cm 0,08247 N.
10 ml. - 7,3 ml . d e cm 0,08247 N.

Media 7,3 ml . d e cm 0,08247 N = 5,441 miliequival entes d e
-H+ = ' 1,923 moles por 100 grs . d e muestra y descontando los H+ qu e pr o­

. ,.ducen el Cl y Mo, qu edan 0,380 moles por 100 grs . d e muestra cor res pon-
• dientes al único anión posible en el sólido obten ido - el anión acetato­

= 38,85 % d e aceta to.
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. Media 13,52 ml. de cm = 13,088 miliequivalentes de H+ = 2,159
moles por 100 grs. de muestra, lo que corresponde 42,43 moles de anhídri-
-do acético por 100 grs: de muestra. .

EXPERIENCIA 48

Cantidades de reactivos: 3 grs. de Mo03 y 15 ml, de cloruro de acetilo,
Temperatura de reacción: ambiente . Tiempo de reacción: 12 horas con
agitación mecánica continua. Se produjo la separación del compuesto for­
mado en la reacción con tetracloruro de carbono siguiendo la técnica des­
crita en la experiencia 46. Se obtuvo también un sólido verde-amarillento.

Análisis del precipitado »erde-amariüenso, - 0,5022 grs. se disolvieron
en 25 ml, de NaOH 1,0246 N Y se diluyó la solución a 250 mI. con agua
destilada.

CI: 50 mI. ~ 86,8 mg. de CIAg.
50 mI. - 86,9 mg . de CIAg.
Media 86,8 mg. de CIAg = 22,38 % de cloro = 0,631 moles por

] 00 grs . de agua.

, Mo: 50 mI. - 7,25 ml, de Mn04K 0,1227 N.
50 ml. - 7,25 mL de Mn04K 0,1227 N.
Media 7,25 mI. de Mn0 4K = 28,34 % = 0,296 moles por 100 grs.

<le muestra.

H+: 10 ml. - 7,70 mI. de cm 0,08247 N.
10 mI. - 7,25 ml. de cm 0,08247 N.
Media 7,80 mI. de cm 0,08247 N = 9,533 milieq úivalentes de

H+ = 1,898 mol es por 100 grs . de muestra, 10 que corresponde 0,338 moles
de anhídrido acético por 100 grs . de muestra = 34,51 % de anhídrido
acético. .

EXPERIENCIA 49

Cantidades de reactivos: 3 grs. de Mo03 y 15 ml . de cloruro de acetilo.
Tiempo de reacción: 12 horas con agitación mecánica continua. Tempera­
tura de reacción ambiente . Separación del compuesto formado en la reac­
ción con tetracloruro de carbono según la técnica descrita en la experien-
cia 46. Obtuvimos un sólido verde-amarillento. .

Análisis del sólido verde-amárillento. - 1,0776 grs. de muestra se di­
-solvieron en 50 mI. de NaOH ] ,0246 N Y diluimos la solución a 250 mI. con
agua destilada. .

Cl: 25 mI. - 98,0 mg. de CIAg.
25 mI. - 98,6 mg. de CIAg.
Media 98,3 mg. de CIAg = 22,56 % de Cl = 0,636 moles ' de Cl

,:poi 1.00 grs. ·de muestra. . '. . . '0' •

Mo: 25 ml. - 8,05 mI. de Mn0 4K 0,1227 N.
25 mI. ~ 8,05 ml. de Mn04K 0,1227: N.

- '305 -



REVIST,l DE ,LA A CA DEMIA DE CIENCIAS EXACTA S, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

, Media 8,05 ml , de MnOJ{ 0,1227 N = 29,34 % de Mo = 0,306 mo-
les por :100 grs. de muestra. .

H+: 10 ml. - 14,75 ml . d e cm 0,08247 N.
10 ml. - 14,72 ml. de cm 0,08247 N.
Media 14,73 ml. = 20,819 mili equivalentes de H+ = 1,932 moles

de H+ por 100 grs. de muestra , de los que corresponden 0,349 moles de
anhídrido acético por 100 grs. de muestr a = 35,61 % de anhídrido acé-
tico. :. .

E NSAY O X
EXPERIENCIA 50

. .
. Cantidades de rea ctivos : 3 grs, de Mo03 y 20 'ml. de . cloruro de acetilo .

Tiempo de reacción : 3 horas temperatura ambiente , filtrar y 1/2 hora a
reflujo , hasta la transformación del líquido en color verde .

Tomamos dos muestras de este líquido y las añadimos respectivamente
a tetracloruro de carbono y éter. Solamente se produjo una separación de
un sólido en el primer C(l.SO , por ello todo el res to de líquido le añadimos
a Cl.C lentamente y con agitación mecáni ca, manteniendo la agitación pos-
teriormente 10 'minutos. .

Filtramos y lavamos el precipitado con Cl.C. Solamente al llevar a cabo
el cambio d e matraces con el líquido de lavado se producía una modifica­
ción , del sólido obtenido, por lo menos superficialmente. Dejamo s la sus­
tancia obtenida en desecador de sosa y realizam os su análisis .

Análisis del sólido verde. - 1,350 grs. se disolvieron en NaOH 1 N.
Apareció un precipitado rojizo que se di solvió en H202 • Diluimos la solu­
ción a 200 ml. con agua destilada.

CI- : 25 ml, - 164,6 mg. de CIAg.
25 ml - 164,2 mg. de CIAg.
Media 164,4 mg. de CIAg = 24,10 % de CI = 0,680 moles por

100 grs. de muestra.
Mo: 25 mI. - 11,10 ml, de MnO¡K 0,1350 N.

25 ml. - 11,15 mI. de MnO¡K 0,1350 N.
Media 11,12 mI. = ' 28,82 % = 0,295 moles de Mo por 100 grs .

de muestra.

EXPERIENCIA 51

Cantidades de reacti vos: 2 grs. de Mo03 y 20 ml . de cloruro de_acetd¿'.
Se mantuvo la mezcla con agitación 3 horas a temperatura ambiente. Se
filtró y el filtrado rojo se calentó a ebulli ción durante 20 minutos..hasta que
presentó un color netamente verde. Se precipitó el compuesto formado con
tetracloruro de carbono, se filtr ó y el precipitado se lavó con CIte, Sin
secar efectuamos su análisis.

A ná lisis del precipitado verde . - 0,3296 grs. se disolvieron en 10 ml .
de NaOH 1 N. Aparecía unas trazas de tetracloruro de carbono 'que elimi­
namos por ebullición . Se . produjo un prec ipitado pardo que se disolvió
añadiendo unas gotas de H20Z
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Cl- : Toda la muestra . - 369,2 mg. de CIAg = 27,21 % = 0,781 moles
por 100 grs . de muestra.

Mo: Una muestra de 505,8 mg. se di solvió en NaOH 1 N Y H202 • En toda
la muestra se gastaron 50,5 ml . de MnOJ{ 0,098GN=29,90 % de Mo=0,311
moles por 100 grs. de muestra.

EXP ERIEi\"CIA 52

Cantidades de reactivos 3 grs . de Mo03 y 15 ml . de cloruro de acetilo.
Después de obtener la solución roja tra nsparente , se calentó a ebullici6n:
25 minutos. Se separ6 la susta ncia formada por precipitaci6n con tetraclo-
ruro de carbono. .

Análisis del sólido »erde , - 0,7350 grs. de muestra se disolvi6 en NaOH
1 N Y unas gotas de agua oxigenada . Quedaron unas pequeñas gotas de te­
tracloruro de carbono que se elimina ron por calentam iento . La di solución
se diluyó a 200 ml. con agua destilada .

Cl- : 40 ml. - 90,4 mg. de CIAg.
40 ml , - 90,5 mg. de CIAg.
Media 90,5 mg. = 19,04 % = 0,537 moles por 100 grs. de

muestra.
Mo: 25 ml, - 5,6 ml . de Mn04K 0,1350 N.

25 ml . - 5,6 ml . de Mn04K 0,1350 N.
Media 5,6 .ml . de MnOJ{ 0,1350 N = 20,5 % de Mo = 0,214 moles

por 100 grs. de muestra.

ENSA YO XI
EX P ERIE NCIA 53

Cantidades de reactivos: 10 grs. de. Mo03 y 40 mI. de cloruro de acetilo .
Agitamos la mezcla 6 horas a temperatura ambiente y filt ramos, separán-
dose un filtrado rojo. .

10 mI. de este filtrado y se calentó a ebullición 10 minutos, la mezcla
no presentaba una coloración netamente verde . Se separaron las sustan­
cias formadas con tetracloruro de carbono y por filtraci6n se obtuvo un
sólido verde.

Análisis del precipitado verde . - 0,7476 grs. se disolvieron en NaOH
1 N y unas gotas de H202 • Se diluyó la solución a 250 ml. con agua des­
tilada.

Cl: 25 ml . - 58,2 mg. de CIAg.
25 ml , - 58,6 mg . de CIAg.
Media 58,4 mg. = 19,33 % de Cl = 0,545 moles por 100 grs . de

muestra .
Mo: 25 ml - 3,90 ml , de Mn04K 0,1350 N.

25 mI. - 3,95 ml . de Mn04K 0,1350 N.
Media 9,93 ml. = 22,65 % = 0,236 moles por 100 grs . de

muestra .
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EXPERIENCIA 54

10 mI. de filtrado rojo obtenido en la experiencia anter ior se calienta
15 minutos, momento en que pre senta una colorac ión netamente verde. Se
separan las sustancias formadas con tetracloruro de carbono, y el sólido
verde obt enido se lava repetidas veces con dicho disolvente .

Análisis del sólido verde. - 1,2210 grs. de muestra se disolvieron en
NaOH 1 N Y unas gotas de H20Z' La disolución se diluyó a 250 mI. con agua
destilada.

Cl": 25 ml , - 92, 0 mg. d e CIAg.
25 ml . - 91,6 mg. de CIAg.
Media 91,8 mg . = 20,24 % de molibdeno = 0,571 moles de Mo

por 100 grs. de muestra.
Mo: 25 ml, - 6,40 mI. de MnOJ{ 0,1350 N.

25 mI. - 6,45 mI. de MnOJ{ 0,1350 N.
Media 6,43 mI. de Mn0 4K 0,]35 0 N = 22.85 % de Mo = 0,238

moles por 100 grs. de muestra.

E XPERIENCIA 55

10 mI. del filtrado rojo de la experiencia 53 se calentaron a ebullición
20 minutos, hasta que su colora ción fue parda . Se añadió la masa de re­
acción a tetracloruro de carbono y se formaron unas masas mu y pegajosas
que no se pudieron separar del matraz aún con un trata miento mu y pro­
longado con tetracloruro de carbono .

E XPERIENCIA 56

10 mI. de la soluci ón roja de la exper iencia 53 se calentaron a ebulli­
ción durante 20 minutos, intervalo suficiente para que la masa de rea cción
presentase coloración parda . Se añadieron a 50 ml, de éter anhidro y se
produjeron unas masas pegajosas pardas que no se pudieron separar del
mat raz aún con tratamiento prolongadí simo con éter.

C. R EACCI ÓN DEL TRIÓXIDO DE WOLFRAl\QO y CLORUR O DE ACE TILO

ENSAYO XII

EXPERIEN CIA 57

Preparamos W03 dejando gotear lentamente una disolución saturada
de WO,Na2 sobre un volumen 2-3 veces mayor de cm concentrado hirvien­
te. Después se mantuvo la mezcla una hora en baño de agua, se dejó sedi­
mentar el precipitado y se filtró por placa porosa. El sólido se' lavó con
una solución de N0 3Nfl, al 5 % hasta la eliminación total de cloruros. Se
desecó a 120°C.
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Se mezclaron 1,5 grs. del "\VOs obtenido con 20 ml , de cloruro de acetilo
y se mantuvo la mezcla en reposo durante 12 horas. El cloruro de acetilo
tomó una coloración amarilla, pero la mayor parte del WOs permanecía
sin atacar .

Se mantiene con agitación la mezcla durante 3 días el líquido va ad­
quiriendo una coloración cada vez más intensa, hasta obtenerse una solu­
ción roja, pero prácticamente permanece la misma cantidad de sólido en
suspensión.

Se calienta a ebullición la mezcla de rea cción y la coloración roja se
intensifica, pero en todo momento sigue permaneciendo una cantidad de
sólido en suspensión aún cuando se prolo ngó el calentamiento hasta 150
horas.

Reacción del WOs y cloruro de acetilo a temp eratura ambiente

ENSAYO XIII
EXPERIENCIA 58

Cantidades de reactivos: 2 grs. de WOs y 20 ml. de cloruro de acetilo .
'Temperatura de reacción : ambiente . Tiempo de reacción: 30 días, de ellos
150 horas con agitación mecánica. Siempre prmanció una cantidad consi ­
derable de sólido en suspensión.

Se filtró la solución y separamos un sólido verd e y un filtrado rojo. El
sólido verde lo lavamos con éter y del líquido rojo no se separó ningún pre­
cipitado por tratamiento con diferentes disolventes .

El sólido verd e es soluble en solución de NaOH 1 N. Realizado el aná­
lisis cualitativo dan positivos el VIl, Cl y C.

Por todo ello ideamos la siguiente técnica de trabajo, para disolver y
realizar sus análisis:

Disolución de la muestm. Se realiza con una disolución de NaOH apro­
ximadamente 1 N, de concentración conocida.

Determinación de cloruros". A un volumen medido .de la solución, se le
añade peróxido de hidrógeno, para oxidar el wolframio a wolframio exa­
valente. Se precipita el ácido wolfrámico con nítrico concentrado en frío,
se filtra para separarlo y se añade 1 ml . de ácido fosfórico para que se for­
me un complejo con el ácido wolfrámico no precipitado y no impurifique
al CIAg cuando se produzca su precipitación con el nitrato de plata .

Para comprobar esta técnica de trabajo realizamos las siguientes de­
terminaciones .

1. a determinación

Se disolvieron 157,6 mg . de "VOs en NaOH 1 N Y añadimos 20 ml . de
cm 0,0825 N (1,650 m. e. q. de Cl-) y 1 ml . de HzOz. Calentamos en baño
de agua hasta eliminación del exceso .de peróxido de hidrógeno. Enfriamos
y añadimos 10 ml. de NOsH concentrado en frío . Dejamos en reposo 12 ho­
ras. Filtramos el pecipitado amarillo de WOiH2 y al filtrado le añadimos
1 ml , de Po.H, y precipitamos el Cl, como CIAg, produciéndose 237,8 mg.
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2." determinación

Se disolvieron 186,0 mg. de Wü, en NaOH 1 N Y le añadimos 20 ml .
de cm 0,0825 N. Determinamos los cloruros con la misma técnica y obtu-
vimos un precipitado de CIAg de 237,8 mg . .

Media de las dos determinaciones: 237,7 mg. de CIAg equivalente a
1,658 miliequivalentes de cloruro . El .contenido de las pruebas es ] ,650
miliequivalentes, el error del análisis es + 0,5 %, por ello ésta fue la téc­
nica que seguimos en la determinación del cloro en los compuestos de
wolframio obtenidos en las diferentes experiencias.

Determinacum. de wolfmmio

Se llevó a cabo su determinación por el método de la cinconina , que
consiste en añadir a la muestra disuelta en NaOH, 50 ml. de cm concen ­
trado y 15 ml . de NOsH (1 :1). Digerir la muestra a lOO°C hasta que el wol­
framio tome color amarillo. Diluir a 150 ml. y añadir 5 ml. de soluci6n
de cinconina (125 gr s. de cinconina en lOOO ml. de cm 1:1) y pulpa de
papel. Tratarlo a 90-95"C durante treinta minutos agitando de vez en cuan­
do . Decantar la soluci ón clara a través de un filtro sin cenizas que contiene
un poco de pulpa de papel. Lavar el pr ecip itad o con solución de cinconina
(25 ml. diluidos a 1000 ml), trasladar el precipitado al papel y volver a la­
var el papel y precipitados con solución de cinconina . Los residuos que
quedan en el vaso disolverlos con amoníaco. Evaporar a sequedad y aña
dir 2 6 3 mI. de cm (1 :9) y 0,5 ml. de solución de cinconina . Calentar a
ebullición, digerir unos minutos y. filtr ar sobre el mismo filtro . Tra sladar
el filtro a un crisol y calentar entre 750-850°C. El wolframio se pesa
como WO s.

Determuuicum. de acidez

Se valora el exceso de NaOH de la di solución con cm de, normalidad
conocida, determinando el punto final potenciométricamente con un pH
metro beckman con un electrodo de vidrio y otr o de calomelanos.

Determinación de carbono

Por vía seca .

Análisis del sólido verde. Sólido 58. - 0,3925 grs. se disolvieron
en ] O ml . de NaOH 0,9762 N Y la disolución se diluyó a 250 ml. con agua
destilada.

CI: 40 ml. - 9,9 mg . de CIAg.
40 ml . - 10,1 mg. de CIAg.
Media 10,0 mg. de CIAg = 3,15 % de Cl 0,088 moles por 100

grs. de muestra.
- W: 40 ml . - 54,9 mg. de WOa·

40 ml . - 54,3 mg. de WOs.
Media 54,6 mg. = 69,85 % de wolframio 0,402 mol es por 100

grs. de muestra. .
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H+: 25 ml . de solución - 12,2 mI. de cm 0,04J 39 N.
25 ml. de solución - 12,25 mI. de cm 0,04J39 N.
Media 12,2 mI. de cm 0,04139 N = 4,712 mili equivalentes de

H+ = 1,2 mol es por 100 grs . de muestra .
C: 0,61 %.

1,08 % '
Media 0,84 % de carbono = 0,088 moles de car bono por 100 grs.

de muestra .

R eacción del WOs JI cloruro de eceti io a temperatura de J'eflu jo

ENSAYO XIV
EXPEIUENCIA 59

Cantidades de reactivos 3 grs . deW03 y 20 ml . de cloruro de acetilo.
Tiempo de reacción 60 horas. Temperatura de reacción: reflujo. Se añadió
la mezcla de reacción a éter. Se filtr ó y se lavó el pr ecipitado con éter an­
hidro. Se dejó en desecador de sulfúrico hasta peso cons tante .

Análisis del sólido pordo-qris áceo , r:: J ,2058 grs . se di solvieron en
25 ml. de NaOH 1 N Y se diluyó la solución a 250 mI. con agua destilada.

Cl: 40 mI. - 56,4 mg. de CIAg = 7,23 % de Cl.
40 mI. - 67,9 mg. de CIAg = 6,97 % de Cl.
Media 9,098 % de Cl = 0,200 moles de Cl por 100 grs. de muestra .

VV : 40 mI. -130,2 mg. de ,V03 .

40 mI. - 128,0 mg. de ,V03 •

Media 129,0 mg. de 'V03 = 53,64 % de wolframio 0,280 mo-
les por 100 grs . de muestra .

C: 13,20 % '
13,44 %'
Media 13,32 de carbono 1,no moles de carbono por 100 grs .

de mue stra .

EXPERIENCIA 60

Cantidades de reactivos: 2 grs . de W03 y 25 mI. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reacción 80 horas. Temperatura de rea cción: reflujo de la mez­
cla. Se añadió de vez en cuando 10 mI. de cloruro de acetilo.

Se añadió la mezcla de reacción, qu e contenía un precipitado en sus­
pensión a éter anhidro. Se filtró y lavó el sólido separado repetidas veces
con dicho disolvente. Se obtuvo un sólido pardo-grisáceo .

Análisis del sólido pardo-grisáceo. - 0,2648 grs. de muestra se disol­
vieron en 40 ml. de NaOH 1 N y se diluyó la di solución a 250 ml. con agua
destilada.

Cl: 50 ml . - 24,5 mg. de CIAg.
50 ml. - 24,8 mg. de CIAg
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Media. 24,6 mg. = -11,4 % de Cl = 0,321 moles de Cl por 100 grs .
de muestra.

W: 50 ml. - 32,0 mg. de 'WOa.
50 ml, - 33,0 mg.de vVOa.

Media 32,5 mg . de CIAg = 48,8 % de W = 0,321 moles de wol­
framio por 100 grs . de muestra.

C: 20,96 %'
20,71 %.
Media 20,84 % 1,736 moles por 100 gI's. de muestra.

EXPERIENCIA 61

Cantidades de reactivos: 3,5 grs. de vVOa y 25 ml , de cloruro de acetilo.
Tiempo de reacción: 90 horas . Temperatura de reacción: reflujo de la.
mezcla. Se añadió de vez en cuando 10 ml. de cloruro de acetilo.

Se filtró la. mezcla. de reacción y se separó un sólido marrón y un filtra­
do rojo-vinoso.

El filtrado rojo vinoso se añadió a 500 ml, de éter anhidro y precipitó
un sólido gris, que se separó por filtración y se lavó con éter, dejándolo
en dese cador de sulfúrico hasta. peso constante.

Análisis del sólido marrón. - 0,3862 mg. de mue stra se disolvieron en
10 ml. de NaOH 1 N Y la. di solución se diluyó a 250 ml, con agua. destilada..

Cl: 50 ml. - 8,4 mg. de CIAg.
50 ml. - 9,2 m,g. de CIAg.
Media 8,6 mg. = 0,091 moles de cloro por 100 grs. de mue stra.

,V: 50 ml. - 52,4 mg. de WOa.

50 ml. - 52,7 mg. de WOa·

Media 52,6 mg. = 58,97 % de 'wolframio = 0,337 moles por 100
grs. de muestra.

C: 10,12%.
9,79 %'

Media 9,95 % = 0,63 moles por 100 grs . de muestra.

Análisis del sólido gris . - 0,4740 grs. se disolvieron en 50 ml . de NaOH
1 N Y la disolución se diluyó a 250 ml. con agua destilada.

Cl: 40 ml. - 30,0 mg. de CIAg
40 ml. - 30,8 mg. de CIAg.
Media 30,4 mg. = 9,79 % = 0,276 moles por 100 grs . de muestra.

W: 40 ml , - 37,6 mg. de WOa• -.

40 ml. - 37,8 mg. de WOa
Media 37,7 mg. = 39,88 % d e- wolframio = 0,214 moles por 100

grs. de muestra.
C: 22,48 %.

22,58 %'
Media 22,54 % = 1,877 moles por 100 grs . de muestra.
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EXPERIENCIA 62

Cantidad es de reactiv os: 3 grs. de " T0 3 y 50 mJ. de clor uro de acetilo.
Tiempo de rea cción 150 horas. Temperatura de reacción : la de refluj o de
la mezcla . Se añadió de vez en cuando 10 ml, de cloruro de acetilo .

Se filtró la mezcla de reacción y del filtrado roj o-vinoso obtenido se pre­
cipitó la sustancia di suelta por precipitación con éter anhidro. Se sepa ró
el precipitado por filtración y se lav ó el sólido obtenido con el mi smo di­
solvente. El lavado se realizó muy prolongadamente tanto en ti empo de
tratamiento con éter como en las veces que se realizó di cha operación .

Análisis del sólido gris. - 0,3551 grs. de mu estra se di solvieron en
] O ml. de NaOH 1 N Y la di solución se diluyó a 250 ml . con agua destilada.

Cl: 40 ml. - ]8,0 mgs . de ClAg.
40 ml. - 19,0 mgs. ·de CIAg.
Media 18,5 mgs. de ClAg = 0,217 moles por 100 grs. de mu estra

\'V: 40 ml . - 29,2 mg. de W03 .

40 ml , - 29,0 mg. de \V03 .

Media 29,] mg. = 40,62 % d e wolframi o 0,221 moles por ]00
grs. de muestra.

C: 21,61 %'
21,83 %.
Media 21,72 % 1,810 moles por 100 grs . de mu estra.

El sólido grisáceo obtenido present ó las siguientes propi edades :
a) Se di suelve completamente en NaOH 1 N en frío, prod uciéndose

una solución roja.
b) Tratando esta solución con CIH o N03H en frío, se produ ce un pre­

cipitado rojizo semejante al hidróxido férrico.
e) Si se trata la di solu ción roja en NaOH con un oxidante , el color pasa

- a amarillo . .
el) Con nítrico en cali ente se produce un precipit ad o amarillo.

IV. - CONCLUSIONES

1.° Los t rióxidos de Cr, Mo y \V reaccionan con cloruro de acetilo,
con velocidad que decrece conforme aumenta. el peso atómico del metal.

2.° . El Cr03 es soluble en cloruro de acetilo y la rea cción que conduce
primariamente a cloruro de cromilo y anhídrido acéti co es fuertemente
exotérmica.

3.° Si después de la reacción primaria anteri or se calienta a reflujo
durante una hora , el producto final de la reacción es un sólido verde cuyo
componente principal es monoclorodiacetato de cro mo (III) Cl(CH3-COOhCr.
aunque lo que se obtiene no es un producto unitario , sino una mezcla.

4.° La composición promedio de la mezcla obtenida, se pu ede hac er
variar trabajando con mezclas d e cloruro de acetilo y anh ídr ido acético;
cuanto más cloruro de acetilo en el reactivo de ataque, tanto má s cloro
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contienen los productos final es , cuan to más anhídrido acé tico , tanto más
ace ta to .

5.° El sólido verde cuyo compone nte principal es Cl(CHa-COOhCr, re­
acciona lentamente con una mezcla d e an hídrido y ácido acé tico para dar
(CHa- COO).¡Cr , sólido d e color verde claro.

6.° El Mof), reacciona- con cloruro de ace tilo para dar una disolución
ro ja d e la qu e se puede separa r po r adición de CCl4 un compuesto de
Mo (VI) que responde a la fórmula Cl20 2Mo . 1 O(OC . CHa).¡ ·

7.° Si 'Se calienta la disolución r oja se produce una reducción del
Mo (VI) y al cab o d e· un as 20-30 horas se tiene un a disolución parda de la
qu e se puede precipitar el compuesto Cl.Mo . 4 O(eH2 • CHah , por adición
de éter .

8.° Por tratamiento prolongado en calien te ele WOs con CICOCHa se
produce en pequeña medida una r eacción qu e lleva a la formación del com­
puesto WCI (OOC . CHa)i'
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