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PROPIEDADES DE UNA FUNCION DE VALORES ENTEROS
DEFINIDA EN EL CONJUNTO DE LAS MULTIALGEBRAS FINITAS:

por

BarTtoLomE FronTERA MARQUES
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estimulo constante que de él he recibido. El tema surgi6 a raiz de un ciclo-
de conferencias sobre Teorfa de Reticulos y Légica Matemdtica, desarrolla--
do en la Universidad de Zaragoza por el Dr. Hans HermEs, profesor, nume-
rario de la Universidad de Miinster i. W. (Alemania) y Director del “Institut
fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung” de dicha Universidad’
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concederme una generosa ayuda para tal fin. Sea para todos mi sincero.
agradecimiento.

En toda la exposicién se supondrdn conocidos los principios basicos de-
la Teoria de Conjuntos y de Algebra Moderna, en particular las teorias de-
Reticulos, Grupos y Cuerpos. Los resultados ya conocidos que hayan de ser-
ttiles en el desarrollo de esta Memoria seran expuestos como lemas, para
cuya demostracién remitiremos al lector a alguno de los tratados o trabajos:
a que hemos tenido acceso. En algunos casos citaremos los autores de los:
lemas (teoremas en el trabajo original) mientras que en otros el lema corres-
ponders a algin teorema ya cldsico cuya demostracion puede encontrarse-
en cualquier tratado general. Cuando esto ocurra las citas que demos no-
corresponderdn necesariamente al autor del teorema.

Los numeros entre corchetes hardn referencia a la nota bibliografica. Los-
nimeros entre paréntesis remitirdn a notas explicativas que se expondran
fuera de texto al final del trabajo. Cada capitulo ird dividido en secciones,
pero éstas irdn numeradas de modo correlativo desde el principio. Por el:
contrario, las férmulas a lo largo del texto irdn sefialadas mediante dos nu--
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"meros separados por un gui6n, el primero de los cuales indicard la secci6n
“en que se encuentra y el segundo el orden que ocupa la férmula dentro de
la misma. Finalmente, los lemas por una parte y los teoremas (originales
del autor) por otra, irin enumerados de un modo correlativo con indepen-
-dencia de la seccién en que se hallen incluidos.

Para algunos detalles de nomenclatura y de presentacién he seguido va-
Jliosas sugerencias de D. Raraer Robricuez Vmar, Catedratico de Analisis y
=de Algebra Moderna de esta Universidad de Zaragoza.
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INTRODUCGCGION

1

NATURALEZA Y PARTES DE QUE CONSTA ESTE TRABAJO

Es sabido que, cuando en un conjunto S se introducen operaciones o re-
{aciones, el sistema de conjuntos cerrados respecto a las mismas constituye
an reticulo respecto a la inclusién ordinaria. Un tal reticulo R es un N
— subreticulo completo del 4lgebra de Boole £ (S)® de las partes de S en
ol sentido de que el infimo en R de cualquier familia {F, (A € A) de con-
juntos cerrados es igual a la interseccién () F, de la misma familia en € (S).
Adelantdndonos a la definicién mds precisa que daremos en su lugar, deci-
mos que una multidlgebra I es un conjunto S en el que se han introducido
operaciones o relaciones. Cuando el conjunto S es finito se dice que I es
una muliidlgebra finita y en este caso el Reticulo L(9) de los subconjuntos
e S cerrados respecto a todas las operaciones o relaciones que caracterizan
a I es necesariamente finito puesto que 2(S) lo es. El Reticulo L(IT) serd
llamado Reticulo de las submultidlgebras de 9. A toda multidlgebra finita
le corresponde pues un Reticulo finito L(9N) de submultidlgebras.

Si #, y son elementos de un reticulo R, se dice que el conjunto [z, y]
formado por los elementos z de R tales que & C z C y es un intervalo de R.
Los elementos x, y se dice que son los exiremos del intervalo [z, y] (z es el
extremo inferior e y el extremo superior). Un intervalo [z, y] es vacio si
« € y (z no es inferior a y), trivial si x = y, elemental si = es contiguo in-
ferior de y (escribiremos en este caso « { ) y, en general, finito si es finito
el nimero de elementos z tales que 'C z C y. Los intervalos vacios estdn
caracterizados por carecer de elementos, los triviales por contener un tinico
elemento que es a la vez extremo superior e inferior y los elementales por
contener exactamente dos elementos, a saber, el extremo inferior = y el ex-
tremo superior y. Si un reticulo R es finito, sus intervalos son todos vacios
o finitos. En particular R posee entonces un elemento minimo c¢ (elemento
«cero) y un elemento maximo w (elemento unidad y el intervalo [¢, u] con-
tiene todos los elementos de R.

A cada intervalo [, y] de un reticulo finito R vamos a asociar un ente-
T0 no negativo d(x, y) poniendo :

d(xz, y) = 0, si el intervalo [z, y] es vacio o trivial.

diz,y) =n,sieszCy (@Cy yz~1y) ynes el entero positivo mini-
mo para el cual existen elementos a,, a;; ..., @,;, a, de R, tales que a, = =,
b= e G -0 Oy 1 G-

Al entero d(z, y) lo lamaremos longitud minima del intervalo [z, yl.
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De este modo hemos definido una funcién d de valores enteros, en el con-
junto de los intervalos de R, hecho lo cual vamos a definir en el mismo con-
junto otra funcién (que, por las razones que oportunamente explicaremos,
vamos a designar por (d v)), poniendo:

(d p) (x, y) = 0, si el intervalo [z, y] es vacio o trivial. Con esto ya esta
definida la funcién (d p) para todo intervalo de O o de 1 elemento. Supon-
gamos que ya esté definido el valor de (d p) (@, z) siempre que [z, z] sea un
intervalo de menos de n elementos. Si [x, y]| tiene exactamente n elemen-
tos y z es un elemento de R tal que £ C z C y, el intervalo [x, z] contiene
a lo sumo n — 1 elementos y se conoce por lo tanto el valor de (d p) (z, z).
Ponemos ahora por definici6n:

(&) (oY) = dle g)ies > ().

Puesto que, al ser R finito, es también finito todo intervalo no vacio de
R, el proceso indicado permite obtener (d ) (x, y) cualesquiera que sean los.
elementos x, y de R. En particular ponemos por definicién :

(dp) (B) = (dp) (¢, W),
siendo ¢ el elemento cero y w el elemento unidad de R.

Cualquiera que sea el Reticulo finito R, sabemos asociar de esta manera.
a R un entero (d p) (R). Estamos ya en condiciones de asociar a cada Mul-
tidlgebra finita I el entero 4 (%) poniendo:

A(I) = (dw) (L)

Queda asi definida la funcién 4 en el conjunto de las multidlgebras fini-
tas y nuestro propésito es estudiar los valores que toma, esta funcién cuan-
do se toman como argumentos las multidlgebras pertenecientes a ciertas
clases conocidas o que oportunamente describiremos.

En las restantes secciones de la presente introduccién nos dedicaremos.
a puntualizar algunas definiciones y recordar algunos resultados conocidos
de la Teoria de Reticulos. Se verd en qué manera los Reticulos, los Grupos.
y los Cuerpos han de ser considerados como multidlgebras. Se demostrardn
finalmente algunas propiedades de la funcién (d p) encontradas por el autor
y que resultan ttiles después para la determinacién de los valores de la
funcion 4.

En los capitulos I y II, respectivamente, se estudiard la funcién 4 en los.
Grupos y en los Cuerpos finitos (Cuerpos de Galois).

En el capitulo III se expondrd el concepto de particién generalizada de
tipo n de un conjunto S, introducido por Hartmanis (véase [13], [14] y
[15]). Modificando muy ligeramente la definicién de dicho autor, definimos.
una particién de tipo n de un conjunto S, para cualquier entero no negati-
vo m y cualquier conjunto S, como una familia I de subconjuntos de S (a
cada uno de estos subconjuntos lo llamamos bloque de ), tal que todo
subconjunto T de S que tenga exactamente n elementos, estd contenido en
un bloque y sélo uno de 9. (Esta definicién, a diferencia de la de Hartma-
nis, es vélida para n = 0 y también, para cualquier n = 0, cuando el con-
iunto S tiene menos de n elementos).
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A cada particién I de tipo n de un conjunto S le haremos corresponder
dos multidlgebras distintas H(9) y G(9U), a la primera de las cuales la lla-
maremos maultidlgebra de Hartmanis de tipo n correspondiente a I y a la
segunda hipergeometria de tipo n correspondiente a L. Si el conjunto S es
finito, tanto H(I) como G(I) serdn multidlgebras finitas.

Los capitulos IV y V estardn dedicados al estudio de la funcién 4 en las
multidlgebras de Hartmanis finitas y en las hipergeometrias finitas respec-
tivamente. Veremos como todo espacio proyectivo finito es isomorfo a una
cierta hipergeometria finita de tipo 2.

2
OPERACIONES Y RELACIONES EN UN CONJUNTO

Sea S un conjunto no vacio y a,..., a, elementos, no necesariamente
distintos de S. Diremos que tales elementos, tomados en este mismo orden,
constituyen una n-tupla de S que designaremos por <a,..., a,=>. El con-
junto de todas las m-tuplas de S es lo que se llama potencia cartesiana
n-ésima de S y se designa por S*. Operacién n-aria en S es toda aplicacién
de S™ en el conjunto £ (S) de las partes de S. Toda operacién n-aria o hace
corresponder pues a cada n-tupla < a,..., a, > de S, un subconjunto de S
que designaremos por o (a,..., a,).

Una operacién m-aria o serd llamada en este trabajo univalente si para

cada n-tupla < a,,..., a, >, o (a,..., a,) es un subconjunto de S que. con-
tiene a lo sumo un elemento y serd llamada uniforme si para cada n-tupla
<a,..., a,>, o (a..., n,) contien un elemento de S y sélo uno. Una opera-

¢i6n n-aria uniforme en S puede ser considerada como una aplicacién de S"
en S sin mds que identificar cada conjunto {x}{ que contiene un solo ele-
mento, con el correspondiente elemento x. Para nosotros una operacién uni-
forme no serd sino un caso particular de-operacién en el sentido de la defi-
nicién que hemos dado, si bien, en el caso de ser » una operacién n-aria
uniforme que hace corresponder el conjunto {z} a la n-tupla <a,..., a,>,
escribiremos para abreviar = o (a,..., a,) y diremos que « es el valor de
o (a,..., a,). Lo mismo valdrd si o es una operacién univalente (no necesa-
riamente uniforme) y o (a,,..., a,) no es la parte vacia de S.

Si S es un conjunto no vacio, recibe el nombre de relacién n-aria en S
(n = 1) todo subconjunto de la potencia cartesiana S*. Las relaciones n-arias
en S pueden ordenarse como en la teoria de conjuntos, constituyendo de este
modo el 4lgebra de Boole € (S"). En particular, para n = 1, se pueden
identificar las 1-tuplas < z >, < y >,..., con los elementos z, y,..., de S,
conviniendo en poner §' = S y @ (8 = 2 (S). Una relacién unaria (1-aria)
en S serd por lo tanto para nosotros, ni mas ni menos que un subconjun-
to de S.

Lo mismo al definir la potencia cartesiana n-ésima de un conjunto S
que al definir las operaciones n-arias y las relaciones n-arias en S, hemos
supuesto que S era un conjunto no vacio y que era » = 1. Conviene su-
primir estas restricciones y examinar los casos en que pueda ser S = &
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(conjunto vacio) 6 n = 0. Para » = 0 podremos hablar entonces de ope-
raciones y de relaciones nularias (0-arias). Empecemos por considerar el
caso en que sea S = @ y n = 1. Al no contener S ningln elemento, no se
podra constituir ninguna n-tupla con elementos de S y por lo tanto S* serd
el conjunto vacio (relacién vacia). Convendremos pues en decir que, si es
n =1y S un conjunto vacio, no existe mas relacién n-aria en S que la re-
lacién vacia, caracterizada por ser un conjunto vacio de m-tuplas de S.
Ahora bien, para n = 0 y tanto si S es vacio como si no, convendremos emn
decir que existe una O-tupla y s6lo una de S, que representaremos por
< @ >. Al existir una O-tupla y s6lo una, se podrdn formar exactamente
dos subconjuntos de O-tuplas, o lo que es lo mismo, dos relaciones nula-
rias en S, a saber, la relacién vacia y la que contiene el tnico elemento
< @ >. Convendremos por lo tanto, en que, cualquiera que sea el con-
junto S, existen siempre dos y solamente dos relaciones nularias en S, que
son la relacién vacia y la no vacia.

El admitir la existencia de la O-tupla < @ > de un conjunto S, cual-
quiera que sea S, tiene la ventaja de que con ello estamos en condiciones
de definir operaciones nularias en S, de la misma manera que definiamos
las operaciones n-arias para n = 1. En efecto, una operacién nularia sera
ahora una aplicacién de S° en £ (S). Si o es una operacién nularia en S,
puesto que en el dominio S° existe, segin hemos admitido, un elemento
unico < @ >, o hard corresponder a < @ > un elemento tnico o (&) de
2 (S). Este elemento o (&) caracteriza totalmente a », de modo que, iden-
tificando o () con », convendremos en decir que una operacién nularie
en un conjunto S es ni mas ni menos que un subconjunto de S. El con-
junto de las operaciones nularias en S es pues lo mismo que € (S).

Las relaciones nularias carecen para nosotros de todo interés (si las
hemos mencionado ha sido solamente con el fin de hacer completa la ex-
posicién), pero no asi las operaciones nularias. En general (salvo mencién
expresa de lo contrario), siempre que hablemos de una relacién © definida
en un conjunto S, supondremos que S es un conjunto no vacio y que © es
un subconjunto de S® para cierto entero » > 1. Si hablamos de una ope-
racién o en S, supondremos igualmente que S es no vacio y que » es una
aplicacién de S” en € (S), pero en este caso n podrd ser cualquier entero
no negativo (n = 0). Cuando hablemos de operaciones o de relaciones en

un conjunto S supondremos pues siempre que S contiene por lo menos un
elemento.

3

IDENTIFICACION DE LOS CONCEPTOS DE OPERACION 7-ARIA
Y DE RELACION (1 + 1)-ARIA EN UN CONJUNTO

A cada operacién n-aria » en S (n = 0), hagdmosle corresponder la re-
lacién (n + 1)-aria ®w en S caracterizada por contener una (n -+ 1)-tupla
<@ ... a, @, >dela S, siy s6lo sies a,,€o0(a, ..., a,). Diremos que
la relacién ©w asi definida, es la grdfica de la operacién o. Es facil com-
probar que la correspondencia ® — ©w es una aplicacién biunivoca y re-
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versible del conjunto @, de‘las operaciones n-arias, sobre el conjunto R,,,,
de las relaciones (n + l)-arias en S (siendo esto asi podremos escribir
® <> 60 en vez de o — Ow). La aplicacién inversa de R,,, sobre @, es la:
que hace corresponder a cada subconjunto © de S™*' (relacién (n + 1)-aria),
la aplicacién « de S* en € (S) (operacién n-aria) caracterizada por ser,.

para cada n-tupla < a,, ..., @, > de S
o (@, ..., @) = 12: < @, ..., @, > € O}

es decir, para cada n-tupla <a, ..., @, > de S, o, (ay, ..., a,) es el sub--
conjunto de S al que pertenece un elemento x, si y sélo si la (n + 1)-tupla:
<a, ..., a, &> pertenece a ©. La demostracién de estos hechos es su-
mamente facil y conocida, por lo que no nos entretenemos en ella.

Una operacién m-aria o y una relacién (n +1)-aria © en S, relaciona-
das una con otra mediante la correspondencia biunivoca ® <> @w acabada.
de establecer, pueden ser identificadas, es decir, consideradas las dos como.
representantes de un mismo ente. La consideracién de un tal ente en su
aspecto de operacién m-aria o en el de relacién (n +' 1)-aria serd materia.
de eleccion en cada caso.

+

CONJUNTOS CERRADOS RESPECTO A UNA OPERACION T-ARIA O RESPECTO-
A UNA RELACION (n + 1)-ARIA

Dada una operacién n-aria ® en S y un subconjunto 7 de S, diremos:
que T es cerrado respecto a o si y s6lo si, para cada n-tupla <a, ..., a,>-
de T se verifica que o (a, ..., @,) es un subconjunto de 7. Si en vez de una.
operacién n-aria consideramos una relacién (n + 1)-aria © en S (n = 0).
diremos que un subconjunto T de S es cerrado respecto a 6 si y s6lo si,
siempre que pertenezcan a T los elementos (iguales o distintos) aj, ..., @,,
de S, pertenece también a T todo elemento x tal que < a, ..., a,, £ > es:
ama (n +! 1)-tupla de 6. Es ficil comprobar que estas dos definiciones son
,equivalentes entre si cuando se identifica cada operacién n-aria o con su:
grafica correspondiente ©o.

5

; MULTIALGEBRAS

. Una vez puntualizados los conceptos de “operacién” y de “relacién” en
un conjunto, estamos en condiciones de dar la definicién de “multidlge-
bra” (2). Llamaremos multidlgebra sobre un conjunto S a todo sistema:
I = {S; F} constituido por S y una familia F de operaciones en S. La
Jamilia F puede ser vacia o bien contener un ntmero finito o infinito de-
operaciones. En todo caso se puede poner F = {f } (A€ A) y entonces se-

A




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

ssupone que para cada elemento A del conjunto A de indices, existe un en-
tero no negativo n (X) tal que f, es una operacién n (A)-aria. Si M ={S; Ft
+es una multidlgebra sobre S, diremos que S es el conjunto base y que F es
la familia (de operaciones) definidora de I,

Es corriente dar el nombre de dlgebra a toda multidlgebra {S; F} cuya
familia definidora F estd constituida exclusivamente por operaciones uni-
formes, considerada cada una de ellas como una aplicacién de S* en S
ipara cierto entero n = 0. En este senfido serian dlgebras los grupos (véase
seccién 13) y los reticulos (véase seccién 11), pero no lo serian por ejemplo
los cuerpos (véase seccién 14), puesto que en la familia definidora de un
~cuerpo entra una operacién unaria (la formacién del inverso) que no es
uniforme (el elemento 0 carece de inverso), aunque si univalente. Para los
fines de nuestro trabajo no hace falta distinguir las dlgebras (en el sentido
-antes indicado) de las que podriamos llamar multidlgebras en sentido es-
tricto que serian aquellas en cuya familia definidora figurase por lo menos
una operacién no uniforme. Tanto unas como otras serdn agrupadas bajo
el apelativo comin de multidlgebras.

Si el conjunto base S de una multidlgebra I = {S; F} es finito, se
~dice que I es una multidlgebra finita. Orden de una multidlgebra
M = {S; Ft es el nimero cardinal S (°) de su conjunto base S. Si la fa-
milia definidora F de la multidlgebra 9 = {S; F} contiene un ntimero
“finito k& de operaciones y éstas son designadas por los simbolos f,, ..., fi,
+se escribe M = |S; fi, ..., ful.

Las multidlgebras (mds en particular, las multidlgebras finitas) consti-
tuirdn el objeto de estudio principal en este trabajo. Para designar cada
‘una de ellas nos valdremos unas veces de un sfimbolo (que serd en general
una mayuscula del alfabeto gético) y otras de los simbolos correspondien-
‘tes al conjunto base y a la familia definidora o elementos de ésta, unidos
~de una de las formas arriba indicadas. Por elementos de una multidlge-
bra I entenderemos los elementos del conjunto base de 9.

6

CLASES DE MULTIALGEBRAS

Si dos multidlgebras M =4S;Ft y M = {S; F’} son tales que'las
‘familias definidoras F = {f } A€A) y F' = {['} (A€A) vienen descritas
mediante el mismo conjunto A de indices y para cada A € A, f, ¥y [}, son
-ambas operaciones n(})-arias para cierto entero n() > 0, se dice que 9T
y U son multidlgebras del mismo tipo. La familia {n (\)} (A € A) de en-
teros no negativos, se dice que es el tipo comin a las multidlgebras 9
.y . Para cada A € A, se dice entonces que [, ¥y [, son operaciones homé-
logas. Aquellas multidlgebras de un mismo tipo cuyas operaciones homé-
logas estan ligadas por ciertas relaciones comunes, constituyen una clase
de multidlgebras. Ejemplos de clases de multidlgebras son los grupos, los
~cuerpos, los reticulos, ete...., que se definirdn oportunamente.

ey [ g



UPROPIEDADES DE UNA FUNCION DE VALORES ENTEROS

7
HomomorFisMO E ISOMORFISMO

Si M ={S;F} y M = {S; F't son multidlgebras del mismo tipo
in (M)t A EAN), siendo F = {f t, F' = {f t (\€A), llamaremos homomor-
fismo de I en I’ a toda aplicacién ¢ de S en §’, tal que, para todo A € A
y toda n X)-tupla <, ..., z_ o de S, se satisfaga la condicién

o (@ 2, NC [ @@, 0, ),

Si en particular el homomorfismo ¢ de 9t en I es una aplicacién biuni-
voca de S sobre S’ y para todo A € A y toda n (A)-tupla <z, ..., 2o =
de S, se cumple

P (/ A (‘Ih Sy "L‘“M) )) = Z./\ ((P (CL‘I), o2y D (x‘w\j ))y

entonces ¢ recibe el nombre de isomorfismo de I sobre IU’. Cuando tal
aplicacion existe, se dice que las multidlgebras I y IU” son esomorfas. Para
expresar que dos multidlgebras I y I’ son isomorfas, se escribe I =~ ",

El conjunto de las multidlgebras isomorfas a una multidlgebra determi-
nada I constituye una clase de la cual M (y lo mismo cualquier otra mul-
tidlgebra I’ isomorfa a I) es un representante. Una tal clase recibe el nom-
bre de multidlgebra abstracta. En realidad, toda propiedad de una multial-
gebra I en cuanto tal, puede ser considerada como una propiedad de la
multidlgebra abstracta de la cual I es representante. Solamente serd pre-
ciso considerar distintas dos multidlgebras isomorfas cuando se quiera es-
tudiar el reticulo de submultidlgebras de una submultidlgebra determinada
(véanse las secciones 8 y 12). Dos multidlgebras isomorfas I y " diremos
que tienen la misma estructura y por el contrario, si I y IU” no son iso-
morfas, diremos que tienen estructuras diferentes. Cada multidlgebra abs-
tracta estard por definicién caracterizada por la estructura comun a cada
una de las multidlgebras representantes de la misma.

8

MULTIALGEBRAS SUBORDINADAS Y SUBMULTIALGEBRAS

Dada una multidlgebra M = {S; Ft y un subcenjunto T de S; podemos
constituir una nueva multidlgebra {7'; F™®} tomando T como conjunto base
y como familia definidora la F® formada por las mismas operaciones de la
familia F restringidas a T. Esto quiere decir que, si es F = {fk} AEN),
entonces hacemos F(™ = {f™’} (X € A), donde para cada X € A, (¥ es la
operacién n(\)-aria en T definida poniendo, para toda n(})-tupla
< Ty L > de T:

i@ g ) = s o )0 4

= 7 =
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Diremos entonces que JM(™) = {T; FM} es la multidlgebra subordinada:
por ;M = {S; F} en el conjunto T o también que (™ es una multidlgebra:
subordinada de 9. Un caso particular interesante es aquel en que el con-
junto T es cerrado respecto a cada una de las operaciones f, (A € A) de la.
familia F. Cuando esto ocurre se dice simplemente que I' es cerrado respec-
lo a M y la multidlgebra subordinada IT(™) recibe entonces el nombre de-
submultialgebra de L.

9
PRODUCTO DIRECTO DE MULTIALGEBRAS

Si = {8 F't y M” = {§”; F”} son multidlgebras del mismo tipo:
in)t WEN), siendo F' = {f. ty F” = {f7} (A € N), se puede definir
otra multidlgebra M = I x I” = {S; Ft, llamada producto directo de:
I por I, tomando como conjunto base S el producto cartesiano de S’ por-
S” y como familia definidora F = f - (X € A) aquella en que para cada A € A,
f, es la operacién n())-aria en S = S’ x S” definida poniendo para cada.
n(A)-tupla < @,..., w de S, isiendoiar == e sl (h =l =T EnOW)s

[, (...,

)= @ ‘T:(,\) VXA (s T T

n(X) n(A)

De modo andlogo se definiria el producto directo " x IM” x ... x JCEr
de cualquier nimero k de multidlgebras. El producto directo de multidlge-
bras posee la propiedad asociativa en el sentido de que, por ejemplo, las
multidlgebras (M x M”) x I M x (M” x 7)) y M x N” x I~
son isomorfas dos a dos. También posee la propiedad conmutativa en el sen-
tido de que las multidlgebras " x M” y IM” x I’ son necesariamente:
isomorfas.

10
CoNCEPTO DE “RELATIVO” Y SU EQUIVALENCIA CON EL DE ‘MULTIALGEBRA’

Algunos autores (véase por ejemplo Hermes [17], pdg. 153) prefieren
considerar relaciones en vez de operaciones y en consecuencia, en vez del
concepto antes expuesto de “Multidlgebra” introducen en el de “Relativo”.
Un “relativo” es un sistema {S; R} constituido por un conjunto S y una
familia R = {r | (A € A) de relaciones en S, donde para cada A € A, T, s
una relacién (n()\)+1)-aria para cierto entero n(l) > 0. Se dird también
que tS; R{ es un “relativo sobre S y que S es el conjunto base del “rela--
tivo {S; R}.

Al identificar, segiin hemos hecho en la seccién 3, cada operacion com
una relacién y viceversa, toda familia F = {f |} (A € A) de operaciones e
un conjunto S quedars identificada con la familia R = ir t (A € A)de rela--
ciones en S, constituida por las graficas de las operaciones de F, y vicever-
sa, para cada familia R de relaciones en S existird una familia F y una sola:

ol
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de operaciones en S, de tal manera que R esté constituida por las gréficas
de las operaciones de F. Si F y R estdn relacionada. de este modo, los sis-
temas {S; Ft y 1S; R} seran considerados como representantes de un mis-
mo ente, al que se podrd dar, indistintamente, el nombre de multidlgebra
o de relativo. Usaremos de preferencia el primer nombre cuando, para la
definicién del sistema {S; F}, presentemos a F como una familia de opera-
ciones y el segundo cuando la familia F sea representada por la correspon-
diente familia R de relaciones.

Los isomorfismos entre relativos, relativos subordinados, subrelativos, y
productos directos de relativos se definen de tal manera, que las definicio-
nes se reducen respectivamente a las de isomorfismo entre multidlgebras,
multidlgebras subordinadas, submultidlgebras y productos directos de mul-
tidlgebras, al hacer la identificacion.

Lo que se ha dicho en esta seccién, quedard ilustrado en la siguiente
cuando presentemos los conjuntos ordenados alternativamente como mul-
tidlgebras y como relativos.

11
Los CONJUNTOS ORDENADOS Y LOS RETICULOS COMO MULTIALGEBRAS

Conjunto ordenado (v. nota 4) es, como se sabe, todo sistema {S; C} for-
mado por un conjunto S y una relacién binaria C en S reflexiva (z C « para
tado x € S), antisimétrica (si es x C y e y C x, entonces es z = y) y transi-
tiva (x C y e y C z implica « C z). Un conjunto ordenado puede conside-
rarse pues como un Relativo cuya familia definidora de relaciones contiene
el inico elemento C que es una relacién binaria de las caracteristicas ya se-
naladas. Toda relacién binaria en S con tales caracteristicas recibe el nom-
bre de ordenacién de S. Una ordenacién C en S es una ordenacién total si
para dos elementos cualesquiera x, y de S es £ C y o bien y C . Un con-
junto ordenado {S; Ct en el que C es una ordenacidn total, se dice que es
un conjunto totalmente ordenado o bien que es una cadena. Serd en parti-
cular una cadena finita si el conjunto S es finito. Hasta aqui hemos conside-
rado un Conjunto ordenado como un Relativo. Considerado como Multidlge-
bra, un Conjunto ordenado seria un sistema 1S ; f} donde S es un conjunto
y [ una operaci6n unaria con las propiedades siguientes:

x € f(x) para todo x € S,
yEfl®) y z€f(y)= z€(f(2)
yefl@) y z€fy)== =y,

propiedades equivalentes a las que caracterizan una ordenacion C en S
cuando se pone

YyEf@) = xCy.
La notacién que. hemos venido usando para designar un conjunto orde-
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nado, serd en general simplificada. Asi, al decir por ejemplo que S es un
Conjunto ordenado, supondremos implicitamente que S es un conjunto en
el cual se ha definido cierta ordenacién que se supondrd designada por C
mientras no se especifique otra cosa. En particular, si decimos que S es una
cadena, se supondrd que S es un conjunto ordenado y que ademds la orde-
nacién C de S que se considera, es una ordenacién fotal. Si S es una cade-
na fintia, se da, como es sabido, el nombre de longitud de S (escribiremos
long S) al nimero de elementos de S disminuido en una unidad. Usaremos
solamente la notacién completa {S; C} cuando sea preciso tratar a la vez
de conjuntos ordenados distinfos y la claridad de la exposicién requiera
que quede bien destacada la distincién entre las ordenaciones respectivas
de cada uno de ellos.

Si {S; C} es un conjunto ordenado, todo subconjunto T de S se consi-
dera automaticamente ordenado por la restriccién a T de la ordenacién C
de S. Asi por ejemplo, los intervalos [, y] de que hemos tratado en la sec-
ci6n 1, se consideran siempre como conjuntos ordenados. Otro tipo de sub-
conjuntos de un conjunto ordenado S son las cadenas. Un subconjunto C de
S se dird que es una cadena en S, cuando el conjunto ordenado {C; C, t
donde C, es la restriccién a C, de la ordenacion C de S, es una cadena. Si
una cadena C posee un elemento minimo a y un elemento méximo b (véase
nota 4), se dice que une a con b o bien que es una cadena de a a b. Una ca-
dena C de @ a b en un conjunto ordenado S se dice que es maximal cuando
no existe en S ninguna cadena de a a b distinta de C que contenga todos
los elementos de C. Dicho de otra manera, una cadena C de a a b es maxi-
mal si y s6lo si, todo par de elementos de C contiguos en C, son también
contiguos en S. Evidentemente, un intervalo trivial [z, x] es lo mismo que
una cadena de longitud cero y un intervalo elemental [z, y] (z { y) una ca-
dena de longitud 1. En general, puede ocurrir que un intervalo [z, y] de
un conjunto ordenado S sea una cadena en S, y en tal caso [, y] serd,
como es obvio, una cadena maximal de x a y.

Como caso particular de producto directo de multidlgebras o de relati-
vos, se puede definir como sigue el producto directo de dos conjuntos or-
denados:

Si4S.; Git, {S.; Gt son dos conjuntos ordenados, recibe el nombre de
producto directo de {S,; Gt por {1S,; Gt el conjunto ordenado S Ct,
donde

S=38, xS, (v. nota 5)

y la ordenacién C de S es la definida poniendo para cada par
< 3y, T, >, < Ui, Y>> de elementos de S; x S,
<@, T > C <Yy, Yo 0 ‘(_:1 PNz, Sy (v. nota 6).

Hemos visto antes c6mo un conjunto ordenado puede ser considerado
como una multidlgebra segiin la definicién dada en la seccién 3 y ahora
vamos a ver lo mismo para un reticulo.

Un reticulo es, como se sabe, un sistema {S; N, U} constituido por un
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conjunto S y dos operaciones binarias uniformes definidas en S, a saber, la
mterseccién N y la unién U, cada una de las cuales posee las propiedades
conmutativa y asociativa, estando ligadas entre si mediante dos leyes de
absorcién (para cada par xz, y de elementos no necesariamente distintos de
SeszN(@Uy) ==z, U (xNy)=x). Todo reticulo puede ser conside-
rado pues como una multidlgebra cuya familia definidora estd constituida
por dos tnicas operaciones N y U de las caracteristicas citadas.

Al igual que hemos hecho para los conjuntos ordenados, simplificare-
mos la notacién, y asi cuando digamos que S es un reticulo se sobreenten-
derd que S es un conjunto en el cual se suponen definidas dos operaciones
N y U de tal manera que {S; N, Ut es un Reticulo. En este caso, todo sub-
conjunto T de S cerrado a la vez respecto a las operaciones N y U, es el con-
junto base de una multidlgebra {T; Nz, Urt (N; y U, son las mismas ope-
raciones N y U restringidas a T) y se dice simplemente que T es un subre-
ticulo de S. Si el conjunto T es cerrado respecto a N podriamos 'decir que
1T 0y, Upt es un N-subreticulo (16ase interseccion-subreticuloy de {S; N, Ut
pero diremos simplemente que T' es un N-subreticulo de S. Andlogamente
si T es cerrado respecto a U diremos que T es un U-subreticulo (1éase unién-
subreticulo) de S. Un subreticulo de S es pues un subconjunto T de S que
es a la vez N-subreticulo y U-subreticulo de S.

En la Teoria de Reticulos, los reticulos suelen ser identificados con aque-
llos conjuntos ordenados cuya ordenacién C es tal que, respecto a ella, todo
subconjunto finito T de S posee un supremo sup(T) y un infimo inf(T) (véa-
se nota 4). Se demuestra en efecto que es posible establecer una coordina
cién entre los conjuntos ordenados de esta clase (a los que vamos a llamar
conjuntos ordenados en reticulo) y los reticulos (v. nota 4). Sin entrar en
la demostracién recordemos solamente que, en esta coordinacién, se corres-
ponden mutuamente un Conjunto ordenado en reticulo {S; Ct y un Re
ticulo {R; N, U} si y s6lo si es S = R y para dos elementos cualesquiera
x, y de S se satisfacen las condiciones siguientes: : j

zCyeznNy =z
tCyerUy =y
iU = sitp{.r,y}
TR = e,

donde sup 1z, y} e inf {z, y! son el supremo y el infimo, respectivamente,
del conjunto {z, y} respecto a la ordenacién C de S; (se demuestra que
cualquiera de las anteriores condiciones implica las demds).

Debido a esta coordinacién, se suele dar simplemente el nombre de re-
ticulo a todo conjunto ordenado en reticulo y, viceversa, se suele considerar
todo reticulo como un conjunto ordenado en reticulo. Hay que advertir sin
embargo, que, aunque un conjunto ordenado en reticulo {S; Ct y un re-
ticulo {S; N, U} se correspondan en la coordinacién de que hemos habla-
do; es preciso considerarlos como entes distintos en cuanto Multidlgebras.:
Un subconjunto T de S puede ser cerrado respecto a C y no serlo respecto
a N y U tomadas: en conjunto y viceversa. Esto puede observarse en el si-!
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guiente diagrama (v. nota 7), que representa a la vez un conjunto ordenado
en reticulo {S; Ct y el correspondiente Reticulo {S; N, Ut,
u

C
Fiec, 1

siendo S el conjunto formado por los elementos ¢, z, y, z, u, donde la re-
laciébn C es satisfecha por los pares <c¢, ¢> (es ¢Cec), <c¢, >,
S O T S e s SR e s S T S T ] S Y T S e e
<z u>, <u, u> Yy las operaciones N y U estdn definidas respectiva-
mente por las siguientes tablas:

n c 7r Y z U U c T Y z U
c c c c c c c c a5 Y % (7
x c & c c x @ x & U U U
Y c c Y c Y Y Y u y | ou u
z c c c z 3 z z U U l z u
U c & Y z U u U U u | u u

El subconjunto {z, y, ut de S es cerrado respecto a C, pero no lo es a la
vez respecto a N y U (contiene x, y, pero no £ N y = c¢). Por el contrario,
el subconjunto {c, yt es cerrado respecto a N y U, pero no lo es respecto a
C (contiene y, pero no contiene u, siendo asi que y C u). A pesar de esta
salvedad, identificaremos también nosotros en adelante (mientras no se in-
dique lo contrario) cada conjunto ordenado en reticulo con su correspon-
diente reticulo. Podemos hacer esto puesto que, no obstante el papel des-
tacado que van a desempeiiar los reticulos dentro de esta memoria, no los
vamos a estudiar en su aspecto de multidlgebras (como hacemos por ejem-
plo con los grupos y con los cuerpos, sino solamente en su aspecto de
conjuntos ordenados en reticulo.

Observemos que la identificacién entre conjuntos ordenados en reticulo
y Reticulos que, como hemos visto, no es compatible con la formacién de
subconjuntos cerrados o submultidlgebras, es sin embargo compatible con
los conceptos de isomorfismo y de producto directo, en el sentido de que,
por ejemplo si dos conjuntos ordenados {S,;Ct, {S,; G}t son identifica-
bles respectivamente con los reticulos {S;; N, Uit, {S,; N, Upt, {S;; Gt
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y 1S,; G} son isomorfos si y s6lo si lo son {S,; N,Uit y 1S5 0y, Ust
por otra parte, si es

{S,g} = {Sl;gl} X {S?§gz}y
1Sem Uiia= 19,510 = IS st

.entonces el conjunto ordenado {S; C} es identificable con el reticulo
{S; N, U} si y s6lo si son identificables {S;; Gt con {S;; Ny, Uit ¥
'{Sz; 9} con {Sey M, U‘z}-

12

RETICULOS DE SUBMULTIALGEBRAS

Es sabido que para toda multidlgebra 9 = {S: Fi, el sistema de los
subconjuntos de S cerrados respecto a I, es un N-subreticulo completo del
reticulo @ (S) de las partes de S (la demostracién de este hecho puede ver-
se por ejemplo en Hermes [17], pdg. 34, expuesta en términos de “relati-
vos”). Un tal reticulo serd designado en lo sucesivo por L (). Si identifi-
camos cada subconjunto T de S, cerrado respecto a L, con la multidlgebra
correspondiente @ (sulmultidlgebra de IU), podremos decir que L ()
es el reticulo de las submultidlgebras de . Si I es una multidlgebra fi-
nita, L () serd también evidentemente finito. Segin ha sido indicado ya
en la Introduccién, el presente trabajo se reduce en esencia al estudio,
bajo cierto aspecto, de los reticulos L (9U) para algunas clases de multidl-
bras finitas IC.

13
Los GRUPOS COMO MULTIALGEBRAS

Una multidlgebra ¢ = {G; F} recibe el nombre de grupo, cuando la
familia definidora F satisface las siguientes condiciones:

a) F estd constituida por tres operaciones uniformes, w, i, p, de las
cuales la primera es nularia, la segunda unaria y la tercera binaria

b) La operaci6n binaria p es asociativa (para cada terna <, y, 2>
de elementos de G se cumple: p(x, p(y, 2) = p(p(z, y), 2.

¢) El elemento tnico de G que corresponde a la operacién nularia u
(elemento que designaremos con la misma letra u) es un elemento neutro
respecto a la operacién binaria p (cualquiera que sea el elemento x de G,
se cumple: p(u, ) = p(z, w) = o).

d) Las tres operaciones u, i, p, estdn ligadas entre si por la siguiente
identidad :

p(a, i(@) = pli), @) = u.

donde « representa un elemento cualquiera de G.
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Las cuatro condiciones que preceden caracterizan a los grupos. Los gru-
pos cuyo conjunto base es finito, son los grupos finilos. Si la operacién
binaria p de un grupo G es conmutativa (si para cada par < z, y > de ele-
mentos de G, es p(z, y) = p(y, x)), el grupo G es conmutativo o abeliano.

La definicién que hemos dado de grupo no es sino una manera distinta
de expresar la definicién que se da corrientemente en los tratados sobre
Teoria de Grupos. Segin ella un grupo es un conjunto G en el que se ha
definido una operacién binaria uniforme asociativa (esto equivale a la exis-
tencia de la operaci6n binaria p sujeta a la condicién b)), respecto a la
cual existe un elemento neutro (existencia de la operaci6n nularia u, su-
jeta a la condicion c¢)), y a cada elemento le corresponde un inverso (exis-
tencia de la operacion unaria ¢, sujeta a la condicién d)).

En un grupo cualquiera se suele escribir, como es sabido. x y en vez
de p(x, y), o* en vez de i(x) y 1 en vez de w, pero si se trata de un grupo
abeliano, es mds corriente escribir x + y por p(x, y), — & por iz) y O
por u. En el primer caso (notacién multiplicativa) la operacién binaria del
grupo recibe el nombre de producto (z y es el producto de = por y) y en el
segundo caso (notacién aditiva), de suma (z + y es la suma de = con ).

La definicién corriente de subgrupo es equivalente a la de conjunto
cerrado respecto a la multidlgebra. En efecto, decir que un conjunto H
(subconjunto de G) es cerrado respecto a la operacién nularia w, equivale
a decir que H contiene el elemento unidad w. Decir que H es cerrado res-
pecto a la operacién unaria ¢ es lo mismo que decir que siempre que un
elemento z pertenece a H, también el elemento inverso () (™ al cam-
biar de notacién) pertenece a H y, finalmente, decir que H es cerrado res-
pecto a la operacién binaria p equivale a decir que siempre que los ele-
mentos z, y, pertenecen a H, también pertenece a H el producto xy. Pro-
piamente nosotros llamamos subgrupo a la submultidlgebra, pero para
los fines de este trabajo no existe inconveniente en identificar el conjunto
cerrado con la submultidlgebra, segin ya hemos indicado al hablar de los
reticulos de submultidlgebras.

Acerca de reticulos ‘de subgrupos existe un monografia de Suvzukr [21]
sobre la que nos apoyaremos para la demostracién de algunos de nuestros
teoremas.

El producto directo de grupos se define particularizando para éstos la
definicion de producto directo de multidlgebras. El producto directo de
grupos abelianos recibe, en general, como es sabido, el nombre de suma
‘directa, cuando se hace uso de la notacién aditiva. En este trabajo sin
embargo, seguiremos hablando, para no perder generalidad, de producto
directo, aun cuando se trate de grupos abelianos en los que se da el nom-
bre de suma a la operacién binaria.

En lo sucesivo identificaremos un grupo S = {G;u, ¢, pt con el con-
junto base G. Asi, al decir que G es un grupo, se sobreentenderd que -G
es un conjunto en el que se suponen definidas tres operaciones uniformes
u, i, p, sujetas a las condiciones a), b), ¢), d).
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14
Los HEMICUERPOS Y LOS CUERPOS COMO MULTIALGEBRAS

Sea {C; u, i, pt un grupo abeliano sobre un conjunto C, (u, i, p soms
operaciones uniformes sujetas a las leyes a), b), ¢), d), de la seccién an--
terior, siendo p ademds conmutativa). Supongamos que el conjunto {C—ut,.
formado al excluir el elemento w del conjunto C, sea el conjunto base de-
otro grupo {{C —ut;, v, p’}. Es fécil extender las operaciones u’, ¢/,
p’, hasta convertirlas en operaciones en C: La operacién nularia unifor-.
me 1/, 0 lo que es lo mismo, el elemento « de {C — ut, puede ser consi-.
derado sin mds como una operacién nularia uniforme en C, puesto que w’
pertenece a C. Para extender i’ (operacién unaria) a C, basta definir * (u):
y para ello diremos que ¢ (w) = @ parte vacia de C). Finalmente, para:
extender p” a C basta definir los productos p (, y) cuando uno por lo me-
nos de los elementos x, y es el elemento u, y para ello pondremos que-
para todo elemento z de C es

p (U, 2) = p (3 u) = u.

Conviene observar que w’ y p’ siguen siendo operaciones uniformes después:
de su extensién a C en la forma indicada, pero no asi ¢/, puesto que ¢" (u):
ya no es un conjunto formado por un elemento y sélo uno, sino la parte
vacia de C. Con las operaciones v, ', p’ extendidas a C y con las u, t, p,
definidas desde el primer momento en C, constituimos la multidlgebra
1C; u, 1, p, W, ¢, p’t. Una tal multidlgebra constituye, por definicién, un
hemicuerpo, si ademds de satisfacer w, ¢, p, «/, ¢, p’, las leyes ya citadas,
satisfacen también las dos siguientes:

P&, py, ) =pp (zy,p (= 2),
Py 2,2 =p@ W ), pE o),

siendo z, y , z elementos cualesquiera de C.

Jn hemicuerpo en el que la operacién p’ sea conmutativa (las dos leyes-
tltimas se reducen entonces a una sola) recibe el nombre de cuerpo.

Si {C; u, 4, p o, ¢, p’} es un cuerpo, los grupos {C; u, ¢, pt ¥y
{€C —w; w, ¢, p’t reciben respectivamente los nombres de grupo aditivo-
y grupo multiplicativo del mismo. En vez de u, i (x), p (z, y), v, ¥ (z),
p” (z, y), (siendo z, y elementos cualesquiera de C) se escribe respectiva--
mente como es sabido, 0 (elemento cero), —x, = + y, I (elemento uni-.
dad), %, z y. Esta tltima notacién serd la que usaremos invariablemente -
en adelante, siempre que tratemos de un hemicuerpo o de un cuerpo. En
el capitulo II trataremos de los cuerpos finitos, o lo que es lo msimo, de
los hemicuerpos finitos, pues, como es sabido, todo hemicuerpo finito es.
un cuerpo.

Simplificaremos también aqui la notacién y diremos simplemente que
C es un cuerpo para significar que C es un conjunto.en el que estdn defi-
nidas operaciones u, 7, p, W, U, p’, tales que el sistema {C; u, 2, p, u’; ¥, p't
es un cuerpo.

—aobe
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15
FUNCIONES DE INTERVALO EN UN CONJUNTO ORDENADO LOCGCALMENTE FINITO

Vamos a presentar algunos resultados de L. Weisner, P. Harrn y M.
“Warbp, cuyo conocimiento hard mdas comprensible el significado de la fun-
ci6én que queremos definir y estudiar en el conjunto de las multidlgebras
finitas.

Ya hemos dicho lo que se entiende por intervalo de un conjunto orde-
nado S. Si todo intervalo no vacio de S es finito, diremos que; S es un
conjunto ordenado localmente finito. Un tal conjunto ordenado no es ne-
cesariamente finito (lo veremos méds adelante con un ejemplo), pero si sien-
do S localmente finito posee elemento minimo ¢ y elemento maximo u,
entonces S es finito puesto que se identifica con el intervalo [c¢, u].

Consideremos el conjunto ¢ de todos los intervalos no vacios de un
conjunto ordenado localmente finito S. Toda funcién cuyo dominio sea J
o una parte de g serd denominada funcién de intervalo en S. L. WEISNER
[R5] estudié las funciones de intervalo que toman sus valores en un hemi-
cuerpo I' (cualquiera, pero fijo) de caracteristica cero. Vamos a resumir
los resultados de dicho autor, restringiéndonos al caso en que se toma
como hemicuerpo el cuerpo de los nimeros racionales. Estos resultados son
los siguientes (cuando se diga “funcién” entiéndase “funcién de intervalo
en S con valores racionales”):

1.°) A cada funcién fs le corresponde una funcién y una sola g5 con la
propiedad de que, para cada intervalo[ u, v] de S, se cumple:

fsw,v)= = gs(u, 2 15-1
ugzgu

2.° Existe, para cada conjunto ordenado S, una funcién y sélo una,
que designaremos por ps, caracterizada por satisfacer, para todo intervalo
[u, v], las siguientes identidades:

2 Hs(x,10 = lisﬁ U =2 152
uCzCo

s (@ v) =07 STu— 15-3
ugz(;u

La funcién pg recibe el nombre de funcion de Weisner-Mobius del Conjunto
ordenado S.

3.°) Si dos funciones fsy g¢s estdn relacionadas por la identidad 15-1,
se cumple entonces, cualquiera que sea el intervalo [u, v] de S:

s (0, 0) = uC%Cvfs (). G U 15-4

siendo pg la funcién de Weisner-Mébius del conjunto ordenado S.

La funcién p; de Weisner-Mobius ha sido estudiada de un modo particu-
Jdar por el mismo WersNer [25], por P. HarL [10], [11] y por 8. DELSAR-

T,
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TE [3], en los casos en que el Conjunto ordenado S es un reticulo de sub-
grupos de cierto tipo de grupos finitos, y ha sido aplicada con éxito a la
resolucién de distintos problemas de enumeracién de la Teoria de Grupos.
Una bibliografia completa de lo publicado hasta la fecha acerca de esta
funcién, puede verse en un interesante trabajo de Gian-Carro Rota [19].
. M. Wagrp [24] resumié y ampli6 los resultados de Weisner, conside-
rando el conjunto % (v. nota 8) de todas las funciones de intervalo, en un
conjunto ordenado localmente finito S (los valores de estas funciones son,
en el trabajo de dicho autor, elementos de un hemicuerpo fijo T' de carac-
teristica cero, pero para simplificar supondremos siempre que I' es el
cuerpo de los nimeros racionales) y revel6 la estructura de anillo de dicho
conjunto cuando se introducen en él una suma y un producto definidos
como sigue:

La suma fs + g5 de las funciones fs y ¢s es la funcién que, para cada
intervalo [u, v] de S toma el valor

(fs + g9 (w, v) = fs(u, v) +'gs (W, v). 15-5

El producto f g de f por g, llamado por Ward producto de Dirichlet,
es la funcién que, para cada intervalo [u, v] de S toma el valor

(fs gs) (w, v) = uCE:ch fs (u, ) gs (x, v) 15-6

Este anillo de funciones de intervalo en S, que designaremos también
por &, posee un elemento unidad que es la funcién &;, caracterizada por
Ser:

ds (u, v) = 1, Sl es u = v, 15-7
ds (u, v) = 0, sl es u == . 15-8

Ward llamé funciones propias a aquellas funciones que en el anillo %
poseen elemento inverso,, es decir, una funcién f,; es llamada propia, si
existe otra funcién fs* tal que fs fs* = [s* fs = ds. Demostré el mismo
autor que una funcién fs es propia, si y sélo si, para todo intervalo trivial
[z, =] es fs(z, ) == 0. La funcién ps introducida por Weisner, no es sino la
funcién inversa en %, de la funcién propia ts que toma el valor 1 para todo
intervalo de S. En efecto, las igualdades 15-2 y 15-3 pueden ser resumidas
en la forma .

D e 2 (@0 = os (U ),

uCzCv

lo cual es lo mismo que poner
Cs * ps = Os 6 ps = G

El resultado 3.° de Weisner, deriva de que la igualdad 15-1, satisfecha
para todo intervalo [u, v] de S, equivale a poner fs = gs &, y consideran-
do esta tltima igualdad como una ecuacién con la funcién g; indetermi-
nada, la existencia de la funcién ps, inversa (dinica) de 5, hace ver que
la funcién g5 = fs & es la tnica que satisface dicha ecuacién. La igualdad
15-4 no es més que la igualdad g5 = fs ps aplicada a un intervalo cualquie-
ra [u, v] de S.
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16
FUNCIONES REGULARES DE INTERVAILO

Si un conjunto ordenado S posee un elemento minimo ¢ y un elemento
méximo u, diremos que S es acotado.

Tengamos en cuenta que todo intervalo no vacio [a, b] de un conjunto
ordenado localmente finito, es un conjunto ordenado finito que tiene la par-
ticularidad de ser acotado. Viceversa, todo conjunto ordenado finito y aco-
tado S, puede considerarse idéntico al intervalo finito no vacio [c, u], si ¢
es el elemento minimo y w el elemento mdximo de S. Segtin esto podemos.
decir que “intervalo finito no vacio” y “Conjunto ordenado finito y acota-
do” son conceptos equivalentes y en consecuencia no los distinguiremos en
lo sucesivo. Diremos simplemente “intervalo finito” para referirnos indis-
tintamente, ya sea a un intervalo finito no vacio de cualquier conjunto or-
denado o bien a un conjunto ordenado finito S con elemento minimo y ele-
mento maximo. Si consideramos a S como un intervalo, todo intervalo de
S serd llamado subintervalo. Toda funcién de intervalo f; en un conjunto
ordenado localmente finito S, puede por lo tanto ser considerada como una
funcién que tiene por dominio un determinado sistema de intervalos (el sis-
tema formado por los intervalos de S). Si [a, b] y [¢, d] son intervalos iso-
morfos, pero distintos, de S (se satisface por lo menos una de las desigual-
dades a = ¢, b=~ d), nada se opone, en principio. a que sea fs (a. b) =~
= [s (¢, d), siendo fs; una funcién cualquiera de intervalo en S, ni tampoco
es preciso que se sepa extender la funcién fs a un dominio mds amplio que
el de los intervalos de S. Sin embargo, en los casos que presentan algin in-
terés; lo que corrientemente se hace (lo que hemos hecho en el caso de las
funciones 3; y Cs) es dar una ley [ que hace corresponder a cada intervalo
no vacio.de un conjunto ordenado cualquiera, localmente finito S, un valor
f(x, y) que depende unicamente de la estructura de [z, y] y no del conjun-
to ordenado S. Teniendo en cuenta la identidad entre intervalos finitos no
vacios y conjuntos ordenados finitos y acotados, podemos considerar a f
como una funcién definida en el sistema de todos los intervalos finitos (cual-
quiera que sea el conjunto ordenado a que pertenezcan), funcién que tiene
la particularidad de atribuir siempre un mismo valor a intervalos isomor-
fos. A una funcién de este tipo la llamaremos funcién reqular de intervalo.
Una vez definida una funcién regular de intervalo, quedard automaticamen-
te definida, para cada conjunto ordenado localmente finito S, la funcién fs
restriccién de f al conjunto de los intervalos no vacios de S. Asi, las fun-
ciones &s y G, definidas anteriormente para un conjunto ordenado localmen-
te finito cualquiera S, pueden ser consideradas como las restricciones, al
conjunto de los intervalos de S, de las funciones regulares de intervalo & ¥
¢ definidas poniendo:

8(S) =1, si S es un intervalo trivial (con un 30lo elemento).
- 3(S) = 0, si S es un intervalo no trivial.
&(S) = 1, cualquiera que sea el intervalo (trivial o no) S.

—gnel
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Dadas dos funciones regulares de intervalo f, g, es posible definir la
suma f + ¢ y el producto de Dirichlet fg andlogamente a como se hace cuan-
do se trata de funciones de intervalo fs, ¢s, en un conjunto ordenado lo-
calmente finito S. En efecto, si / y g son funciones regulares de intervalo
se conocen los valores f(S) y ¢(S), para cualquier intervalo S, asi como tam-
bién se conocen los valores f(x, y) y g(x, y) que toman f y g respectivamen-
te, para un subintervalo cualquiera [, y| de S. En consecuencia, se pue-
«le poner por definicién:

(f + 9)(S) = [(S) + g(S) 16-1
(f9)(S) = CEF flc, x) - g(=, W) 16-2

Las funciones [ + ¢ y fg, asi definidas, son evidentemente funciones re-
:gulares de intervalo (toman valores iguales para intervalos isomorfos).

Los resultados de M. Wagrp se pueden interpretar diciendo que el siste-
ma de las funciones regulares de intervalo constituye un anillo &% con un
-elemento unidad que es la funcién 3 (Ilamada también funcion & de Dirac).
La funcién inversa de € en este anillo (se demuestra que tal inversa existe
y es tnica) es la funcién p de Weisner-Mobius, de cuya restriccién ps al
.conjunto de los intervalos de un conjunto ordenado localmente finito cual-
-quiera S hemos tratado anteriormente. : '

Se demuestran facilmente los siguientes lemas, que son consecuencias
casi inmediatas de la definicién de la funcién p.:

Lema 1.—Si [a, b] es un intervalo elemental, entonces es y (a, by=—I.

Lema 2.—Si el intervalo [a, b] es una cadena de longitud mayor que 1,
-entonces es y (a, b) = 0.

Lema 2.—Si el intervalo [a, b] es una cadena de longitud mayor que 1,
(finita o infinita) cuyos elementos son a,, ..., Gy gy @y, Goyy, (G 1 @4 a2 ..)
Y [ es una funcion regular de intervalo, los valores de la funcién fp para
dos intervalos de S (los cuales son todos evidentemente de la forma [a;, @]
'con © = §) vienen dados por

(’ p‘) (aii a'i) = f(ai’ a'f)’ S1 es i = j?
(f v (@, @) = [(a;, a;) — f(a, ay_r), sies 1 <.
Lema 4.—Si vy, es una funciéon definida solamente para los intervalos de
la forma [a, z], siendo a un elemento fijo de un conjunto ordenado local-

mente finito S, y ¢ es una funcién regular de wntervalo de tal manera qie
‘para todo intervalo de la forma [a, x] se verifica

2 (@ mr = o (U e

aCzCx

entonces la funcion v, es la restriccién de la funcién v = o p al conjunto de
dos intervalos de S de la forma [a, z].

0] e
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LoNGITUD MAXIMA Y LONGITUD MINIMA DE UN INTERVALO

Entre las funciones regulares de intervalo destacaremos las que vamos
a llamar longitud mdxima y longitud minima.

Si S = [a, b] es un intervalo finito de extremos a y b, existird siempre
un nimero finito de cadenas maximales de @ a b. Cada una de estas cade-
nas tiene una longitud que no es necesariamnte la misma para todas ellas.
El conjunto formado por las longitudes de todas las cadenas maximales de
@ a b es pues un conjunto finito de enteros no negativos que contiene un
maximo y un minimo. Esto nos permite asignar a cada intervalo finito
S ='[a, b] los enteros no negativos D(S) = D(a, b) y d(S) = d(a, b) de la
siguiente manera:

D(a, b) = valor méximo de las longitudes de las cadenas maximales
de aab.

d(a, b) = valor minimo de las longitudes de las cadenas maximales
de a a b.

De estas definiciones se desprende que para todo intervalo trivial e 2]
es Dz, ) = d(z, x) = 0.

Puesto que S = [a, b] puede ser un intervalo finito cualquiera, quedan
de este modo definidas las funciones regulares de intervalo D y d, a las que
llamaremos respectivamente longitud mdxima y longitud minima.

Si un conjunto ordenado localmente finito 7' es tal que, para todo inter-
valo [a, b] de T todas las cadenas maximales de a a b tienen la misma lon-
gitud, se dice que T satisface la condicién de cadena de Jordan-Dedekind.
Las funciones D y d se reducen evidentemente a una funcién unica, cuan-
do se restringen al conjunto de los intervalos de un conjunto ordenado que
satisfaga esta condicién. La funcién D se conoce en la literatura matemd-
tica con el nombre de Dimensién (v. nota 9).

18
Las runciones dp, Dy, wpd, pD Y SUS PROPIEDADES

Una vez definidas las funciones D, d y p y el producto de Dirichlet de
dos funciones, tal como se indica en 16-2, quedan automdticamente defini-
dos los productos Dy, dyp, pD y pd. En un trabajo anterior (v. [6]) demos-
trabamos que la funcién que aqui designamos por Dy (en nuestro trabajo de
referencia la designdbamos por dp) se anula para todo reticulo (finito) re-
ducible. Este resultado no es sino un caso particular del teorema que vamos
a demostrar a continuacién:

Teorema 1. — Si un intervalo finito S = [a, b] es reducible, entonces es

(D) (S) = (uD) (S) = (du) (S) = (ud) (S) = 0.

=g
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La demostracién de este teorema se deriva de los dos lemas siguientes :

Lema 5. — Si el intervalo finito S = [c, u], es producto directo de los
wntervalos S; y S,, de extremos ¢, w;, Y ¢, U, respectivamente, se verifica:
D(S) = D(S,) + D(S,), 18-1
d(S) = d(Sy) + d(S,), 18-2

e, lo que es lo mismo:
D(c, w) = D(¢;, wy) + D(c,, uy) 18-1~
d(c, w) = d(e;y, uy) + die,, uy) 18-2°

La demostracion es inmediata si se tiene en cuenta que si a=<<a;, a;>>,
b = < by, b, > son dos elementos de S;xS,, es a | b siy s6lo sies a; { by,
a, = b, 0 bien a; = by, a, { b,. De aqui que las primeras componentes de.
los elementos de una cadena maximal C de ¢ a w en S, constituyen una ca-
dena maximal C; de ¢, a v, en S;, mientras las segundas componentes for-
man una cadena maximal C, de ¢, a u,, siendo en todo caso

long (C) = long (C,) + long (C,) 18-3

Si C es de longitud maxima. entre todas las cadenas de ¢ a u, entonces
C, vy C, son también de longitud maxima entre todas las cadenas de ¢; a u; y
de ¢, a u, respectivamente. Por definicién es entonces: long(C) = D(c, w),
long(C,) = D(¢;, wy), long(C,) = D(c,, us), de lo cual y de la 18-3 resulta 18-1".

Del mismo modo obtendriamos 18-2’ sin més que considerar cadenas ma-
ximales de longitud minima de ¢ a u, de ¢; a w; y de ¢ a w.

Lema 6. — Para todo intervalo S = [a, b] que sea producto directo de
los intervalos S; = [ay, b], S, = [a, b.], se verifica
w(S) = w(Sy) u(Sy), 18-4

¢ lo que es lo mismo
w(a, b) = w(ay, b)) plas;, by) 18-4"

La demostracién de este lema se hace por induccién. Se cumple en efec-
to si [a, b] es un intervalo de un elemento (trivial), (entonces es a = b.
a, = by, a5 = by, pla, b) = play, b)) = wpla, b)) = I), y es facil ver que si
se cumple para intervalos de menos de m elementos, se cumple también
para los de n (v. nota 10).

Demostracién del teorema 1 :

Si el intervalo finito S = [¢, w], con elemento minimo ¢ y elemento md-
Ximo u, siendo ¢ = u, es reducible, serd por definicién producto directo de
los intervalos no triviales S; y S,, cada uno de los cuales poseerd elemento
minimo y elemento méximo. Designando por ¢;, u;, los elementos méximo y
minimo de S, y por ¢, wu, los de S,, al ser S;, S, no triviales, deberd ser
€ F U, 67 w,. Segun la definicién de (dp) (S) tendremos entonces, ak
aplicar los lemas 5 y 6:

— =
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—= (e, 1) (@) )
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ezt

+ 2 d(6, Ts) (T W) (T, Us) =
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= 3 dle, x) p(@, w) D (@, w) +
e, CoCuy c,Cx.Cu,

LY (o ) A (S ) e Rl (e )
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chCla Car, ¢, (€ u,
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‘Recordando que, por ser ¢; = u; y ¢ 7= u, es, segin la definicién de p,

e ), — 0

e, Cz,Cuy

2 't"‘(“rb ’ll»_;) = O

e,Cxz.Cu

e obtiene
(dp) (S) = 0, c. q:d-

Del mismo modo demostrariamos que, con las mismas hip6tesis acerca
«de S, es

D) =0, (h©) =0, (@D)(S) =0.

A partir de ahora nos ocuparemos solamente de la funcién dp. Para cada
‘teorema que demostremos relativo a esta funcién, se podria demostrar un
‘teorema andlogo para cada una de las funciones pd. Dy y uD, pero no insis-
‘tiremos en ello por no ser interesante para nuestros fines.

El siguiente teorema hace referencia a la funcién dp. en el caso en que el
conjunto ordenado S a que se aplica sea un reticulo finito. Tengamos pre-
-sente que en todo conjunto ordenado, con elemento minimo ¢ y elemento
maximo u, reciben el nombre de dtomos los elementos contiguos de ¢ y de
antidtomos los contiguos de w.

Teorema 2. — Si S es un reticulo finito no trivial que satisface la con-
-dicion de cadena de Jordan-Dedelkind, entonces es

(dw) (S) = (dv) (2, 1)

-siendo wu el elemento maximo e i el infimo del conjunto de los antidtomos

-de S. :
Para demostrar este teorema haremos uso de dos lemas.

—igpi
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Lema 7. — St S es un reticulo finito no trivial y llamamos ¢ al infimo
del conjunto de los antuitomos de S, entonces para todo x € S tal que ¢ C ,

es p(x, w) = 0, siendo u el elemento mazimo de S.
Demostracién: Definamos una sucesién de funciones de intervalo
Q, Q1,..., Qr,... de la siguiente manera:

0, (z, y) o (x, y)

Q. (2, y) = nimero de conjuntos formados por k elementos contiguos
inferiores de y cuyo infimo sea = (k = 1).

Weisner [25] demostré que para todo intervalo [z, y] de un reticulo
localmente finito S, se verifica :

] (.17, ?/) = E‘O(— l>k Q,,(.Z, Z/):
de modo que, en particular se tiene:
v (@, 1) = 3 (1P 0z, uw) . .- 185
k=0 A

Supongamos ahora que x es tal que el infimo ¢ de los antidtomos de S
0o es inferior a = (2 € x). Entonces = no puede ser infimo de ningun sub-
conjunto de antidtomos, pues suponiendo que estos son a, ..., a,, siempre
podemos disponer los indices de modo que si « es la interseccién (infimo)
de k antidtomos (1 =< k =< n), sea precmamente T — oy e @ta,yaalser
2 —ia, M. e @ae, @ L@, setiat —x (e O B ae,)E o, con-
lrariamente a lo supuesto. De aqui se deduce que para todo k=1 es (bajo
la hipétesis ¢ € ).

O @v) =

Por otra parte, por ser i € x e + C w, sefd x = u, y'en comseeuencia
0y (x, w) = & (x, uw) = 0.

De todo ello se deduce que por 18-5

w (e ) = % 0 (x, w) =0 ; c..q. d.

Lema 8. = [c, u], cuyos elementos
minimo y mdximo se deszgnan por ¢ y u (c—,- u) satisface a la condicién
de cadena de Jordin-Dedekind y i es el infumo del conjunto de antidto-
mos de S, entonces para todo x € S tal que 1 Cx Cu es

di(cim)—"d(c; a:)+d(z a)

En efecto: Consideremos para todo « (1 C zC u) una cadena ma\lmal
€, de ¢ a i y una cadena maximal C, de i a 2. Juntando los elementos de
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estas dos cadenas se obtiene una cadena maximal C de ¢ a = y evidente-
mente es

long (C) = long (C) + long (Cy).

Ahora bien, al tener todas las cadenas maximales entre dos elementos
determinados la misma longitud, serd:

long (C) = d (c, x); long (C) = d (¢, 1); long (C) = d (2, ), de donde
d(c, ) =d(c, 1) + d( x), G0l

Demostracion del teorema 2:

Segtin la definicién de dp es
(@) () = (@) (e, w) = = d (¢, 2) p (2, W), 18-6:

(dp‘) (i’ 'LL) = X d (7'2 (E) & (37, u) 18-7
¢cCzCu
Al ser, segtn el lema 7, p (z, w) = 0 para todo « tal que ¢ € , de 18-

se deduce:
@O = 3 de)p@w =

= 3 (A )+ dG6 D) p@ ) =

iCzCu

= N deyplz, v+ S d z)p(z )=
iCz”u

iczZu

Il

i) D p@w+ 3 d6 el 0=
iCxzCu iCzCu

=d(c,)d (1, v+ (dp) (2, w 18-8

El elemento i es interseccién de un conjunto (no vacio por ser S no
trivial) de elementos contiguos inferiores de w y por lo tanto es ¢ u, de
donde se deduce que es & (i, w) = 0. Teniendo esto en cuenta en 18-8,
resulta

(dp) (S) = (dw) (¢, ), c. q. d.

19
LA FUNCION dp. EN LAS CADENAS

Todo conjunto totalmente ordenado localmente finito o cadena local-
mente finita satisface evidentemente la condici6n de cadena de Jordan-De-
dekind y por lo tanto no hay lugar a distinguir entre longitud mdxima o

SECY
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dimensién y longitud minima para los intervalos de S. Todo intervalo
[u, v] de S es en este caso una cadena finita que podemos suponer de lon.
gitud n y designar sus elementOS por a,, &, ..., G, G, Siendo.a, { a; }
! :.4a_ | a. Para todo ¢ =0,1, .., n—1, n es evidentemente
d (au, oy — D) —: Aphcando el lema 3 a la funcién d obtenemos

(d) (a;, @) = d (a, @) = 0
(dp) (@, @) = d (&, a) —d (@, 4.) = | —i— [(—D—1] =
=j—@G—D =1 siest<y.

Con esto queda demostrado el lema siguiente:

Lema 9. — La funcién dp. toma el valor 0 para todo intervalo trivial y
el valor 1 para toda cadena no trivial,

20
LA FUNCION dy EN LOS RETICULOS DE DIVISORES DE UN NUMERO

Consideremos el conjunto D, de enteros positivos constituido por los
divisores del entero positivo n. Ordenado este conjunto por la relacién C
definida poniendo, para dos divisores cualesquiera d;, d, de n

d, C d, < d, divide a d,,
constituye como se sabe un reticulo en el cual es

sup (a, b) = aUb = m. c. m. (a, b),
nf (a, b)) =anNb =m.c. d. (a,b).

Si es n = p’, siendo p un nimero primo, entonces el reticulo D, es una

k

cadena de longitud r. Si es n = _] R ST el T
siendo pj, ..., p; DUMeEros primos dlthHtOS el reticulo D, es un producto
directo de / cadenas de longitudes 7y, ..., 7. y por lo tanto reducible. Apli-
cando a los reticulos de este tipo el lema 9 y el teorema 1, se tiene:
TeoreEMA 3. — St D, es el reticulo de los divisores del nimero natural n
(n > 0), entonces es
(dp) (D) = 1,

st n es una potencia de un niumero prime py (dw) (D)) = 0 en los demds
€asos.
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DEFINICION DE LA FUNCION A EN EL CONJUNTO DE LAS MULTIALGEBRAS FINITAS

Sabemos que todo reticulo finito no vacio, en su calidad de conjunto
ordenado especial, posee un maximo y un minimo, es decir, es un inter-
valo. Sabemos también que para cada multidlgebra finita 9, el reticulo
L (9) de las submultidlgebras de I, es finito. Podemos pues hacer co-
rresponder, como ya hemos indicado en la seccién 1, a cada multidlgebra
finita I, el entero

4 () = (dw) (L (1),

quedando asi definida la funcién 4 en el conjunto de las multidlgebras
finitas.

Antes de pasar adelante, vamos a enunciar como teoremas 1’ y 2’ las
propiedades de la funcién 4 que se obtienen al aplicar los teoremas 1 y 2
respectivamente, al reticulo L (9) de las submultidlgebras de una multi-
dlgebra finita IT.

Diremos que una multidlgebra I es L-reducible cuando (y sélo cudndo)
€] reticulo L (IU) es reducible.

- TeoremMa 1" — St M es una multidlgebra finita L-reducible, entonces es
A (1) =0.

Si I es una multidlgebra finita y I’ una submultidlgebra de 9 dire-
mos que I’ es una submultidlgebra mazimal de I si el elemento de
L (IT) representado por I’ es un antidtomo. En teoria de grupos se da el
nombre de subgrupo de Frattini de un grupo § al subgrupo intersecci6n
de los subgrupos maximales de 4. Por analogfa, vamos a llamar submul-
tidlgebras de Fraftini de una multidlgebra 9 a la multidlgebra intersec-
cién de todas las submultidlgebras maximales de IC.

TeoreMA 2'. — Si I es una multidlgebra finita tal que el reticulo L (IT)
satisface la condicion de cadena de Jordan-Dedekind y 4 es la submulii-
dlgebra de Frattini de I, entonces es

4 () = (dw) (&, T0),

siendo (dp) (4, M) el valor que toma la funcién dp para el intervalo
L4, o] de L (M),
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CapiTuro I
LA, FUNCION A EN LOS GRUPOS FINITOS

22
BREVE MENCION DE RESULTADOS CONOCIDOS

El reticulo de las submultidlgebras de un grupo G es el reticulo L (G),
cuya estructura determina, en el caso de ser G finito, el valor de
A (G) = (dp) (L (G)).

Damos por sabidas, segtin ya hemos dicho en la seccién 1, las nociones
béasicas de la Teoria de Grupos. Para facilitar la exposici6n resumimos, en
forma de lemas, los resultados que nos han de ser mas ttiles para deter-
minar los valores de la funcién 4.

Lema 10. — El orden de todo subgrupo H de un grupo finito G, es di-
visor del orden de G (teorema de Lagrange).

Lema 11. — Todo grupo abeliano finito G, cuyo orden, descompuesto
en sus factores primos es, m = P ... p"r, es producto directo de gru-
por G, ..., G,, donde para cada v =1, ..., v, G; es dorden p# y es pro-
ducto directo de s grupos ciclicos (s > 1) de ¢érdenes psu,..., peis, siendo
e; + ... + e, = e, La demostracién de este lema puede verse, por ejem
plo, en M. Harr [9] (pdg. 40, teorema 3.3.1)

Temando por base este tltimo lema, se da el nombre de elementalmen-
te abeliano a todo grupo abeliano que sea producto directo de grupos
ciclicos de orden p, siendo p un namero primo (corresponde al caso

=1, s =e, e, =..= e, =1, segin la notacién usada en el enun-
clado 'del lema). Consideraremos tamb1en como elementalmente abeliano
al grupo trivial.

De un modo general, los nimeros naturales e, reciben el nombre de
wmvariantes del grupo finito G. Tales invariantes determinan por completo
el grupo G, salvo isomorfismo.

Recordemos que todo elemento a de un grupo cualquiera G engendra
un subgrupo {a} de G que, o bien es isomorfo al grupo aditivo de los
numeros enteros, o bien es ciclico de orden finito. Se da el nombre de
orden de un elemento a de un grupo G al orden del grupo {at. El orden
de un elemento a de un grupo finito G es, como se abe un numero finito
divisor del orden de G. :

gy =
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Lema 12. — EI reticulo L (G) de los subgrupos de un grupo G es pro-
ducto directo de reticulos L (A€ N) si y sélo si G es producto directo de

grupos G, tales que L (G)>~L (A€AN) y el orden de cualquier elemento
de G, (para todo X € N\) es un mimero finito primo con el orden de cual-
quier elemento de G, (A= p).La demostracién puede encontrarse en Su-
zukr [21], pag. b, teorema 4.

Lema 13. — Si G es un grupo finito ciclico de orden n, el reticulo L (G)
es isomorfo al reticulo D, de los divisores de m (véase, por ejemplo, M.
Harv [9], pag. 35, teorema 3.1.1.).

LeMa 14. — Si el grupo finito G es de orden n = p™ s, siendo p un ni-
mero primo no dwisor de s, entonces G contiene subgrupos de érdenes p’,
t=1,..,m, y todo subgrupo de orden p‘ es divisor normal de por lo

menos un grupo de orden pt' (véase M. Harn [9], pag. 44, teorema 4.2.1).

Lema 15. — El reticulo L (G) de los subgrupos de un grupo G de orden
p" (p numero primo, r = 1) satisface la condicién de cadena de Jordan-
Dedelkind (este lema es consecuencia inmediata del anterior).

Lema 16. — EI reticulo L (G) de los subgrupos de un grupo abeliano G
satisface la condicién de cadena de Jordan-Dedekind.

Esto deriva de que para un grupo cualquiera G, el conjunto de los sub-
grupos divisores normales de G constituye un reticulo Ly (G) que es modu-
lar (v. nota 11) y es un N-subreticulo de L (G) (véase, p. ej., Hermes [17],
pdgina 44). Si G es abeliano Ly( G) coincide con L (G) puesto que todo sub-
grupo de G es normal. Todo reticulo modular satisface la condicién de ca-
dena de Jordan-Dedekind (véase también Hermes [17], pdg. 73).

Lema 17. — Todo reticulo L (G) de un grupo abeliano finito G, es dual
de si mismo, en el sentido de que eriste una aplicacién biunivoca reversi-
ble ¢ de L (G) sobre si mismo tal que si H,, H, son subgrupos de G (elemen-
tos de L (G) es

H,CH, < ¢ (H)C o (H)

(toda aplicacién ¢ que retna estas condiciones recibe el nombre de auto-
morfismo dual de L (G)). En M. Havr [9], pdg. 196, teorema 13.2.4 se de-
muestra el cardcter dual de L (G) para una clase de grupos G que contiene
los grupos abelianos finitos).

Un subgrupo H de un grupo G serd llamado subgrupo maxzimal de G si
Yy s6lo si es H 5~ G y no existe ningtin subgrupo H, tal que sea H C H, C G
(recuérdese que, por ejemplo, H C H, significa que es a la vez HCH, y
H--H}:

Dado un grupo G, si designamos por G, el subgrupo de G que contiene
el elemento neutro (G, es el elemento minimo de L (G)), un subgrupo
H de G serd llamado subgrupo minimal de G si y sélo si es H=G, y no
existe ningin subgrupo H, de G tal que G, C H, C H.

. Lema 18. — Si para un grupo abeliano finito G, llamamos I al subgrupo
wmterseccion de todos los subgrupos maximales de G (I es, por definicién,

=eagine
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el subgrupo de Frattini de G) y U al subgrupo unidén de todos los sub-
grupos minimales de G, entonces los intervalos [G,, U] y [I, G] de L G)
son isomorfos.

En efecto, [G,, U] es lo mismo que el reticulo L (U) de los subgrupos

de U. U, como subgrupo de G, es también un grupo abeliano finito y por

lo tanto existe un automorfismo dual o, de L (U), lo mismo que existe un
automorfismo dual g, de L (G). La aplicacién producto ¢; ¢, es, como fa-
cilmente se comprueba, un isomorfismo del intervalo [G,, U] sobre el in-
tervalo [I, G].

Lema 19. — Si G es un grupo elementalmente abeliano de orden p'.
existen para cada entero h tal que 0 = h < s, ewactamente N;,, subgrupos
«de G de orden p", siendo

N,,o = 1, cualquiera que sea s = 0,

I—p)I—p)... d—p™) ... A—p")
I—pI—pH)..d—p)... T—Dp"H

Nez —
Siles =11 8s =~
Se verifica siempre
Ns) me— Ny

Lema 20. — Todo subgrupo de un grupo elementalmente abeliano es
elementalmente abeliano

La demostracién de los dos lemas anteriores puede hallarse por ejemplo -
en ZASSENHAUs [28], pag. 142.

Lema 21. — Si un grupo abeliano finito G de orden p® (p maimero primo,
e > 1) es producto directo de s grupos ciclicos de érdenes p&, ..., p%,
(e; + ... + e, = e) entonces el subgrupo U, unién de los grupos maxvima-
les de G es elementalmente abeliano de orden p°. La estructura de U viene
por lo tanto determinada por p y por el mimero s de invariantes, siendo
andependiente de los valores particulares e, ..., e, de éstos.

Es sabido en efecto que todo grupo ciclico de orden n (n > 0) puede
ser representado por el grupo aditivo de las clases de congruencia médu-
lo n. Cada clase de congruencia puede representarse a su vez por el entero
no negativo menor que n que contiene, de modo que en definitiva, el grupo
ciclico de orden m puede considerarse constituido por el conjunto
10, 1, ..., n—1} de enteros no negativos poniendo, para cada par de
enteros no negativos a, b, menores que n

a®b=c<a+b=cmdnN)=c<n 22-1

El elemento neutro del grupo es el nimero 0 y el elemento inverso de
un nimero a (0 < a <n) es n — a. Segun lo que antecede, y segin la de-
finicién de producto directo de grupos, el grupo G puede considerarse re-
presentado por el conjunto de todas las s-tuplas < a;...., @;,..., a; > de en-
teros no negativos, donde para cada i = 1,..., s es 0 =< a; < p%, y por ope-

=39 —.
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racién binaria se toma la definida poniendo, para dos cualesquiera de tales
sstuplas ai= <o G G, b= << by b s b

G b —=tCr G

donde para cada ¢ = 1,..., s es

¢ = a; + b; (mod p%) 0<c <p
Segin el lema 14 existen subgrupos de G de orden p y segtn el lema 10
tales subgrupos son precisamente los subgrupos minimales de G. Si M es
uno de estos subgrupos minimales y x es un elemento de M, el orden de x,
necesariamente divisor del orden de M, ha de ser p 6 7, de modo que en
todo caso ha de verificarse, si es x = < @,,..., Ti,..., T, >

TDTD . CE=<0,.,,0....,0>,
0 lo que es lo mismo
px; = 0 (mod p%), 0=l s 22-2

Viceversa, si x satisface estas condiciones, o bien es el. elemento neutro
<0,..., 0,..., 0 > que pertenece a todo subgrupo, o bien engendra un sub-
grupo minimal {z} al que pertenece. De todo esto se deduce que un elemen-
toz =<<wx,..., x,..., , > de G pertenece a un subgrupo minimal de G si
y sblo si satisface la condicién 22-2. El conjunto de todos estos elementos

constituye un subgrupo, segin ficilmente se comprueba, el cual no puede
ser otro que el U.

Ahora bien, para que sea px; = 0 (mod p%), es preciso y basta que sea
x;=p%" y si exigimos ademds que sea z; < p4, podremos poner x,=y; pi,
siendo y; uno de los ntmeros 0, 7,..., p — 1. El subgrupo U puede pues
considerarse representado por el conjunto de las s-tuplas de la forma

SyapiE s i Bl
siendo ¥,,..., y; uno cualquiera de los nimeros 0, 7,..., p—1.
La aplicaci6n =
S pERS e L pE e R
es, evidentemente, un isomorfismo de U sobre el producto directo de s gru-
pos de orden p, lo cual equivale a decir que U es elementalmente abeliano

de orden p* c. q. d.

Lema 22. — Si G es un grupo finito (abeliano o no) de orden Pt (p nume-
ro primo, e = 1) y H es un subgrupo cualquiera de G, de orden p*, enton-
ces el valor que toma la funcién y de Weisner-Msbius para el intervalc

[H, G] de L(G) viene dado por:
a(H G (— Iy~ - p(e—h)(e—h—l);sl,

=L 0
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si H es subgrupo normal de G y el grupo cociente G/H es elementalmente-

abeliano.

v (H, G) = 0 en los demds casos.

La demostracién puede hallarse en Weisner [26], pdg. 487.
Si G es un grupo (abeliano o no) de orden n = p,,..., p,, existen, se--
gn nos dice el lema 14, subgrupos de G de cada uno de los 6rdenes-

Pis,--., prr. Cada uno de tales subgrupos recibe el nombre de subgrupo de-
Sylow de G.

Lema 23. — Si un grupo G de orden n = p,s ... p,s, siendo 7= 2, es-
isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow, entonces el reticulo-
L(G) es reducible.

Basta ver en efecto que si se cumple esta condicién, existe para cada:
i = 1,..., » un subgrupo de Sylow y s6lo uno G, de orden p/i (si existiesen
k; grupos de Sylow de orden pi entonces el producto directo G serfa de or--
den p5*i...pJa%, de donde, k,=...=k, = I). Entonces es G = G;x ... xG,.
y se cumplen las condiciones del lema 12, lo cual nos dice que G es re-
ducible.

Si H es un subgrupo de un grupo G, recibe como es sabido el nombre-
de normalizador Ny de H el conjunto {z: € G A (h€ H= x7* hx € H)}.

Se demuestra que el normalizador N, de un grupo H es un grupo que-
contiene H, pudiendo ocurrir que sea H = Ny o que sea H C Ny.

Conviniendo en llamar subgrupo propio de un grupo G a todo subgrupo-
de G distinto de G podemos enunciar el siguiente lema:

Lema 24. — Un grupo finito G es isomorfo al producto directo de sus-
subgrupos de Sylow si y sélo si todo subgrupo propio H de G estd conte--
nido en sentido estricto en su normalizador (es H C Ny para todo H = G)..
Véase la demostracién p. ej. en M. Harr [9], péag. 48.

23
LA FUNCION A EN LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS

~ Los lemas expuestos en la seccién anterior nos permitirn determinar-
?C}%mente el valor de A(G) en todos los casos en que G sea grupo abeliano-
1N1TO0.

Si G es el grupo trivial, L(G) es el reticulo trivial y segin el lema 9 es-
A(G) = (dp) (L(G)) = 0. En adelante prescindiremos de este caso de modo-
que donde se diga “grupo abeliano” deberd entenderse “grupo abeliano fi--
nito no trivial”. :

TeoreEMA 4. — Si el orden de un grupo abeliano G es, descompuesto en
producto de factores primos, n = p,s ... p,’r, entonces es A(G) = 0 siem--
pre que sea r > 1.

— 41 —
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En efecto, si es » > 1, G es, segtn el lema 11, producto directo de dos o
mds grupos Gi,..., G,, siendo G; de orden pfi (2 = I,..., 7). Los grupos
G, satisfacen evidentemente las condiciones del lema 12, de donde

e - LE) 4 e

1o cual quiere decir que L(G) es reducible, y al serlo resulta, segin el teo-
‘rema 1:

106 = @) (E (O] 0 e

TeorEMa 5. — Si el orden de un grupo abeliano finito G, es una potencia
«de un numero primo p, entonces es

A(G) = 1, st G es ciclico

AG) = (I —p) (I —p°) ... (1 —p'?), si G es producto directo de s gru-
pos ciclicos (s > 1) de 6rdenes p*,..., pcs.

Si G es ciclico de orden p°, siendo p nimero primo y e = 7, entonces se-
‘gin el lema 13, L(G) es isomorfo al reticulo de los divisores de p°, el cual es
-evidentemente una cadena de longitud e. Segin el lema 9 serd pues

A(LG) = (dp) (L@G)) = 1

Si G es producto directo de s grupos ciclicos (s = 1) de érdenes p4,..., p,
para determinar el valor de A(G) nos convendrd recordar primero el teore-
ma 2’ segun el cual, para el reticulo L(G), que satisface la condicién de ca-
-dena de Jordan Dedekind (lema 16), se cumple

dy. (L(G)) = (dw) (I, G), R3-1

siendo I el subgrupo de Frattini de G.

Después, por ser [I, G] isomorfo a [G,, U], siendo G, el subgrupo trivial
Yy U el subgrupo unién de todos los subgrupos minimales de U (lema 18),
-Sera

WOl 6= o) &) 232

Finalmente, de 23-1 y 23-2 se desprende, teniendo en cuenta que [Gy, U]
s lo mismo que L(U) y por tanto (dy) (G,, U) = (dp) (L(U))

(dw) (L(G)) = (du) (I(U)) R3-3

-siendo U isomorfo al producto directo de s grupos ciclicos de orden p (lema
21). Nos bastara en definitiva estudiar la estructura de L(U) y de cada uno
-de los intervalos de L(U) de la forma [G,, H], siendo G, el subgrupo trivial
y H un subgrupo cualquiera de U. Cada uno de los subgrupos H es, segiin
el lema 20, elementalmente abeliano de orden p" (0 < h < s), siendo por
1o tanto isomorfos todos los subgrupos H del mismo orden y en consecuen-
<cia isomorfos también los correspondientes intervalos [G,, H].

T
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Consideremos la funcién v definida en el conjunto de los intervalos de
A(U) de la forma [G,, H] poniendo:

W (GUy Go) - 0.
v (G,, H) = 1, si H es un subgrupo de orden p.
¥ (G, H) = (I —p) ...  — p*™), si H es de orden p* con h>1

Segtn el lema 4, quedard demostrado que v es la restriccién de dp. al
conjunto de los intervalos [G,, H] si probamos que para todo subgrupo H
-de U se verifica
S (6 X) = 4G, ) 28-4

G,CXC

Esto se demostrard por induccién segun el orden de H.
En general, si H; es de orden p’, es d(G,, H;) = 1, segin se deduce ha-
.ciendo uso de los lemas 14 y 15. Llamemos S, a la suma

> v (G,X)

G,CXCH

.cuando H es de orden p"*. Se obtiene S, poniendo H = G, en 23-4 y enton-
ces evidentemente es

Sa = (Go: Ga) =0 = d(Gay Ga)

Si X = H, es un subgrupo de H de orden p, es, por definicién

Vv (G, H) = 1 23-5
Si X = H; es de orden p', entonces, tambidn por definicién, es
Y (Gy, Hy = (1 —1p) ... I —p™) 23-6
Si H es de orden p' = p, en la suma
G‘,QEX’_QH"p (Glh X)’

X puede ser solamente G, o H y se obtiene
S, =0 (G G) + v (G, ) =0 + 1 =1.

Como también es d(G,, H) = 1, vemos que se cumple 23-4 también en
-este caso.

Veamos ahora qué forma toma S, cuando es h > 7. Teniendo en cuenta
«que todo subgrupo de H distinto de G, es de uno de los érdenes p' = p.
p'..., p", se verifica:

Sh — Arh.g P (Gg, Gg) + Nh.l P (Gﬂ, Hl) +ha
.+ Nones ¥ (Go, Hiuy) + Noa ¥ (Go, H).

=AY
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Recordando el lema 19 y haciendo uso de 23-5 y 23-6, obtenemos:
B 7 — " (1 — p?
S i Pops il R i)
1—p I —p) T — p)
@—pHI—p) I —p™)
: . > 23 I—p)I—9p) + ...
(= p) U =—p) 0 p)
I—pHI—p"H..T—p°
( P <0 ) h(_g P) — L —p)... I —p") +
@ —p) i) (i e
Ut ) 0l p =
q g h{)l h <Z_p>(]_p’ ) =
= nEap) = O =) (= pt) :
] ST ]__ R ]___ h—I
B Us)
1I—1p 1—p!

=PI —p*) .. I—p)T—p)
71— p*

(I1—p) +

g ar

23-T

La suma S, consta de h sumandos no nulos y cuando h = 2 éstos son
como se indica en 23-7.

Si hacemos h = 2 comprobamos en seguida que es S, = 2 = d(G,, H,).
Supongamos finalmente que hasta cierto valor de h > 2 se ha compro-
bado que S, = h. Nuestro teorema quedars demostrado si logramos ver que
es también S,,; = h + 1. Puesto que por hipétesis es S, = h, bastard de-

mostrar que es S,,; — S, = 7. Ahora bien S,,; consta de h + 7 términos,
el dltimo de los cuales es

(] — )h'H) (Z—p)
P

Al restar S, de S,;, los h términos de S, se pueden agrupar uno a uno
ordenadamente con los h primeros términos de S;4; resultando :

]____ h+1 1_ h Z_ )h+1 J 15 Z__ )h Z_ )h—l
s P p+(1 e ) 1hm

= I—p = I—p I—p? I—p®
) Ui a0 e )
FEY ]_ph. ]__ph
pt . gl Joeah h=1 _ htl
SR Ll S T el e ) ) Ap) =
I—p I —1p
(I=p")...A—p") (p—p™*) :
ik — +-=p).(I—pH=p"+ ({—p") p*iik

+{I—p") (I—p*™) p" 2+ ...+ I—p"...(I—p?) +(I—p)...(I—p")
e
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Invirtiendo el orden de los términos tenemos:

S — S = —p)... —p)+p I —pH...d — pH+p* T — PpO)...
T == ) e oo 0 A =0 =S oy e e e i
Escrita de este modo la diferencia S,.; — S, pongamos:
I, (] —p)... I —pH
L =p (1— p*)...(1—p" (GE=rE sy shi=—=sk)
L=—rpt,
con lo que resulta

i=nh
Sh+1 =i Sh = 2 ]j

i=0

Al realizar el desarrollo de S,.; — S, dejando indicados los productos,
los términos que se obtienen son, excepcién hecha del término 1 proce-
dente de I, de la forma

bR phEptEEs pts 3-8

siendo 0 <s=h y 0 <1 <i,<..<t1,. Por otra parte, para cada con-
junto de ntimeros naturales s, 4, ..., % que satisfagan estas ultimas condi-
ciones existen dos y solamente dos términos de la forma 23- 8, uno obteni-
do de I, y el otro de I.- . El obtenido de I, es (— Iy p“ p* ... p's, mientras

el obtenido de I, es (—1 1y~ pi pi. ... pis. Vemos asi que todos los términos

del desarrollo de Si— Sy dependlentee de p se anulan dos a dos, quedan-
do finalmente

Sh+1 ‘—Sh =17 G (e d.

Con esto hemos demostrado que la funcién v antes definida es efecti-
vamente la funcién dp: restringida al conjunta de los intervalos de la forma
[G,, H] de L (U). Al aphcalla al intervalo [G,, U] = L (U) obtenemos

@) (L) =T —p)... d —p).

Finalmente, por ser seglin antes se ha dicho, (dp) (L(G))=(dp) (L(U)),
resulta

4 (6) = (dp) (L&) = I —p)... L —=p"7)
con lo que queda demostrado el teorema 5.
De los teoremas 4 y 5 se deduce

CoroLario. — Para todo grupo abeliano G es 4 (G):&O st y sélo si el
orden de G es potencia de un nimero primo.

— 45 —
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24
LA Funci6N A EN LOS GRUPOS FINITOS (ABELIANOS O NO)

El conocimiento que se tiene de los grupos abelianos nos ha permitido:
obtener para éstos el valor 4 (G) en todos los casos que pueden presentar-
se. La enorme multiplicidad existente de grupos finitos no abelianos hace
imposible dar una regla sistematica para obtener el valor de 4 (G) para un
grupo finito G. Daremos, sin embargo, dos teoremas, validos tanto si G es
abeliano como si no lo es.

TeorEMA 6. — St un grupo finito G es de orden p° (p nimero primo,
e > 0) y para cada nimero natural h, igual o menor que e, llamamos n,
al nimero de subgrupos noramles H, de G, tales que el orden de H, sea p*
y el grupo cociente G/H, sea elementalmente abeliano, se verifica:

A (G) Sl h:21 h n, p(c—h) (e-h-1):2

Demostracién; Por definicién es

A @)= @) (L©O) = 3 X uX,0),

siendo G, el subgrupo trivial de G.
De los lemas 14 y 15 se deduce que es d (G, X) = h si y s6lo si X
es de orden p". Del lema 22 se deduce que p(X, G) es 0 si X no es sub-

grupo normal de G o bien siéndolo, el grupo cociente G/X no es elemen-
talmente abeliano. Asociando en la suma

2 d(G, X)p(X, G

G,C2CG

aquellos términos d (G,, X) p. (X, G) para los cuales es d (G,, X) = h,

(h = 1, ..., e) se tiene, al aplicar el lema 22
AG) = 3 hngpleerys c. q. d.
TeoreEMA 7. — Si el orden de un grupo finito G es divisible por dos ni-

meros primos distintos y G es ademds tal que todo subgrupo propio H de
G estd contenido en sentido estricto en su mormalizador Ny en G, enton-
ces es A(G) = 0.

Demostracién: Segin el lema 24, el grupo G es isomorfo al producto
directo de sus subgrupos de Sylow y segun el lema 23. L(G) es reducible.
El teorema 1, si se quiere el 1°, nos dice entonces que es A(G) = 0.

e (L
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CAPITULO II

LA FUNCION A EN LOS CUERPOS FINITOS

25
ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS CUERPOS FINITOS

Conviene recordar aqui algunas propiedades de los cuerpos finitos;.
cuya demostracién puede encontrarse en cualquier tratado de Algebra Mo--
derna (véase p. €]. Van pErR WAERDEN [23] o SeGrE [20]). Las que m4és in--
teresa destacar son las siguientes:

1) Todo hemicuerpo finito es un cuerpo.

2) El orden de todo cuerpo finito es p*, siendo p un nimero primo y n-
un entero positivo.-

3) Para todo niimero primo p y todo entero positivo n, existe por lo-
menos un cuerpo con p* elementos.

4) Dos cuerpos finitos con el mismo nimero de elementos son siempre-
isomorfos.

5) El grupo multiplicativo de todo cuerpo finito de orden p" es un gru-
po ciclico de orden p™ — 1.

6) Para todo cuerpo C de orden p" existe un subcuerpo y s6lo uno de-
orden p™ si m es un divisor de n y todo subcuerpo de C es de orden p™ para
cierto divisor m de n.

7) Si C; y C, son ambos subcuerpos de un cuerpo C de orden p*, siendo.
los 6rdenes de C, y C, respectivamente p% y p% (d; y d, tienen que ser segun
g) divisores de n), entonces C; es subcuerpo de C;, si y sélo si d; es divisor-

e d,.

Esta tltima propiedad podemos enunciarla como sigue:

Lema 25. — Para todo cuerpo finito de orden p®, el reticulo L(C) es iso--
morfo al reticulo D, de los divisores de n.
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26
DETERMINACION DE LA FUNCION A.

Del lema 25 se desprende el siguiente teorema que determina totalmente

«] valor de la funcién A en todo cuerpo finito.

Teorema 8. — St C es un cuerpo finito de orden p* (n > 0), entonces es:

A(C) = 1, si esn = ¢" (¢ nimero primo, r > 0).
A(C) = 0, en los demds casos.

En efecto, el lema 25 nos dice que es
‘L(C) =~ D,

Segun la definicion de la funcién 4 es
A(C) = (dp) (L(O)) = (dp) (Dy).

‘Flnalmente el teorema 3 nos dice que (dp) (D,) toma, el valor de 1 o el va-

for 0 segun que n sea o no potencia de un numero prlmo

e

SR e £ o i
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CAPITULO III

PARTICIONES GENERALIZADAS Y MULTIALGEBRAS DERIVADAS
DE LAS MISMAS

27
DEFINICION DE PARTICION DE TIPO 7. DE UN CONJUNTO S

Juris HarTMmans da la siguiente definicién de particién de tipo n de un
conjunto S (véase [16], pag. 23):

“Particion de tipe n (n = I) de un conjunto S con n o mas elementos es
un sistema de subconjuntos de S tal que n elementos distintos cualesquie-
ra de S estdn contenidos en uno y sélo uno de los subconjuntos, y cada sub-
conjunto contiene por lo menos n elementos distintos”.

Una particién de tipo 7 de S no es, segun la definicién que precede, mds
que una particién de S en el sentido ordinario (familia de partes disjuntas
e S cuya unién es S).

Definida una particién 9T de tipo n de S como sistema de subconjuntos
de S, cada uno de estos subconjuntos recibe el nombre de bloque de 9.
Un bloque M de una particién I de tipo n de S serd llamado trivial si el
nimero de elementos distintos de M es exactamente n (M = n) y no trivial
si es M > n. (v. nota 3).

En el conjunto de las particiones de tipo n de S se define una ordenacién
<, poniendo, para dos de ellas cualesquiera I y 9C:

g C, N & todo bloque de M estd contenido en un bloque de I (véase
nota 12).

Demuestra Hartmanis que, respecto a la ordenacién asi definida, las par-
ticiones de tipo n de S constituyen un reticulo, al cual nosotros, lo mismo
que ¢él, designaremos por LP, (S). Siempre que entre dos particiones I, T
de tipo n de S se cumpla la relacién M C, A diremos que M es més fina
que I o bien que I es mas basta que I. Sies M C, I y I == I escribi-
remos I C, i y si es M C, I y no existe ninguna particién & de tipo n
tal que M C, & C I escribiremos M {, I

Hasta aqui las particiones de tipo m se han definido solamente para
n = 1 de modo que LP, (S) carece por el momento de sentido. Por otra par-
te, cualquiera que sea n > 7, si el conjunto S tiene menos de n elementos.
el conjunto de las particiones de tipo n de S es vacio. Resulta conveniente
sin embargo que, cualesquiera que sean el entero n = 0 y el conjunto S, el

=49 =
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simbolo LP, (S) represente simpre un reticulo no vacio. A este respecto dice:
Hartmanis textualmente (loc. cit.): “Para simplificar los enunciados de los.
teoremas convendremos en primer lugar en definir LP, (S) como constituido.
por un elemento tnico si S contiene menos de n elementos ; en segundo lu-
gar LP, (S) denotara el dlgebra de Boole de todos los subconjuntos de S”.
Estos ‘dos convenios resultardan superfluos si introducimos un ligero cambio
en la definicién de particion de tipo n de la siguiente manera:

Definicion: Sea S un conjunto cualquiera y IU un sistema de partes de:
S que puede ser vacio. Cada una de las partes M serd llamada bloque de-
JU. Sea ademas n un entero no negativo cualquiera. El sistema 9 serd lla-
mado particién de tipo n de S si y s6lo si satisface las condiciones.
siguientes:

P,— 1. Todo subconjunto Q de S que contenga exactamente n elemen--
tos estd contenido en un bloque por lo menos de 9T,

P, — 2. Todo subconjunto Q de S que contenga exactamente n elemen-
tos estd contenido en un bloque a lo sumo de .

P,— 3. Todo bloque de 9T contiene por lo menos n elementos.

Esta es la definicién de particién de tipo » que adoptamos a partir de:
ahora. Es inmediato ver que para n = 7 y para S > m es equiyalente a la
de Hartmanis y que en todo caso sigue teniendo sentido la ordenacién C,.
introducida. por Hartmanis (el simbolo C, no es de Hartmanis sino que lo
utilizamos nosotros por conveniencias pricticas de nuestra exposicién).

A las particiones de tipo n las llamaremos en general particiones gene-
ralizadas. Por “particién” de un conjunto S se entenderd, mientras no se
especifique otra cosa, particion de tipo n de S para cierto entero no negativo:
n. Para denotar una particién I escribiremos M = {M t (A € A), quedan-
do asi denotados los bloques de 9T mediante un cierto conjunto A de indices.
Si JC tiene un numero finito k& de bloques y es k = 7 (lo cual ocurrira siem-
pre que el conjunto S sea finito y S = n), escribiremos

9]'(, = J|]"[1,..., J]k}

De nuestra definicién se desprenden los siguientes lemas, vdlidos para
cualquier conjunto S y cualquier entero n = 0.

Lema 26. — Un sistema I de subconjuntos de S es una particién de tipo
0 de S siy sélo si I estd constituido por un subconjunto y sélo por uno.

Demostracién: Si es M ={M¢t, siendo M un subconjunto cualquiera (va-
¢io 0 no vacio, propio o impropio) de S, entonces I satisface P, — 1, P, — 2
y P,— 3. En efecto:
~ P,— 1 se cumple puesto que la parte vacia @ de S es el tinico subcon-
junto de S con 0 elementos y es @ C M cualquiera ‘que sea M.

P, — 2 se cumple puesto que I no contiene mas que un bloque.

P, — 3 se cumple puesto que M contiene por lo menos 0 elementos.

= e

e =4
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Si por el contrario I es una parte de 2(S) no constituida por un sub-
conjunto de S pueden ocurrir dos casos, a saber: que JI sea la parte vacia
de 2(S) o que I esté constituido por mas de un subconjunto de S. Si I
es la parte vacia de 2(S) deja de cumplirse la condicién P, — 7 (la parte
vacia de S es un subconjunto formado por 0 elementos que no estd conte-
nido en ningtin bloque de I, puesto que en este caso I carece de bloques).
Si 9 consta de dos o mds bloques, deja de cumplirse evidentemente la
condicion P, — 2.

Consecuencia de este lema es que el reticulo LP, (S) es ni mds ni menos
que el dlgebra de Boole 2(S) en concordancia con lo admitido por Hartma-
nis como convenio.

Leva 27. — Si un conjunto S tiene menos de n elementos (S < n) existe

una y sélo una particién de tipo n de S, la cual estd constituida por la par-
te vacia @, = de 2(S).

Demostracién: Si S tiene menos de n elementos, no existe ningin sub-
conjunto Q de S con n elementos y por lo tanto &, (en fin de cuentas
cualquier sistema de subconjuntos de S) satisface trivialmente P, — 1 y
P,— 2. P, — 3 es también satisfecha por @& puesto que este sistema ca-
rece de bloques.

Cualquier sistema de subconjuntos de S distinto de @, . deja de satisfa-

cer P, — 3 porque un tal sistema ha de contener por lo menos un bloque,
el cual no puede contener n o méis elementos de S desde el momento en que
S tiene menos de n elementos.

Segtin este lema, el convenio de Hartmanis de considerar que, en el caso

de ser S <mn, LP, (S) es un reticulo constituido por un elemento inico,
pasa a ser una consecuencia necesaria de nuestra definicién.

P(S)

Lema 28. — Si un conjunto S tiene n o mds elementos, toda particién de
tipo n de S contiene por lo menos un bloque.

Lema 29. — Si un conjunto S tiene m o mds elementos, la particiéon de
tipo n de S mds fina es la que tiene como bloques los subconjuntos de S
formados por n elementos y la mds basta es la que liene como tinico bloque
el mismo conjunto S. Las dos coinciden si y sélo si S tiene exactamente m
elementos.

Lema 30. — Si S es un conjunto con n o mds elementos y I es una par-
ticton de tipo m de S, entonces:

Todo subconjunto T de S con n o menos de n elementos esti contenido
por lo menos en un bloque de IT.

Todo subconjunto U de S con n o mas elementos estd contenido a lo sumo
en un bloque de .

La demostracién de los lemas 28, 29 y 30 es inmediata a partir de los
axiomas P, — 1, P, — 2 y P, — 3. De los lemas 27 y 28 se desprende que
para que la parte vacia de 2(S) constituya una particién de tipo n de S es

necesario y suficiente que sea S < n.

ST
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Lema 31. — Dos particiones I y I de tipo n son iguales si y sélo si lo
son los sistemas I y I formados respectivamente por los bloques no tri-
viales de I y por los bloques no triviales de IC.

Demostracién: Si I = 9, entonces evidentemente I = . Supon-
gamos ahora que es I’ = I, lo cual quiere decir que I y I coinciden en
los bloques no triviales. Para demostrar que es 9 = 9 bastara comprobar
que I y 9 coinciden también en sus bloques triviales, pero esto es una
consecuencia inmediata de las condiciones P, — 1 y P, — 2. De ellas se
desprende en efecto que un conjunto Q de n elementos es un bloque (tri-
vial) de I (de 90) si y s6lo si no estd contenido en ninguno de los bloques
de T (de ).

Lema 32. — Si 9 y 9 son particiones de tipo n de un conjunto S y es
X = {N t (A€ A), entonces I es mds fina que I (M C, ) si y sélo s
es posible hacer una particién de los bloques de I en clases disjuntas I
(A EN), de tal manera que para cada X € N el bloque N de 3 sea unién de
todos los bloques de la clase T, .

Lo dicho equivale a demostrar que si es 9 C, 3 entonces:

1) Todo bloque de 9T estd contenido en un bloque y sélo en uno de .

2) Todo bloque de I es unién de bloques de JT.

Lo primero es una consecuencia de la definicién de C, y del lema 30.
Lo segundo equivale a demostrar que todo elemento a de un bloque N de 3
pertenece por lo menos a un bloque M de 9 totalmente incluido en N. Para
ver que esto es asi, basta considerar un conjunto 7' de n elementos formado
por a y otros n — 7 elementos cualesquiera de N. T estd contenido, segiin
P,— 1 en un bloque N’ de 9. Ahora bien, N’ no puede ser distinto de N,
pues si fuera M C N’ y N =~ N’, el conjunto T de n elementos, estaria conte-
nido a la vez en N y en ', contrariamente a lo que exige la condicién P,—2.

Segiin este lema, si es M C, N y A = {N (A €A), se podrd poner:

= {M,, |

donde A recorre el conjunto A y para cada X € A, u recorre un conjunto

I, de indices que depende de ). Para cada X € A\ es ademds N, = U :
PEIA AL

Aplicando este lema al caso de ser S un conjunto finito, se podra poner,
si es JL C, I

G {j‘v,

Ny, ..o Nyt
M= M., D

1 M

109 5) Iyttt

Pt e sr(s)
() 4 .
W= W (GO T, 0 =dlnier )
=1
Lema 33. — St M y I son particiones de tipo n de un conjunto finito S
y es M {, AN, existe un bloque y sélo uno N de I que es union de mds de un

bloque de I y el sistema de los bloques de I distintos de N coincide con el
de los bloques de I no contenidos en N.

— 52 —
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En efecto: Al ser M {, 9 es M C, q y podemos poner, segiin el lema

anterior
= {leu-y Ns}

i
W= AM, M, o M M

(15 Sl TR sr(s)

7 (1)
N, = UMm("'(i) W/ — N S)
i=1

Si para cada ¢ = 1,..., s fuese r(2) = 1, seria evidentemente M = I. Si
por el contrario fuese () = 2, 7(j) = 2 para dos indices distintos ¢, 7, per-
mutando de modo conveniente estos indices conseguiriamos que fuese preci-
samente r(Z) = 2, 7(2) > 2 y entonces seria

C—= M M M. ,.. .M M

TER I’ 21 2r02)t 2 iy

Sy i)

La familia de subconjuntos de S
M,= 1N, ,M,_,.,M M _,., M

2r(2) e b = sr(s)
seria, como ficilmente puede comprobarse, una particién de tipo n estricta-
mente comprendida entre I y I (M C, M, C, A), con lo cual ya no seria
g {, 9. Para que sea I {, I es pues necesario (aunque no suficiente) que
sea 1(i) = 2 para uno y sélo uno de los indices ¢ = 7,..., s. Podemos supo-
ner, cambiando si es preciso el orden de los bloques, que esto sea para
1 = I y de este modo se tiene

M=4M_,...,M, ,N,.,N}I

Ir (L)iflesss s

Como consecuencia de este lema, si es I {, & podemos poner, simplifi-
cando la notacion.

S0 = e A WE (s=>1) 27-1
=M M N N k=2 _7-2
i=k
No= 0 M, R7-3
i=1
Lema 34. — Si M y I son particiones de tipo n de un conjunto finito S

y es I {, A entonces es posible expresar I y I tal como se mdica en 27-1
y R7-2 (véase el lema anterior), de manera que, ademds de satisfacerse 27-3.
se cumpla

He

MM, =n—1. 27~
OEUMLE. UMM, ~n - G2 .. D 205

Veamos en efecto, como es posible ir eligiendo los bloques M;, M,,..., M,
de 9, contenidos en un mismo bloque N, de IU (véase el lema anterior) de
modo que se satisfagan las igualdades 27-3, 27-4 y 27-5. Empezaremos eli-
giendo uno cualquiera de tales bloques, al que designaremos por M,. Por
ser M, C N,, deberd exirtir un elemento = de N, que no pertenezca a M,.
Con m — 1 elementos cualesquiera de M, y con el elemento z construimos
un conjunto T de n elementos que, por no estar contenido en M,, deberd

e
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estar contenido en otro bloque B de I (segin P, — 7). El bloque B debe
estar también contenido en N;, pues de lo contrario, segin el lema anterior;
B coincidiria con uno de los bloques N.,..., N, de 9 distintos de N, y ten-
drfamos el absurdo de que T, contenido en N, por construccién, estaria tam-
bién contenido en otro bloque N; (i == 7) de 9 contra lo que exige la condi-
cién P, — 2. B serd pues un bloque de 9 distinto de M, pero contenido
también como éste en N;, por lo cual podemos poner B = M,. Con esto ya
tenemos dos bloques M, y M, que satisfacen 27-4. Para ver que se pueden ir
cligiendo sucesivamente los demds bloques, M,,..., M, de 9 contenidos en
N,, de tal manera que se satisfaga 27-5, basta evidentemente demostrar
que si es I {, 9, dados los bloques M, M,,..., M; de (1> 2), contenidos
en un mismo bloque N, de 9, si todavia quedan mds bloques en It conte-
nidos en N,, uno de ellos por lo menos, que podremos designar por M;,; sa-
tisface 27-5. En efecto, lo contrario significarfa que, designando en un orden
cualquiera estos bloques por Mi,..., M, podriamos formar una familia

1

My = M ML NG TN
1

I

que seria una particién de tipo n distinta de I y de 9, y tal que
M C, M, AR

contrariamente a la hipétesis de ser ¢ {, 9C.
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RELACIONES DE EQUIVALENCIA GENERALIZADAS Y MULTIALGEBRAS DE HARTMANIS

Es sabido que de una particién I de tipo 7 (“particién” en el sentido
ordinario) de un conjunto S se deriva una relacién binaria’ © (IC) en S po-
niendo

<a, a,> € O (M) & a, y a, pertenecen a la misma clase de la parti-
cion I,

y que designando por x, y, z elementos cualesquiera de S, la relacién © (IT)
posee las propiedades
Reflexiva: <, x> € 0 ()
Simétrica: < %, y > €06 (M) = < y o> € 6.
Transitiva: -<z,y > €0 (M)A <y, z>€06 (M)=
— <t vz € OG0

~ Las relaciones binarias en S que poseen estas tres propiedades son las
llamadas relaciones de equivalencia en S y es también sabido que la aplica-
ci6n I — © () del conjunto de las particiones de S en el de las relaciones
de equivalencia en S es biunfvoca y reversible, de modo que los dos con-
juntos son coordinables.
En un trabajo anterior ([8]) hemos dado una generalizacién para rela-
eones (n + 1)-arias (n = 0) de las propiedades reflexivas, simétrica y tran-
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sitiva, definiendo como sigue para una relacién (n + I)-aria © las propieda-
des R4, S0 Y Lava (%40, Ty Ty designan’ elementos cualesquiera de S).

Roi:h = Xk woia, i, = €50 slempre fque spara dos indices distintos,
1, ] sea &; = &;.

Sn+1: <$1 gicieied L, wa > E 0 = < x,b“) ISR an) 5 fl7¢(’]+l)> E () Slen'do

@ una aplicacién biunivoca y reversible cualquiera del conjunto de indices
< 1,...,m, n + 1> sobre si mismo. i

[ (G ot Ry P T BT/N e s N e T et € B/
N == et == ()= D e A T e T e (S,

A las propiedades R,.;, S,;;, T.i; les hemos dado respectivamente los
nombres de propiedad reflexziva, simétrica y transitiva, y hemos convenido
que una relacién (n + I)-aria © en un conjunto S es o no reflexiva, simétri-
ca o transitiva segiin que posea-o no las propiedades designadas: con estos
mismos nombres. _

A una relacién (n + I)-aria reflexiva, simétrica y transitiva la hemos
llamado relacién (n + I)-aria de equivalencia y se ve en seguida que con
esta definicién resultan sindnimos los términos “relacién 2-aria (binaria) de
equivalencia” y “relacién de equivalencia” (sin mds). Hemos demostrado en
el trabajo de referencia que la conocida coordinacién que se establece entre
las particiones (de tipo 7) de un conjunto S y las relaciones (binarias) de
equivalencia en S no es sino el caso particular para n = 7 de la coordina-
¢ién que, para cualquier n = 0, se puede establecer entre el conjunto de
las particiones de tipo n de S y el de las relaciones (n + 7)-arias de equiva-
lencia en S. La aplicacién biunivoca y reversible del conjunto de las parti-
ciones de tipo m de S sobre el conjunto de las relaciones (n + 1)-arias de
equivalencia en S es la que a cada particién 9 de tipo n hace corresponder
la relacién (n + 1)-aria © (IU) caracterizada por contener una (n + 1)-tu-
pla <x,..., z,, £,;; > de S si y sblo si M satisface una de las -dos condi-
ciones siguientes:

1). 9 es la parte vacia de £ (S).

2) 9T contiene un bloque M, al cual pertenece cada uno de los elemen-
VOSE s e

Vimos también que la aplicacién 9 — © () del conjunto de las parti.
ciones de tipo n de S sobre el de las relaciones (n + I)-arias de equivalen-
cia en S se traducia en un isomorfismo del reticulo LP, (S) sobre el N-sub-
reticulo de @ (S™*) constituido por subconjuntos especiales de S"™* que son
las dichas relaciones de equivalencia. Tenemos interés en presentar este
dltimo reticulo como un reticulo de submultidlgebras de una cierta multidl-
gebra de conjunto base S™*' y para ello introduciremos como sigue en S"*
una operacién nularia 7, una operacién unaria -s, y una operacién
binaria t,: : §

Toda operacién nularia en un conjunto C es, segin se dijo en la intro-
duccién, un subconjunto de C. Consecuentemente con esto, definimos la
operacién nularia 7, en S™' como el subconjunto de S™*' al cual pertenece
una (n + 1)-tupla < @,..., &y, Ty > sl y s6lo si existen dos indices dis-
tintos 1, § tales que x; = ;. e '

I o
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La operacion unaria s, hard corresponder a cada (n + I)-tupla
< &y,..., &,, T,y > de S el conjunto s, (xy,..., T,, Z,.,)de (n + I)-tuplas de-
finido poniendo:

S (T8 mn i ) = e

>t

ORI o $¢(n) 3 m¢(1x+1) $ED

siendo @ el conjunto de todas las permutaciones de los n + 7 indices
T e _

La operaci6n binaria ¢, es la operacién univalente (no uniforme) defi-
nida poniendo, para todo par ordenado

=

"§ ‘TI\ S) ‘T'.'H ‘T:n—{-l >a < ?/z, CC o) yrn yn+1 >
de (n + I)-tuplas:

1n (< 'le 3007 xm xn+l >7 <yh s{biely yny yn+1 >> = < l';, Sekely; ‘rm yn+1 >y

si y sélo si los elementos ,, ..., &,, ,,; son distintos entre si dos a dos
y ademas, para @ = 7, i, m eS Y. = Ty,

[n (< xl: Sisiety ‘Tm ‘rn+1>a < 3/1; sleisly ym yn+1 >) = @:

en todos los demds casos.

Comparando estas definiciones con las que hemos dado de relaciém
(n+ I)-aria reflexiva, simétrica y transitiva, se echa de ver en seguida
que un determinado subconjunto U de S™*' es una relacién (n + 1)-aria de
equivalencia si y sé6lo si U es cerrado respecto a 7,, S, y t,.

Con esto vemos que el reticulo de las relaciones (n +'7)-arias de equi-
valencia es S puede ser considerado como reticulo de las submultidlgebras
de la multidlgebra {S**; r,, s,, t,}. Si en vez de relaciones (n + I)-arias
de equivalencia en S consideramos particiones de tipo n de S podemos
decir que el reticulo LP, (S) es isomorfo al reticulo L({S™; 7,, s,, t,}).

En este isomorfismo se corresponden mutuamente una particién M de
tipo n de S y una multidlgebra {© (M); r,’, 5., ¢/t donde © (M) es la re-
lacién (n + I)-aria de equivalencia correspondiente a 9 y =/, s, t,’ son
las restricciones a © (M) de 7,, s, y t, respectivamente. Para cada una de
las multidlgebras {© (9M); r/, s/, ¢t que asi se forman proponemos el
nombre de multidlgebrai de Hartmanis de tipo n sobre S, en atenci6n al
autor a quien se debe la introduccién de las particiones generalizadas. Di-
remos que {© (M); =/, s,” t,'t es la multidlgebra de Hartmanis engendra-
da por} JC y para abreviar pondremos por definicién H(9) = {6 (M); .,
SEaEt A

El reticulo L(H(9)) de submultidlgebras de H(9M) es isomorfo al in-
tervalo de LP, (S) constituido por las particiones de tipo n més finas que
JC, segiin resulta del isomorfismo (ya demostrado en nuestro trabajo de re-
ferencia) de LP, (S) con el reticulo de las relaciones (n + I)-arias de equi-
valencia. A la particién de tipo n de S méas basta {S} (véase el lema 29)
le corresponde la multidlgebra de Hartmanis de tipo n H({S}) que desig~
naremos abreviadamente por H(S, n). Evidentemente es

L(H(S. n)) =~ LP, (S).
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29
HIPERGEOMETRIAS

En la seccién anterior hemos descrito una manera de asociar a cada par--
ticién I de tipo n de un conjunto .S, una multidlgebra H(N) cuyo conjunto-
base era un determinado subconjunto © (M) de S" y cuyo reticulo-
L(H(3T)) de submultidlgebras era isomorfo a un subreticulo de LP, (S).
Ahora vamos & asociar a cada particién I de tipo n de S una multidlgebra
G(M) ={S; r (M)} cuyo conjunto base va a ser S y cuya familia defini-
dora va a consistir en una tnica operacién r (I) que serd la operaci6n
n-aria  cuyos valores » (M) (x, ..., x,) para las distintas n-tuplas.
<z ..., @, > vendran determinados como sigue, en funcién de los blo--
ques de la particién I :

(M) (@, ..., ,) = @, si para dos indices distintos i, §

(g = inyiesi o=z 29-1
r (M) (x4, ..., ©,) = M, si los elementos x;, ..., #, son distintos entre si
dos a dos y M es el bloque de 9 que los contiene 29-2~

Respecto aesta ultima definicién conviene hacer notar que si el con-
junto S tiene menos de n elementos (segtin los lemas 27 y 28 la parte vacia
de 2 (S) es en este caso la vnica particién de tipo n de S) todas las n-tuplas
de S tienen mnecesariamente componentes repetidas y por lo tanto es-
r (M) (x, ..., x,) = @, segin 29-1. Recordemos por otra parte que toda
particién JC de tipo 0 de S consta de un bloque tinico que puede ser una
parte cualquiera T de S (9 = {T}). En este caso, al ser n = 0, no existe
més n-tupla que la parte vacia @ de S y por 29-2 es r () (@) = T.

Una vez asi defniida la operacién n-aria r (9) designaremos con el nom-
bre de hipergeometria de tipo n sobre S a la multidlgebra G (M) =
=18; 7 ()} que de ella resulta y diremos que G () es la hipergeome--
{ria engendrada por la particién . A toda hipergeometria G (IT), como -
multidlgebra que es, le corresponde un reticulo L(G ()) de submultial-
gebras, cada una de las cuales va a recibir el nombre de subespacio de-
G (). Un subespacio de G (9U) es por lo tanto una multidlgebra que tiene
por conjunto base un subconjunto 7" de S cerrado respecto a r () y como
operacién tnica de la familia definidora, la restriccién a T de r (). El
nombre de subespacio se da también por extensién al mismo conjunto ce-
rrado T. El reticulo L(G (9)) sera llamado en adelante reticulo de subes--
pacios de la hipergeometria G (91).

Los reticulos L(G(IM)) que acabamos de definir para una particién 9
de tipo n de un conjunto S, siendo n un entero no negativo cualquiera,
vienen a constituir una generalizacién de los reticulos de subespacios li-
neales de una geometria, estudiados por Hartmanis. Este autor denominé
“geometrias” a las particiones 9 de tipo 2, dando entonces el nombre de -
“puntos” a los elementos de S y el de “rectas” a cada uno de los bloques-
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de 9. En su trabajo “Lattice theory of generalized partitions” [15] define
los subespacios lineales de 9, para cada “geometria” 9T sobre S, como
aquellos subconjuntos T de S que, junto con cada dos puntos distintos
x;, T, contienen todos los puntos pertenecientes a la recta determinada por
ellos. Si nos fijamos en la definicién que hemos dado de la operacién n-aria
() Correspondmn1e a una particién I de tipo n de S y la aphcamos al
caso n = 2, vemos en seguida que lo que Hartmanis denomina “subespa-
cio lineal”, no es sino un con]unto cerrado respecto a r(9) y en consecuen-
cia, su “reticulo de subespacios lineales” corresponde en el caso n = 2 a
lo que nosotros, a imitacién suya, hemos denominado de un modo gene-
ral y para cualquier n = 0 “reticulo de subespacios” (el adjetivo “lineales”
lo aplicaremos solamente en el caso n = 2).

Una hipergeometria {S; r(IM)} se dird que es finila si el conjunto S es
finito. ,

Dado un subconjunto cualquiera U de S, existe un subconjunto y sélo
uno Uy, cerrado (respecto a 7(M)) que contiene U y estd contenido en todo
otro subconjunto que tenga estas propiedades (Uy es la interseccién de
todos los subconjuntos cerrados que contienen U). Siguiendo la costumbre
general en estos casos, diremos que la submulti:’llgebra { Uy ; (M)} (o bien.
abreviadamente, el conjunto Uy) es el subespacio de G(9) engendrado
por U.

30

DEScrIPCION DE LAS MULTIALGEBRAS DE HARTMANIS
Y DE LAS HIPERGEOMETRIAS FINITAS

Segin lo dicho en las dos secciones anteriores, tanto las multidlgebras
de Hartmanis como las hipergeometrias de tipo n sobre un conjunto S
estdn en correspondencia biunivoca con las particiones de tipo n de .S, por
lo cual bastard*definir una particién I de tipo n de S para que quede
automaticamente definida la multidlgebra de Hartmanis H(I) y la hiper-
geometria G(IT).

Supongamos a partir de ahora que S es un conjunto finito, con lo cual.
si JU es una particién de tipo n de S, son finitas tanto H(9) como G(IN). Se
puede comprobar que si I es una particién de tipo n de un conjunto
S y S es un conjunto equipotente a .S, cada aplicacién biunfvoca ¢ de S
sobre §’, aplicada a los bloques de 9T convertird a 9 en una particién
g de tipo n de S”. Dos particiones I y I de tipo n relacionadas de esta
forma se dird que son isomorfas (en particular puede ser S = §’, siendo
entonces ¢ una aplicacién biunivoca de S sobre si mismo). Es facil com-
probar que si I y I’ son isomorfas en este sentido, las multidlgebras
H(Iy y H(I’) por una parte, asi como las G(I) y G(I’) por otra, son
-asimismo isomorfas segin la definicién dada en la seccién 7 de isomorfis-
mo de multidlgebras. Para definir por lo tanto una multidlgebra de Hart-
manis abstracta o una hipergeometria abstracta bastard definir la par-
ticién I de tipo n que las engendra, prescindiendo tanto de la natura-
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léza como del orden en que vienen dados los elementos del conjunto S que
sirve de base. En el caso de ser S finito con m elementos, toda particién
I de tipo n de S podrd ser representada asignando primeramente un sim-
bolo a cada uno de los elementos de S y después expresando mediante estos
simbolos los bloques que constituyen 9. Pueden utilizarse para este fin
por ejemplo los mismos simbolos 7, 2, ..., con que se designan los m. pri-
meros numeros naturales. Asi una de las particiones posibles de tipo 2
de un conjunto de 7 elementos, es la representada por

Vol i3, 5 e, 0 2 a 4l
e el R G b

También puede ser representada una particién I de tipo n de un con-
junto S con m elementos, mediante una matriz de ceros y unos con m co-
lumnas y tantas filas como bloques tenga It. Una vez ordenados de un
modo cualquiera los bloques de T, si éstos son por ejemplo My, ..., M, y
los elementos de S son 7, 2, ..., m, la particién I, serd representada por
la matriz en cuya fila i y columna § (¢ = 1, ..., r; § = I, ..., m) figurard
un 7 6 un 0 segin que el elemento § figure o no en el bloque M;. La parti-
ci6n de tipo 2 que hemos dado antes como ejemplo (30-1) vendrd repre-
sentada por la siguiente matriz: :

1 1 0 0 0 J/ 0
1 0 7 0 J/ 0 0
1 0 0 e/, 0 0 1
0 il 7/ 1 0 0 0
0 7l 0 0 7 0 1
0 0 7/ 0 0 7/ 1
0 0 0 1 1 1/ 0

Una vez obtenida de la forma indicada una representacién, mediante
una matriz de r filas y m columnas, de una particién JC de tipo n con 7
bloques, de un conjunto de m elementos, cualquier matriz derivada de ésta
por permutacién de las filas nos representard la misma particién, puesto
que permutar las filas equivale a permutar los indices de los bloques. Si
permutamos las columnas obtendremos la representacién de una parti-
ci6n I del mismo conjunto distinta de I pero isomorfa a JC.

31

LA FUNCION A EN LAS MULTIALGEBRAS DE HARTMANIS FINITAS
Y EN LAS HIPERGEOMETRIAS FINITAS

Hemos visto en las secciones anteriores de qué manera toda particién
de tipo n de un conjunto S determina una multidlgebra de Hartmanis H(I)
y una hipergeometria finita G(9), ambas de tipo n. sobre S. Si queremos
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hallar los valores de la funcién 4 para H(9) y para G(9) deberemos estu-
diar la estructura de los reticulos L(H(9)) y L(G(9) respectivamente.
Segiin la definicién que se ha dado de la funcién A serd:

A (H(IC) = (dw) (LHCL))
4 (GO)) = (dw) (L(G(IL))

Enl los capitulos IV y V nos ocuparemos de la determinacién de los
valores A (H(9)) y A(G(9)) respectivamente, cuando se dan elementos
suficientes para caracterizar la particion 9 de la manera indicada en la
seccién 30. Nos serd 1til simplificar la notacién poniendo

Ly(I) = L(H(I))
Lg(M) = L(G(I0))
Ap(I) = A (H(I))
Aq(T) = A(G(I))

Al utilizar esta notacién simplificada, dejaremos de poner énfasis sobre
el hecho, ya suficientemente destacado a lo largo del presente capitulo, de
que Lg(I) y Ly(9T) son reticulos de submultidlgebras y de que Ax(9N) y
A4(IC) son los valores de la funcién A para las multidlgebras H(IT) y G(I)
respectivamente. Consideraremos preferentemente A,(9) y A4(9), como
funciones enteras de 9, siendo I una particién generalizada de un con-
junto finito S.



S

dos r bloques Mj, ..., M, (r= 1, es decir st es M = {M, ..., M.}

PROPIEDADES DE UNA FUNCION DE VALORES FENTEROS

CarpiTuro IV
LA FUNCION A EN LAS MULTIALGEBRAS DE HARTMANIS FINITAS

32

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS RETiCULOS LP, (S) DE PARTICIONES
GENERALIZADAS

De acuerdo con lo dicho en los tltimos pérrafos de la seccién 31, deter-

minar el valor A,(M) = A (H(I)) que toma la funcién A para la multi-
dlgebra de Hartmanis H(9U), engendrada por la particién 9 de tipo n de

un conjunto finto S, equivale a “determinar el valor de la funcién dy, para

el intervalo inicial de LP, (S) constituido por las partficiones de tipo n mds

finas que I (llamamos ‘intervalo inicial de un reticulo a todo intervalo
que tiene por extremo inferior el elemento minimo). Para ello enunciare-
mos algunos lemas y un teorema referentes a la estructeura de este inter-
valo inicial, que designaremos por Ly(9). Ly(9) es un reticulo puesto que
LP, (S) lo es. Ly(9) y LP, (S) coinciden si y s6lo si I es la particién de
tipo n de S mds basta o, lo que es lo mismo, si y sélo si M = {St.

Lema 35. — Si la particion M de tipo n de un conjunto finito S tiene
entonces

b

el reticulo Ly(I) es isomorfo al producto directo
LR eXa IR (M) bt s o (M ).

Basta probar en efecto que si para cada M; elegimos una particién I,

-de tipo nde M; (@ = 1, ..., ), la familia de subconjuntos de S formada pot

los bloques que pertenecen por lo menos a una de las particiones I, es
una particién de tipo n mds fina que I, y que viceversa, los bloques de
toda particién de tipo » de S mds fina que I se pueden distribuir de una
manera y s6lo de una en r clases I, ..., M, de tal modo que I; es una
particién de tipo n de M,.

Lema 36. — Si la particion I de tipo n de un conjunto S, contiene mds
de un bloque no trivial, entonces el reticulo Ly(IN) es reducible.

Se trata de un corolario del lema anterior.
En efecto: Si por ejemplo el bloque M; es no trivial, entonces el lema 29

(pagina 60) nos dice que el reticulo LP, (M;) tiene més de un elemento.

En consecuencia, si existen por lo menos dos de tales bloques, el reticu-

lo L(H(I)) serd reducible segun el lema 35.

Ty [




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES -

Definicién. — Para toda particién 9T de tipo n de un conjunto finito S,
llamaremos exceso de I al nimero entero E(IN) definido como sigue:
E(IM) = 0 si M carece de bloques, o lo que es lo mismo, si el conjun-
to S tiene menos de n elementos (véanse lemas 27 y 28)

T —

HEG) = 2 (A:I,-—n) = X M,—rn, si es
i=1 i

1=

M= M, ..., M} (r=1) 32-1

Lema 37. — Si 9 y 9 son particiones de tipo n contiguas (I {, 90),
entonces es

E@) — E(I) =< 1.

Demostracién: Segun el lema 34 podemos poner

gl )
MW = {M,,...., My, N,,..., N.} (k=2
N = Om,

i=1

MM, =n—1
OLUM,U ... UM)NM,, =n

i+1 —

Sea x un elemento de M, no perteneceniente a M;,. Vamos a formar una
sucesion I, I, ... I, de partes de € (S) poniendo
I, = JC
G M Ml M NG S N
=AM UM M M M N N
(1 << <<th)

=

~

ml;=%

De estas familias solamente son particiones de tipo n» M, = M y
I, = I puesto que las demds dejan de satisfacer P, — 2 al ser

OMLUMU .. UM)NM,,>n

Sin embargo seguiremos llamando bloques a cada una de las partes de S
que constituyen una familia y por otra parte extenderemos a estas familias.
la definicién que hemos dado antes de exceso, poniendo

k

E(I;) = M,Ufzf—n + 3 (ﬁ— )t s (Tj )
=2 j=2

ER) =M UMU..UM,—n5t 3 (—n)+
j=itt
+ 3N, —n) (I<i<k

i=2
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‘Teniendo presente que para las particiones JC y 3C es por definicién
k
E(n,) = E(MN) = 2 (V, —mn) + § (V — n)
B(R) = B@Y) = = (N, —n)
=1
se tendrd:

(L) — E@Uy =L U faf —n + 3 (,—mn) +

i=1

+ > (ﬁj——n)—— 72 (_J‘:/I,-——n) S (]_\_7]——11) = M; Uz —
i=2 i=1 i=2

—n — (ﬁ, — n)y = My Uz} —ﬁl
Teniendo en cuenta que x ¢ M,, resulta M, U {z} = W: 1 de donde:
E(M,) — E(I,) = 1

Para1=2,..., k— 1 es

E(,)—E@) = ,UMU..UM,UM,, —n +

+ S (M, —n) + 2 (N, _n)_(M,umu S

j=it2

L s T 2 N, — n))= M,UM,U ..UM, U M,,

i=it+l

SO U, (M=) 32.2

Recordemos ahora el hecho evidente de que para conjuntos finitos cua--
lesquiera 4 y B es

ANB — A D

D:)

Aplicando esto al caso de ser 4 = M,;UM,U ..UM, B = My,
AUB =M,UM, U ...UM, UM,,,, resulta:

O, U U UM,, — oM OO, M,
— (M,UM,U ... UM)OM,,,

de donde, sustituyendo en 32,2, tenemos

E(M, ) —E@) = n — (M,UM,U ... U M) N M,

Si tenemos en cuenta que, por hipétesis es M; UM, U ... UM)NM;, =n,.
resulta

E(,p) — E(IL) < 0.

—eg =
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De este modo se tiene en definitiva

E(9) — E(,) = 1

E(,) — E(N) =0

E(,_) — () <0

() — E(M,_) < 0
7y sumando miembro a miembro

E(9,) — E(M,) = E@L) — E(M) < 1, c.q.d.

TeoreMa 9. — La longitud minima de todo reticulo L,(I) es

d(Ly(I)) = ECIC).
~ Demostracién: Cuando I es vacia (carece de bloques) es, por definicién
E(M) = 0, y por otra parte Lu(9N) es el reticulo trivial (lema 27). En con-

-secuencia es d(Ly(9M)) = 0, cumpliéndose asi el teorema.
Sies M = {M,..., M,} (r> I) entonces, segin el lema 32 es

Ea(-— LR, (M) > ... xR @)

y segtin el lema 5 (pig. 31), generalizado para un producto directo de cual-
quier numero finito de factores, se tiene

d(La(T)) = zL d(LP,(M), 32-3

Una vez que demostremos que para toda particién de tipo n con un solo
bloque M; es d(LP,(M)) = M;—n, de 32-3, obtendremos

d(La(@)) = 3 d(LP,MY)) = S (M,—n) = E(N)
i=L i=L

Bastard por lo tanto demostrar que para todo conjunto finito S con m
elementos es d(LP,(S)) = m —n. La demostracién constard de dos par-
tes, a saber:

1.° Existe una cadena maximal de longitud m — n de particiones de
tipo n. de S que une la particién mds fina con la mds basta.

2.° Toda cadena maximal de particiones es de longitud igual o mayor
<que m — n.

Para demostrar lo primero, téngase en cuenta que dado un subconjunto
.cualquiera M de S de n o més elementos, existe una particién de tipo n cu-
yos bloques son M y todos los subconjuntos de S no contenidos en M for-
mados exactamente por m elementos. (Compruébese que un tal sistema de
-subconjuntos satisface las condiciones P, — 7, P, — 2 y P, — 3). Si toma-
mos el conjunto M = M, de n elementos, podemos formar una cadena de
<conjuntos My { M;4{ .4 M,._, . { M,_, =S, cada uno de ellos con un ele-
mento més que el anterior. Si designamos por I, (i = 0,..., n) la particién
-de tipo n constituida por M; y por los subconjuntos de n elementos no con-
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tenidos en M;, evidentemente I, serd la particién mds fina, I, _, la méas
basta y serd ademds

‘Cm'a {IJ glz’l {p {p EI)’K'm—n—l {p f)‘R’m—n

Estas particiones constituirdn por lo tanto una cadena maximal de lon-

gitud m — n.

Para demostrar que toda cadena maximal de particiones de tipo n que
una I, con {St es de longitud igual o mayor que m — m procedamos por
reduccién al absurdo suponiendo que existen particiones de tipo n I,

I, ..., I, tales que, como antes, I, es el elemento minimo de LP, (S) y I,
el maxuno siendo ademds g <m —n y
gn‘o {p E‘)TZ’I {p {p gn’q

Segtn el lema 37 tendriamos:

Ecm'z) e E(Sma) =il
E(I,) — E(I,) = 1

E(9, ) — E(, ) = 1
E(mq) T E(Em’a—l) = Z?

Yy sumando miembro a miembro
E(ot,) — E(,) = q 32-4

Por otra parte al estar constituida 9, por el unico bloque S de m ele-
mentos se verifica

E(IL,) = m — n,
y al tener exactamente n elementos cada uno de los bloques de 9, es
E(,) = 0. ’
Esto nos da
E(IC) — E(I,) = m — n,

€n contradiccién con 32-4 y con la hipétesis ¢ < m — n.

33

DETERMINACION DEL VALOR DE Ap(IU) PARA UNA PARTICION
CUALQUIERA U DE UN CONJUNTO FINITO S

Si I es la parte vacia de €(S), lo cual hemos visto que ocurre si y sélo
si JU es una particién de tipo n y S tiene menos de n elementos (lemas 27 y
28), entonces L;(IM) es un reticulo trivial y en consecuencia es 4,(9M) = 0
{lema 9).

G
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Si M no es la parte vacia de &(S), pero todos los bloques de It son tri-
viales entonces, segiin el lema 29, Ly(9) es también un reticulo trivial y
por lo tanto 4,() = 0.

Si 9 tiene dos o més bloques no triviales, hemos visto que Ly(IT) es re-
ducible (lema 36), por lo cual en este caso es también A5(9N) = 0.

Queda por considerar el caso en que I posee un bloque no trivial y sélo
uno. Si es M = {M,,..., M.} y M, es el tinico bloque no trivial de IC, el
lema 35 nos dice que el reticulo Ly(9) es isoformo al producto directo

EPIIC): < 5P ()
y por ser los reticulos LP,(M)) triviales (i ='2,..., k), serd Ly(9) o= LP,(M,)
y en consecuencia

Ap() = (dp) (LP,(M,))
LP,(M,;) queda determinado, salvo isomorfismo, dando el nimero M, = m
de elementos de M,;. Nuestro problema se reducird a determinar el valor de

la funcién dy para un reticulo LP,(S) de particiones de tipo n, donde S es
un conjunto de m elementos.

TeoreMA 10. — Si S es un conjunto de m elementos y es n < m, se ve-
rifica
(dp) (LP,(S)) = (— 2y (™ —7%) 33-1
S n—1

Para demostrar este teorema tomemos en consideracién el reticulo
LP,(S). Los intervalos iniciales de LP,(S) son, segin hemos visto, los re-
ticulos Ly(9) cuyos elementos son las particiones de tipo n de S mds finas
que una determinada I. Segun el lema 4, si encontramos una funcién v
de valores enteros definida para estos intervalos iniciales, de manera que
la suma de los valores que toma para todos ellos es igual a la longitud mi-
nima de LP,(S), entonces ¥ no es sino la funcién dp restringida al sistema:
de dichos intervalos. Sabemos ya que si I tiene todos sus bloques triviales
o bien dos o mds de ellos son no triviales, es (dy) (LH(EJK)) = (). Identifi-
cando cada intervalo inicial Ly(9) de LP,(S) con la particion I que lo de-
fine, pondremos para abreviar v () en vez de ¥ (Ly(9)) y definiremos la
funcién ¥ como sigue:

. wﬁ’m) = 0, si I carece de bloques no triviales o bien tiene dos o més
2 ellos.

PIM) = (— I+ (ﬁ:i), si I tiene un s6lo bloque no trivial y éste
tiene exactamente k elementos (n < k =< m) 32-2
Habremos demostrado que v es la restriccién de dy. si logramos ver que:

2 ¥ (M) = d(LP,(S)) = m — n (véase teorema 9)
Iezpncs) :

Para computar la suma del primer miembro bastarid tomar en conside--
racién aguellas particiones I cuyo nimero de bloques no triviales es exac-
tamente uno, ya que para las demds es por definicién ¢ (9) = 0. Para cada

—Cleg
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conjunto M de k elementos de S (n < k =< m), hay una particién y sélo una
9. de tipo n que tiene a M por tnico bloque no trivial. Puesto que hay
( Z" ) subconjuntos de este tipo y cada uno de ellos corresponde a una par-

ticién I para la cual es ¥ (M) = (— 1)< (g il ?) , Serd

p @ = B0 () (E)

y todo se reducird a demostrar que es

> (— Dt ( 77; )(?/; e ?) =m—n 333

Ik=n+1

Esto se cumple para cualquier n > 0 si es m —n = 1, como se com-
prueba inmediatamente, pues entonces la suma «del primer miembro

de 33-3 se reduce a un término Gnico que es ( Z i 5)(2 2 §)=Z,= m—mn.

Una vez fijado n, supongamos que 33-3 se satisface para un cierto valor de
m (m > n). Se trata de demostrar que también se satisface la 33-3 al sus-
tituir en ella m por m + 1, o sea

m+-1

> (e (m f ])(k = 3): ML —n 33-4

k=n+1 n

Esto equivale evidentemente a demostrar que es

S (MEN(ETE) - 2 o (T )T T)=1 s

k=n-+L N1 E—nt1

Operando con el primer miembro de esta tdltima igualdad se obtiene,
teniendo presentes las propiedades de los niimeros combinatorios:

S el s e e
e b e Gl el el
& I §+1 (E- o ( ?)( [ e Z) U e (77;1:]]) S
~ b e )

2 el ) T (LI

(hemos corrido los indices poniendo k = n + 1 + s).

La demostracion de que esta ultima suma vale siempre 7 es eomo sigue
{adaptamos a nuestras necesidades un método de demostracion que hemos

B
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visto utilizado en el libro de EuceN Nerto “Lehrbuch der Combinatorik”,
Leipzig 1901, Verlag von B. G. TEUBNER, pag. 255):
Consideremos la identidad

] m (— ]),,,, . -
(l _— (Z ey ‘1-)_" — = (Z e m)m—u
L T

En el desarrollo del segundo miembro, el coeficiente del término x~
es (— I)* segun puede conlprobarse En el desarrollo del primer mlembm
el coeficiente del término o se obtiene como suma entre s=0 y s=m—n
de los productos del coeficiente del término (Z/x)"" = x™° en el desarro-
llo del primer binomio, por el del término 2 en el desarrollo del segundo.
Ahora. bien, el término (7/x)™ en el desarrollo de (Z — Z/x)™ tiene por

coeficiente (— I)** ‘*(n T s) y el término x’ en el desarrollo de (Z — x)™

tiene por coeficiente
) ) () 1y nn+1) ... (n+s—1)

2 s
£ (n +Ss—]) 1 (n, ;;L_QYZ)
De aqui que podamos poner:
Z:ia C0 (n 2 s)(n i ]) = (=),

o bien, dividiendo por (—I)*

Y cn(,n ) regl) -

s=0

Con esto hemos demostrado 33-5 y con ello que la funcién definida como
en 33-2 es la funcién dp. restringida a los intervalos iniciales de LP,(S). El
valor de v para el reticulo LP, (S) se obtendrd de 33-1 tomando como ar-
gumento la particién de tipo n de S mds basta, que como sabemos es aque-
lla que tiene como unico bloque no trivial el mismo conjunto S. Al poner
m en vez de k en 33-2 se obtiene 33-1, c. q. d.

Corolario. — Si JU es una particién de tipo n de un conjunto [imto S
con un tnico bloque no trivial M, siendo M = m, entonces es

L= (T

== pgtie
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CarpiTurno V
LA FUNCION A4 EN LAS HIPERGEOMETRIAS FINITAS

34
GENERALIDADES

Segin hemos dicho en la seccién 31, el valor de la funcién A para una
hipergeometria finita G(I), expresa una propiedad del reticulo Lg(9) de
subespacios de G(IT). Los reticulos Lg(M) de subespacios han sido sola-
mente estudiados, a nuestro conocimiento, en el caso de ser I una parti-
ci6n de tipo 2, siendo de destacar a este respecto el hecho, demostrado
por Hartmanis [13], de que los reticulos L,(9U) (siendo I una particién
de tipo 2 de un conjunto finito) sirven para representar cualquier reticulo
LP, (S) de particiones de tipo » de un conjunto S finito. Esto quiere decir
que, para todo: reticulo LP, (S), siendo S finito, existe un conjunto finito W
y una particién I de tipo 2 de W tal que LP, (S) es isomorfo a L.(T).
Se demuestra asimismo (loc. cit.) que todo reticulo finito es isomorfo a un
subreticulo de un reticulo de particiones de tipo 2 y, como consecuencia
de lo anteriormente dicho, isomorfo también a un subreticulo de un reticu-
lo de subespacios de una hipergeometria de tipo 2, que es lo mismo que
decir, utilizando el lenguaje de Hartmanis, de un reticulo de subespacios
lineales de una geometria. Esto nos dice que el sistema de tales reticulos
es muy amplio, y mds amplio aun es el sistema de los reticulos de subes-
pacios de hipergeometrias de tipo n sobre conjuntos finitos, si dejamos que
n pueda ser un entero no negativo cualquiera. Esta enorme variedad de
reticulos L(9) hace que el problema de la determinacién del entero
A 4(I) deba resolverse en cada caso particular, determinando primeramen-
te la estructura del reticulo L.(9) y después, sucesiva y ordenadamente.
los valores de la funcién dyp para los intervalos iniciales de L,(9) (empe-
zando por los de menor nimero de elementos) hasta llegar a, obtener
A4() = (dp) (Le(M)). Todo esto se consigue evidentemente mediante un
proceso finito.

Los siguientes lemas nos dan a conocer la estructura del reticulo- Lg(9)
en algunos casos particulares. No nos entretenemos en dar explicitamente
las demostraciones, por tratarse de consecuencias inmediatas de las defi-
niciones de la operacién n-aria 7(I) (véase seccién 29), de conjunto ce-
rrado respecto a una operacién y de subespacio de una hipergeometria.

Lema 38. — Si S es un conjunto de n o de menos de n elementos, el
reticulo de subespacios de la unica hipergeometria de tipo n sobre S que
en tales casos existe, es isomorfo al dlgebra de Boole 2 (S).

g
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Lema 39. — El reticulo de subespacios de toda hipergeometria de tipo
0 G(I), sobre un conjunto S, es isomorfo al dlgebra de Boole & (S — T),
donde T es el bloque tnico de la particién.

Lema 40. — Para que una determinada parte T, de m o mds ele-
mentos de un conjunto S, sea un subespacio de la hipergeometria G(I) de
iipo n sobre S, es condicién necesaria que T sea unién de un conjunto mo
vecto de bloques de IN.

Lema 41. — Toda parte T de menos de n elementos de un conjunio S
es un subespacio de cualquier hipergeometria de tipo n sobre S.

De los lemas 40 y 41 se deduce que son subespacios de una hipergeome-
tria cualquiera G(9U) de tipo m sobre un conjunto S de n o méas elementos,
por una parte todos los subconjuntos de S de menos de n elementos y por
otra ciertas uniones no vacias de bloques de IC. Es facil comprobar que
para las hipergeometrias de tipo Z se cumple lo siguiente:

Lema 42. — El reticulo de subespacios de una hipergeomeiria G(I) de
fipo 1 sobre un conjunio mo vacfo S estd constituido exactamente por la
parte vacta de S y por todas las uniones de bloques de . En consecuencia
si S es finito y tiene exactamente r bloques M,, ..., M,, el reticulo Ly(I) es
1somorfo al dlgebra de Boole de las partes de un conjunto de r elementos.

Para las hipergeometrias de tipo superior a 1 no toda unién de blogues
es un subespacio. El siguiente lema es inmediato y no hace méas que expre-
sar de manera distinta la definicién de subespacio.

Lema 43. — Para que una union M, U ... U M; de bloques de una par-
ticién M de tipo n de un conjunio S sea un subespacio de la hipergeome-
tria  G(9) es preciso y basta que, siempre que n elementos distintos
a, ..., a, de S pertenezcan a la unién M, U ... U M,, el bloque M(a, ..., a,)
determinado por estos elementos esté incluido en dicha unién.

Del lema 38 se deduce que si es S < n o bien S = n, el reticulo de sub-
espacios de la unica hipergeometria de tipo n que existe cuando se da uno
de estos casos, es frivial, una cadena de dos elementos, o reducible, segin
que sea respectivamente S =0, S =1 6 S> 1. Teniendo en cuenta el
iema 9 y el teorema 7 se obtiene en tales casos (llamando I a la particién

Gmica en cuestién), Ao(M) =0si S =0 6S >1yAd,(MN) =18 S = 1.
Del lema 39 se desprende asimismo que para una hipergeometria G(9U) de
tipo 0 sobre un conjunto S, si T es la parte de S que define I, es 4,(M)=0

SiS—T=0,6S—T>1yAdy(M)=1si S—T = 1. Finalmente, del
lema 42 obtenemos que si la particién 9 de tipo 7 del conjunto S contie-
Hie 7 blogues, ‘es A0y — Osiir =0 60 > 1 y A () ="1 s 1°="1

El siguiente lema nos da a conocer otro caso en que es Ly () reducible
y en consecuencia 4,(I) = 0.

Teorema 11. — St I es una particion de tipo n de un conjunto finito S

(n >0, St n) y uno por lo menos, x, de los elementos de S, es tal que
todo bloque de I que contiene x es trivial, entonces el reticulo Ly(IN) es
reducible:

==
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Demostracion :

Al ser S > n toda particién de tipo n (por lo tanto también IU) contie-
ne por lo menos un bloque. Al ser n > 0 el elemento x debe estar conteni-
do en un bloque, el cual es por hipétesis trivial, luego U contiene bloques
triviales. Puede ocurrir que todos los bloques de U sean triviales o bien
que uno por lo menos de ellos sea no trivial. En el primer caso toda parte
de S es evidentemente un subconjunto cerrado respecto a 7(9), es decir,
un subespacio, lo cual quiere decir que es

L(I0) 2 2 (S),

y puesto que S >mn y n >0 implica S = 2, resulta que € Yy L(IT) son
reticulos reducibles.

Consideremos ahora el caso en que I contenga algin bloque no trivial
(junto con otros triviales segiin hemos dichos). Los bloques de I que no
contienen el elemento x constituyen un sistema 9’ que es una particién
de tipo n de S — {x} como es ficil ver, pues n elementos distintos de

S — {x} (al ser S > n existen necesariamente tales elementos) estdn en
un bloque y s6lo uno M de IU que por no contener x (de lo contrario M
serfa no trivial y contendria z, contrariamente a lo supuesto) pertenece
a .

Los subespacios de G(9U) (elementos de L,(9)) pueden ser clasificados
segin que contengan o no el elemento x. Si un subespacio T de G(I) no
contiene el elemento x, entonces T es, como subconjunto de S — {z}; un
elemento de L,(9). En tal caso el conjunto T U {xt es cerrado respecto
a () debido a que todo subconjunto de m elementos de T'U {z} que
contenga x determina un bloque trivial. Por otra parte a todo subespacio
V de G(9) que contiene x le corresponde un conjunto V — {x} que no
deja de ser cerrado respecto a r(I) (sigue siendo subespacio de G(IL))
pero que es ademis cerrado respecto a 7(9L’), es decir, subespacio de
G(I). Entre los subespacios de G(IU) que contienen el elemento = y los
«que no lo contienen (los subespacios de G(IU')) existe por lo tanto corres-
pondencia biunivoca, de tal modo que los elementos de Lg(IU) estdn a su
vez en correspondencia biunivoca con el conjunto de todas las uniones de
una de las formas T U @ = T y T U {xt, siendo T un elemento cualquiera
de Ly(I’). Esto demuestra que Ly(9) es isomorfo al producto directo de
Le(9%) por la cadena de dos elementos representada por @ y {zt. Como
L(I) no es trivial (contiene por lo menos @ y S — {}t que son distintos.

al ser S = 2) resulta que Ly(9) es reducible, c.q.d.

35
GEOMETRIAS PROYECTIVAS

Nos hemos ocupado en la seccién anterior de revelar algunas relacio-
mes existentes entre wna particién I de tipo n de un conjunto finito S y
el reticulo Ly(9) de subespacios de la hipergeometria G(IT). Vamos a li-
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mitarnos ahora al estudio de un tipo muy particular de hipergeometrias
de tipo 2 que corresponden a lo que en la literatura matematica es conce-
dido con el nombre de Geometrias proyectivas. Entre las definiciones de
“Geometria” y en particular de “Geometria Proyectiva” dadas por diferen-
tes autores existen pequenas diferencias que muchas veces no afectan al
contenido en el sentido de que entre las Geometrias o Geometrias Proyec-
tivas definidas de una o de otra manera se puede establecer una correspon-
dencia biunfvoca. No consideramos valga la pena hacer una resefia com-
parativa de tales definiciones y por ello nos limitamos a dar las nuestras
con un contenido idéntico en el fondo al de la mayoria de los autores, pero
procurando adaptarlas en la forma a nuestra actual linea de trabajo (véase
nota 13).

Para Hartmanis “Geometria” es sinénimo de “Particién de tipo 27.
Nosotros preferimos llamar “Geometria” a toda multidlgebra {S; r(N)},
donde S es un conjunto, I es una particién de tipo 2 de S y 7(9) la ope-
racién binaria en S definida a partir de 9 como en 29-1 y 29-2. Dicho de
otro modo y teniendo en cuenta nuestra definicién de “Hipergeometria de
tipo n” (véase seccién 29), llamaremos “Geometria” a toda hipergeometria
de tipo 2. En toda geometria G(I) = {S; »(M)} llamaremos puntos a los
elementos de S y rectas a los bloques de 9.

Definicién. — Una geometria {S; 7(9)}, siendo S un conjunto cual-
quiera (incluso vacio), serd llamada geometria proyectiva si y sélo si la
particién JU de tipo 2 que la engendra cumple la siguiente condicién: PR)
Si un punto v estd en las rectas g y ¢’ de tal manera que los puntos « y B~
pertenecen a g y los puntos o’ y 8 a ¢/, entonces existe por lo menos umn
punto " y rectas h y k' de tal manera que «, B y ¥’ estdn sobre h y
o/, B, y sobre k' (no suponemos que sean necesariamente distintos entre
si los puntos «, B, ¥, o, £, ¥/, como tampoco las rectas g, ¢, h, k).

La condicién PR) puede ser representada mediante el siguiente diagra-
ma, en el que para mayor claridad suponemos que son distintos entre s
los puntos o, B, v, «, B, ¥’ y las rectas g, ¢, h, K.

-

hl

Este diagrama debe considerarse solamente como una ayuda mnemotéc-
nica y en ningin modo debe llevarnos a confundir los conceptos de “pun-

to” y de “recta” en el sentido de nuestras definiciones, con los de punto ¥
recta de un plano euclideo. i

eyt
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Son geometrias proyectivas aquellas geometrias en que el conjunto S°
es vacio o tiene un s6lo elemento, asi como aquellas en que la particién I
es la particién mds basta de tipo 2, constituida por el tunico bloque-

S (?5 2). En todos estos casos la condicién PR) carece en efecto de con-
tenido y es por lo tanto satisfecha de modo trivial.

Lema 44. — El reticulo de subespacios lineales de toda geometria pro-
yectiva es modular y complementado.

Salvando las diferencias de nomenclatura y de notacién puede seguirse-
la demostracién dada por Hermes [17] (teorema, 14,1, pag. 78).

Lema 45. — EI reticulo Ly(9) de subespacios lineales de una geometria
proyectiva G(IU) de dos o mds puntos es wrreducible st y sélo si todas las
rectas de G(I) tienen por lo menos tres elementos, dicho de otro modo, st
y sélo si la particion I carece de bloques triviales.

Omitimos la demostracién por tratarse en realidad de un conocido teo--
rema de la teoria de espacios lineales expresado en nuestra terminologia.
Este lema justifica que llamemos, como es costumbre, reducible o irredu-
cible Ia una geometria proyectiva G(I) seglin que tenga o no tenga rectas:
triviales.

Por ser modular el reticulo Ly(9) de subespacios lineales de una geo-
metria proyectiva G(9U), satisface la condicién de cadena de Jordan-Dede-
kind (véase lema 16, pags. 42 y 43). Tiene por lo tanto sentido definir la
dimensién de un elemento T de Ly(9U) (subespacio lineal) como la longitud
de cualquier cadena maximal que una el elemento minimo de L(IC) con
T. Teniendo en cuenta que los elementos minimo y maximo de Lg(7T) son
respectivamente la parte vacia y el conjunto total S, la dimensién de Lg(IN)
(a la que llamaremos también dimensién de la geometria G(I)) serd la
longitud de toda cadena maximal de subespacios que una la parte vacia
con S. Se demuestra que la dimensién de un subespacio T coincide (segin
la definicién que precede) con el nimero minimo de elementos de S nece-
sario para engendrar T. En los tratados de “Geometria Proyectiva” se da
el nombre de dimensién de un subespacio lineal T a la dimensién de T~
segin viene dada por la anterior definicién, disminuida en una unidad.
A esta dimensién la podriamos llamar dimensién geométrica, pero no-
haremos uso de ello.

Lema 46. — Todo subespacio lineal de wuna geometria proyectiva:
G(I) = {8, r(M)} es una geomeiria proyectiva G(I') = {8"; r(M)}.

El sistema de los bloques de 9 contenidos en el conjunto S* cerrado res-
pecto a (), constituye en efecto una particién M’ de tipo 2 de S’ que-
satisface la condicién PR) segun es facil ver. En estos casos diremos que-
la geometria proyectiva G(I) = {S§; »(M)} estd mmersa en la
G(I) = {S; r(IU)}.

Las geometrfas proyectivas de dimensiones 7 y 2 reciben respectiva--
mente los nombres de puntos y de rectas tanto si se consideran indepen--

dientes como si se consideran inmersas en geometrfas proyectivas de di--
mensién superior.
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36
ESPACIOS VECTORIALES SOBRE UN CUERPO

Dado un cuerpo C y un entero positivo n, llamaremos “espacio vectorial
V. de dimensién n sobre C” a la multidlgebra V.*={C"; ®, {u.t, (c€C)!
«cuyo conjunto base es la potencia C" y cuya familia definidora estd cons-
tituida por la operacién binaria uniforme © y por un conjunto {u.t (c€C) de
-operaciones unarias (también uniformes) en correspondencia biunivoca con
‘los elementos de C. La operacién binaria € es la suma vectorial que hace
ccorresponder a cada par < «, 8> de n-tuplas de C (@ = < a,,..., @, >,
B=<b, ..b,>)lantuplac® B =<a + by ..., a, + b, >, siendo

va; + b; (1 = 1,...,n) la suma (en el cuerpo C) de los elementos a; y b;.
Para cada elemento ¢ de C, la operacién unaria uniforme u, es la que hace
«corresponder a cada n-tupla o« = <a;, ..., a,>, la n-tupla ca =

= < cay,..., ca, > donde ca; (i = 1,..., n) denota el producto de ¢ por a;
~en C.

A toda submultidlgebra de V" se le da el nombre de subespacio lineal.
-Antes habiamos dado el mismo nombre a las submultidlgebras de una geo-
metria proyectiva G(IM) = {S; r(M)}. Esta coincidencia de nombres se jus-
‘tifica por el siguiente lema.

Lema 47. — Para toda geomeiria proyectiva irreductble G(I) de dimen-
-sién n = 4 (dimensién geométrica n = 3) existe un cuerpo C tal que el re-
-ticulo Lg(M) de subespacios lineales de G(I) es isomorfo al reticulo LV."
«de subespacios lineales de V..

Fiiémonos en que no se ha dicho que sean isomorfas como multidlgebras
‘G(I) y V.* sino que son isomorfos los respectivos reticulos de submultial-
.gebras.

A partir de V" se puede construir como es sabido el espacio proyectivo
P,_; (C) de dimensién n — 7 sobre C, que es posible también presentar
«como multidlgebra. Los elementos del conjunto base serian, en efecto, las
~clases de equivalencia que se establecen en {C" — < 0, 0, ..., 0>} al poner
~en una misma clase K(a,,..., a,) todas las n-tuplas de la forma <<ca,..., ca,>
_y solamente éstas, siendo < a;,..., @, > == < 0,..., 0 >y ¢ # 0 (la n-tupla
< ..., &> se dice que es representante de la clase K(a,,..., a,)). La fa-
milia de operaciones estara constituida ahora por una operacién tnica bina-
‘T1a que es la que a cada dos clases K(a,..., a,), K(b,,..., b,) hace correspon-
~der el conjunto de todas las clases representadas por un elemento de la for-
ma <ca + ¢’ by,...,c’a, + ¢” b, > siendo ¢ y ¢’ elementos de C con
‘la condicién de que no sea simultdneamente ¢’ = 0, ¢” = 0. Se ve inmedia-
tamente que el reticulo de submultidlgebras del espacio proyectivo asi defi-
nido es isomorfo a LV,” y el lema 47 es consecuencia del teorema que dice
~que para foda geometria proyectiva G(I) de dimensién n > 4 existe un
~cuerpo C tal que G(IU) es isomorfo al espacio proyectivo P,_; (C) (véase por
«ejemplo SeEGrE [20], pag. 171).
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37
LA FUNCION A EN LAS GEOMETRfAS PROYECTIVAS FINITAS

La estructura de los reticulos de subespacios lineales de una geometria
proyectiva es perfectamente conocida, lo cual permite la determinacién del
valor que toma la funcién 4 en cada caso. En primer lugar, habida cuenta
del teorema 7 y de la definicién de geometria proyectiva reducible pode-
IOS poner:

Leva 48. — Si G(9N) es una geometria proyectiva finita, reductble, en-
tonces es
Ag(0) = 0.

Queda por considerar el caso de las geometrias proyectivas finitas irre-
«ducibles y para determinar el valor de 44(9) cuando G(IN) es una de tales
geometrias nos hace falta conocer, cualesquiera que sean los enteros n, h
(h < n) el nimero ¢ (n, h) de subespacios lineales de dimensién h conteni-
dos en una geometria proyectiva o subespacio lineal de dimensién n. Para
esto nos vale el siguiente lema.

Lema 49. — El miimero ¢ (n, h) de subespacios lineales de dimensién h
contenidos en un subespacio lineal de dimensién n de una geometria pro-
yectiva finita wrreducible G(IU) (no olvidemos que toda geometria proyecti-
va puede ser considerada como subespacio lineal de si misma) se obtiene
mediante las siguientes férmulas

o (n, n) = 9 (n, 0) = 1, cualquiera que sea n.
Si es n> 1, h > 0 (debe ser siempre, evidentemente n = h) existe un

entero q = 2, dependiente de la geometria G(I) en cuestién, de tal ma-
nera que

i=h—1 el
D’ (qn—z S 1)

oM, h) = — 37-1
IEE (gD

Para la demostracién de este lema deben considerarse por separado los
casosn =0, n =1, n = 2, n =3, n> 3. Para los dos primeros la validez
de las formulas dadas es evidente ya que en cualquier geometria los subes-
pacios de dimensién 7 son los puntos y el de dimensién 0 es la parte vacia.

Cualquier conjunto S de dos o mds elementos puede considerarse como
constitutivo de una geometria proyectiva de dimensién 2, es decir como
recta (no necesariamente inmersa en una geometria proyectiva de dimensién

superior). Una tal geometria proyectiva es reducible si S = 2 (lema 45). Si

es S > 2 podemos poner S = ¢ + I, siendo ¢ = 2. Puesto que los subes-
pacios de dimensi6n 7 son los puntos, esto estd de acuerdo con la férmula

37-1 al hacer n = 2, h = 7. Con esto queda demostrado el lema en el caso
= 2
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Para el caso n = 3, puede verse la demostracién en M. Hall [9], pAg. 348
(lo que nosotros llamamos geometria proyectiva de dimensién 3 es desig-
nado por este autor por “plano proyectivo”). Finalmente para el caso n > 3
puede encontrarse la demostracién en Secre [20], pag. 257. En este caso
el entero q es el orden de un cuerpo de Galois y por Io tanto de la forma
p°, siendo p un nimero primo y s = 7 (véase nota 13).

El conjunto vacio, considerado como geometria proyectiva de dimen-
sién 0, tiene como reticulo de subespacios el reticulo trivial y en consecuen-
cia la funcién 4 toma para ella el valor 0.

El punto, considerado como geometria proyectiva, tiene como reticulo
de subespacios la cadena de dos elementos constituida por el mismo punto
y por la parte vacia. El valor que toma la funcién A es entonces 7 segin
el lema 9.

En los demds casos se tiene

Teorema 12. — Para toda geomelria proyectiva finita irreducible
G(I) = {S; 7(M)t de dimensién n (n > I) se verifica
ATy = I — T —q) ... (1 — g™ 312

donde q + 1 es el niimero de puntos contenidos en una recta cualquiera de
G().

La demostracién de este teorema se reduce a un proceso de céleulo al-
gebraico andlogo al desarrollado para la demostracién del teorema 5 (pégi-
na 42). Se trata en definitiva de encontrar una funcién v que haga corres-
ponder a cada subespacio lineal T de G(9) un ndmero entero v (T) de tal
manera que la suma de todos los valores de v (T) al variar T en Lo(9) sea
1gual a n. Decimos que si cada recta de G(9U) tiene q + 1 puntos (asi tiene
que ser para un cierto ¢ = 2, segin el lema 49 aplicando al caso particular
n = 2, h = 1) entonces la funcién v que llena el requisito antedicho y que
por tanto coincide con la restriccién de dp. (véase lema 4) es la que toma el

valor 7 para los puntos y que para cada subespacio lineal T de dimensién
t (t > 1) toma el valor

DD = =gl el

Si como antes llamamos ¢ (n, t) al nimero de subespacios lineales de
dimensién ¢ contenidos en G(IU) (recubrdese que G(IT) es de dimensién n) se
tratard de demostrar que es

o )vM=9omD 1+ Jem)I—q..0—q¢)=n
t=3

0 bien
L= ol 0
I—yg  (I—9U—¢
(I—q")..(I—q)
d—q ...(I—q)

e G

I—q) + ..

2 (]— q) (Z—q)“'l —
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Z____(n Z_n Z_ n—1
q +< q") ( 4 D
I =] 1—¢q

Ol )
1—q" 7

n

El proceso de induccién que lleva a demostrar que esta dltima igualdad
constituye una identidad puede verse en las pdginas 44 y siguientes, por
lo que consideramos innecesario repetirlo.

Recordemos que, segin el teorema 1, para todo reticulo finito reducible
R es (dp) (R) = 0. Pueden encontrarse reticulos finitos irreducibles no tri-
viales R para los cuales es también (dp) (R) = 0 (véase [6]). La condici6n
(dp) (R) = 0 es pues necesaria, pero no suficiente, en general, para que R
sea reducible. Podemos establecer sin embargo el siguiente teorema.

Trorema 13. — Para que un reticulo finito, no trivial, modular y com-
plementado V sea reducible, es condicién mecesaria y suficiente que sea
(dp) (V) = 0.

Segun el teorema 7, bastara demostrar que la condicién es suficiente.
La demostracién se basa en que para todo reticulo finito, modular y com-
plementado V, existe una geometria proyectiva finita G(V) tal que el re-
ticulo LG(V) de subespacios lineales de G(V) es isomorfo a V (apliquese lo
expuesto por Hermes [17], pag. 81 y ss. al caso de ver V un reticulo finito).
Si V fuese no trivial e irreducible, entonces la geometria proyectiva G(V)
seria irreducible y de dimensién mayor que 0, con lo que el valor de
A(G(V)) = (dp) (LG(V)) = (dp) (V) seria igual a 7 o bien vendria dado
por 37-2 con g = 2, segun lo demostrado en esta misma seccién. En todo
caso seria (dyp) (V)540, lo cual nos dice que si V es no frivial y es (dp) (V)=0,
tiene que ser V reducible, c. q. d.
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NOTAS

Nota 1 (pag. 11)

Recibe el nombre de dlgebra de Boole todo reticulo distributivo y com--
plementado (véase seccién 11 y nota 11). Si S es un conjunto cualquiera
designamos por € (S) el sistema. de las partes de S, pero también hablamos:
a veces del algebra de Boole 2 (S) en cuyo caso nos referimos abreviada--
mente al reticulo {2 (S); U, N} constituido por el conjunto € (S) y las:
conocidas opedaciones llamadas “unién” (U) e “interseccién” (M) definidas
en el mismo como se hace en Teoria de Conjuntos. Un tal reticulo es como-
se sabe un algebra de Boole. Todos los reticulos que consideramos en este-
trabajo serdn M-subreticulos de una determinada d4lgebra de Boole 2@ (S)
(véase nota 4). Si un reticulo {R; U, N} es un dlgebra de Boole, no ocurre-
sin embargo necesariamente que este reticulo sea isomorfo a un dlgebra
de Boole 2 (S) de las partes de un conjunto S. Para que esto ocurra es pre-
ciso y basta que {R; U, N} sea ademds completo (véase nota 4) y atémico-
(véase nota 11).

Nota 2

Algebra Unwversal (pag. 15)

En las secciones 1 a 12 de la Introduccién he expuesto en forma origi--
ral conceptos que corresponden a la teoria conocida con el nombre de
Algebra Universal (v. G. Brruorr [2] pp. 139 y ss. y H. Hermes [17],
pdginas 151 y ss.). Esta teoria tuvo su origen en un trabajo de BmkmOrF,
al que no he tenido acceso (On the structure of abstract algebras. Proc..
Cambridge phil. Soc. Tomo 29 (1933), 441-464; citado en Hermes [17],
pagina 159). El uso del término “multidlgebra” para designar un sistema-
{S; Ft constituido por un conjunto S y una familia F =(f,) A€ A) de apli-
caciones de S™ en 2 (S) me fue sugerido por el mismo Birkhoff a consulte
mia. Posteriormente lo he visto wutilizado en este mismo sentido por-
G. GrarzEr (A representation theorem for multialgebras, Archiv der Ma-
thematik, Vd. XIII, Fasc. 6, 452-456). Este autor llama multi-operaciones
a las aplicaciones de S™ en 2 (S) (nosotros las hemos llamado operaciones)
y reserva el nombre de operaciones a las aplicaciones de S™ en S.

1

Nota 3 (pag. 16)
La idea de designar por S el nimero cardinal de un conjunto S se debe-
a Canror (véase S. C. Kieeng, Introduction to Metamathematics, 1959,
pagina 9).

Sopgia
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Nota 4 (pags. 19 y 20)
Conjuntos ordenados y reticulos. Terminologia y mnotacién

En la seccién 11 exponemos los conceptos de conjunto ordenado y de
zeticulo y hacemos ver c6mo tanto uno como otro caben dentro del con-
cepto mas general de multidlgebra. Aqui vamos a completar lo alli expues-
to puntualizando brevemente la terminologia y notacién utilizadas.

Sea {C; Ct un conjunto ordenado (véase seccién 11). Si @, y son ele-
‘mentos de C tales que el par ordenado < x, y > pertenezca a C, escribi-
mos « C y y expresamos este hecho diciendo que x es anferior a y o bien
que es x inferior a y. Si, siendo x C y es ademds x == y escribimos « C y
y decimos que x es estrictamente anterior (o wnferior) a y. Si es x C y y no
existe ningtin elemento z de S tal que x C z C g, escribimos x { y y deci-
mos que x es CO?lligllO i)lf(”l‘iO?' de Yy, que T es Cll-biC?'[O por y, que y es con-
tiguo superior de x o que y cubre x. Decimos que los elementos x, y son
-contiguos si se satisface una de las condiciones z { y o y { @.

Si a es un elemento de S y M una parte de S decimos que a es un mi-
‘norante o una cota inferior de M si para todo elemento x de M es a C @
.Y que a es un mayorante o cota superior de M si para todo x de M es x C a.
Debido a la propiedad antisimétrica, puede existir a lo sumo un minorante
~de M perteneciente a M, y si tal elemento existe se le da el nombre de mi-
nimo de M (se escribe min M). Del mismo modo se define el mdximo de M
(max M) como un mayorante de M perteneciente a M.

Si el conjunto de los minorantes de M posee un méaximo, éste recibe el
‘nombre de infimo de M (inf M) y si el conjunto de los mayorantes de M
posee un minimo, éste recibe el nombre de supremo de M (sup M). Eviden-
‘temente, si min M y mdx M existen, son iguales respectivamente a wnf M
y sup M, pero pueden existir inf M y sup M sin que existan min M y
“max M. En particular es interesante el caso en que el mismo conjunto S
‘como subconjunto (impropio) de si mismo, posea un MAaximo o un mMinimo.
Si posee un minimo ¢ y existen contiguos superiores de ¢, éstos reciben
‘el nombre de dtomos. Del mismo modo, si S posee un maximo w y existen
contiguos inferiores de u, éstos reciben el nombre de antidtomos.

Un conjunto ordenado {C; Ct con la propiedad de que cada uno de
‘sus subconjuntos no vacios y finitos posee un supremo y un infimo recibe
como es sabido el nombre de reticulo.

Si {C; Ct es un reticulo (decimos también en este caso que C es un
reticulo respecto a la ordenacién C), consideremos para cada 2-tupla o par
ordenado de elementos de C, el conjunto de uno o de dos elementos
{< z, y >, definido poniendo.

S Al = S S ==
e e S =

— 80 —

y
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Se definen en C las operaciones U y M, llamadas respectivamente unién

e interseccién, poniendo para elementos cualesquiera x, y de C:

OE—sup R =S vy
aER—inl = fyi— i

Estas operaciones son, como consecuencia inmediata de su misma defi-
nici6n, conmutativas, asociativas, idempotentes (para todo x € C es
ruUx =1x 0o = x)y satisfacen dos leyes de absorcién (z U (xNy) = x;
r 0 (x v y) = z, cualesquiera que sean los elementos z, ¥ de C). Median-
ie ellas se puede expresar el supremo y el infimo de cualquier subconjunto

finito no vacio M de C, ya que si es M = {z;,, x,, ..., ,} es evidentemente
sup M = sup {x,, ST N e x,,}} = LGS S il = it (e W)
Wrsypsltr Ry S e U s e G o, (e propiedald asociativa de

la operacion U pmnn’rﬂ omitir los paréntesis). Del mismo modo se puede

escribir mf M = x, 0 2,0 ... © z,. En analogia con los signos X y | |
utilizados respectivamente para sumas y productoe mulhples se introdu-
cen los signos U y N, por medio de los cuales las anteriores expresiones
n n
para inf M y sup M se sustituyen respectivamente por N z; y U .
i=1 i=1

Si bien en un reticulo {C; C} existen siempre por definicién sup M e
anf M para cualquier subconjunto finito no vacio M de C, esto no ocurre
necesariamnte si M es vacfo o infinito. Los reticulos para los cuales los ele-
mentos sup M e inf M existen cualquiera que sea M (subconjunto del con-
junto base C) son llamados reticulos completos. En los reticulos completos
las expresiones sup M, mnf M, se puedan sustituir respectivamente por U M,
M M, o bien, si el con]unto M= {z t (A€ A) se considera descrito mediante
el conjunto A de indices, por U z , N x .

AEA AEA

Puede ocurrir que, siendo C un reticulo respecto a cierta ordenacién C
de C y T un subconjunto de C, T sea también un reticulo respecto a la res-
triccion C, de C a 7'. Si esto ocurre y es M un subconjunto finito, no vacio,
de T, existirdn el supremo y el infimo de M respecto a C;, a los que desig-
naremos respectivamente por U, M y N, M, para distinguirlos de U MynM.
Si ahora ocurre que siempre que M (subcon]unto de D sea finito y no vacio
s Up M ="U M, se dice que T es un u-subreticulo de C. Si con estas mis-
mas condiciones, es siempre N, M = N M, se dice que M es un N-subreticulo
de C. S8i T es a la vez U- y N-subr eticulo de C, se dice sunplemente que T
es un subreticulo de C. Si U, M existe siempre, y se cumple ademds la pro-
piedad U, M = U M, cualquiera que sea el subconjunto M de T, se dice que
T es un u-subreticulo completo de €. De modo andlogo se define un M-sub-
reticulo completo de C.

Un reticulo puede también considerarse como sistema {C; u, O} consti-
tuido por un conjunto C y dos operaciones binarias uniformes U, 0 conmu-
tativas y asociativas, definidas en C, que posean una respecto a otra las dos
propiedades de absorcmn formuladas mas arriba (véase también seccién 11,

— R ==
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pég. 20). Dadas las operaciones U, N, con estas propiedades, se define em
efecto, de la manera indicada en la pagina 21, una relacién binaria C que-
se demuestra es una ordenacién de C respecto a la cual el supremo (resp. in-
fimo) de un par de elementos x, y de C, iguales o distintos, es igual a
x U y (resp. N y).

El ejemplo mds importante de reticulo completo lo constituyen las dlge--
bras de Boole 2(S) de las partes de un conjunto S (véase nota 1). La ordena-
cién C de 2(S), respecto a la cual 2(S) es un reticulo (mds precisamente un:
dlgebra de Boole), es en este caso la conocida inclusién de la teoria de con-
juntos (A C B & todo elemento de A pertenece a B) y se demuestra facil-
mente que respecto a esta ordenacién, cualquiera que sea la familia JC de
partes de S, sup. I y inf. M existen siempre, siendo respectivamente igua-
les a la unién y a la intersecci6n segln la teoria de conjuntos, de las partes
de S pertenecientes a .

Nota 5 (pag. 20)

Utilizamos el simbolo S, x S, para designar el producto cartesiano de
S; por S;.

Nota 6 (pag. 20)

Recordamos aqui brevemente el significado de los simbolos utilizados
m4s frecuentemente en 16gica matemdtica y teoria de conjuntos.

La expresién {a: P(z)} (siendo P(ez) una funcién proposicional que con-
tiene la variable « y que se convierte en una proposicién cuando « se susti-
tuye por un objeto perteneciente a cierta clase) denota el conjunto formado
por todos aquellos objetos o para los cuales P(z) es una proposicién ver-
dadera.

El simbolo € se usa como es sabido en expresiones del tipo x € C para
indicar que el elemento designado por x pertenece al conjunto designado:
por C.

El simbolo 3 es el llamado operador existencial, cuya forma de uso da-
mos por conocida.

El simbolo 5 es el que en términos vulgares se usa en el sentido de
“tal que”.

El simbolo A es el que se usa en el sentido de “y”. Se usa entre dos
proposiciones P, () para formar otra proposicion P A Q que se define como
la proposicién que es verdadera si y sélo si P y Q son ambas proposiciones:
verdaderas.

El simholo V es el que se usa en el sentido de “o”. Se intercala entre los:
simbolos P y (Q de dos proposiciones para denotar la nueva proposicién
P V Q que por definicién es verdadera si por lo menas una de las proposi-
ciones P, () es verdadera.
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Nota 7 (pag. 22)
Diagramas de conjuntos ordenados finitos

Todo conjunto ordenado finito {C; Ct puede ser representado fdcilmen-
te, como se sabe, mediante un diagrama compuesto por puntos o pequenos
circulos unidos por rectas ascendentes. Los circulos se corresponden: biuni-
vocamente con los e]ementos de C. Si a, b son dos elementos de C y a es
contiguo inferior de b (a { b), entonces el circulo representativo de a esta
por debajo del representativo de b, estando a unido directamente con b
mediante una recta ascendente no necesariamente vertical. Puede verse
como ejemplo el reticulo de cinco elementos representado en la pédgina ...

Nota 8 (pag. 27) -

Notese que el conjunto % (la notacién es nuestra, no de Ward) de fun-
ciones de intervalo depende del conjunto ordenado S. Si hacemos que S
sea la cadena de enteros no negativos 0, 7,..., n, entonces S seria el conjun-
to de las funciones f que hacen corresponder un nimero (digamos por ejem-
plo real) f(a, b) a cada par de enteros no negativos a, b tales que a < b.

Cada funcién f daria lugar a infinitas sucesiones f, (x)_] a, .r) (@=010
r =a, a + 1,...) de nimeros reales. Las funciones f que més pueden in-
teresar son aquella; en que el valor f(a, x) depende solamente de la dife-
rencia £ — @ que es lo mismo que -decir del nimero de elementos z tales
que a < z = x. Este ntimero define totalmente la estructura del intervalo
[a, =] de S. De manera andloga si S es ahora un conjunto ordenado local-
mente finito cualquiera, entre todas las funciones de intervalo en S (ele-
mentos de %), las que mdas interesan son aquellas f en las que el valor
[(a, x) (a C x) depende solamente de la estructura de [a, ] y no de los ele;
mentos particulares a,  de S. Estas funciones f son las funciones regulares
de intervalo, de que se trata en la seccién 16.

Nota 9 (pag. 30)
Longitud mdxima, longitud minima y dimensién

Las definiciones de dimensién que se dan en los tratados sobre teoria de
reticulos son distintas en su formulacién segin los autores pero son siem-
pre equivalentes cuando se aplican a un mismo tipo de conjunto ordenado.
Para. Birkaorr [1] (pdg. 11), la dimensién o longitud d(x) de un elemento
2 de un conjunto ordenado P es la longitud maxima d de las cadenas
1:,,Ca:lC & @ —xent Paque henen a x por elemento maximo.
siempre que d sea finito. La dimensién d(P) del conjunto ordenado P es
para el mismo autor el maximo de d(x) cuando & recorre P. DUBREIL-JACO-
TIN [4] (pag. 10) da el nombre de altura de un elemento x a lo mismo que
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Birkhoff llama dimensién de x. En estas definciones no se exige que el con-
junto ordenado en cuestién posea elemento minimo. El concepto de dimen-
sién dado por Dusrem-Jacoriy (loc. cit., pdg. 252) es solamente aplicable a
reticulos y dentro de éstos a los que ¢l denomina “geomélricos” que son
reticulos con elementos minimo y mdximo y con la propiedad de que para
todo dtomo A4 y todo elemento B se verifica que el elemento A U B cubre B
siempre que no sea 4 C B.

Las cadenas de longitud méxima cuya longitud sirve para definir la di-
mensién de un elemento x de un conjunto ordenado P o bien la dimensién
del mismo conjunto ordenado P son al mismo tiempo, como es obvio, ca-
denas maximales en el sentido de que si por ejemplo C sirve para definir
la dimensién de P no existe ninguna cadena en P que contenga todos los
elementos de C y ademés otros.

Si en vez de considerar cadenas maximales de longitud méxima conside-
ramos cadenas maximales de longitud minima obtenemos los conceptos por
nosotros introducidos de longitud minima de un elemento x de un conjunto
ordenado localmente finito con elemento minimo (minimo de las longitudes
de las cadenas maximales que unen el elemento minimo ¢ con x) y el de
longitud minima de un conjunto ordenado finito (minimo de las longitudes
de las cadenas maximales en P que unen el elemento minimo ¢ con el ele-
mento maximo ). Teniendo en cuenta que un intervalo [@, y] de un con-
junto ordenado es un conjunto ordenado, se obtienen los conceptos de di-
mensién o longitud méxima D(z, y) y de longitud minima d(z, y) de un
intervalo [z, y], segiin explicamos en la pagina 30.

Nota 10 (pag. 31)

Este lema es enunciado explicitamente por G. C. Rora [19] (proposi-
cién 5, pag. 345).

Nota 11 (pag. 38)
Clases de reticulos

Recordemos brevemente los conceptos de reticulo distributivo, reticulo
complementddo reticulo modular y reticulo atémico, asi como las propie-
dades méas conocidas y fundamentales de tales reticulos.

Un reticulo {R; U, Nt es distributivo cuando para cualesquiera elemen-
tos z, y, z de R se satisfacen las dos leyes distributivas:

I)U: v Wim ) =@ Uly) Rt

Dn: TAYUz) =(ny U@ z

IS (51

Se demuesira que es suficiente que se satisfaga DU para que también
se satisfaga D Ay viceversa.
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En un reticulo {R; U, Nt (digamos en adelante un reticulo R) con
elemento minimo ¢ y elemento maximo w recibe el nombre de complemento
de = (elemento de R) todo elemento y de R que satisfaga las dos igualdades

Uy =u
Ny = ¢

El reticulo {R; U, N} se dice que es complementado si todo elemento x
de R posee por lo menos un complemento. Se demuestra que si un reticulo
{R; U, N} es distributivo y ademas complementado (dlgebra de Boole), todo
elemento x de R tiene un sélo complemento.

Un reticulo {R; U, N} es modular si para cualesquiera elementos , y, z
de R que satisfacen la condicién x C z se cumple

U @al @) = @ Y ol %

Los reticulos que son a la vez modulares y complementados son de ex-
traordinaria importancia en el estudio de la Geometria Proyectiva.

Un reticulo {R; U, N} es atémico si para todo elemento x de R existe
por lo menos un atomo a de R tal que a C x.

Los reticulos que son a la vez distributivos, complementados, atémicos
y completos coinciden, salvo isomorfismo, con las dlgebras de Boole 2(S)
segin hemos indicado ya en la nota 1.

Nota 12 (pag. 49)

En todo el trabajo hemos usado los simbolos C, U, N para denotar res-
pectivamente la ordenacién, la unién y la interseccién en un reticulo cual-
quiera. Estos mismos simbolos son los que se usan para denotar la inclusién,
la unién y la interseccién conjuntista. No podra surgir confusién mientras
no se empleen en un mismo contexto los mismos signos con distinto signi-
ficado, pero podria presentarse la ambigiiedad por ejemplo al considerar el
reticulo LP,(S) de particiones generalizadas de tipo n de un conjunto S, ya
que los elementos de un tal reticulo son a la vez elementos de £ (2(S)) y
la ordenacién, asi como las operaciones de unién e interseccién en LP,(S)
son evidentemente distintas de la inclusién, unién e interseccién conjuntis-
tas en 2 (2(8)). De ahi la razén de haber introducido los simbolos
C,, U, y N, en LP,(S), asi como el { usado en la expresién M { I
para denotar que la particién I es contigua inferior de la IC.

Nota 13 (pag. 72)
Diversas definiciones de geomelria proyectiva y conceptos equivalentes
Hermes [17] (pag. 76) define una geometria proyectiva G como dada
por dos conjuntos sin elementos comunes y una relacién en que puede estar

un elemento del primer conjunto respecto a uno del segundo. Los elementos
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del primer conjunto son llamados puntos y los del segundo rectas. El con-
junto de todos los puntos recibe el nombre de espacio proyectivo R(G). Si
un punto x se halla respecto a una recta ¢ en la relacién que sirve para de-
finir la geometria proyectiva G se dice que x estd sobre g o que g pasa por
z. Dos rectas g y h se dice que se cortan si existe un punto o que estd a la
vez sobre ¢ y sobre h. Tres puntos «, B, v se dice que estdn alineados si
existe una recta g tal que «, 8 y v estdn sobre g. Se escribe abreviadamente
« By para indicar que los tres puntos «, B8 y v estdn alineados. El sistema G
formado por el conjunto de puntos, el conjunto de “rectas” y la relacién en-
tre puntos y rectas de que tratamos es por definicién una geometria proyec-
tiva cuando esta tltima relacién satisface las condiciones:

(P, Dos puntos distintos estan siempre sobre una recta y sélo una.

(P;y Si los puntos a, B, v, o/, 8 (no necesariamente distintos) son tales
que se verlflca a By e B o vy, enfonces existe un punto vy para el cual se
cumple 8’ o’ ¥’y a B'Y'.

(Py) l‘o‘da recta ¢ pasa por dos puntos distintos por lo menos.

Es facil pasar de una geometria proyectiva segun la definicién que an-
tecede, a una geometria proyectiva como multidlgebra tal como la hemos
definido nosotros (pag. 72) y viceversa. Por ejemplo si G es una geometria
proyectiva en el sentido de Hermes y R(G) es el conjunto de sus puntos
(primer conjunto), ponemos S = R(G). Para construir la particién 9 de
tipo 2 de S, hacemos corresponder a una recta g (elemento del segundo
conjunto) el conjunto {g} de los puntos que estin sobre g. La familia de
partes de S'= R(G) constituida por todos los conjuntos {g} es efectivamen-
te una particion de tipo 2 de S ((Py) es lo mismo que P, — 7 y P, — 2 toma-
das con]untamenle y (P) es lo mismo que P, — 3). Construido I se cons-
truye la operacién binaria 7(9) como se indica en la seccién 29 (pag. 57).

Finalmente la propiedad P(R) que exigimos nosotros para decir que la
hipergeometria de tipo 2 {S; r(M)} es una geometria proyectiva, es una co-
pia de la propiedad (P,) de Hermes.

Para Hermes un subespacio lineal de una geometria proyectiva G es todo
subconjunto z del conjunto de puntos R(G) con la propiedad de que si «, 8
son puntos distintos y v es un punto cualquiera que estd sobre la recta (tini-
ca segtin (P,)) determinada por « y 8, entonces vy pertenece a x. El conjunto
«de los subespacios lineales constituye un reticulo respecto a la inclusién en
2 (R(G)). Un tal reticulo corresponde a nuestro reticulo de submultidl-
gebras.

También se puede definir una geometria proyectiva a partir del corres-
pondiente reticulo de subespacios linales tal como lo hace el mismo Hermes
(loc. cit. pp. 81 y ss.). Este autor establece una correspondencia biunivoca
v reversible entre las geometrias proyectivas y los reticulos V completos,
atémicos, modulares y complementados que satisfacen la condicién de ser

zNU{y t =U(@Ny,)
st 1y | es un subconjunto de V dirigido hacia arriba (si para dos elementos
cualesqulera y, ,y, de {yt, existe por lo menos un elemento Y, del mis-
mo conjunta tal que Y. & s yp)

Segp
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es S, C S, entonces h = &, siendo h = k solamente cuando es S,
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DusreiL-JacoTiN [5] se sirve también de los reticulos para definir una

geometria proyectiva. Para este autor una geometria proyectiva es un re-

ticulo T que satisface las siguientes condmones o postulados (seguimos la
linea trazada. por el autor, pero libremente y resumiendo su exposicion).

Postulado I. T pose elementos méximo y minimo.
Postulado II. Si P es un 4dtomo de T (véase nota 4) y 4, B elementos

cualesquiera de T tales que B C 4, se verifica:

ANBUP)=BUMANP)

Postulado III. Todo elemento A de T distinto del elemento minimo 0.

@s una unién de un ndmero finito de atomos.

Postulado II'. Si H es un hiperdtomo (contiguo inferior del elemento
maximo) de T y B, A elementos cualesquiera de T que satisfacen la relacién
B C A, se verifica

AN BUH) = BU AN ).

Se puede establecer una correspondencia biunivoca y reversible entre las

geometrias proyectivas definidas de esta manera y las que hemos definido

nosotros como multidlgebras, haciendo corresponder a cada una de estas
ultimas {S; »(M)} el correspondiente reticulo L({S; »(9)}) que se com-
prueba satisface los postulados I, II, IIT y II". Viceversa dado un reticulo T
que satisface estos postulados, constituimos el conjunto S formado por los
atomos de T' y la familia de partes de S cuyos elementos son los conjuntos
de atomos cubiertos por un mismo elemento de 7. qe comprueba que una
tal familia JC satisface las condiciones P, — 7, P, — 2, P,— 3 y PR). Con

S y M se forma la operaci6n binaria () y se obtlene la multidlgebra

{S; 7(911) que es una geometria proyectiva segun nuestra definicion.

La definicién que da B. Seore [20] (pag. 141) de espacio grdfico es tam-
bién de tipo reticular. Para este autor un espacio grdfico de dimensién n
(n entero no negativo) es un conjunto cualquiera S de elementos abstractos
llamados puntos y una familia de subconjuntos de S llamados subespacios
de S, cada uno de ellos asociado a un entero menor que n que es su dimen-
si6én, y cumpliéndose las siguientes condiciones:

I. Para todo h = 0,1,..., n— 1 existen ciertos subespacios S, de S,
de dimensién h de tal manera que los subespacios S, son los conjuntos for-
mados por un elemento tnico de S. Ademéas de estos subespacios es conve-
niente considerar el mismo conjunto S y la parte vacia como subespacio S,
y S_; de dimensiones n y — 7 respectivamente. Los subespacios S;, S, y

S,-; suelen ser llamados respectivamente rectas, planos e hiperplanos de
S

=
II. Si §,, S, son respectivamente subespacios de dimensiones h y k y

Si-

~ III. _El conjunto de los puntos comunes a dos subespacios cualesquiera
S;, Si. de S es un subespacio S, (que puede ser la parte vacia de dimensién
r = — 1) llamado interseccién de S, y S;. De aqui se sigue la existencia de
un subespacio S, y s6lo uno de dimensién minima, llamado wnién de S,y

SESRTe——
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Sk, que es la interseccién de todos los subespacios que contienen a la vez
S, y Si (entre estos estd siempre S = S,).

IV. Utilizando la notacién de III, se cumple h + k = 7 + s.

A un espacio grifico S definido de esta manera se le puede hacer corres-
ponder la geometria proyectiva {S; r(9)} seglin nuestra definicién toman-
do como familia I de partes de S la constituida por los subespacios de di-
mensién 2, ya que al hacer esto es posible comprobar que las condiciones
I II, IIT y IV de S implican para 9 las condiciones P, — 1, P,— 2, P,— 3
y PR). Se puede demostrar que esta correspondencia de espacios graficos a
geometrias proyectivas (en nuestro sentido) es biunfvoca y reversible y que
tiene por inversa la que hace corresponder a cada geometria proyectiva
1S; (M)} el sistema de los subconjuntos de S cerrados respecto a r(IC). Este
sistema es como se sabe un reticulo y entonces se toma como dimensién h
de cada elemento (pongamos S,) de este reticulo la longitud de la cadena
que une S_; son S, disminuida en una unidad.

Si llamamos dimensién de una geometria proyectiva (segiin nuestra de-
finicién) a la longitud minima del correspondiente reticulo de subespacios
lineales, se suelen llamar planos proyectivos a las geometrias proyectivas
de dimensién 3 (dimensién geométrica 2). Algunos autores (v. p. ej. G. Pic-
KERT [18] reservan el nombre de “plano proyectivo” para lo que en nuestro
lenguaje llamarfamos geometria proyectiva wreducible de dimensién 3.




SOBRE LA TEORIA DE LA MEDIDA Y SUS FUNDAMENTOS:

DISCURSO DE INGRESO EN LA ACADEMIA
leido por el Académico electo

Irmo. Sr. D. Bavrasar R.-Sarinas PaLero

en el acto solemne de su recepcion
celebrado el dia 2 de mayo de 1965

Excelentisimos e llustrisimos Seiiores,
Sefiores Académicos,

Sefioras y sefiores:

En un acto tan importante para mi como éste, me es dificil expresar-
exactamente los sentimientos que me embargan hacia tan ilustre Corpora-
cién, que se ha dignado a invitarme a formar parte de ella. E1 momento-
mas grato de todos es reconocer y agradecer profundamente el gran honor-
que se me ha hecho con esta eleccién, en la que se manifiesta la amistad
que me une con todos sus miembros; porque no cabe duda de que una de-
las cosas mds agradables y humanas es contar con un nimero crecido de -
buenos amigos. Tanto honor obliga a mucho, tanto que no puedo saber yo

mismo si podré ser util para los altos fines que tiene esta ilustre Academia
de Ciencias.

Solamente puedo asegurar, reiterando mi gratitud, que intentaré corres--
ponder a él y a las esperanzas que han puesto en mi, poniendo todo mi
entusiasmo en las tareas que me sean encomendadas como miembro de ella.
No he de negar que me siento abrumado por la responsabilidad que he-
contraido con mi aceptacién, pero también he de manifestar que siento .
un gran alivio pensando que siempre podré contar con la ayuda y direc-
cién de los miembros tan valiosos con que cuenta la Academia de Ciencias-
de Zaragoza.

Satisfaccién y preocupacién son los sentimientos que me han animado .
desde que me enteré que vengo a ocupar aqui la vacante que dejaron
D. Zoel Garcia pE GarpeEaNo Y YaNGuas y D. Pedro ABELLANAS CEBOLLERO.
El primero de ellos intimamente unido a la Academia desde sus comienzos, .
pues fue uno de los seis miembros fundadores que formaron parte de la-
Comisiéon preparatoria de su Organizacién y Reglamento cuya constitucién
se llevé a cabo en 1914 a propuesta del entonces Catedratico de Analisis:
Matematico D. José Rrus v Casas. Como es conocido por muchos, si no es
por todos, el profesor Garcia pE GaLpeEano desempeiié un papel fundamen--
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tal en la Matemdtica espaiiola de su tiempo, incluso hoy todavia perdura
‘su influencia a través de los 3000 volimenes que, aproximadamente, cedi6
-a su muerte a la Facultad de Ciencias de Zaragoza y que fue el germen de
la actual biblioteca en su Secciéon de Matematicas.

D. Zoel, hombre de ciencia comunicativa, ansioso de ensefiar a los de-
mas todos cuantos conocimientos iba adquiriendo, no par6 en su afdn de
propagar por Espaiia, mediante la pluma y la palabra, primero todas las
ciencias en las que como pionero veia la base de la prosperidad nacional,
y después en las Matemdticas en las que como ciencia pura por excelencia
veia un indice seguro de la cultura y bienestar general. Por todo ello bien
justo es que se tribute homenaje a quien su discipulo Rey Pastor llamaba
tan certeramente “Apdéstol de la Matematica moderna en Espafia”.

Volviendo los ojos atrds, recordemos que este ilustre profesor y acadé-
mico, que nacié en Pamplona el 5 de julio de 1846, era nieto del historia-
dor navarro D. José Yanguas y Miranda e hijo de un brillante oficial de
nuestro ejército, muerto en accién de guerra por los insurrectos de Santo
Domingo. Su espiritu inquieto, dvido de saber, le hizo no desmayar y vencer
en las dificultades econémicas consiguientes, estudiando sucesivamente las
carreras de Perito Agrimensor, Maestro Superior, Licenciado en Filosofia
y Letras y, finalmente, la de Ciencias Exactas. Desde 1871 que se gradué en
esta licenciatura, al establecerse en 1870 en nuestra Universidad una Facul-
tad Libre de Ciencias, las Matematicas serfan el principal objeto de toda
su vida profesional. Después de ejercer su actividad como Catedratico de
los Institutos de Ciudad Real, Almerfa y Toledo durante los afios 1881 al
1889, es nombrado para la Catedra de Geometria Analitica de la Facultad
-de Ciencias de Zaragoza que desempené hasta 1896, salvo una breve inte-
rrupcién en el curso 1892-1893 por la conocida supresién accidental de la
Facultad de Ciencias." En 1896, D. Zoel se hizo cargo de la Catedra de Ana-
lisis Infinitesimal hasta su jubilacién el 20 de septiembre de 1918. Ni ain
después de esta fecha D. Zoel dio por terminada su actividad cientifica,
-continuando con sus publicaciones y en la Presidencia de la Real Sociedad
Matematica Espafiola de la que también fue uno de sus fundadores, y la
Facultad de Ciencias se honr6 en contarle como Catedratico honorario has-
ta su fallecimiento en 1924. No creo sea momento oportuno de reproducir
aquf la lista de las numerosas publicaciones de D. Zoel, mds atin cuando
-el Prof. RopricUEz-VipaL se ha ocupado recientemente de ello. Sin embar-
go debo recordar que también a D. Zoel se debe la publicacién de la pri-
mera revista espafiola de Matematicas que se llamé “El Progreso Matemd-
tico” y se public6 durante los afios 1892-95 y 1899-900. Finalmente, como
homenaje a tan destacada figura de la Matemdtica espanola el Seminario
Matemético de Zaragoza, dependiente del Consejo Superior de Investiga-
~ciones Cientificas, se denomina desde hace dos afios Seminario Matemético
“Garcia de Galdeano”.

D. Pedro ABeLranas, ultimo de mis predecesores en el sillon de esta
Academia, naci6 el 20 de noviembre de 1914 en Zaragoza. Influido segura-
mente por su padre, constructor de obras, estudi6 la carrera de Arquitec-
tura que no terminé poque su vocacién le llamaba hacia las Mateméticas.
Siguiendo esta llamada estudié en esta Facultad de Ciencias con los pro-
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fesores SivAN, PiNeps, Rius v Casas, Marcos y Amat. En 1940 gané6 por
oposicién la Catedra de Matematicas del Instituto de Ensefianza Media de
Mérida y estudié en Leipzig, durante los meses de mayo a septiembre, bajo
la direccién del famoso Profesor Vax pEr WAERDEN. En 1942 gané por opo-
sici6n la Catedra de Geometria Analitica de nuestra Universidad, dejando
la de Madrid en donde era profesor encargado y a donde regresé en 1948
al ganar nuevamente por oposicién la Catedra de Geometria Proyectiva.

Poco podemos decir més sobre el Prof. ABeLrLaNAS que no sea conocido
de todos los presentes, pero debemos destacar su gran entusiasmo por la
Matematica y, en especial, por el Algebra, manifestado en sus numerosas
publicaciones, tanto de investigacion como de caracter diddctico, asi como
también en los éxitos conseguidos en su labor docente.

En la actualidad el Prof. Arerranas es el Director del “Instituto Jorge
Juan” de Matematicas del C. S. I. C. y es uno de los mayores impulsores
de las Reuniones Anuales de Matemdticos Espafioles, que esperamos con-
tribuyan a propagar el entusiasmo por la Matemdtica en Espana.

Es el momento ahora que pase a desarrollar el tema elegido para cum-
plir con la obligacién reglamentaria.

Su eleccion no ha sido facil, porque en mi luchaban dos tendencias di-
ficilmente reconciliables. Por una parte queria exponer un tema de cardcter
general y por ofra deseaba que mi ingreso en esta Academia de Ciencias
fuese acompafado por alguna contribucién mia a la Matematica, que aun-
que no fuese importante, manifestara mi carifio y deseo de trabajar por
esta Corporacion. Al final me he decidido por la dltima tendencia, eligiendo
un tema, como es el de la medida, que creo ha tenido y tiene un interés
fundamental en la Matemdtica ; procurando que en lo posible su exposicién
sea también de interés para todo mi heterogéneo auditorio. No creo sea
facil lograrlo, por ello comienzo pidiendo perdén por todo lo pesada que
pueda resultar mi disertacién :

SOBRE LA TEORIA DE LA MEDIDA Y SUS FUNDAMENTOS

Mi interés por la teoria de la medida, se desperté hace ya bastantes afios
con una publicacién en donde me interesaba de los tres problemas siguien-
tes: Construccion de medidas, Prolongacién de medidas y Determinacion
de las relaciones existentes entre medida y topologia. Estos son desde lue-
go, a mi parecer, tres de los problemas mds importantes de la Teoria
de la medida como podremos comprobar a través de la historia.

LA TEORIA DE LA MEDIDA EN LOS GRIEGOS

Alboreaba la Matemdtica como Ciencia, cuando en las nociones de lon-
gitud, drea y volumen de los griegos se fundamentaba ya la Teorfa de la
medida en su invarianza respecto del grupo de movimientos. En los Ele-
mentos de Eucumes (300 a. de C.), que como se sabe es la obra cldsica que
mas influencia ha tenido en el desarrollo de la Matematica, los libros V y VI
contienen los conocimientos mds importantes de la época sobre la teoria
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de las magnitudes. El libro V es una teoria general de las proporciones, in-
dependiente de la naturaleza de las cantidades, mientras que en el libro VI
las cantidades proporcionales son geométricas. El libro V contiene una de
las més bellas aportaciones de los griegos, la definicién de igualdad y des-
igualdad de razones atribuida a Eupoxio, en donde implicitamente estd ya
el concepto de nimero real, al no hacerse ninguna distincién entre la con-
mensurabilidad e inconmensurabilidad de las cantidades proporcionales.
Como es bien conocido el descubrimiento de los irracionales y de las can-
tidades inconmensurables fue debido a Piricoras y a su escuela, y es fa-
mosa porque significé su descrédito y ruina al estar en contradicecién con
sus concepciones filoséficas.

También entre las definiciones del libro V incluye Eucripes el enun-
ciado: Se dice que dos cantidades tienen razén entre si cuando una de ellas
puede multiplicarse de manera que supere a la otra. Esta definicién es un
nuevo postulado como lo reconocié Arquimepes y ahi estd la explicacion
del nombre por el que habitualmente se le conoce.

En el libro XII de los Elementos, dedicado a la geometria del espacio,
incluye EucLipEs cuatro teoremas que exigen para su demostraciéon el mé-
todo de exhaucion, que en definitiva son los siguientes:

1. Dos circulos estin entre si como los cuadros construidos sobre sus
respectivos didmetros.

2. Una piramide es equivalente a la tercera parte de un prisma de
igual base y altura.

3. Un cono es equivalente a la tercera parte de un cilindro de igual
base y altura.

4. Dos esferas estdn entre si como los cubos construidos sobre sus res-
pectivos diametros.

Pero en los Elementos no se encuentra ningin intento de rectificar la
circunferencia o arcos de circunferencia, como tampoco para cuadrar el
circulo, ni para hallar las extensiones superficiales, totales o parciales, de
las figuras limitadas por los cuerpos redondos: cilindro, cono y esfera. Re-
lativo a esto solamente se dan las cuatro proposiciones anteriores, faltando
toda comparacién entre los poliedros y los cuerpos redondos.

Para comprender bien las ideas de EvcLies sobre los conceptos de lon-
gitud, 4rea y volumen creemos muy conveniente recordar las Nociones
comunes de los Elementos:

1. Cosas iguales a una misma cosa son tquales enire si.
2. Si a cosas iguales se agregan cosas iguales los totales son iguales.
3. Si de cosas iquales se sustraen cosas iquales, los restos son iguales.

4. Si a cosas desiguales se agregan cosas iguales los resultados son
desiquales.

5. Las cosas dobles de una misma cosa son igquales entre si.
6. Las mitades de una misma cosa son iguales enire si.

— 92 —



el |

SOBRE LA TEORIA DE LA MEDIDA Y SUS FUNDAMENTOS
7. Las cosas que se pueden superponer una a la olra son iguales
entre si.
8. EIl todo es mayor que la parte.

Estd bien claro que la palabra “igual”, que de algiin modo viene defi-
nida por estas propiedades, se refiere a la “magnitud” de las figuras geo-
métricas. M4as tarde volveremos a hablar de estas importantes Nociones
comunes cuando tratemos de nuestra teoria de la cantidad.

ArquiveDEs (287-212), la figura maxima de la geometria griega y una
-de las mentes mejores dotadas de la Matematica y de la Ciencia de todos los
tiempos, cubre gran parte de las lagunas dejadas por los Elementos de
HucLies. En el libro De la esfera y del cilindro Arquimenes halla las 4reas
y volimenes de los principales cuerpos redondos. Posiblemente, el principal
motivo que se grabara sobre su tumba una esfera con su cilindro circuns-
crito, se debe a la atraccién que sintié hacia su descubrimiento de que
tanto las dreas como los volimenes de ambos estdn en la misma. proporcion,
que es la razén simple 2:3. En su escrito que se conoce con el nombre Del
método relativo a los teoremas mecdnicos, abreviadamente, el Método, se
hallan también dos interesantes cubaturas por procedimientos mecanicos.

Otros dos libros de Arquimenes, dedicados a la geometria plana, se re-
fieren a cuadraturas, una exacta y otra aproximada. En Cuadratura de la
pardbola se encuentra una doble demostracién de la equivalencia de un
segmento de pardbola con un tridngulo, una “mecdnica”’ mediante las pro-
piedades de la palanca y de los centros de gravedad y otra exclusivamente
geométrica, pero en ambas, ArquiMEDES emplea esencialmente el proceso
de paso al limite. Finalmente, en el escrito De la medida del circulo, ARr-
QUIMEDES prueba no sélo la equivalencia entre el problema de la cuadratura
del circulo y el de la rectificacién de la circunferencia, sino también da
una solucién aproximada de esos problemas.

Se podrian citar otras conftribuciones de los geémetras griegos a la
teoria de la medida, pero solamente recordaremos por su afinidad con el
método mecanico de ArquiMeDEs el teorema de Pappus (300 a. C.) referente
a la determinaciéon mediante el centro de gravedad de las dreas y volime-
nes de los cuerpos engendrados por rotacién, proposicién que es conocida
por el nombre de teorema de Gurpin (1577-1645) por haberla redescubierto
este matematico suizo.

Mucho nos hemos extendido hablando de las aportaciones de los grie-
gos a la teoria de la medida, pero en parte queda justificado por los siglos
que habian de transcurrir hasta encontrar nuevas aportaciones importan-
tes. Por otro lado, estas consideraciones nos van a ser ttiles para compren-
der mejor los problemas que se irdn planteando y resolviendo en las si-
guientes épocas.
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EL SIGLO XVII
Con el siglo xvr se cierra el periodo que va desde la decadencia griega
a las grandes creaciones de la Matemdtica del siglo xvim.

Antes de tratar de lo que significaron estas nuevas ideas para la teoria
de la medida, acaso merezca mencionarse el cédlculo del sugestivo nimero
7 con 35 decimales, llevada a cabo por Ludolf van Ceuren (1540-1610), y la
primera expresién del mismo en producto infinito lograda por Francois
Viere (1540-1603), mds comunmente conocido por Viera, que indudable-
mente fue el mas grande de los matematicos de su tiempo por sus impor-
tantes contribuciones al Algebra.

La influencia de las ideas que llevaron a la creacién de la Geometria
analitica por René Descartes (1596-1650), se hizo sentir en toda la Mate-
matica y en especial en la teoria de la medida. Efectivamente, dichas ideas
junto con la definicién rigurosa del nimero real daria lugar a la construc-
cién de los espacios E, =' R" sobre los que se fundamentaria esencialmente
la teoria de la medida hasta los principios de este siglo. Aunque estos espa-
cios se llamarian euclideos por ser aplicables a ellos, para n =< 3, los des-
cubrimientos de los geémetras griegos, desde un punto de vista moderno
no se podria sostener el isomorfismo de las geometrias correspondientes, a
no ser que se diese por bueno el hecho de completar los axiomas de la
geometria “euclidea” con un cierto nimero de nociones “primitivas” para
los griegos. Pero ésto es una cosa ya habitual en la Matemdtica, puesto
que todo cambio que ha afectado a los conceptos primitivos y a los axiomas
ha tenido una influencia tal, que desde el punto de vista del rigor, es dificil
afirmar que hayan dado lugar a la misma Matemadtica.

Otra de las creaciones del siglo xvm, el Cdlculo infinitesimal, habria de
tener capital importancia para el calculo de &areas, volimenes, rectifica-
cién de curvas, momentos de inercia... En nuestra concepcién actual, la
idea de paso al limite en combinacién con las operaciones algebrdicas es en
donde reside la esencia del cdlculo infinitesimal o célculo sublime, como
también se le llamaba antiguamente.

En todas las etapas de la evolucién de la Matemédtica se encuentran, por
lo menos en germen, los métodos del cdlculo infinitesimal. Estos métodos
aparecen en las criticas de los eleatas y en algunas argumentaciones de
los sofistas y adquieren categoria y rigor cientifico en la teoria de las pro-
porciones y en el método de exhaucién de Eupoxio. Este método permiti’
a Arquivepes deducir rigurosamente resultados que hoy se obtienen con
el cdlculo diferencial e integral, por lo que se puede considerar a Arqui-
MEDES como el precursor en la antigiiedad de los métodos infinitesimales.
La exhaucién de Eudoxio es desde luego un método de demostracién irre-
prochable, si se admiten ciertos postulados, pero tiene su punto débil en
que es preciso conocer previamente el resultado a demostrar y, por tanto.
en este senfido, no es propiamente un método de investigacién, en contraste
con los métodos nuevos del cdlculo infinitesimal.

Es indudable, que la lectura de las obras de Arquimepes por los mate-
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méticos del Renacimiento y modernos, que le tienen a la vez como modelo
y fuente de inspiracién, tuvo gran influencia en los nuevos métodos. En
la actualidad con el descubrimiento, en 1906, de El Método de ARQUIMEDES
no queda ninguna duda de que la idea de integral la posefa ya el maravi--
lloso matemdtico siracusano, pero esta obra quedé perdida para los precur-
sores, fundadores y sistematizadores del cdlculo infinitesimal.

Veamos el vacilante y lento proceso que condujo al concepto de inte-
gral. Inspirado en las obras de Arquimepes, Luca VALERIO (1552-1628) es-
cribe un tratado sobre los centros de gravedad que contiene en germen las
ideas que luego desarrollard Cavarieri. También, influenciado por ArQui-
mEDES, Johannes KepLer (1571-1630) escribe su Nova stereomelria doliorum
vinariorum (1615) en donde utiliza consideraciones infinitesimales. Las cua-
draturas y cubaturas dadas por Arquimepes, mediante el método de ex-
haucién, son calculadas por KepLer recurriendo directamente a expresio--
nes de cardcter infinitesimal, admitiendo como si las figuras estuvieran
compuestas de infinitas figuras infinitamente pequefias de édreas o volu-
menes conocidos. Asi, supone la esfera descompuesta en pequeiios conos
de vértice en el centro y de base una pequefla porcién de superficie esfé--
rica, de esa manera la esfera es equivalente a un cono de altura el radio y
de base igual al 4rea de la superficie esférica. Por consideraciones andlogas,
KeprLer logra dar, aunque no siempre correctamente, el volumen de mas
de 90 cuerpos de rotacién, que llamé casi siempre con nombres derivados
de frutas y que se propuso obtener con objeto de calcular la capacidad de-
los toneles para vino, entonces en uso. En la segunda parte de este tratado,
KepLEr, al afirmar que los toneles austriacos eran los mds convenientes,
hace la observacién, ya indicada por Nicola de Oresme (1313-1382), y que-
no habia escapado a los astrénomos babilonios, de que la variacién de una
funcién es particularmente lenta en el entorno de un maximo o un minimo,
propiedad equivalente a la anulacién de la derivada, y que con la genera-
lidad lograda en la actualidad, conviene destacar que sélo es valida cuando-
?lll méximo o minimo es alcanzado en un punto interior al dominio de la

ncion.

Concepciones semejantes a las de KepLer se hallan en Bonaventura
Cavavier: (1598-1647) miembro del grupo de amigos y discipulos de Gari-
LEO. CAVALIERI es autor de un método de integracién basado en los “indivi-
sibles” que ocupa un lugar intermedio entre las rigurosas concepciones de-
ArquiMEDES, basadas en el método de exhaucién, y los nuevos métodos in-
finitesimales que surgirdn en la segunda mitad del siglo. Sin definir el tér-
mino, CavavLier: adopta los indivisibles de la filosofia escoldstica, en donde-
los puntos son los indivisibles de las lineas, las lineas lo son de las figuras.
planas... Realmente, CavarLier: no utiliza ninguna definicién de los indivi--
sibles, pues para él, no son mds que una manera de hablar para referirse-
a los elementos de dos figuras que él compara, y que mediante una cierta
técnica algebraica le permite calcular dreas y volumenes de ellas, proceso-
estrechamente ligado al cdlculo de una integral miiltiple mediante inte--
grales simples.
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La falta de rigor de Cavavrier: esta suplida por los resultados; el hecho
<es que el lenguaje de los indivisibles se mantuvo casi medio siglo.

El método lo expone CavarLier: en Geomelria indivisilibus continuorum
‘nova quadam ratione promota de 1635, en la nueva edicién modificada de
16563 y en Exercitationes geometrica sex de 1647. En la primera de estas
vobras se encuentra ya su famoso principio:

St dos dreas planas tienen la propiedad, de que toda paralela a una di-
“reccion dada las corta segun segmentos cuyas longitudes estdn en wuna
razén constante, entonces dichas dreas estin en la misma razén. Un prin-
«cipio analogo se da para los volimenes de dos cuerpos cortados por pla-
‘nos paralelos a un plano fijo cuando las dreas estin en una razén constante.

Los principios de Cavarieri le llevan a reconocer que la mayoria de los
“problemas resueltos por ArquimeDESs se reducen a las cuadraturas de las tres
primeras potencias de la variable que, por inducci6n, mediante un ingenio-
-so método de recurrencia, generaliza para las potencias de exponente natu-
ral, lo cual le permite resolver ademads de los problemas de los antiguos.
~otros resueltos o propuestos por KeprLER, asi como también algunos nuevos.

Asi, aparece una forma de clasificar estos problemas segun el grado de

~dificultad, real o aparente, que presentan las cuadraturas a que ellos con-
«ducen.

También del circulo cientifico de GaLILEO se preocuparon de estos pro-
blemas de calculo, Evangelista TorricerLir (1608-1647) y Vincenzo Viviani
(1622-1703). TorriceLLI en su Opera Geométrica de 1644 halla diversas cua-
‘draturas y cubaturas, entre estas ultimas el volumen del sélido engendra-
-do por rotacién de un arco de hipérbola equilatera alrededor de una asin-
‘tota, haciendo notar que cuando el arco es infinito, el volumen del sélido es
finito e igual al de un cilindro, que tiene por base el circulo deserito por
‘la rotacién del origen, y por altura la distancia de ese punto a la otra
asintota. Son también de interés otras investigaciones de TorriceLLi sobre
‘las curvas exponencial, logaritmica y espiral logaritmica que quedaron
‘inéditas hasta este siglo.

Otro matematico de la época Giles Personne de RoBervaL (1602-1675)
“se ocup6 en calcular dreas y volimenes, asi como rectificaciones de curvas
y determinaciones de centros de gravedad, utilizando una concepeién se-
mejante a los indivisibles, aunque algo mas préxima a los de los “infini-
‘tamente pequefios”. Concretamente este método, fue empleado por Ro-
BERVAL para calcular el area limitada por la curva que GariLeo llamé ci-
~cloide y del sélido engendrado por rotacién de la misma.

Ahora puede parecer inverosimil, pero es cierto que el estudio de una
~simple curva como la cicloide dio un gran impulso al desarrollo del célculo
infinitesimal con las polémicas, desafios y controversias que motivé y en
‘las que intervinieron los matemdticos mds notables de la época. Entre
los problemas de rectificacién mds famosos, figura precisamente el de la
«cicloide, resuelto por el arquitecto de la catedral de San Pablo Christopher
WrEN (1632-1723) en 1658. Algunos aifios antes, entre 1640 y 1645, Torri-
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ceLil y RoBErvaL habian logrado rectificar los arcos de la espiral loga-
ritmica mediante métodos cinemdticos.

Con concepciones semejantes a las de RoBervar, Blaise Pascan (1622-
1662) estudié numerosas propiedades de la cicloide, por él llamada “rou-
lette”, propiedades que constituyeron el tema de uno de los tantos desa-
fios sobre la cicloide.

Pierre FermaT (1601-1666), uno de los mds grandes mateméticos del
siglo xvi, fue el que adelantdndose a Cavarieri, logr6 la integracion de las
potencias enteras de exponente n == — 1, en la forma conocida, por me-
dio de una férmula para las sumas de las potencias de los m primeros en-
‘teros positivos, siguiendo asi un método semejante al que empleé Arqui-
MepES para la cuadratura de la espiral. El resultado fue generalizado por
©] mismo FErmAT para exponente racional.

Algunas rectificaciones de curvas, fueron también obtenidas por este
genial matematico, reduciendo el problema al de las cuadraturas, con lo
que quedaba establecida la analogia algebraica de ambos problemas.

Mientras con estas cuestiones, y otras, como la determinacién de m4-
ximos y minimos y de las tangentes a una curva, en las que destacé tam-
bién FermaT, se iba preparando la creacién de los algoritmos del calculo di-
ferencial e integral; otros algoritmos infinitos, las series, productos infi-
nitos, etc., hacen su aparicion por obra principalmente de Jhon WaLLis
{1616-1703), James Grecory (1638-1675), Nicolau Mercator (1620-1687) y
‘William Brouncker (1620-1684).

Warwis, en su Arithmetica infinitorum (1655), siguiendo un método
mezcla de induccién e interpolacién y sin conocer los resultados de FEr-
MAT, entonces no publicados, obtiene que la integral de =™ en el intervalo
(0,1) es 1/(m + 1) cualquiera que sea m, racional o irracional. Es curioso
destacar que este resultado, aunque incorrecto para m < — 1 coincide
para estos valores de m con la parte finita de la misma integral. Pero lo
mas interesante y original de Warris, se halla en la extensién que hizo
de su regla para toda suma o serie de potencias, y en sus importantes con-
sideraciones sobre la integral euleriana, (%, (1 — z ™y dz, que le permi-
tieron expresar 4/x como producto infinito. Aparte de todo esto, hay un
hecho histérico que hace memorable la. Arithmetica infinitorum y es que
en esta obra aparece el simbolo co.

Una consecuencia importante del método de cuadratura de Wariis, fue
el descubrimiento de la serie logarftmica, y con ella, una solucién de la
cuadratura del segmento de hipérbola equildtera. MERCATOR es quien Te-
suelve este problema de cuadratura, con la feliz idea de escribir la ecua-
cién de la hipérbola en la forma y = 1/(1 + ), que podia desarrollarse
en serie de potencias y, por tanto, aplicarse el método de WaLLis.

Antes que MercaTor, Gregoire de Samnt Vincent (1584-1667) en su
Opus Geometricum Quadralurae (1647), habia hecho notar que si s=s (a, b)
es el drea del segmento hiperbélico limitado por la hipérbola zy = ¢ y las
rectas y =0, x = a (>0)y & = b (> 0), a valores en progresién geomé-
trica de b/a les correspondian valores en progresién aritmética de s. Tam-
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bién un poco antes, Grecory en 1667, habia dado una regla para calcular

las 4reas de los segmentos hiperbdlicos por medio de logaritmos decimales.

Calculadas las cuadraturas de los segmentos de las pardbolas y = 2" y
las de los segmentos circulares hiperbélicos, los métodos de integracién por
partes y por cambios de variables, iniciados pos Pascar, Fermat, GreEGORY
y Barrow, permiten resolver un gran ntumero de estos problemas por re-
duccién a las cuadraturas elementales. Entre ellos es notable la integracion
de sec £ por GREGORY en 1668.

Isaac Barrow (1630-1677) a quien acabamos de citar, es una figura de sin-
gular importancia en la Matemética, porque ademds de los métodos que
ide6 para calcular dreas y trazar tangentes a curvas, que son esencialmente
los problemas claves de los cdlculos integral y diferencial, respectivamen-
te, no puede haber duda alguna de la gran influencia que ejerci6 en la obra
de su discipulo predilecto: Newron.

Las contribuciones de todos estos matematicos preparan y allanan el
camino, para que por obra de Newron y de Lumniz, surja el cilculo infini-
tesimal como rama propia y auténoma de la \Iatematlca

Hemos visto ya que todos ellos habjan resuelto numerosos problemas
sobre diversas cuestiones infinitesimales, pero fuera de algunos vislumbres,
a los precursores de Newron y Lemniz, les falté una nocién clara de limite,
que mostrase la unificacién de sus métodos, los cuales carecian del rigor
de las demostraciones de los geémetras griegos. En parte, esta etapa em-
pirica de la evolucion del andlisis infinitesimal, queda superada por NEwToN
y Lemniz, los cuales volviendo un poco la espalda al pasado buscan prin-
01palmente la justificacién de los nuevos métodos, no en las demostracio-

nes, sino en la fecundidad y coherencia de los resultados.

Es preciso llegar hasta el siglo xix, para que el andlisis infinitesimal
alcance un alto grado de rigor, e incluso entrar bastante en el xx para que
los tres conceptos habituales de limite queden totalmente unificados. El ri-
gor se ha logrado, pero a costa de dar un caracter potencial a los infinité-
simos, en contraposicién al caracter actual que se les dio en un principio.
que era irreconciliable con el rigor matematico. Sin embargo, la coheren-
cia lograda por los matematicos del siglo xvm, hace pensar que si se con-
sidera en lugar de esos infinitésimos otras nociones rigurosas, se puede
volver a dar un caracter actual al andlisis infinitesimal, de manera que su
aspecto formal sea el mismo. Efectivamente, como veremos, la teoria de la
integracién en espacios topoldgicos, puede desarrollarse dentro de esa aspi-
racién con un cardcter actual-potencial, mediante el concepto de germen
de medida.

L SIGLO XVII: NEWTON Y LEIBNIZ

La contribucién mds original e importante de Isaac Newrton (1642-1727)
al cédlculo infinitesimal, es su “método de fluxiones” que aunque fue publi-
cado por primera vez en 1736 con el nombre de Methodus fluxionum et se-
rierum infinitarum habia sido escrito en 1671. Sus “fluentes” son las fun-
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ciones del tiempo y sus “fluxiones” son las derivadas respecto del mismo,
que 1o es mds que un pardmetro universal en una forma ya imaginada por
Barrow. El cardcter general del método es destacado por el propio NEwTon.
en una carta de 1672, al decir que puede aplicarse “no sélo al trazado de
tangentes a cualquier curva, sea geométrica o mecdnica..., sino también
para resolver cualquier clase de problemas sobre curvaturas, dreas, longi-
tudes, centros de gravedad, etc. ...”, agregando que “ha entrelazado ese
método, con aquel otro método que consiste en trabajar con las ecuaciones,
reduciéndolas a series infinitas”. Asi las series, y entre ellas, la del bino-
mio, aparecen en las obras de NEwroN como recurso para resolver ecuacio-
nes y efectuar cuadraturas. También con el mismo objeto en su Methodus
differentialis (1712), aparece la llamada férmula de wnterpolacién de NEw-
ton, que constituye el punto de partida de la teorfa de las diferencias fi-
nitas.

En De Analysi per aequationes..., las cuadraturas de las potencias se
realizan de acuerdo con la regla general dada por Fermar y WarLLis, pero
lo original y nuevo, es su descubrimiento sobre el cardcter inverso del
prohlema de la tangente y el de la cuadratura, quedando asi desatado el
nudo gordiano del nuevo andlisis.

En Newron aparece la idea de limite funcional, aunque en forma un
poco oscura, cuando con objeto de resolver las objeciones que se le hicieron,
por su anulacién de los incrementos, en la determinacion de fluxiones, en
su Tractatus de quadratura cwrvarum (1706), hace “evanescer los incre-
mentos de las variables” para obtener “la razén de los incrementos eva-
nescentes”.

Mientras en Inglaterra, Newton lograba dar unidad y autonomia al
cdlculo infinitesimal, en el continente por obra de Gottfried Wilhelm Lgis-
Nz (1646-1716), tal unidad y autonomia se acentuaban. Si la obra de NEw-
toN, fue la de un fil6sofo natural, impulsado por sus inquietudes sobre la
Mecdnica, la de Lemniz fue la de un fiilésofo y la de un algebrista. Su preo-
cupacién por la claridad de los conceptos y por el aspecto formal de la
Matematica, le permitieron crear el simbolismo adecuado para los nuevos
algoritmos.

Lemsniz, independientemente de Newton, reconoce el cardcter inverso
del problema de la tangente y el de la cuadratura, a donde llegé por con-
sideraciones sobre el “tridngulo caracteristico”, que dice haber tomado de
Piscan y que ya habfa sido considerado por Barrow.

La primera publicacién de Lrmsniz sobre el Célculo diferencial es de
1684 en las Actas Eruditorum de Leipzig. aunque desde 1676 estaba ya en
posesion de las reglas y férmulas mas simples de é1. En este mismo escrito
utiliza Lemniz la notacién dx para la diferencial, de manera semejante que
Newrox habfa utilizado la notacién 2 para la fluxién. Dos afios después,
en 1686, aparecen las primeras publicaciones de Lemniz relativas al Célcu-
lo integral, utilizando ya el signo integral. Antes habfa empleado con el
mismo objeto la abreviatura “Omn”.

La forma distinta de concebir la Matematica Newron y Lemniz, se ve
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claramente en su correspondencia. Asi cuando Newrton, mds analista que
algebrista, anuncia en 1676 que sabe resolver todas las ecuaciones diferen-
ciales, por desarrollo de la solucién en serie de potencias, LemNiz responde
que lo que se trata es por el contrario de obtener la solucién en términos
finitos, siempre que ello se pueda lograr. La idea de Lemniz es pues bien
clara, es lograr la algebrizacion del analisis infinitesimal mediante un calcu-
lo operacional adecuado. Asi, coincidiendo con Joham Ber~ourLrLr (1667-
1748), efectua entre 1702 y 1703 la integracion de las funciones racionales,
por descomposicién en fracciones simples, aunque de una manera formal,
sin tener en cuenta la circunstancia que acompana a la presencia de raices
complejas del denominador. Estas consideraciones podian dar una idea un
poco falsa, si no agregamos que tanto NEwron como Lrieniz, intercambian-
do estos puntos de vista, se preocuparon e hicieron contribuciones en los
campos opuestos.

En las vidas de Newron y Lemniz existe también otro punto de contacto,
pues una influencia parecida a la de BaArrow sobre Newton es la ejercida
por HuvceEns sobre Lemniz. Christian Huveens (1629-1695), aunque era
principalmente un fisico, también era un matemdtico, como lo prueban sus
importantes contribuciones al Andlisis infinitesimal. Asi que LeBniz en-
contr6 un‘excelente maestro y guia en Huvcens para manifestar su voca-
cién matematica.

En la orientacién algebraica del nuevo analisis, emprendida por LemNiz.
sobresaldran después matemadticos tan famosos como Adrien Marie LEGENDRE
(1752-1833), Niels Henrik AseL (1802-1829) y Carl Gustav Jacob Jacosr (1804-
1851) en la integraci6n de funciones algebraicas. En nuestro siglo, esta
orientacién ha dado lugar a la creacién del Algebra diferencial, que tiene
por principal finalidad el estudio algebraico de las ecuaciones diferenciales.
pero en ello no entramos porque nos apartariamos demasiado de nuestro
tema.

EL SIGLO XIX

Volviendo a la evolucién histérica del concepto de integral en el punto
donde lo hemos dejado, la etapa sin duda mdas importante que aparece, es
la iniciada por Agustin-Louis Caucay (1789-1857). Caucray define la integral,
analiticamente, como limite de una suma y no como operacién inversa de
la derivacién, lo cual representa un retorno a la nocién de integral de la
antigiiedad y primera parte del siglo xvm. Asi la integral definida, que du-
rante mucho tiempo qued6 en un lugar secundario, con Caucmy vuelve a
desempefiar un papel primordial.

Para asegurar la existencia de la integral, Caucay se limita a las fun-
ciones continuas, quedando de este modo relacionada por primera vez tal
existencia con la continuidad, propiedad ésta que habja sido considerada
por Bernard Borzaxo (1781-1848), adelantindose a Caucmy y a los demds
analistas del siglo xvi. La demostracién de Caucry naturalmente mo es co-
rrecta, pues su método exigia aplicar el teorema de la continuidad uniforme
establecido por Heinrich Eduard Heine (1821-1881) en 1872.
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En cuanto a la notacién de integral definida, la adoptada por Caucmy
b

es la usual f(z) dz que representa una notable simplificacién sobre la

ff(a:) dx [x S ]empleada por EULER.
=

El concepto de integral de Caucmy, fue generalizado primeramente por
Peter Gustav Leseunse DiricaLET (1805-1859) para las funciones cuyos pun-
tos de discontinuidad forman un conjunto con un nimero finito de puntos
de acumulacién, utilizando para ello un artificio empleado ya por Caucmy
cuando los puntos de discontinuidad de la funcién son aislados. Para de-
mostrar la existencia de funciones no integrables, DiriceLET define su cé-
lebre funcién, igual a 1 para x racional y a O para z irracional, la cual est&
de acuerdo con su concepto general de funcion.

Una “pequeiia modificacién” en el concepto de integral de Caucmy, per-
miti6 a Georg Friedrich Bernhard Rizmann (1826-1866) hacer sentir tam-
bién la influencia de su genio matemético en la teoria de la integracién.
superando las integrales de Cauchy y de Dirichlet, asi como tamblen la que
se obtiene por reiteracién transfinita del proceso de CAUCHY-DIRICHLET para
las funciones acotadas. La idea de Riemann es determinar cuando las “su-
mas de Riemann” de una funcién acotada f, en un intervalo finito [a, b],
convergen a un numero real cuando la maxima longitud de los intervalos
de la subdivisién tiende a cero. El problema es resuelto por Riemann bajo
dos formas diferentes, una de las cuales viene expresada por la condicién
de que para cada par de nimeros @ > (0 y ¢ > 0, haya una subdivisién
de [a, b], tal que sea < e la suma de las” 10n01tude\ de los intervalos de
la misma en donde la oscilacién de f supere a o. De esta condicién re-
sulta inmediatamente que la funcién de Dirichlet tampoco es integrable
Riemann, pero el primer ejemplo de funcién no integrable Riemann cuyo
conjunto de puntos de discontinuidad sea no denso o raro fue dado por
Henry John StepmEN (1826-1883) en 1875. Este ejemplo tiene gran interés,
porque deshace completamente la creencia de que toda funcién, cuyo con-
junto de puntos de discontinuidad sea’ no denso, es integrable Riemann o
Dirichlet, error en que segin parece estuvo el mismo DIRICHLET.

En 1875 es cuando también aparece la memoria de Jean Gaston Darsoux
(1842-1917) sobre las funciones discontinuas, en donde hace sus importan-
tes contribuciones a la teorfa de la mtegral. En ella, ademés de lograr la
primera demostracién correcta, basada en el teorema de Heine, de la inte-
grabilidad de una funcién continua en un intervalo [a, b], DarBouUx precisa
algunas cuestiones relativas a la integral de Riemann y da una condicién
de integrabilidad Riemann, mediante sus integrales superior e inferior.

Otra condicién de integrabilidad Riemann, es la formulada por Paul
D. G. pu Bois REymoND (1831 1889), que representa un paso intermedio en-
tre la dada por Rmemann y la que dard después Lesescue mediante su teo-
ria de la medida.

Hemos llegado por fin a la época de la gran creacién contoriana de la
teoria de con]untos El ntimero real ha sido deﬁnldo mediante las cortadu-
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ras por Julius Wilhelm Richard Deperinp (1831-1916) y mediante las suce-
siones de Cauchy por Charles Meray (1835-1915) y Georg Canrtor (1845-
1918), el mismo afio 1872 que se publica la definicién utilizada por WEIERS-
TRASS en sus lecciones wde Berlin. Los matemdticos pueden disponer enton-
ces de conceptos suficientemente claros y rigurosos de conjunto, funcién y
ntimero real, fundamentales para desarrollar de una manera general la teo-
ria de la medida.

En este ambiente, surgen aproximadamente hacia 1884 los primeros in-
tentos para definir la medida de una forma amplia por obra de Storz,
Harnack y Cantor. Los dos primeros toman como medida de cada parte
acotada 4 de la recta real R, el extremo inferior de los niimeros reales que
se obtienen sumando las longitudes de un numero finito de intervalos cuya
reunién cubre a 4, mientras que Canrtor, define como medida de cada con-
junto acotado 4 de R", el extremo inferior del “volumen” del con'iunl’o
V(o) de los puntos cuya distancia a 4 es < p (> 0). Canrtor reduce asi la
definicién de medida de cualquier conjunto acotado 4 de R* a la definicién
de “volumen” de los conjuntos cerrados V(o) que no precisa, limitdndose
s6lo a indicar que se puede calcular por una integral multiple.

Estas definiciones, en esencia equivalentes, presentan la dificultad de
que la reunién de dos conjuntos disjuntos 4 y B, como los conjuntos de los
puntos racionales e irracionales de un intervalo [a, b], puede tener una
medida menor que la suma de las medidas de A y B. Para evitar ebte in-
conveniente, G]useppe Peano (1858-1932) y Camille Jorpan (1838 1922) in-
troducen algunos afos después junto a la “medida” de Cantor * (4) de un
conjunto acotado A, contenido en un intervalo I, su medlda interior”

L(4) = p*(I) — w*(I — A), que no depende de I, y llaman “medibles” a
loc conjuntos para los cuales estos dos nimeros son iguales. De esta mane- -
ra, con la restriccién de limitarse a los conjuntos mefhbleq en el sentido
de Peano-Jorpan, se ha logrado una cosa tan natural como que la medida
de la reunién de dos conmntm disjuntos 4 y B sea igual a la suma de las
medidas de 4 y B.

A conclusiones semejantes a las de PEaxo y Jorbax, podia haber llegado
facilmente Remann si, considerando funciones analogas a la de DIricHLET,
hubiera definido la medida de un conjunto A, contenido en un intervalo

b

finito [a, b], mediante la integral [ o, (x) de de la funcién caracteristica

@, de A (9, (x) = 1 para £ €4, ¢, (x) = 0 para x ¢ A) bajo la restriccion
de que @, fuese integrable en el sentido por él adoptado.

Conviene agregar, que el concepto de medida de Peano-JorpaN equivale,
para el plano I*, al proceso natural de tomar como medida de un conjunto ‘
acotado 4 de R®, el niimero real que resulta haciendo tender ¢ a 0 en la &
suma de las dreas de los cuadrados de un e — reticulado, que tienen algin :
punto comiin con 4, con tal que la diferencia entre esa suma y la suma de =
laB 4reas de los cuadrados del mismo reticulado, contenidos en A, tienda
a 0 con e.

A la vista de consideraciones semejantes mds intuitivas y mds al alcan-
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ce de cualquier hombre, se destaca que la principal contribucién de Peano
v Jornax, se debe a que en lugar de tomar la medida como una cosa hecha
v dada, dentro del espiritu de la Matemdtica definen la medida con preci-
si6n de modo que cumplan las condiciones deseables.

Tanto la medida de Peano-Jorpan como la integral de Riemann presen-
{aban dificultades que hacian conveniente extender los conceptos de medida
« integral. Efectivamente, ni el conjunto de los puntos racionales de un
intervalo [a, b] era medible segiin Peano-Jorpax, ni la funcién de Dirichlet
era integrable Riemann. Aunque estas dificultades no fueran las que lle-
varan, directamente, el nacimiento de la nueva teoria de la medida, que
surge en el tltimo decenio del siglo, lo cierto es que en la nueva teoria di-
chas dificultades quedaran eliminadas, si no completamente, por lo menos
en los casos sencillos.

FINALES DEL SIGLO XIX Y SIGLO XX

No creemos que se haya dado mucho el caso de que un profesor desta-
cado haya logrado temer cuatro discipulos de primera categoria. Esto es
el caso de Jorpan y sus discipulos Borer, Barre, LepesGur y Friécmer, de
los que iremos sucesivamente viendo sus contribuciones relacionadas con
la teoria de la medida e integracién.

Emile Borzr (1871-199) es el que tiene el mérito de iniciar la nueva
teorfa de la medida, impulsado por el estudio de ciertas series de funciones
racionales. El punto de partida de BoreL es la definicién de medida de un
abierto acotado G en R. Con este objeto, en lugar de utilizar cubrimientos
finitos de G, formados por intervalos, como se procedia antes, BoreL propo-
ne tomar como medida de G la suma de la serie de las longitudes de los in-
tervalos componentes, basdndose en un resultado conocido desde CaNTOR,
segtin el cual todo abierto G en R es reunién numerable de intervalos abier-
tos y disjuntos. El concepto de medida lo extiende BoreL a la clase de los
conjuntos por él llamados “medibles” y después llamados por otros “ho-
relianos”, que se pueden obtener a partir de los abiertos por iteracién in-
definida de las operaciones de reunién numerable y diferencia de conjun-
tos. La propiedad fundamental, completamente nueva, de la medida de
Borel es la aditividad completa: La medida de la reunién de una sucesion
«de conjuntos medibles y disjuntos es igual a la suma de las medidas de.
-estos conjuntos.

~ Creemos importante destacar que en la teorfa de la medida de Borel,
tiene un papel fundamental el conocido teorema de Heine-Borel, demostra-
do por BorEeL en su tesis, segin el cual, todo conjunto cerrado y acotado
de la recta real es numerablemente compacto en el sentido actualmente
adoptado. Otra propiedad utilizada por Borer, que ha pasado casi desaper-
cibida, no obstante su importancia, es: Para cada ntimero e > 0. existe
una serie de nimeros positivos cuya suma es Nno Superior a e.

_Estas ideas de Borer inauguran una nueva era en el andlisis, pues ade-
més de servir de base para la generalizacién del concepto de integral, lle-
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vada a cabo por LesescuE en los primeros afios de este siglo, son el punto
de partida, junto con los trabajos de Baire, de una serie de investigaciones
sobre la clasificacién de los conjuntos y de las funciones, desde un punto
de vista puramente topolégico.

René Bame (1874-1932), procediendo de manera semejante que BoReL,
para definir los conjuntos borelianos, define las llamadas funciones de Bar-
RE, como aquellas funciones que se pueden obtener a partir de las funcio-
nes continuas, por iteracién indefinida de la operacién de limite de sucesio-
nes funcionales, sirviéndose del mismo proceso para clasificar dichas fun-
ciones. Otros conceptos importantes que se deben también a BAaIre, son el
de semicontinuidad y el de conjunto de primera categoria, éste tltimo in-
troducido para la caracterizacién de las funciones que son limite de una
sucesién de funciones continuas.

Estas investigaciones de naturaleza topolégica de BoreL y BAIRe, em
unién de una famosa memoria de Lesescue de 1905 sobre las “funciones
representables analiticamente”, en donde quedaron identificadas éstas com
las funciones de Baire y con los medibles B (o de Borel), y del descubri-
miento hecho por M. SousLiN en 1917 de que la imagen continua de un
boreliano puede no serlo, fueron el origen de la teoria de conjuntos analiti-
cos tan intimamente ligada a N. Lusin y a un grupo de matemdticos po-
lacos entre los que figura W. SIERPINSKI.

El nombre de Henry Leeescue (1875-1941) estard siempre unido a la
leoria de la medida y de la integracién. Efectivamente, LEBESGUE. en su
transcendental tesis doctoral Intégrale, longuer, aire (1902) completa laz
ideas de Borel, modificando ligeramente el método de Prano-Jorpan, me-
diante la utilizacién de cubrimientos numerables de intervalos o de abier-
tos, asi define la “medida exterior” de un conjunto acotado 4 C R, como
el extremo inferior de la medida de los abiertos que contienen a 4, y des-
pués la “medida interior” de 4, si I es un intervalo que contiene a 4, como
la diferencia de las medidas exteriores de I y de I — A. Un conjunto 4 es
medible segiin LEBESGUE, si estas medidas son iguales; entonces resulta que
la clase de los conjuntos medibles (L), o segin LeBESGUE, es mds amplia
que la formada por los medibles (B) y tal que para cada conjunto medi-
ble (L), existen dos conjuntos B; y B, medibles (B), con igual medida, que
le limitan por dentro y por fuera: B, C A C B,. Esta definicién se extiende
inmediatamente a los espacios R", asi la antigua concepcién de integral de-
finida §"f(x) de una funcién acotada f= 0, como &rea del conjunto li-
mitado por la curva y = f(x) y las rectas * = ¢, £ = b, y = 0, da una
generalizacién inmediata, de la integral de Riemann para todas las funcio-
nes para las cuales dicho conjunto es medible (1)

Pero el genial analista, guiado por su simil del comerciante ordenado,
sigue también otro método para definir la integral de una funci6n acotada f,
que consiste en subdividir el intervalo que tiene por extremos los de la
funcién dada, mediante un ntmero finito de puntos y;, y considerar los
conjunto E;, de los puntos que satisfacen y, , = f(x) < y,, para formar las:

sumas S = 3 y; w(Ey), donde y; es cualquier nimero comprendido entre
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Y e y; y wE) es la medida de E;, en el supuesto de que todos estos con--
juntos sean medibles, es decir, que f sea medible. Nos hemos referido a:
funciones no acotadas, pero LeEBesGUE define también la integral para fun-
ciones no acotadas, utilizando con este fin series en lugar de sumas finitas.

Otros conceptos de integral equivalentes al de LeBEsGuE se deben a:
W. H. Younc (1910), F. Riesz, La VarLge PoussiN, Rey Pastor, ToneLL,
etcétera.

Conviene destacar que la originalidad de LeBEsGUE, no reside tanto en
la idea de generalizar el concepto de integral, como en el descubrimiento.
del teorema fundamental de paso al limite, vdlido para la integral (L), que-
no es mas que una consecuencia de la aditividad completa de la medida.

Aunque no es nuestro propdsito detenernos a describir aqui las innu-
merables aplicaciones que encuentra la teoria de la integral de Lebesgue
en todo el Analisis, nos parece obligatorio recordar los grandes progresos:
que se han logrado con ella en los conceptos de longitud de curvas y area
de superficies curvas, en las series de Fourier y en los espacios de Hilbert
junto con la definicién de los espacios L7

R S e e

Por su extraordinario interés, dedicaremos mdas atencién al problema:
" de hallar la relacién entre los conceptos de integral indefinida y primitiva,
; en el que también LeBescUE hizo importantes contribuciones. Este proble--
. ma. se plantea ya con la integral de Riemann, puesto que es ficil dar ejem-
plos de funciones integrables Riemann con la propiedad de que su integral
indefinida carezca de derivada en algunos puntos. Reciprocamente, segun
demostré Vorrerra en 1881, una funcién continua puede tener derivada
acotada en un intervalo I, pero no ser integrable Riemann. Estos resulta--
dos se pueden precisar mds, cuando se trata de la integral de Lebesgue.
En efecto, si F es la integral indefinida de una funcién f, integrable (L) en-
[ = [a, b], se tiene F'(x) = [(x) en casi todo I seglin prob6 LEBESGUE. An4--
logamente, si F es derivable en I y su derivada F’ = f es acotada, f es inte-
grable y se puede aplicar la regla de Barrow. En el caso en que f no sea
acotada el problema es mds complejo, pero Lesescue lo abord6 también
caracterizando las funciones continuas F para las cuales existe F’ en casi’
todo I y es integrable. De manera semejante a como se logré esto mediante-
el concepto de variacién acotada, las integrales indefinidas fueron también
i caracterizadas por LeBescue por la propiedad de ser -absolutamente con-
I tinuas.

La existencia de funciones con derivada no integrable (L) ha conducido-
4 una nueva generalizacién, llamada totalizacién y debida a Drnjoy, del
s concepto de integral indefinida, que consiste en una reiteracién transfinita.
de ciertas operaciones, logrando asi que el concepto de integral indefinida
comprenda al de primitiva. Para restablecer la equivalencia que habia
entre estos conceptos cuando las funciones eran continuas, Dexsoy y KmIN-
TcHINE han introducido el concepto de derivada aprozimativa.

En todos estos procesos el cdlculo de la primitiva se efectda recurriendo.
a la integral indefinida, pero Perrox, en 1914, invirtié el método, utilizan-
do la primitiva para obtener la integral indefinida. Como toda funcién se-
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puede acotar entre otras dos, llamadas mayoranie y minorante de La Var-
LEE-PoussiN, que sean derivadas inferior y superior, en el sentido de Dini.
de sendas funciones nulas en el origen, cuando éstas tengan el mismo valor
en x, se adopta la funcién resultante como integral (P), o mejor primitiva
(P), de la funcién dada. Esta integral de PErron resulta asi idéntica a la in-
tegral de Lebesgue para funciones acotadas, pero existen funciones integra-
bles (P) que no lo son (L). Finalmente, Hske y ALEXANDROFF, RIDDER
Burkir, mediante sendas generalizaciones de la integral (P), han logrado
gl equivalencia de ésta con las integrales restringida y generalizada de
DEenvoy.

~ En 1894, T. Strties en su transcendental memoria Récherches sur les
]'rgctzons continues, considera por vez primera integrales del tipo

| [(z) dg(z), en donde f es una funcién continua y g es no decreciente. De
esta forma, el concepto de “distribucién de una masa”, familiar desde hace
bastante tiempo en la Fisica, se introduce también en la Matemédtica. Sin
embargo, han de pasar algunos afios hasta que este concepto vuelva a atraer
Ja atencién. Es con motivo de resolver un problema propuesto por HApAMA®D,
afios antes, cuando F. Riesz demuestra en 1909 que las funcionales lineales
-continuas sobre el espacio de las funciones reales continuas en [a, b], do-
tado de la topologia uniforme, se pueden expresar por una integral de

b
Stieltjes: f— [ [ do. Estas ideas encuentran acogida en J. Rapon quien
a

-en 1913, combinando las ideas de Riesz y Lesescug, define la llamada wn-
tegral de Lebesque-Stieltjes a partir de una funcién completamente aditiva
de conjunto. Esta memoria de Rapox y la marcada orientacién hacia lo
-abstracto de comienzos de este siglo, sefialan el transito a la teoria de la
integracién sobre espacios abstractos. Es M. FrEcEET quien observa que to-
dos los resultados de este trabajo, pueden extenderse al caso en el que la
funcién completamente aditiva de conjunto esté definida para ciertas par-
tes de un conjunto abstracto E, en lugar de estarlo para las partes medi-
bles de R™.

La clase de los conjuntos medibles (L) de R, aunque mas amplia que
la clase de los conjuntos de Borel, no coincide con la formada por todas las
partes de R, como se conoce desde 1905 por obra de G. Virari. No obstan-
de, seglin probé S. Banacm en 1923, existe una medida finitamente aditiva
(o extensi6n) sobre R o R? que coincide con la medida de Lebesgue para
todo conjunto medible y que ademds es invariante por cualquier congruen-
cia o movimiento. Pero tampoco esto es posible para R", si n = 3, segln
~-demostr6é antes Hausporrr en 1913 mediante una notable descomposicién
de la superficie esférica en cuatro partes, tres de ellas congruentes entre si
y la ofra numerable. Mis sorprendente que este resultado es la llamada
paradoja de Banach-Tarski (1924) segtin la cual, dos esferas de R" radios
-distintos se pueden descomponer para n = 3, en un nidmero finito de par-
tes respectivamente congruentes. Desde un punto de vista puramente abs-
#racto, tal descomposicién no debe considerarse como una paradoja sino
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semejante a lo que ocurre con la correspondencia n <= 2n entre los nime-
ros naturales y sus duplos, independientemente de que se aplique o no
el axioma de la eleccién. Sin embargo, la paradoja surge de manera ma-
nifiesta en el momento que se identifican las partes del espacio R° con las
del “espacio intuitivo real” y, por ejemplo, esas dos esferas con el Sol y
un guisante.

En nuestra opinién, solamente las importantes aplicaciones que ha en-
contrado la teoria de la integracién de Borer y LepescuE en toda la Mate-
mética y, en particular, en los espacios funcionales, pueden explicarse que
no se haya prestado la atencién debida a los citados resultados de Banach,
Havsporrr y Tamski. Efectivamente, la importancia que tienen éstos, es
sin duda grande, tanto en los fundamentos de la teorfa de la medida, como
en la contribucién que suponen en el viejo problema de asignar una medi-
da a “toda parte” del plano y del espacio, de modo que sea invariante res-
pecto del grupo de movimientos y que queden conservadas las dreas y vo-
Iimenes de las “figuras elementales”.

INVESTIGACIONES PROPIAS

Desde hace unos fres afios nuesiras investigaciones se han dirigido ha-
cia estas cuestiones, tratando primero de dar condiciones suficientes para
que para toda medida finitamente aditiva (en abreviatura: f. ad.) o exten-
sién p, definida sobre un anillo & de partes de un conjunto E e invariante

por un grupo G de permutaciones de E, exista una extension p, definida
sobre la clase & de las partes de los conjuntos perteneciente a &, tal que
sea una prolongacién de p. y también invariante por el grupo G. Estas pro-
piedades justifican que llamemos a esta extensién p una prolongacién ul-
tracompleta de p. invariante por G.

El problema a que nos acabamos de referir, fue el que dio origen, pri-
mero a un trabajo en el que dimos una generalizacién para A-médulos del
teorema de Hahn-Banach y después a otro donde, desde un nuevo punto
.de vista, hicimos un estudio general del problema abstracto de la extensién
que trata, dado un grupo G de permutaciones de un conjunto y una exten-
si6n p (5= 0), definida sobre un anillo de partes de E y relativamente inva-

riante por G, de averiguar si existe una prolongacién ultracompleta p. de p
relativamente invariante por G. Aunque no podemos entrar mucho en de-
talles sobre el papel que desempefia la estructura del grupo G en este pro-
blema, vamos a exponer algunas de las aplicaciones concretas de los resul-
tados a que llegamos en estos trabajos:

1) Para el plano euclideo, se puede mejorar el teorema de Banach afir-
mando que existe una prolongacién ultracompleta de la medida de Lebes- .
.gue, relativamente invariante por el grupo de las semejanzas.

2) En el plano no euclideo (hiperbdlico o eliptico) no existe ninguna
prolongacién ultracompleta del drea de las figuras elementales que sea
invariante por el grupo de los movimientos.
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3) Cualquiera que sea la extensién ultracompleta p sobre una super-
ficie esférica E con w(E) = 1, para cada e > 0 existe un conjunto S CE y
una rotacién «, cuyo eje pasa por el centro de E, con la propiedad de que
pS) <ey wpeS >1—c¢.

El primero de estos resultados se obtiene inmediatamente del citado teo-

rema de Banach aplicando el siguiente teorema de cardcter general: Sea p.

una extensién, definida sobre ¢, relativamente invariante por el grupo G
de permutaciones de E, y k el correspondiente multiplicador, es decir,
p(a S) = k(a) p(S) para cada « € G y S € /. Entonces, si existe una pro-
longacion ultracompleta p, de p invariante por el grupo G, = k7 (1) =
= {2|a € G, k(e) = 1}, se puede asegurar que existe también una prolon-

gacién ultracompleta p de p relativamente invariante por G.

Respecto al resultado expuesto en segundo lugar, conviene agregar que
lo hemos probado directamente, mediante un método general que hemos
ideado, sin recurrir a ninguna descomposicién de dos conjuntos en un
numero finito de partes respectivamente congruentes, lo cual, por otra
parte, en particular, en el caso del plano hiperbdlico nos parece dificil
conseguir siguiendo el camino de Banacu-TARSKI

No obstante, esta cuestién fue la que nos indujo por primera vez a la
conjetura de que dos circulos cualesquiera del plano hiperbélico, se podian
descomponer en un numero finito de partes respectivamente congruentes.
Esto lo hemos logrado probar en nuestros ultimos trabajos, todavia no
publicados, en donde simultineamente ponemos de manifiesto, la intima
relacion que hay entre el problema de la extensién o de la medida y la
descomposicién de dos conjuntos en un numero finito de partes respectiva-
mente congruentes, relacién en cierto modo latente desde la antigiiedad y
sobre todo después de los trabajos de Banacm, Hausporrr, TARSEI y con-
tinuadores.

Finalmente, el tercero de los resultados anteriores, que se puede consi-
derar como una nueva “paradoja’, semejante a la de Banach-Tarski, tiene
el interés de contener en germen una de las ideas originales més importan-
tes de nuestro trabajo sobre el problema de la extensién.

Veamos ahora las tltimas investigaciones que hemos realizado con mo-
tivo de este discurso, sobre las que conviene anadir que han sido grande-
mente impulsadas por la revisién histérica que nos sentimos obligados a
hacer. Estas investigaciones las podemos clasificar en tres apartados:

1) Investigaciones sobre una nueva fundamentacién de la teoria de la
medida.

2) Investigaciones sobre las medidas topolégicas, esto es, sobre aque-
las medidas de un espacio topolégico E que estdn intimamente unidas a
la estructura de E.

3) Investigaciones sobre la teoria de series divergentes de las que nc
trataremos porque, aunque han sido motivadas por la revisién histérica
que hemos hecho, se salen del tema elegido.

Hasta ahora no se ha conseguido dar un concepto de cantidad, lo sufi-
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cientemente preciso y general, para poderlo manejar con el rigor que se
requiere en la Matemédtica, puesto que a lo mds, lo que se hace es identi-
ficarlo con el concepto de ntimero real.

Sean o un reticulo de partes de un conjunto E y p una relacién de
equivalencia en of tales que:

a) Cualquiera que sea la familia finita {4,i € It de conjuntos 4; € £,
existe otra {A/|i€I} de conjuntos 4/ € £ y disjuntos de modo que
A;p A/ para todo 1 €1 y U A/ sea disjunto con U 4,.

b) Silas sumas X A4; y 3 A/ (¢ € I) estdn definidas, es decir, si los con-
juntos 4; (€ #£) son disjuntos y también los A4; (€ of), y si ademds
A, 0 A/ para todo 2 € I se tiene

2 Ai e 2 Ai/

Entonces, definimos como cantidad a de A, respecto de p, a la clase
[A] de los conjuntos A" € £ que estan en la relacién o con A.

Sia y b son dos cantidades respecto de o se pueden encontrar, en vir-
tud de a), dos conjuntos A y B de manera que

a=[A], b=[Bl-y ANB =0

En este caso, como segun b) [A + B] es independiente de los conjuntos
4 y B elegidos, se puede definir

a+b=[4 +B].

De forma semejante se define directamente la suma > a; de un numero
i
finito de cantidades.

El conjunto S de estas cantidades con la suma asi definida es un semi-
grupo conmutativo, con elemento neutro 0 = [J] en donde, en general no
es valida la ley de simplificacién o cancelativa. En este semigrupo se puede
definir, de manera natural, la desigualdad escribiendo ¢ =< b cuando exis-.
te una cantidad ¢ tal que @ + ¢ = b. Entonces, esta ordenacién tiene las
propiedades siguientes:

1) a=<a.

) SBia=byb=cesa=ec.

3) Si a, = b, para todo i € I se verifica > a;, = > b,

i i

Un ejemplo sencillo, en donde se cumplen las condiciones a) y b),.’se
obtiene cuando £ es la clase de las partes acotadas de R" y ¢ es la relacién
de equivalencia definida poniendo 4 ¢ B cuando 4 y B son dos partes ace-

tadas de R" descomponibles en un numero finito de partes respectivamente
‘congruentes.

Sin embargo, en otros casos aparece la dificultad de que £ y o no cum-
plen las condiciones a) y b). Un ejemplo de ello se tiene cuando of es la
clase de las partes de una superficie esférica E y o es la relacién de equiva-
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lencia definida escribiendo 4 o B cuando 4 y B son congruentes. Entonces,
se plantea el problema de eliminar estas dificultades.

Si se cumple la condiciéon a) pero no la b), la cuestién es trivial pues
basta considerar en lugar de p la relacién " definida poniendo
A o’B cuando 4 y B son descomponibles en un namero finito de partes
A; y B; (2 €I) respectivamente p-equivalentes. La dificultad es mdés seria
cuando no se cumple la condicién a), pero también se puede eliminar cons-
truyendo un reticulo +£* que contenga a £ y una relacién de equivalencia
o* en A* de modo que su restriccién en o sea la relacion o antes cons-
truida. De manera mds explicita procedemos asi:

Para cada entero n > 0 sean £, el reticulo de las partes 4, = 4 x {n}
del conjunto E, = E x {nt, E* = UE, y o, el isomorfismo 4,=4 x {n}
0

— A de o, en o£. Entonces, si o£* es el reticulo formado por las uniones
U 4; de un numero finito de conjuntos 4; C E; y ¢,* es la minima relacién
de equivalencia que contiene a las relaciones s,~' ¢ o, resulta que o£* y g*
cumplen a) de donde, por lo tanto, si se procede como antes se obtiene una
relacion o* tal que £* y o* cumplen a) y b), asi como también las demads
condiciones si se identifican o, y g, con £ y p.

Este proceso se puede ilustrar en el caso antes considerado de la super-
ficie esférica E tomando:

1) E* igual a la unién de las superficies esféricas E, C R®* (n=0,+1,...)
de radio r igual al de E y de centro (na, 0, 0) con a > 2r.

2) ot* igual a la clase de las partes de E* contenidas en la unién de un
numero finito de superficies E,.

3) ¢* la minima relacién de equivalencia que contiene a las relaciones
s™ o, ¢" en donde m y m son enteros cualesquiera, o la traslaciéon x'=xz+a.
Yy =1y, 2 = zY p es la relacién de equivalencia en £* definida poniendo
A o, B cuando A — E;, = B —E, y AN E, y BNE, son descomponibles en
un namero finito de partes respectivamente congruentes.

La razén de que desde nuestro punto de vista, hayan sido eliminadas las
dificultades que surgen cuando £ y o no cumplen las condiciones a) y b),
se debe a que toda extensién sobre of invariante por o se puede prolongar
en ofra p* sobre «£* D £ que es invariante por ¢* D o.

Supongamos ahora, igualmente que antes, que o y ¢ cumplen a) y b).
Entonces, si p es una extensién sobre of invariante por p, poniendo
w(@) = p(A) cuando sea a = [4], queda definida una nueva funcién
p. sobre el semigrupo S de las cantidades que satisfacen las condiciones:

1) u es una funcién real definida sobre S con valores finitos o infinitos.
) p(Za)= 2 p ().

3) Sia=b es pla)= ub).

Ademés E, es un conjunto perteneciente a of tal que p(E;) = 1 se tiene:

4) up(e) = 1 para una determinada cantidad e (= [E,]) llamada wuni-
dad de medida (f. ad.) o unidad de extensién.
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Reciprocamente, si p. es una funcién sobre S que cumple las condiciones:
precedentes, la funcién de conjunto p, definida poniendo p (4) = u (ay
cuando [4] = a, es una extensién. invariante por o que satisface-

Se puede comprender ahora la importancia que puede tener el siguiente

TEOREMA DE LA UNIDAD DE MEDIDA. — Una condicién necesaria y suficien-
te para que una cantidad e € S sea una unidad de medida para alguna me-
dida finitamente aditiva (o extensién) p. sobre S es que, cualesquiera que
sean los enteros m y n, de me = ne se siga m = n.

En el caso que £ sea un anillo de partes de un conjunto £ que cumpla
la condici6n a) y p sea la relacién de equivalencia definida en £ por la
descomposicién finita en partes respectivamente congruentes respecto de:
un grupo G de permutaciones de E, este teorema se traduce en el siguiente

Cororario. — Para que e = [E,] sea una unidad de medida para algu--
; I i L : 5

na medida f. ad. p. sobre S, es necesario y suficiente que siempre que {E;},",
y 1E/t", sean dos familias finitas de conjuntos disjuntos, pertenecientes a:

m
#, y p-equivalentes a E,, tales que U E; sea p-equivalente a una parte de-
n 1
U E/, resulte m < n.
1

Aplicando este corolario no es dificil probar, por ejemplo, que dos:
circulos cualesquiera del plano no euclideo son descomponibles en un nu-
mero finito de partes respectivamente congruentes.

Vamos a comprobar ahora estas concepciones con las de los geémetras
griegos dentro de lo posible, ya que el semigrupo de las cantidades mane-
jado por los griegos es isomorfo al formado por los nimeros reales posi-
tivos, mientras que en nuestra teoria de la cantidad, dos cantidades a y b
pueden no ser comparables, es decir, que no se verifiquen ninguna de las
desigualdades a=b y b =<a. Igualmente, puede ocurrir que de:
a=>by b=a no se siga necesariamente a = b.

Comparando las Nociones comunes de los Elementos de Euclides se ve,
aunque de una manera no muy clara por la poca precisién con la que estan-
formuladas :

1. Que en las nociones 1) y 7) estd implicita la condicién de que sea:
w (4) = p (B) cuando 4 o B.

2. Que en la Nocién 2) se exige implicitamente la compatibilidad de-

la igualdad o de la relacién de equivalencia respecto de la suma de con-
luntos, es decir, la condicién b). Sin embargo en ella no se dice nada res-
pecto de que si a un conjunto, se puede sumar otro equivalente a uno dado.
Esto solamente parece que se exige en la nocién 5) para el caso en que éste-
ltimo conjunto coincida con el primero.

3. La nocién 3) no se cumple en general en nuestra teorfa de la can-
tidad, puesto que en ésta, puede ocurric eventualmente gue 4 DB y
w (4) < p (B). No obstante, en el caso que 4 DB y 4 — B € o se verifica
w (4) > u (B).
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4. La mnocién 4) no se cumple tampoco, en general, en nuestra teoria
‘pues puede ocurrir que @ + ¢ = b + ¢ y sin embargo a 5= b, por no valer,
‘en general, la simplificacién en S.

El postulado de Arquimedes no es vdlido siempre en todo semigrupo S
-de cantidades, pues, incluso puede suceder que n a =< b para todo entero
n > 0 y existir una medida p. tal que p (@) > 0.

Es interesante hacer notar que para establecer los dos teoremas anterio-
‘res hemos seguido en algunas partes de ambas demostraciones un camino
‘parecido al de Eudoxio, cuando en el caso que n b = m a, exige que
n p(b)= m p(a), con la diferencia que por no valer en nuestro caso la sim-
‘plificacién en S tenemos que considerar también desigualdades del tipo
nb+ m a=ma+n'b con m<<m’ y exigir entonces que (n—n)
‘w (b)) =< (m — m’) u (@) a menos que p (b) = + oo.

Hasta ahora solamente hemos considerado sumas de cantidades en ni-
-mero finito, pero la teoria se puede generalizar para sumas numerables e
incluso para sumas X g; de una familia de cantidades en nimero menor
~que un cierto cardinal transfinito.

~ Ahora bien, con objeto de no recurrir al concepto de nimero cardinal,
hemos dado un paso més exigiendo s6lo que la clase § de los conjuntos in-
-diciales cumplan las propiedades imprescindibles para desarrollar la teo-
ria, las cuales son:

Sil€ 9, I es no vacio.

Existe un I € § que contiene mds de un elemento.

Sil€ g y J es una parte no vaciade I, J € 4.

SiI€ 4 yJ. € g para todo i € I, se sigue que U {J,[iEIt € 4.
SilyJestinen 4,1 x JE 4.

Esto lo hemos hecho con varios motivos, entre ellos el de eliminar todo
‘circulo vicioso cuando al tomar por p la relacién de equivalencia en la
«clase + de las partes de un conjunto E, se obtienen en particular como
cantidades respecto de o los nimeros cardinales de las partes de E. Enton-
ces, ninglin nimero cardinal transfinito a € S se puede tomar como unidad
de medida por ser @ + a = a. En resumen, el concepto de cantidad com-
prende al de nimero cardinal de CANTOR.

La teoria de la medida se desarrolla en la actualidad desde dos puntos
de vista, definiendo la medida como funcién real de conjunto o bhien como
Tuncional sobre un espacio F de funciones definidas en un mismo conjunto
E. Pues bien, desde nuestro punto de vista, ambas concepciones quedan
‘unificadas, porque para la primera basta tomar como relaci6n de equiva-
lencia o la identidad y para la segunda basta identificar cada funcién no
negativa f de F con la cantidad asociada a un conjunto 4 de E x R, de for-
ma que la recta paralela al eje R trazada por cada punto (x, 0) de E x R
corte a A en un conjunto lineal de medida f(x), aplicando asi, de cierto
-modo, el principio de Cavalieri. Por esto tltimo se prevee el interés que ha
de tener el estudio de los semigrupos reticulados de cantidades.

G R O
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Independientemente, de las investigaciones sobre la medida, ya citadas,
hemos realizado otras sobre los conceptos de medida y topologia. El pro-
blema que nos planteamos, era buscar las condiciones que debian ligar
la nocién de medida sobre un espacio topolégico E con la estructura de
éste, para poder hablar con propiedad de medidas topoldgicas.

En general, una medida exterior de Borel sobre E, es decir, una medi-
da exterior p* tal que los conjuntos de Borel sean p*-medibles, no merece
que se la llame medida topolégica, pues dicha propiedad no implica que
la medida de la uni6n de una familia cualquiera de abiertos disjuntos sea
igual a la suma de las medidas. No obstante, el punto de partida de estas
investigaciones, tuvieron lugar principalmente por una cuestién al parecer
intranscendente, motivada por la observacién de que si la teoria de la me-
dida sobre espacios topoldgicos se restringe a los espacios localmente com-
pactos no se podria llamar, por lo menos de manera natural, medida a la
restricci6on de una medida de Radon sobre una parte cualquiera de E. La
cosa es mas profunda, pues hemos visto que no conviene limitarse a consi-
derar s6lo medidas de Radon sobre un espacio topoldgico localmente com-
pacto, en contra de la opinién de BourBakr quien sostiene, de cierto modo,
que estas medidas son las mas generales que se pueden lograr. Una idea
feliz nos ha ayudado en nuestro propdsito, que consiste en la introduccién
del concepto de conjunto p*-compacto. Un conjunto A de un espacio to-
polégico E se dice p*-compacto cuando para cada e > 0, y para todo cu-
brimiento abierto G, de E, se puede extraer un nimero finito de abiertos

G, € G, de forma que p* (4 — U G,) < e. Ahora podemos ya definir las
1

medidas topolégicas sobre un espacio regular E, como aquellas medidas
que satisfacen las condiciones:

1. p* es una medida exterior de Borel localmente finita.
2. Todo abierto de medida finita es p*-compacto.

3. Si G es un abierto de medida infinita, para todo entero n existe un
abierto G, C G tal que n = p* (G,) < .

4. Si p* (X) < oo existe un abierto G D X de medida finita y un con-
junto de Borel B D X tal que p*(B) = p*(X).

_ En ofra parte demostraremos que estas medidas pueden llamarse, topo-
]oglcas, debido a que en ellas estin estrechamente relacionadas las estruc-
turas de medida y topologfa. Asf, por ejemplo, si {G;|i € I} es una familia
cualquiera, no necesariamente numerable, de abiertos, filtrante por la re-
lacién C, resulta p (U G;) = sup. p (G).

Es curioso hacer notar que esta propiedad no es vélida para conjuntos
G; cualesquiera porque toda suma 3, ¢, < oo de ntmeros reales ¢ > 0 im-
plica ¢; = 0 salvo para un conjunto contable de indices.

; También como consecuencia de las propiedades exigidas para una me-
«dida topolégica, resulta que la condicién necesaria y suficiente para que
un conjunto X C E sea p*-compacto es que sea de medida exterior finita.
Por tanto, para el caso particular de la medida exterior p* de Lebesgue en
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R" se tiene que la clase de los conjuntos p*-compactos es mucho mds am-
plia que la formada por los compactos.

Si E no es unién numerable de conjuntos de medida exterior finita, con-
viene definir una nueva medida p* llamada medida exterior esencial, por
p*(X) = sup. {p* (X N G)|G € G, siendo G, la clase de los abiertos de me-
dida p* (G) < 0.

Toda medida exterior esencial p* queda caracterizada por las propie-
dades.

1. g* es una medida exterior de Borel localmente finita.

Todo conjunto X de medida exterior p* (X) < o0 es p* — compacto.
. Si p* (X) = oo, para cada entero m existe un conjunto X, C X tal

o o

que = np* (X, < 0.

4. Si X estd contenido en un abierto G de medida p* (G) < oo, existe
un conjunto de Borel B D X tal que p* (B) = p* (X).

De estas propiedades se deduce que la medida exterior p* definida por

p* (X) = inf. { p* (G) | XCGE G}, siendo ¢ la clase de los abiertos, es
una medida exterior topol6gica tal que su medida exterior esencial es, pre-

cisamente, p*.

En el caso que E sea unién numerable de conjuntos X, de medida exte-
rior p* (X,) finita, ambas medidas p* y 2* son iguales.

Aunque nosotros hemos desarrollado todo esto considerando las medi-
das como funciones reales de conjunto, siguiendo un camino semejante a
Caratatonory y Harmos, se puede desarrollar también la teoria de la me-
dida en espacios topoldgicos definiendo una medida como funcional sobre
el espacio de las funciones, no negativas, semi-continuas inferiormente ;
pero el proceso seguido corrientemente definiendo una medida como fun-
cional sobre un espacio de funciones continuas no es valido, dentro de la
generalidad que exigimos, puesto que existen espacios topolégicos regula-
res tales que toda funcién real continua es una constante. Naturalmente,
también cabe la posibilidad de desarrollar la teoria de la medida en espa-
cios topoldgicos mediante el concepto de cantidad.

Para algunas aplicaciones de la teoria de la medida, especialmente para
el Calculo de Probabilidades, interesa hacer notar que para ciertas funcio-
nes aditivas ¢ de conjunto, definidas en un anillo & de partes de un con-
junto E, se puede dotar a E de una topologia & de manera que & sea una
base del espacio topolégico E = (E, @) y exista una y sélo una medida ex-
terior topolégica p* = p* sobre E que sea una prolongacién de ¢. Efecti-

vamente, para ello basta que ademis de U & = E se verifiquen :
1. 0=¢ (S)<oc para todo S € &.

2. 9 (5;US,) = ¢ (S)+ @ (S, para cada par (S;, S,) de conjuntos dis~
juntos pertenecientes a &.
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3. Para todo cubrimiento &, C & de cada conjunto S € & y para cada
e >0 existe un namero finito de conjuntos S; € ¢, que satisfacen

@@—@$<e

Finalmente, estas investigaciones sobre la medida en espacios topol6gi-
cos, junto con el hecho de que la integral §, f dp sobre un abierto 4, cuan-
do p es una medida topolégica, depende sélo de f y de la restriccién de p
en un entorno V, de cada z € 4, nos ha llevado a interpretar dp. (x) como
el germen de medida definido por p en x. Es claro que asi nos situamos en
un punto de vista muy préximo, pero riguroso, al de los primeros tiempos
del Calculo infinitesimal.

MEDIDA DE HAAR

Aunque no nos parece muy oportuno hablar aqui de la integracién de
funciones con valores en un espacio vectorial, nos creemos obligados a men-
cionar los trabajos de Bocuner, GeLranp, Duxrorp y Perris sobre tal cues-
tion. Mds importancia tiene dentro del tema de este discurso, la medida e
integracién en grupos topolégicos en donde A. Haar en 1933 dio un paso
decisivo al probar la existencia de medidas invariantes para los grupos
localmente compactos con base numerable de abiertos.

Como consecuencia de este resultado J. voN NeumaNs resolvid, para los
grupos compactos, el famoso 5.° problema de Hilbert sobre la caracteriza-
ci6n de los grupos de Lie por propiedades puramente topolégicas. La uni-
cidad de la medida de Haar fue probada primeramente por voN NEUMANN
en 1934 y 1936 y por A. Wemw en 1940, quien, simultdneamente, ademds de
extender el mencionado resultado de Haar a los grupos localmente com-
pactos generales, obtuvo la condicion de existencia de una medida relativa-
mente invariante sobre un espacio homogéneo, localmente compacto, y
demostr6 en fin que la existencia de una medida, con ciertas propiedades,
sobre un grupo topolégico implica ipso facto que el grupo es localmente
precompacto. No obstante, la importancia de estas conclusiones y de otras
ultimamente logradas con el concepto de medidas casi invariantes, creemos
que todavia se podran obtener algunos resultados de interés sobre la teoria
general de la medida de Haar, estudiando las medidas topolégicas invarian-
tes por una relacién de equivalencia en un espacio regular.

Nos hemos referido a las medidas localmente finitas, pero también seria
interesante estudiar las medidas no localmente finitas invariantes por um
grupo o una relacién de equivalencia, lo cual comprenderia tanto el area
de las superficies curvas como las llamadas medidas de Hausdorff.

He picuo.
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DISCURSO DE CONTESTACION AL ANTERIOR

por el Académico

Irmo. Sr. D. Raraer RopriGuez VIDAL

Excelentisimos e Ilustrisimos sefiores,

Sefioras y sefiores:

Con verdadera satisfaccién intentaré cumplir la honrosa tarea que me
ha confiado la Academia de Ciencias de Zaragoza, en cuyo nombre debo dar
la bienvenida al nuevo Académico D. Baltasar RopricUEz-SarLinas PALERo
y contestar al brillante discurso que acaba de leernos.

La tradicién ha impuesto unas normas estrictas e invariables para esta
tarea; normas acertadas, tanto como obligatorias, que yo acepto gustoso
y que hoy me parecen bien ficiles de cumplir. Segiin ellas debe hacerse pri-
mero un relato de la vida cientifica del recipiendiario ; y ésta en el caso pre-
sente es tan densa, que mi unica dificultad serd resumirla. A esto debe
seguir un comentario a la bella leccién que hemos oido y en verdad, que
por el tema fundamental que aborda, la riqueza de ideas y la profunda
habilidad de la exposicién, tal vez seria oportuno sustituir el comentario
por un recuerco del clasico decir: “Esto, Inés, ello se alaba, no es me-
nester alaballo”.

Nacié el Profesor Roprfcurz-Sarinas en Alcald de Henares, el afio
1925. En el Instituto de Ensefianza Media de aquella localidad cursé sus
estudios de bachillerato, y es justo seiialar que su catedratico de Matemad-
ticas, D. Leoncio GonzArez Carzapa, descubrié inmediatamente las excep-
cionales condiciones de su discipulo, tanto que fue el primero en aconse-
larle la orientacion a la Universidad, y presentarle a los profesores de la
de Madrid, a quienes el estudiante de bachillerato sorprendia con consul-
tas y comentarios criticos relativos, por ejemplo, a los textos de Andlisis
Matemaético de Picard, Goursat y analogos, o con la resolucién de proble-
mas propuestos en conferencias universitarias.

Los estudios de Licenciatura y Doctorado los cursé en la Universidad
de Madrid, huelga afiadir que con las mdaximas calificaciones, y en los
anos 1948 y 1952 merecié los respectivos grados de Licenciado y Doctor
en Ciencias Matematicas. Entonces comienza su vida profesional, aunque
la lista de sus publicaciones, como veremos, habia comenzado antes, du-
rante la etapa estudiantil. Inmediatamente después, en 1953, ingresa en
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el Cuerpo de Ingenieros Gedgrafos y al afio siguiente consigue, por oposi-
cion, la citedra de Andlisis Mateméatico en esta Universidad de Zaragoza.
Aqui, por fortuna para nosotros, viene desarrollando desde entonces una
intensa actividad docente e investigadora. Para ocuparse totalmente en
su quehacer universitario, en 1955 solicité la excedencia como Ingeniero
‘Geografo, en cuyo Cuerpo tiene el titulo de Doctor Ingeniero.

Pero conviene retroceder un poco en el tiempo, para exponer un re-
sumen sistemdtico de la vida cientifica de nuestro ilustre compaifiero (con-
tada en lo anterior a grandes rasgos), seguida del rico sumario de sus
publicaciones.

1. TiTUuLOS PROFESIONALES

Licenciado en Ciencias, Seccién de Matemdticas: 13-XII-1949. Hizo constar su sufi-
ciencia en la Universidad de Madrid: 28-VI-1948.

Doctor en Ciencias, Seccién de Matemdticas: 25-11-1954. Hizo constar su suficiencia
en la Universidad de Madrid: 31-I-1952.

Catedrdtico de Universidad: 4-V-1954.

Ingeniero Geégrafo: 1953. Ingres6 por concurso en el turno de “Licenciados en Cien-
cias Matemdticas o Fisicas”.

Doctor Ingeniero Gedgrafo: 19-VI-1954.

2. Becas Y PENSIONES

Becario de la Fundacién del Conde de Cartagena: 1946-47 y 47-48.

Becario del Instituto Jorge Juan: 1949-52.

Becario “José Miguel Guitarte”, del S. E. U.: 1950- 1951 y 1952.

Becario “Matias Montero”: 1953.

Beca de Intercambio Cultural con Italia durante marzo-agosto de 1951.

Pensionado por la Comisaria de Protecciéon Escolar y Asistencia Social para traba-
jar en Italia durante tres meses, en el verano de 1959.

Fomento de la Investigaci6én en la Universidad en el Plan Nacional de Desarrollo.
Contrato suscrito el 21-XII-1963.

3. PreEmios Y HONORES

Premio de Mateméticas, concedido por el Sr. Ministro de E. N., en la Primera Expo-
sicién de Trabajos Précticos de los Instifutos Nacionales de Ensefianza Media: 21-VIII-
1943.

Accésit al Premio Nacional Fin de Carrera: 21-XI-1948.

“Victor de Bronce” del S. E. U.: 21-XI-1948.

Premio Extraordinario de la Licenciatura en Ciencias Matemdticas.

Premio Extraordinario del Doctorado en Ciencias Mateméticas.

Premio “Alfonso el Sabio”, de 1952, por el trabajo: “Sobre las funciones convexas
Yy sus aplicaciones a la determinacién del comportamiento asintético de las transforma-
das de Laplace y de Laplace-Stieltjes”.

Académico electo de la de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales de Zara- -
goza : 20-1I-1957.

Consejero Adjunto del Patronato “Alfonso el Sabio”, del Consejo Superior de In-
vestigaciones Cientificas: 1959.
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4. CENTROS CIENTIFICOS DONDE HA LABORADO (excepto la Universidad)

En la “Fundacién del Conde de Cartagena”, con el Académico Excmo. Sr. D. José
Alvarez Ude. (Real Academia de Ciencias. Madrid.)

En el Instituto “Jorge Juan” de Mateméticas, con el Profesor Dr. D. Ricardo San
Juan. (Consejo Superior de Investigaciones Cientificas. Madrid.)

En el Instituto Matemético “Ulisse Dini” de Florencia, con el Profesor Dr. Giovanni
Sansone.

Seminario Matemdtico “Garcia de Galdeano”, de Zaragoza. Profesor Agregado, des-
de 19556.

Ingeniero Geégrafo. En activo: 1953-55.

5. (CURSOS DE LICENCIATURA QUE HA DESARROLLADO EN LA F. DE (. DE LA UNIVERSIDAD
DE ZARAGOZA

Anélisis Matemdtico 4.° (Titular).

An4lisis Matemdtico 5.° (Titular).

Caleulo de Probabilidades y Estadistica Matemdtica: 1954-64.
Topologia: 1954-55.

Figsica Matematica: 1955-58.

Matemdticas aplicadas a la Fisica 1.°: 1960-62.

Matemé4ticas aplicadas a la Fisica. 2.°: 1958-59 y 1962-64.
Matemdticas Generales (Selectivo): 1959-60.

&

Cursos pE DoOCTORADO

Funciones algebraicas y sus integrales: 1954-55.
Andlisis Funcional : 1955-57.

Grupos de Lie: 1957-58.

Teoria de las Distribuciones: 1958-59.

Andlisis General : 1959-60.

Anglisis Funcional : 1960-63.

Teorfa de la medida: 1963-64.

Teoria de los Haces: 1964-65.

~

SOCIEDADES CIENTIFICAS A LAS QUE PERTENECE

Real Sociedad Matemdtica Espaiiola. Desde 1942.

Asociacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Desde 1958.
Unione Matematica Italiana. Desde 1959.

Es recensionista del “Zentralblatt fiir Mathematik”.

8. CONGRESOS, ASAMBLEAS Y REUNIONES CIENTIFICAS EN QUE HA PARTICIPADO

a) Congresos Luso-Espafioles para el Progreso de las Ciencias:

XXIV. Madrid, noviembre, 1958. Present6 varias comunicaciones que figuran entre
las publicaciones con los nimeros 24, 31, 33, 34 y 35

XXV. Sevilla, noviembre, 1960. Presenté varias comunicaciones que figuran entre
los ntimeros 29, 32, 89 y 40, y otras que dieron origen a las publicaciones 25 y 41.

XXVI. Oporto, junio, 1962. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las
publicaciones con los nimeros 43 y 44, y un resumen de la publicacién 42.

VI. Congresso Nazionale dell’'Unione Matematica Italiana. Népoles, septiembre, 1959.
Present6 una comunicacién que figura como publicacién niimero 26. Representante de
la Real Sociedad Matemdtica Espafiola.
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International Congress of Mathematicians. Estocolmo, 1962. Present6 la comunica-
ci6n: “On the area problem”.

b) Reuniones Anuales de Matemdticos Espaiioles:

II. Zaragoza, octubre, 1961. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las
publicaciones con los numeros 36, 37 y 38.

III. Barcelona, noviembre, 1962. Present6 varias comunicaciones que figuran entre-
las publicaciones con los numeros 46 y 47, y otra que dio origen a la nimero 48.

IV. Salamanca, diciembre de 1963. Present6 varias comunicaciones que figuran entre:
las publicaciones con los nimeros 49 y 50.

V. Valencia, octubre de 1964. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las:
publicaciones (en prensa), numeros 51 a 54.

¢) Reuniones de Aproximacién Filoséfico-Cientifica.

Se han venido desarrollando estas reuniones patrocinadas por la Institucién “Fer-
nando el Catélico” (G. S. I. C.) en la Diputacién Provincial de Zaragoza, a partir de
1957.

d) I Asamblea de Catedraticos de Facultades de Ciencias. Zaragoza, octubre, 1962..

e) Ha sido invitado a dar una Conferencia en el pr6ximo Congreso de Matemdticos
de Expresi6n latina, en Namur (Bélgica).

9. CONFERENCIAS Y PUBLICACIONES DE FIN DIDAGTICO

“Espacios funcionales”. Segunda Reuni6n de Aproximacién Filosé6fica-Cientifica: “EF
Espacio”. Institucién “Fernando el Cat6lico” (C. S. I. C.) Zaragoza, 1959 (Publicada).

“Numeros transfinitos”. Cuarta Reunién de Aproximacién Filosé6fica-Cientifica: “La:
Cantidad”. Institucién “Fernando el Catélico” (C. S. I. C.) Zaragoza, 1963 (Publicada).

“Los Espacios L*”. En el Seminario Matemdtico de Zaragoza, 1963.

“La Teoria de las Distribuciones”. En el Seminario Matemdtico de Zaragoza, 1963.

“Los simbolos ¥ y log y”. En el Seminario Matemdtico de Zaragoza, 1964.

Traduccién de varios articulos de la Encyclopedia of Science and Technology Me
Graw-Hill.

10. PUBLICACIONES

1. “Determinante que da f(zx + y) en funcién de f(z) y de f(y)”. Rev. Euclides.
Ano II (1942}, 159-162.

2. “Resto de la divisin en que el dividendo es f(2) y el divisor (z— a)*
a,? ... (x — a,”. Rev. Euclides. Afio II (1942), 194-195.
3. “Resolucién de la ecuacién funcional”.

(z

F [z + 2F(z) F/(z) (1 + F' (7]
1 + 2F(zy?

F(z) = +

Rev. Euclides. Afio II (1942), 349-351.

4. “Una demostracién sobre la integral de Dirichlet”. Rev. Euclides. Afio II (1942).
pigina 425.

5. “Sobre un caso particular de la ecuacién lineal ¥y’ + oy = £”. Rev. Euclides.
Afio IIT (1943), péag. 90.
6. “Modo de sumar algunas expresiones”. Rev. Euclides. Afio III (1943), 343-348.

7. “La inversién en el orden de la derivacién”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Ma-
drid, vol. 42 (1948), 37-70.
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8. “Sobre la teorfa de la medida”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 42
(1948), 465-491.

9. “Sobre una funcién meromorfa y sus aplicaciones a la suma de series”. Rev. Ga-.
ceta Mat., vol. 3 (1951), 6-17.

10. “Sobre la determinacién de una funcién analitica conocida su parte real. “Rev..
Gaceta Mat., vol. 4 (1952), 44-46.

11. “Sobre el comportamiento asintético de la aplicacién reiterada de una sucesién-
de funciones”. Rev. Gaceta Mat., vol. 4 (1952), 81-90.

12. “Sobre la regién de los valores de una funcién lisa”. Rev. Mat. Hisp.-Amer.,
volumen 12 (1952), 223-228.

13. “Sobre una generalizacién de las férmulas de Taylor, Darboux y Euler-Mac Lau-
rin”. Rev. Mat. Hisp.-Amer., vol. 12 (1952), 281-289.

14. “Sobre varias formas de proceder en la determinacién de periodos de las mareas .
y prediccién de las mismas en un cierto lugar”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid,
volumen 46 (1952), 17 péags.

15.  “Transformadas de Laplace de algunas funciones integrales”. Rev. Garceta Mat.,
volumen 5 (1953), 157-158.

16. “Sobre ciertos desarrollos asint6ticos de integrales de Laplace curvilineas”. Re- -
vista Mat. Hisp.-Amer., vol. 13 (1953), 120-127.

17. “Exposicién de algunos teoremas conocidos y otros nuevos sobre convergencia
ordinaria y uniforme de la integral de Fourier”. En colaboracién con Ricardo San Juan.
Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 47 (1953), 495-510.

18. “Complemento a un teorema de Ahlfors-Heing sobre funciones subarmdénicas”.
Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 9 (1954), Fasc. 2.°, 119-125.

19. “Funciones con momentos nulos”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 49~
(1955), 331-368.

20. “Los problemas de unicidad en la teoria de series asintéticas. Expresién de fun-
ciones semi-analiticas mediante los algoritmos de Borel y Stieltjes”. Rev. R. Acad. de.
Ciencias de Madrid, vol. 50 (1956}, 191-227.

21. “Sobre la ecuacién diferencial”.

d*y [ a, + @, Ccos 2z m(m—1) nn— 1)]
— — y =0.
dz? b, + b, cos 2z cos’ sen® z
Tesis Doctoral. Rev. Mat. Hisp.-Amer., vol. 15 (1955), 31-47, 121-135, 182-208; vol. 16=
(1956), 49-71, 122-150, 229-263. Memorias de Mat. del Instituto Jorge Juan, nimero 18,
145 pags. (Contiene seis apéndices.)

22. “Moments de foncfions analytiques et probleme de Watson”. J. de Math. Pures.
et Appl., vol. 9 (1956), 359-382.

23. “Ceros de las funciones de una clase no cuasi-analitica en R™. Prolongacién no..
cuasi-analitica”. Collectanea Math., vol. 9 (1957), 65-77.

24. “Una desigualdad entre las cotas de las derivadas de una funcién analitica. en un
dngulo”. Rev. Las Ciencias, de Madrid, ano XXIII (1958), 533-539.

25. ‘“Disuguaglianze tra limiti e coefficienti dello sviluppo asintotico di una funzione
in un angolo”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 48 (1959), 147-159.

26. “Sulla stabilitd delle soluzioni per 1’equazione differenziale del secondo ordine
a coefficienti periodici”. Rend. Circolo Mat. di Palermo, vol. 8 (1959), 206-224.

27. “Aproximacién uniforme de una funcién continua por un conjunto convexo de-
funciones continuas”. Coller. Math., vol. 11 (1959), 175-202.

28. “Equivalenza di classi di funzioni con sviluppo asintotico in un angolo. Funzioni
caratteristiche”. Boll. Unione Mat. Italiana, vol. 14 (1959), 525-531.

29. “Sobre la estabilidad de la ecuacién funcional f(z + y) = f(z) + f(y)”. Rev. Acad.
de Ciencias de Zaragoza, vol. 14 (1959), Fasc. 1.°, 5-7.

30. “Variacién de las raices caracteristicas de una ecuacién diferencial de segundo-
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<orden con coeficientes periédicos”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 52 (1960), 107-161.

31. “Solucién de un problema de Bang de la teoria de clases cuasi-analiticas”. Rey.
Tas Ciencias, de Madrid, aiio XXV (1960), 257-261.

32. “Sobre el cambio de variable en las integrales maiiltiples”. Collec. Math., vol. 12
(1960), 139-153.

33. “Una férmula asintética para algunas transformadas de Laplace”, Rev. R. Acad.
~de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 177-187.

34. “Un desarrollo asintético de ciertas transformadas de Laplace”. Rev. R. Acad.
~de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 167-176.

35. “Funciones que verifican en cada punto de un intervalo a una ecuacién diferen-
~cial variable con el punto”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 301-311.

36. “Estabilidad y ceros de las soluciones de una ecuaci6n diferencial lineal de se-
gundo orden con coeficientes periédicos”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 15
(1960), Fasc. 2.9, 5-9.

37. “Solucién del problema de equivalencia de clases de funciones con desarrollo
-asint6tico”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 16 (1961), Fasec. 1.°, 47-51.

38. “Existencia de puntos de Weierstrass de funciones reales. Mdximos y minimos
-en espacios casi numerablemente compactos”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 16
(1961), Fase. 2.°, 5-10.

39. “Conjunto de valores de un coeficiente diferencial”’. Collec. Math., vol. 13
(1961), 3-13.

40. “Crecimiento de una funcién analitica en un éngulo”. Collec. Math., vol. 13
(1961}, 197-217.

41. “Existencia de méximo de funciones reales continuas en espacios casi numera-
<blemente compactos. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 56 (1961), 375-413.

42. “Generalizacién sobre médulos del teorema de Hahn-Benach y sus aplicaciones” i
~Collec. Math., vol. 14 (1962), 105-151.

43. “Sobre el ultimo teorema de Fermat y la ecuaci6n”.

oru oru cru

e
a ITL a yﬂ a :M
Rev. Fac. de Ciencias de Lishoa, vol. 9 (1962), 35-44.

44. “Una generalizacién de los teoremas de von Staudt y Darboux”. Rev. Fac. de
“Ciencias de Lisboa, vol. 9 (1962), 77-86.

45. “Clases de funciones analiticas. Clases semi-analiticas y cuasi-analiticas”. Rev.
Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 17 (1962), Fasc. 1.°, 5-75. Publicaciones del Semina-
rio Mat. “Garcia de Galdeano”, nimero 6, Zaragoza, 1962.

46. “Crecimiento de una funcién analitica en una banda de anchura no constante’”.
“Collect. Math., vol. 15 (1963), 5-22. Actas de la III Reunién Anual de Mat. Espafioles.

47. “Una clase de grupoides: tribus. Inmersién en una tribu”. Collectanea Math.,
‘volumen 15 (1963), 153-167. Actas de la III Reunién Anual de Mat. Espaiioles.

48. “El problema de la extensién”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 64 (1964), 133-189.

- PUBLICACIONES EN CURSO:

49. “Sobre la prolongacién de funcionales lineales”. Actas de la IV Reuni6n de Mat.
“Espaifioles. Collecth. Math.

50. “El método de iteracién en la teoria de puntos fijos”. Actas de la IV Reuni6n
~de Mat. Espafioles. Rev. Mat. Hisp.-Amer.

51. “Sobre la ecuacién funcional f(z + y; = f(z) f(y) y las funciones a® y logz”.
-Actas de la V Reunién Anual de Matemdticos Espafioles. Rev. Mat. Hisp.-Amer,

52. “Construccién de medidas de Borel sobre los espacios regulares”. Actas de la V
“Reuni6n Anual de Matemdticos Espaiioles.
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53. “La cantidad en la Teorfa de la Medida”. Actas de la V Reunién Anual de Ma-
temdticos Espafioles.

54. “Sobre los cuerpos no conmutativos de rango cuatro respecto de su centro”. (En
colaboracién con D. José Garay pe Pasro.) Actas de la V Reunién Anual de Matemdticos
Espaiioles.

La recensién de todos estos trabajos va quedando escrita paulatinamen-
te en las paginas del “Mathematical Rev ie\\'s” y del “Zentralblatt fiir Mat-
hematik” y no es posible ni resumirla aqui. Varios de ellos se citan en tra-
tados tan importantes como son, por ejemplo, el de G. Dorrscu: “Hand-
buch der Laplace-Transjormalion” y el de G. Aumanx: “Reelle Funktionen”
(ambas de la Springer-Verlag-Berlin).

Nos parece oportuno hacer observar que los trabajos iniciales de esta
relacién fueron publicados mientras el autor era estudiante. Realmente, la
historia de la ciencia nos muestra, que la creacién intelectual en los gran-
des matematicos, aunque no de tan extremada precocidad como la de algu-
nos grandes musicos, si es mucho mdas juvenil de lo que ordinariamente
se cree. No puedo resistir la tentacién de exponer, al margen de esto, mi
discutible opinién personal, de que es muy culpable de la languidez de la
vida cientifica patria, en el concierto internacional, la circunstancia de que
nuestros planes de estudios y funestos exdmenes diversos impiden a nues-
tra juventud una actividad intelectual original hasta una edad demasiado
avanzada. Desde su primera juventud, un alumno normal deberia poder cul-
tivar algunas ideas por cuenta propia, mientras que las reglamentaciones
dichas, altamente coactivas, hacen que esto s6lo sea posible para las men-
tes de calidad excepcional, como ha sido sin ninguna duda, el caso del se-
fior R.-SALINAS.

Se observara también, que varios de estos trabajos fueron publicados
en la Revista de nuestra Academia de Ciencias, lo que naturalmente, trae
consigo que al recibir esta Corporacién al autor, la acogida sea mds real-
mente afectiva.

Una tercera observacién es que ninguno de estos trabajos sea de los lla-
mados de exposicién, ni tan siquiera de sintesis. Se trata en todos ellos de
temas de investigacién pura y en ningun caso elementales (salvo los pri-
meros, de la época escolar). El Prof. R.-SariNas parece incapaz de acercar-
Se a ningun tema en una forma trivial, y la leccién que acaba de desarrollar
lo confirma, aunque en esta ocasién, muy acertadamente, haya hecho cier-
tas concesiones al concepto de lo que los no matematicos llaman amenidad.
Y prescindo de otras observaciones espontdneas, porque esta ultima acaba
de llevarnos al comentario de la leccién inaugural, con el que pobre pero
reglamentariamente debe concluir nuestra intervencién.

Una frase que la genial concertista Wanda Lanpowska gustaba de repe-
tir dice: “No se sabe nunca bien toda la musica que hay en un minué”. Era
facil la parafrasis y preguntarnos: “¢Quién sabrd verdaderamente cudnta
Matemaética hay en una “regla de tres?” Y por cierto, que si en esta refle-
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xién menciondbamos la regla de tres por ser segura parcela del saber co-
muin que desde la mds primaria enseflanza se juzga dominado, no es menos
cierto que para el caso que nos ocupa resulta su alusién especialmente
oportuna.

La “regla de tres” es el fruto que todos alcanzamos de la teoria de la
proporcionalidad ; su manifestacién evidente ; la base de cualquier préctica
usual de medida. En la entrana de la regla de tres, sin embargo, estd la
ecuaci6n funcional de la. proporcionalidad, f(Cx)=Cf(x), de todos conocida, -
al menos en su apariencia formal; y si no todos si muchos, conocen la in-
tima relacién de ella con la ecuacién funcional f(xz + y) = f(x) + f(y).
Pero en esta relacién todos los matemdticos (ya no todas las gentes) saben
bien que hay bastante tema de estudio; tanto, que hasta el fondo de la
cuestién no todos han sabido llegar. Ahora, bastard ver los trabajos dedi-
cados a este tema por nuestro nuevo compaifiero, para admitir sin dificul-
tad que entre los pocos que sepan casi todo lo que hay que saber sobre la
regla de tres estd el Prof. Ronrfeurz Sarivas. Ademds, como se ve en lo
que nos ha dicho, la asercién f(x + y) = f(x) + f(y) no es sino el princi-

n
pio del asunto. Pues aunque la generalizacion al caso f(2 () no trae nada
1

esencialmente distinto, aparece finalmente la condicién de aditividad infi-
nita, f(= z) = = f(z;) que nos lleva a la primeras dificultades.
i€l i€l

Simultdneamente a las mayores exigencias de las condiciones plantea-
das en el problema de la medida (o, por mejor decir, indisolublemente uni-
das con estas exigencias) estd el creciente grado de generalidad y de abs-
traccién de las entidades a las que se aplica. Esas x se parecen cada vez
menos a los puntos y otras entidades de la geometria euclidea.

No intentaré repetir la sintesis de la cuestién, que el Prof. R.-Sarinas
ha hecho inmejorablemente.

Es claro que s6lo en una etapa de ingenuidad pre-cientifica pueden ad-
mitirse como satisfactorias, esto es. claras por si mismas, las expresiones
que aseguran, por ejemplo, que la linea es la figura que sélo tiene una di-
mensi6n ; que la medida de una linea es su longitud; que la superficie es:
el limite de un cuerpo y el 4rea es la medida de una superficie; con otras.
muchas de este tipo escolar. Sin embargo, el examen critico de estas nocio-
nes no aporté ningin resultado cualitativo importante hasta el siglo pasado.

Consideremos primero el caso de una linea. Una especulacién sistemd-
tica debe comenzar por preguntarse qué cosa es una linea o curva, y luego
serd el momento de preguntarse qué es longitud de la curva. Pero ocurre,
que ya la respuesta a la primera pregunta trae consigo novedades y sor-
presas, que hacen més dificil contestar a la segunda, como vamos a ver.

Para ganar en simplicidad, consideremos el caso de una curva plana.
Intuitivamente aparece como un conjunto de puntos que se dirian obteni-
dos de un hilo flexible y elstico, deformdndolo convenientemente. Esto.
se traduce de modo mds técnico en decir que “curva” es un conjunto de
puntos en correspondencia con los puntos de un segmento. Pero también:

=l
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es preciso meditar qué condiciones debe reunir esta correspondencia para

que la “curva” asi definida sea una entidad siquiera parecida a la que ordi-

nariamente se entinde por curva. Eso mismo, dicho analiticamente, equi-
vale a representar la “curva” paramétricamente mediante un par de ecua-
ciones de la forma

= o (1) Y= B @) a=t="»

y a preguntarnos cémo han de ser estag funciones «, 8 para que la condi-

-¢ién antedicha de parecido intuitivo sea satisfecha. Es oportuno motar que
esas férmulas tienen también una interpretacién fisica ev1dente interpre-

tando el pardmetro ¢ como el tiempo y, en ese caso, la “curva” como “tra-
yectoria” de una particula: las ecuaciones paramétricas dan su posicién en
el instante ¢.

Pues bien, si no se exigen especiales condiciones a esta corresponden-

‘cia, que es decir a estas funciones, el aspecto del conjunto de puntos que

resulta puede ser completamente distinto de una curva intuitiva. Un nota-
ble ejemplo lo presenté Peano en 1890 al publicar su ejemplo de “curva’”

-que llenan todo un cuadrado, en un articulo breve, de muy pocas y muy
claras paginas, que es de los que mds rapida sensacién produjeron en el

mundo matemdtico, por su elegante novedad.

Antes de esto habfa obtenido JorpAx un notable resultado. Si las fun-
ciones «, 8 son uno a uno y continuas, la curva se llama un arco simple

-0 arco de Jorddn. Si ademds es « (@) = « (b), B (a) = B (b), la curva se

llama curva cerrada de Jorddn. Esta curva cerrada ya tiene con las curvas
intuitivas una semejanza muy importante, y es ésta: dividir al plano en
dos regiones de modo que no se puede ir de una a ofra sin atravesar esa
linea. Pero todavia esta curva puede ser més singular de lo que se espera:
puede no tener tangente en ninguin punto y puede también, y esto es lo
importante aqui, no ser rectificable, es decir, no tener longitud.

Esta es, en efecto, la pregunta que nos interesa ahora: ¢qué es longitud

de una curva? Los matemaéticos supieron desde siempre que este concepto

no es primitivo y podriamos decir que desde el nacimiento del calculo in-
tegral, y mis todavia después de Caucnmy, los matemdticos plantearon con
rigor el paso al limite que implica la definicién de longitud, y también
el método para calcularla. Sin embargo, en los 51glos XVII y Xvi, aplicaron
el método a curvas definidas por func10neb ‘buenas” (Krein), es decir, que
no daban origen a las curvas patolégicas, post-intuitivas, cuya existencia
no se sospechaba antes de WEIERSTRASS y JORDAN.

Por lo que hace a las superficies, los problemas anteriores aparecen,
naturalmente, agravados. Pero ahora queremos aludir s6lo a otra paradoja
elemental, que aparece sin salir de las superficies mas regulares y ordina-
ias, como la superficie de un cilindro por ejemplo. El area, en efecto, no
puede definirse como limite de las de superficies poliédricas inscritas cuyas

caras tienden a cero en todas las dimensiones. Esto lo puso de relieve

ScewaArz ; esta dificultad se vence con una definicion adecuada, que el

-cdlculo integral ensefia, y esa definicién permite calcular el drea para una
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superficie ; al menos si es lo bastante regular, sin que nos ocupemos de
precisar mds las condiciones que ésto exige.

Por lo que hace al cdlculo de volimenes, podemos mencionar una nueva
dificultad, puesta de relieve por Hisert y Pascr. En efecto, asi como en
las esquinas de un paralelogramo no podemos adaptar un cuadrado por
pequeiio que éste sea, pero esto no implica dificultad grave para definir
el drea porque podemos facilmente recortarlo y convertir ese paralelogra-
mo en un rectdngulo, o de un modo general: dos poligonos cualesquiera de
igual drea son equidescomponibles, en cambio en las figuras del espacio no
ocurre tal cosa. La no equidescomponibilidad de un cubo y de un tetraedro
regular, por ejemplo, trae nuevas dificultades a la construccién rigurosa
de la teoria de los voliimenes; y esto es ya tan al principio de la Geometria
métrica del espacio que estd reflejada en simples textos elementales escri-
tos con rigor y preocupacion: el de Hapamarp, por ejemplo.

Pero las dificultades que hasta aqui hemos mencionado para establecer
el concepto y la medida de longitud, area y volumen, no salen de un plano
elemental, por cuanto afectan verdaderamente a conjuntos y figuras for-
madas por puntos que no difieren demasiado de los puntos y figuras ordi-
narias de la geometria euclidea... sean ellos lo que fueren.

No abandonemos todavia el “punto” ordinario que ha manejado la Ma-
tematica cldsica. Un nuevo aumento de generalidad se consigue cuando se
manejan conjuntos de puntos distribuidos, no en lineas, superficies o vo-
limenes mds o menos regulares o “patolégicos”, sino formando conjuntos
de otros tipos, como pueden ser, para empezar, los conjuntos de puntos
con coordenadas racionales (sea esto en la recta, el plano o el espacio).
Conjuntos que, y esto es curioso, no son sélo creados por el gusto arbitrario
de los matemdticos, sino que aparecen impuestos a éstos por el mismo
desarrollo natural de las teorias del Andlisis matemadtico. Para estos con-
juntos de puntos ¢puede definirse algo parecido a la medida de las lineas,
superficies o volimenes ordinarios?

En primer lugar, esta nueva medida, si se consigue, debe ser tal, que
cuando el conjunto de puntos coincida con un segmento, superficie o vo-
lumen en el sentido cldsico, su medida se identifique con la longitud, area
o volumen ordinarios. Sin esta condicién de permanencia la pretendida
generalizacién no serfa mds que un juego sin sentido. Ademads, la preten-
dida medida debe reunir las naturales condiciones de aditividad y satisfacer
a las exigencias complementarias que se impongan.

Pues bien, el problema fue resuelto bastante satisfactoriamente durante
el medio siglo que se centra hacia el afio 1900. Para no repetir una doc-
trina e historia que el precedente discurso resume perfectamente, baste una
referencia a los nombres de Peano, JornAn, CaNTOR, BaREL y LEBESGUE, que
representan bastante expresivamente el desarrollo de esta etapa cldsica de
la teoria de medida de conjuntos.

En resumen ¢de qué entidades podemos decir que tienen una extension,
una medida del contenido? La verdadera calidad y trascendencia de la pre-
gunta se aprecia al dejar este espacio concreto, casi fisico, de la matemd-
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tica clasica, y situarnos en el punto de vista abstracto y general a que la.
conferencia del profesor R.-Sarinas acaba de llevarnos. No deja de ser pa-
raddjico, y sea esta la tdltima paradoja de que se habla hoy, que el pro-
blema de la medida no haya podido ser planteado en toda su profundidad
hasta el momento en que la matemdtica puede pensar en no considerarse
mas la “ciencia de la cantidad” que dice la definicién escoldstica.

Efectivamente, el proceso de abstraccién y generalidad, que segin mu-
chos es la esencia de la Matemadtica, ha llevado de modo inevitable a la
creacién de los espacios abstractos. El concepto de espacio abstracto es el
de un conjunto con una estructura que generalice la nocién de espacio fisi-
co, pero ¢cudl es la nota intuitiva de este espacio fisico que se ha conside-
rado necesario trasladar a la estructura nueva para que ésta no sea una
pura entelequia? ¢Es acaso la nocién de distancia? De ninguna manera. Lo-
que los matematicos han exigido a su creacién es bien leve: que permita
una generalizacién de la nocién de continuidad. En ese mismo momento-
pas6 la Topologia a desempefiar un primer papel en toda la estructuracion
de la Matematica actual. (He vacilado un poco en si seria mejor decir “es-
tructuracién actual de la Matemdtica” o estructuracién de la Matematica
actual ; y esto es por no saber ya del todo si la Matematica “es” algo mads:-
que su propia estructuracién. Pero seria inoportuno prolongar estas obser-
vaciones marginales). Llevados asi, de un modo natural, a matematizar un
espacio topolégico abstracto, cudnto nos falta por saber sobre las ideas de-
medida, extensién y contenido es lo que nos acaba de descubrir el nuevo
Académico en su valioso trabajo.

La Academia de Ciencias de Zaragoza, que se da cuenta perfecta de la
importancia de las ideas que el Sr. Rooricuez-Sarinas ha aportado ya en
este campo de la investigacién, y de la trascendencia que pueden llegar a
tener sus futuras investigaciones en el mismo, se honrard grandemente si:

puede ofrecerle una atmdsfera intelectual apta para favorecer la elabora--
cién de tan prometedora obra.

He nicuoO.
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DEFINICION DE HAMILTONIANOS Y RENORMALIZACION
EN ALGUNOS MODELOS DE TEORIA CUANTICA
DE CAMPOS

TRABAJO PRESENTADO
POR
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PARA ASPIRAR AL GRADO DE DOCTOR
EN CIENCIAS FISICAS

Zaragoza, Junio de 1964.

Summary

The problem of definition and spectral properties of field-theoretical
Hamiltonians s analysed. Far the last, the question is posed wether
renormalisation suffices to ensure consistency of the theory for multipar-
ticle sectors. In this context, some typical perturbations are analysed, and
it is shown that, under rather mild conditions, and in the absence of pair-
creation terms, total Hamiltonians exist as hypermaximal (i. e., observa-
ble) operators; the perturbations are also proved to be regular and, in
some cases, even continuous. That these favorable conditions are not yet
sufficent to ensure the correct spectral properties is made apparent thro-
ugh an analysis of some field-theoretical models, for which we exhibit
multiparticle scattering states without asymptotically free behaviour (the
continuous parts of the espectra of the free and perturbed Hamiltonians
do not coincide).
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Introduccion

El llamado Programa de Renormalizacién ha alcanzado gran éxito em
la Electrodindmica Cudntica ; sus métodos, aunque formales, dan resultados.
en magnifico acuerdo con la experiencia. Queda, sin embargo, abierta la
cuestion de cémo definir, de una manera matemdticamente rigurosa y fi-
sicamente no ambigua, objetos tales como los hamiltonianos, operadores de
ondas o la matriz S; y una situacién andloga se nos presenta en la teoria
de las interacciones fuertes: de hecho, estas dificultades son caracteristicas
de la formulacién presente de la teoria de campos. Se ha conjeturado, sim
embargo, que, reexpresando la teoria en términos de estados monoparti-
culares “fisicos”, las dificultades mencionadas desaparecerian: es decir,
se supone que si por métodos de momento inespecificados conseguimos hacer-
la teorfa consistente para los estados con una particula, este “arreglo™
basta para obtener resultados positivos en todos los casos: esta es, en
términos generales, la filosofia del “Programa de Renormalizacién”. Es
bien sabido, de todas formas, que ningin modelo realista de teoria de cam-
pos ha encontrado solucién explicita; y, en el caso de interacciones fuertes,
ni siquiera podemos esperar que los desarrollos en serie converjan, dada
la magnitud de la constante de acoplamiento (> 1). Esto hace deseable la
utilizacién de modelos “sencillos” que, aunque irreales, sean solubles y nos:
den, por tanto, indicacién de lo correcto de la teoria.

El primer problema que se nos presenta en teoria de campos es la de-
finicién del hamiltoniano. Como generador del semigrupo (grupo, si la
inversién temporal tiene sentido) de evolucién en el tiempo, el hamilto-
niano debe existir como un operador hipermaximal. Es dudoso, sin em-
bargo, que pueda expresarse en términos de operadores de creaciéon y des-
truccién en la manera usual: de hecho, a veces se ha conjeturado imposible.
En el presente trabajo se analiza este problema bajo ciertas restricciones
en la interaccién, demostrando que hamiltonianos con las propiedades
requeridas pueden definirse para una clase bastante amplia de perturba-
ciones. El segundo problema que nos aparece es el de comprobar si la
renormalizacién arregla realmente las cosas; esto es, si las interacciones:
de muchas particulas pueden describirse correctamente, una vez que lo
sean las de una particula (autointeracciones). Tal como hemos dicho mds
arriba, tenemos que reducirnos a modelos solubles; en el presente trabajo
se analizan algunos de los mas importantes de dichos modelos.
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Formulemos el problema de una manera precisa: Sea dada una situa-
ci6n fisica —p. €j.; un problema de dispersién— en la cual los sistemas
(campos) que aparecen puedan considerarse como asintGticamente libres.
Segtin esto, se ha de verificar que, tanto en el pasado como en el futuro
remotos, (f = —90; t = + o), la dindmica del sistema estd gobernada
por un cierto hamiltoniano libre, H,. Al pasar el tiempo, las particulas se
acercan lo suficiente para interaccionar entre ellas: esto lo expresamos
diciendo que en el instante presente (¢ = 0), la dindmica viene determi-
nada por otro hamiltoniano total, H = H, + IH,, donde H, describe la in-
teraccién. Esto nos permite determinar las condiciones que deben de cum-
plir H, H,, para describir la situacién de una manera fisicamente aceptable.
in efecto: escribamos el operador evolucién temporal como U () = e
e~"#, Entonces el desplazamiento del pasado remoto (futuro remoto) al pre-
sente, viene por la transformaciéon U_= lim U(®) (U,= lim U(Y) ; los

t—>-—00 t—>+-00

[ son los llamados operadores o matrices de ondas de Moller; en términos
de éstos, la matriz S es S = U,* U_. El hecho de que U_ (U,) efectia el
desplazamiento del pasado (futuro) remoto al presente claramente implica
HU, = U, H,, HU_* = U_* II,. Puesto que los unicos estados de H que no
son asint6ticamente libres son los ligados U,* U, = 1 — A, donde A es el
proyector sobre los estados ligados de H: esto es, los U. son isometrias.

Sin embargo lo de mds arriba, que es cierto en primera cuantificacién.
no lo es en la teoria bicuantificada: en este caso, la aparicién en H; de
términos de autointeraccién hace que las particulas se rodeen de nubes de
cuantos virtuales (se “vistan”), con lo que su masa cambia una cierta can-
tidad (a veces infinita). El reajuste de masas en H, de manera a obtener
I, donde las masas tienen ya sus valores “vestidos” (que son los que ob-
servamos experimentalmente) es la llamada renormalizacién de masas.
Entonces, en vez de HU, = U, H,, debemos esperar que se verifique
HU, = U, H, (1 — 3); ver también (23). Por otra parte, el hecho de tra-
bajar en teoria de campos (i. e. bicuantificada) afiade algo también a la
igualdad U,* U, = 1— A: no puede haber estados ligados de energia
inferior a la del continuo correspondiente (esto es la expresion del hecho
bien conocido de que en teoria de campos no hay estados ligados sino
resonancias). Esto es equivalente a exigir que no exista continuo a la iz-
quierda de la regién de dispersién. Demostracién: supongamos por ejem-
plo que existiera un estado ligado de las particulas A y B de energia menor
que la de la suma de sus masas. Entonces, el conjunto formado por el
estado ligado y una particula 4 muy lejos de él, tendria, al variar la velo-
cidad de la particula A de O en adelante, un espectro continuo de energias.
Este continuo de H tendria la propiedad (fisicamente absurda) de contener
estados sin limite asintético libre.

Resumiendo, las condiciones que deben de cumplic H, H, (dejando
aparte invariancias bajo simetrias, que no tienen influencia en nuestro
analisis ) son:

Hi——HE: [ = HE (D —

(I. 1)
H. =H%; [H) = 0% [ Dxs;] = F
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donde A* es el operador adjunto de 4, [A] la clausura de 4, D, es el do-
minio de definicién de 4 y [D,] su clausura. & es el espacio de Hilbert
de los estados fisicos —i. e., normalizables— y el simbolo 4 =< A* signi-
fica que A* prolonga a A. La segunda condicion es la existencia de U con
las condiciones requeridas. Es facil ver que la condicién necesaria para
que esto se verifique es:

oc (H) = oo (Hy) (. 1)

donde o, (4) denota la parte continua del espectro de A, multiplicidades
incluidas. Escribiremos (I. ii) también como H ~ Hj.

Discusién: (I. i) simplemente expresa que H, I, representan observa-
bles (la energia), y, por tanto, son operadores hipermaximales (esto es,
esencialmente autoadjuntos); ver (24). En cuanto a (I. ii) indica que todos
los estados del continuo de H son “fisicos”, y, por tanto, podemos conectar
H, Hp por medio de los U. Claramente, para estudiar (I.ii), un andlisis
de cerca de s, (H) es necesario.

1. Emistencia e hipermaximalidad de Hamillonianos.

Sean dados los campos fermiénicos (resp: bosénicos) A, A" = |
(resp: B’, B = 1,... B) y sean M ,,(p,,) sus masas, W, (p) (o, (k)) Sus
energias. La ﬁnica restriccion que impondremos en las funciones W (p),
o (k) es la de ser convexas (1); decimos que f(z) es convexa si f(z + y) =
> f(x) + f(y). Es claro que ademds M,,= W, (0)=0, p, = 0,,(0) =0
Olviddndonos de variables discretas, que no influyen en nuestro anélisis,
el hamiltoniano libre para el sistema considerado serd:

= f v () v, () W,.(,)dp,, +

; (=L
s j o1, (K,) o5, (K,) 0, (k) dk,,

donde v*,(p,,) crea su fermién A’ de momento p,y v, (P,) lo destruye
(y lo andlogo ¢ (k,,), @, (k,) para los bosones). Las reglas de conmuta-
cion son las usuales,

[v.(p), ¥¥ (@], = 3(P—9)

(o, (K), 9%, (D] = & (k—1) (1.2)

el resto de los conmutadores y/o anticonmutadores anuldndose. De hecho,
v, v* o, o¢* ... deben ser considerados como distribuciones operador va-
loradas dando la representacién irreducible y con vacio, [0>, de (1.2) en
un espacio de Hilbert separable, & ; y es en este sentido como las mane-
jaremos ((14), (26)). Consideremos ahora perturbaciones de destruccién-
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creacion, V, definidas a través de un nucleo, v (en simbolos V 22 v) como
sigue :

= f O Py » Kigy 5 Play» K) (¥ (D)o (0" (D)), ¢

7 ’ ’ 1.3
. (‘P (p')) a ((p (k ))bdp(u) dk(,g') dp (n)dk(b) 3 )

donde
p(a) = {plv"'a pu}y dp(a) = dpl"'dpu)

(v (P) .= W (po)... v: (P,),

y lo andlogo para el resto. Gracias a (1.2) podemos considerar a v como
una funcién siméfrica en k's y antisimétrica en p's. Consideremos también

la perturbacién V' ~ v (D k(/ﬂ) D k(b))*, el asterisco denotando com-
plejo conjugado. Notemos que V' es formalmente adjunta de V. Sea ahora
| ® > € & definido por la amplilud @ (en simbolos, | @ > ~ @) como

sigue :

| © > EJ dq ,dl (I)(q(fb’ 1) (v @) (@ D)5
® siendo antisimétrica en q's y simétrica en k's. Operando formalmente en
' ® > con V, V’ obtenemos:

V [®> = I‘y >QJ_\I’ (.p(ﬂa‘; k,g): q('i-a)" 1,’];1,)) =
=¢ va (0 i b Ol e s Il

(0)) (q({.) Slendg. - = dqrdlit il

(I)> = JW’ == v (p(a) 2 k(b) ) q4_i—a) 2 l(iﬂj,;) =

@)

(=5
v (1.9)

= E/ N’ f”‘ (qi_ﬂ_\-_l Q350 ) qi lj_B_H)"' J 1]1 p({,) ) k(.b',)
@y lg)dd . dadl o dl
donde ¢, ¢’ son proyectores que aseguran que ¥, ¥ tienen las propiedades

de simetria debidas, y N, N’ son nimeros (que no dependen de la forma
funcional de @) y de la forma

ata B+b
o =) oli+)-
Denotemos por C al conjunto de vectores de la forma

2> = f da, dly 1@, 1,) (v @) (o D),
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las 7 siendo funciones continuas de soporte compacto, y sea C la vamedad
lineal expandida por C. Entonces (ver, p, e],, (14), (25), (6)) [C] =

si definimos H, sobre C y, por prolongacién lineal, sobre C, se convth
en un operador hlpermanmal.

Consideremos, por otra parte, la siguientes posibles propiedades de v
(debera notarse el parecido de c. 1-3 con las condiciones de (15); las nues-
tras son una restriccién de aquellas de manera a obtener resultados ade-
cuados a nuestros propdsitos):

c. L—1llvll, . .p <+ °°, v localmente de cuadrado integrable.

a),

c. ''— [[v | < + oo, v localmente de cuadrado integrable.

Cll ey, v e =+ \[ Mdrdysidsi—
=ik, ) woa ) il S el s i o il Bee ol )

o’ (a), k/ (b)

c.2— vl < + o

En el caso de que la interacci6n sea invariante bajo traslaciones en el
espacio, esto es, que conserve el momento total, podemos separar una

S . = e Sl SHE a
funcién & fuera de v, escribiendo v (p( - ,k(B) 5 U (b)) DU Ep
2L e P — 2 k') v_. Yy llevar a cabo una de las integraciones

r—1 B’
B 1 a’=1 b’=1

en (1.8), de manera que v,,, s6lo depende de « + B + a + b — 1 variables.

c. 3. — (e + B (a+ b)#0; |v5a = v, con v, dependiendo sélo en
o+ B + a + b— 2 variables y !!v H = o

Nota: es muy po\1ble que c. 3 pueda sustituirse por la siguiente con-
dici6n menos restrictiva: v, sea de cuadrado integrable respecto a todas
las variables excepto una (p. €j., sea esta p_), y va]llp @1y E(8): » (@) v o)

creciente no mds rdpidamente que W, (p,). Aunque los ejemplos que co-

nocemos apoyan dicha suposicién, no hPHlOS podido encontrar una prueba
general ; segin esto, trabajaremos siempre con c¢. 3. (ver, sin embargo, (31))

Dadas c. 1-3. se tiene lo siguiente:

Lema 1.1. — Si ¢. 1 es vdalida, V estd definida sobre € ; andlogamente
con c. 1" y V.

Lema 1.2.— Si c. 2 es valida, V, V', estdn definidas sobre C y, siendo
formalmente adjuntas, son cerrables ( 14) Ademis,

Lema 1.3.— Si V, V’ conservan el momento y c. 3 se verifica, ambas
estdn definidas sobre C y, ademas,

l[ll, 1) =

12l = N llol - l|l2]], [[¥]] =<

- [1]].
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Demostracién: Lema 1.1 es trivial. Demostremos los otros dos: para
probar el Lema 1.2, basta tener en cuenta que, gracias al teorema de Fu-
bini, (25), @ es de cuadrado integrable en q;_,.y,..., 4, Ly4,..., 1, para

casi todo valor de las demds variables. Aplicando la desigualdad de
Schwartz a (1.5),

|wlzém{f|u

Integrando, ¥ [P=N*-[vl?- | ®[? Q.E.D. (La demostracién vale
con cambios obvios para ¥, V’).

En cuanto al Lema 1.3, demostremos, p. ej., ¥ =N lv, [ - [@]:

T L I W }{ S10°F g erse..da:dl oL}

(O e e = f vk g g
i D Ok l(i-l); Ei Be b fok/y + zii—a+1 (—qi’)_li—b+l =)
., .-ded,_, ..d =N { PR dl,_w..‘dlj_l}
{ [10f a4 vir...ds oyl }é
=0 [, @uss K5 Geern i b B A9, el |

5 {f I(I)[lz dq;_s4:...d4; dlj—b+l-~'dli—1} J

donde hemos utilizado la desigualdad de Schwarz (lo que se puede hqger
gracias a los teoremas de Fubini (25)) para obtener la primera mayoracion,
y c. 3 (suponiendo, para fijar ideas, que |Va (P s---)| = Vo (P(u_l),~--)) pa-
ra la segunda mayoracién. Integrando,

“W“géz\m'f dp (a-1) dq(ﬁ) {f[vo <p(u—1) p) k,ﬁ) ; ql-a—{-l"' qh lf—b+l"' li—l.) 12 &
2 dqi-a+1 ... dg; dli—b+1-~~ dlj—l }{fdpa ‘(D (q(i) 2 l(J’—l) 2 2(1 P,

+ 3 Ky G Y 0 Ay b = [0 [

2 AR
() N

El dltimo paso lo hemos podido hacer gracias a que los teoremas de
Fubini nos permiten escribir

fdp(a)l ) <q(-‘) 2 l(i—l) 2 Zal Devii D3y ka'_ qf—a-H—"~_qz”—li-b+1'_‘-~~‘li—1) " =

= fdx | @ G » i x)|?

D
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para casi todo {q .1 |, con lo que

)V J

9

fdp(ﬂ)l @ (q (i)’ lr,.f—l) 2 2[5 P, +..— ) dq(,.) dl(]._l) = fjaz

Una perturbacién, H, = V + V' se dice regular si existen a,, b, (in-
dependientes de | @ >) tales que ||H,|®>|<a, || |®>]+b,||H, | ® > ||,
para todo |®> € C (9); claramente, basta probar la desigualdad para
| ® > C. Denotemos por v, a v 6 v,, seglin estemos en ¢.2 6 c.3; y escri-

bamos X = [|v,]||; A es proporcional a la “constante de acoplamiento”. Se
tiene,
Teorema 1. Si los resultados del Lema 1.1 son ciertos y v es real,
Y

H = H, + H, es extendible a un operador hipermaximal.

Teorema 2. — Si el Lema 1.2 6 el Lema 1.3 es cierto; si H, conserva
N = >4,_ N, (N, denotando al operador “ntimero de particulas P”),
esto es, el niimero de fermiones es constante en el tiempo; si min,, {u,, t>

>0; y si H; es a lo més bilineal en operadores bosénicos, entonces H; es.
regular, y si A es suficientemente pequefio la perturbacién es analitica. Si,
ademds H; es a lo mds lineal (en vez de bilineal) en los operadores bos6-
nicos, la perturbacién es analitica para todo valor de A. Los mismos resul-
tados valen si sustituimos en lo de arriba bosones por fermiones y viceversa.
Remarquemos, finalmente, que el teorema ha de entenderse vélido sobre
cada sector correspondiente a un ntimero fijo de las particulas (fermiones
o bosones) conservadas. En cualquier caso, debido a un conocido teorema
sobre perturbaciones regulares, H = H, + H; es hipermaximal.

Demostracién: El Teorema 1 es consecuencia directa del Lema 1.1. y
de un conocido teorema de von Neumann (10) sobre operadores simétricos:
reales. En cuanto al Teorema 2, descompongamos & como @:%_ &, (el

F/=1
simbolo @ significa “suma directa de subespacios”), con N, = F* sobre
* ., (hemos tomado el caso [Ny, H] = 0; el [Ny, H] =0 es totalmente
andlogo). En cada &, , tomemos | ®, >~ @, (p,,, k, ) arbitrario;
(|®,>€CNH,); segin Lema 1.2 6 1.3 y utilizando la notacién ==
=sup { (N + N7P/B*}, que es »<< + o gracias a las propiedades de N,
NG,

[Hz| @5 > = (N + N7 [[ve

Ahora bien,

2

D" < B*  [|vg|* || D"

|H,| @5 > |” = min,, {p} t B ||®s> P,

luego

=

[H| @5 >

Pl|H,|®5 >

[Efmins e

3
Lel e

con lo que la demostracién de la primera parte del Teorema estd termina-
da. La demostracién de la segunda parte (H; lineal en operadores bosénicos)
es andloga a la hecha.
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Nota: las condiciones de los Teoremas 1.2 parecen dificiles de mejorar ;
de hecho, A. Galindo (6) ha demostrado construyendo explicitamente con-
traejemplos, que condiciones ligeramente mds generales que c. 1-3 inclu-
yen perturbaciones “patolégicas”.

2. Aplicacién a algunos tipos concretos de interacciones

Los resultados del # precedente nos dan un método muy potente para.
el estudio de Hamiltonianos en teorfa de campos. En efecto, si por algun
método eliminamos la creacién de pares, la mayor parte de las interac-
ciones (con “cut-off’) caen dentro del Teorema 2. Investiguemos efectiva-
mente algunos modelos concretos. En todo lo que sigue a, @,... denotardn.
operadores bosénicos; w, N, V, x,...— id. fermidnicos; o, = & p? + Ky,
finalmente, g representa v, * V,, ®,... representan v ®), @ (@P),... :

20

L

Hoi— f dp ‘VV‘;) \P; L f dk o, a; a.
H — )\f dp dk g (p, k) \p;% Y, {(L; + (L_k}

(el campo escalar). Aqui [N, , H] = 0, luego si g cumple c¢.3, H cae dentro-.
del Teorema 2, segunda parte.

2. ii.
H, = f dp We V2V, + f dqg Q, N N + f dk o _a’ a,

2,2))
H; — xf dp dk g (p, k) {V:N, _,a, +h ct

(el modelo de T. D. Lee); h.c. significa “hermitico conjugado” de lo que-
precede. Si |lg,l| <'+©© obtenemos un resultado mds fuerte: debido a la
conservacién no sélo de Q =N, + Ny, sino también de R=Ny + N,, se si--
cue que H; no sélo es regular, sino continua; la demostracién es andloga
a la del Teorema 2, y-el resultado también ha de entenderse sobre cada
sector con un valor fijo de Q y R.

El mismo resultado es valido si [jv]| < + = en el caso

H, = f dp dq dk v (p, 4, K) { VN, @ + h. c.t

2, T

H,

3, fdp Wi @) v, @)%, (@) + dko,aa,

1,

I

20 A, f dp dk g, (p, K) {1 (P) ,,, (P—K) a; + h. c.}
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{el modelo de Ruijgrok-Van Hove). Aqui las sumas han de entenderse en el
sentido del 4lgebra de los enteros médulo n,. También aqui X%, N, =
= const., y el Teorema 2 vale si |g, [l <i+ .

2V

Hy = [ dx 9" () 4ap + £ M v (0): +

1 f dx (I (x)* + (V o (X) + p* o (X):

2

] (2.4)
Hy =% [ dxg g [ s v]o +

i f {ll 91 w;roh'm s wprot(’m 1 )\'3 g 1‘l):euhw’m Ts 1l)neulr(m } Ps (X) dx

{(modelo de Chew-Low. Las notaciones son las usuales; ver p. ej. el libro
de Schweber (2). Las frecuencias tomadas al definir v, v* en H; lo son de-
Tanera a evitar creacién de pares. Entonces, N, = constante, y el Teorema
2 se verifica si las transformadas de Fourier de las g's cumplen c.2, 3.
La teoria sélo requiere invariancia CP: si pedimos ademds invariancia de
isospin, serd A, = A, = 0.

3. — Espectro de energias de algunos modelos simples

Queremos ahora pasar al estudio efectivo de los espectros de H, Hp.
Esto es, queremos investigar si (I. ii) se verifica. Haremos el estudio de-
tallado de los modelos 3.1, 3.1 y algunos comentarios sobre los 3. iil.
iv. Remarquemos que es gracias a los resultados de los =3+ 1,2 que nues-
tro trabajo tiene sentido: el que los Hamiltonianos sean hipermaximales
sobre C nos permite llevar a cabo el estudio de o (H), ¢ (Hy) con toda tran-
quilidad y rigor. Para entender lo que esto sigmifica, citemos lo siguiente:
el espectro de un operador no hipermaximal (aunque formalmente sea
-autoadjunto) tiene la propiedad, absurda para un Hamiltoniano desde el
punto de vista fisico, de llenar toda la recta real (11).

Antes de entrar en el estudio detallado de los modelos en cuestién de-
bemos decir unas palabras sobre el significado de los nicleos g (P, K) (V;ea).
reduciéndonos por comodidad al caso de una variable, g (k). Sabemos que
la manera usual de escribir interacciones relativisticamente aceptables es

por medio de acoplamientos locales. Si /f\(x) es la transformada de Fourier
de (k) =C g (k) ¥o, (el simbolo A denotard siempre transformacién de
Fourier, que también escribiremos a veces como & : /]}= & [), entonces
;‘\(x) mide la regién sobre lo que la interaccién tiene lugar. En un acopla-
miento local, ? (X) = 3(x), i.e., g(K) = C| ¥/ o, y nuestros resultados pier-
-den su sentido. En este caso, sin embargo, es f4cil ver que el desplazamien- .
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to del espectro es infinito, y D, N Dy = | 0> (Du N Dy, = 0, si admi-
timos creacién de pares) (Van Hove, (23); ver también (2), (16)). Podemos
evitar esta patologia, en un cierto sentido al menos, dejando fijos a H, y

H, y variando fl, de manera a compensar el limite ;‘\(x) — 3 (x). Se supone, .
en este caso, que las relaciones que son ciertas para f(x) finito queden
vélidas en el limite. Aparte de los dificiles problemas de principio que esto
plantea (cf. la discusién de la observabilidad de la masa “desnuda” por
ej. en (2)), hay ejemplos explicitos bien conocidos que prueban que la su-
posicién no siempre es correcta ; las patologias que aparecen en el modelo

de Lee cuando g —> fE_ han sido extensivamente discutidas (ver, por
k

e]. (12), (19-22)). Como nuestra tarea no concierne a estos problemas, con-

sideraremos que si:mpre || g (k)| < + oc. Alternativamente, podemos jus-

tificar esta eleccidon suponiendo que las particulas no son simples, sino que

estdn vestidas por interacciones diferentes a la considerada ; estando, pues,

rodeadas de una nube de cuantos virtuales descrita (fenomenol6gicamente)

A
por f(x). Esto implica que H;‘\(X)H < +00, con lo g llena nuestros requeri-
mientos.

Para terminar, notemos que la invariancia de H {frente a rotaciones
en el espacio requiere g (k) = g (|k!) y que la invariancia de H frente a la
inversién temporal, implica que ¢ es real. Estas dos tltimas condiciones.
que supondremos por sencillez verificindose, no son esenciales para nues-
tro analisis, y nuestros resultados pueden facilmente arreglarse en el caso
de que fallaran.

e
3. 1.

Consideremos tres versiones del modelo del campo escalar. La primera,
caracterizada por los hamiltonianos

H0=Mo w’ ‘P+ fdk Wy, ak’ Ay, III:k w* v fdk .q (k) {alc'i'a‘k*}

{nucleones fijos) ha sido completamente resuelta y referimos a la literatura
(16). Llamamos la atencién sobre el hecho de que, debido a ser v*=v**=0
Y [¥, v*] =1, N, es un proyector: no mas de un nucleén puede estar pre-
sente.

La segunda version corresponde a los Hamiltonianos (2.1), con

N, = fdp vy, Wo=M, g(p, k) = g (k). Las masas desnudas y vestidas

de los “mesones” (particulas a) coinciden, mientras que se tiene Myp=
= M, — )\’f dk |g (k)] para los nucleones. Como [N,,H] = 0, la des-

composicién

F = &%

n=>0

&., N,=n sobre &%, (8.1)

es invariante bajo H, H,. Demostremos que aunque H ~H, sobre &, y &..
no es H ~ H, en general. Para ello definamos (Greenberg & Schwever.
ver (2)).
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1= U, U2, b=

LEailse e
A g (k)

w

(8.2)

*
D

*

U = exp. : _fdp dk Yo.da

w p+k e n:l: }

k

Expresando H en términos de los a?, z,

H =M, f ap 1" %, + fdk o, at* a, +

kY A .
a7 )\ﬂf dp dq dk |_g(<)_)—|_ Xp+l.: Zb 7‘13 ZIH-’-‘ X

1
k

En esta representacion los campos a?, x estdn totalmente desacoplados,
y hemos reducido el problema a estudiar (I.ii) para

k) :
H=Hy+ By= My [dpiyn,+ % [apdga1LOL e ey
E

Claramente, II’ ~ H’; sobre #,, &,. Sin embargo, H' ~ H’;, falla en ge-
neral. %

Demostracién: sea |2>~®(p, Py, |2>€ &,. En vez de considerar
H’ | @ >, transformamos por Fourier, y consideremos & H' 7' & |2>;

A A
esto, en términos de amplitudes se reduce a & |@> ~ @ (X, );z), G dil
A A k
Fl1=H,=M,—XNG (X,—X;), con G(X) = f dx-e="%= ____]g( )| . =Bera

Wy
el espectro de un operador que, como H,, se reduce a multiplicar por una
funcién, es el recorrido de dicha funcién. Como el recorrido de M, — A?

UAS
G (X,—X,) es un segmento, y como s(H,) = ¢(H’), obtenemos o, (H’) 5= o,
(H'z) en &,. Esta situacién, muy conocida por los matemadticos (cf Weyl
y von Neuman, citado en (25)), es, creemos, encontrada aqui por primera
vez en teoria de campos: bajo la accién de una perturbacién, sin importar
lo pequefia que sea A, un punto infinitamente degenerado se convierte en
un segmento.

En la tercera versién, los Hamiltonianos son los (3.1), W°, inespecifi-
cada por el momento. Anédlogamente a la versién anterior, nos basta estu-

5 *

diar Hy = | W, o, dp, B =Hy +3 [ dp dq dk 2 Ll 1ty
con cambios de notacién obvios. Es digno de notar lo siguiente: tanto en
esta versién como en la anterior, la transformacién U : H, —> UH, U> se-
para H; en dos partes. Insertando la primera en H,, obtenemos H', y nos
quedamos con H; = H — H’; que, utilizando argumentos similares a los
de 2. ii es ficil probar que es continua incluso para acoplamientos lecales.
En este caso, pues, el procedimiento de paso al ~limite ¢ (p, k)— C/
| ¥ W, W,y o, descrito al principio del presente 4+, puede llevarse a cabo.
- También en esta versién es H’ ~ H', sobre &,, &, ; es facil probar, sin
embargo, que H' ~ H’; falla si A es suficientemente grande.
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Demostraciéon : la ecuacién de autovalores H” [#> = E | ® > se reduce
alax f1lg, K] @(p—k p—k)|o, (E——Wﬂ _erﬂ)} dk = @ (p;; p.), cu-
yo operardor integral es esencialmente del tipo simetrizable y de Hilbert-
Schmidt. (30). Como su norma tiende hacia O cuando E — — oo y hacia
+ oo cuando A* — 4+ oo, resulta sin mdas (25) que (H — E) |®> = 0 tiene
soluciones normalizables para, al menos, un E < 2 M,. Estas soluciones
representan estados ligados, en &, de energfa inferior al continuo, Q.E.D.

Aunque no sea H,~I, parece probable que al menos se de el resultado
mas restringido siguiente: o, (Hy,) Co, (H). Esto puede interpretarse como re-
flejo de que estamos trabajando esencialmente con potenciales, y por tanto,
no estamos en auténtica teoria de campos. Si, para ser consecuentes, to-
mamos para W, = #/(M?;, + p?) la aproximacién no relativista, W,=M,+
p’/2 My, el resultado mencionado mas arriba puede probarse sin mds que
aplicar, con cambios friviales, el método de Kuroda (3).

3. ii.

Mucha atencién se ha prestado al modelo de T. Lee (T. D. Lee, (18)), de-
bido a ser a la vez “simple” y presentar aspectos propios de teorias mds
complicadas (ver Conclusiones). También aqui consideraremos tres versio-
nes.

Las caracteristicas comunes a las tres versiones son las siguientes: la
descomposicién

g = g B —ren Jt a0 — grenydt. .

r, ¢=0

s invariante por Hy, H. El modelo describe la interaccién de dos nucleo-
nes, N y V, con un mesén, 6, de forma que la reaccién V<> N + 6 es
permitida, mientras N <= V +6 estd prohibida. Posibles interpretaciones
de la teoria son identificar V <= p+, N<—n, 0 <« 6 V= NT ;

N——N L 2wt (L) =i L) N 1 representa un nuleén con espin
T, l. Esto no da una idea de las limitaciones del modelo: despreciamos
la existencia de la particula § que harfa la reaccién V + 6 <= N posible.
Sentiene |08 == g0 =g —a| 6= INE— = SN Rl B
=pl=imi=mli=um_ fpereo [VE =L (R y
W; = Wp 17 f dk Ig (P, k)lz/ {Qp—h‘ + 0, — VV!:};

qque en el caso

k 2
W,=M, 2,=m da M=M,— [ d ngi)l M
=

(Los superindices d, b se refieren, respectivamente, a objetos renormali-
zados (“dressed”), no-renormalizados (“bare”)).
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La condicién de estabilidad, que asegura que la particula V no se des-
integra espontdneamente es M < m + p.; siempre supondremos este caso.
Discusiones de la estabilidad de la particula V pueden verse en (2), (12).

I) Aparte de estos aspectos comunes, la primera versién presenta las
siguientes particularidades: debido a las tres reglas de conmutacién, s6lo
los sectores con ( = 2 contienen vectores no triviales. En estos subespa-
cios es facil comprobar que H; se anula sobre &, ,; evidentemente, esto
ya implica el fallo de H ~ Hy, ya que M, M. Esto puede, sin embargo,
arreglarse si, en vez de los Hamiltonianos arriba descritos, consideramos los

o =H, + H;
Hy =1 Hy - H'— H[FAS
A es el proyector sobre los subespacios con Q ==2. Si h; (k

ortonormal cualquiera de L* (R™),

L= 1—“ 200 2?,0[’:1 f dk(n) dkl(n’) hi <k(n)) hi/ (k'(n’)) :

n, n’=0

) es una base
)

SNV (a7 HOT =<0 (@) uapiNe
Nos basta, pues, con estudiar los sectores Q = 1 (Q = 0 es trivial).

Estos son andlogos en las tres versiones y los estudiaremos més tarde si-
multdneamente.

II) La segunda versién (Kallén y Pauli, (21)) estd caracterizada por los
Hamiltonianos (2.2) con W,° = M,, @, = m. Puede verse por comproba-
cién directa que la magnitud de m no influye en los resultados; segiin
esto, simplificaremos el &dlgebra escribiendo m = 0. Si ahora definimos
las funciones h (z), y (x) como sigue,

2

k
h (z) Ex——MO—P,P.Idk%, v(@) = h(@ +M)
==Y

es facil comprobar que h (M) = ¢ (0) = 0, lim y(z) = + .
a—>00

Pasemos a la discusién de «(H); comencemos por los sectores Q = 1
y tomemos por sencillez el caso R = 2, los casos B > 2 siendo completa-
mente andlogos (en la discusién de los espectors haremos uso, sin noticia
explicita, de la condicién de Weyl (25)).

Un vector arbitrario, |®> € &,, se puede escribir (|®> ~ {q, Y1),
o> — { f dK dk’ ox (K) V%, al, +
+ [ IR Ay, (€, KN, @) al, ) 0>

Sea E real. Si definimos |E> = (H—E)|®> obtenemos para
| E > ~ |t n} las ecuaciones

& (K)=(M,+0,—E) ox (K)+ 2% S dk” g (k") vy (K, K7),
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e (K, K = (0, + ©,,— E) v (K, k) +

F 22 g0 0x(0) + g (&) 7y ()] (3.5b,

Distingamos tres casos:

A) ]W+p.éE<2lu:

B) E>2y;

C) E<M + u

A) E € o, (H).

Demostracién : tomemos

A g (&) ox (B)+ g (K”) ox (K)

E—o =,

124

Y (K, K7) =

(3.6)

2 |

con lo que n = 0. Insertermos en (3.5a) Busquemos soluciones de paridad’
negativa, L ox (k) = ¢z (—K) = — g (k); (3.5) se reduce a y (M+o,—E)
ox () = — & (K), y basta tomar las ¢ (K) tales que su soporte tienda a con--
centrarse en el punto |k| = v/ (E — MP — 2.

B) Aqui ademéds de la solucién de A) existe otra: consiste en tomar-
=0 L (& =—v(kI), y el soporte de v (k,I) tendiendo a con--
centrarse en la curva I': of,|+o|,| = E.

Aunque en la literatura se supone la ecuacién de autovalores H |2 > =
= E |2> no soluble explicitamente (cf. Kallén y Pauli, (21)) nosotros
hemos encontrado distribuciones representando ondas estacionarias de pa-
ridad negativa que la resuelven. Denotando por r a |r|, por ©, a sus varia-
bles angulares y por 4 (&) cualquier funcién impar (par) de r, las solu--
ciones son (suprimiendo el subindice K) :

o) =3 (k— v (E—MpF— p*) J (O, en el caso A)
y en el B) la misma y la
v (&, k) =5 (K, k'DHET) - 4 (0,4 (O,)

Podemos considerar a la primera como representando | V §>% vy la
tiltima como | N 6§ >¢.

() Tomemos v dada por (3.6), y sustituyamos en (3.5a); calculemos.
<®|H —E|®>, después de sustituir M, por su valor:

<®|H—E o> = f dK dk dl g (k) { (M+o,—E) (1 +

4 19 @ [ ox (k) )_ Xg®gdex® )
(m+ o—M) (m+w, + é—E) mto,+o—E
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Tomemos ¢ (k) = ¢ (k) + ¢'x (K); obtenemos
<e|H—E[2> = [ dK dk dl g () qx (k) {<A\1+0),;—E) g (k) @'x (K) +

Px (k) Px (l)

i Xl(‘-‘” to.f) == )g<k> lg @ I}

(m+o—M) (m+ o, +6—F) m -+, +o—F

vy basta tomar ¢’ (k) = ¢° (K) - —T[:—l——b— para que, debido a la condicién
M+ o,—

de estabilidad, el coeficiente de )\* sea megativo para algin E, <M + u.
Tomando ahora A\ suficientemente grande, < ® |H —E, | 2> < 0; esto
es, (L.ii) falla si A* es suficientemente grande.

Podemos interpretar lo que ocurre como. debido a la aparicién de un
estado ligado V — 6. Por otra parte, se puede demostrar que ningtin punto
-a la izquierda de M + p pertenece a o (H), si 2* es suficientemente pequeiio.
La demostraci6n es un caso particular de la versién tercera, y no la hare-
mos aqui.

Sectores Q = 2, R = 1. Nos restringiremos al caso Q = 2 ya que, como
-antes, los Q > 2 son completamente andlogos. Sea |E> = (H—E | 2>),
| 2>~ {g 9t; | 2>€ &, ,, con

K—q¢'—q” " 'q 1

|2> = [(dq' dK oz (@) ViV, + [ d9 dy’ dK ve(a39") @}, N N3, || 0>

«con lo que obtenemos para &, n,
5 (2) = M, —B) 02 (@) + 2 [(dk g (K—q—k) ve (k;9)  (3.80)
12(059) = (@ = E) 0 (45 97) —
—% lg(K——a_19 (0.(@) —9())}

Distinguimos dos casos: A) E=yp; B) E <.

A) No parece dificil mostrar una serie de Weyl; de todas formas no
9o haremos ya que B) basta para resolver la cuestion de la validez de
{(I.ii) de manera negativa.

B) Tomemos
ve (¢ 9)=9 (K—q—q") {ox (@) — 9 (@)} /R {0, ., —El,

¢ insertemos en (3.8a). Con esto, 74 (q’;9”) =0 y basta buscar ¢ resolviendo
-asintéticamente la ecuacion

| g (B—g—K)|’
—=F

K—q—k

— h(E) o= (@) + f dk ox (K) =0. (3.9)

S [/ s
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Transformado Fourier, esto es, pasando a

ox (0 = [ daox(@) e= {g— K/2} = Ty 0x(0),

y recordando las propiedades del producto de convolucién, (13), (3.9) se
«convierte en

h(B)@x (¥) + X (r, ) 0 (—1 =0 (3.9F)
J +00 ~ 2
con A(r, B) = — 4:‘ f I”E] g_(l:)) s (kv) dk.

Gracias a las propiedades de la transformacién de Fourier (13), A (r, E)
©s continua para todo r y para todo E, E < u. Se fiene:
k' dk
E'_'O)k

+00
Lema 3.1. |1(_0,E)|=l 47:[ =0 N (to B =0
0

Lema 3.2. |h(M)| =0; |h(E)l —> + ~© si E—>_—oo.

Loma 3.3. Existe ¢ tal que e<M y [1(0, B)|>| h(B)|. siE>e¢;
tim, ,__{sup, [A(r, B)| | = 0.

Lema 3.4 Existe g, = ¢ tal que sup, |A(r, E)| < |h(E)|, si E < &,.

Demostracién : los Lemas 3.1,2 son inmediatos si consideramos la forma
«de las funciones h(E) y A (r, E). Los Lemas 3.3,4 son consecuencia directa
«de los anteriores.

Lema 3.5. La curva y,(r) = |X(r, E)| y la recta y,(*) = | h(E)| no se
cortan si E < g,. Por otra parte, para todo e < E < p. existe al menos un
7y tal que | (g, E)| = | h(E)|. (81, en particular, g (k) viene dada por
un “cut-off”, esto es, es de soporte compacto, A es analitica respecto de r
Yy, por tanto, el niimero de r;’s, para F fijo, es numerable (13), (25)).

Demostracién: la primera parte es consecuencia directa de los Lemas
3.3,4. En cuanto a la segunda, basta observar que ¥, (7), y,(r) son funciones
continuas de r en toda la recta real, y que v, (0) = y.(0) mientras
Y1 (00) > y, ().

El anélisis de (3.9F) es ahora inmediato. Para ¢=E < p tenemos

Dx () = &x (). F(6,), & siendo par o impar segin el signo de h(E)/

/X (v, E) sea + 1; basta ahora hacer que el soporte de ¢, () tienda a con-
centrarse en el punto r = r, para probar que E € o, (H). La distribucién
correspondiente es 9x (r) = 3 (r—ry) & (©,) (cf. Weinberg, (22)). Podriamos
wtilizar argumentos similares para probar que ningin punto de o (H) estd
a la izquierda de &, ; esto no es, sin embargo, necesario, ya que de la con-
tinuidad de H; se sigue que s (H) estd acotado inferiormente en &, .

¢ Cudl es el significado de estos resultados? evidentemente, no se verifica
H~H,, y el modelo falla: no es posible dar una interpretacién coherente a
los estados de dispersién asociados al segmento [e, m+M] de o (H). Pode-
aos, sin embargo, expresar lo que sucede de la manera siguiente: H; remue-

R




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

ve, del nivel de energia m+ M de Hy, la degeneracién (infinita) debida a que
|P, —Py| = |t| = ¢ el “momentum tranfer’, conmuta con Hy (pero no
con H,). Que esto es asi puede verse utilizando una versién simplificada
del modelo, en la que el momento s6lo toma un nimero infinito de valores.
Asi como en la versién “realista” el punto infinitamente degenerado m+M
se convertia en un segmento, =n la versi6n simplificada dicho punto (ahora
de multiplicidad finita) da un conjunto finito dé puntos distintos de o (H),
correspondiendo cada uno a un valor distinto del “momentum transfer”, .

I) S6lo la renormalizacién (trivial) de la particula V ha sido estu-
diada en el caso de que W, Q no sean constantes. Nosotros hemos realizado:
un estudio de los sectores Q =2, R = 1 y de los R=2, Q = 1. Aunque
no hemos logrado dar una prueba general, hemos logrado probar que en
una gran cantidad de casos aparecen estados ligados de energia inferior
a la del continuo, y, por tanto no se verifica H ~ H,. El problema puede
atacarse de dos maneras (consideremos el sector Q = 1, R =2 ya que los
otros son completamente andlogos) (E <M + p):

A) Las ecuaciones andlogas a las (3.5) son, en este caso,
& ()= 1 WOI\'—I:' +o),:,—E} o (K)+22 f dq g (K—K’; q) yg (q, k)

w@ k) =42, +o, +o,—Eb v E K) +

==
T

A g (B—K; K) ox (k) — g (K—K"; K) g (K)

l\')ll—-‘

que es ficil reducir a la

gd;1)g(; kK 1
: v *q — k
: f " Sememmatroen U DL (3.10)

después de sustituir W° en funcién de W, escribir ¢z (k) = ¢ (k) 5 (K) (lo
que estd justificado ya que la interaccién conserva el momento total), y
poniendo

1 g(K—K;Kk” kK')—q (K—Kk” ;K k”
k) = g( ) @x (K)—g ( ) x (KY)
2 QK—I:’—I:” +I'm/:' i mlw__'E

por definicidn,

P (= (ot W) {mz f i

| g y) |° }'
(Qk—i—y =h (Dy—' Wk) Q7:+y AF Wy + mu'—E)
El operador de (3.10) es del tipo Hilbert-Schmidt simetrizable. (30). De

la teoria general, se desprende que (3.10) tendra solucién si para algin E.
la norma de dicho operador es > 1.

B) Consideremos <® ! H—E |2>, |®>€E &, ..
El ser H~Hp no se verifica si existe |2>, E con <®H—E 2> =0.
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Célculos standard nos dan,
<@ |H—E | 2> = f |o (K) |2 (W, +w,—E) dk +

1
+ A f dk dl ¢ (k) g (k; 1
: e (Qupt o +or—E) (Qp+or—W3)
g & ) oK) (Wit 0,—E)— g(1; K) @ (1)(Qy+0—Wy)}, @, % como en A).

Por lo que respecta a B), claramente se cumple si el soporte de g no se
extiende muy lejos del conjunto en el que @, + o, — W, > W+ o, —E
(que, debido a la condicién de estabilidad, contiene al origen), o st
m > M, p; y A> 0. En cuanto a A), célculos hechos prueban que se ve-
rifican para un gran nimero de g¢’s con soporte muy extendido, y de
m’s pequefias (si A > 0). Esto parece indicar que, en general, H ~ H; si X
es suficientemente grande. i

IV La versi6n en que
H = [ dpdgdk g1V, Noa + hoc.t, |lg]l <+,

ha sido considerada por Y. Kato y Mugibayashi (8). Esta versién es com-
pletamente irreal ; por ejemplo, no se conserva el momento total, ni existe
renormalizacién de masas. Los resultados obtenidos por Y. Kato y Mugi-
bayashi pueden probablemente generalizarse con facilidad: (29) si A es
suficientemente pequefio, H ~ H, (incidentalmente, H, = H,). No tratare-
mos esta version, debido a las razones apuntadas mds arriba.

Es probable que, al considerar sectores con Q, R”>co, el espectro con-
tinuo de H se desplace indefinidamente hacia la izquierda. No discutiremos
esto, (ver (31), (33)) ya que tememos todo lo que nos hacia falta para
nuestros propésitos. Para terminar, mencionemos lo siguiente: se ha su-
puesto que el modelo T. D. Lee tendria sentido introduciendo una métrica
indefinida y una constante de acoplamiento imaginaria. Es ficil demostrar
(Heisenberg, (19)) que esto marcha bien para la versién I) modificada.

No es asi para la II), ni, con grandes probabilidades, tampoco para la III).
3. 1i1 & iv.

La imposibilidad de dar soluciones explicitas para estados otros que los
monoparticulares en el modelo de Ruijgrok-Van Hove (27) hace préctica-
mente imposible encontrar resultados exactos para o (H); lo mismo puede
decirse de la teorfa de Chew-Low-Wick, donde ni aun los estados mono-
particulares son solubles exactamente. Nos contentaremos, pues, con hacer
algunos comentarios; suponemos A, > 0.

El Hamiltoniano de Ruijgrok-Van-Hove se puede escribir como
HQ) = H® + X\ H;, donde H(® describe dos campos escalares desacopla-
dos y H'; es regular para todo A. X varfa entre 0 y A, = mdx_ XA, ; A, corres-
pondiendo al modelo de Lee (cf. Ruijgrok, (R7)). el hecho de que H (}) sea

— 147 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

andlitica con respecto a X parece indicar lo siguiente: en las versiones con
nucleones (campos ¥) no fijos, H ~ Hy. no se verifica.

Esto es rigurosamente cierto si A = 0, A = A,>> 0, y es de esperar que
lo sea en general. En el caso de nucleones fijos, H (0) ~ Hy, pero H(},) ~
~ Hp no se verifica. Es probable que, H (\) ~ Hy si, y s6lo si, A = 0. Si
aceptamos esto, la gran semejanza del modelo de Chew et al. con el de
Ruijgrok-Van-Hove hace plausible suponer que en este dltimo H ~ Hj,
s6lo se verifique en el caso de ser A, = %, = 0. Quizd fuera esta una forma
de explicar teéricamente la observada invariancia de isospin de las altera-
ciones nucleares (recordar 2. iv). De todas formas, deberd quedar claro que
esta conclusién queda, de momento, dentro del terreno de la pura espe-
culacién.

Conclusiones

Histéricamente, los primeros intentos de estudiar (I, i, ii) se remontan
a von Neumann, Jauch, Zinnes, Kuroda, etc. ((3-5), (24)) en primera cuan-
tificacién, y a Friedrichs, Greenberg y Schweber etc. (1), (14), (16) en teo-
ria de campos. Estudios esplicitos de los espectros de ciertos H, Hp han
sido hechos por Kallén, Pauli, Weinberg, J. Schwartz, Van Hove, Ruijgrok,
Friedrichs, Galindo, Y. Kato, Mugibayashi, etc. ((1), (14-16), (6-8), (19)
(Heisenberg), (20-22), (7)). (Lii) ha sido tratada en la mayor parte de los
articulos mencionados, mientras que otros estdn interesados en el limite de
acoplamientos putuales y/o como definir los operadores vestidos. El modelo
del campo escalar ha sido bastante estudiado debido a que origina un po-
tencial de tipo Yukawa. pero esta es, que sepamos, la primera vez que se
estudian sectores no triviales. El modelo de Lee ha sido, gracias a su com-
parativa sencillez y a sus grandes analogias con la Electrodindmica Cudn-
tica, ampliamente utilizado para discutir cuestiones de esta ultima, y de
teoria de campos en general (Bogoliubov, (28); ver también (19-21), (12),
(32)). Aparte de los resultados (no rigurosos) de (22) y de algunos desarrollos
aproximados de Kallén y Pauli (que no llegaron a dar soluciones exactas
a los estados de colisiones V — 6), nuestros resultados son los tinicos que
conocemos para sectores esencialmente multiparticulares. Finalmente, los
tnicos resultados accesibles hasta la fecha sobre estudio riguroso de defi-
nicién de Hamiltonianos y de regularidad de perturbaciones son los dados
en (7), (8) y referencias alli citadas; que sepamos, nunca se habian encon-
trado, con generalidad y rigor, condiciones para regularidad de perturba-
ciones en el caso en que en los nidcleos, v, aparece la & de conservacién de
momento total. La aplicacién a los tipos de interaccién del # 2 no se habia
hecho nunca; p. ej., la condicién de (7), (8) falla cuando H; conserva el
momento; y aun en el caso de ser vdlida (como, p. ej., en el discutido al
final de 2.ii) s6lo nos asegura que II;, es regular mientras que nosotros
probamos que es continua. Sumarizando, podemos expresar nuestros resul-
tados como sigue: si descartamos dificiles problemas que aparecen cuando
es posible la creacién de pares (o bien utilizando modelos, o absorbiendo
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la creacion de pares en la renormalizacién del vacio, o limitindonos a
modelos realistas a bajas energias —i.e., debajo del umbral de produccién
de pares), entonces:

1.° Se dan una serie de condiciones suficientes para que los Hamil-
tonianos totales estén bien definidos como operadores hipermaximales; se
demuestra que si H; verifica ciertos requisitos razonables, las perturbaciones
son regulares e incluso en una gran mayoria de casos, analiticas para todo
valor de la constante de acoplamiento.

2.° Se aplica lo hecho antes a algunos modelos de teoria de campos.
demostrando que los Hamiltonianos son operadores hipermaximales anli-
ticos para todo valor de la constante de acoplamiento; probando que en
el modelo de Lee H, es incluso acotada.

3.° En el estudio de los espectros de los Hamiltonianos (2.1,2), podemos
demostrar que la teoria tropieza con inconsistencias cuando permitimos que
interaccionen dos o mdas particulas. Concretamente, mostramos que los
espectros continuos de H, H; (en los modelos 2.i.i1) no coinciden (si A es
suficientemente grande).

4.° Finalmente, se hacen algunos comentarios sobre los modelos de
Ruijgrok-Van Hove y la teoria de Chew-Low-Wick, en vista de los resulta-
dos obtenidos mdas arriba, y se especula sobre posibles implicaciones de
nuestra investigacién, y posibles direcciones en que podria ser prolongada.

La significacién de 1.°, 2.°, 3.°, 4.° no mecesitan mds comentarios. La
de 3. no estd completamente clara, desde un punto de vista de teorias
“auténticas”. Naturalmente, siempre podemos suponer que las inconsis-
tencias de los modelos se debieran a sus aspectos irrealistas, y que, en
una teoria “verdadera” esto no ocurriera asi. Es claro, sin embargo, que
nuestros hallazgos hacen esto muy dudoso y, en cualquier caso, muestran
que se debe de tener cuidado al escribir interacciones ; llamando la atencién
sobre la probabilidad de que se pierdan propiedades esenciales de la teoria
si ésta se sobresimplifica (previniendo contra extrapolaciones ingarantiza-
bles); poniendo de relieve, finalmente, el cardcter altamente interrelacio-

nado de aspectos aparentemente diferentes de la teoria de campos cuén-
ticos.
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METODO APROXIMADO DE CORRECCION
DE SISTEMAS OPTICOS

POR

J. Casas, J. Ram6én pE F. Moneo y CarMEN CUEVAS

PROPOSITO

Para efectuar el cédlculo de un sistema Optico se comienza por realizar
un anteproyecto con férmulas paraxiales, y con él, conociendo los vidrios
de que se dispone y las condiciones de focal, campo, abertura, etc. que se
deseen, se hace una primera determinacién de los radios y espesores que
se deberan dar a las lentes. Légicamente en estas condiciones el sistema
presentara, en general, unas aberraciones fuera de tolerancia.

El proceso de correccién comprendera lo primero unas férmulas que
permitan conocer estas aherraciones, y lo segundo un método para irlas
reduciendo hasta el limite deseado, para lo cual necesitamos saber cémo
influye en ellas cada uno de los pardmetros del sistema (radios, espesores,
indices).

El célculo exacto de las aberraciones mediante marchas trigonométricas
aunque posible y relativamente ficil para efectuarlo aisladamente, no es
en absoluto practico cuando se trata de ver la influencia de los pardmetros
del sistema, por el enorme nimero de operaciones que supondria.

En estas condiciones se hace preciso recurrir a métodos aproximados,
entre los que son de interés los desarrollos del tercer orden porque condu-
cen a férmulas de mucha mayor senciliez.

El estudio de las aberraciones de tercer orden fue iniciado por Seidel
en la época en que los instrumentos trabajaban con pequefios campos y
aberturas. Actualmente en la literatura no se reconoce valor préctico a
estos desarrollos fuera de la fase del anteproyecto, por considerar que el
error que introducen es excesivo para los instrumentos con grandes aber-
turas y campos.

Nosotros, sin embargo, creemos que mediante férmulas de tercer orden
es posible llevar un sistema con elevadas exigencias hasta su casi total
correccién, siendo entonces suficientes los retoques de afino.

En un trabajo anterior (1) se estudié la relacién existente entre las
aberraciones y las sumas de Seidel del tercer orden para oculares de cuatro
lentes tipo 2-2, de abertura relativa 1 : 4 y 21° de semicampo, encontrando
que dicha relacién era una funcién lineal en ese tipo de sistemas siempre
que los dngulos de incidencia no excediesen los 30°.

Para poder predecir las aberraciones a partir de las sumas de Seidel
necesitamos conocer los coeficientes de esta funcién lineal.

La teoria del tercer orden los calcula teéricamente (2) obteniendo unas
expresiones que dependen de las caracteristicas del sistema y sus condicio-
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nes de funcionamiento. Multiplicando cada una de las sumas de Seidel
por su correspondiente coeficiente asi calculado se obtienen las aberraciones.
Estos coeficientes son:

< i 1 e :

Para la aberracién esférica -——— -\
Ny oy : &

1
Para el coma — |
n Ok ;
: : 1
Para el astigmatismo = '
n A

Para la curvatura de imagen -

’
'nkd'kz

Para la distorsién —
Ny Gy

Siendo n’, el indice de refraccién del dltimo medio y ¢’ el dngulo con
el eje del rayo de abertura.

Estas expresiones son vdalidas para cualquier sistema siempre que la
abertura, el 4ngulo de campo y los angulos y alturas de incidencia en las
superficies sean pequefios frente al radio de éstas.

Tenemos aqui un proceso de normalizacién mediante el cual podemos
calcular las aberraciones-de cualquier sistema si conocemos las sumas de
Seidel, lo que puede hacerse utilizando unicamente férmulas paraxiales.
Sin embargo la utilidad practica de este método queda muy limitada por-
que la mayor parte de los sistemas no cumplen las condiciones anteriores.

Nosotros-con este trabajo nos proponemos:

1.%) Dar generalidad a las conclusiones del trabajo mencionado (1) repi-
tiendo el estudio con sistemas de muy diversos tipos como' un objetivo
fotografico Tessar, un objetivo de proyeccién Taylor, cuatripletes y doble-
tes todos ellos para diferentes aberturas y campos.

2.°) Estudiar la validez de los coeficientes de normalizacién que dan las
aberraciones en funcién de las sumas de Seidel cuando los 4ngulos y las
alturas de incidencia van aumentando, con el fin de dar criterios précticos
que indiquen cuales de estos pardmetros tienen -mayor influencia y que
valores méaximos pueden tomar para que.las sumas puedan seguir dando
las aberraciones de un sistema, cualesquiera que sean su forma y condi-
ciones de funcionamiento.

3.°) Estudiar el comportamiento de estos coeficientes por encima de los
limites mencionados.

4.°) Aplicar los resultados obtenidos a un método practico de efectuar
la correccién de un sistema Gptico.
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Sistemas 6pticos estudiados

Este trabajo se ha llevado a cabo con los sistemas cuyas caracteristicas
damos a continuacién, donde hemos representado por d la distancia entre
dos superficies contiguas, 7, el radio de la pupila, ¢, el d4ngulo de campo,
d, la distancia de la primera superficie a la pupila, e, la incidencia maxima
en las superficies del rayo de apertura, e, la incidencia méxima en las su-
perficies del rayo de campo, y o’ el dngulo de apertura, y AS la curvatura
sagital.

Las sumas de Seidel las hemos dado multiplicadas por 10°.

Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
1) 620, 1 Ty =28
15 02 S,=40,2 Est=—1,3
110,1 Gy =L
30 1,623 S,=32.6 Coma=0,3
— 110,1 d,=—80
()2l S,=—38,4 Ast=—3,2
157,3 e — s
30 1,623 S, =163 AS=—2,8
— 205,9 £ —908
15 1,727 : S.=629,6 Dist=—>5,7%
— 751,7 or —=10,125
oy =1E9) S —21=81! Coma=0,31
ek —Dis
513 S:=11,44 Coma=0,14
. =1
2) 729,5 r, =12,
15 820 S =283 Esf=—20,89
129,5 ot — Dl
30 1,623 =Ll Coma=—0,04
— 129.,5 d,=—80
(0] S;=—165,5 Ast=—49
129,5 5 =9
30 1,623 S AS=—2,44
— 129,5 g,=34°
15 | B2 S.=712,9 Dist=6,5 %
— 553,2 o = 0,125
G =115 S,=6,35 Coma=0,99
E. —29,0




Radios
3) 620,1
110,1
— 110,1
157,3
— 205,9
— 781,7

4 6201
110,1
— 1101

127,28

— 157,31

4.870,8

5 620,1

110,1

= 1319
157,31
157,31

— 310,45

d

15
30
0,2

30

30
0,2
30

30
0,2

15

Indices

1,727

1,727

1,623

—
-
20
-1

1y =1

oy =2l

e — =
£, —36°
or =0,125

— 156 —
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Sumas de Seidel

S,=34,93
S,=18,18
S;=—>58,79
S,=150,1
S;=667,5

Aberraciones

Est=—1,3
Coma=0,3
Ast=—3,2
AS=—3,2
Dist=—2>5,7 9%
Coma=—0,78
Esf=—1,14
Coma=0,12
Ast=—49
AS=—2,74

Dist=5,8 9

Est=—1,06
Coma=0,20
Ast=—26

AS=-—2,99
Dist=6,4 9,



Radios
6)-8321 2
110,1
=01
157,3
~5157:3
307,8

7 620,1

110,1
=130

157,3

— 157,3

— 638,1

8) 620, 1
110,1

— 130
157,3
— 157,3
— 322,3

METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

d

15
30
0,2
30
15

15
30
0,2
30
15

Indices

—
=1
(4%}
-2

it

1,623
1,727

e.— 305

o =0,125

e —408

o =0,114

15°

Oy

30°

&

r, =12,5

7y =20

g, =40°
Gk, = O, 125

— 157 —

Sumas de Seidel

S;,=—17,8

N

1= 168,56
S;="1709,6

8,=30,04

II

S;=—36,5
S, =156,63

S, =662, 4

Aberraciones

Ast=—1,1
AS=—3,07
Dist=—=6,5 %
Est=—20,99
Coma=—0,002
Ast=—2=6,5
AS=—234
Dist=—>5,4 9,
Coma=—40,07
Coma.= 0,25
Ast=—2,9
AS=—3,487

Dist=—6,27 9




Radios
9) 620,1
110,1
— 130
157,3
— 157,3
— 387

10)  620,1
110,1

— 130

11) 129,5
— 129,5

— 729,5
729,5

129,5

— 93,74

d

15
30
0,2
30
15

30
0,2
30

30
15
0,2

30

Indices

—
=1
[Av)
-3
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Sumas de Seidel

7 — 125D
oy — s

S, =22,9
d,=—387,3
g, =40°

S.=628,5
o =0,125
7 =2

SI=2906
d,=—87,3

S,=20,4
o =2l

S,=—5H3,1
e —0

S,=149,6
£ —208H

S.=642,1
ox = 0,120
T, =12,

Si=47,3
7 =L

Si=120
d,=—280

S,=344,3
g, =42°

Si=11538
o =0,125

S.=1936,4

S,—83,86

Aberraciones

Coma=0,15
Dist=—2>5,9 %
Rsfee =) 03
Coma=0,12
Ast=—47
AS=—2,87

Dist=—b5,7 %

Est=—1,62
Coma=4,26
Ast=—20
AS=—16,41
Dist=—21,8 %

Coma=—1,63



T’
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Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones-
12)—1.000 i =12
30 1,623
— 129,95 G —
15 2 S, = 11852 Coma =0,24
140 d,=—287,3
0=t S;——2313 Ast=—1,4
180,28 T =2
15 1,727 S,=120,4 AS=—3,79
155,33 o = 0,105
30 1,623 S.=T731,1 Dist=7,1 %
— 482
= e S, =02073 Coma=0,19
& =il
G =8 S, = 6,68 Coma=0,098
g =10°
13) — 926,4 Ty —12.5
28,3 1,623 S,=39,04 Est=—20,99
— 73,4 =2k
S SR T Sh=22 Coma=0,25
— 113,38 d,=—T74
0,6 1 S;=—42:7 Ast=—2,8
138,9 ex— ()=
8,0 14727 S,=149,8 AS=—3,098
74,1 €. =30
28,3 1,623 S.=1729,6 Dist=—6,35 %.
— 3L o = 0,125
o =l S,=15,42 Coma=—0,19
G =27
14) 620 =120
28,3 1,623 S1=21,0 Est=—20,87
— 60 gy —
8,6 1,727 S;=—476 Coma=0,1
— 132,3 d,=—76
0,6 1
146 =il
808 Sili 127
74,1 5 =30
28,3 1,623
— 288.9 o = 0,125




Radios

15) 1.000
L8

= 120

146

74,1

— 4231

— 2324

d

28,3

Indices

1,623

—
-
(o}
-1

—
(ep)
(]
(WN]

1,623

1,727

1,727
1,623

T, =12,5
(o =L
d,=—76
g. =38°
o =0,126
5 —=HDu
g =217
r, =12.5
o —2l=
d,=—71,9
T, =60

= 11%55)
g, —21°
d,=—76
e, —bil&
0 — 0125
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Sumas de Seidel

S,=17,6
3, = 678,2
S,=11,98
S,=10,8
8. =590,1
S,=11,6
8, =599,7

5

Aberraciones

Coma=0,2

Dist=—6,2 9%

Coma=—0,16 '

Coma=0,5

Dist=—4,1 %

Coma=0,83

Dist=—23,8 %




2

19)

20)

Radios

— 48,4

620
— 60
— 132,3
146

74,1
— 288,9

METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

d

28,3
8,9
0,6
8,0

34

28,3
8,5
0,6

8,5

8,9
0,6
8,9
28,3

Indices

1,623

1,727

Sumas de Seidel

=125
O

S,=12,98
d,=—76

S;=—50,9
g, =48°

S, = 1603
or. =0,125

S.=695,4
=120

S5;=30,3
o2

S =i\2:9
d,=—76

S,=—441
=)

Di— 11592
=l

S.=1738,8
G];/=0,125
(=120

=210
o — 2=

S
d,=—76

S.=—60,8
=10

S, =158,6
g, =40°

S =)
o = 0,125
=) 5,=2,98
=22

— 161 —

Aberraciones

Coma=—0,03
Ast=—497
AS=—1,14
Dist=—5,9 %
Esf=—20,97
Coma=0,35
Ast=—2,9
AS=—G,86
Dist——6:1
Est=—0,87

Coma=—~0,06 :

Ast=—4,28
AS— o]
Dist=—2=6,6 9%

Coma=—0.009




Radios

22) 400

23) 600

— 80

d

28,3
8,9
0,6
8,9

28,3

28,3
8,5
0,6
8,5

28,3

28,3
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Sumas de Seidel

S,=34,1
S,=16,05
S,=—49,5
S, =157,7
S, =677,3
Si—=R8Hl
S,=19,56
S,=13,8
S,=159,6
S.=1011,8
S,=17,13
S,=2b,7

Aberraciones:

Est=—1,1
Coma=0,12
Ast=—3,14
AS=-—3,15
Dist=—=6,3.
Est=—20,91
Coma=0,55
Ast=1,95
AS=5,59

Dist=9,7 %

Coma=0,098

Est=0,83
Coma=0,12
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Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
24) 600 =12
28,3 1,623
— 80 G =21
1) AL S,=1,8 Coma=0,1
— 150 d,=—76
0,6 1
150 = =2
8,6 1,727
500 41/20,125
28,3 1,623
— H27
25) 600 T = 1125
28,3 1,623 S5:=283.6 Est=—20,74
— 80 o=l
: 8,5 1,727 S ———luH Coma=0,05
— 150 d——16
0,6 1 Si—=——397 Ast=—2,05
140 e —OR
Sson il 27 S, =148 AS—44
300 o, = 0,125
28,3 1,623 S.=885,5 Dist=—38,4 9
— 678,8
) =) S,=—0,81 Coma=—0,016
5 =1y
26) 600 2 =125
28,3 1,623 S, =28,97 Esf=—20,9
— 80 oy =2l
8,6 1,727 S,=10,4 Coma=0,31
— 150 d,——76
0,6 1
140 e—0=
8,6 1,727
80 g, =35°
28,3 1,623
— 306,2 o =0,125
—-163 —




Radios

27) 600
—80

— 150

140

200

28) 700

=70

=150

170

300
__418,3

29) 700
—65
= [0
180
70

= 3118
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d

28,3
8,5
0,6

28,3

28,3
8,5
0,6
8,5

28,3

Sumas de Seidel

-

Aberraciones

Esf=—0,82
Coma=0,09

1\St=—2,l
AS=—3,13

Dist=—7,55 %

Esf=—1,4

Coma=0,36

Ast=—3,0
AS=—3,43
Dist=—25,3 %
Coma=—40,26

Coma=—40,14
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Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
30) 700 r, =12,5
28,3 1,623
— 65 oy =L
8 o Sl S,=28,4 Coma=10,35
— 110 d,=—76
0,6 1 S,=—30,4 Ast=—1,47
180 S =
8o ET 27 S,=153,9 AS=—3,74
100 or =0,125
28,3 1,623 S, =680,6 Dist=—=6,64 9%
— 420,5
31). 700 r, =12,5
28,3 1,623
— 65 o =2
8,5 1,727 S,=30,8 Coma=0,33
— 110 d,=—76
0561 &L S;=—33,5 Ast=—1,9
180 e. =34,5°
808 e T S, =156 AS=—3,66
80 or =0,125
28,3 1,623 S.=640,8 Dist=—=6 %
— 349,2
32) 700 1 =125
28,3 1,623
— 70 oy =2l
8,5 1,727 S;—=—42.6 Ast=—1,76
=3 do=276
0,6 1 Sh= Ik 6 AS=3 74
170 S =)
8,6 1,727
200 o = 0,125
28,3 1,623
— 368,5
33) 700 (=112 05)
28,3 1,623
— 70 oy — 2l
8,6 1,727 St e s E Ast— 19
=50 d.—=76
0,6 1 S,=158,81 AS=—3,33
170 g, =23°
8,5 1,727
250 s =0,125
28,3 1,623
— 396,8

— 65 —
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- Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
349 700 r, =125
28,3 1,623
— 70 G —2ily
Sl LT S;=—485 Ast=—2.3
=130 d—=i
0610l S,=149,07 AS=—3,05
170 T =2
8,6 20
500

—469,6
35) 700 7, =12,5
— o)



Radios

38) 5957

105,8

£ Soig
146

74,1
386

39)  595,7
105,8
—124,9
160
110,23
— 387,05
40) 1000
— i
= 120
165
— 85

— 271,6

METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

d

14,4
28,8
0,6
8,5

28,3

14,4
28,8
0,6
8,9
28,3

28,5
8,5
0,6

28,8

14,4

Indices

1,727

1,623
1,727

1,623

1,727

1,623

1,727

1,623

1,727

=12
Gy —Il
d,=—72
T =)

g, =982°
o =0,125
a1l
en=2il
=125
g, —2lE
d,=—172
=

g. =30°
o =0,125
=125
gy — 2l
d,=—7T6
o — il
g =26
o =0,125
g, =16°
==l

— 167 —

Sumas de Seidel

00
[I
o
=
(V)

g2l
I
=
o
20

S,=—68,1
S,=156,7

S, =545, 1

S,=10,58

Aberraciones

Esi=—1,2

Coma = 0,06

Ast=—35.5
AS——231
Dist=—>5,2 %

Coma=—10,20

Est=—1,2
Coma=0,14
Ast=—3,2
AS=—38,47
Dist=—5,9 %
Esf=-1,0

Coma =—0,06
Ast=—5,11
AS=—2,39
Dist=—5,95 %

Coma=—0,035




41)

42)

43)

Radios
729,65
129,56

— 129,65

620,1
110,1
— 110,1

620,1
110,1
— 130

15
30

15

30

15
30

Indices

1,727

1,623

1,727

1,623

1 =125
s =2l
d,=—380
5 =9
08
o =0,062
g, =16°
&, =119
1 —=11255
gy — Sl
d,=—80
£ — 1105
ee—ols
o, =0,073
o =115
d,=—76
5 =20
7 =125
oy — 2l
d,=—87,3
=1

g, =83°
o =0,062
7 =157
(],,:—-—76
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Sumas de Seidel

S,=17,6
S,=10,9
S,=74,9
S. =462
S,=6,11
S,=—2.9
S,=36,49
S,=157,18
S,=28,49
S,=29.02
S,=18,33 -
S, =881

- 8,=516,9
S,=5,62
S,=42,93
S,=175,8
S,=16,92
S,=12,08
S,=—1,57
S,=175,83
S,=4,33
S,=—6,78

S,=36,94

Aberraciones:

Esf=—2,32
Coma=0,175
AS=—28,07

Dist=—4,35 9%

Coma=0,129

Ast=—1,10
AS=—4,09
Dist=—2,21
Est=—2,73

Coma= 0,433
Ast=0,586
AS=—8,73
Dist=—4,75 ‘7:

.\St: 0,57
AS=—431
Dist=—2,41 %

Est=22
Coma= 0,02
Ast=—7,66
AS=—7,04
Coma=0,05%
Ast=—2,48

AS=—3,57
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Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
44) 129,5 17— 125
30 1,623 S,=2,86 Est=—20,33
— 129.,5 ap — il
15 L2t Si—=16 Coma=0,198
—929'5 d,=—380

S,=122,44 Ast=23,33
S,=74,89 AS=21,7

S,—=1072,13 Dist=-11,64 %.

45H) — 926,4 =125
28,83 1,623 S,=9,565 Coma=0,25
— 73,4 Gy =il
SEL S;=—3,31 Ast=—2~0,75
“E 1133 =l
S, =64,3 NS =218
s —19°
o, = 0,055
46) — 1000 =125
30 1,623 Sh=al 2 Ast=2,16
= 129:5 Gy =L
15 1,727 S,=434,12 Dist=—4,76 %.
—— 140 d,=—87,3
5, = 1
o =0,048
47) 700 2=l
28,3 1,623 S;——1,92 Ast=—20,737"
— 70 oy 2l
8.6 TR S,=74,95 AS=—38,38
— 130 d,=—76
e —20
o = 0,062




Radios
48) 700

49) 400
— 80
— 200

-50)

co
oo
——
(4N)

110,1
— 110,1

51)  620,1

110,1

28

8,

15
30

15

30

d

3
5

Indices

1,623

T—12H
or—2l1&
d,=—76
e — il
g, —R3°

G, =156°
S =G
o, =10°
=25
o =
d,=—76
e —29
'5;:20.048
=125
ori—l;
d,=—80
g. =30°
o, = 0,084
=1
5, =L
d,—=—80
5. =2

g,{’: 0,0().1

—A70
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Sumas de Seidel

S,=42,66
8,=195,79

S,=55,79

S,=—10,12
8,=11,18
S,=59,85

S, =544 62

S,=54,18

S,=102,64

Sy =—13,67
S,=174,85

S, =430,79

Y NATURALES

Aberraciones

Esf=—2,19
Coma=0,29
ASE=12:89
AS=—8,56
Dist=5,67 9%
Coma=10,22
Ast=1,19
AS=-—4.39

Dist=—2,83 9
Dist=—1,2 9%

Coma=—,30

Ast=16,38

AS=—10,10
Ast=—28,10
AS=—6,54

Dist=—3,88 9
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- Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones
52) 5957 r, =125
14,4 1,623 S;=—14,89 Ast=—2=6,96
105,8 oy =2
28,8 1,727 S,—=178,93 AS=6,26
— d,=—172
S:=384,6 Dist=—3,95
g =307 -
o, = 0,064
53) 600 1 =125
28,3 1,623 S, =8,58 Esf=—1,34
— 80 o =L
8,5 1,727 Si———3h Coma=—0,085
— 150 d,=—76
S =252 Ast=0,57
€ =
S, = 68,64 AS=11,18
o =24
S.=530,81 Dist=—25,25 9
G];,: 0067
e = 110) Sh=2% Coma=—~0,185
Si=1823: Ast=0,362

S,=18054  Dist=—2,84 %

54) 620 T — 125
15 157021 S,=5,4 Ast=0,52
150 G =
3 1,623 S,=173,04 AS=—9,5
— 140 d,=—187,3
S:=515,66 Dist=—4,97 9%
S =
o, =0,061
55) 620 =125
1 1,727 S,=15,4 Ast=2,88
150 =l
30 1,623 = (1) AS=—10,01
— 130 d,=—187,3
S. =545 Dist=—25,27 %
=
o = 0,065
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Radios

56) 620
150
— 150

87) 620
130
— 130

58) 620
110
— 130

59) 70
— 500

— 70

40

150

15
30

30

30

1,8

9,8

2

Sumas de Seidel

S;=—0,75
5,=68,83

S, =494,6

S;=6,69
S,=177,02

S;=506,99

S5,=93,7

S,=—307,44

S,=131,76
S,=122,58

[l

78,4

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Aberraciones

Ast=—1,37
AS=—9,24
Dist=—4,76 %

Ast=—10,316
AS=—19,12
Dist=—4,74 %

Ast=—17,66
AS=—15,01
Dist=—3,92 %

Esf=—10,143
Coma=—20,07
Ast=6,65
AS=—0bH,7
Dist=2,48 9%



Radios

0) 70

150
41

— 50

61) 70
— 500

— 70

40

150

41

— 30

62) 70
— 500

— 70

40

150

— 41

METODO

d

4

1,8

(2 SR )

1,8
9,8

(a%)

1,8
5,8

()

APROXIMADO

Indices

1,654
it
1,617
1
1,524

1,622

1,654

1,619

1,524

1,654

1,617

1,524

1,622

DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

Sumas de Seidel

1, =143
6y =21°
d;=9,59
S, =—231,97
e, =31,4°
S,=—182,16
5 =20
0'],=0,097
r, =143
G =2l
d,=9,59
S, =1355
g, —=44.2°
S,=—20,66
el
o = 0,219
7, =14,3
(o =L
d,=9,59
S,=97,76
e, =31,4°
o =0,134
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Aberraciones

Est=22,34
Coma=—=0,065

Esf=—15,89

Coma=—~0,075




Radios

63) 70
— 500
L

40

150

37

-]

64 32
— 500
=52

40

__115

58,2

— 41

d

1,8
9,8

(4]

Indices

1,654
1
1,617
1

1,624

r, =143
@, =21

=959
g, =931,4°
o =0,141
r,=14,3
o, — 2l

dz:—9759
g, =34,2°
g, —9Sls

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Sumas de Seidel

S;=142,32
S,=84,34
S,=175,6
S,=—13,4
S:=122,5
S, =—=83,29
S:;=—39,77
S:,=50,85

Aberraciones

Est=—2,08

Esf=0,88
Coma=—0,05
Ast=0,42
AS=—2,16
Dist=—0,81 %

Ast=11,06
Dist=—2,42 %
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Radios d Indices Sumas de Seidel Aberraciones:-
66) 26,7 Ty —O)
5 1,537
— 184,8 ayi—2l
9 1 S:——302 Ast="7,79
— 36,8 d,=16
1561 1,624 S —59523 Dist=—1,77 %.
25 o = lAk
14,9 1
112231 o, = 0,057
5) 1,493
— 26,9
67) 26,7 =5
5 1,537
— 184,8 G =2
9 i S;=—=6,1 Ast=6,07
— 36,8 d,=16
1,5 1,624 S, = 66,55 Dist=—1,23 9%,
28 =80
14,9 1
122.1 o = 0,063
b5} 1,493
— 26,9
68) i 267 r, =5
5 1,537
— 184,8 =
9 1 S: =362 Ast=10,99
— 36,8 d,—16
155 624 Sr—872 Dist=—4,2 %,
2253 Ed—oi 0
14,9 1
112221 o = 0,069
15} 1,493
— 22
69) 2(),1 ry =
H 1,637
— 184,8 oo —
9 1 S:=—59 Ast=10,54
— 36,8 d,=16 :
1,5 1,624 S, =64,9 Dist=—3,05 %,
22,3 E—21 OF
14,9 -]
122,1 o =0,058
5) 1,493
— 245

e




70)

Radios

32

— 500
— 47,3
36,4
— 104,5

58,2

— 34,5

d

1,8
9,8

(4]

Indices

1,654
1
1,674
1l
1,524

1,622

ik =1
d,=9,59
g, =4

or =0,022
7, =4

& =0
’3,;,:0,04:5
it =)
e—lids
or = 0,067
T —0

e — iGN
o =0,089
i =)

£ — 200
51;,:0,]]2
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Sumas de Seidel

2, =0,059
S,=0,955
S,=4,83
S,=15,2
S,=37,38

Aberraciones

Est=—0,0564
Esf=—0,227
Est=-—0,479

Esf=—0,696
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Radios d
71) 34,4
3
— 2922
9,3
— 38,9
1,5
37,3
10,1
500
3
— 30,9
72) 39,3
6
— 39,3
0,2
16
9
— 23,3
1,5
26,5

Indices

_ 1,607

1,517

1,728

=7
d,=16

5 =1
o =0,022
r, =4
=)
’5];’=0,045
Ty —6

= = i
s, = 0,067
s :8
=l
s = 0,090
r,=10

T =250
G, ———0,1]2
1,=6
Ea—20
(o)} :O,Q'L
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Sumas de Seidel

S,=0,04

S,=0,658
S,=3,304
<,=10,59
S,=25,89
S,=36,48

Aberraciones

Est=—20,05
Est=—20,156
Est=—0,318

Esf=—20,497

Esf=—0,341




REVISTA DE LA ACADEMIA- DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

mm
2
ESFERICA
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117
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Gréfica I
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16

Gréfica II
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1o COMA
L
10%
a
03
(e)
02
01 S
3 JSI
2Ny Ox
-0} C 01 02 03 04
mm
Gréfica III
COMA
3S,
-4 =3 2 =1 7 20y

mm

Gréfica IV
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ASTIGMATISMO |-
H O¢2
o
I a
1 il
-4 =2 R 9510 2 o4 o
a0 o
ap o =
Aﬁd & = a
4 o
a a =
A
o
A
at & & =S
a ~
o
Osz 74
045
Os¢
-9t
Gréfica V
S*S, -I:: I -7l2 -fO -8 -6 -4
2oy

CURVATURA SAGITAL &
~ ; 13

-’5-

-7

Gréfica VI

— 180 —



METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

B s B
: ol
DISTORSION Ay
Oo =
% 2 41
(o]
) o
-5¢
-6
=7
....8.
_9_.
s %o
Gréfica VII
b mm o ASTIGMATISMQ
10 d
8
(3
6

Gréfica VIII
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Gréfica IX



METODO APROXIMADO DE CORRECCION - DE SISTEMAS OPTICOS

Las sumas de Seidel y las aberraciones las hemos calculado de acuerdo
con lo expuesto en la Tesis Doctoral de J. R. de F. Moneo (1) donde:

S=3ana ()

n

&=2ABhA@%J

&:EWhA(;)
S,= S IPP

s=37[mp+mna()]

: n
iepresentan las aberraciones de onda, siendo:

1 ieinn B - )

A =nc¢ 187 = =
h 7 n

En estas ecuaciones n es el indice de refraccién de cada medio, ¢ el 4n-
gulo de incidencia del rayo en el dioptrio, h la altura sobre el eje del punto
de incidencia, H el invariante de Helmholtz: n y o, E el espesor reducido
de Seidel, 7 el radio de curvatura del dioptrio, y s el d4ngulo del rayo con
el eje.

Las aberraciones de rayo vienen dadas por:

Esférica = : 1 -
2 n Y k“
S,
Coma, = ———
2 n E Ok
; : Sy
Astigmatismo = B
nk () ,:.4
Si
Curvatura de Petzval = ————
2 n O k-‘
! i Se
Distorsién = ——
2 n Ok

En las grificas hemos representado los dobletes con una c.ircunferer’lcia,
los cuatriples con un tridngulo y los objetivos Taylor y Tessar por un circu-
lo y un tridngulo negros. :

— 183 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

ESTUDIO DE LA ABERRACION ESFERICA

Al hacer la representacién grafica de la aberracién esférica en funcién

de la expresion
S,

S o [1}
se observa que todos aquellos sistemas cuya incidencia méxima es menor
de 20° determinan una recta que pasa por el origen de coordenadas (gréfi-
ca 1, recta a), y esto sucede independientemente de los valores que tomen
los demds pardmetros.

Para sistemas tales como el Taylor y el Tessar cuya esférica posee 6rde-
nes superiores al tercero, no podemos sobrepasar este limite de 20° si que-
remos que la [I] represente su esférica. Asi los sistemas 59, 76 y 80 cuyas
incidencias maximas son de 31,4°, 27° y 23° respectivamente se apartan
considerablemente de la recta a. Para otros sistemas donde estos términos
son despreciables frente al tercero, la maxima incidencia puede llegar hasta
algo més de 30°.

Hemos podido comprobar, pues, que el angulo de incidencia en las su-
perficies es el parametro que condiciona la validez o invalidez de la suma

1 7 - .
ol AT representar la esférica del sistema.
=My Gy

Una propiedad importante que parece deducirse para los sistemas que
trabajan con incidencias mayores de las indicadas es que las coordenadas:
—S,/2 7', & y esférica, de sistemas que son modificaciones de uno dado
estdn representadas sobre una recta (grafica 2, recta b) que es mds exacta
cuando la abertura y la focal de todos ellos es la misma. Esta afirmacién
es objeto de un trabajo posterior (3).

Esta recta, como puede apreciarse en la grafica, no pasa por el origen
de coordenadas y teniendo en cuenta que tanto la esférica como expresién
[1] se anulan para dngulo de campo cero, deducimos que los sistemas que
no tengan més que aberracién esférica del tercer orden vendrdn represen-
tados sobre una recta que pasa por el origen de coordenadas, mientras que
aquellos que tienen érdenes superiores al tercero anulardn su aberracién
para otro valor distinto del de abscisa cero, pudiéndose sospechar que la
ordenada en el origen nos da la contribucién a la esférica de los términos
de érdenes superiores al tercero.

Para corregir un sistema de esférica serd por tanto mecesario que la
suma tome el valor correspondiente a esférica cero, dado por la gréafica.

ESTUDIO DEL COMA

Paa hacer el estudio de esta aberracién hemos tomado como medida de
la misma la dada por el coma tangencial, que es aproximadamente igual a:

3 h; + h,

Ca— — h

2 P

= ‘-VH.&ES#.‘;J:NH\‘,_ N Tt (TS

SUERTE RN RPN R

el Agner

R A

5

iy
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METODO APROXIMADO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS

donde h,, h; y h, son las alturas de las intersecciones de los tres rayos que-
van del punto de objeto a los bordes superior, inferior y al centro de la
pupila con el plano imagen paraxial, ya que si logramos corregir esta abe--
rracién, con mayor motivo quedard corregido el coma sagital que es una
tercera parte del tangencial.

Al aplicarle al coma la normalizacién dada por Hopkins (2) debemos:
multiplicar la expresién

e [11]

’ ’
2”'7: Gr

por un factor 8 ya que la [II] estd deducida para el coma sagital. De esta:
manera ya nos es valida con nuestra definicién de coma.

Aqui, como en la esférica, la validez de la suma [II] viene condicionada:
por el mismo pardmetro ¢;, pero con la diferencia de que en el coma este-
valor méximo es més preciso. Asi podemos observar (grafica 3) que todos
aquellos sistemas cuyas incidencias maximas no exceden de 20° estdn re-
presentados en la recta a y solamente algunos con incidencias mayores a
éstas vienen a estar situados en esta recta.

Como un sistema en general trabaja con incidencias mayores que estos:
limites, podrfamos pensar que la expresién [II] no nos es de ninguna uti-
lidad.

Sin embargo esto no es asf, pues hemos podido comprobar la linealidad’
que existe entre esta suma y la aberracién que representa, para sistemas-
con iguales caracteristicas (grafica 4, recta b). Por lo tanto, dado un siste-
ma y hallada su suma y aberracién correspondiente, no tenemos mds que
modificar uno de sus radios para tener otra pareja de valores y con estos
dos puntos definida la recta sobre la que se ha de mover el sistema. Esta
no pasa por el origen de coordenadas y el valor que debe tomar la [II]
para que la aberracién se anule es la abscisa del punto de corte de la recta:
con el eje X.

ESTUDIO DEL ASTIGMATISMO, CURVATURA Y DISTORSION

Estas tres aberraciones las hemos tratado simultdneamente por compor--
tarse respecto a sus sumas correspondientes de una manera andloga.

En el astigmatismo su suma
Sy

’n/k c,kg

[II1]

responde de la aberracién hasta que las incidencias no sobrepasan los:
20°. Hasta los 30° la discordancia entre el valor verdadero de la aberracion
vy su suma correspondiente es algo inferior al milimetro y para valores
superiores a éste el valor de la expresién [1II] no nos da ninguna informa--
cién del estado aberrante del sistema (grafica 5).

g5




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Algunos sistemas, en general dobletes (grafica 5, puntos 42, 43, 49, 51,
52) no poseen esta flexibilidad de tener un astigmatismo muy aproxima-
damente igual al valor de su suma, para incidencias hasta de 30°.

La explicacién que damos a este hecho es, que la diferencia existente
entre el valor de la suma y la aberracién correspondiente para cada super-
ficie tenga en todas ellas un mismo signo y por tanto el resultado final
-difiere considerablemente de lo previsto.

En realidad, cuando un sistema tiene varias superficies l6gicamente en
todas ellas esta difedencia no tendrd el mismo signo, conpensdndose unas
-con otras y dando un resultado mas de acuerdo con lo que hemos dicho
-anteriormente.

Esto mismo sucede con las otras dos aberraciones. . :

En la curvatura de imagen hemos tenido en cuenta lo dicho de ella en
la Tesis Doctoral de Félix Merino (4).

Segun este estudio, nosotros debemos trabajar con la curvatura sagital
por tener los instrumentos utilizados aberturas superiores a f:5. Repre-
-sentdndola en funcién de su suma correspondiente.

S, + S,

21 oy
nos encontramos con la misma respuesta que en el astigmatismo (gra-
fica 6).

Los puntos que estdn situados sobre la recta a son todos aquellos que
tienen incidencias hasta 20°; de 20° a 30° hay una discrepancia entre el
valor tedrico y el verdadero, del orden de un milimetro y para valores de &
superiores a 30° el valor de la suma ya no nos da ninguna informacién.

En la distorsién, Hopkins (2) deduce para valor de la suma la expresion

S

2 N o

[1V]

pero como €l la define como diferencia de alturas y nosotros como rela-
cién de alturas en tanto por ciento, tendremos que dividir la [IV] por ¥%.
pero n, ¢ ¥, es el invariante de Hemholtz, luego la [IV] se nos convier-

teen———

2 H
Anilogamente a lo sucedido con las otras dos sumas, todos los siste-
mas cuyas incidencias son menores de 20° estin representados en la rec-
ta a (gréafica 7). Cuando las incidencias méximas ascienden hasta 30° los

sistemas se separan de la linea a viniendo afectadas sus distorsiones por -

un error del orden del 0,5 9, y para incidencias algo mayores que éstas
la dispersiéon no excede en mucho de un 1 9%.

En esta aberraci6n y en el astigmatismo sucede que un sistema cuyas
incidencias tienen un valor tal que su estado aberrante no viene dado por
su suma correspondiente existe una relacién lineal, dentro de este siste-
ma, entre las aberraciones y sus sumas correspondientes para las modi-
ficaciones de un radio, variando esta recta al variar el radio (rectas b y ¢
de las graficas 8 y 9). En la curvatura tenemos una sola recta para las
modificaciones de cualquier radio (grafica 6, recta b).
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RELACIONES QUE LIGAN LAS SUMAS DEL TERCER ORDEN
CON LOS PARAMETROS DE UN SISTEMA

Al estudiar la dependencia existente entre las aberraciones geométri-
cas y las sumas del tercer orden hemos visto que éstas nos representan
a las aberraciones cuando las incidencias en las superficies no sobrepasan
los 20° y para la mayoria de los sistemas sigue esto teniendo validez hasta
los 30°. También hemos visto lo que sucede cuando sobrepasamos este
limite y cémo podemos seguir relaciondndolas linealmente aun cuando las
sumas no nos den directamente el estado aberrante.

Siendo asi que tenemos a cada una de las aberraciones ligadas lineal-
mente con su s sumas correspondientes, nos es de suma utilidad conocer
cémo varian éstas con los pardmetros del sistema.

Estudiando estas expresiones se ve que son funciones de los indices, de
los espesores y de las curvaturas de las superficies.

Existe por tanto una funcién f tal que

S, = f( . - STk dl...dn) [V]

71 1=

que desarrollada en serie de Taylor y tomando solamente el primer tér-
mino nos da:

AS,‘ ] < Si 1 AS) Si
ASI=——A——+...+—A—A—+ Anq+...+A An,+
15 07 n ibem g An, An,
A "‘1 Tn
AS; AS; 1
SN d s = AE VI
A L

Para variaciones muy pequefias de las curvaturas, indices y espesores,
la variacién de la suma puede considerarse como una funcién lineal de
ellos.

Como los sistemas que consideramos en el presente trabajo son todos
muy compactos, podemos en principio prescindir de la influencia de los
espesores.

Los coeficientes, cocientes de incrementos
AS;

A
T’l
se pueden determinar hallando las derivadas de las sumas con respecto
a las curvaturas, o bien, de una manera mas sencilla, modificando uno
a uno los radios del sistema y viendo qué incrementos sufren las sumas
para cada una de esas variaciones.
Cuanto mas pequeiio sea el incremento que le demos a la variable mas
se aproximara la expresién [VI] a ser la diferencial de la [V].
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En cuanto a las derivadas de las S; con respecto a n,, Hopkins (2) hace

un célculo aproximado y da para las S;, S, y S; las expresiones siguientes

3 S,

883

883

=§A2hA (6 5n)
1 n n

If

M
-
(=]
>

=§1BZhA (G Sn)
1

G oM
)

n n

Nosotros, siguiendo un proceso de cdlculo aproximado andlogo al efec-
tuado para deducir estas expresiones hemos obtenido & S, y & S;.

ke

5L s

|

5&=§—W%A@Q

Por otra parte siendo:

A

1 n

P%AFLEE}JﬁL“—E;”
n n T n

(65n oo omn coOmn
n? )_

podemos deducir la variacién de S; con respecto a cada uno de los indices,

es decir:
09, = A% h, ii%ni——l — A% h; = azni
n-iq n;
de donde
6 Sl c'i—l
5 = (A% hi, — A4 h) ne

Andlogamente, para las demds sumas tendremos:

8 SZ
o N

5 S,

-~

on;

58S,

= I

% <Ai_1 Bi_l hi—l s Ai Bi hx) ci;l
n;
= (B’i—:[ hi—l —Bi2 h,’) Gi1
Loeolict o il oins
Tia 'n,”l,_1 7 ,nai

A T

A A
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38, = I ( . — I ) ﬂ_
Tia T; g
& oS, _ ( 1 20 1 ) 1
o N Tia T; N
5 S = B, (B?,»_l Ry, Gi—l/;é N4 L IP =0 73' -1 )+
Ay N Tisa N
B‘ (* o et Om)
A; n? Ny
B3-_1 B3' (oF3 5 n; Bi—] B‘ 5 n;
e
: [( A, ; A, : U " Ai iy A n?

8 S' B3|'_1 B3i ) 5 Bi-—l B,: ) ]_

=L = i, = e ) e L —
= e e s
Una vez conocida la manera de hallar

AS;
A
-

n

=
e

=
S
=)

ya tenemos relacionadas las variaciones que queremos que sufran las su-
mas con las que deben sufrir las curvaturas e indices del sistema.

Esta relacién podremos considerarla como una funcién lineal siempre
que los incrementos que les demos a las variables sean muy pequefios.

METODO DE CORRECCION DE SISTEMAS OPTICOS Y APLICACION
PRACTICA DEL MISMO

La ecuacién

Sl AS; 1 AS; AS;
AS,.=—‘_A — 4+ ...+ — A — An, + ... + — An,
A l 7 A s An, An,
T T

aplicada a las cinco sumas de un sistema éptico nos da la clave para llevar-
lo a su casi total correccién. :

En efecto. De esta manera tenemos formado un sistema de ecuaciones en
el cual los A S; que figuran en el primer miembro son los incrementos que
debtlarén tomar las sumas para que sus aberraciones correspondientes se
anulen.

— 189 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Los A y A n; que figuran en el segundo miembro multiplicando a
los coeﬁc-ien;ces
A S; A S;
)«'
l 3
A -7—‘ A n,

son los incrementos que deben tomar las curvaturas e indices para que el
sistema de ecuaciones se verifique.

Si al resolver el sistema de ecuaciones, las soluciones que nos da para los
incrementos de curvatura e indices exceden de ciertos limites, fuera de los
cuales deja de cumplirse esta aproximacién no podemos exigirle al sistema
de ecuaciones que en una sola etapa de trabajo nos corrija todas las aberra-
ciones. En tal caso habremos de tomar como solucién una fraccién de ella
con 1o cual el sistema no queda corregido, pero si rebajadas sus aberra-
ciones en esta fraccién de su valor.

Al objeto de poder estudiar la validez prictica de esta aproximacién,
hemos aplicado. estos métodos de célculo a la correccién de un objetivo foto-
grafico Tessar de abertura f/3,5 focal 100 mm y dngulo de campo 50°.

Los datos de partida se han tomado de Chretien (5) modificando ligera-
mente los radios y espesores y totalmente los vidrios.

Estos son:
Radios d Vidrios Indices Dispersiones
29
4 LAK 7 1,654 58,26
o0
4
— 59
1,8 F 3 1,617 36,72
26
5,8
150
2 i K5 1,625 59,47
27
5 F 12 1,622 36,19
— 41

El \diafragma estd colocado a 3 mm y 2,8 mm de la segunda y tercera
lente respectivamente. .

Antes de formar el sistema de ecuaciones hemos reducido mediante una
exploracién paraxial las incidencias méximas a 30° y lo hemos dejado en
focal 100 mm. ' i

Para ello se ha efectuado una marcha paraxial a altura 14,3 que ha
dado una focal de 75 mm. Esta focal la hemos alargado reduciendo la po-
tencia de la primera lente a la mitad de su valor, con lo cual reducimos si-
multdneamente la incidencia fuerte de la primera superficie. Para facilidad
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de los cdlculos serd sustituido previamente el valor infinito de la segunda
superficie por un valor finito, lo suficientemente grande, — 250 mm, para
que la superficie siga siendo pricticamente plana. En la segunda lente tam-
bién hemos reducido su convergencia para rebajar las incidencias en las
dos superficies.

Con estas modificaciones los cuatro primeros radios han pasado a tomar-
los valores

7 =0T 7, = — 500 3 = — 70 7, = 40

|9 Repitiendo la marcha paraxial con estos nuevos datos se ha obtenido
'8 una focal corta, 92,7 mm, y &ngulos de incidencia grandes en las dos tlti-
; mas superficies. Todo esto se ha corregido ddndole al pendltimo radio el
| valor 41 mm, con lo que la focal ha pasado a ser de 104,2 mm.

Al calcularle a este sistema sus aberraciones y sumas correspondientes:
ha dado los valores siguientes:

Esférica = — 0,1427

Coma = — 0,0720
Astigmatismo = 6,6557
Curvatura Sagital = — 5,6977

Distorsiéon = 2,48 9,

y los valores de las sumas del tercer orden normalizadas son:

— i— = — 2,4916
N o
#- = — 11,1208
2 n S
—,Sa, — = 7,0050
Ny oy
oo _S?_ﬁ &6 7608
2 1y oy

S
50 —— = 2,5358
H

El astigmatismo, curvatyra y distorsién se corresponden con las sumas.
S Si + 8 S
3 3 4 50 5

’ ’a
N, 03 : 2 1% o H

respectivamente.
La esférica y el coma no vienen dadas por

S, 30,
20 o 2N ay
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pero si existe una correspondencia lineal con estas sumas, como puede ver-
-se en las gréﬁcas 2 4 en las cuales la esférica se anula para un valor de
-su suma igual a —2,7 y el coma para el valor de su suma igual a 3 apro-
ximadamente.

Una vez conocidos los valores de estas sumas y las O'I‘aflC&S que las re-
presentan en funcién de las aberraciones, facilmente se ve qué incrementos
«deben tomar para que el sistema quede COI’I’ef’ldO Estos son:

A (—b—l—) = 01016
2“‘]:67.“
=4
A(2n;\67_)
A( L
nkcy,
I
A( S; +S) 6 |
le
S
LS5
A( 11) g

Para calcular los incrementos de curvatura hemos dado a los radios
-variaciones algo menores de un 10 9, de su valor mientras las aberraciones
‘han sido grandes frente a sus tolerancias rebajandose a un 5 9% cuando
-éstas se aproximan a este valor limite.

Basandose en estos criterios generales hemos hallado los incrementos
-de curvatura tomando como incremento de sus radios la parte entera que
«queda de dividir su valor por diez.

A ( ! ) = — 0,0009524 A (%) = 0,0001132

T 2

A ( : ) = (,0009524 A ( ] ) = — 0,0017442
T : Ty
1 1

A ( = ) = — 0,0004939 A ( = ) = — 0,0016629
5 6.

A (—rl—) = 0,0016629

7
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Tagra I
: S S. S S;+S S;
: A(—— 1) A(:) A(F) A(—' ) 50 ——
et R0 24,2 2 H
: 1 1 1 1
) ) AT SE )
5 T T T T 7
¢ = 1 |—1863,9359 71,0621 —1180,7598 619,1577 —635,6925
e 780,7923 —27,0009 195,6078 —126,2668 109,5442
1 = 3 |—1227,6368 —24,6108 —244,9685 136,6771 —38,2339
1 = 4 |—4405,4132 118,4136 —491,6792 226,0952 1334,7568
1 =5 | —841,1488 69,9188 —97,0316 103,6748 57,6940
1= 6| —410,5950 26,0647 35,5763 15,2624 —14,7633
1 =T | 24829167 17,0446 997,9617 —631,6825 —87,7951
| Los términos correspondientes a los indices son:
A Esf A Coma A Astg A C. Sag A Dist
A n, An An; An; A mn;
n, =2 | —0,1134 0,4395 —1,5394 4,765 1,916
n = 4 0,3915 0,273 0,211 —12,034 —0,133
n, = 6| —4,813 0,762 1,688 —6,11 - —0,892
i = 1,4398 0,962 —2,681 14,843 0,582

En el valor de la expresion & S;/8 n; se ha prescindido del primer su-
mando por ser muy inferior al segundo.

Dado el estado aberrante del sistema, se comprende que la modificacion
de los indices vaya encaminada a corregir el astigmatismo y la curvatura,
lo cual s6lo es posible en este sistema incrementando negativamente el in-
dice de la segunda lente, ya que los otros indices no pueden sufrir la modi-
ficacion en el sentido que exige el sistema.

Un valor que nos ha parecido apropiado para este incremento es
An, = — 0,04. '

La solucién completa del sistema no se ha hecho resolviéndolo: teérica-
mente sino dando a los incrementos de curvatura valores que favorecen la
anulacién de las sumas y por otra parte no introduzcan incidencias gran-
des en las superficies.

Estos son:

rn = 35 r, = — 500 ry = — 67 T, = 3
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Con estos nuevos radios y la modificacién del indice tenemos para valor
de las sumas:

S
— = — 2,367
~nk 01
S,
?.’I”bk (O
S
= 469
Ny Gy
SiailS
—-—3—,+ = o
D o
S;
50 = — 0,577
H

Volviendo a formar otra vez el sistema de ecuaciones a partir de estos:
resultados como datos, hemos obtenido los coeficientes dados en la tabla IE
tomando como incrementos de curvatura los siguientes:

A ( L ) — _0,0022557 A (-]—) — 0,0012267
T T3
1 1 .
A (T) — _0,0022557 A —— = 0,0006060
4 5
1 1
A ( - ) — —0.0010591 A (7—) — 0,0019793
6 7
Tara II

S S S S;+S S
sp) ol elE) ab5n) sl
2 lez 2 G/k G/ka A 2 0',];,2 A 50 II

el ol b bl ]

t = 1 1—1551,9737 102,9842 17,9763 3,6602 —162,6764
1 = 3 |—1452,4973 —T77,2267 680,1083 —370,9791 —175,7292
1 =4 708,7741 —52,0707 —171,5073 113,2301 42 5990
1= 5| —R8,56592 —33,6068 376,0929 —212,3584 45,9267
1 = 6| —104,5959 2,0752 111,1509 —37,9724 12,1928
1=T7| 1416,2622 84,9581 136,1415 74,6323 —103,8630
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En la resolucién de este sistema hemos seguido un criterio andlogo
al anterior, es decir, el valor de los nuevos radios se ha dado sin necesi-
dad de resolver el sistema, teniendo en cuenta Unicamente los valores de
las sumas que queremos anular y el valor de los coeficientes de las in-
cognitas.

Cuanto menor sea el numero de los radios modificados y el valor de esta
modificacién, tanto més podremos asegurar el resultado previsto.

Nosotros hemos dejado sin modificar los radios de la primera lente ya
que la influencia que ejercen respecto al astigmatismo y ecurvatura es pe-
queiia comparada con la de los demds radios.

Los coeficientes de la segunda superficie no se han calculado pues no
queremos modificar su primitivo valor que la hace practicamente plana.

Las soluciones que tomamos nos dan para valores de los nuevos radios:

r5=—>52 r=44 r, = — 115 1 = 64 r, = —41

5

Las sumas que se corresponden con estos radios son:

S
— = — 1,319
2y o’
S,
A = 1517
21 (e
S %
——— = — 0,667
Ny Gy
S
= _Lﬂ = — 2,529
&Ny Gy
S;
50 = — 0,431
H

Como estas sumas son todavia grandes, hemos vuelto a formar otro
sistema con los siguientes incrementos de curvatura

=

>
e —
-
CHR =
SN~—
Il

— 0,0007937 0,0007122

1

A (=) = — o.0009881 s (=) = o.0002923
4 5
1 1

A (=) = — 0,0004735 A (=) = o,0005807

que nos da la tabla III.
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Tasra III
) el sl al-5E) aleg)
Nl— A Al— 50
. ( o . 2’ L% R o & H
1l 1 1 1 1
“chplevany prady prasEes
T, T 7, T; T
2 = 1| —679,1410 42,3019 307,1572 —21,0922 —14,4576
2 = 8 |—1456,6411 —217,0143 845,11561 —443,5702 — 77,8818
i 555,0438 —13,4690 —369,6732 06,8597 44,1396
29— 5l —3AN(TDD —66,1769 4820318 —253,5145 44 6397
1= 6| —187,2663 —1,8437 133,7981 —49,4479 12,2232
=i 1360,5450 113,8088 —272,2803 110,6833 —99,5431

Los incrementos de curvatura que hemos tomado como solucién de este
sistema nos dan los siguientes valores para los nuevos radios

o= 3%

T

= 40

1= D52

Las sumas que se corresponden con esta solucién son

S
— = — 1,828
2 My o
S»
= 0,578
D e
S
= — 0,581
77“’7: r-T,I.::l
S, + S,
— = 2,365
2 n’k G’k2
Sy
50 = — 0,759
H

Para reducir todavia mds estos valores, hemos vuelto a formar otro sis-
tema de ecuaciones con los datos de la tabla IV calculados con los siguien-
tes incrementos de curvatura.

A (—lT—) — 0,000947

1

A (-
T3

) = 0,0010489
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(5

= — 0,0011905

=

A 0,0003623

9

|
=)
A ( 75) = — 0,0006532
=

‘ -

i -

A

Il

0,0011344

77

Tasra IV

o b algn) el i)
A (26,’: A 73 A 2 A {50 7

2
1 1 1 il 1
e o) e e ) el

T T 7 Ti7 7
1= 1| —643,8169 35,6649 272,6348 —99,4422 —167,6463
)= 5 1235,6329 —112,0855 712,8884 —375,6765 —77,5225
=4 413,1385 —11,9755 —312,2675 177,8440 43,4157
=5 230,8589 —63,8476 391,0800 —210,6517 48,4223
1= 6| —105,40056 —1,9772 114,5707 —43,1937 13,3144
0= 1105,4246 106,9637 —210,1033 93,3991 —104,3864

Dado que la correccién simultdnea de astigmatismo y curvatura es préc-
ticamente imposible, hemos optado por corregir la curvatura ya que el as-
tigmatismo se refiere solamente a un pincel infinitesimal del rayo principal
y la corrreccién de la curvatura es esencial en un objetivo fotografico.

Prescindiendo de la aberracién esférica hemos intentado corregir la
curvatura haciendo que el resto de las aberraciones no alteren su valor.
Esto nos ha llevado a modificar los radios 73, 7, y 75 que han pasado a valer

r, = — 47,3

r, = 36,4

r, = — 104,5

Con estos nuevos radios hemos hallado la suma correspondiente a la

esférica que nos da

S,
2 ?’L'k O'Ikz

= 5,2993

extraordinariamente grande .y que corregimos con el ultimo radio.
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Los radios finales son, pues,

T —02 r, = — 500 Ty = — 47,3
e = LS T — 98,2
Con estos valores las sumas valen
Si i
o e e e 2,9‘91
25 o
S,
——— = (,4547
2 Ny Gy
Ss
— = — 2321
Qo
S, + S
Lt B 2 1958
o

Ss

50

= 0,096

Las marchas de comprobacién nos dan

Esférica, = 0,451
Coma = — 0,033
Astigmatismo = — 2,27
Curvatura sagital = — 0,742
Distorsion = — 0,2159%

Mediante un compromiso entre los radios 7, y 7, se pueden disminuir

todavia mas estos valores.

Como puede verse, mediante sucesivas etapas de trabajo, y con marchas
paraxiales, se ha logrado ir reduciendo poco a poco todas las aberraciones,

lo cual nos afirma en nuestro propdésito.

CONCLUSIONES

A la vista de los resultados obtenidos con nuestro trabajo, obtenemos

las siguientes conclusiones:

1.2 Nuestro primer propésito de dar generalidad a los resultados del
trabajo indicado (1) se ha logrado plenamente ya que hemos utilizado sis-
temas de muy diversos tipos y con distintas condiciones de trabajo, como
se indica en la pigina 5 y en todas las aberraciones se ha encontrado una
relacién lineal entre la aberracién calculada trigonométricamente y la co-

rrespondiente suma de Seidel del tercer orden.
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r, = 36,4

— 34,5
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2.2 Se ha estudiado el factor de normalizacién

1

’ 239
gnkck

que propone H. H. Hopkins para la suma S, de Seidel encontrando que me-
diante él1 puede obtenerse la aberracién esférica de cualquier sistema, si se
conoce la suma S;, y esto para todas las aberturas que no excedan de cierto
limite. El pardmetro que determina este limite es el 4ngulo de incidencia
el rayo que pasa por el borde de la pupila, sin que intervengan de mane-
ra apreciable los radios de curvatura, alturas de incidencia, ni los dngulos
«del rayo con el eje.

3.> Se ha estudiado el valor méximo que puede tener el angulo de in-
cidencia en los diferentes sistemas, de modo que siga cumpliéndose con
suficiente exactitud la férmula normalizada de la aberracién estérica, en-
contrando que en sistemas como el Tessar y Taylor en los que, segin la
literatura, existen 6rdenes elevados en la aberracién esférica, este valor
méximo se encuentra en los 20°. En los restantes sistemas estudiados pue-
den aumentarse las incidencias hasta 30°.

"4.* Para valores del 4ngulo de incidencia comprendidos entre 20° y 30°
en los sistemas en que no se cumple la f6rmula mencionada se ha encon-
trado sin embargo que existe una relaci6n lineal entre la aberracién esfé-
rica y la suma S, del tercer orden. Esta recta ya no es vélida con cardcter
general, sino que depende del formato del sistema y de sus condiciones de
trabajo.

Determinada esta recta mediante dos puntos para los que se calculan la
aberracién y la suma S;, basta ir modificando los radios de curvatura de
las superficies hasta obtener el valor de S; al que segin la recta correspon-
de esférica cero. El sistema queda entonces practicamente corregido.

5. En el coma se ha encontrado un comportamiento andlogo a la abe-
rracién esférica. Multiplicando la suma S, de Seidel por el factor

3
D
Ny 6

puede obtenerse el coma para cualquier sistema y diferentes condiciones
de campo y abertura siempre que los dngulos de incidencia no sobrepasen
-de cierto limite. Al igual que en la esférica el dngulo de incidencia es el pa-
rametro que tiene influencia decisiva, sin que influyan apreciablemente los
demds (4ngulo de campo, alturas, radios, etc.). El valor miximo de dicho
pardmetro se ha encontrado ser para el coma de 20° en todos los sistemas
estudiados.

6.* Para angulos de incidencia comprendidos entre 20° y 30° el coma
no viene dado directamente por una férmula valida universalmente para
todo sistema; pero, como en la aberracién esférica, para cada forma de sis-
‘tema y condiciones de trabajo se obtiene, al variar los radios de curvatura.
una relacién lineal entre el coma y la suma S,.
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7.* En el astigmatismo, curvatura de imagen y distorsién se obtienen
las aberraciones para cualquier sistema multiplicando las sumas S,;, S;+S,
y S; respectivamente por los factores

1 1 1

Ny 67 2G50 2H

Estas férmulas son vélidas mientras los 4ngulos de incidencia no excedem
de 20°.

8.2 Por encima de este valor, a diferencia de la esférica y el coma, no
se ha encontrado una relacién lineal entre la aberracién y su correspon-
diente suma de Seidel, a menos que se varie Ginicamente un radio de cur-
vatura.

9.* Para corregir un sistema proponemos el siguiente método:

a) -Partiendo del anteproyecto realizado, de modo que las incidencias
no excedan de 30°, se calculan las aberraciones y las sumas del tercer or-
den, y se multiplican éstas por sus respectivos factores de normalizacién.
Si en el gstigmatismo, curvatura y distorsién no se obtiene de esta: forma
un valor suficientemente parecido a la aberracién ya calculada, deben redu-
cirse las incidencias, ya que el limite de 30° no es un valor rigurosamente
exacto.

b) Seguidamente se calculan la aberracién esférica y el coma. Si las
sumas S; y S, multiplicadas por sus correspondientes factores no nos dan
el valor de la aberracién, se modifican los radios de curvatura, con lo que
obtenemos un nuevo valor de las sumas y de las aberraciones, y por lo
tanto dos puntos que nos determinan las rectas antes mencionadas.

¢) Conocidos ya los valores que han de tener las sumas para que el
sistema quede corregido formamos el cuadro de valores de las derivadas
de cada suma respecto a cada uno de los pardmetros del sistema cuya va-
riacién sea admisible en la practica. La forma préctica de obtener estas
derivadas es mediante un cociente de incrementos. El incremento del pa-
rdmetro que se varia en cada caso se puede tomar igual al 10 % de su
valor cuando estamos lejos de la correccién, debiendo reducirse al 5 9% en
etapas posteriores.

d) El sistema de ecuaciones incrementales asi formado no interesa re-
solverlo mateméaticamente, pues de ordinario conduce a incrementos tan
grandes de las variables que quedan fuera de valores admisibles. Como
norma préctica se deben modificar solamente tres o cuatro pardmetros eli-
giéndolos de tal manera, segin los valores de las derivadas que el valor de
las sumas de Seidel se aproxime al correspondiente a una aberracién nula.

Repitiendo este procedimiento en varias etapas se llega hasta reducir
las aberraciones por debajo del limite de tolerancia.

Si el niimero de pardmetros variables es reducido, no serd posible en
general corregir simultdneamente todas las aberraciones ; en este caso deben

elegirse las que en cada caso tengan mayor importancia, renunciando a
llevar las otras a cero.
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Mediante este procedimiento hemos llevado al sistema hasta su casi to--
tal correcci6n inicamente con férmulas paraxiales; bastarian ahora los re--
toques de afino donde, por ser ya muy pequefias las variaciones de los pa--
rametros, la linealidad es completa.
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DIFUSION TERMICA EN LAS MEZCLAS MULTICOMPONENTES
por

J. M. Savir6N y D. GonzALEZ

ESTADO DE LA CUESTION

En el empleo de las columnas de Clusius-Dickel para la separacién o
enriquecimiento de uno de los isétopos de una mezcla multicomponente se
presentan dos problemas fundamentales: De una parte, el disefio de colum-
nas con, factores de separaci6n y condiciones de trabajo preestablecidas; de
ofra, el conocimiento de las distribuciones de los diversos componentes iso-
tépicos a lo largo de la instalacién disefiada.

En los referente al primedo de los aspectos citados, es evidente que el
procedimiento que se utiliza para la previsién del comportamiento de una
instalacién, debe ser consecuencia de las teorias que describen el fenémeno.
Varios han sido los autores que han dado tratamientos teéricos de diversos
aspectos, del problema. Bardeen®, Debye” y Majumdar® han estudiado la
aproximacién al equilibrio. Jensen” y R. C. Jones® han esbozado descrip-
ciones mds completas de las particularidades del mismo.

El primer andlisis completo del comportamiento y operacién de las co-
lumnas de difusién térmica, estd contenido en el trabajo fundamental de
Jones y Furry'. En él se tratan, junto con las caracteristicas fisicas del fe-
némeno, los problemas del disefio de grandes instalaciones de separacién
y se analizan detenidamente los tipos de operacién usados en la préctica,
con consideraciones relativas a la eficiencia de los mismos.

Un andlisis de este tipo, encaminado solamente al disefio- de grandes
instalaciones de separacién, ha sido realizado por Cohen®™ como extensién
al fenémeno de difusi6n térmica de una formulacién general valida para
todos los procesos de separacién®. :

Los tratamientos dados parten de un modelo molecular sencillo para
describir el comportamiento del gas en la columna. Jones y Furry supu-
sieron una interaccién maxwelliana para las moléculas del gas. Posterior-
mente sus tratamientos han sido ampliados a otros casos del modelo po-
tencial®*%%° y al modelo de Lennard-Jones (12-6).

En general, se han hallado siempre grandes discrepancias entre las pre-
dicciones tedricas y los resultados experimentales. Hoy se acepta, general-
mente, que el simple auxilio de la teoria es insuficiente para la prediccién
de la operacién de la columna¥, al menos dentro de un considerable mar-
gen de error’®, aunque algunos aspectos de aquélla den una excelente coinci-
dencia cualitativa con la, experiencia.
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Respecto a la segunda parte de los dos aspectos citados, referente al
conocimiento de las distribuciones de masas en una mezcla multicompo-
nente a lo largo de la instalacién de separacién, fue Clusius™ quien, a par-
tir de una sencilla teoria fenomenoldgica, obtuvo los primeros resultados
que interpretaban las distribuciones isotépicas en una columna de separa-
cién. En principio, sus resultados eran aplicables tnicamente a instalacio-
nes en las cuales uno de los extremos estaba unido a un gran reservorio,
que aseguraba en aquel punto la constancia de las concentraciones. Otro
dispositivo experimental que ukilizaba exclisivamente una coplumna de
separaci6n cerrada por ambos extremos, fue tratado, sobre las mismas
bases teéricas, por Schumacher®. El estudio estd extendido solamente al
caso de una mezcla ternaria y da resultados concluyentes en la separacién
del isétopo medio. Este andlisis fue posteriormente utilizado con éxito, en
la fase previa de enriquecimiento para la separaci6n del isétopo escaso *Ne®.

Posteriormente®, se ha dado un método para el tratamiento de mezclas
isotépicas multicomponentes, en los dos tipos de instalaciones citadas an-
teriormente. La formulacién matemdtica del problema es compleja y re-
quiere un método de cadlculo numérico para la obtencién de resultados. No
existen, hasta el momento comprobaciones experimentales del mismo, ni
se han estudiado las posibilidades del método para el enriquecimiento o
separacion de los is6topos intermedios en una mezcla multicomponente.

NUESTRO PROPOSITO

Refiriéndose al primero de los aspectos citados antes, nos proponemos
estudiar experimentalmente en este trabajo alguna de las particularidades
de la teoria, especialmente, las relacionadas con las variaciones de la sepa-
raci6én méxima y de la presién Gptima de separacién con la temperatura.
El estudio de estas magnitudes estd orientado a obtener de la teoria la ma-
xima informacién posible, con el fin de disefiar y predecir las operaciones
de las instalaciones de separacién.

En la segunda parte de esta memoria se estudiard el comportamiento
de las mezclas miultiples, en instalaciones de separaci6n, dedicando espe-
cial atencién al problema del enriquecimiento de is6topos de masa interme-
dia existentes en la mezcla isot6pica. En especial, estamos interesados en
la separaci6n del *Kr.
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DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES

1) ESTUDIO EXPERIMENTAL DEL COMPORTAMIENTO PREDICHO POR
LA TEORIA PARA COLUMNAS DE CLUSIUS-DICKEL

1-a) Introduccién

En una mezcla binaria la expresién del transporte hacia la parte supe-
rior del tubo, de una de las dos especies moleculares presentes en la mezcla,
viene dada por:

9 Y1
7=H vy (1 —vy)— (K. +K,) > (101)
en que
iHE— S K — K K — K4 (102)
&
e 2T ( 20 g ) o
6! n 1
2 ; 3 2
Ko = _”< 2 -"_1) s (103)
9! v D /.

K? = 27 (o Dy 12

donde 7y, 7, T; y T, son los radios y temperaturas de las paredes fria y ca-
liente respectivamente, v, es la fraccién molar del componente 1 y z la
coordenada seguin el eje de la columna. Las magnitudes h’, k. y ki o “fac-
tores de forma”, dependen exclusivamente de las dimensiones gométricas
de la columna y de la razén entre las temperaturas de la pared fria y calien-
te. Esta dependencia es diferente segin sea el modelo molecular que descri-
ba el comportamiento del gas en la columna. Los referidos factores de for-
ma son correcciones multiplicativas a los coeficientes de transporte H°, K.
y K, correspondientes al caso plano ideal de Furry y Jones®, y tienen en
cuenta la cilindricidad de la columna.

La ecuacién (101) describe las particularidades del fenémeno, presién
Optima, tiempo de equilibrio, etc., para algunas de ellas, de manera cuali-
lativamente correcta. .

La relacién entre los coeficientes de transporte, longitud de la columna
y el factor maximo de separacién entre las dos especies moleculares, puede
deducirse sencillamente de la expresién (101) por integracién a lo largo
de la columna, suponiendo previamente la condicién de transporte estacio-
nario, -, = 0. Se obtiene:

HL
£ Kc + I{d

=005

IS0 — > (104)
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en que, como de ordinario, Q. viene definido por:

(Yl/ Y2)4
('1’1/ Yo)s

donde los subindices A y B indican que las concentraciones estdn medidas
en los extremos superior e inferior de la columna.

De la simple inspeccién de las (103), puede verse inmediatamente que
los coeficientes de transporte dependen de la presién segin expresiones que
resultan ser:

Qe = (105)’

H=Hp K, = K/ p* K, = K; p° (106)

con lo cual la dependencia del factor de separacién con la presién toma la
forma

In Q % (107)
n o — 1
12 b-‘—p‘
con
SRl e o
a = K p = o P (

De (107) se obtienen, sencillamente, las condiciones para la obtencién
de la presién éptima y el factor maxiom de separacién que le corresponde.
En funcién de los coeficientes de transporte son:

K, \
Puax = D= ( K ) P (109&)

i g HL
n QMAX = BYRIE = ) (I(d Kc)l/z 2 (109b)

La sustitucién de las expresiones (102) y (103) en las (109a) y (109b) per-
miten la obtencién de las expresiones que utilizaremos en la practica:

720 T n D :
it o ( = ,ﬁ) \/ ;fd, (110a)
( | f 1 Ve
i W9l o L W
o : b 110b
n QN MAX 2 : G ! 7,1 A/ kc/ I{dl ( )

Puede observarse que las dos magnitudes anteriores pueden obtenerse
directamente a partir de un conocimiento experimental o teérico de los coe-
ficientes de viscosidad, », difusién ordinaria, D,,, densidad del gas, o, y de
la constante o, de difusién térmica. Los subindices 1 en los paréntesis indi-

can que las magnitudes que se hallan en su interior deben evaluarse a la
temperatura de la pared fria.

e il :lemnxiwﬂ
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DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES

Los factores de forma, que como habiamos indicado dependen de las:
relaciones 7,/r;, T,/T, y del modelo molecular empleado para la descripcién
del gas, se calculan tedéricamente.

El modelo de interaccién potencial F = kr™ es particularmente apro-
piado para el cdlculo de los factores de forma. Estos han sido cal-
culados®®*%° en los casos limites n = 1, n = 0,5 y para algunos indices
de viscosidad intermedios.

También existen tabulaciones de las citadas magnitudes para el modelo.
Lennard-Jones (12-6)".

I-b) Montaje experimental

La columna utilizada, construida en nuestros laboratorios, es de hilo.
caliente, siendo sus caracteristicas:

Longitud de la columna ... ... ... ... ... ... 3.000 mm.
Didmetro del tubo interior ... ... ... .2 ... ... 98 mm.
Didmetrotdelthiloss 5o T e 0.4 mm.
Hilegempleadosimion o = s Nicrothal

Vidrio Pyrex

El hilo se mantiene a la temperatura de trabajo mediante caldeo con-
corriente eléctrica estabilizada en alterna, rectificada y filtrada.

La temperatura del hilo se calcula por su dilataci6n®, a partir de la
expresién :

L = Ly (1+1406 x 106+ 3'944 x 10~°¢?) (111):

El tubo interior, la pared fria, se mantiene a una temperatura de 292°K,
refrigerando con agua filtrada en circuito cerrado.

El resto de detalles de construccién puede apreciarse en la Fig. 1.

La instalacién completa lleva un sistema convencional de alto vacfo..
con lo que se consigue trabajar en Gptimas condiciones de pureza de gases.

El manejo del gas se realiza mediante nitrégeno liquido, CO, sélido y car--
bén activo. Un esquema de la instalacién se muestra en la Fig. 2.

El gas utilizado, kripton natural, es de pureza espectroscépica, suminis--
trado por “L’Air Liquide”. Su composicién isotépica es:

Kr SKr 2Kr ®Kr #Kr SKr
0,35 2 11,56 11,55 56,90 17,37

l-¢) Método de irabajo

En la determinacién experimental de la presién y factor de separacién:
maximos, para las diferentes temperaturas del hilo, hemos procedido de-
la siguiente manera:
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¥ic. 2. — Esquema de la instalacién, de alto vacio, que hemos empleado en todas las ope-
raciones que se han realizado en este trabajo.
1.0s rectdngulos seiialados por lineas punteadas indican las tomas de muestras que se han
utilizado en la parte II, apartado II-b).

Se llena la columna con Kr natural, conectdndose a continuacién la
calefaccion y la refrigeracién. Se ajusta aquélla hasta que se alcance la
temperatura de trabajo. Hecho esto, se procura establecer una presi6n de
600 mm. Hg, aproximadamente, en caliente, superior a la prevista para el
maximo de separacién. Transcurridos quince minutos se cierra la llave
del manémetro y se deja la columna en operacién durante veinticuatro
horas. El tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario es de die-
ciséis horas y dejamos un margen de seguridad de ocho horas. Al cabo de
este tiempo se sacan muestras de los extremos superior e inferior de la
columna. Ambas extracciones se realizan simultineamente.
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Se desconecta la calefaccion y se remezcla el gas de la columna con Kr-

natural del reservorio. Una vez hecho esto, se procede a establecer una:
nueva presién de acuerdo con lo descrito en parrafos anteriores.

Estas operaciones se realizan unas cinco o seis veces, a intervalos de-
crecientes de presion, siendo la ultima presi6n de unos 200 mm. Hg. Con
ello aseguramos el que la presién correspondiente al maximo de separacién:
quede dentro de los intervalos de medida.

1-d) Andlisis

Todos los andlisis de muestras tomadas en la columna se han realiza--
do en un Espectrémetro de Masas, de sector magnético de 90°, diseiiado:
y construido en los Laboratorios de la Catedra de Optica de la Facultad!
de Ciencias de la Universidad de Zaragoza’. ;

La entrada de gas en la camara de ionizacién se realiza en condiciones:
de flujo molecular. La energia de los electrones de ionizacién es de 45 eV.

El registro de los picos correspondientes a cada isétopo se efecta gra--
ficamente, mediante un registrador HoNeyweLL conectado a la salida del
amplificador de iones. ¢

Las abundancias isot6épicas son proporcionales a las alturas de los pi-
cos, por lo que la medida de éstos en cada espectrograma nos permite co-
nocer la concentracién isotépica de la mezcla.

I-e) Cdlculo de la presién éptima y factor mdximo de separacién

Las concenfraciones v; y v; de una pareja de is6topos, medidas en las:
partes alta y baja de la columna permiten el cdlculo del factor de separa-
cién. Este se define como en (105).

ng = (‘ﬁ/ 'Yi)A
(Ti/ 'Y;‘)B
Segun (203) In (1-, definido segun:
ln 62\' = mi + mj ln Gij
m; — m;

es constante para cualquier ¢, § (2 5= j). Esta constancia nos permite juzgar-
la bondad del andlisis espectrométrico y de la muestra, pues su violacién:
indica la existencia de errores producidos por inestabilidad en los equipos:
o cualquier anormalidad surgida durante el proceso de separacién, En.

especial, hemos observado una falta de constancia en el In Q,, cuando,
por alguna causa, habia entrado aire en la columna de separacién,

Se han rechazado todas las muestras en las que los In 0y, para cada:
pareja, de is6topos, han discrepado entre si en mds de un 1 %.

Si representamos p®/In Qy en ordenadas y p* (atm.?) en abcisas (107),
es una recta para cada temperatura del hilo. Los valores de a y b se calcu-
lan ajustando la recta por minimos cuadrados.
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El factor méximo de separacion se obtiene, analiticamente, cuando
b = p*, resultando (109 b). La presién correspondiente a este mdximo de
separacién serd puux = b/

Para todas las temperaturas hemos calculado los errores de a y b.

I-f) Resultados experimentales

Hemos realizado diferentes operaciones de separacién siempre alcan-
zando el estado estacionario, con diferentes temperaturas (para un mismo
hilo) y para cada temperatura una serie de muestras en un amplio rango
de presiones, segin el procedimiento operatorio indicado en I-c).

A contfinuacién exponemos los resultados experimentales, especifican-
do el radio del hilo, las temperaturas y las presiones a que se han reali-
zado las muestras.

TABLA I
T, = 600° K
7, = 0.20 mm. 8Kr 80Ky #Kr 8Ky SKr 8K
p = 427 mm. Hg
Alto 0.0314 0.1360 0.1250 0.5629 0.1447
Bajo 0.0180 0.1037 0.1099 0.5747 0.1938
0,/86 2.3397 1.7571 1.5230 1.3115
In EN = 23.4848 p? (atm)/In EN = 0.0137 p* (atm)=0.099
p = 356 mm. Hg
Alto 0.0327 0.1387 0.1260 0.5624 0.1402
Bajo 0.0177 0.1030 0.1098 0.5744 0.1950
0./86 ; 2.5699 1.8735 1.5958 1.3619
In Q, = 26.2669 p? (atm)/In Q, = 0.0084 p* (atm)=0.048
p = 342 mm. Hg :
Alto 0.0327 0.1392 0.1259 0.5626 0.1396
Bajo 0.0172 0.1022 0.1084 0.5747 0.1975
Q,/86 2.6883 1.9262 1.6423 1.3847
In 0, = 27.6264 p? (atm)/In Q,, = 0.0073 p* (atm)=0.041
p = 321 mm. Hg
Alto 0.0311 0.1362 0.1245 0.5642 0.1441
Bajo : 0.0164 0.0991 0.1082 0.5743 0.2021
Q./86 2.6635 1.9271 1.6140 1.3779
In (—);\. = 27.2173 p?* (atm)/In 63, = 0.0065 p* (atm)=0.032
p = 200 mm. Hg
Alto 0.0285 0.1292 0.1207 0.5697 0.1519
Bajo 0.0180 0.1035 0.1078 0.5773 0.1934
Q,/86 2.0139 1.5880 1.4245 1.2557
In 6\ = 19.5197 p? (atm)/In EN = 0.0036 p* (atm)=0.005
¢ =102732 + 0.78 b = 0.0335 + 0.007 InQ,, =28.0777 p = 0428
— 211 —
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TABLA II
1
T, = 700 K
5 K SOKp 2K SBKp 8K S6Kp -
r, = 0.20 mm. Y
p =431 mm. Hg
Alto 0.0346 0.1435 0.1276 0.5602 0.1340 8
Bajo 0.0156 0.0973 0.1068 0.5734 0.2069
0./86 3.4308 2.2775 1.8467 1.5090
In 6_\. = 34.5513 p? (atm)/In 61\. = 0.0092 p* (atm)=0.103
p = 400 mm. Hg
Alto 0.0357 0.1452 0.1281 0.5591 0.1318
Bajo 0.0148 0.0952 0.1058 0.5745 0.2097
0./86 3.8359 2.4274 1.9258 1.5485
InQ, = 37.1318 p? (atm)/In Q. = 0.0075 p* (atm)=0.077
p = 360 mm. Hg
Alto 0.0365 0.1469 0.1285 0.5596 0.1285
Bajo 0.0144 0.0941 0.1049 0.5753 0.2114
0,/86 4.1750 2.5676 2.0154 1.6003
In E;\. = 39.6476 p? (atm)/In a\. = 0.0056 p* (atm)=0.050 i
p = 314 mm. Hg
Alto 0.0373 0.1478 0.1289 0.5587 0.1272
Bajo 0.0142 0.0936 0.1044 0.5745 0.2134
€./86 4.3946 2.6511 2.0716 1.6316
In Ex = 41.1365 p? (atm)/In 6_\. = 0.0041 p* (atm)=0.029
p = 200 mm. Hg
Alto 0.0357 0.1497 0.1267 0.5559 0.1319
Bajo 0.0181 0.1048 0.1102 0.5737 0.1931
0,/86 2.8955 2.0915 1.6836 1.4192
In Q, = 29.8780 p? (atm)/In Q,, = 0.0023 p* (atm)=0.005

a=143119 + 014 b =00293 +0.009 In{,, _=418247 p_ _=0414
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TABLA III

T, = 800° K
) i 8K BKp 82K 8K 84K p 8K
i r, = 0.20 mm.
= 450 mm. Hg
e Alto 0.0374 0.1486 0.1299 0.5575 0.1265
E Bajo 0.01339 0.0921 0.1040 0.5761 0.2138
0,/86 4.5561 2.7268 2.1107 1.6359
In Q, = 42.0021 p? (atm)/In Q, = 0.0084 p (atm)=0.122
p = 429 mm. Hg
Alto 0.0378 0.1502 0.1303 0.5572 0.1244
Bajo 0.0134 0.0905 0.1030 0.5773 0.2158
0./86 4.8805 2.8799 2.1939 1.6743
In Q, = 44.0891 p? (atm)/In O, = 0.0073 p* (atm)=0.102
: p = 357 mm. Hg
: Alto 0.0410 0.1561 0.1322 0.5537 0.1169
: Bajo 0.0126 0.0889 0.1027 0.5775 0.2182
Q,/86 6.0773 3.2735 2.4020 1.7891
In Q, = 49.6351 p? (atm)/In Q,, = 0.0045 p* (atm)=0.049
p = 312 mm. Hg
Alto 0.0418 0.1577 0.1327 0.5523 0.1155
Bajo , 0.0126 0.0899 | .0.1026 0.5744 0.2204
,_ Q,/86 6.3174 3.3461 2.4650 1.8341
InQ, = 51.0263 p? (atm)/In O, = 0.0033 p* (atm)=0.028
p = 204 mm. Hg
Alto 00393 0.1499 0.1302 0.5558 0.1258
Bajo 0.0168- | 0.1016 0.1097 0.5735 0.1983
0,/86 3.6000 2.3248 ’ 1.8715 1.5281
In Q, = 35.5555 p? (atm)/In Q,, = 0.0020 p* (atm)=0.005

@ =184074 + 014 b =0.3214 + 0.008 InQ,, = 51.3373 = 0.423

pm ax
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TABLA IV
T, = 900° K
®Kr SKr ®Kr S K $4Kr $5Kr
7, = 0.20 mm.
p = 445 mm. Hg
Alto 0.0402 | 0.1550 | 01332 | 0.5535 | 0.1180
Bajo 0.0118 | 0.0863 | 0.1017 | 05736 | 092265
0,/86 6.5154 | 3.4448 | 25122 | 1.8511
InQ, = 52.0085 p? (atm)/In Q, = 0.0065 p* (atm)=0.118
p = 384 mm. Hg
Alto 0.0437 | 0.1614 | 0.1349 | 05487 | 0.1112
Bajo 0.0109 | 0.0835 | 0.0999 0.4753 | 0.2304
0,/86 8.2867 | 4.0048 | 2.7994 | 1.9764
InQ, = 58.1702 p? (atm)/In Q, = 0.0044 p* (atm)=0.065
p = 329 mm. Hg
Alto 0.0447 | 0.1629 | 01352 | 0.5481 | 0.1091
Bajo 0.0190 | 0.0834 | 0.0999 0.5747 | 0.2311
0,/86 8.6717 | 4.1391 | 2.8703 | 2.0207
InQ, = 59.6538 p? (atm)/In Q,, = 0.0031 p* (atm)=0.035
p = 270 mm. Hg
Alto 0.0431 | 01615 | 0.1355 | 0.5488 | 0.1110
Bajo | 00115 | 0.0868 | 01020 | 0.5708 | 0.2288
0,/86 77313 | 3.8361 | 2.7390 1.9822
InQ, = 56.9927 P2 (atm)/In Q,, = 0.0022 p* (atm)=0.016
p = 198 mm. Hg
Alto | 00392 | 01521 | 0.1309 0.5547 | 0.1231
Bajo 0.0161 | 0.0995 | 0.1081 | 0.5743
0,/86 40009 | 25061 | 1.9854 | 1.5840
In Q, = 38.6694 p? (atm)/In Q,, = 0.0017 p* (atm)=0.005

a=932798 + 036 b =0.3609+ 004 InQ,, _=612668 p, = 0436
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TABLA V
T, = 1020° K
80K 82Kr SKr 84K 8Kr

r, = 0.20 mm.
p = 396 mm. Hg

Alto 0.0470 0.1686 0.1367 0.5467 0.1010

Bajo 0.0094 0.0784 0.0968 0.5734 0.2420

0./86 11.9428 5.1399 3.3718

In(Q, — 689398 7? (atm)/In Q,, = 0.0039 ¢ (atm) = 0.521
N N p

p = 378 mm. Hg

Alto 0.0474 0.1696 0.1379 0.5455 0.0995
Bajo 0.0092 0.0769 0.0960 0.5785 0.2394
0,/86 12.3608 5.2869 3.4354 2.2622
In Q, = 69.6038 p? (atm)/In Q,, = 0.0036 p* (atm) = 0.061
p = 307 mm, Hg
Alto 0.1691 0.1376 0.5463 0.0996
Bajo 0.0779 0.0974 0.5791 0.2322
0./86 5.0655 3.2955 2.2003
In EN = 67.5523 P2 (atm)/In Q—N = 0.0024 p* (atm) = 0.027
p = 267 mm, Hg
Alto 0.1594 0.1339 0.5517 0.1129
E 5 Bajo 0.0789 0.0958 0.5724 0.2430
; 0,/86 4.3472 3.0084 2.0751

In Q, = 61.7840 p* (atm)/In Q,, = 0.0020 p* (atm) = 0.015

p = 136 mm. Hg

Alto 0.0325 0.1387 0.1248 0.5605 0.1434
Bajo 0.0195 0.1091 0.1106 0.5722 0.1887
Q,/86 2.2007 1.6735 1.4855 1.9889

In Q, = 21.8327 p* (atmy/In Q, = 0.0015

p* (atm) = 0.001

In Q.. = 705314 p_ = 0.459

max

a = 29.8108 + 0.03 b = 0.446 + 0.000

Todos estos resultados se hallan representados en las Figs. 4 y 5.
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DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES
1-g) Comparacién con la teoria
Hemos calculado tedricamente las expresiones
R [(kS k)2 (kd[kS)® (11R)-

responsables de la presién 6ptima y factor mdximo de separacién, segun
{110), para los modelos de Lennard-Jones (12-6) y para diversos indices de
viscosidad en el modelo potencial. Estas expresiones se encuentran repre-
sentadas en funcién de la temperatura, T,, del hilo caliente, para la rela-
cibn n/r, = 24.5 y para T, = 292°K. Los resultados aparecen en las figu--
ras 6 y 7.

Las mismas expresiones se han calculado a partir de los datos experi--
mentales, usando las (110) con los coeficientes de transporte del gas dados
en la Tabla VI:

TABLA VI
1 x 107 poises D, x 10 cm?/sg 1 % 105 gr/cm3 10% o
2461 9.310 347.3 23.0

Todos estos valores se hallan calculados a 1 atm.

En el cilculo de las temperaturas reducidas T,* = kT,/e, hemos usado-
los pardmetros®: :

e/ = 162°K s = 3.734 A

La imprecisién en el conocimiento de «, para el Kr, nos ha llevado a uti-
lizar un dato teérico, obtenido con los pardmetros anteriores y utilizando.
el método de Hirschfelder™ y la aproximacién de Kihara®.

I-h) Duiscusién de los resultados

Por simple inspeccién de las Figs. 6 y 7 puede varse la consistencia en-
tre las predicciones tedéricas, basadas en el modelo de Lennard-Jones (12-6) y-
en el modelo de interaccién potencial, para la prediccién de la presion -
optima de separacién.

Por el contrario, no existe tal consistencia entre las predicciones de am--
bas teorias para el caso del méximo factor de separacién. Esto era de es--
perar, ya que las dos teorfas parten de una dependencia del factor de difu--
sién térmica, ¢, con la temperatura, distinta en ambos casos.

No obstante, puede evitarse tal dificultad, en el caso del modelo de in-
teraccién potencial, eligiendo un valor de «, no en la pared iria, sino su
valor promedio entre las temperaturas de la pared fria y caliente.

Andlogamente, puede observarse una excelente coincidencia entre los
valores experimentales de la presién 6ptima-de separacién y los predichos.
teéricamente, usando para el indice de viscosidad del modelo de interaccién-
potencial el valor n = 0.703, como puede verse en la Fig. 8.
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Las conclusiones para el médximo factor de separacién no son tan con-
cluyentes, quizds debido al conocimiento inexacto del factor de difusi6n
térmica™*. De hecho, el factor mdximo de separacién resulta ser més alto
que el predicho teéricamente.

I-i) Proyecto de una instalacion. Generalidades

Una de las dificultades mdés serias con que se tropieza al intentar el di-
seflo de una columna,. es la falta de concordancia entre los tratamientos
ledricos existentes para la difusién térmica y los resultados experimenta-
jes. En principio, resulta dificil predecir, “a priori”, el comportamiento ex-
perimental de una columna, al menos dentro de un tolerable margen de
eITor.

No obstante, el método que permita realizar el disefio, debe ser una
consecuencia de las teorias que describan el funcionamiento de las citadas
columnas. Todas las concordancias cualitativas teorfa-experiencia descritas
en el apartdao anterior son aceptables, aunque el acuerdo cuantitativo sea,
desde luego, muy pobre. El simple procedimiento de partir de los datos de
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DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES

construccion, con datos tedricos y valores medidos o calculados del factor
de difusién térmica, hemos indicado ya que no permite el disefio de una
instalaci6n™ > ; no obstante, aunque esto ocurra en el aspecto cuantitati-
vo, no creemos que la teoria se halle desprovista de utilidad: Sus prediccio-
nes pueden ser muy utiles en el disefio, acompaiiadas de ciertos datos ex-
perimentales.

Los resultados del apartado anterior correspondientes a pn.. parecen
indicar que, para aquella columna, el Kr se comporta, en lo que se refiere
a la interacci6n molecular, como si su indice de viscosidad para un modelo
potencial fuera n = 0.703, en lugar de 0.88, que es el que verdaderamente
le corresponde para aquel rango de temperatura®. Esto no lo interpretamos
como un cambio real del indice de viscosidad del gas con las condiciones
«de trabajo. Tampoco parece l6gico pensar en que debe escogerse un valor
de n, en el rango de T, a T, promediado especialmente para la experiencia®.
Esta hip6tesis ha sido desechada, puesto que hemos comprobado experi-
mentalmente que cualquier deformacién permanente del hilo o bien un ca-
lentamiento anormal de los espacios muertos de los extremos de la colum-
na, produce un notable decrecimiento de la presién 6ptima, y por consi-
guiente una disminucién considerable de m, ain por debajo del valor mi-
nimo 0.5.

Sin embargo, la buena coincidencia cualitativa de la curva experimen-
tal de pPmex = f (T5) con la tedrica correspondiente a n =10.703, nosg hace
pensar en ese valor del indice como una constante del sistema de trabajo
Yy suponer que, para columnas de parecido tipo de construccién, con apro-
ximadamente los mismos espacios muertos, distancias idénticas entre espa-
ciadores, etc., puede ser utilizado como dato.

Hemos de tener en cuenta que en el diseiio de grandes instalaciones de
separaci6n de is6topos por difusién térmica, la magnitud de importancia
fundamental no es el enriquecimiento maximo, sino el miximo trabajo de
separacién que pueda realizar la columna'. Este trabajo méximo es propor-
cional a H*/(K,+ K;) y alcanza sus valores maximos para presiones tan altas
como permitan las condiciones de régimen laminar. Para valores de
K, =10 K,, sigue manteniéndose el régimen laminar y entonces se alcan-
za, el 90 9, de la maxima eficiencia prevista tedricamente.

La presion en el maximo de separacién estd relacionada con la presién
correspondiente a la méxima eficiencia, p,;, segin:

pc! = 101/4 pmaz

Es por lo tanto, un dato de méximo interés el conocimiento de la p,, de
1rabajo en la columna a disefiar.

_ Debe tenerse en cuenta que, en general conviene no utilizar en instala-
ciones de vidrio presiones que exceden a la atmosférica.

1j) Proyecto de la columna

Para el proyecto de una columna de separacién de is6topos de Kr debe
tenerse en cuenta que, dadas las masas relativamente altas de los mismos.
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son de esperar valores bajos del factor de difusién térmica y por lo tanto
serd necesario utilizar temperaturas tan altas como el hilo permita. La tem-
peratura T, de la pared fria, correspondiente al agua de refrigeracién, es
dato fl]ado por las condiciones de nuestra instalacién de reciclado.

En el disefio de la columna se decidi6 el empleo de hilo de aleaci6n
Pt —TIr (80 % — 20 %) con lo que hemos fijado en 1200°K la temperatura
del hilo caliente y 2r, = 0.4 mm*.

Con estos datos hemos representado la expresién:

T
2 =C 4
Plins - (T.; ) (113)
o TOVT [ 0 Dsa pa]
g P 1

para diferentes n y p,... en funcién de r;, como se expone en la Fig. 9. Con
los valores de las constantes de transporte para el Kr dadas en la Tabla VI
resulta un valor de C = 0.414x 1072

Como valor de pn., hemos elegido 500 mm. Hg, que nos da una p,, de
aprox1madamente 700 mm. Hg, suficientemente alta, pero sin exceder a la
presién atmosférica. Por tanto, sélo queda por determinar un valor de 7,
que satisfaga a (113).

Curva A pmax-550mm Hg
2 Bt 50025
Cr . a 1450

= k' 4 ,/2 | —.pi.

/

L o5
/// :; ,; (mn7)___>
1 2 3 4 : 5)

Fic. 9

*

Para el célculo de la temperatura del hilo por su dilatacién. véase el apartado II-b).
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Mediante un sencillo procedimiento gréafico obtenemos para r=4.1 mm.
Una longitud de 2.80 m. completa las caracteristicas de la columna que-

especificamos, en conjunto, a continuacién:

L= 280imy s —i A lmm i — 0i2ymm V= 2020 KG T — 112005 K

I-k) Comprobacién experimental

Construida la columna, segtin el proyecto anterior, y utilizando anélo--
gos métodos experimentales de andlisis de isétopos y de cédlculo de las pre-
siones Optimas-y factores méaximos de separacién, a los indicados en los
apartados I-c, d, e), se puso en funcionamiento a las temperaturas de 1000°
y 1100°K.

Los resultados experimentales obtenidos fueron:

TABLA VII
T, = 1000°K
7, = 0.20 mm. BKr 80Kr 2Kr 83Kr 84K 8K
p = 545 mm. Mg. ;
Alto 0.0083 | 0.0457 | 0.1690 | 0.18375 | 0.5417 | 0.0978
Bajo 0.0005 0.0077 | 0.0725 | 0.0930 | 0.5749 | 0.2514
0,/86 41.579 15.279 | 5.9883 | 3.7966 | 2.4202
In Q, = 75.4602 p? (atm)/In Q,, = 0.0068 p* (atm) = 0.263
p = 433 mm. Hg
Alto 0,0093 | 0.0463 | 0.1711 | 0.1390 | 0.5418 | 0.0925
Bajo 0.0012 | 00075 | 0.0722 | 0.0938 | 05762 | 0.2491
0,/86 21.370 | 16.642 | 6.3895 | 3.9940 | 2.5334
In 61\, = 75.0974 p? (atm)/In 6N = 0.0041 p* (atm) = 0.105
p =333 mm. Hg
Bajo 0.0097 | 0.0482 | 01753 | 0.1403 | 0.5361 | 0.0904
Bajo’ 0.0014 | 00106 | 00857 | 0.1028 | 0.5846 | 0.2148
0,/86 16.067 | 10794 | 4.8559 | 3.2414 | 2.1784
In Q, = 64.3078 p? (atm)/In Q,, = 0.0029 p* (atm) = 0.037
p — 309 mm, Hg
Alto 0.0094 | 0.0460 01711 | 0.1389 0.5412 | 0.0934
Bajo 0.0016 | 0.0117  0.0899 | 0.1054 | 0.5854 | 0.2060
Q,/86 12.766 | 8.6954  4.1945 | 29079 | 2.0387
In Q, = 58.58%6 p? (atm)/In Q,, = 0.0027 p* (atm) = 0.027
@ =576053 +012 b=01304+ 0001 InQ, =79.7622 p,_ = 0601
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TABLA VIII

T, = 1100°K
r, = 0.20 mm, SKr SUKr 8Kr SKr 8Kr SKr
p = 560 mm. Hg
Bajo 0.0112 | 0.0480 | 01729 | 0.1391 | 0.5371 | 0.0917
Alto 0.0015 | 0.0064 | 00656 | 0.0890 | 05704 | 0.2670
Q,/86 21.600 | 21943 | 7.6689 | 4.5488 | 2.7418
In Q, = 81.0136 p? (atm)/In Q,, = 0.0063 p* (atm) = 0.295
p =512 mm. Hg
Alto 0.0117 | 0.0503 | 0.1780 | 0.1411 | 0.5321 | 0.0867
Bajo 0.0025 | 0:0063 | 0.0660 | 0.0892 | 0.5727 | 0.2633
Q,/86 13.829 | 24.238 | 8.1720 | 4.7942 | 28156
In Q, = 81.3131 p? (atm)/In @, = 0.0052 p* (atm) = 0.206
P = 432 mm. }[g
Alto 0.0111 | 0.0529 | 0.1836 | 0.1426 | 0.5275 | 0.0821
Bajo 0.0012 | 0.0072 | 0.0721 | 0.0945 | 0.5777 | 0.2473
Q,/86 27.596 | 22.071 | 7.6759 | 4.5470 | 2.7498
In Q, = 65.4064 p* (atm)/In Q, = 0.0038 p* (atm) = 0.104
p = 335 mm. Hg
Alto 0.0113 | 0.053 | 0.1788 | 0.1410 | 05312 | 0.0868
Alto 0.0021 | 0.0107 | 00869 | 01037 | 05817 | 0.2149
0,/86 13.149 | 11741 | 5.0939 | 3.3653 | 2.2607
In Q, = 65.4046 p? (atm)/In Q,. = 0.0028 p* (atm) = 0.038

= 728143 + 0.68 b = 0.1679 + 0.003 1InQ,, _ = 88.8588 = 0640

pmaz

A continuacién expresamos los valores de pn.. ¥y In Qy..., en una tabla

«comparativa, para la columna del apartado I-b), que llamaremos (A) y la
_proyectada (B):

TABLA IX
IR 1000 1100 1200
7)mu:c In Q;\'mn.r I’:rrna: In Nmax pmax o Nmax
“Col (A) 349 70.5314 370 77.31424 388 80.5821
~Col (B) 459 79.7622 488 88.8588 525 94.9401
ProyecTo 500

Los valores correspondientes a 1200°K son extrapolados, ya que no pu-
-dieron realizarse las operaciones a esta temperatura, pues el hilo sufri6
un calentamiento anormal y quedé deformado.

No obstante, puede observarse que el valor de p,.. correspondiente a
1100°K es lo suficientemente alto, para pensar que a 1200°K la concordan-
=cia seria excelente, lo cual da validez al método seguido en el proyecto de

“una, columna. Ademas el factor de separacion aumento para la tempera-
“tura de 1100°K, en un 20 %.
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Los valores experimentales correspondientes a las Tablas VII y VIII se
hallan representados en las Figs. 10 y 11.

2y = L
P7in Qy.10° T,=1000°K L
Gl STy e S

/@m}(

S s AN Vb e N A A

4 Fg
1
|
pilatm—tt
Q0 al a2 03
Fic. 10
8ol-Ln-Qy !/O/O\O\Uzznoo%
1 }
|
60 | 5=1000°K
40 /
20 | |
/JRIPTON NATU)?AL
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II) EL PROBLEMA DE LAS MEZCLAS MULTICOMPONENTES. -

II-a) Introducciéon

La expresién que da el transporte hacia la parte superior de la colum-
na de una de las dos especies moleculares presentes en una mezcla isotépica
binaria es:

o1
T = Hm et T (KC—I-K,,) >

(R01)
)
v1 ¥ Y. son las fracciones molares de las dos especies, z la coordenada de
longitud en la columna, y los restantes términos tienen la misma significa-
cién de referencia’. :

Para una mezcla multicomponente, R. C. Jones® ha generalizado la ex-
presién del transporte. Para la especie k obtiene:

a Y k

T = — Yk 21‘ i ka T (K6+Kd)
0z

(202)

Con is6topos de masa molecular alta puede usarse la aproximacién

m;+m; 1 =
= dym; = m
2 n

Entonces el valor del factor de difusién térmica o; de una pareja de is6-
topos puede expresarse en la forma

106 m; — my W= 1
% = S byt = —— i (m; — my) (R03),
118 m; + my 118 92m
Yy con oy = ay; para
|m, —m;| =1
resulta
%ij = 0Oy fii f"]- = ’m{ — 7n7~ (204)\

Los términos de transporte H,; son proporcionales a o; por lo tanto
H,; = H, f,; y (201) se convierte en:

k.
e = H, [ —==90" 21 ¢ fw"—“—

+ k, aYk]
205
H, 2z &)
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21

que con la notacién de Jensen®, se reduce a:

Uil 10 [ == 21‘ Y3 fki — b _ZY_:_] (206)

l, representa la longitud de columna necesaria para obtener un factor de
separaci6n igual a e con dos isétopos de constante de difusién térmica o,
es decir con diferencia, de masa unidad.

Una, vez alcanzado el equilibrio, todos los =, son cero; introduciendo en
[206) una nueva coordenada de longitud & = z [, las distribuciones en el
equilibrio de los distintos isétopos en el interior de la columna se deducen
de la resolucién del sistema de ecuaciones®

_d_(ln—-\{j) = — i fi].-, Y 1=1..n (207)

d E k=1

cuya solucién es:
0 (©) = o e~ 3,y e Tu® Seriiesy (208)

Los valores de la v; deben ser determinados a partir de las condiciones
iniciales del problema. En uno de los casos mds utilizados en la préctica
se inserta en el punto ¢ = 0 de la instalacién un reservorio de volumen
muy grande comparado con el de la columna. Esto mantiene v, fijas e
iguales a las concentraciones vy, iniciales del gas de partida.

En el caso de trabajar en columna cerrada por ambos extremos, la de-
lrminacién de las vy, debe hacerse uilizando las ecuacoines de conserva-
cién de la masa de cada is6topo a lo largo del proceso. Si Z es la longitud
de la columna en unidades caracteristicas, [, dichas ecuaciones son:

+z

1
Nia e Yi (E_)dE N il o (209)
Rz J,

El problema de determinar la distribucién de concentraciones para el
segundo caso, es un problema complejo debido a la dificultad de resolu-
cion del sistema (209). Sin embargo se han obtenido soluciones numéri-
cas utilizando un ordenador IBM 1620.

El proceso utilizado para el cdlculo lo. exponemos a continuacion.

Para el cdlculo de los valores de vy, a partir del sistema (209) es nece-
sario, si se utiliza un método cualquiera de iteracién, el disponer de un
valor aproximado de las v,. Indudablemente este valor aproximado para
Y Sera v, cuando las columnas son de corta longitud.

Llamando

1 +2 -
g: (‘1'10 cee Yno) = 5 f Yi (E) d 3 (210)

=
K2

el proceso de iteracién se realiza utilizando como nuevos valores de v
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los deducidos de los antiguos con la expresién de A vy, obtenida a partir
de:
2 g;
Agi= 35— A (211)
- a Yio
siendo :
A gi = gi Yu--- Yno) — Y

El sistema de ecuaciones (211) puede simplificarse suponiendo nulas
todas las 2 ¢;/ 5y, Para i =~ {. Puede justificarse esto facilmente por el hecho

de que vy, aparece en el numerador de la g; exclusivamente y, por lo tan-
to, su influencia es, comparativamente, mucho mayor que la del resto
de las v;,.
La aproximaci6én inicial vy, 22+, para las iteraciones y las considera-
ciones sobre los valores relativos de las @ ¢,/ 3 hechas antes, han permi-
10

tido obtener desarrollos de iteracién rdpidamente convergentes, aun para
longitudes de columna bastante grandes.

El organigrama del proceso de célculo se muestra en la Fig. 12. El
programa tiene la posibilidad de escribir las distribuciones de isétopos
correspondientes al proceso experimental que usa un gran reservorio en
cualquier punto de la columna.

II-b) - Comprobacién experimental

Con el fin de comprobar experimentalmente la teoria anterior cons-
truimos otra columna de separacién de hilo caliente, que nos permiti6
obtener muestras de diferentes puntos de la misma. Un esquema se mues-
tra en la Fig. 13.

Para ello, se colocaron siete llaves para toma de muestras, regular-
mente espaciadas a lo largo de la columna.

Las caracteristicas de la columna son:

Longitud de la columna ... ... ... ... ... ... 3.000 mm.
Didmetro del tubo interior ... ... ... ... ... 98 mm.
Vidrio Pyrex
Hemos empleado dos hilos:

Nicrothaltrz i b b e e s i s — s (205
Pt —Ir (80 % —20 %) i vi e con aen 7. 0.20 mm.

9° ©

Para el caso del hilo de Pt — Ir (80 9% — 20 %) la temperatura se ha
calculado por dilatacién segin®:

Ly=1L,(1 + 0.0, 81980 + 0.0, 1418¢°)

Las operaciones con hilo de Nicrothal las designaremos por 4 y las rea-
lizadas con Pt — Ir las designaremos por B.

Las calefacciones, refrigeracién, manejo de gases, andlisis, etc., se han
realizado conforme indicamos en la Parte I.

— 998
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Antes de realizar la distribucién de masas A, calibramos la columna
para una temperatura de 900° K, determinando la presién éptima y factor
méximo de separacién. Para la operacién B la temperatura de trabajo fue

«de 1000° K. Las muestras se tomaron de los extremos superior e inferior
«de la columna.

‘Para la obtencién de las distribuciones de masas, cada operacién se
realizé a la presién 6ptima y se tomaron dos muestras: Una en una toma
intermedia y otra en la parte inferior de la columna.

Las tomas de las llaves inmediatas a la inferior no se realizaron, ya que
la separacién era muy pequeiia. Después de cada toma se remezclé el gas
con Kr natural del reservorio y nuevamente se realiz6 otra operacién.

A continuacién expresamos los resultados experimentales.

Las Tablas X y XI corresponden al calibrado de la columna. La prime-
ra para las muestras A y la segunda para las B.

TABLA X
7= I
r, = 0.25 mm. BKr "Kr SRR 8Kr 8K 86K
p = 568 mm. Hg
Alto 0.0317 | 0.1372 | 01252 | 0.5619 | 0.1439
Bajo 0.0150 | 0.0968 | 0.1064 | 05757 | 0.2061
0,/86 3.0347 | 20302 | 1.6840 | 1.3979
- InQ, = 29,5716 p? (atm)/In Q,, = 0.0196 p* (atm)=0.312
p = 511 mm. Hg :
Alto 0.0339 | 0.1410 | 01267 | 05625 | 0.1359
Bajo 0.0142 | 0.0935 | 0.1047 | 0.5760 | 0.2117
0,/86 3.7241 | 2.3498 | 1.8865 | 1.5216
In'Q, = 35.9240 p? (atm)/In Q,, = 0.0126 p* (atm)=0.204
“ p = 388 mm, Hg :
Alto 0.0393 | 01519 | 01307 | 05558 | 0.1222
Bajo 0.0125 | 00874 | 01013 | 0.0753 | 0.2235
0.,/86 57539 | 3.1775 | 2.3576 | 1.7664
In'Q, = 40.4113 p? (atm)/In Q, = 0.0054 p* (atm)=0.067
p = 303 mm. Hg : ;
Alto 0.0417 | 01562 | 0.1322 | 0.5536 | 0.1162
Bajo 0.0124 | 0.0876 | 01012 | 05748 | 0.2240
Q,/86 6.4841 | 3.4362 | 25172 | 1.8560
InQ, = 52.0329 p? (atm)/In Q,, = 0.0030 p* (atm)=0.025
p = 275 mm. Hg
Alto 0.0419 | 0.1563 | 0.1322 | 0.5527 | 0.1169
Bajo 0.0128 | 0.0886 | 01021 | 05756 | 0.2210
0,/86 6.1986 | 3.3379 | 24470 | 1.8155
In Q, = 50.5476 p? (atm)/In Q,, = 0.0026 p* (atm)=0.017

a=17.1395 045 b =0.0243 0007 InQ, = 520334 = 0.398

1)11131
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TABLA XI
T, = 1000° K
g “Kp SRy 8Ky SKr $'Kr %Ky
7, = 0.20 mm.
p = 505 mm. Hg
Alto 0.0089 0.0257 0.1434 0.1264 5.5681 0.1275
Bajo 0.0026 0.0159 0.0990 0.1082 0.5705 0.2039
Q,/86 5.5881 3.4958 2.3153 1.8674 1.5642
ln_Q-N = 35.8295 p? (at.nlf)//lnah, 0.0117 p* (atm)=0.196
p = 437 mm. Hg
Alto 0.0087 0.0401 0.1532 0.1308 0.5472 0.1200
Bajo 0.0019 0.0144 0.0952 0.1055 0.5714 0.2116
Q./86 8.0952 4.9193 2.8375 2.1871 1.6894
lnaN = 43.8818 P (_atmf‘;/ln?)w 0.0074 p* (atm)=0.109
p = 324 mm. Hg
Alto 0.0110 0.0461 0.1647 0.1344 0.5388 0.1049
Bajo 0.0032 0.0131 0.0913 0.1032 0.5754 0.2138
0,/86 7.0852 7.1768 3.6777 2.6572 1.9092
lnT)v = 51.8769 P> (atm)/]n?)_\, 0.0033 p* (atm)=0.033
p = 201 mm. Hg
Alto 0.0089 0.0405 0.1526 0.1304 0.5460 0.1215
Bajo 0.0025 0.0158 0.0970 0.1060 0.5721 0.2065
0./86 5.9274 4.3700 2.6754 2.0904 1.6229
In Q, = 40.2632 p? (atm)/In Q, = 0.0017 p* (atm)=0.005
a = 174364 0.42 b = 0.0205 + 0.005

n Q.. = 60.8319

p max

= 0.378

Con estos datos hemos calculado las alturas equivalentes, resultando:

Para el hilo de Nicrothal ...
Para el hilode Pt —Ir ... ... ... .. .. ..

27 = 0.155
27 = 0.165

Los resultados experimentales de las distribuciones de muestras fueron:

MR ehime s S
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TABLA XII
T, = 900° K
i "Kr SKr &Kr SKr %Kr $Kr
r, = 0.26 mm.
p = 303 mm. Hg
Alto 0.0415 | 0.1562 | 0.1308 | 0.5554 | 0.1222
Bajo 0.0122 | 0.0936 | 0.1047 | 0.5761 | 0.2116
0,/86 6.4843 | 3.4361 | 2.5172 | 1.8558
InQ, = 52.0329 p? (atm)/In Q, = 0.0030 p* (atm)=0.025
p =303 mm. Hg
1.2 toma 0.0331 | 01414 | 01286 | 0.5625 | 0.1343
Bajo 00121 | 0.0934 | 0.1045 | 0.5765 | 0.2119
0,/86 55729 | 31215 | 23420 | 1.7445
In'Q, = 47.6496 p? (atm)/In Q, = 0.0034 p* (atm)=0.025
p = 303 mm. Hg
2.2 toma 0.0276 | 0.1296 | 0.1229 | 05713 | 0.1486
Bajo 0.01227 | 0.0931 | 0.1051 { 0.5760 | 0.2113
0,/86 43510 .| 2.5688 | 2.0076 | 1.5949
In Q, = 39.8917 p? (atm)/In Q,, = 0.0040 p* (atm)=0.025
p = 303 mm. Hg
3.2 toma 0.0224 | 01174 | 01174 | 05762 | 0.1665
Bajo 0.0128 | 0.0930 | 0.1041 | 05768 | 0.2120
Q,/86 3.0828 | 2.0726 | 1.7105 | 1.4306
In Q, = 30.6087 p? (atm)/In Q, = 0.0052 p* (atm)=0.025
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TABLA XIII ‘
7, = 0.20 mm.
> 8Ky 80Kr 8K 83Kr BKr 86Kp
T, = 1000° K
p = 287 mm. Hg
Alto 0.0095 | 0.0449 | 0.1617 | 0.1335 | 0.5426 | 0.1078
Bajo 0.0013 | 0.0126 | 00891 | 01025 | 0.5753 | 0.2192
Q,/86 1.5048 | 7.2529 | 38.6919 | 2.6487 1.9180 ,;‘
InQ, = 55.0079 p* (atm)/In g, = 0.0030 p# (atm)=0.021
p = 287 mm. Hg
1.2 toma 0.0068 | 0.0371 | 0.1502 | 01303 | 05554 | 0.1201
Bajo 0.0011 | 0.0120 | 0.0894 | 0.1029 | 0.5760 | -0.2189 .
0,/86 1.2279 | 54004 | 3.0301 | 2.2946 | 1.7446
InQ, = 47.7445 p? (atm)/In Q, = 0.0035 P (atm)=0.021
p = 287 mm. Hg
2.2 toma 0.0059 | 0.0292 | 01347 | 01251 | 0.5650 | 0.1401
Bajo 0.0014 | 0,0125 | 0.0899 | 0.1033 | 0.5758 | 0.2179
0,/86 3.7582 | 3.5595 | 2.3114 | 1.8725 | 1.5168
In Q, = 33.6406 p? (atm)/In Q,, = 0.0047 Pt (atm)=0.021
p = 287 mm. Hg ‘,
3.2 toma 0.0047 | 00240 | 01226 | 0.1198 | 0.5709 | 0.1580 1
Bajo 0.0012 | 0.0121 | 0.0890 | 0.1030 | 0.5759 %
0,/86 2.4404 |- 26171 | 1.8899 1.5994 | 1.3661 0.2188 i
In Q, = 24.9229 p? (atm)/In Q,, = 0.0063 P (atm)=0.021

A continuacién exponemos en Tablas comparativas los resultados ex-
perimentales y los valores teéricos de las distribuciones de masas, corres-
‘pondientes a cada is6topo e indicando las coordenadas de las tomas de mues- .
tras, en un sistema de referencia con el origen en el punto medio de la co-
lumna. Los intervalos de Simpson que hemos utilizado son seis. :

934 -
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TABLA XIV

EOKI.

Coord. —1.00 — 0.66 —0.33 0.00 0.33 0.66 1.00
V. Teo. 0.0119 0.0147 0.0181 00222 0.0271 0.0329 0.0398
V. Exp. 0.0124 0.0224 0.0276 0.0331 0.0415

82Kr :

V. Teo. 0.0842 0.0939 0.1043 0.1154 0.1270 0.1393 0.1520
V. Exp. 0.0936 0.1174 0.1296 0.1414 0.1562
V. Teo. 0.0994 0.1052 0.1110 0.1166 0.1219 0.1269 0.1315
V. Exp. 0.1047 0.1174 0.1229 0.1286 0.1308

SiKr
V. Teo. 0.5705 0.5739 0.5748 0.5734 0.5694 0.5631 0.5543
V. Exp. 0.5761 0.5762 0.5713 0.5625 0.5554

SGK_I- :

V. Teo. 0.2339 0.2122 0.1917 0.1725 0.1545 0.1378 0.1223
V. Exp. 0.2116 0.1615 0.1486 0.1343 0.1222
TABLA XV

78Kr

Coord. — 1.00 — 0.66 —0.33 0.00 0.33 0.66 1.00
V. Teo. 0.0011 0.0016 0.0022 0.0030 0.0041 0.0057 0.0078
V. Exp. 0.0013 0.0047 0.0059 0.0068 0.0095

SOKI.

V. Teo. 0.0110 0.0138 0.0172 0.0214 0.0264 0.0325 0.0396
V. Exp. 0.0126 0.0240 0.0292 0.0371 0.0449

82Kp

V. Teo. 0.0821 0.0923 0.1031 0.1147 0.1269 0.1397 0.1529
V. Exp. 0.0891 0.1226 1.1347 0.1502 0.1617

SSKI-

V. Teo. 0.0979 0.1041 0.1102 0.1160 0.1215 0.1266 0.1312
V. Exp. 0.1025 0.1198 0.1251 | 0.1303 0.1335

8!'KI’

V. Teo. 0.5708 0.5745 0.5754 0.5735 0.5687 0.5609 0.5502
V. Exp. 0.5753 0.5709 0.5650 0.5554 0.5426

6K :

V. Teo. 0.2369 0.2137 0.1918 0.1713 0.1522 0.1346 0.1183
V. Exp. 0.2192 0.1580 0.1401 0.1207 0.1078

“Los resultados de las Tablas X, XI, XII, XIII, XIV y XV se hallan repre-

sentados en las Figs. 14, 15, 16 y 17.
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DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES

Puede observarse la coincidencia entre la teoria y la experiencia. Discre~
pancias que aparecen en algunos puntos, se deben a que las tomas de mues--
tras no se hallan exactamente en las coordenadas geométricas tedricas.

II-c) Separacién de isétopos extremos

El enriquecimiento de los isétopos ™Kr y *Kr, masas extremas en la
mezcla nautral de Kr, no presenta ninguna dificultad, puesto que es posi--
ble disponer de suficiente cantidad de Kr natural y entonces la insercién
de un reservorio de gran tamaifio en uno de los extremos de la instalacién
permite, si ésta es de suficiente longitud, la obtencién de uno de los dos en
estado de alta pureza en el otro extremo de la columna.

Una instalacién de siete columnas de difusi6n térmica, en serie, construi-
das en nuestros Laboratorios, de caracteristicas idénticas a la tratada en el
apartado I-k), tiene una longitud equivalente de 2Z = 3.7386 y es capaz de-
separar totalmente los is6topos “Kr y “Kr. En la Fig. 18 pueden observarse-:
las distribuciones de los distintos isétopos. El tiempo de equilibrio estima--
do para la citada instalacién es de aproximadamente 20 dias®. Los enrique-
cimientos que se obtienen para los is6topos extremos son:

K 0.9990 *Kr 0.9998

II-d) Separacién de isétopos intermedios

El problema de la separacién, en una instalacién cerrada, del isétopo de-
masa media en una mezcla ternaria fue tratado por primera vez por
E. Schumacher®.

Sus resultados, en una columna de longitud total® unidades caracteris-
ticas y suponiendo iguales las concentraciones inicales de los isétopos ex-
tremos, muestran que es necesario aumentar la concentracién inicial del
is6topo intermedio hasta, aproximadamente, 92 9 para lograr un enrique-
cimiento final superior al 99.9 9%.

Para mezclas multicomponentes el problema de obtener altos enrique--
cimientos de un isétopo determinado en un punto de la columna es de tra--
tamiento mas complejo. Partiendo de Kr natural estudiaremos en este para-
grafo las condiciones mds favorables para la separacién, en instalaciones-
cerradas, de los is6topos del citado gas, especialmente el *Kr.

Primeramente, se ha analizado la influencia de la concentracién inicial
del componente que estamos interesados en separar. Para la columna de-
longitud 2Z ='3.736 se han estudiado las distribuciones de Kr resultantes:
cuando se emplea como mezcla de partida Kr natural, y, sucesivamente, se:
van afiadiendo cantidades de *Kr puro. Los resultados comparativos de las
diversas concentraciones iniciales de *Kr y los mdximos enriquecimientos:
obtenidos se muestran en la Tabla XVI y en la Fig. 19.

TABLA XVI
@ Ini: 0.5690 0.6551 0.7838 0.8273 0 8706 0.9134 0.9568
C. Méx. 0.7912 0.8513 0.9219 0.9411 0.9583 0.9737 0.9876
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Frc. 19. — Distribucién de concentraciones de %Kr en una columna de Z = 1.868 para

diversas concentraciones de partida. Las concentraciones iniciales de los restantes is6-
topos mantienen entre si las mismas relaciones que en el Kr natural.
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Hemos observado que todas las concentraciones maxmias se obtienem
en el mismo punto de la columna, correspondiente a — 0.14 tomando el
origen de coordenadas en el punto medio de la instalacién, y con 7 interva-
los de Simpson.

Puede observarse en la Tabla XVI que para obtener en un punto de la
columna una separaci6n total del *Kr es necesario partir de mezclas muy
enriquecidas en el isétopo en cuestién.

La preparacién de una mezcla inicial enriquecida presentaria grandes di-
ficultades, a la vez que un tiempo grande.

Por otra parte, pudiera pensarse que la presencia del resto de los isé-
topos fuera responsable directamente de esta falta de eficiencia de la colum-
na, para lograr altos enriguecimientos. Es indudable. que la influencia de:
las concentraciones del resto de los isétopos sobre el enriquecimiento de uno:
de ellos es decisiva, cuando se trata de lograr enriquecimintos “medios” en
“Kr (p. ej. 40 9% a 90 %). Sin embargo, para altos enriquecimientos la
influencia de vys, es muchisimo mayor que la del resto de las v;,. Esto se ha
podido comprobar modificando substancialmente las concentraciones de
partida y manteniendo alta la del *Kr. Los valores de +sum. varian en unas:
pocas partes por mil.

Los resultados citados hacen pensar que en el logro de altos enriqueci-
mientos de un is6topo de masa intermedia, el pardmetro que méds influye
es, sin duda, la longitud de la columna.

Debe tenerse en cuenta, cuando se trata este problema, un hecho im-
portante para el trabajo experimental: Las mezclas de partida, para lograr
los resultados requeridos, deben ser ficiles y rdpidas de preparar. Es mu-
chisimo mds sencillo, para el trabajo experimental, utilizar la mezcla na-
tural de isétopos del gas que cualquier otra mezcla preenriquecida en de-
terminados is6topos. La preparacién de estas muestras requiere, en general,
un tiempo casi tan largo como el del propio enrigquecimiento final del is6to-
po deseado.

En la Fig. 20 se muestran las distribuciones correspondientes a alturas
equivalente 22 ='3.736, 2Z = 14.944 y 2Z = 22.0*. Se observa que para
27 = 22.0 hay una separaci6n total del *Kr. No obstante, la excesiva lon-
gitud de columna necesaria llevaria consigo unos tiempos de equilibrio tan
largos, que harian imposible asegurar un funcionamiento continuo.

Es pues conveniente utilizar columnas de menos longitud y emplear un
método de recargas sucesivas, para lograr tiempos menores, aun a costa
de tener que realizar varias operaciones. En el apartado siguiente se pro-
pone un método operatorio para lograr la separacién total de ®Kr.

*

Para el tipo de columnas como la proyectada equivaldrian a 126 m.
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II-e) Influencia de las concentraciones wniciales

Recordemos nuevamente que la distribucién de concentraciones, una vez
alcanzado el quilibrio, en una columna de longitud 2Z y para una mezcla de
concentraciones iniciales v;, viene dada por:

AN =l ;_fl:iz %1 2l ,_fm’E- o ; 212
(i (8) = vio € 2 Yjo € g — (R12)

=1

en donde las v, se deducen del sistema

Sl TR
e f (®dE

Vamos a estudiar la influencia de las concentraciones iniciales, v, So-
bre el maximo enriquecimiento de uno de los sit6topos determinado de an-
temano.

Primeramente evaluaremos las derivadas

a Yi E mazx 5
LRG0 St (214)
a ‘;’ia
De (212) obtenemos
. Gl ==5% =
549 e ( (o) 1=
a Tio l 9 3 (215)
—— i |

Para la diferencial total de +; (&,,,) tenemos

d [ln Yi Emuaz)] e nz‘f i d (ln YJ'D) ot d (1n 'Yio) (216)

Estas expresiones pueden servir para el cdlculo de las variaciones sufri-
das por la concentracién en el méximo de un is6topo, conocidas lsa varia-
ciones de las v,. También son dtiles para calcular la variacién experimen-
tada en la separacién de uno de los isGtopos extremos, cuando el reservorio
empleado no es suficientemente grande para asegurar valores fijos de las
vi» Y especialmente en la preparaci6n de isétopos escasos como, por .ejem-
plo, ®Kr.

El célculo de las expresiones de 2 v;,/2@ vi,, Decesarias para el cdlculo de
las (214) conduce a expresiones dadas por:

oy (B 1 n 1
SO s s e

@ Yia Y =Ly, Yio

adj Iy (R17)
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en las que
L. = 1 Y = det (1) L = Li — B “ua
=0 1 # k
O i i, (218)
1 i
Ij,;=—2Z— —Z*(i‘{,:d'i b= 2 )

La expresién (217) es excesivamente complicada para su utilizacién ana-
Iitica y ha resultado mas conveniente el cdlculo de la misma por métodos
numéricos, asf como la evaluacién de los cambios en d +; (§) para variacio-
nes en las concentraciones de partida. En el apartado siguiente exponemos
detenidamente el método de cdlculo seguido para la obtencién de *Kr en-
riquecido.

1I-f) Método de recargas para la obtencién de *Kr

La primera operacién se realiza en una columna cerrada partiendo de
las concentraciones iniciales v;, del Kr natural. Una vez alcanzado el equi-
iibrio se extrae el contenido total de una o varias columnas, que, se recar-
gan con Kr natural. El gas que ahora ocupa la instalacién tiene una com-
posicién isotépica distinta de la inicial y las nuevas concentraciones v;," di-
ferirdn de las anteriores en las magnitudes

Ay = i
. — e e
{ia {ia {ia

El problema estd ahora en determinar qué columna o grupo de colum-
nas han de extraerse en orden a obtener los valores de -;,,” mas convenien-
les, para alcanzar, en la nueva opercaién, el méximo enriquecimiento de
*Kr o, en general, del is6topo interesado. Expondremos a continuacién, en
lineas generales, el criterio seguido para la eleccién del conjunto de colum-
nas mas conveniente.

Sea 1 el isGtopo que estamos interesados en enriquecer, en este caso el

¥Kr, y v; el valor méximo de su concentracién en la columna. Para peque-
nas variaciones de las concentraciones de partida podemos escribir:

A= 5, =Ny, (219)

En dos operaciones sucesivas, si los valores de d y;, no son. muy gran-
des, el célculo de los valores de las derivadas parciales puede. hacerse nu-
méricamente y la expresién (219) es suficientemente exacta en la préctica
para poder ser utilizada.

La extraccién y posterior recarga de un determinado grupo de colum-

— DNl =




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

nas, produce una nueva serie de concentraciones iniciales para la opera-
<ion siguiente. Sean estas concentraciones

*G

*G _*G S
Ashipfor  Baenn I

donde el superindice denota el grupo de columnas extraido.

El cédlculo de (219) con los incrementos permite seleccionar con qué gru-
po, G, de columnas se obtiene el valor maximo de A v;.

El cdlculo de las @ v;/d vy, realizado numéricamente en un ordenador
IBM 1620, utiliza incrementos del orden del 1 9 sobre los valores de las
+is- Ocurre a veces que los valores de las A y;, obtenidos en dos operaciones
consecutivas, superan con mucho el orden de validez de las derivadas; esto
sucede cuando veym.. = 0.9, es decir, en las primeras operaciones y no ocurre
cuando vy = 0.9. Afortunadamente, comprobaciones directas hechas sobre
las distribuciones, muestran tan grandes diferencias en el enriquecimiento
de ¥Kr, cuando se escoge un grupo cualquiera de columnas y cuando se es-
coge el grupo seleccionado por la maquina, que hacen el programa suficien-
temente seguro para el propésito al que estd destinado.

Finalmente, después de cada recarga se obtienen los datos de las nuevas
concentraciones v;" y el ordenador queda en disposicién automética para
efectuar una nueva operacién. El organigrama de cdlculo puede verse en
la Fig. 21.

La aplicacién del cdlculo expuesto al caso de una de nuestras instalacio-
nes compuestas de siete columnas en serie, de diseiio idéntico a la del
apartado I-k), conduce a los resultados que figuran en la Tabla XVII. Para
ello hemos numerado las columnas, a partir del extremo pesado, del 1 al 7.
Hemos utilizado siete intervalos de Simpson. En dicha Tabla figuran una
serie de operaciones para 2Z = 3.736, realizadas rellenando las columnas
indicadas con Kr natural.

TABLA XVII
N.° Col. C. Ini. C. Méx. Coord.
Extr. 84K 8K del Méx.
0.5690 0.7913 — 0.14
7,1,6 01,6489 0.9396 0.00
1,7,6 0.6822 0.8617 0.00
1,7,2 0.6982 0.8700 0T
7,1,6 0.7103 0.8764 — 0.14
7,1,6 0.7134 0.8798 0.00
1,7,6 0.7125 0.8804 0.00
17,2 0.7112 0.8786 —0.14

Se compara inmediatamente, para esta longitud de columna, la poca efi-
cacia del método empleado, en lo referente al logro de altos enriquecimien-
tos en ¥Kr. La causa mds importante de este resultado, es evidentemente
ia corta longitud de la instalacién.

Debe decirse que el hecho de cambiar las proporciones iniciales, bien en
la mezcla inicial o en la recarga, conduciria a un posible aumento en el va-

= A

i

ki ol iy R 1 5 0 e L e i A

i A i A ) o B

CERN TR e N B e R R

ol e

A st o

i

IR R it R




DIFUSION TERMICA EN MEZCLAS MULTICOMPONENTES

Lecr

K- Isol.aN
Errorz £ All.equv.z 2
Teela sepacar e 1A
W= colvmnes Extrueriic
Inker. Simpson=5

Laer:
. ; Lyt
BT & Mol (5
tz4....N
%3
b Calc. y Tab, Calculac
e-fnLE X*’
e oo ta
K =l0255m 25
¥ f
Cale. UT'?" : Rallenar columnas
z) xjo E-‘.K\ § ax¥raidas cen
Uj= ... L} b/*
Ka0..... 2S5 o

b
Celc. TImprimic

) Yik (X) colmnas 3 ax¥raer
= C*t‘ E91Y
K=0..... 25 (e lnas

Calc. y Cons,

Ordenar en sacwencial

deseendente
9t

d Yia

il F

Hallar: .
Calcular:

Yia = 8¢ 4

¥1a

NQ Calcular /I—\

;)x mpeimir
IA
pestutiil Y; -
) Via ! (§)m3 § ‘
S1 0 il
calcvlar In'flgr-l( Ordenar ena
vencia descen
NV (5 i SO T et
o= pass <ada X
(o Ve N vl Swren Y (§)
S1
Hallar
] = S ¥io
Y svmac
i Fre. 21

— 247 —
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lor del méximo de *Kr. Esto es evidente: Basta comparar en la Fig. 19 la
curva obtenida con vy, = 0.7838 en la mezcla inicial, con los resultados de
la operaci6n realizada en tltimo lugar de la Tabla XVII. Esta posible ven-
taja s6lo se traduciria en una distribucién del nimero de recargas, pues
en el logro de altos enriquecimientos, hemos constatado que, practicamen-
le, s6lo influye en el resultado la altura 2Z de la columna.

Mejores resultados hemos obtenido por aplicacién de este método a co-
lumnas mdas largas. En la Fig. 20 se muestra la distribucién isot6épica para
una instalacién de longitud equivalente 2Z ='22.0, valor minimo necesario
para obtener, en una sola operacion *Kr. Con una columna de sélo
2Z=14.944 unidades caracteristicas, la aplicacién de nuestro procedimiento
conduce, en dos operaciones, a la obtencién *Kr completamente separado.

A continuacién exponemos el esquema de operaciones que deben efec-
tuarse en la instalacién, para la obtencion de los resultados deseados.

La longitud total de la columna se ha dividido en siete fracciones, nu-
meradas de 1 a 7 a partir del extremo pesado de la instalacién. A partri
de Kr natural hemos realizado una operacién de equilibrio con un méxi-
mo en — (.28 y una concentracién méaxima en *Kr de 0.9935. La extrac-
cién y recarga de las fracciones 1,7 y 6 conduce a nuevas concentraciones
iniciales para la segunda operaciéon, dadas por:

FKir “Kr #Kr #Kr K “Kr
0.0015 0.0097 0.0512 0.0745 0.7469 0.1162

que proporcionan, una vez alcanzado el equilibrio, un enrigquecimiento de
“Kr superior a 0.9990.

El realizar operaciones con tiempos de equilibrio del orden de meses
es siempre un problema desde el punto de vista experimental. En general,
no hay ninguna diferencia de orden entre el tiempo de equilibrio para una
operacién en la columna de 22 etapas y las dos operaciones necesarias para
ia separacién de ¥*Kr en la columna de 14.944 etapas. Puede pensarse, simn
embargo, en un apreciable acoramiento del tiempo de equilibrio de la segun-
da operacién, puesto que, después de la recarga, una gran parte de la ins-
talacién tiene una distribucién de concentraciones muy préxima al equi-
librio. Por otra parte la economia en la instalaci6n es aproximadamente de
unos 42 m. de columna, lo cual repercute también en una economia consi-
deriable en el consumo de potencia. Los resultados se hallan representados
en la Fig. 22.
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CONCLUSIONES

1. Se comprueba experimentalmente para la mezcla multicomponente
isotépica del Kr, la depedencia dada por la teoria entre el factor de separa-
«¢i6n y la presién en una columna de Clusius-Dickel.

2.* Los factores de forma obtenidos segin los modelos potencial y Len-
nard-Jones (12-6) dan predicciones cualitativamente consistentes entre si con
la temperatura para la dependencia de la presién Gptima y el mdximo fac-
tor de separacién con la temperatura. Ambas varian de forma andloga para
los dos modelos, siendo esta dependencia especialmente concordante en la
presién Gptima.

3.* La variacién de la presién éptima de separacién con la temperatu-
ra del hilo determinada experimentalmente para el caso del Kr, coincide
con la prevista por la teoria del modelo potencial, adoptando para el indice
-de viscosidad un valor distinto del dado en la literatura para ese rango
de temperaturas.

4> Respecto al factor maximo se separacién no podemos sacar con-
clusiones cuantitativas, andlogas a la de la presién 6ptima, dada la inexac-
titud con que se conoce el factor de difusi6n térmica.

5.*> Las conclusiones 2.* y 3.* permiten, a partir de los datos obtenidos
para una columna a una temperatura determinada, predecir el comporta-
miento de la citada columna a cualquier otra temperatura del hilo. Adema4s,
los datos obtenidos en una columna, pueden utilizarse para el disefio de
-otras con condiciones geométricas y temperaturas distintas, aunque siem-
pre dentro de unas caracteristicas de construccién andlogas, como se ha
comprobado en el caso del Kr. :

6.* Se indica un método gréafico para el disefio de una columna de hilo
caliente, cuya presién 6ptima tenga un valor prefijado.

7. Se ha desarrollado un método de cdlculo numérico para un orde-
nador IBM 1620, que permite determinar las distribuciones isot6picas a lo
largo de una columna. Se ha comprobado experimentalmente este método
«€n una columna disefiada y construida para este efecto, concordando los va-
lores tedricos y experimentales dentro, desde luego, de los errores de
medida.

8.* Con el mismo método de célculo de la conclusién 7.* se estudian ted-
ricamente las condiciones de separacién de *Kr en funcién de la longitud
de la columna. Se obtiene una longitud equivalente minima de 22.01, para
la separacion total del citado is6topo en una instalacién cerrada y en una
sola operacién.

9.* Se ha utilizado el ordenador IBM 1620 en la obtencién de un méto-
do de recargas sucesivas para el enriquecimiento del is6topo *Kr. Dos ope-

raciones sucesivas permiten la separacién total del citado is6topo utilizan-
do sélo una longitud de columna de 14.941,.
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO
WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

POR

M.®2 Piar PuesBrLa RemacHA

I. — INTRODUCCION

Uno de los campos de trabajo que han contribuido con su expansién al
general resurgimiento de la Quimica Inorgénica en el presente siglo ha sido
el estudio de los disolventes no acuosos. La investigacién de los procesos
quimicos que tienen lugar en disolventes distintos del agua ha cobrado im-
portancia creciente y, en la actualidad estd siendo el objeto de trabajo en
numero de laboratorios cada vez mayor.

En el caso concreto del cloruro de acetilo, el estudio de sus reacciones
.con un cierto niimero de sales inorgdnicas (1, 2, 3, 4, 5) ha revelado que en
el caso general de una sal hidratada se producen probablemente dos pro-
€esos :

De un lado, el cloruro de acetilo reacicona con el agua de cristalizacién
e las sales hidratadas y sufre solvolisis segun:

CICOCO, + HOH — CIH + CH,—COOH @8]

Como el CIH es muy poco soluble en cloruro de acetilo (sobre todo a la
temperatura de reflujo) se desprende como gas, mientras el 4cido acético si-
multdneamente formado permanece en disolucién.

De otra parte, tien lugar un intercambio entre el anién de las sales y el
«cloruro de acetilo, de manera que segin el esquema general:

A,Me + n CICOCH; — Cl,Me + n AGO—CH, (@)

en reacciones suaves y realizables con sencillez y sin grandes exigencias
-experimentales se producen halogenuros metdlicos amhidros o, a veces,
solvatados con CH, —COOH (si la sal de partida es hidratada) por lo que
«estos procesos tienen importancia preparativa en muchos casos.

Las reacciones de cloruro de acetilo con éxidos han sido poco estudiadas
hasta ahora. A Chretien y G. Oechsel dan cuenta en una breve nota (6) de
que los 6xidos: MnO,, V.0, y UO, se obtienen el cloruro verde de Mn (IV)
y cloruros de vanadilo y uranito respectivamente. Ademds, el calentamiento
de As,0;, 0 As,0; con cloruro de acetilo (7) conduce a un curioso compuesto
‘CH,(AsCL,),.

Mencionaremos también que el intento de preparar cloruro de berilio
-anhidro por calentamiento de 6xido de berilio anhidro con cloruro de acetilo
@ temperatura de 200°-700°C no dio resultados “debido a descomposicién
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de cloruro de acetilo (8). De acuerdo con los conocimientos adquiridos pos-
teriormente sobre el comportamiento de los compuestos de berilio (3) esta
descomposicién debe atribuirse a que el producto de reaccién no es cloruro,
sino acetato basico de berilio”.

Be,0 (00C—CH,)

Al comenzar el presente trabajo nos propusimos investigar las reaccio-
nes que pudieran tener lugar entre el cloruro de acetilo y los triéxidos de
Cr, Mo y W y en lo que sigue damos cuenta de los resultados obtenidos.

II. — DISCUSION DE LOS RESULTADOS

A. LA REACCION DE TRIGXIDO DE CROMO CON CLORURO DE ACETILO

La formacién de CrO; por condensacion de iones CrO,~ a través de la
formacién de policromatos Cr,0,,; conforme se va disminuyendo el pH; la
insolubilidad del 6xido en SOH, y el color rojo del producto, mucho méas
intenso que el de los cromatos y dicromatos, permiten ya reconocer que el
(CrO;). es un alto polimero.

Desde este punto de vista habria que esperar que el CrO, fuese insoluble
en cloruro de acetilo y hasta poco reactivo. Sin embargo, teniendo en cuenta
que los enlaces no deben de ser muy fuertes pues el producto funde y se
volatiliza a temperaturas inferiores a 200°C, y que el agua provoca su inme-
diata despolimerizacién, es permisible suponer la viabilidad de una reaccién
entre CrO, y CICOCH; incluso en condiciones suaves.

0 0 0
/ 0 x 0/ 9 \ 0/ Y x 0
9 AN AN AN

(0} 0 %

Ulterior apoyo de este punto de vista procede de considerar la estructura
cristalina. El (Cr0O,), estd constituido por cadenas infinitas de tetraedros CrO,
(9) cada uno de los cuales comparte dos vértices con sus vecinos. Los enla-
ces Gr—O parecen tener todos la misma longitud (1,79 A). Las cadenas se
unen entre si solamente por débiles fuerzas de Van der Waals, lo que ex-
plica la facil ruptura de la red cristalina.
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REACCIONES DE LOS 0OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO:

1. Ensayos preliminares

Si se anade cloruro de acetilo a tréxido de cromo. operando a tempera--
lura ambiente, tiene lugar una reaccién exotérmica y violenta al final de
la cual aparece un sélido de color verde, mojado por un liquido rojo. EI
proceso es tan rdpido que no es posible apreciar como se verifica la trans-
formacién.

Si con objeto de disminuir la velocidad y violencia de la reaccién, de-
modo que sea factible una observacién de su transcurso, se afiade el CrO;.
poco a poco y en pequeilas porciones sobre cloruro de acetilo enfriado a
—12°C, se observa que el sélido rojo se disuelve rdpidamente formando
una disolucién de color rojo intenso. Si se deja calentar la disolucién hasta
la temperatura ambiente y se mantiene asi durante 24 horas se observa una
lenta variacién de color hasta un tono rojo-verdoso.

Al destilar el cloruro de acetilo en exceso, calentando en bafio de agua,
se obtiene un destilado rojo y queda como residuo un sélido verde-rojizo.

Si se analiza el liquido recién destilado se demuestra que contiene sola-
mente Cr*® pero, si se le deja estar a temperatura ambiente la concentracion
de Cr*® va disminuyendo, a la vez que aparece Cr*® en cantidad creciente
(véase ensayo I, Exp. 6). El residuo s6lido contiene Cr*® y Cr.

Si la disolucién preparada a baja temperatura se deja estar en un dese--
cador de NaOH (para ir eliminando el cloruro de acetilo sin tener que des-
tilar), una muestra del concentrado rojo-oscuro tomada al cabo de dos dias
revela también la presencia de Cr™® y Cr™ (exp. 2).

Se intentd precipitar en frio algin sélido de la disolucién preparada por-
adicién de éter, tetracloruro de carbono, acetona y benceno anhidro, sin re-
sultado positivo (Exp. 3).

Cuando la mezcla de reaccién se mantiene a temperaturas mas bajas de-
—60°C (Exp. 4) e incluso de —30°C (Exp. 5) se produce una disolucién mds
lenta del Cr0O,, que se mantiene inalterado cuando menos por lo que respecta
a la reduccién a Cr™, que no se produce.

Resumiendo estas observaciones se puede decir que la reaccién entre:
(CrO;), y CICOCH;, que produce violentamente a temperatura-ambiente, se:
puede frenar si se mezclan los reactivos a temperatura baja y se dejan ca--
lentar después. En la mezcla de reacciéon se produce un proceso redox con
reduccién del Cr*® a Cr*®, proceso cuya velocidad es pequefia a bajas tempe-
raturas y apreciable a temperatura ambiente.

Como hipétesis de trabajo, proponemos que la reaccién de Cr0O, con
CICOCH, pueda representarse primariamente por el proceso (3)

CrO, + 2CICOCH; — Cr0,Cl, + O(OC.CH,), (3)-

reaccién fuertemente exotérmica que conduce a la formacién de cloruro de-
cromilo y anhidrido acético. Sin embargo, esta reaccién no es proceso final
Y, si la temperatura no es suficientemente baja, se desarrollan otras reac--
ciones que van ligadas a procesos redox, con reduccién del Cr*® a Cr*.
Podria imaginarse una continuacién de la reaccién (3) con ulterior susti-
tucién de cada O por dos dtomos de Cl segin (4), (5),
Cr0,Cl, + 2CICOCH, — CrOCl, + O(OC.CH,), (4):
CrOCl, + 2C1C0.CO, — CrCl; + O(OC.CH,), (5).
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Los compuestos CrOCl, y CrCl; no han sido preparados hasta ahora y la
presencia de Cr™® entre los productos de reaccién permite reconocer que se
-acopla un proceso de reduccién del propio Cr0O; o de algunos de los produc-
1os Cr0,Cl,, CrOCl, o CrCl; si es que estos tltimos llegan a formarse.

_ El proceso fuertemente exotérmico parece ser la transformacién de CrO;
en Cr0,Cl,, pues cuando se prepara por separado cloruro de cromilo y se
-disuelve en cloruro de acetilo, el comportamiento de esta soluci6n es analogo
a la del CrO, preparada en frio y dejada calentar, es decir, se produce una
reduccién a velocidad que depende de la temperatura. Si se destila pasa un
liquido rojo que luego se va reduciendo (Exp. 6).

Como no parecia posible obtener mds informacién sobre la base de en-
-sayos preliminares, pues el proceso de reaccién entre CrO, y cloruro de ace-
tilo parece bastante complejo, procedimos a realizar los ensayos que se des-
«criben a continuacién.

il

2. Estudios cuantitativos sobre los productos liquidos de la reaccién

En todos los ensayos el modo de operar fue el siguiente: la disolucién
-de Cr0O, en cloruro de acetilo se realiz6 siempre a temperatura baja (mezcla
frigorifica de hielo y sal) para impedir la reaccién violenta que tiene lugar
si se opera a temperatura ambiente. Las mezclas de reaccién se mantuvie-
ron durante tiempos variables a temperaturas ambiente o inferiores después
-de 1o cual se destil6 a presién reducida o presién normal, obteniéndose siem-
pre un destilado rojo y un residuo sélido-verde-rojizo (Ensayo II, experien-
-«cias 7-16, pag. 56). s

Los liquidos destilados se sometieron a analisis, para lo cual se hidroli-
zaron vertiendo una muestra de destilado sobre una disolucién de NaOH X
valorada. Se oper6 de esta manera por sospechar que en medio acido se i
‘producia reduccién del Cr'®, por haber presente materia orgédnica, mientras :
esto queda excluido en medio alcalino por el descenso del potencial de oxi-
-dacién del sistema CrO*=/Cr*®. (En medio SOH, 2M:E° = + 1,10, en medio
NaOH 1M, E° = — 0,12 volts.) (10).

Al hidrolizar en medio alcalino, el Cr*® presente en las muestras preci-
pita inmediatamente en forma de Cr(OH);, que se filtra, lava, calcina y pesa
como Cr,0,. El liquido filtrado y los de lavado se pasan a un matraz afora-
«do donde se toman muestras para las determinaciones del Cr*® por iodome-
tria y del CI~ como ClAg. El H' -producido en la hidrolisis se obtuvo valo-
rando en una muestra el exceso de NaOH que no se habia neutralizado.

La Tabla I presenta los resultados obtenidos en los andlisis de los des-
‘tilados procedentes de las Experiencias 7-16.

En todos los casos el liquido destilado, de color rojo, contiene un com-
puesto de Cr*® y, en algunos casos, se obtienen cantidades sustanciales de 4
‘Cr*®. Sin embargo pudo comprobarse que el destilado original no contiene ;

!

I b AP A

1 4 L 0

‘Cr*®, sino que éste se forma después, si se deja pasar algin tiempo antes de
tomar la muestra y se mantiene el liquido a temperatura ambiente y a la
luz. Por el contrario, si se enfria con hielo y sal el matraz colector del des- :
tilado y se procede a tomar muestras para andlisis en cuanto termina la S
«lestilacién (Experiencias 10-16) el ensayo del Cr*® arroja resultados negati- %
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‘ TABLA 1
Reaccién de CrO, con CICO.CH,. Composicién del destilado rojo

Condiciones de trabajo Andlisis del destilado

grs. de  ml. Crto Crts Cl- H+
Exp. Cr0, CICO.CH, Temp. Tiempo Observaciones m. moles  m. moles m. moles  m. moles
7 3 10 5°C 5 dias Destilar a 760 mm. 0,596 0,867 7,827 19,607
8 3 10 ambiente 1 dia 5 A 1,519 0,566 8,379 20,756
9 3 10 ambiente 1 hora 32 4 2,155 0,103 11,707 27,694
10 2 10 ambiente 1 hora % 2 0,435 negativo 9,540 24,794
11 2 10 hielo y sal 1/2 hora i i 0,325 negativo 11,620 23,794
12 3 10 hielo y sal 1/2 hora Destilar a p. r. 1,172 negativo 12,125 28,429
13 3 10 hielo y sal 1/2 hora i o 1,665 negativo 11,393 25,673
14 3 10 hielo y sal 1/2 hora % & 0,743 negativo 2,210 6,162
15 3 10 ambiente 3 horas ) 7 1,761 negativo 11,520 24,533
16 2,4 20 hielo y sal 1 hora o i 1,151 negativo 13,255 26,382
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

vos o el Cr*® existe s6lo en pequeiia cantidad. En cuanto no se adoptan tales

iones el destilad ti antidades sustanciales de Cr*™ formad
precauciones el destilado contiene cantidades sustanciales de Cr*® formado
a expensas de una reduccién ulterior del Cr*® en un proceso que, a tempera-
tura ambiente, transcurre con velocidad apreciable.

- Resulta pues, que en la reaccién entre Cr0O, y cloruro de acetilo se forma
un producto soluble en cloruro de acetilo, a cuyas disoluciones confiere co-
lor rojo y que destila en parte conjuntamente con el disolvente o es arras-
trado por él, tanto si la destilacién se hace a presién reducida como a pre-
sién normal. Este compuesto contiene Cr*® y es capaz de reaccionar ulterior-
mente con cloruro de acetilo reduciéndose a un compuesto de Cr*®.

Dadas las condiciones del problema, es dificil poder afirmar con segu-
ridad cudl puede ser el compuesto de Cr*® contenido en el destilado. De
acuerdo con las reacciomes (3), (4) y (5) puede tomarse en consideracion
Cr0,Cl,, CrOCl, y CrCl; pero por el hecho de que estos dos dltimos son des-
conocidos 'y que no nos ha sido posible detectar su existencia, aceptamos
que el compuesto arrastrado por el cloruro de acetilo al destilar el exceso
de éste es el CrO,Cl, que, por lo deméas, se comporta en igual forma frente
al CICOCH, como se deduce de la experiencia 6.

De cualquier modo, a partir de los resultados analitcios y aceptando que
todo el Cr*® se encuentra en forma de cloruro de cromilo, que el Cl- deter-
minado procede de aquél y del cloruro de acetilo en exceso y que la acidez
proviene de la hidrolisis de todos estos productos y del anhidrido acético
procedentes de (3) se llega a los calculos resumidos en la Tabla II, en los que
se ve que la suma de peso de CrO,Cl,, CICO.CH, y (CH,—CO),0 iguala al peso.
de muestra tomada dentro de + 3 9, error no excesivo, si se tiene en cuen-
ta las dificultades inherentes a los analisis y a las caracteristicas especiales
del cloruro de acetilo, sobre todo su facil hidrolisis que dificulta extraor-
dinariamente la toma de muestras.

3’
:

TABLA 1II
|
Composicion del destilado | 2
|
(a (b) (c) 1
Peso muestra % peso como % peso como % peso como
Ezp. gramos CL0,Cr CICOCH, (CH,—C0),0 a+b+c | 4
F
10 1,1108 6,07 61,26 26,23 93,53 1
11 0,9456 5,32 91,02 3,04 99,38 ki
12 1,1528 15,74 66,57 18,49 100,82 |
13 1,0994 23,46 57,57 18,39 104,42 1i
14 0,2654 43,37 21,40 33,46 98,23
15 0,9558 28,54 . 65,68 7,96 102,18
16 1,0376 17,18 82,85 nulo 100,03

Como valor medio de (a) + (b) + (¢) para todos los casos resulta
100,34 + 3, 6 sea dentro de un error del 3 % lo que, dada la dificultad
de toma de muestra, es un resultado eceptable.
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2. El residuo sélido de la reaccion

Los resultados obtenidos en el estudio de los s6lidos verde-rojizos que
quedan como residuo al destilar el exceso de cloruro de acetilo se descri-
ben en el Ensayo III, Exp. 17-21 y se resumen en la Tabla ITI. Solamente
se ha determinado el contenido de Cr*® y Cr*® de los s6lidos. Su relacién
(dltima solumna de la Tabla IIT) es un indice de la amplitud del proceso
de reduccion.

Si se opera a baja temperatura (Exp. 17-20) también se produce reduc-
cién pero hay que pensar que ésta tiene lugar sobre todo durante el trans-
curso de la destilacién. La relacion CI+3/(JI+G aumenta también por el arras-
tre del cloruro de cromilo al destilar el exceso de disolvente.

Se plantea la cuestion de si el Cr*® presente en el sélido no procedera
sencillamente de su impregnacién con cloruro de cromilo. Las experiencias
20 y 21, en las que el s6lido se lav6 con CCl, anhidro (en la Exp. 21 muy
a fondo) conforman esta suposicion al aumentar el valor de la relacién
discutida hasta 250 en la Exp. 21.

Ademds, la experiencia 21, en la que la reaccién se conduce a témpera-
tura ambiente, revela que la reduccién ha progresado mucho en estas con-
diciones de trabajo.

De lo dicho se deduce que si queremos obtener un producto sélido de
reaccién unitario es preciso forzar las condiciones de trabajo, en lugar de
moderarlas enfriando la mezcla de reacciéon y reduciendo el tiempo de con-
tacto. Esto nos obligard a operar en caliente y a prolongar el tiempo de
tratamiento hasta que la reduccién del Cr*® a Cr™ sea completa.

4. La reaccion entre CrO; y CICO - CH; en caliente

Cuando después de preparar en frio la disolucién de CrO, en CICO-CH,
con objeto de eliminar el calor de reaccién debido al proceso (3) se deja
calentar a temperatura ambiente y se hierve a reflujo, la reaccién pro-
gresa hasta la reduccién de todo el Cr*® al grado de valencia (III). Esto se

pone de relieve porque si, despues de calentar a reflujo por lo menos 1 —

2 horas, se destila el exceso de cloruro de acetilo queda un sohdo \erde
que 'despues de lavar con CCl, o éter anhidro y secar en corriente de aire
seco o en desecador de vacio sobre SOH, se transforma en un sélido verde
pulverulento y de aspecto homogéneo, que sélo contiene cromo en grado
de valencia (III). Como el sohdo de la exp. 21 contenia solamente O 4 %
en peso de Cr*’, se han incluido en la Tabla IV los resultados correspon-
dientes a esta Exp. 21.

Como procede del Ensayo IV [Exp. 21-25] resumido en la Tabla IV,
el sélido contiene también Cl, C y H. Estos dos tltimos elementos en
forma de grupos acetato o de anhidrido acético.

La tltima columna de la Tabla IV da las relaciones atémicas Cr: Cl: G
cuyos valores revelan que la composicién del producto varia de una ex-
penencm a otra, lo que parecen indicar que se trata de una mezcla de dos
0 m4s sustancias. Con los resultados analiticos, se pueden adjudicar a los
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TABLA 1t

Relacién Crt3/CrtS de los residuos sélidos de destilacion

Exp m. moles de m. moles de qn Condiciones \
2 3 Crts ; Crts CO ml. Tiempo de Observaciones Crt3/Crte
? ! ™s CICOCH, reaccion
17 2,385 0,476 3 10 % hora Destilar a p. r. 4
temperat. baja con frompa de agua
18 3,326 0,564 3 10 i 4 Destilar a p. r. 6
19 3,694 0,308 3 10 3 horas Destilar a p. r. 12
temperat. baja
20 2,131 0,0738 2,4 20/ 1 hora Destilar a p. r. 27
temperat. baja Lavar con Cl,C
| 21 5,692 0,0166 24 200 1% horas Destilar a p. r. 250
temperat. baja Lavar con ClL,C
%) 4
3
I
TABLA 1V
s Cl- C Condiciones de trabajo :
Relaciones
Ezxp. moles por moles por - moles por o =
.. .. . g0 g S -] -
20084TS: 200 grs. 1008 07s: Cr0, clcoc, Temper. Tiempo Observaciones Ore CLC
21 0,410 0,415 2,18 24 200 ambiente 1 % h. Destilar a p. r. GI'+3011.01G5.18
Lavar con Cl,C
22 0,410 0,439 2,11 2 20 reflujo 3 h. % Cr+Cl, G, .
23 0,421 0,468 2,08 2 10 7 2 h. 2 Cr+*CL G,
24 0,409 0,559 219 5 40 i 1Eh Precipitar con Gr+*CL G,
éter y lavar
25 0,429 0,493 1,94 25 240 i? 1%2h Destilar a p. r. Cr#CL..C, .
Lavar con éter
i Sl t‘ﬂ-":‘ifé‘ i S v i X
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s6lidos obtenidos en las Experiencias 21 y 22 las siguientes férmulas re-
sefiadas en la Tabla V.

TABLA V
Ezxperiencia Foérmula del compuesto
21 Cr+ CL ,, (CH,—CO00), , - 0,3 (CH,—CO0),0

22 Cr#8 C1 . (CH,—C00), ,, - 0,32 (CH,—C0),0

1.06

Sin embargo, los resultados de las Exp. 23, 24 y 25 obligan a admitir
que debe existir otro compuesto mezclado, es decir, que la reaccién entre
CrO; y cloruro de acetilo no termina con la formacién del compuesto de
Cr*, ClCr(CH; - COO), sino que, en ciertas condiciones continta produc1én-
dose una sustitucién de los aniones acetato por cloruro, segiin una reaccién
de cambio como:

CrCl(CH,—CO00), + CICO—CH, — Cr(CH,—C00)Cl, + (CH,—CO),0 (6)
CrCl(CH,—C00), + CICOCH, — CrCl, +' (CH;—CO0),0 @)

Observando las ecuaciones (6) y (7) podemos suponer que la obtencién
de CrCl(CH—COO0), CrCl,(CH —COO) y CLCr y por tanto la composicién
del s6lido final depende de las concentraciones de anhidrido acético y clo-
ruro de acetilo.

El producto obtenido es, en todos los casos, un s6lido verde muy soluble
en los 4cidos nitrico y clorhidrico concentrado dando disoluciones de color
verde.

En acido sulfurico concentrado se disuelve formando espumas y al ca-
lentar esta disolucién el soluto se carboniza.

Es algo soluble en 4cido acético glacial, con coloracién verde clara.

Es 1nsoluble en éter, tetracloruro de carbono y cloroformo.

Si se calienta el s6lido en un matracito sumergido en Acido sulfdrico
hasta la temperatura final de 230°C, el producto se descompone y se elimina
parte del Cl que contiene, puesto que al final del tratamiento la relacién
Cl/Cr*® es menor que 1 (Exp. 26). En el proceso debe intervenir el (CH, CO)0
coordinado que contiene el producto de partida, produciéndose la pérdida
de Cl a través de la eliminacién de CICOCH,, segin el esquema:

Cl—0C—CH,
B : (®
GH;—C00-—C ' CH,—C00—Cr—00C - CH,
| |
00C—CH, 00G - CH,

Hemos dicho que el sélido verde se disuelve muy bien en CIH concen-
trado. Si se prepara una disolucién saturada y se refrigera a temperatura

inferior a 0°C (Exp. 27) al cabo de dos dias se separan cristales verde claro,
cuyos analisis arroja una relacién Cl/Cr = 3:1. Aceptando que el porcen-
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tajo indeterminado corresponda a agua de cristalizacién los cristales obte-
nidos son CLCr - 6H,0, lo que significa que en las disoluciones acuosas de
dcidos concentrados se produce una descomposicién del producto con des-
plazamiento de los grupos acetato que son sustituidos por los aniones del
acido mineral, mas fuerte.

5. Desplazamientos de los equilibrios de reaccién

Hemos visto en el parrafo precedente que la reaccién entre CrO, y cloru-
ro de acetilo, cuando se conduce de manera que se obtenga la reduccién a
Cr™ de todo el cromo presente, lleva a la formacién de productos que, de
manera general, podemos formular como:

CrCl, (CH, - COO),_,

En principio puede imaginarse que « es capaz de alcanzar cualquier valor
comprendido entre 0 y 3 En el primer caso, tendremos el triacetato de
cromo y en el segundo el tricloruro de cromo; para los valores intermedios
enteros x =' 1, x = 2, tendriamos o bien mezclas en proporciones definidas
de los productos extre-mos citados o los compuestos unitarios CrCl(CH,:COO),
6 CrCl,(CH,C00), respectivamente. No parece factible conducir la reaccién
directa entre el CrO; y el cloruro de acetilo, de manera que alcancemos un
producto final de composicién determinada.

Efectivamente, la siguiente Tabla VI que recoge los resultados del En-
sayo V (Exp. 28) demuestra que cuando se hace reaccionar CrO, -y

y CICOCH, o, respectivamente, con CICO - CH, que contiene doble volumen —

de anhidrido acético se obtienen productos que, en el segundo caso contie-
nen mayor sustitucién creciente conforme aumenta el tiempol de tratamien-

to, Ciertamente que en estas condiciones, no puede esperarse la prepara-.
ci6n en estado de pureza de uno ni otro extremo de la serie, pero los resul-

tados obtenidos revelan que parece mds asequible llegar a obtener el ex-
tremo correspondiente al Cr(CH,COO),.
Una consideracién de los equilibrios:

TABLA VI
Pruebas a) Pruebas b)
5 grs. de CrO, 5 gr. de CrO,
20 ml. CICOCH EXPERIENCIA 28
40 ml. (CH,C0)0 40 ml. CICOCH,
Crts Cl-
Prueba  moles por moles por Temperat. Tiempo Relacion Condiciones
100 grs. 100 grs. Cl/Crt? de trabajo
Ia 0,461 0,458 ebullicién 6%h. 0,99 Precipitacion
Ib 0,478 0,569 2 2 1,19 con éter
IIa 0,410 0,309 ebullicién 16 % h. 0,75 Precipitacién
II'b 0,389 0,612 i 7! 1,60 con éter
T a 0,421 0,159 ebullicién 56 % h. 0,38 Precipitacién
III b 0,398 0,630 2 I 1,60 con éter
IV a 0,398 0,080 ebullicién 100 h. . 0,20 Precipitacién
IV b 0,396 0,719 2 2 1,82 con éter
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TABLA Vil

Tt3 =
o . ¢ Tiem- Relaciones Condiciones de trabajo: Sol. Ex. 25
FEzxp. moles por moles por  moles por Temp. AN
100 grs. 100 grs. 100 grs. 55 :
29 0,451 0,161 — reflujo 1 h. C1/Crt2=0,36 2 gr. s6lido Exp.+10 ml. (CH,—C0),0
+20 ml. CH—COOH Precip. con éter.
30 0,444 0,094 o i 2h.  Cl/Crt3=0,215 2 gr. sélido Exp.+10 ml. (CH,—C0),0
+20 ml. CH,COOH Precip. con éter.
31 0,440 trazas 2,39 & 12 h. C/Crt3=5,43 2 gr. s6lido Exp.+10 ml. (CH,—CO0),0
+20 ml. GCH,—COOH Precip. con éter.
32 0,438 i 2,47 & 80 h. C/Crt=5,66 2 gr. sélido Exp.+10 ml. (CH,—C0),0
+20 ml. CH—COOH Precip. con éter.
33 0,437 negatiyo 2,62 4 194 h. C/Crt=5,99 2 gr. s6lido Exp.+10 ml. (GH3—CO)20‘

+20 ml. CH,—COOH Precip. con éter.
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+ CICOCH,
0(0C+CH,), + CrCL,,(CH,-C00), ,, ————> CrClL,(CH,-CO0),., (9)
4+ /(CH,-C0),0
CrCl(CH,-C00), ,—————— CrCl,,(CH,COO),_,, + CICOCH, (10).

(donden<tx s y= x”" >7)
permite planear ensayos conducentes a obtener informacién sobre el pro-
ceso de desplazamiento y las posibilidades de preparar los miembros ex-
tremos de la serie CrCl,(CH,COO0),_,.

A continuacién discutimos los resultados obtenidos en el ensayo VI a
(Exp. 29-33), y en el ensayo VI b (Exp. 34-36).

6. Tratamiento del sélido verde con dcido y anhidrido acético

Los resultados de estos tratamientos (Ensayo VI a) se recogen en la Ta-
bla VII. Realmente, en lugar de provocar el desplazamiento del cloro con
anhidrido acético y a través del desprendimiento de cloruro de ecetilo,
hemos operado con (CH,—C0),0 + CH, - COOH, con lo que la reaccién de:
desplazamiento serda ahora:

+ (CH,COOH)
CrClL(CH,—C00), ,———— CIH + CrCl,,(CH,—C00),_,, (11)

y quedara facilitada por la mayor volatilidad del CIH que se desprendera
al calentar a reflujo, favoreciendo el desplazamiento del equilibrio (11) hacia
la derecha de acuerdo con estas previsiones, la Tabla VII demuestra que,
en nuestras condiciones de trabajo, conforme aumenta el tiempo de calen-
tamiento va progresando la sustitucion del cloro y en la Exp. 33, después:
de casi 200 horas se logra su total eliminacién.

La Tabla VIII da el anélisis del producto obtenido en esta experiencia
33, y se ve que los porcentajes de Cr y C coinciden bien con los calculados.
para el,

Cr(00C—CH,),
TABLA VIII
Sustancia % de carbono % de cromo
Sé6lido verde obtenido Exp. 38 31,42 22,70
Cr(CH,—CO00", 31,40 92,70

7. Tratamuento del sélido verde con cloruro de acetilo

Los resultados de estos tratamientos (Ensayo VI b) se recogen en la
Tabla IX (Exp. 34-36), y Tabla X (Exp. 35 y 36).

El sélido verde (0,493 moles de Cl por 100 grs.) no se disuelve total-
mente en cloruro de acetilo, por ello después de los periodos de tratamien~
to a reflujo con cloruro de acetilo se filtraron las mezclas de reaccién.
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En los sélidos separados de dichas filtraciones se realizaron los andali-
sis de Cr y Cl y los resultados obtenidos en las experiencias 34, 35 y 36
se resumen en la Tabla IX y puede observarse que el contenido de Cl au-
menta con el tratamiento. La relacién Cl/Cr se hace mayor que la del
s6lido de partida, pero no puede apreciarse una influencia sisteméatica
entre la duracién del tratamiento en caliente y el aumento en dicha rela-
cién. Deben ser otros factores los que determinen la amplitud de la susti-
tucién de los aniones acetato por cloro, en general. aquellos que regulen
a las concentraciones de cloruro de acetilo y anhidrido acético, que son
las que determinan el desplazamiento del equilibrio (11). Como la canti-
dad de anhidrido acético no puede eliminarse de la mezcla de reaccidn,
el equilibrio no se desplazard nunca a la formacién del tridoruro de cromo.

También obtuvimos en las experiencias 34 y 35 dos sélidos verdes por
precipitacién del filtrado con éter.

Se determinaron el contenido de Cl y Cr (Tabla X) y aumenta el conte-
nido de cloro y, por tanto, la relacién Cl/Cr se incrementa, no coincidien-
do exactamenie con la de los sélidos correspondientes separados por
filtracion.

B. La rREACCION DE TRIGXIDO DE MOLIBDENO CON GLORURO DE ACETILO

La formacion de triéxido de molibdeno Mo0O, por precipitacién, al aci-
dular las disoluciones acuosas de molibdeno solubles, es un proceso que
presenta analogias con la formacion de triéxido de cromo y que permite su-
poner que la insolubilidad del triéxido es consecuencia de un proceso de
condensacién en disolucion ; que lleva, en defintiva, a la precipitacién de
un alto polimero.

Mientras que, com hemos visto, la estructura del (Cr0,), estd constituida
por cadenas de tetraedros que se mantienen juntos por la operacién de dé-
biles fuerzas de Van der Waals, el triéxido de molibdeno MoO, tiene una es-
tructura en capas, constituida por octaedros MoO,, cada uno de los cuales
comparte dos aristas con sus vecinos (11) y ademas dos vértices con octae-
dros situados por encima y por debajo del plano ecuatorial. Por lo tanto.
en cada octaedro MoO,, tres atomos de oxigeno pertenecen simultdneamente
a tres octaderos, dos quedan compartidos por dos octaedros y el sexto per-
tenece a un solo octaedro

De este modo, a cada datomo central de Mo le corresponden :

(3.1/3) + (2.1/2) + 1 = 3 atomos de oxigeno.

En esta estructura tneemos enlaces preferentemente covalentes como res--
ponsables de las uniones, que ocasionan una mayor estabilidad del MoO, en
comparacién con el CrO;. Asi, el MnO, funde a 795°C (CrO; a 197°C) y es
insoluble en agua, aunque se disuelve en disoluciones acuosas de hidréxi-
dos alcalinos.

Como consecuencia de lo anterior parece légico esperar que al reaccion
ge% éVIoO con CICOCH; tenga lugar con mayor dificultad que en el caso.

el CrO
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TABLA 1X

Crts Cl- iones
- 2 Relaciones . 4 :
Exp. moles por moles por Temperatura TI'iempo AGinas Condiciones de trabajo
100 grs. 100 grs. ‘
34 0,431 0,539 ebullicién 25 h. 1,26 Mezelar 2 gr. Exp. 25 con 20 ml. CICOCH,
Filtrar y lavar el precip. con éter.
35 . 0,434 0,735 ! 58 h 1,69 Mezclar 2 gr. Exp. 25 con 20 ml. CICOCH,
Filtrar y lavar el precip. con éter.
36 0,431° 0,873 100 h. 1,56 Mezclar 2 gr. Exp. 25 con 20 ml. GICOCH,
Filtrar y lavar el precip. con éter.
TABLA X
, e = a Relaciones B 3
Eaxp. moles por moles por Temp. Tiempo i Condicion de trabajo
100 grs. 100 grs. ¢
35 0,435 0,775 ehullicién 50 h. 1,78 Mezela 2 gr. Exp. y 20 del CICOCH,.
Filtrar y precip. con éter.
36 0,426 0,697 = 100 h. 1,63 2 gr. Exp. 26 mis ml. de C1ICOCH,.

Filtrar y precipitar con éter.
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Sin embargo, como de la descripci6n de la estructura cristalina del
MoO0, se deduce que en el octaedro MoO; hay un dtomo de oxigeno que sé6lo
pertenece a un octaedro, se ofrece aqui un angulo de ataque para cualquier
reactivo que puede hacer factible una reaccién sin necesidad de que tenga
Jugar una despolimerizacién previa. Por éste, puede esperarse que en lugar
de la disolucién, seguida de reaccién, que ocurre con el triéxido de cromo,
se observe aqui un ataque del CICO, al MoO, en fase heterogénea al que
eventualmente puede seguir la disolucién del compuesto formado y el ul-
terior ataque a los fragmentos de bajo peso molecular (y, por ello solubles)
en una segunda fase de reaccién homogénea.

1. Ensayos preliminares

Ensayo VII

Si se afiade MoO; a cloruro de acetilo a temperatura ambiente se produ-
ce un ataque al sélido que da lugar a la aparicién de una solucién roja oscu-
ra. que tiene un s6lido en suspensién (Exp. 37). Separado el liquido por fil-
tracién y lavado el precipitado con éter, se obtiene un sélido verde que con-
tiene Mo y Cl. Por la pequenisima cantidad producida en todas las expe-
riencias, y porque ademds, eontiene cantidades variables de MoO, que no
ha reaccionado no ha podido determinarse su naturaleza, aunque parece que
puede tratarse de pentacloruro de molibdeno MoCl.

El liquido rojo calentado a reflujo adquiere, a la media hora aproxima-
damente, una coloracién verde que prolongando el calentamiento pasa a
pardo oscura. Esto puede ser indicio de que la reaccién del MoO;, con cloru-
ro de acetilo se produce en tres fases.

1.* Disolucién a través de reaccién del MoO, en cloruro de acetilo, dan-
do una disolucién roja.

2.* Transformacién de la disolucién roja en verde.

3.* Transformacién de la disolucién verde en pardo oscura.

Estas tres fases pudieran responder a distintos grados de valencia del
molibdeno, por las que tiene que pasar antes de reducirlas a la valencia
mas estable en las condiciones de reaccién.

En apoyo de esta suposicién hemos observado los siguientes hechos:

1.° Que la solucién roja al anadirla a tetracloruro de carbono a tempe-
ratura ambiente produce un precipitado amarillo, poco estable al aire, que
se disuelve en sosa y que contiene Cl y Mo. Este precipitado (por su solu-
bilidad en sosa dando una disolucién incolora) debe ser un compuesto de
molibdeno exavalente formado probablemente por la siguiente reaccién:

Mo0, + 2 CICOCH, — Mo0,Cl, + (CH,CO)0 12)

2.° Que si la disolucién, cuando adquiere color verde, se vierte sobre
tetracloruro de carbono se produce un precipitado verde poco estable que
no se disuelve totalmente en NaOH, apareciendo un precipitado semejante
al hidréxido férrico.
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3.° Hemos dicho que al continuar el calentamiento, la disolucién pasa
a color pardo. Si entonces la vertemos sobre tetracloruro de carbones que-
dan unas masas pegajosas pardas que resulta dificil separar de las pare-
des del matraz de reaccion.

4.° Si el calentamiento se prolonga y se ainaden nuevas cantidades de
cloruro de acetilo, para que siempre se encuentre la mezcla de reaccién en
exceso de este reactivo, van apareciendo precipitados pardos en la diso-
lucién.

Calentando 50 horas y eliminando el exceso de cloruro de acetilo por
destilacién, dichos precipitados y el liquido sobrenadante producen sélidos
sueltos de color marrén y aparentemente homogéneos al lavarlos con éter.

Véase descripcién mas detallada en Ensayo VII (Exp. 37).

Como no parecia factible obtener mas informacién sobre la base de en-
sayos meramente cualitativos procedimos a realizar ensayos cuantitativos
de las tres fases sefialadas de reaccién, sometiendo a andlisis cada una de
ellas, tanto si precipita con tetracloruro de carbono, como con éter.

2. El producto final de la reaccién de MoO; y cloruro de acetilo

A la vista de la evolucién que va sufriendo el sistema reaccionante, como
se deduce de las observaciones cualitativas que acabamos de resefar, deci-
dimos comenzar nuestro estudio de la reaccién entre MoO, y CICOCH; por
los productos que se forman finalmente, cuando se prolonga el tiempo de
reaccién a la temperatura de reflujo del CICOCH,.

Los resultados obtenidos en los andlisis de los sélidos marrones, sepa-
rados del liquido de reaccién mediante precipitacién con éter anhidro, se
describen en el Ensayo VIII (Exp. 38-43), Tabla XI.

El producto sélido, marrén, de grano fino, obtenido en todos los casos
no es soluble en NaOH pero se disuelve en NaOH que contiene H,0,, después
de un tratamiento prolongado en caliente. Pudo comprobarse que dicho
s6lido contiene Mn, G y Cl y de su insolubilidad en dlcali se deduce que el
grado de valencia del Mo es inferior a Mo™.

En la Tabla XI se resumen los resultados analiticos que permiten calcu-
lar Ja relacién atémica Cl/Mo. Salvo en la experiencia 38 en que el tiempo
de reaccién fue muy corto, los valores de Cl/Mo se aproximan o coinciden
exactamente con la razén 4. El producto no es, sin embargo el CL,Mo que
se describe en la literatura (12) como un polvo pardo pues nuestro prepa-
rado contiene ademds cantidades sustanciales de carbono e hidrégeno.

La Tabla XII contiene los resultados de las determinaciones de carbono,
y en su ultima columna los valores de la relacion atémica C/Mo.

Dadas las condiciones en que se produce la reaccién y en las que se
lleva la separacién del sélido marrén (por precipitacién en éter), las tni-
cas moléculas que pueden formar el complejo de molibdeno son el anhidri-
do acético que se produce en la reaccién (12) y el éter, que como hemos
dicho, es el agente precipitante.

Teniendo en cuenta los % de (, Cl y Mo obtenidos en los analisis de las
experiencias 38-43 (Tablas XI y XII) podemos deducir que el carbono no
puede encontrarse como anhidrido acético, pues la cantidad de éste que
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corresponde al contenido de carbono de las experiencias citadas da con los
% de Cl y Mo una suma muy superior a cien, como se indica expresamente
en la Tabla XIII.

TABLA XI
Mo Cl
Exp. moles por moles por Temp. Tiempo Relacion Condiciones de trabajo
100 grs. 100 grs. Cl/Mo
38 0,2165 0,558 refhujo 1 h. 2,48 3 gr. MoO,+25 ml. CICOCH,
Destilar bafio arena, lavar
con éter.
39 0,1945 0,718 2 8 h. 3,64 3 gr. Mo0,+25 ml. cloruro
de acetilo.
Precipitar con éter
40 0,1845 0,752 2 30 h. 4,07 4 gr. M003+5O ml, cloruro
de acetilo.
Precipitar con éter
41 0,1909 0,757 20 h. 4,00 3 gr. Mo0,+20 ml. cloruro
de acetilo.
Precipitar con éter
42 0,1807 0,719 50-70°C 50 h. 3,96 3 gr. Mo0,+20 ml. cloruro
reflujo 50 h. de acetilo.
Precipitar con éter
43 0,1868 0,743 50-70°C 50 h. 3,99 4 gr. MoO,+25 ml. cloruro
reflujo 50 h. de acetilo.
Precipitar con éter
TABLA XII
C moles por Mo moles por  Relacion:
Ezp. % Mo % Cl 9% C 100 grs. 100 grs. C/Mo
39 18,67 25,45 34,06 2,838 0,1945 14,60
40 17,75 26,65 32,31 2,693 0,1849 14,56
41 18,34 26,81 34,58 2,882 0,1909 15,10
42 17,35 25,48 36,74 3,061 0,1807 17,10
43 17,93 26,33 35,83 2,986 0,1868 16,05

En cambio suponiendo que el carbono se encuentra en forma de éter, la
suma de los 9% se aproxima mucho mds al cien por cien y si no se mantiene
-exactos puede ser debido a la forma como se obtiene el complejo. El com-
puesto de molbideno se forma en presencia de anhidrido acético producido
en la propia reaccion (12) y debe competir con el éter para aportar las mo-
léculas que se coordinan con el MoCl,. Puesto que ademds, siempre se ha
observado precipitado en la mezcla final de reaccién, éste debe absorber
anhidrido acético y su sustitucién por éter debe hacerse en fase sélida y por
tanto lentamente. Por ello, sélo en la experiencia 43 en que el tratamiento
con éter fue prolongadisimo la sustitucién debié ser total.
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En esta experiencia 43 la relacion C/Mo es igual a 16, las moléculas
coordinadas de éter-son cuatro, y se forma un complejo de molibdeno tetra-
valente con indice de co6rdinacién 8 de acuerdo con las propiedades de este
elemento (13) y el s6lido obtenido responde a la férmula:

CLMo 4 (CH, — CH,),0 (13)

Comparando los % de los andlisis de la experiencia 43 y los calculados
para el compuesto (13) observamos que equellos, tanto por cientos coinci-
den con los tedricos. ‘

En vista de la discusién anterior sobre la presencia de (CH,—CO0),0 o de
(CH,.CH,),0 coordinados al dtomo central de Mo, tiene interés comparar los

TABLA XIII

% total 9% total
%(CH,-C0),0 %(CH-CH),0  conlasu- , con la su- Lrror
Exp. (a) % Cl % Mo (by  posicion (ay Error 9% posicion (b) %
39 74,76 19,54 23,29 54,24 117,59 17,57 97,07 —2,93
40 72,37 25,45 18,67 52,50 116,49 16,48 96,62 —3,38

41 68,67 26,65 17,75 29,81 113,07 13,07 94,21 —5,79
42 78,05 25,48 17,35 56,64 120,88 20,88 99,44 —0,54

43 76,14 26,33 17,93 55,24 120,40 20,40 99,50 —0,50
TABLA XIV
Compuesto % Cl % Cl % C
Experiencia 43 17,93 26,38 35,83
MoCl,.4 (C,H,>,0 17,98 26,56 35,90

productos obtenidos al emplear éter como agente precipitante, con los que
resultan cuando precipitamos con un disolvente sin dtomos dadores, como
el CCl, anhidro. En este caso, se obtienen s6lidos mal definidos, cuyos and-
lisis responden a la formula bruta (exp. 44). ;

MoCl, 5 (CH,.C0),052 (14)

como consecuencia de que el CCl, (a diferencia del éter) tiene también accion
precipitante sobre productos intermedios que contamina el sélido pre-
parado.

En las mismas condiciones preparativas (Experiencia 43) la precipita-
cién con éter anhidro conduce a un prcducto de férmula:

Chm Mo [O(CHZ CH3)2:|4,c9
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3. El producto 'de la primera fase de reaccion

Hemos dicho que al disolver el MoQ, en cloruro de acetilo, se produce-
una coloracién roja, en presencia siempre de una pequeila cantidad de pre--
cipitado. Filtrada la mezcla de reaccién y separado el sélido en suspensién
se obtiene al afiadir la solucién a tetracloruro de carbono, un precipitado.
amarillo que adquiere al filtrar y lavar una coloracién verde.

En la Tabla XV se resumen los resultados obtenidos en los andlisis de-
cloro y molibdeno de los s6lidos obtenidos en el Ensayo IX (Experiencias
45-50) encaminadas a estudiar la naturaleza del compuesto que produce la
coloracién roja en las mezclas de reaccién MoO, y cloruro de acetilo. Todas:
las experiencias se realizaron a temperatura ambiente y produciendo la
separacion del precipitado amarillo con la maxima rapidez para que no se-
produjesen transformaciones. De estos andlisis deducimos la relacién Cl/Mo.
y observamos que en todas las experiencias se mantiene aproximadamente
igual a 2. Por otra parte como estos sélidos amarillos se disuelven total-
mente en sosa, podemos suponer que el molibdeno se encuentra en forma
exavalente.

En la literatura cientifica (14) existe un compuesto de Mo(VI), el CL,0,Mo -
descrito como un sélido amarillo -y en el que naturalmente la rela-
cion Cl/Mo = 2. Podriamos suponer en principio que se tratase de este
compuesto, pero comparando los moles por 100 grs. de Cl y Mo tedricos,
con los obtenidos en las experiencias (Tabla XV) puede observarse la no.
coincidencia. Por otra parte determinada la concentraciéon de iones hidrd--
geno, ésta es superior a la producida por el contenido de Cl y Mo. Todo
ello nos indica la existencia de otros elementos en la sustancia obtenida.

Dada la facilidad del molibdeno para formar complejos podriamos supo-
ner que estuviese en esta forma en los sélidos amarillos obtenidos. Se co-
noce un complejo de férmula Cl,0,Mo.H,0 (15). Podria tratarse de un com-
plejo de este tipo con otra clase de molécula de coordinacién.

El oxidicloruro de molibdeno se puede producir segun la reaccién antes.
sefalada (14) y entonces la mezcla de reaccién contiene ademds de cloruro
de acetilo y oxidicloruro de molibdeno (VI), anhidrido acético y éste puede-
ser el compuesto coordinado al Mo (VI).

Con este supuesto, el exceso de acidez sefialado anteriormente debe pro--
venir de lag moléculas de anhidrido acético coordinadas. Calculamos los mo--
les por 100 grs. que suponen este exceso y a partir de ellos la relacién :
Mo/(CH.CO),0 (Tabla XV) observado que se halla muy préxima a la unidad.

Por tanto el compuesto separado de la disolucién roja parece ser-
el CLO,Mo.(CH,.CO),0. .

La relacién Cl/Mo en algunos casos se aproxima tan sélo a la relacién 2,
bien pudiera ser debido a que se formen trazas de compuestos méas clora--
dos, o que al llevar a cabo la precipitacién con tetracloruro de carbono
no se produce la eliminacién total del cloruro de acetilo que empapa al
precipitado.

La relacién (CH.CO)0/Mo (Tabla XVI) también es superior a 1, aunque-
se mantenga cerca de este valor, puede ser por el mismo motivo que hemos,
senalado en el exceso de Cl.

a7l




TABLA XV

V1 Hd VISIATZE

Mo Cl
moles por moles por Relacion  Mezcla de reaccion Condiciones de reaccion
Exp. 100 grs. 100 grs. Cl/Mo MoO, cleocH,

Compuesto teérico C1,0,MO

S

&

=

45 0,300 0,632 2,10 3 gr. 25 ml. 12 horas temperatura ambienfe. Eliminacion del CICOCH, por g

evap. en desecador de NaOIL ﬁ

1 46 0,290 0,684 2,02 3 gr. 15 ml. 12 horas temperatura ambiente. Filtrar 5
= Precipitar con Cl,G &
N =
| 47 0,319 0,684 2,11 3 gr. 15 ml. 12 horas temperatura ambiente, Filtrar )
Precipitar con Cl1,G 3

@

48 0,296 0,631 2,12 3 gr. 15 ml. 12 horas temperatura ambiente, Filtrar <
Precipitar con C1,G 2

(=)

S

49 0,306 0,636 2,07 3 gr. 15 ml. 12 horas temperatura ambienfe. =

0,602 1,004 2,00 3 gr. 15 ml. Filtrar. Precipitar con Cl,G S

2]
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TABLA XVI
H+ (CH—C0),0 Mo
moles por moles por moles por Relacién
Ezp. 100 grs. 100 grs. 100 grs. (CH,C0),0/Mo
46 1,923 0,380 0,290 1,31
47 2,159 0,430 0,319 1,25
48 1,398 0,338 0,296 1,12
49 1,932 0,349 0,306 1,11

A partir de los andlisis calculamos los 9% de los elementos que entran
en al composicién de los s6lidos amarillos. El resumen de dichos célculos
estd resefiado en la Tabla XVII. En ella también figuran las sumas totales
de los 9 de todas las experiencias, y también el contenido de oxigeno
correspondiente al compuesto Cl,0,Mo que suponemos es el producto inter-
medio de reaccién.

La suma total se mantiene en casi todas las experiencias inferior al 100
por 100. Esto es debido a que por la ficil descomposicién del precipitado
no se prolongé el tiempo de secado y lavado, y aparecian al disolver las
muestras para el andlisis pequenisimas gotas de CLC que se eliminaban al
calentar.

Dentro de los errores operatorios, debidos a la baja estabilidad del pro-
ducto que nos impide eliminar por completo el CCl, empleado para preci-
pitarlo, podemos determinar que el compuesto obtenido en la primera fase
de reaccién es el dioxidocloruro de molibdeno VI, que al separarlo de la di-
solucién de cloruro de acetilo precipita con z moléculas de (CH,—CO).0,
aproximandose el valor « a la unidad. Es decir el s6lido separado tiene esta
£Omposicién :

CLO,Mo - z (CH, - CO)0 x o] (18)

4. Los productos de la fase intermedia de reaccién

Hemos dicho que al disolver el MoO; en cloruro de acetilo se produce una
coloracién roja. Al calentar esta disolucién roja cambia de color y al cabo
de un tiempo (20 minutos) la disolucién presenta un color verde. Al afiadir
dicha solucién a tetracloruro de carbono se produce un precipitado verde
que aun en desecador de SOH, o cal sodada se descompone rapidisima-
mente, obteniéndose una masa de color azul.

En la Tabla, XVIII se resumen los resultados obtenidos en el Ensayo X
{exp. 50-53) en el que se pretende deducir la naturaleza del precipitado
verde que se produce en CLC cuando la mezcla de reaccién presenta dicho-
«color. En ella figuran los andlisis de cloro y molibdeno de las tres experien-
cias, en las que se varian los tiempos de reaccién y la relacién de reactivos.
intentando conseguir un compuesto puro.

Como se observa en la Tabla XVIII de los resultados analiticos se dedu-
«<en unas relaciones Cl/Mo superiores a 2, pero alejadas también de 3. Esto
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nos hace suponer que es una mezcla de sustancias las separadas en las con-
diciones sefnaladas.

TABLA XVII
% 0, del
Ezxp. % Cl % Mo 9%(CH,—C0),0 CL0,Mo 9 total Composicion del sélido
46 20,72 27,82 38,86 9,3 96,69 Mo 0,01, ,, (CH,—~C0),0, .
47 24,25 30,61 42,62 10,20 107,45 Mo 0,CL, . (CH,—C0),0,,.
48 22,38 28,34 34,51 9,44 94,77 Mo 0,C1, , (CH,—C0),0, .
49 92,56 29,34 35,61 9,78 97,29 Mo 0,01, (CH—C0),0,
Media 22,28 28,81 38,22 9,68 99,40 Mo 0,CL, ,, (CH,—C0),0, .

TABLA XVIII

Condiciones de trabajo

Gl -Mo

moles por moles por Relacion ml. Separacion

Exp. 100 grs. 100 grs. Cl/Mo gr.MoO, CICOCH, Temp. Tiempo del compuesto

50 0,680 0,295 2,31 3 20 ebullicién 15 m. Precipitacién
con CLG

51 0,782 G301 2,50 2 20 20 m. Precipitacién
con GLG

52 0,537 0,214 2,52 3 15 ¥ 20 m. Precipitacién
: con CLC

La marcha de la reaccién en esta fase es como vamos a describir a con-
tinuacién. Al cabo de un pequeiio intervalo de calentamiento, comienza a
aparecer por las paredes del matraz una coloracién verde. Prolongando la
ebullicién, llega un momento que rdpidamente se convierte en una masa
de color pardo no muy oscura y con el tiempo se intensifica la coloracién.

Por ello, intentamos determinar la evolucién de dicha reaccién, para
conseguir dilucidar qué compuesto de Mo es el que comunica el color verde
a la mezcla de reaccion.

Para ello, realizamos el Ensayo XI. Calentamos la mezcla de reaccién du-
rante un intervalo de tiempo y tomamos muestras de dicha mezcla: antes
que presentase el color netamente verde (Exp. 53), en el momento de tomar-
lo (exp. 54) y al adquirir la coloracién parda (Exp. 55-56). Los resultados
obtenidos de los andlisis de Cl y Mo de los sélidos separados figuran en la
Tabla XIX. En ninguna de las precipitaciones obtuvimos una relacién Cl/Mo
de valor entero y, por tanto, un compuesto definido. En las experiencias
55-566 al intentar la precipitacion del s6lido con un disolvente CLC o éter
anhidros, se producen unas masas pegajosas, que no es posible separarlas
del matraz de precipitacién ain con tratamientos prolongados con dichos
disolventes. :

Ao

s i




o

S ey gy

REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

TABLA XIX
Prueba: 40 ml. de CICOCH, + 10 grs. de MoO,

Cl Mo
moles por moles por Relacién Temp.  Tiempo Condiciones
Exp. 100 grs. 100 grs. Cl/Mo de trabajo
53 0,545 0,236 2,3 ebullicién. 10 m. Tomar 10 ml. y pre-
cipitar con CL,G para
separar el compte.
54 0,571 0,238 2,4 3% 15 m. % i
55 — — Se producen ma- 2 20 m. Tomar 10 ml., preci-
sas (que No pue- pitar con CLG y tra-
den separarse tar prolongadamente.
del matraz
56 LA Ll 2 9 bRl 20 m. bR ”

C. LA REACCION DE TRIGXIDO DE WOLFRAMIO CON CLORURO DE ACETILO

El triéxido de wolframio se forma por precipitacién al acidular las diso-
luciones acuosas de wolframatos solubles, en un proceso que presenta ana-
logias con la formacién de los triéxidos de cromo y molibdeno y que tam-
bién permite suponer que la insolubilidad del triéxido de wolframio es
consecuencia de un proceso de condensacién.

Mientras que, como hemos visto, la estructura de los (CrO;). y (MoO).
son redes moleculares, constituidas por cadenas de tetraedros en el primer
compuesto y una estructura en capas constituida por octaedros MoO; en el
segundo. el triéxido de wolframio es una red iénica tipo ReO; (16), (17), (18),
lo que determina una mayor estabilidad en comparacién con los triéxidos
de Cr y molibdeno.

Ha quedado determinado a lo largo de las experiencias del apartado B,
que el MoO, reacciona con mds dificultad que el Cr0,. Légicamente el WO,
debe presentar aun mayor dificultad, puesto que para disolverse es necesa-
rio que se destruya la red iénica, y por tanto, tenga lugar un ataque en fase
heterogénea en vez de una despolimerizacién o sustitucién como sucede en
los anteriores casos.

1. Ensayos prelvminares

Ensayo XII

Si se aiiade WO, a cloruro de acetilo a temperatura ambiente se produ-
ce un ataque al s6lido que da lugar a la aparicién de una solucién amarilla,
que intensifica su color muy lentamente y queda siempre una gran cantidad
de sélido en suspensién. Atun prolongado el tratamiento un intervalo de
tiempo grande, la cantidad de precipitado presente en la mezcla de reacciéon
no varia en proporcién apreciable.
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Si calentamos a ebullicién la mezcla de reaccién WO, y cloruro de ace-
tilo, aparece una solucién roja que se intensifica con el tiempo de calenta-
miento. El color se hace oscuro, pero atin prolongando este tratamiento
hasta 150 horas existe sélido en suspensién de la disolucién roja.

Como no parecia factible obtener mds informacién sobre la base de ensa-
yos meramente cualitativos procedimos a realizar ensayos cuantitativos en
las dos condiciones de trabajo sefialadas. A temperatura ambiente y a la
temperatura del reflujo de la solucién.

2. Reaccion del WO, y cloruro de acetilo a temperatura ambiente

Si mantenemos en agitacién durante 30 dias la mezcla WO;-cloruro de
acetilo a temperatura ambiente, se obtiene una disolucién roja en presencia
de abundante cantidad de s6lido en suspensién.

Si se filtra la disolucién, aparece un sélido verde y un filtrado de color
rojo.

Del filtrado rojo no pudo separarse ningin sélido por precipitacién con
éter, tetracloruro de carbono, etc. El s6lido verde dio positivo los andlisis
de G, Cl y W.

En la Tabla XX se resumen los resultados analiticos obtenidos del sélido
verde. (Ensayo XIII, Exp. 58).

Observando estas relaciones, que no responden a ninguna férmula defi-
nida, y teniendo en cuenta el alto contenido en wolframio, Tabla XXI, sélo
podemos asegurar que la mayor parte del sélido es WO, sin reaccionar,
puesto que ademdas no existen en él aniones en cantidad como para neu-
tralizar las valencias del wolframio.

TABLA XX

EXPERIENCIA 58

Productos de reaccién WO0,—CICOCH, a temperatura ambiente

W moles por 'C moles por C moles por Relaciones
Producto 100 grs. 100 grs. 100 grs. atomicas
Sélidos en suspensién 0,402 0,088 0,087 W QLG .
TABLA XXI
Sélido % de wolframio
Sélido verde 73,92
WO, 79,3

La experiencia 58 muestra que la velocidad de reaccién a temperatura
ambiente es pequeiiisima y que en esas condiciones tampoco es posible ob-
tener productos intermedios puros. Por ello, se realizaron otros ensayos
en los que la temperatura de reaccién, es la ebullicién de la solucién.
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3. Reaccion del WO, y cloruro de acetilo a temperatura de reflujo

En la Tabla XXII se resumen los resultados obtenidos en el Ensayo XIV
(Experiencias 59-60), en el que la mezcla de reaccion WO, + cloruro de
acetilo se calienta a intervalos de tiempo variables. Al finalizar el calenta-
miento se anade toda la masa de reaccién a éter separdndose unos sélidos
grisdceos cuyos contenidos en W, Cl y C figuran en dicha Tabla.

Las dos experiencias nos sefialan por las relaciones atémicas Cl/W que
el Cl debe neutralizar a una valencia del W, pero no se obtienen sélidos
puros. Pudiera ser debido a que no se realizé la separacién del sélido exis-
tente en suspension en la mezcla de reaccién, y que es éste el que impurifi-
ca al producto formado.

TABLA XXII
w Cl c
moles por moles por moles por
Ezp. 100 grs. 100 grs. 100 grs. Relaciones atomicas
59 0,280 0,200 1,110 W Gl0 .G
60 0,265 0,321 1,736 W CL, C0L55

En el Ensayo XV (Exp. 61 y 69) después de largos periodos de calenta-
miento se filtré la mezcla de reaccién y se separaron unos solidos de color
marron.

En la Tabla XXIII se recogen los resultados analiticos del s6lido marrén
separado por filtracién en la experiencia 61.

Sus relaciones atémicas no responden a las de una férmula definida, y
suponiendo que el W esté en estado de oxidacién 4 6 5 la cantidad de car-
bono y cloruro no es suficiente para neutralizar las valencias del W. Como
por otra parte no ha sido posible separar un compuesto de W intermedio
estos resultados parecen indicarnos que en el sélido marrén hay una gran
proporcién de WO, sin reaccionar.

TABLA XXIIT

w Cl C
moles por  moles por moles por Relaciones
Ezxp. 100 grs. 100 grs. 100 grs. Temp. Tiempo atdmicas
67 0,337 0,091 0,837 reflujo 80 h. W Gl (G

Los liquidos filtrados en las experiencias 61 y 62 se afiadieron a éter an-
hidro y se produjeron precipitaciones de unos sélidos pardo-grisaceos, que
deepues de lavar repetidas veces con éter, muy prolonoadamente en la ex-
periencia 62, realizamos su andlisis cuyos resultados se resumen en la
Tabla XXIV.
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TABLA XXIV

w Cl (o}
moles por moles por moles por Relaciones Condiciones de reaccién Separacién del
Exp. 100 grs. 100 grs. 100 grs. atémicas Temp. Tiempo MoO, CICOCH, compuesto forinado

61 0,214 0,276 1,877 W Cl,, G,, ebullicién 80h. 3gr. 20 Renovar CICOCH,.
Filtrar la mezcla y
precipitar y lavar
con éter.

62 0,221 0,217 1.830 W Cl . G, ebullicion 140 h. 3gr. 50 Renovar CICOCH,.
Filtrar la mezcla y
precipitar y lavar
con éter.

Los contenidos del Cl, W y C de los s6lidos pardo-grisaceos nos indican,
que la relacién Cl/W se mantiene aproximadamente = 1 y C/W = 8. Y si
se supone que el C estd en forma de acetato, la relacion acetato/ W se apro-
xima a 4~y su composicién es la sefialada en la Tabla XXV.

TABLA XXV
Experiencia Composicion
61 W (L ,, (CH,—CO00),
62 W (1, (CH,—CO0),

Los % de W, Cl y C en la experiencia 62, en que se realiz6 un prolonga-
disimo lavado con éter anhidro, coinciden dentro de los errores de trabajo
con los del compuesto te6rico WCI (CH,—COO), (Tabla XXVI).

TABLA XXVI
Ezxp. % W % Cl oS0
62 40,6 7,48 21,08
WCI (CH,—C00), 40,4 7,08 91,72

Estos pequeiios errores pudieran ser debido a impurificaciones del com-
puesto principal con compuestos en que el W tuviera mis valencias susti-
tuidas de cloro por acetato.
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III. PARTE EXPERIMENTAL g

1. DISPOSITIVOS DE TRABAJO

En los ensayos descritos en esta memoria utilizamos los aparatos que se
-deseriben a continuacion.

Para realizar la mezcla de reaccién y mantenerla con agitacién a tempe-
ratura ambiente o a reflujo se emple4 un aparato que consta de un ma-
traz de 100 c. c. de capacidad con cuello provisto de un esmerilado nor-
malizado, que ajusta perfectamente con un refrigerante de Liebig colocado
verticalmente para favorecer el reflujo, y por el que circula agua fria. El
matracito se sumergié en un vaso con mezcla de hielo y sal, agua fria
0 agua caliente, segiin que la reaccién se tuviese que realizar, a tempera-
tura baja, a temperatura ambiente o reflujo de cloruro de acetilo. En la
parte superior se conecté un tubo U con cloruro de calcio para dar salida
a los gases de reaccién e impedir la entrada de humedad en el aparato.
También introducimos en el matraz un agitador magnético para realizar
la agitacién cuando fuese necesaria.

La precipitacién de los compuestos formados en las distintas experien-
cias se realizé con un dispositivo que consta de matraz con tapén esmerilado
unido por una alargadera en comunicacién a un tren de desecacién a un
embudo separador que ajusta perfectamente con el matraz. Al embudo se-
parador se une un tubo en U con cloruro de calcio.

Para la filtracién, lavado y secado se utiliz6 un aparato que consta de
un tubo cilindrico grueso, provisto en su parte inferior de una placa fil-
trante de vidrio sinterizado (porosidad G-3) asi como de cuello esmerilado
y un tubo lateral con su correspondiente cuello esmerilado. Estos dispositi-
vos estdn disefiados y descritos en el trabajo que indicamos con el nim. (2)
en la bibliografia. Al primero se acopla un tren de desecacién constituido
por P,0,, SOH, y ClCa, que permite operar con garantia de que la filtra-
cién se realiza en atmdsfera seca. Al cuello (2.°) se acopla otra pieza que
consta de un tubo en forma de Y con una llave y los extremos provistos de
conos esmerilados. A estos dos dltimos se acoplan unos matracitos con el
liquido de lavado y la llave regula el paso de éste.

La destilacién a presién reducida se realizé con trompa de agua, conec-
tada al tubo de salida del aparato por intermedio de un tren de desecaci6n.
Todos los cierres y empalmes se realizaron con esmerilados.
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DESCRIPCION DETALLADA DE LAS EXPERIENCIAS
A. Reacci6N DEL TRIOXIDO DE CROMO Y CLORURO DE ACETILO

Ensayo I. — Experiencias preliminares
ExpERIENCIA 1.2

Se lleva a cabo la reaccién del modo siguiente: En un matracito bier
seco se colocan 2 grs. de Cr0O, y un ntcleo de hierro recubierto de vidrio
para la agitacién magnética. Hecho esto, lo mds rdapidamente posible para
evitar contacto con aire humedo, se acopla al matraz un refrigerante, y se
afiade cloruro de acetilo por la parte superior del refrigerante. Al realizar
esta operacion se produce una reaccién violenta, apareciendo un soélido
verde mojado por un liquido rojo.

Para que la reaccién no se llevase a cabo tan violentamente operamos
de modo inverso. Afiadimos lentamente los 2 grs. de CrO, sobre los 10 ml.
de cloruro de acetilo contenidos en un matracito introducido en un baiio
frio (—12°C) y con agitacion magnética. Después de cada adicién acopld-
bamos al refrigerante una pieza en U de cloruro de calcio.

El cloruro de acetilo fue adquiriendo color rojo al disolverse el CrQ.,
intensificindose el color conforme se produce disolucién. Cuando ésta fue
total, separamos el matraz del bafio frio y mantuvimos la mezcla de reac-
ci6én un dia a temperatura ambiente. El color rojo transparente va pasando
lentamente a un color rojo sucio.

Destilamos el cloruro de acetilo en exceso y obtuvimos un liquido rojo
y un so6lido verde rojizo. :

Realizamos andlisis cualitativos del destilado y residuo de destilacién :

El destilado dio positivo el Cr*® y el residuo dio positivo el Cr*® y Cr*®.
Observamos también que en el destilado la cantidad de Cr*® que, en prin-
cipio es practicamente nula, aumenta con la consiguiente disminucién de
Cr*® a] dejar estar el destilado a la luz y temperatura ambiente.

Asi, si tomamos una muestra de destilado en el momento de su obten-
cién: 3 ml. contienen 1,723 m. e. q de Cr*’.

A las 24 horas 3 ml. contienen 1,083 m. e. q. de Cr*.

Corresponde una disminucién del 37,1 9%.

En todas las experiencias siguientes realizamos la mezcla de CrO, y clo-
ruro de acetilo segin la técnica descrita en esta experiencia.

ExpERIENCIA 2.2

Afiadimos a 2 ml. de cloruro de acetilo, 1 gr. de 6xido crémico. La di-
solucién formada la dejamos en desecador de NaOH para la eliminacién de
cloruro de acetilo en exceso. Al cabo de dos dias el concentrado rojo-os-
curo dio positivo el Cr*® y el Crt’.
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ExpErIENCIA 3.7

Mezclamos 2 gr. de CrO, y 10 ml. de cloruro de acetilo. Intentamos se-
parar, por precipitacién con algin disolvente, los compuestos de cromo
formados en la reaccién. Para ello, afiadimos pequeiias porciones de liqui-
do rojo sobre 5 ml. de éter, tetracloruro de carbono, acetona y benceno
anhidros. Con el Cl,C se produce una solucién roja, en los demds casos se-
lleva a cabo una modificacién del color rojo pero no se produce separacién
ni precipitacién de ningin compuesto.

El liquido rojo restante, lo mantuvimos dentro de un desecador de sosa
a 1°C, produciéndose también la reduccién del Cr*’, ya que nos dio posi--
tivo el Cr*.

ExpERIENCIA 4.7
La reaccion CrO; y CICOCH; a —60°C

A 10 ml. de cloruro de acetilo enfriados a —60°C en bafio de nieve car--
bénica y acetona le afiadimos 0,5 gr. de Cr0O,, agitamos y mantuvimos la
mezcla a esa temperatura una hora, volviendo a agitar de vez en cuando. .

Como no se producia una disolucién a velocidad apreciable, aumenta--
mos la temperatura del bafio hasta —30°C, manteniendo esta temperatura.
durante toda la experiencia.

A la media hora tomamos una muestra de 0,5 ml. de la disolucién roja. .
Analizamos el Cr*® dando resultado negativo.

Muestra. tomada a la hora. — Cr™® negativo.

Muestra tomada a las dos horas. — Cr*™ negativo.

ExPERIENCIA 5.?
La reaccién del triézido de cromo y el cloruro de acetilo a —30°C.

Realizamos esta experiencia con 10 ml. de cloruro de acetilo, enfriados:
a —30°C y 0,5 gr. de CrO,.

Muestra tomada a la hora. — Cr*® negativo.

Muestra tomada a las dos horas. — Cr™ negativo.

Muestra tomada a las cuatro horas. — Cr*™ negativo.

Muestra tomada a las seis horas. — Cr™ negativo.

Muestra tomada a las diez horas. — Cr™ negativo.

Durante toda la experiencia la temperatura se mantuvo a —30°C.

ExpERIENCIA 6.7
La reacciéon del CLO,Cr con cloruro de acetilo

Obtuvimos el CLO,Cr a partir de NaCl y K,Cr,0, afadiendo H,S0, fu--
mante.
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Mezclamos 10 ml. de cloruro de cromilo y 20 ml. de cloruro de acetilo
<obteniendo una disolucién roja transparente. No se produce una reaccién
violenta.

Después de mantener la mezcla de reaccién una hora a temperatura
‘baja, destilamos a presién reducido y obtuvimos un destilado rojo y un
residuo verde-rojizo.

El receptor del destilado lo mantuvimos en baiio de hielo y sal. Contie-
‘ne cromo exavalente y el andlisis del Cr*® fue negativo.

En el residuo existia Cr*® y Cr'’.

‘Ensavo II. — Estudios cuantitativos sobre los productos liquidos de reaccion

ExpERIENCIA 7.2

Mezclamos 3 grs. de CrO; con 10 ml. de cloruro de acetilo en las condi-
ciones sefialadas en la experiencia 1.*, para controlar la velocidad de re-
-accion.

Tiempo de reaccién 5 dias. Temperatura 5°C. Destilacién de la mezcla
de reaccién a presién normal, obteniendo un destilado rojo y un residuo
verde-r0jizo.

Realizamos el andlisis cuantitativo del destilado mediante la siguiente
técnica: Pesada una muestra, se adiciona a un volumen conocido de NaOH
de normalidad conocida. El cromo exavalente se disolverd formando ién
Cr0,=, el Cr*® precipitard como Cr(OH), el CICOCH, se hidrolizard a
“CH; - COO™ y CI7 y el (CH;—CO)0 (que pueda arrastrar el cloruro de ace-
tilo) a CH—COO~. Por otra parte el Cl que presumiblemente acompaina
al Cr*® quedard como Cl~. El liquido resultante de esta hidrdlisis se filtra
-a fin de separar y determinar al Cr(OH); que después de someterlo a una
calcinacion se pesa como Cr,0,. Llevar el filtrado a un volumen conocido
-en matraz aforado del que se toman muestras para las determinaciones de
“Cr*®, ClI~ y H*. Se determina el Cr*® por iodometria, el Cl1~ por gravimetria
como ClAg y el H* valorando la NaOH no consumida en la hidrolisis de la
muestra con CIH.

Andlisis del destilado rojo: 0,9074 grs. de muestra se disuelven en 25 ml.
de NaOH 0,8733 N. Se filtran y el liquido filtrado se diluyeron a 250 ml. de
-agua destilada en matraz aforado.

Cr*. Precipitaron en toda la muestra 65,9 mg. de Cr,0, equivalente
-a 0,867 m. moles de Cr#.

Critt. 25 ml. — 1,74 ml. S,0,Na, 0,1016 N

256 ml. — 1,78 ml. S,0,Na, 0,1016 N

Media 1,76 ml. = 0,596 m. moles de Cr*®
Cl-: 25 ml. —112,3 mg. de ClAg

25 ml. —112,0 mg. de ClAg

Media 112,15 mg. = 7,827 m. moles
H*: 25 ml. — 2,15 ml. de CIH 0,1040 N

25 ml. — 2,13 ml. de CIH 0,1040 N

Media 2,14 = 19,607 m. moles de HT.
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ExpPERIENCIA 8.7

Tiempo de reacci6n 1 dia. Temperatura ambiente. Cantidades de reacti-
vos: 3 grs. y 10 ml. de CICOCH,. Destilacién a presién de 760 mm. y reco-
giendo el destilado en un receptor enfriado con hielo y sal. Tomamos la
muestra para el andlisis con la mayor rapidez y mantuvimos las méximas
precauciones en la disolucién para que no se produzca la reduccién del Cr*®.

Andlisis del destilado rojo: 0,8060 grs. se disuelven en 26 ml. de NaOH
0,9511 N. Se filtra la disolucién y el filtrado se diluye a 250 ml. con agua
destilada.

Crt*: Toda la muestra. Precipitaron 43,0 mg. de Cr,0; equivalente a
0,566 m. moles de Cr*.

Crf®: 25 ml. — 5,10 ml. de S,0,Na, 0,0894 N
25 ml. — 5,10 ml. de S,0,Na, 0,0894 N
Media 5,10 = 1,519 m. moles de Cr*®.
Cl-. 25 ml. — 120,0 mg. de ClAg
25 ml. — 121,0 mg. de ClAg
Media 120,5 = 8,379 m. moles de Cl~.
Hf: 25 ml. —2,7 ml. de CIH 0,1119 N
25 ml. — 2,7 ml. de CIH 0,1119 N
Media 2,7 ml = 20,756 m. moles de H*.

ExperIENCIA 9.2

Tiempro de reaccién: 1 hora. Temperatura ambiente. Cantidad de reac-
tivos: 38 grs. de Cr0O, y 10 ml. de cloruro de acetilo. Destilacién a presién
normal. Recoger el destilado en mezcla frigorifica de hielo y sal.

Anglisis del destilado rojo: 1,2150 grs. se disolvieron en 30 ml. de NaOH
0,9511 N. Se filtré la disolucién, diluyendo el filtrado a 500 ml. con agua
destilada.

Cr*®: Toda la muestra. — 8,0 mg. de Cr,0; equivalente a 0,103 m. moles
de Crt®.

Crts: 25 ml. — 3,66 ml. de S,0,Na, 0,892 N

25 -ml. — 3,60 ml. de S,0,Na, 0,892 N

Media 3,63 = 2,155 m. moles de Crt®.
Cl-: 25 ml. — 84,1 mg. de ClAg

256 ml. — 83,7 mg. de ClAg

Media 83,9 ml. = 11,707 m. moles de Cl-.
Ht: 50 ml. — 0,75 ml. de CIH 0,1014 N

50 ml. — 0,75 ml. de CIH 0,1014 N

Media 0,75 ml. = 27,77 m. moles de H*.

La cantidad de cromo exavalente reducido es 5,5 % del cromo total.
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ExpErIENCIA 10.2

Tiempo de reaccién: 1 hora. — Temperatura ambiente. Cantidad de
reactivos: 2 grs. de CrO; y 10 ml. de cloruro de acetilo. Destilacién a pre-
sién normal. Recoger el destilado refrigerando el colector con mezcla de:
hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 1110,8 mgs. se disolvieron en 30 ml. de
NaOH 0,8733 N. No se produjo ninguna precipitacién de cromo trivalente.
Diluimos la disolucién a 2560 ml. con agua destilada.

Cr**: 20 ml. — 1,05 ml. de S,0,Na, 0,1014 N
20 ml. — 1,02 ml. de S,0.,Na, 0,1014 N
Media 1,03 ml. = 0,435 m. moles de Cr*°.
Cl=: 20 ml. — 109,2 mgs. de ClAg
20 ml. — 109,6 mgs. de ClAg
Media 109,4 mg. equivalente a 9,540 m. moles de Cl-.
H*: 20 ml. — 1,15 ml. de CIH 0,1014 N
20 ml. — 1,12 ml. de CIH 0,1014 N
Media 1,13 = 24,794 m. moles de H*.

Experiencia 11.2

Tiempo de reaccién: media hora. Temperatura: ambiente. Cantidad de

reactivos: 2 grs. de CrO, y 10 ml. cloruro de acetilo. Destilacién a presién
normal, recogiendo el destilado enfriando con hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 0,9456 mgs. se disolvieron en 30 ml. de
NaOH 0,8733 N. Se diluy6 la disolucién a 250 ml. con agua destilada.

Crt*: 20 ml. — 0,80 ml. de S,0,Na, 0,1014 N

20 ml. — 0,75 ml. de S,0,Na, 0,1014 N

Media 0,77 ml. a 0,325 m. moles de Cr*®.
CGlI7: 20 ml. —133,2 mg. de ClAg

20 ml. — 133,2 mg. ds ClAg

Media 133,2 mgs.= 11,62 m. moles de CI-.
H*: 20 ml. — 1,85 ml. de CIH 0,1040 N

20 ml. — 1,90 ml. de CIH 0,1040 N

Media 1,87 ml. = 23,794 m. moles de H*.

ExpERrIENCIA 12.2

Tiempo de reaccién media hora. Temperatura: mezcla de hielo y sal.

Destilacién a presion reducida, recogiendo el destilado refrigerando el co-
lector con mezcla de hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 1,1528 grs. se disolvieron en 30 ml. de

NaOH 0,9511 N. y el liquido obtenido lo diluimos a 500 ml. con agua
destilada.
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Cr®: 25 ml. — 1,95 ml, de S,0,Na, 0,0892 N

25 ml. — 2,00 ml. de S,0,Na, 0,0892 N

Media 1,975 ml. = 1,172 m. moles de Cr*’.
Cl-: 25 ml. — 86,8 mgs. de ClAg

25 ml. — 87,0 mgs. de ClAg

Media 86,9 mgs. = 12,125 m. moles de Cl-.
H*: 25 ml. — 0,50 ml. de CIH 0,1040 N

256 ml. — 0,50 ml. de CIH 0,1040 N

Media 0,5 ml. = 28,43 m. moles de H'.

ExperiENcia 13.2

Tiempo de reaccién: media hora. Temperatura: mezla de hielo y sal.
Destilar a continuacién a presién reducida, recogiendo el destilado en un
‘coleptor refrigerado con hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 1,0994 grs. se disolvieron en 30 ml. de
NaOH 0,9511 N y se diluy6 la disolucién a 100 ml. con agua destilada.

Cr*®: 10 ml. — 5,6 ml. de S,0.Na, 0,0892 N
10 ml. — 5,6 ml. de S,0,Na, 0,0892 N
Media 5,6 ml. = 1,665 equivalentes de Cr*’.
Cl-: 10 ml. — 163,0 mg. de ClAg
10 ml. — 163,5 mg. de ClAg
Media 163,3 mg. de ClAg = 11,393 m. moles de Cl".
H*: 10 ml. — 2,75 ml. de CIH 0,1040 N
10 ml. — 2,75 ml. de CIH 0,1040 N
Media 2,75 = 25,673 m. moles de H™.

‘ExpERIENCIA 14.2

Temperatura: mezcla frigorifica de hielo y sal. Tiempo de reaccion:
media hora. Cantidades de reactivos: 3 grs. de CrO, y 10 ml. de cloruro de
-acetilo. Destilacién a presién reducida y al colector del destilado en mezcla
de hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 0,2654 grs. se disolvieron en 25 ml. de
NaOH 0,8476 N. Diluimos la solucién a 100 ml. con agua destilada.

Crt®: 10 ml. — 2,5 ml. de S,0,Na, 0,0892 N

10 ml. — 2,5 ml. de S,0,Na, 0,0892 N

Media 2,5 ml. = 0,743 m. moles de Cr'’.
G : 10 ml. — 31,56 mgs. de ClAg

10 ml. — 31,7 mgs. de ClAg

Media 31,6 mgs. = 2,210 m. moles de Cl".
H*: 5 ml. — 7,25 ml. de CIH 0,1040 N

5 ml. — 7,20 ml. de CIH 0,1040 N

Media 7,22 ml. = 6,162 m. moles de H*.
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ExpERIENCIA 15.2

Tiempo de reaccién: tres horas. Temperatura: ambiente. Cantidad de
reactivos: 3 grs. de CrO; y 10 ml. de cloruro de acetilo. Destilar a presién
reducida, recogiendo el destilado en un colector refrigerado con hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 0,9558 grs. se disolvieron en 26 ml. de
NaOH 0,9511 N. Diluimos a 250 ml. con agua destilada.

Crt®: 25 ml. — 4,00 ml. de S,0,Na, 0,1321 N
25 ml. — 4,00 ml. de S,0,Na, 0,1321 N
Media 4,00 ml. de S,0,Na, 0,1821 N = 1,761 m. moles de Cr*®.
Cl-: 25 ml. — 165,0 mgs. de ClAg
26 ml. — 166,2 mgs. de ClAg
Media 1656,1 mgs. de ClAg = 11,520 m. moles de Cl~.
H": 25 ml. — 0,18 ml. de CIH 0,1040 N
25 ml. — 0,20 ml. de CIH 0,1040 N
Media 0,188 ml. = 23,533 m. moles de H.

ExpERIENCIA 16.7

Tiempo de reacci6n: una hora. Temperatura de reacci6n: hielo y sal.
Cantidad de reactivos: 2,4 grs. de Cr0O, y 20 ml. de cloruro de acetilo. Des-

tilar a presién reducida y recoger el destilado con el colector enfriado con
hielo y sal.

Andlisis del destilado rojo. — 1,0376 grs. se disolvieron en 35 ml. de
NaOH 0,8870 N y diluimos a 250 ml. con agua destilada.

Cr*: 20 ml. — 2,76 ml. de S,0,Na, 0,0998 N
20 ml. — 2,78 ml. de S,0,Na, 0,0998 N
Media 2,77 = 1.151 m. moles de Crt®.

ClI": 20 ml. — 151,8 mgs. de ClAg
20 ml. — 152,2 mgs. de ClAg
Media 152,0 mgs. = 13,255 m. moles de CI-.

H*: 20 ml. — 3,85 ml. de CIH 0,0969 N
20 ml. — 3,85 ml. de CIH 0,0969 N °
Media 3,85 ml. = 26,382 m. moles de H* .

Ensavo IIT
ExpERIENCIA 17.2
Tiempos de reaccién: media hora. Temperatura: mezcla de hielo y sal.

Cantidad de reactivos: 8 gr. de CrO, y 10 ml. de cloruro de acetilo. Desti-

lar a presion reducida. El recinto se desec6 en desecador de cal sodada.
Obtuvimos un sélido verde.

Andlisis del residuo verde. — Se llevé a cabo con la siguiente técnica.
La muestra se disolvié en una disolucién diluida de nitrico y el Cr® se
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REACCIONES DE LOS 0XIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO»

determin6 precipitdndolo con amoniaco, separando el hidréxido crémico-
formado, y determinando el Cr*® en el liquido filtrado. Del mismo modo-
se realizaron los andlisis en las experiencias siguientes.

0,8962 grs. se disolvieron en nitrico diluido, se produjo la precipitacién
con amonfaco diluido y se filtré el hidréxido crémico formado y se diluyé.
el filtrado con agua destilada a 500 ml.

Cr*: En toda la muestra. — 181,3 mgs. de Cr,0; = 2,385 m. moles.

Crt®: 25 ml. — 0,80 ml. de S,0,Na, 0,0892 N
25 ml. — 0,80 ml. de S,0.Na, 0,0892 N
Media 0,80 ml. = 0,476 m. moles.

ExpERIENCIA 18.?

Tiempo de reaccién: media hora. Temperatura: la de la mezcla de hie--
lo y sal. Cantidades de reactivos: 3 grs. de CrO; y 10 ml. de cloruro de-
acetilo. Destilar a presién reducida y el residuo se dejo en desecador de cal'
sodada hasta peso constante.

Andlisis del restduo verde. — 0,7544 se disolvieron en nitrico diluido.
y se separ6 el cromo con amonfaco diluido. Se separé el hidréxido crémi-
co por filtracién y se diluyé el filtrado a 500 ml. con agua destilada.

Cr*: En toda la muestra: 252,8 mg. de Cr,0, equivalente a 3,326 m..
moles.

Cr™®: 25 ml. — 0,93 ml. de S,0.Na, 0,0892 N
25 ml. — 0,97 ml. de S,0,Na, 0,0892 N
Media 0,95 ml. de S,0,Na, = 0,564 m. moles de Crt.

4

-

ExpEriENCIA 19.?

Tiempo de reaccién: tres horas. Temperatura de reaccién: la de la mez--
cla de hielo y sal. Cantidades de reactivos: 3 grs. de CrO; y 10 ml. de clo--
ruro de acetilo. Se destilé a presién reducida “el exceso de cloruro de ace-

tilo y se mantuvo el sélido obtenido en desecador de sosa hasta peso cons-
tante.

Andlisis del sélido verde. — 1,1700 grs. se disolvieron en nitrico dilui--
do y se precipité el Cr. con amoniaco, se filtré el hidréxido crémico y se-
diluyé el filtrado a 500 ml. con agua destilada.

Cr*: En toda la muestra precipitaron 280,8 mg. de Cr,0, equivalente-
a 3,694 m. moles de Cr*®.

Crt®: 50 ml. — 0,70 ml. de S,0,Na, 0,1322 N
50 ml. — 0,70 ml. de S,0,Na, 0,1322 N
Media 0,70 ml. = 0,308 m. moles de Cr*’.

ExpERIENCIA 20.2

Tiempo de reaccién: una hora. Temperatura: mezcla de hielo y sal.
Se destil6 a presién reducida para eliminar el exceso de cloruro de acetilos
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

-y se lavé el residuo con tetracloruro de carbono anhidro varias veces. Se
'sec6 el s6lido obtenido en corriente de aire seco. Cantidad de reactivos
2,4 grs. de Cr0O, y 20 ml. de cloruro de acetilo.

M

Andlisis del sélido verde. — 0,5914 grs. se disolvieron en una disolu-
rcién diluida de nitrico y se precipité el cromo con amoniaco. Se filtré el
hidréxido crémico formado y el filtrado se diluy6é a 250 ml. con agua des-
-tilada.

Cr**: En toda la muestra. — 162,0 mg. de Cr,0, equivalente a 2,131
.m. moles de Cr*.

Cr™: 40 ml. — 0,40 ml. de S,0,Na, 0,0998 N
40 ml. — 0,36 ml. de S,0,Na, 0,0998 N
Media 0,38 ml. = 0,0789 m. moles de Cr*’.

Exsayo IV
FExpERIENCIA 21.2

Tiempo de reaccién: una hora y media. Temperatura ambiente. Can-
tidades de reactivos 24 grs. de CrO; y 200 ml. de cloruro de acetilo. Se
~destil6 el exceso de cloruro de acetilo y el residuo de reaccién se lavé re-
petidas veces con CLC anhidro. El s6lido verdes obtenido se secé en co-
rriente de aire seco.

Andlisis del sélido verde. — 1,3630 grs. se disolvieron en agua con unas
-gotas de nitrico y se precipit el cromo (III) con amoniaco diluido. Se filtr6
el hidréxido crémico formado y se diluyé el filtrado a 250 ml. con agua
~destilada.

Cr*: Toda la muestra. — 425,0 mgs. de Cr,0, equivalente a 5,592 m.
-moles de Cr*® = 0,410 moles por 100 grs. de muestra.

Cr*: 50 ml. — 0,1 ml. de S,0,Na,
50 ml. — 0,1 ml. de S,0,Na,
Media 0,1 ml. = 0,0166 m. moles de Cr*°.

«€l": 25 ml. — 81,3 mgs. de ClAg
25 ml. — 80,9 mgs. de ClAg
Media 81,1 mgs. = 5,660 m. moles de Cl- = 0,415 moles por

100 grs. de muestra.
G 25.68°9)

26,77 %
25,30 9%
Media 25,58 9% de C = 2,13 moles por 100 grs. de muestra.

"ExPERIENCIA 22.°

Tiempo de reaccién: tres horas. Temperatura: la de ebullicién de la
mezcla. Cantidades de reactivos: 2 grs. de Cr,0; y 10 ml. de cloruro de
-acetilo. Se elimin6 el exceso de cloruro de acetilo por destilacién a pre-

— 288 —

= z{zlj

b AN TR et

WG T

il 2 imeesomve




AN

sem i

EEERPRRES S

REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE‘ ACETILO

sién reducida. El residuo se lavé varias veces con Cl,C y se secd con una
corriente de aire seco.

Analisis del sélido verde. — 0,6169 grs. se disolvieron en una solucién
de pitrico muy diluida y se precipité el Cr (III) con amoniaco. Se separé
por filtracién el hidréoxido crémico formado y el filtrado se diluy6 a 250 ml.
con agua destilada.

Crt?: Toda la muestra. — 192,4 mgs. de Cr,0, = 0,410 moles de Cr*
por 100 grs. de muestra.
Cl-: 50 ml. — 77,8 mgs. de ClAg
50 ml. — 77,2 mgs. de ClAg

Media 77,-5 mgs. = (0,439 moles por 100 grs. de muestra.
G: 25,38 %
25,26 9%
Media 25,64 9% de carbono = 2,11 moles de C por 100 grs. de
muestra.

FxpPERIENCIA 23.°

Tiempo de reaccién: dos horas. Temperatura de reaccién: la de reflujo
la mezcla. Cantidades de reactivos: 2 grs. de CrO, y 10 ml. de cloruro
acetilo. Se destil6é el exceso de cloruro de acetilo a presién reducida.
dej6 en desecador de sosa para eliminar la mayor parte de acético. Se
avé el sélido verde obtenido con tetracloruro de carbono seco.

((pR="R=F
IS

—t

Andlisis del sélido verde. — 0,3139 mgs. se disolvieron en agua con
unas gotas de nitrico y se precipité el Cr (III) con amonfaco d1lu1do Se
filtr6é y el filtrado se diluy6 a 250 ml. con agua destilada.

Cr?: Toda la muestra. — 100,5 mgs. = 0,421 moles por 100 grs. de
muestra.
Cl~: 40 ml. — 33, 7 mgs. de ClAg
40 ml. — 33,8 mgs. de ClAg
Media 383,75 mgs. = 0,468 moles por 100 grs. de muestra. —
G: 26,02 %
24,96 %
Media 24,96 9% ='2,08 moles por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 24.7

Tiempo de reacci6n: hora y media. Temperatura - de reaccion : la de ebu-
llicién de la mezcla. Cantidades de reactivos: 5 grs. de CrO; y 40 ml. de
cloruro de acetilo. Se destilé el exceso de ClOIUI‘O de acetilo a presién re-
ducida y se lavé el residuo con éter seco.

Andlisis del sélido verde. — Cr™ 0,3199 grs. se disolvieron en agua y
se precipité el cromo trivalente con una disolucién diluida de amoniaco.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES:

En toda la muestra. — 99,5 mgs. de Cr,0; = 0,409 moles de Cr™ por 100
gramos de muestra.

Cl=: 0,1468 grs. se disolvieron en dcido nitrico diluido y precipitarom
en toda la muestra 117,4 mgs. de ClAg = 0,559 moles por 100 grs. de:
muestra.

Cr: 25,40
26,48
Media 25,40 9% = 2,12 moles de C por 100 grs. de muestra.

ExPERIENCIA 25.7

Tiempo de reaccién: hora y media. Temperatura de reflujo. Cantidad de
reactivos: 5 grs. de CrO, y 40 ml. de cloruro de acetilo. Se calent6é hasta
que el reflujo fue incoloro y se destilé el exceso de cloruro de acetilo a
presién reducida. Se lavé con éter el sélido obtenido.

Andlisis del sélido verde. — 0,2864 grs. se disolvieron en agua y se pre-
cipité el hidréxido crémico con amoniaco diluido.

Cr*: Toda la muestra 93,4 mgs. de Cr,0; = 0,429 moles por: 100 grs.
de muestra.

Cl-. Toda la muestra. 201,7 mgs. de ClAg = 0,493 moles por 100 grs.
de muestra.

ExpERIENCIA 26.%

2 grs. del residuo verde de la experiencia 25 se calentaron en bafio de
sulfurico hasta 230°C y se recogieron los vapores desprendidos en un co-
lector, produciéndose una pequeia cantidad de destilado incoloro.

Andlisis del residuo sélido. — 0,5093 mg. se disolvieron en 25 ml. de:
NaOH 0,9888 N. La soluci6n aparecié amarillo-dorada. Filtramos para sepa-
rar el hidréxido crémico formado y el filtrado lo diluimos a 250 m. con-agua
destilada.

Cr**: Toda la muestra. — 183,9 mg. de Cr,0, = 2,42 m. moles de Cr*.
Cl-: 25 ml. — 21,3 mg. de ClAg.

26 ml. — 21,5 mg. de ClAg.

Media 21,4 = 1,493 m. moles de Cl-.

ExpERIENCIA 27

2 grs. del sélido verde obtenido en la experiencia 25 lo disolvimos em
CIH concentrado y se eliminé por calentamiento parte del disolvente pare
obtener una disolucién saturada. Se dejé 2 dias la solucién a temperatura
inferior a 0°C y se separaron unos cristales verdes, muy sueltos que reali-
zamos su andlisis.

Andlisis del sélido verde. — 0,1113 grs. se disolvieron en agua y preci-
pitamos el hidréxido crémico con disolucién diluida der amoniaco.
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Cr**: Toda la muestra. — 32,1 mg. de Cr,0, = 0,379 moles por 100 grs.
de muestra.

Cl=: Toda la muestra. — 175,3 mg. = a 1,099 moles por 100 grs. de
muestra.

Enxsavo V
ExXPERIENCIA 28

Pruebas (a): Se mezclaron 5 grs. de CrO; con 20 ml. de cloruro de ace-
tilo y 40 ml. de anhidrido acético. Ia). — Se calenté la mezcla 6 1/2 horas
& reflujo.

Pruebas (b): S emezclaron 5 grs. de CrO, con 40 ml. de cloruro de ace-
tilo. Se calenté a reflujo a 6 1/2 horas.

Tomamos muestras de las pruebas a) y b) y las precipitamos, separada-
mnte, con éter. Filtramos y lavamos con éter anhidro. Mantuvimos en dese-
cador de sulfirico, hasta peso constante.

Andlisis del sélido verde obtenidos en la prueba Ia). — 0,2130 grs. se
disolvieron en agua y precipitamos el hidréxido crémico con disolucién di-
luida de amoniaco.

Cr*,: Toda la muestra. — 213,0 mg. de Cr,0,= 0,461 moles por 100 grs.
de muestra.

Cl=: Tola la muestra. — 139,8 mg. de ClAg = 0,458 moles por 100 grs.
de muestra.

Andlisis del sélido verde oblenido en la prueba Ib). — 0,5023 grs. se
disolvieron en agua y precipitamos el Cr** con disolucién diluida de amo-
niaco.

Cr*: Tola la muestra. — 182,4 mg. de Cr.,0; mg. = 0,478 moles por
100 grs.

Cl7: Toda la muestra. — 409,83 mgs. = 0,569 moles por 100 grs. de
muestra.

Las pruebas (a) y (b) continuamos calentdndolas a ebullicién durante
10 horas. La prueba (a) en bafio de sulfirico, puesto que al eliminarse el
cloruro de acetilo el bafio de agua no alcanzaba el punto de ebullicién de la
mezcla.

Al cabo del tiempo sefnalado, llevamos a cabo la toma de dos muestras,
separando los compuestos de cromo trivalente formados por precipitacién
en éter y lavado posterior con dicho disolvente.

Andlisis del sélido obtenido en la prueba a). Sélido Ila. — 0,2723 gr. se
disolvieron en agua y precipitamos el Cr* con disolucién diluida en amo-
niaco.

Cr™: Toda la muestra. — 84,9 mg de Cr,0; = 0,410 moles por 100 grs.
de muestra.
Cl=: Toda la muestra. — 120,7 mg de ClAg = 0,309 moles por 100 grs.

de muestra.
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Andlisis del sélido obtenido en la prueba b. Sélido IIb. — 0,2513 grs. se
disolvieron en agua y precipitamos el Cr*™ con amoniaco diluido.

Crt*: Toda la muestra. — 73,0 mg. de Cr,0; = 0,389 moles por 100 grs.
de muestra.

Cl : Toda la muestra. — 220,38 mgs. = 0,612 moles por 100 grs. de
muestra.

Las pruebas (a) y (b) continuamos calentandolas durante 40 horas a re-
flujo. Transcurrido este tiempo tomamos muestras de las dos pruebas, y
precipitamos los compuestos de cromo formados por adicién a éter anhidro.
Lavados los s6lidos verdes obtenidos con éter y dejados secar efectuamos su
andlisis.

Andlisis del sélido verde obtenido en la prueba a). Sélido Illa. — 0,2781
gramos se disolvieron en agua y precipitamos el Cr** con disolucién diluida
de amoniaco.

Cr*®: Toda la muestra. — 89,0 mg. de Cr,0, = 0,421 moles de Cr por
100 grs. de muestra.

Cl-: Toda la muestra. — 63,5 mgs. de ClAg = 0,159 moles por 100 grs.
de muestra.

Andlisis del sélido verde obtenido de la prueba (b). Sélido HIb. —
00,3815 mgs. se disolvieron en agua y precipitamos el Cr*? con disolucion di-
luida de amoniaco.

Cr™:" Toda la muestra. — 117,1 mgs. de Cr,0; = 0,398 moles por
100 grs. de muestra.

Cl-: Toda la muestra. — 344,3 mg. de ClAg = 0,630 moles por 100 grs.
de muestra.

Las pruebas (a) y (b) continuamos calentdndolas durante 50 horas a re-
flujo. En la prueba (b) fue cambiando el color a pardo cloro.

Tomamos muestras de las dos pruebas y separamos las sustancias for-
madas por precipitacién con éter. De la prueba (a).obtuvimos un sélido ver-
de y de la (b) otro pardo verdoso. Los dos los lavamos repetidas veces con
éter y dejamos secar en desecador de sulfirico.

Andlisis del sélido obtenido en la prueba a). Sélido 1Va). — 0,1288 grs.
se disolvieron en agua y precipitamos el Cr** con disolucién diluida de
amoniaco.,

Cr**: Toda la muestra. — 39,0 mg. = 0,398 moles por 100 grs. de
muestra.

Cl-: Toda la muestra. — 15,6 mgs. = 0,084 moles por 100 grs. de,

muestra.

Andlisis del sélido obtenido en la prueba b). Sélido IVb). — 0,1589 grs.
se disolvieron en agua y precipitamos el Cr** con disolucién diluida de
amoniaco.

Cr*: Toda la muestra. — 47,7 mgs. de Cr,0,=0,396 moles por 100 grs.
de muestra.

Cl7: Toda la muestra. — 163,4 mgs. = 0,719 moles por 100 grs. de
muestra.
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Exsavo Via
ExpERIENCIA 29

Se mezclaron 2 grs. del sélido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
anhidrido acético y 20 ml. de 4cido acético y calentamos a reflujo (con bafio
de arena) durante 1 hora. Se afiadié la mezcla de reaccién a éter y precipité
un sélido verde, que se filtr6 y lavé con éter. Se dejo el solido verde en
desecador de sulfirico hasta peso constante.

Andlisis del sélido verde. — 0,6611 grs. se disolvieron en agua y afiadi-
mos una disolucién diluida de amoniaco. Filtramos el Cr(OH), formado y
diluimos a 2560 ml. con agua destilada.

Cr*: Toda la muestra. — 225,7 mg. de Cr,0, = 0,451 moles por 100 gr.
de muestra.

Cl7: 50 ml. — 30,4 mg. de ClAg.
50 ml. — 30,6 mg. de ClAg.
Media 30,5 ml. = 0,161 moles por 100 grs. de muestra.

ExperiEncia 30

Se mezclaron 2 grs. del sélido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
de anhidrido acético y 20 ml. de dcido acético y calentamos a reflujo 2 ho-
ras. Se separaron de la mezcla de reaccién, los compuestos formados por
precipitacién con éter anhidro. Se filtré y lavé con éter. Se obtuvo un séli-
do verde que se mantuvo en desecador de SO.H, hasta peso constante.

Andlisis del sélido verde. — 00,7434 mgs. se disolvieron en agua'y se pre-
cipité el Cr con disolucién diluida de amonfaco. Se filtré y el filtrado se di-
luy6 a 250 ml.

Cr*: Toda la muestra. — 251,0 mg. de Cr,0, = 0,444 moles por 100 gr.
de muestra.

Cl~: 50 ml. — 20,1 mg. de ClAg.

50 ml. — 20,2 mg. de ClAg.
Media 20,15 mg. = 0,094 moles por 100 grs. de muestra.

ExpErIENCIA 31

Se mezclaron 2 grs. de sélido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
de anhidrido acético y 20 ml. de dcido acético y se calent6 a reflujo duran-
te 12 horas. Finalmente se afiadié la mezcla de reaccién a éter y precipité
un sélido verde. Se filtré y lavé con éter el sélido verde obtenido.

Andlisis del sélido verde. — 0,4479 mgs. se disolvieron en agua y se
precipité el Cr con amoniaco diluido. Se filtré el hidréxido erémico forma-
do y se diluy6 el filtrado a 250 ml.
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Cr**: Toda la muestra. — 150,5 de Cr,0, = 0,442 moles por 100
de muestra.

(0]

Cl=: Trazas.
G 1142816319
28,71 9%.
Media 28,67 % = 2,39 moles por 100 grs. de muestra.

ExPERIENCIA 32

Se mezclaron 2 grs. del sélido obtenido en la experiencia 21 con 10 ml.
de anhidrido acético y 20 ml. de 4cido acético. Se calent6 a reflujo 80 horas
y se anadié la mezcla de reaccién a éter. Precipité un sélido verde que se
filtr6 y lavé con éter.

Andlisis del sélado verde. — 00,5299 grs. se disolvieron en agua y se pre-
cipité el Cr con amoniaco diluido. Se filtr6 el hidréxido crémico formado y
se diluyé el filtrado a 250 ml.

Cr*®*: Toda la muestra. — 177,2 mgs. de Cr,0, = 0,440 moles por
100 grs. de muestra.

Cl-: Trazas.
G 1, 203690
29,50 9.
29:90 9.
Media 29,59 % = 2,47 moles por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 33

Se mezclaron 2 grs. del s6lido obtenido en la experiencia 25 con 10 ml.
de anhidrido acético y 20 ml. de 4cido acético. Se calentaron a reflujo 194
horas y afadimos la mezcla de reaccién a éter para separar los compuestos
formados. Precipit6 un sélido verde que se lavé con éter y se secé en dese-
cador de sulftrico.

 Andlisis del sélido verde. — Cr*®: 0,2243 gr. se disolvieron en 4cido ni-
trico diluido y precipitamos el Cr con una disolucién de amoniaco diluida.
75,0 mg. de Cr,0, = 22,87 9% de Cr*.
0,2398 grs. se disolvieron en 4cido nitrico diluido, precipitamos el Cr
con una disolucién de amoniaco diluida. — 79,1 mg. de Cr,0, = 22,62 9%.

Media 22,75 9, = 0,437 moles por 100 grs. de muestra.
G 3102

31,54 9.

31,72 %.

Media 31,42 9% de C = 2,62 moles por 100 grs. de muestra.
Cl: negativo.
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Ensavo VIIb
‘EXPERIENCIA 34

Tiempo de reaccion 25 horas. Temperatura de reaccién: reflujo. Sustan-
rcias reactivas 2 grs. del sélido obtenido en la experiencia 25 y 20 ml. de clo-
ruro de acetilo. Cada 5 6 6 horas se afiadieron 10 ml. de cloruro de acetilo
pdra mantener siempre el mismo exceso de reactivo. La solucién fue toman-
«do color violeta y siempre hubo sélido verde en suspensién. Se filtré la
mezcla de reaccién y el filtrado se afiadi6 a éter, pero no se produjo ninguna
precipitacién. Queddé en el filtro un sélido verde.

Andlisis del sélido verde. — Cr*®: 0,3602 grs. de muestra. — 118,0 mgs.
de Cr,0,.

0,4010 de muestra. — 181,0 mgs. de Cr,0, = 0,430 moles por 100 grs.
«de muestra.

Media 0,431 moles por 100 grs. de muestra.

‘Cl-: 0,1707 grs. de muestra.—135,0 mgs. de Cl1Ag=0,539 moles de Cl~.

'0,2040 grs. de muestra. — 158,5 mgs. =! 0,538 moles por 100 grs.

Media 0,539 moles de Cl por 100 grs. de muestra.

ExpPERIENCIA 35

Se mezclaron 2 grs. del s6lido obtenido en la experiencia 25 con 20 ml.
de cloruro de acetilo. Tiempo de reaccién: 50 horas. Temperatura de reac-
ci6n: reflujo. Cada 5 6 6 horas afiadimos 10 ml. de cloruro de acetilo para
fue siempre estuviese este reactivo en exceso. Siempre hubo sélido en sus-
pensién y se obtuvo un sélido verde sucio y del filtrado por precipitacién
con éter se separd un sélido pardo.

Andlisis detsolido verde. — Cr*®: 00,2996 mgs. de muestra. — 98,8 mgs.
de Cr,0; = 0,434 moles de Cr por 100 grs. de muestra.

Cl-: 126,8 mgs. de muestra. — 133,6 mgs. de ClAg =' 0,735 moles de
‘C1 por 100 grs. de muestra.

Andlisis del sélido pardo. — Cr**: 0,3680 grs. de muestra. — 121,5 mgs.
de Cr,0, = 0,435 moles de Cr por 100 grs. de muestra.

220,8 mgs. de muestra. — 72,9 mgs. de Cr,0, = 0,436 moles por 100 grs.
«de muestra. ;

Media: 0,435 moles de C1- por 100 grs. de muestra.

'Cl7: 164,2 mgs. de muestra: 182,4 mgs. de ClAg = 0,775 moles por
100 grs. de muestra.

[ExPERIENCIA 36

Se mezclaron 2 grs. del sélido obtenido en la experiencia 25 con 20 ml.
e cloruro de acetilo. Tiempo de reaccién: 100 horas. — Temperatura de
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reaccién : reflujo. Cada 5 6 6 horas se anadieron 10 ml. de cloruro de acetilo
para que siempre estuviese en exceso. Siempre se mantuvo una cantidad
de sélido en suspensién.

Se filtré la mezcla de reaccién y se obtuvo un sélido pardo verdoso y del
filtrado obtuvimos otro s6lido pardo por precipitacién con éter. Ambos sé-
lidos los lavaron repetidas veces con éter anhidro.

Andlisis del sélido pardo verdoso. — Cr*®: 114,56 mg. de muestra. —
37,6 mgs. de Cr,0, = 0,431 moles por 100 grs. de muestra.

Cl=: 94,3 mgs. de muestra. — 90,0 mg. de Cr,0, = 0,673 moles de Crt*
por 100 grs. de muestra.

Andlisis del sélido pardo. — Cr**: 174,4 mg. de muestra. — 56,56 mg. de
Cr,0, = 0,426 moles de Cr™ por 100 grs. de muestra.

Cl=: 1386,7 mg. de muestra. — 136,5 mg. de ClAg = 0,697 moles de Cl~
por 100 grs. de muestra.

B. Reacci6N DEL TRIOXIDO DE MOLIBDENO Y. CLORURO DE ACETILO

Exsayo VII. — Ensayos preliminares

ExpERIENCIA 37

Se prepar6 MoO, a partir de MoO,(NH,),. Se disolvieron 20 grs. de mo-
libdato aménico en agua, se calenté a ebullicién la mezcla y se anadié ni-
trico concentrado hirviente. E1 MoO,H, precipitado lo filtramos, lo lavamos:
con agua y mantuvimos un dia en estufa a 125°C.

Mezclamos 2 grs. de MoO; y 30 ml. de cloruro de acetilo. Apareci6 en se-
guida una coloraci6n rojiza,, que se intensificaba con el tiempo. A las 14 ho-
ras la solucién de cloruro de acetilo, mantenida a temperatura ambiente,
presentaba un color rojo fuerte, quedando en suspensién un precipitado
que no podemos precisar si es MoO, que queda sin disolver o algtin produc-
to de reaccién insoluble puesto que la solucién en ningin momento se pre-
senté transparente.

Filtramos la solucién y quedé un precipitado amarillento, en pequeia
cantidad y un filtrado rojo. Lavamos el sélido con éter anhidro y obtuvi-
mos una sustancia sélida de color verde claro.

Realizamos el andlisis cualitativo del precipitado resultando positivo el
Cl y Mo. No pudimos realizar el andlisis cuantitativo por no disponer can-
tidad suficiente de muestra.

Tomamos muestras del filtrado rojo y las afadimos cada una de ellas
a un disolvente diferente :

Con tetracloruro de carbono se produce un precipitado amarillo.
Con benceno cambia el color, pero no se produce precipitado.
Con éter, no se produce precipitado.
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO »

Fl resto del filtrado se calent6 a reflujo durante media hora y adquirié-
una coloracién verde. Se prosiguié el calentamiento y cambié a pardo-oscu-
ro. Tomamos una muestra cuando la mezcla de reaccién presentaba color:
verde y se afiadi6 a tetracloruro de carbono, produciéndose un precipitado.
verde, que al disolverlo en NaOH se produce la preciptiacién de un sélido
semejante al hidréxido férrico.

Tomando otra muestra cuando la solucién pasa a tener un color pardo-
se produce un precipitado pardo muy pegajoso. Calentamos hasta 50 horas-
y al anadir toda la muestra a tetracloruro de carbono o éter se obtiene un
s6lido marrén muy suelto y aparentemente homogéneo. Dicho sélido da po--
sitivos los andlisis de C, Cl y Mo.

Ensavo VIII
ExpERIENCIA 38

Mezclamos 3 grs. de Mo0, y 25 ml. de cloruro de acetilo. Mantuvimos la:
mezela 6 horas a temperatura ambiente y con agitacién. Filtramos y sepa-
ramos un sélido verde y un filtrado rojo.

El filtrado rojo lo ¢alentamos una hora produciéndose los siguientes cam--
bios de color: rojo-verde, pardo rojizo. Destilamos el exceso de cloruro de
acetilo calentando en bafio de arena, para separar también el anhidrido-
acético que pudiera formarse en la reaccién. Obtuvimos un residuo marrén,
que lo separamos del matraz de destilacién con éter. Filtramos y lavamos.
varias veces con este disolvente.

Con el s6lido marrén de aspecto homogéneo se realizaron las siguientes:
pruebas:

Una pequeiia cantidad de sélido marrén se afiadié a 5 ml. de CIH con--
centrado. Al calentar a ebullicién el CIH adquiere una coloracién rojo-ama-
rillenta, pero no se disuelve totalmente.

Si se afiade otra pequena porcién a 5 ml. de NOH concentrado y se ca-
lienta a ebullicién también adquiere el nitrico una coloracién roja pero-
tampoco se disuelve totalmente.

CH,—COOH glacial + una pequefia porcién de sélido marrén, se produ-
ce por ebullicién de la mezcla, una disolucién marrén, pero tampoco llega:
a disolverse totalmente todo el sélido.

NaOH concentrada + sélido marrén. — No se produce la disolucién to--
tal, obteniéndose un liquido marrén rojizo, no transparente.
NaOH concentrada + H,0, + sélido marrén. — Se produce la disolucién:

completa del s6lido marrén si se calienta prolongadamente. Por todo ello,
se ide6 la siguiente técnica de trabajo para llevar a cabo la disolucién dek
s6lido marrén y su andlisis.

Disolver una muestra pesada en NaOH aproximadamente IN y afadir-
H,0, hasta disolucién total, calentando en bafio de agua para que se lleve:
a cabo la oxidacién y la eliminacién del exceso de agua oxigenada. Diluir
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Ja disolucién rojo-amarillenta en matraz aforado a volumen determinado.
De esta disolucién tomar muestras para la determinacién de cloro y mo-
dibdeno.

Determinar el cloro en forma de ClAg (19 y 20) afiadiendo un exceso de
NOH concentrado a la porcién tomada para el andlisis de cloruros, afa-
-diendo después lentamente y con agitacién mecdnica NO;Ag para evitar la
coprecipitacién del molibdeno exavalente. Filtrar por decantacién y tratar
el precipitado con NO,H concentrado en caliente para disolver el posible
Mo (VI) precipitado y que no se produzca la disolucion de ClAg. Repetir
1a operacion de lavado 3 ¢ 4 veces hasta que el liquido no quede amarillen-
‘to. Finalmente, lavar con agua.

El Mo valorarlo por el procedimiento del reductor Jones, segin la téc-
mica que describimos a continuacién: (21).

Una cantidad medida de la solucién calentarla a sequedad. Afiadir 8 cm.?
«de SOH, concentrado y 5 cm.* de NO;H concentrado con el fin de eliminar
la materia organica y tener la beﬂurldad de que todo el molibdeno estd en
forma de molibdeno exavalente. Calentar a ebullicién hasta humos de S0,
-enfriar y afiadir MnOK al 2,56 9, hasta coloracién rosa, volviendo a eva-
porar hasta humos lde S0,. Una vez fria la djsolucién, diluir con sulfdrico
-al 2,5 9, a 100 ml. y pasar la disolucién por el reductor Jones. El Mo exa-
‘valente se reduce a trivalente y su disolucién reducida se recoge en 30 ml.
«de soluci6n de alumbre férrico al 10 9 con 4 ml. de PO,H;. El hierro férrico
reducido a ferroso se valora con una solucién de permanganato de norma-
lidad conocida.

El reductor Jones empleado en la valoraci6n, lo preparamos introdu-
ciendo en un tubo de vidrio de longitud 50 cm. y 2 cm. de didmetro gra-
nalla Zn. El tubo va provisto de una terminaci6n en forma de embudo con
placa filtrante. El embudo va provisto de una llave para regular la marcha
de la reaccién de reduccién. La abertura superior va unida a un embudo
separador para afadir la solucién del molibdeno a reducir, gota a gota.
En Ja parte superior del tubo lleva una salida lateral con llave para la co-
municacién con la atmésfera.

La granalla de Zn se amalgama con una solucién de (NO,LHg al 10 9 en
aitrico al 5 9. Después la amalgama se lava con sulfurico al 2,5 9 dos o
tres veces y finalmente con agua.

Los andlisis de carbono e hidrégeno los realizamos por via seca.

~ Andlisis del solido marrén. — 1,0897 gr. se disolvieron en 30 ml. de
NaOH 1IN y 1 ml. de H,0,. Diluimos la solucién a 250 ml. con agua des-
Filada.

Cl: 256 ml. — 92,4 mg. de ClAg = 19,78 9% = 0,558 moles de Cl por
100 grs. de muestra.

Mo: 20 ml. — 5 ml. de MnO,K 0,1133 N=a 20,79 % de Mo=0,2165 mo-
des de Mo por 100 grs. de muestra.

e
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ExpEriencia 39

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 256 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 8 horas. Temperatura de reaccién: la de ebullicién de
la mezcla. Se produjeron variaciones de color rojo-verde y finalmente, ma-
rrén-rojizo. El aspecto de la masa de reaccién al final del calentamiento
fue: un precipitado marrén rojizo que sobrenada en un liquido pardo.

Sin filtrar, afadimos esta mezcla en atmésfera de CO, (para evitar la
.oxidacién de los compuestos de molibdeno formados de grado de valencia
inferior a VI) a éter anhidro Todo el sélido quedaba adherido a las paredes
.del matraz y fuimos separédndolo por lavados sucesivos con éter anhidro y
afadiéndolo a la masa total del filtro. Se separé del filtro un sélido marrén
que se afiadié a una nueva cantidad de éter anhidro manteniéndolo en 6l
1/2 hora con agitacién macdnica. Se filtré la suspensiénen éter, también
en atmésfera de CO, y fuera del contacto de la humedad como realizamos
todas las operaciones en todas las experiencias. Se obtuvo un sélido marrén
que se lavé 4 veces con éter y se secé con aire seco. El sélido separado del
filtro es un compuesto marron de grano fino.

Dejamos el sélido marrén 2 dias en desecador de sulfiirico y realizamos
su andlisis.

Andlisis del sélido marrén. — Cl: 0,2088 grs. de sélido marrén se di-
solvieron y se diluyeron a 250 ml. — 100 ml. de esta solucién 85,9 mg. de
ClAg = 25,38 9%.

0,4677 grs. se disolvieron y se diluyeron a 250 ml. — 100 ml. de esta
disolucién. — 190,4 mg. de ClAg = 25,18 % de ClL

0.4549 grs. se disolvieron y se diluyeron a 250 ml. — 100 ml. de esta
disolucién. — 189,9 mg. de ClAg = 25,8 % de CI.

Media: 25,45 9 de Cl = 0,718 moles por 100 grs. de muestra.

4 11:%0: 0,2288 grs. de muestra. — 11,4 ml. de MnOK, 0,1219 N = 19,42 %
-de Mo.

0,2254 grs. de muestra. — 11,4 ml de MnO,K 0,1219 N = 19,68 9% de Mo.

0,2648 grs. de muestra. — 11,6 ml. de MnO,K 0,1219 N=17,03 % de Mo.

Medida 18,67 % = 0,1945 moles de molibdeno por 100 grs. de muestra.

G — 33,98 %.

34,12 9.
Media 34,05 9% = 2,838 moles de G por 100 grs. de muestra.

ExprrienciA 40

Cantidades de reactivos: 4 grs. de MoO, y 50 ml de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 30 horas. Temperatura ambiente. Se filtr6 la mezcla
de reaccién y el filtrado se calent6 a reflujo durante 30 horas, obteniéndo-
se una solucién parda con un s6lido marrén en suspensién. Se afiadié la
me}f%a a éter anhidro, se filtr6 y se lavé el sélido repetidas veces con éter
anhidro.
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Andlisis del sélido marrén. — Cl: 0,1804 grs. de muestra 194,0 mgs. de
ClAg = 26,60 9%.

0,2134 grs. de muestra. — 230,0 mgs. de ClAg = 26,65 %.

Media 26,63 9% de Cl = 0,752 moles por 100 grs. de muestra.

Mo: 0,3422 grs. — 17,30 ml. de MoOK 0,1097 N = 17,70 % de mo-
libdeno.
0,3876 grs. — 19,65 ml. de MnO,K 0,1097 N = 17,78 % de molibdeno.
Media: 17,75 9% de Mo = 0,1849 moles por 100 grs. de muestra.

C: 32,08 %.
32,65 %.
Media 32,31 9% ='2,693 moles por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 41

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 20 ml. de cloruro de acetilo. Tiem-

po de reacci6n: 1 dfa. Temperatura: ambiente. Se filtr6é la mezcla de reac-

cién y el filtrado se calenté 20 horas a reflujo. Se separé todo el compues-
to de molibdeno formado con éter y, lavando con este disolvente repetidas
veces, el s6lido marrén obtenido.

Andlisis del sélido marrén. — Cl: 0,2764 grs. de muestra. — 300,0 mg.
de ClAg = 26,82 % de CI.

Cl: 0,3425 grs. de muestra. — 371,8 mg. de ClAg = 26,81 %.

Media 26,82 9% = 0,7566 moles por 100 grs. de muestra.

Mo: 0,3714 grs. de muestra. — 22,75 ml. de MnOK 0,0936 N = 18,34 9%
de Mo.

0,3398 grs. de muestra. — 20,8 ml. de MnO,K 0,0936 N = 18,33 9%
de Mo.

Media 18,335 = 0,1909 moles por 100 grs. de muestra.

G: 3454 9.
34,62 %.
Media 34,568 9 de G = 2,882 moles por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 42

Cantidades de reactivos 3 grs. de MoO, y 20 ml. de cloruro de acetilo.

Tiempo de reacciéon: 2 horas. Temperatura ambiente. Se filtré la mezcla.

y el filtrado rojo se calenté a reflujo 50 horas, y a temperatura entre 50 y
70°C durante otras 50 horas. De vez en cuando se afiadié 10 ml. de cloruro
de acetilo.

Se precipité el producto formado con éter y se lavé con este disolvente

varias veces. Se obtuvo un s6lido marrén que dejamos secar en desecador-

de sulfirico.

Andlisis del sélido marrén. — Cl: 0,4370 grs. de muestra. — 447,9 mg.
de ClAg = 25,36 9% de Cl.

0,3688 grs. de muestra. — 378,6 mg. de ClAg = 25,40 9% de Cl.
0,3270 grs. de muestra. 341,4 mg. de ClAg = 25,7 9 de Cl.
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Media 25,48 9 de Cl equivalente a 0,7187 moles por 100 grs. de muestra.

Mo: 0,4992 grs. de muestra. — 24,25 ml. de MnO,K 0,1097 N = 17,5 %
de Mo.

0,6682 grs. de muestra. — 33,4 ml. de MnOK 0,1097 N = 17,50 %.

0,5230 grs. de muestra. — 25,7 ml. de MnOK = 0,1097 N = 17,20 %
de Mo.

Media 17,35 % de Mo = (,1807 moles por 100 grs. de muestra.

C: 36,69 %.
: 36,54 %
36,91 %.
36,74 9%.

Media 36,74 = 3,061 moles de C por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 43

Cantidades de reactivos 4 grs. de MoO, y 25 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 2 horas a temperatura ambiente, filtrar y el filtrado
calentarlo 50 horas a reflujo, afiadiendo de vez en cuando 10 ml. de cloruro
de acetilo.

La mezcla de reaccién resultante se afiadié a éter anhidro lentamente y
con agitacién continua. Se dej6é agitando la mezcla durante 12 horas y se
separ6 el éter por decantacién. Volvimos a afadir el s¢lido a 200 ml. de
éter anhidro y continuamos la agitacién durante 12 horas. Filtramos y el
precipitado obtenido lo volvimos a afiadir a 100 ml. de éter anhidro y lo
mantuvimos en agitacién 2 horas. Volvimos a separar el éter por filtracién
y repetimos la operacién 3 veces. Todo ello lo realizamos con el fin de con-
seguir la eliminacién total del anhidrido acético que acompafa al compues-
to obtenido y conseguir un sélido marrén puro.

Andlisis del sélido marrén. — Cl: 0,3262 grs. de muestra. — 347,2 mg.
de ClAg ='26,25 9 de Cl. .

0,3904 grs. de muestra. — 414,3 mg. de ClAg = 26,256 % de Cl.

0,2234 grs. de muestra. — 237,0 mg. de ClAg = 26,19 % de CL

Media 26,33 9% de Cl = 0,7427 moles por 100 grs. de muestra.

Mo: 0,56162 grs. de muestra. — 26,25 ml. de MnO,K 0,1097 N = st 95
de Mo.

0,3000 grs. de muestra. — 15,55 ml. de MnOK 0,1097 N = 18,19 %.

0,4098 grs. de muestra. — 20,76 ml. de MnO,K 0,1097 N = 17,77 o
de Mo.

Media 17,93 9% = 0,1868 moles de molibdeno por 100 grs. de muestra.

C: 36,14 9%.
35,68 9%.
35,66 9%.

: Media: 35,83 % de G = 2,986 moles de molibdeno por 100 grs. de
muestra.
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ExpERIENCIA 44

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 25 ml. de cloruro de acetilo.-
Tiempo de recacién: 20 horas. Temperatura: la de ebullicién de la mezcla.

Se afiadi6 la mitad de la mezcla de reacci6n a tetracloruro de carbono
anhidro, muy lentamente y con agitacién mecédnica. Se mantuvo la mezcla
agitando durante un dia porque se formaban masas pegajosas dificiles de
separar del matraz. Filtramos, y lavamos repetidas veces con tetracloruro
de carbono y dejamos secar en corriente de aire seco. Se obtuvo un sélido
marrén, sélido (a).

El resto de la mezcla de reaccién se anadié a éter anhidro en las mis-
mas condiciones que las requeridas para el CL,C. Se obtuvo otro sélido
marrén, sélido (b).

Andlisis del sélido marrén (a). — 0,5792 grs. de muestra se disolvieromn
y diluyeron a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 50 ml.— 103,2 mg. de ClAg.
50 ml. — 103,4 mg. de ClAg.

Media 108,83 mg. = 21,99 % de Cl = 0,620 moles de cloro por
100 grs. de muestra.

Mo: 50 ml. — 5,32 ml. de MnO,K 0,1123 N.
50 ml. — 5,30 ml. de MnOK 0,1123 N.

Media 5,30 ml. = 16,41 9 de Mo = 0,171 moles de molibdeno
por 100 grs. de muestra.

Gz L
26,82 %.
26,76 9% .

Media 26,9 9% de carbono = 2,246 de C por 100 grs. de mues-
tra = 0,562 moles de anhidro acético por 100 grs. de muestra.

Andlisis del sélido marrén (b). — 0,7738 grs. se disolvieron y diluyeron
a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 50ml. — 157,7 mg. de ClAg.
50 ml. — 156,2 mg. de ClAg.
Media 156,9 mg. = 25,1 9% Cl = 0,708 moles de Cl por 100 grs.
de muestra.

Mo: 50 ml. — 7,3 ml. de MnO,K 0,1122 N.
50 ml. 7,4 ml. de MnO,K 0,1122 N.
Media 7,35 ml. de MnOK 0,1122 N = 16,94 9 de molibdeno =
= (,176 moles de Mo por 100 grs. de muestra.
C: 34,06 9%.
34,04 9%.
34,26 9.

Media 34,12 9% de carbono = 2,843 moles de C por 100 grs. de
muestra = 0,719 moles de anhidrido acético por 100 grs. de muestra.
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (V1) CON CLORURO DE ACETILO
3. El producto de la primera fase de reaccién

Ensayo IX
ExpERIENCIA 45

(Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 25 ml. de cloruro de acetilo:.
Tiempos de reaccion: 12 horas. Temperatura de reaccién: ambiente. Se-
filtré y el liquido rojo obtenido se mantuvo en desecador de sosa. Se elimin6
el exceso de cloruro de acetilo y el color rojo cambié a verde y al abrir el
desecador pasa rdapidamente a azul, por lo menos superficialmente.

Sin llegar a secar totalmente el s6lido contenido, realizamos su andlisis.

Andlisis del sélido verde. — 1,6274 grs. se disolvieron en 40 ml. de-
NaOH, 1IN. Se produjo una pequefia cantidad de un precipitado rojizo, pero-
la mayor parte del s6lido se disolvié en la sosa. La pequefia cantidad de s6-
lido precipitado se disolvié con unas gotas de H,0, y la solucién se diluy6 a
2560 ml. con agua destilada. El andlisis lo realizamos siguiendo una técnica
semejante a la del ensayo VIII.

Cl: 20 ml. — 117,8 mg. de ClAg.
20 ml. — 118,3 mg. de ClAg.
Media 118,0 mg. de ClAg = 22,42 9 de Cl = 0,632 moles de Cl por-
100 grs. de muestra.

Mo: 40 ml. — 24,3 ml. de MnOK 0,0968 N.
40 ml. — 242 ml. de MnO,K 0,0968 N.
Media 24,25 ml. de MnOK 0,0968 N = 28,80 % = 0,300 moles:
por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 46

Cantidades de reactivos: 4 grs. de MoO, y 25 ml. de cloruro de acetilo..
Tiempo de reaccién: 12 horas. Temperatura de reaccién: ambiente. Se fil-
tré la mezcla de reaccién y el filtrado rojo lo afiadimos a tetracloruro de-
carbono, produciéndose un precipitado amarillento. Se separ6 dicho preci-
pitado por filtracién, intercalando en el filtro un tren de desecacién: P,0,
SOH, y ClLCa. Lavamos tres veces con tetracloruro de carbono con unas.
gotas de cloruro de acetilo. Sometimos al precipitado a una corriente de
aire seco, durante un intervalo de tiempo y lo separamos rapidamente-
de la placa de filtracién. Aun cuando todas estas operaciones se realiza-
ron con la maxima rapidez se produce una alteracién superficial de la
muestra y el sélido tomé un color verdoso.

Andlisis del precipitado verde-amarillo. — 0,2830 grs. de muestra se di-
solvieron en 10 ml. de NaOH 1,0246 N. Se disolvié totalmente la muestra.
aunque la solucién tomé una ligera coloracién azul que desaparecié al ca-
lentar. Debido a este hecho, es posible realizar en esta clase de precipitados:
la determinacién de la H* que se producen al disolver la muestra. Por ello.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

-ademas de las determinaciones de Cl y Mo que se realizardn segin la téc-
nica empleada en las experiencias anteriores, tomaremos muestras de la
~solucién para determinar la H*, por medio de una volumetria de neutrali-
zacién, valorando la cantidad de sosa no gastada en la muestra con CIH de
normalidad conocida.

La soluci6n que obtuvimos en NaOH se diluyé a 250 ml. con agua des-
tilada.

Cl: 50 ml. — 47,6 mg. de ClAg.
50 ml. — 47,2 mg. de ClAg.
Media 47,4 mg. de ClAg = 20,72 % de Cl = 0,584 moles por 100
:grs. de muestra.

Mo: 50 ml. — 5,1 ml. de MnO,K 0,0968 N.
50 ml. — 5,15 ml. de MnO,K 0,0968 N.
Media 5,13 ml. de MnOK 0,0968 N = 27,82 % de Mo = 0,290 mo-
“les por 100 grs. de muestra.

Ht: 10ml. — 7,3 ml. de CIH 0,08247 N.
10 ml. — 7,3 ml. de CIH 0,08247 N.

Media 7,3 ml. de CIH 0,08247 N = 5,441 miliequivalentes de
H* =11,923 moles por 100 grs. de muestra y descontando los H* que pro-
ducen el Cl y Mo, quedan 0,380 moles por 100 grs. de muestra correspon-
-dientes al dnico anién posible en el sélido obtenido —el anién acetato—
= 38,85 9% de acetato.

ExpERIENCIA 47

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 15 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 12 horas con agitacién continua. Temperatura de re-
~accién ambiente. Precipitamos el compuesto formado con tetracloruro de
carbono, siguiendo la técnica descrita en la experiencia anterior. Obtuvi-
mos también un sélido verde-amarillento de aspecto homogéneo.

Anadlisis del sélido verde-amarillento. — 0,6062 grs. de muestra se di-
solvieron en 40 ml. de NaOH 1,0246 N. Apareci6 una ligera coloracién azul.
-que desaparecié al calentar. Se diluy6 la solucién transparente a 250 ml.
con agua destilada

Cl: 50 ml. —118,9 mg. de ClAg.

50 ml. — 118,7 mg. de ClAg.
Media 118,8 mg. de ClAg = 24,25 % = 0,684 moles por 100 grs.
-de muestra.

Mo: 50 ml. — 12,00 ml. de MnO,K 0,0965 N.
50 ml. — 12,03 ml. de MnO,K 0,0965 N.
Media 12,02 ml. de MnOK = 30,61 % = 0,319 moles por 100 grs.
«de muestra.

H*: 10 ml. — 13,52 ml. de CIH 0,8247 N.
10 ml. — 13,53 ml. de CIH 0,8247 N.

og 0”3
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Media 13,52 ml. de CIH = 13,088 miliequivalentes de H* = 2,159
moles por 100 grs. de muestra, lo que corresponde 42,43 moles de anhidri-
do acético por 100 grs. de muestra.

ExPERIENCIA 48

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 156 ml. de cloruro de acetilo.
Temperatura de reacci6n: ambiente Tiempo de reaccién: 12 horas con
agitacién mecénica continua. Se produjo la separacién del compuesto for-
mado en la reacci6n con tetracloruro de carbono siguiendo la técnica des-
crita en la experiencia 46. Se obtuvo también un sélido verde-amarillento.

Andlisis del precipitado verde-amarillento. — 0,5022 grs. se disolvieron
en 25 ml. de NaOH 1,0246 N y se diluy6 la solucién a 250 ml. con agua
destilada.

Cl: 50 ml. — 86,8 mg. de ClAg.
50 ml. — 86,9 mg. de ClAg.
Media 86,8 mg. de ClAg = 22,38 9 de cloro = 0,631 moles por
100 grs. de agua.

Mo: 50 ml. — 7,25 ml. de MnOK 0,1227 N.
50 ml. — 7,25 ml: de MnO,K 0,1227 N.
Media 7,256 ml. de MnO,K = 28,34 9% = 0,296 moles por 100 grs.
de muestra.

H*: 10 ml. — 7,70 ml. de CIH 0,08247 N.

10 ml. — 7,25 ml. de CIH 0,08247 N.

Media 7,80 ml. de CIH 0,08247 N = 9,533 miliequivalentes de

H* = 1,898 moles por 100 grs. de muestra, lo que corresponde 0,338 moles

de anhidrido acético por 100 grs de muestra = 34,51 % de anhidrido
acético.

ExpERIENCIA 49

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 15 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 12 horas con agitacién mecdnica continua. Tempera-
tura de reaccién ambiente. Separacién del compuesto formado en la reac-
cién con tetracloruro de carbono segun la técnica descrita en la experien-
cia 46. Obtuvimos un sélido verde-amarillento.

Andlisis del sélido verde-amarillento. — 1,0776 grs. de muestra se di-
solvieron en 50 ml. de NaOH 1,0246 N y diluimos la solucién a 250 ml. con
agua destilada.

Cl: 25 ml. — 98,0 mg. de ClAg.
25 ml. — 98,6 mg. de ClAg.
. Media 98,3 mg. de ClAg = 22,566 % de Cl = 0,636 moles de Cl
por 100 grs. de muestra. e
‘Mo: 25 ml. — 8,05 ml. de MnO,K 0,1227 N.
25 ml. — 8,05 ml. de MnO,K 0,1227 N.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Media 8,05 ml. de MnO,K 0,1227 N = 29,34 9% de Mo = 0,306 mo-
les por 100 grs. de muestra.
H*: 10 ml. — 14,75 ml. de CIH 0,08247 N.

10 ml. — 14,72 ml. de CIH 0,08247 N.

Media 14,73 ml. = 20,819 miliequivalentes de H* = 1,932 moles
de H™ por 100 grs. de muestra, de los que corresponden 0,349 moles de
anhidrido acético por 100 grs. de muestra = 35,61 9 de anhidrido acé-
tico.

Enxsavyo X
ExpERIENCIA 50

Cantidades de reactivos: 3 grs. de MoO, y 20 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 3 horas temperatula ambiente, filtrar y 1/2 hora a
reflujo, hasta la transformacion del liquido en color verde.

Tomamos dos muestras de este liquido y las afiadimos respectivamente
a tetracloruro de carbono y éter. Solamente se produjo una separacién de
un s6lido en el primer caso, por ello todo el resto de liquido le afiadimos
a CLC lentamente y con agitacién mecanica, manteniendo la agitacién pos-
teriormente 10 minutos.

Filtramos y lavamos el precipitado con Cl,C. Solamente al llevar a cabo
el cambio de matraces con el liquido de lavado se producia una modifica-
ci6n del sélido obtenido, por lo menos superficialmente. Dejamos la sus-
tancia obtenida en desecador de sosa y realizamos su andlisis .

Andlisis del sélido verde. — 1,350 grs. se disolvieron en NaOH 1 N.
Apareci6 un precipitado rojizo que se disolvi6 en H,0,. Diluimos la solu-
ci6n a 200 ml. con agua destilada.

Cl~: 25 ml. — 164,6 mg. de ClAg.
25 ml — 164,2 mg. de ClAg.
- Media 164,4 mg. de ClAg = 24,10 9% de Cl = 0,680 moles por
100 grs. de muestra.
Mo: 25 ml. — 11,10 ml. de MnO,K 0,1350 N.
26 ml. — 11,15 ml. de MnO,K 0,1350 N.
Media 11,12 ml. = 28,82 9% = 0,295 moles de Mo por 100 grs.
de muestra.

ExPERIENCIA 51

Cantidades de reactivos: 2 grs. de MoO, y 20 ml. de cloruro de acetilo.
Se mantuvo la mezcla con agltamén 3 horas a temperatura ambiente. Se
filtr6 y el filtrado rojo se calent6 a ebullicién durante 20 minutos hasta que
presenté un color netamente verde. Se precipité el compuesto formado con
tetracloruro de carbono, se filtré y el p1e01p1tado se lavo con Cl,C. Sin
secar efectuamos su andlisis.

Andlisis del precipitado verde. — 0,3296 grs. se disolvieron en 10 ml.
de NaOH 1 N. Aparecia unas trazas de tetracloruro de carbono que elimi-
namos por ebullicién. Se produjo un precipitado pardo que se disolvié
afadiendo unas gotas de H,0,
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Cl~: Toda la muestra. — 369,2 mg. de ClAg = 27,21 % = 0,781 moles
por 100 grs. de muestra.

Mo : Una muestra de 505,8 mg. se disolvié en NaOH 1 N y H;0,. En toda
la muestra se gastaron 50,5 ml. de MnO,K 0,0986 N=29,90 9% de Mo=0,311
moles por 100 grs. de muestra.

ExpERIENCIA 52

Cantidades de reactivos 3 grs. de MoO; y 15 ml. de cloruro de acetilo.
Después de obtener la solucién roja transparente, se calent6 a ebullicién:
26 minutos. Se separé la sustancia formada por precipitacién con tetraclo-
ruro de carbono.

Andlisis del s6lido verde. — 0,7350 grs. de muestra se disolvié en NaOH
1 N y unas gotas de agua oxigenada. Quedaron unas pequeifias gotas de te-
tracloruro de carbono que se eliminaron por calentamiento. La disolucién
se diluyé a 200 ml. con agua destilada.
Cl=: 40 ml. — 90,4 mg. de ClAg.
40 ml. — 90,56 mg. de ClAg.
Media 90,5 mg. = 19,04 9% = 0,637 moles por 100 grs. de
muestra.
Mo: 25 ml. — 5,6 ml. de MnO,K 0,1350 N.
256 ml. — 5,6 ml. de MnO,K 0,1350 N.
Media 5,6 ml. de MnO,K 0,1350 N = 20,5 % de Mo = 0,214 moles
por 100 grs. de muestra.

Ensayo XI
ExpERIENCIA 53

Cantidades de reactivos: 10 grs. de. MoO, y 40 ml. de cloruro de acetilo.
Agitamos la mezcla 6 horas a temperatura ambiente y filtramos, separdn-
dose un filtrado rojo.

10 ml. de este filtrado y se calenté a ebullicién 10 minutos, la mezcla
no presentaba una coloracién netamente verde. Se separaron las sustan-
cias formadas con tetracloruro de carbono y por filtracién se obtuvo un
s6lido verde,

Andlisis del precipilado verde. — 0,7476 grs. se disolvieron en NaOH
1 N y unas gotas de H,0.. Se diluyé la solucién a 250 ml. con agua des-
tilada.
Cl-: 25 ml. — 58,2 mg. de ClAg.
26 ml. — 58,6 mg. de ClAg.
Media 58,4 mg. = 19,33 % de Cl = 0,545 moles por 100 grs. de
muestra.
Mo: 25 ml — 3,90 ml. de MnO.K 0,1350 N.
25 ml. — 3,95 ml. de MnO,K 0,1350 N.
Media 9,93 ml. = 22,65 % = 0,236 moles por 100 grs. de
muestra.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

ExXPERIENCIA 54

10 ml. de filtrado rojo obtenido en la experiencia anterior se calienta
15 minutos, momento en que presenta una coloracién netamente verde. Se
separan las sustancias formadas con tetracloruro de carbono, y el sélido
verde obtenido se lava repetidas veces con dicho disolvente.

Andlisis del sélido verde. — 1,2210 grs. de muestra se disolvieron en
NaOH 1 N y unas gotas de H,0,. La disolucién se diluy6 a 250 ml. con agua
destilada.

Cl": 25 ml. — 92,0 mg. de ClAg.

26 ml. — 91,6 mg. de ClAg.
Media 91,8 mg. = 20,24 9 de molibdeno = 0,571 moles de Mo
por 100 grs. de muestra.

Mo: 25 ml. — 6,40 ml. de MnO,K 0,1350 N.

25 ml. — 6,45 ml. de MnO,K 0,1350 N.
Media 6,43 ml. de MnO,K 0,1350 N = 22.85 9, de Mo = 0,238
moles por 100 grs. de muestra.

EXPERIENCIA 55

10 ml. del filtrado rojo de la experiencia 53 se calentaron a ebullicién
20 minutos, hasta que su coloracién fue parda. Se anadi6 la masa de re-
accién a tetracloruro de carbono y se formaron unas masas muy pegajosas
que no se pudieron separar del matraz aiin con un tratamiento muy pro-
longado con tetracloruro de carbono.

ExpERIENCIA 56

10 ml. de la solucién roja de la experiencia 53 se calentaron a ebulli-
cién durante 20 minutos, intervalo suficiente para que la masa de reacci6n
presentase coloracién parda. Se afiadieron a 50 ml. de éter anhidro y se
produjeron unas masas pegajosas pardas que no se pudieron separar del
matraz ain con tratamiento prolongadisimo con éter.

C. REeAcciON DEL TRIOXIDO DE WOLFRAMIO Y CLORURO DE ACETILO

Ensavo XII

ExpERIENCIA 57

Preparamos WO, dejando gotear lentamente una disolucién saturada
de WO,Na, sobre un volumen 2-3 veces mayor de CIH concentrado hirvien-
te. Después se mantuvo la mezcla una hora en bafio de agua, se dej6 sedi-
mentar el precipitado y se filtr6 por placa porosa. El sélido se lavé con
una solucién de NO,NH, al 5 9, hasta la eliminacién total de cloruros. Se
desecé a 120°C.

—a0g =




e

REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Se mezclaron 1,5 grs. del WO, obtenido con 20 ml. de cloruro de acetilo
y se mantuvo la mezcla en reposo durante 12 horas. El cloruro de acetilo
tomé6 una coloracién amarilla, pero la mayor parte del WO, permanecia
sin atacar.

Se mantiene con agitacién la mezcla durante 3 dias el liquido va ad-
quiriendo una coloracién cada vez més intensa, hasta obtenerse una solu-
ci6n r0]a pero pricticamente permanece la misma cantidad de sélido en
suspension.

Se calienta a ebullicion la mezcla de reaccién y la coloraciéon roja se
intensifica, pero en todo momento sigue permaneciendo una cantidad de
s6lido en suspensién aun cuando se prolongé el calentamiento hasta 150
horas.

Reaccién del WO; y cloruro de acetilo a temperatura ambiente

Ensavo XIII
ExpPERIENCIA 58

Cantidades de reactivos: 2 grs. de WO, y 20 ml. de cloruro de acetilo.
Temperatura de reacciéon: ambiente. Tiempo de reaccién: 30 dias, de ellos
150 horas con agitacién mecdnica. Siempre prmancié una cantidad consi- °
derable de s6lido en suspensién.

Se filtr6 la solucién y separamos un sélido verde y un filtrado rojo. El
s6lido verde lo lavamos con éter y del liquido rojo no se separé ningin pre-
cipitado por tratamiento con diferentes disolventes.

El s6lido verde es soluble en solucién de NaOH 1 N. Realizado el ana-
lisis cualitativo dan positivos el W, Cl y C.

Por todo ello ideamos la siguiente técnica de trabajo, para disolver y
realizar sus andlisis:

Disolucién de la muestra. Se realiza con una disolucién de NaOH apro-
ximadamente 1 N, de concentracién conocida.

Determinacién de cloruros®. A un volumen medido de la solucién, se le
anade per6oxido de hidrégeno, para oxidar el wolframio a wolframio exa-
valente. Se precipita el acydo wolfrdmico con nitrico concentrado en frio,
se filtra para separarlo y se afade 1 ml. de 4cido fosférico para que se for-
me un complejo con el dcido wolframico no precipitado y no impurifique
al ClAg cuando se produzca su precipitacién con el nitrato de plata.

Para comprobar esta técnica de trabajo realizamos las siguientes de-
terminaciones.

1.% determinaciéon

Se disolvieron 157,6 mg. de WO; en NaOH 1 N y afiadimos 20 ml. de
CIH 0,0825 N (1,650 m. e. q. de C1I7) y 1 ml. de H,0,. Calentamos en baiio
de agua hasta eliminacién del exceso -de peréxido de hidrégeno. Enfriamos
y afiadimos 10 ml. de NO,H concentrado en frio. Dejamos en reposo 12 ho-
ras. Filtramos el pec1p1tado amarillo de WO,H, y al filtrado le afiadimos
1 ml. de PoH, y precipitamos el Cl, como ClAg, produciéndose 237,8 mg.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS 'Y NATURALES

2.8 determinaciéon

Se disolvieron 186,0 mg. de WO, en NaOH 1 N y le anadimos 20 ml.
de CIH 0,0825 N. Determinamos los cloruros con la misma técnica y obtu-
vimos un precipitado de ClAg de 237,8 mg.

Media de las dos determinaciones: 237,7 mg. de ClAg equivalente a
1,658 miliequivalentes de cloruro. El contenido de las pruebas es 1,650
miliequivalentes, el error del andlisis es + 0,5 %, por ello ésta fue la téc-
nica que seguimos en la determinacién del cloro en los compuestos de
wolframio obtenidos en las diferentes experiencias.

Determinacién de wolframio

Se llev6 a cabo su determinacién por el método de la cinconina, que
consiste en afiadir a la muestra disuelta en NaOH, 50 ml. de CIH concen-
trado y 15 ml. de NO;H (1:1). Digerir la muestra a 100°C hasta que el wol-
framio tome color amarillo. Diluir a 150 ml. y anadir 5 ml. de solucién
de cinconina (125 grs. de cinconina en 1000 ml. de CIH 1:1) y pulpa de
papel. Tratarlo a 90-95°C durante treinta minutos agitando de vez en cuan-
do. Decantar la solucién clara a través de un filtro sin cenizas que contiene
un poco de pulpa de papel. Lavar el precipitado con solucién de cinconina
(25 ml. diluidos a 1000 ml), trasladar el precipitado al papel y volver a la-
var el papel y precipitados con solucién de cinconina. Los residuos que
quedan en el vaso disolverlos con amoniaco. Evaporar a sequedad y afia-
dir 2 6 3 ml. de CIH (1:9) y 0,5 ml. de solucién de cinconina. Calentar a
ebullicién, digerir unos minutos y filtrar sobre el mismo filtro. Trasladar
el filiro a un crisol y calentar entre 750-850°C. El wolframio se pesa
como WO,.

Determinacién de acidez

Se valora el exceso de NaOH de la disolucién con CIH de normalidad
conocida, determinando el punto final potenciométricamente con un pH
metro beckman con un electrodo de vidrio y otro de calomelanos.

Determinacién de carbono

Por via seca.

Andlisis del sélido wverde. Sélido 58. — 0,3925 grs. se disolvieron
en 10 ml. de NaOH 0,9762 N y la disolucién se diluyé a 2560 ml. con agua
destilada.

Cl: 40 ml. —9,9 mg. de ClAg.

40 ml. — 10,1 mg. de ClAg.
Media 10,0 mg. de ClAg = 3,15 % de Cl = 0,088 moles por 100
_ grs. de muestra.
W: 40 ml. — 54,9 mg. de WO,.
40 ml. — 54,3 mg. de WO,.
Media 54,6 mg. = 69,85 9% de wolframio = 0,402 moles por 100
grs. de muestra.
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Ht: 25 ml. de soluciéon — 12,2 ml. de CIH 0,04139 N.
25 ml. de solucién — 12,25 ml. de CIH 0,04139 N.
Media 12,2 ml. de CIH 0,04139 N = 4,712 miliequivalentes de
H* = 1,2 moles por 100 grs. de muestra.
G 0618044
1,08 %.
Media 0,84 9 de carbono = 0,088 moles de carbono por 100 grs.
de muestra.

Reaccion del WO, y cloruro de ecelilo a temperalura de reflujo

Ensavo XIV
ExpeEriENcia 59

Cantidades de reactivos 3 grs. de WO; y 20 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién 60 horas. Temperatura de reaccién: reflujo. Se afadié
la mezcla de reaccién a éter. Se filtré y se lavé el precipitado con éter an-
hidro. Se dej6 en desecador de sulftirico hasta peso constante.

Andlisis del sélido pardo-grisdceo. — 1,2068 grs. se disolvieron en
256 ml. de NaOH 1 N y se diluy6 la solucién a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 40 ml. — 56,4 mg. de ClAg = 7,23 % de Cl.
40 ml. — 67,9 mg. de ClAg = 6,97 % de ClL.
Media 9,098 % de Cl = 0,200 moles de Cl por 100 grs. de muestra.
W: 40 m]l. — 130,2 mg. de WO,.
40 ml. — 128,0 mg. de WO,.
Media 129,0 mg. de WO, = 53,64 9 de wolframio = 0,280 mo-
les por 100 grs. de muestra.
G: 13,20 %.
13,44 9%.
Media 13,32 de carbono = 1,110 moles de carbono por 100 grs.
de muestra.

ExpERIENCIA 60

Cantidades de reactivos: 2 grs. de WO, y 25 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién 80 horas. Temperatura de reaccién: reflujo de la mez-
cla. Se afnadi6 de vez en cuando 10 ml. de cloruro de acetilo.

Se afadié la mezcla de reaccién, que contenia un precipitado en sus-
pensi6n a éter anhidro. Se filtré y lavé el sélido separado repetidas veces
con dicho disolvente. Se obtuvo un sélido pardo-grisdceo.

Andlisis del sélido pardo-grisiceo. — 0,2648 grs. de muestra se disol-
vieron en 40 ml. de NaOH 1 N y se diluyé la disolucién a 250 ml. con agua
destilada.

Cl: 50 ml. — 24,5 mg. de ClAg.

50 ml. — 24,8 mg. de ClAg
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REACCIONES DE LOS OXIDOS DE CROMO, MOLIBDENO WOLFRAMIO (VI) CON CLORURO DE ACETILO

Media 24,6 mg. = 11,4 % de Cl = 0,321 moles de Cl por 100 grs.
de muestra.
W: 50 ml. — 32,0 mg. de WO,.
50 ml. — 33,0 mg. de WO,.
Media 32,5 mg. de ClAg = 48,8 % de W = 0,321 moles de wol-
framio por 100 grs. de muestra.
G: 20,96 %.
20,71 %.
Media 20,84 % = 1,736 moles por 100 grs. de muestra.

ExPERIENCIA 61

Cantidades de reactivos: 3,5 grs. de WO, y 25 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién: 90 horas. Temperatura de reaccién: reflujo de la
mezcla. Se afiadié de vez en cuando 10 ml. de cloruro de acetilo.

Se filtr6 la mezcla de reaccién y se separé un sélido marrén y un filtra-
do rojo-vinoso.

El filtrado rojo vinoso se afiadié a 500 ml. de éter anhidro y precipité
un sélido gris, que se separé por filtracién y se lav con éter, dejdndolo
en desecador de sulfurico hasta peso constante.

Andlisis del sélido marrén. — 0,3862 mg. de muestra se disolvieron en
10 ml. de NaOH 1 N y la disolucién se diluy6 a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 50 ml. — 8,4 mg. de ClAg.
50 ml. — 9,2 mg. de ClAg.
Media 8,6 mg. = 0,091 moles de cloro por 100 grs. de muestra.
W: 50 ml. — 52,4 mg. de WO,.
50 ml. — 52,7 mg. de WO,.
Media 52,6 mg. = 58,97 % de woliramio = 0,337 moles por 100
grs. de muestra.
GiioL0 2oL
9,79 %-
Media 9,95 % = 0,63 moles por 100 grs. de muestra.

Andlisis del sélido gris. — 0,4740 grs. se disolvieron en 50 ml. de NaOH
1 N y la disolucién se diluyé a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 40 ml. — 30,0 mg. de ClAg
40 ml. — 30,8 mg. de ClAg.
Media 30,4 mg. = 9,79 % = 0,276 moles por 100 grs. de muestra.
W: 40 ml. — 37,6 mg. de WO,
40 ml. — 37,8 mg. de WO,
Media 37,7 mg. = 39,88 9% de wolframio = 0,214 moles por 100
grs. de muestra.
C: 22,48 %.
22,58 %.
Media 22,54 % = 1,877 moles por 100 grs. de muestra.
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ExPERIENCIA 62

Cantidades de reactivos: 3 grs. de WO, y 50 ml. de cloruro de acetilo.
Tiempo de reaccién 150 horas. Temperatura de reaccién: la de reflujo de
la mezcla. Se afiadié de vez en cuando 10 ml. de cloruro de acetilo.

Se filtré la mezcla de reaccién y del filtrado rojo-vinoso obtenido se pre-
cipité la sustancia disuelta por precipitacién con éter anhidro. Se separ6
el precipitado por filtracién y se lavé el sélido obtenido con el mismo di-
solvente. El lavado se realiz6 muy prolongadamente tanto en tiempo de
tratamiento con éter como en las veces que se realiz dicha operacién.

Andlisis del sélido gris. — 00,3551 grs. de muestra se disolvieron en
10 ml. de NaOH 1 N y la disolucién se diluy6 a 250 ml. con agua destilada.
Cl: 40 ml. — 18,0 mgs. de ClAg.
40 ml. — 19,0 mgs. de ClAg.
Media 18,5 mgs. de ClAg = 0,217 moles por 100 grs. de muestra
W: 40 ml. — 29,2 mg. de WO..
40 ml. — 29,0 mg. de WO,.
Media 29,1 mg. = 40,62 9% de wolframio = 0,221 moles por 100
grs. de muestra.
@21 61 9
21,83 %.
Media 21,72 9% 1,810 moles por 100 grs. de muestra.
El sélido grisdceo obtenido presenté las siguientes propiedades:
a) Se disuelve completamente en NaOH 1 N en frio, produciéndose
una solucién roja.
b) Tratando esta solucién con CIH o NO,H en frio, se produce un pre-
cipitado rojizo semejante al hidroxido férrico.
¢) Si se trata la disolucién roja en NaOH con un oxidante, el color pasa
a amarillo.
d) Con nifrico en caliente se produce un precipitado amarillo.

IV. — CONCLUSIONES

1.° Los tri6xidos de Cr, Mo y W reaccionan con cloruro de acetilo,
con velocidad que decrece conforme aumenta el peso atémico del metal.

2.° El CrO, es soluble en cloruro de acetilo y la reaccién que conduce
primariamente a cloruro de cromilo y anhidrido acético es fuertemente
exotérmica.

3.° Si después de la reaccién primaria anterior se calienta a reflujo
durante una hora, el producto final de la reaccién es un sélido verde cuyo
componente principal es monoclorodiacetato de cromo (III) C1(CH,—COO).Cr,
aunque lo que se obtiene no es un producto unitario, sino una mezcla.

4° La composicién promedio de la mezcla obtenida, se puede hacer
variar trabajando con mezclas de cloruro de acetilo y anhidrido acético ;
cuanto mds cloruro de acetilo en el reactivo de ataque, tanto més cloro
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contienen los productos finales, cuanto mas anhidrido acético, tanto més
acetato.

5.° El so6lido verde cuyo componente principal es Cl(CH,—COO)Cr, re-
acciona lentamente con una mezcla de anhidrido y acido acético para dar
(CH,—CO00).Cr, s6lido de color verde claro.

6.° El MoO, reacciona: con cloruro de acetilo para dar una disolucién
roja de la que se puede separar por adicién de CCl, un compuesto de
Mo (VI) que responde a la férmula Cl,0,Mo « 1 O(OC - CHy).

7.° Si se calienta la disolucién roja se produce una reduccién del
Mo (VD y al cabo de unas 20-30 horas se tiene una disolucién parda de la
que se puede precipitar el compuesto ClMo - 4 O(CH, - CH;),, por adici6n
de éter.

8.° Por tratamiento prolongado en caliente de WO, con CICOCH, se
produce en pequefia medida una reaccién que lleva a la formacién del com-
puesto WCL (00C - CH,),.
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