












LES MODULES TOPOLOGIQUES : RESULTATS RECENTS

Supposons main tenant que l 'image par f de tou te partie bornée B de E soit born ée
dans F . Un voísínage U' de l 'origine dans F absorbe f (B); autrement dit, il existe un
élément u de dé tel que t (aB) = u t (B) e U'; t- 1(U') absorbe done tou t bornée de E;
c' est un voisinage de l 'origine dans E.

(3) Soient (E)¡ une famille de A-modules bornologiques, F un A-module et , pour-
E 1 .

chaqu é in dice i, une application linéaire t. de E¡ dans F. On montre sans difficulté que,
parmi les topologíes 'Sur F ass urant la conti nuité des ti' celle, '('9', qui est la plus fine'
munit F d' une str uct ure de A-module topologique.

m. 3.2. Pour cette topologie F est hornologique.
En effet soil P' une par tie de F absorbant tou s les born és (an sens de '('9' ) de F. Pour­

lout indice i, t ¡- l (P' ) absorbe tous les bornés de E¡ ; par suite e 'est un voisinage de'
I 'ori gine dan s E¡ ; P' est done, par definition de '('9', un voisinage de l 'origine dans F _

Conséque nce : tout module quotient d'un module bornologique est born ologiqu e.
Tout e somme directe topologiqu e de A-module born ologiqu es est un A-mo'dule bor ­

nologiqu e.

111.4. Relations entre ensembles équicontinus et ensembles bornés .

a. ) Iteveno us a I ' étude de Hom (E, F), o ü E et F sont deux modules topologíques sur '
un méme anneau commutatií topologique A; repr enons done les notations de lIT. l.

m. 4 .1. Une partie équicontinue P de Hom (E, F) Y est bornée, quelle que so ít la
¿f -topologie.

Soit W (S, U') un voisinage de l 'ori gine dans Hom (E, F). L'image réciproque de
U' par tout élément de P eontient un méme vosiniage U de l 'origine dans E ; puis il
existe un élément u de dé tel .que aS e U ; d'oiJ. aP e W (S, Uj.

lIT. 4.2. La réciproq ue est, en général, fau sse.
Soient A un anneau (non n écessairerhent commutatií) non réd uit a { O} et dé 1'en­

semble de ses id éau x bilateres . On munit A d' une str uctur e d'anneau topologique en
corraiderant dé comme un systéme fondamenta l de voisin ages de zéro. On munit aussi
AN d'une str ucture de A-module topologique en prenant pour systéme fondame ntal de.

O>

voisinages de l 'ori gine la famille des ensembles de la forma II ap ' oú al = ... = Un =
p =l

= a E dé et a
p

= A pour p > 11., famille obtenue en faisant varie r u la íoís 11. et a.
Dan s le dual topologique de AN l 'ensemble des form es coordonnées n 'est pas équicon­

tinu; cal' les images r éciproques par ces form es d 'un élément a de dé different de A ont
pour in tersecti on aN qui n 'est pas un viosinage de I'origine dans AN .

Mais ou observe que l 'anneau Aest discret et que, par cons équent, toute par tie
du dual topologiqu e de AN y est bornée pour toute ¿f -topologie.

(3) Touteíois on a :
m 4.3. Si E est un module bornologique, une partie P de Hom (E, F)bornée pour­

la topologie de la eonvergence born ée est équicontine.
Soit W (S, U') un voisinage de l'o rigine dans Hom (E, F) ; il existe done un élement

a de dé tel que a,P e W (S, U'), soit pe W (aS, U'); l 'in terseetion des ímages récipr o­
ques de U' par les élémen ts de P absorbe S qui est, rappelons-le, une partie born ée
quelconque de E; c'est done un voisinage de 1'origine dans E.

Ceci prouve que le module AN considéré dans le contre -exemple précédent n 'est pas
bornologique, ce que 1'on peut vérifier directement.

On a auss i un' résulta t dans une voie l égerement différente.
JlI. 4.4. Si l'anneau A est non discret et si l 'origine dans E possede un systsme

Iondamental ¿f' de voisinages born és 'invarí ant dans tou te homothétie de centre O et de
rappo rt non nul, une par tie P de Hom (E. F) born ée pour une ¿f -topologie, oü ¿f est
"compara ble" a ¿f', est équicontinue.
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Reprenons la démons tra tion précédente ; l' in ter section des ímages récipr oques de
U' par les éléments de P contient aS, oü I'on peut suppose r que S appar tient d 'abord a
21'; l'ann eau A étant non discre t, aS est un viosinage de l 'ori gin e dans E, ce qui dé­
montre la proprié té.

Si on a ¿j ' e ¿j, la ¿j-topologie est plus fine que la ¿j'- lopologie et tout borné pour
la premiare est horné pour la seconde. Si, au con traire, on a ¿j e ¿j' un éléme nt de
21 appartíent a for tiori a ¿j' ; d 'oil le rés ultat che rché , .

On vér iñe ra que, dans le contre -exemp le précédent, l 'origin e dan s AN posscde bien
un systeme fondamental de voisinage s bornés, mais que celui-ci n 'est pas en général
invar iant dans un e homothéti e de centre O et de rapport A. non uul (on n 'a pas n éces­
sairement A. A = A) et que l' anneau A est discret.

IV. Parties équilibrées .

IV .l. Définition.

On se donne un anneau A et un A-modul e (a gauche) E. La notion suivante a un
carac tere purement alg ébrique,

Fixons une partie e de A ; elle a pour but de remplacer , par exemple, le disque, uni té
pour A = C. Une par tie P de E est équilibré e si l 'on a el' C p.

Comme conséquences imm édiates de cette définition citons :
IV. 1.1. L 'inter section et la réunion d 'une famill e (p ')i € I de parties équilibrées de

E sont équilibrée s. . '
En effet on a e (n Pi) e n (e p) e n Pi; et de m éme pour la réunion.
IV. 1.2. La somme d'une famille fini e de parties équilibrées de E est équil íbr ée.
Démonstra tion analogue.

IV. 1.3. Si I est un e application liné air e de E dans un A-module F, l 'image par I
d'une par tie équilibrée P de E est équilibrée dans F.

En effet el (p ) = I (e P) est contenu dans I (P).
IV. 1.4. L 'image réciproque, par un e applicati on linéaire, d 'un ensemble équilibré

est équilibrée.

Conséquences: si (Ei\ € I est une famille de A-modules, une partíe "H Pi de ti E¡ es t
équilibrée si et seulement si Pi est équilibrée, quel que soit l 'indice i . De méme,
l 'h omothétique j"p d 'une partie équilihrée P de E est équilibrée si A. appartient au centre
de l 'anneau A, ou, plus généra lement, si A. permute avee tout élément de E.

IV.2 . Systéme fonda mentau x de voísinages de I'nriglne.

SUPPoBOns, a nouv eau , que E soit un A-module topologíqu e (cIl et r;¡; aya n t, toujours,
les mémes significations).

Pour obtenir des r ésultats analogues a ceux de la th éorie classique des espaces vec­
toriels topologiques, nou s Iaisons les trois hypothes fJs suivants :

(h) : r;¡; est invariant dans toute homothétie de centre O et de rapport non nul ;
(h' ) e appar tient a une hase cIl' du filtre et telle que I 'on ait ea e a pour tout élémen t

a de dé' ;
(h" ) A est non discreto
De (h') on déduit que e est un voisinage de l 'ori gine s table pour la multiplication ; de

plus on retrouve bien les pr opri étés du disque unité dan s le plan complexe .
IV. 2.1. L 'ori gine dans E admet un systéme fond amental de voisinages équilibrés .
En effet , étant donné un élémenf U de r;¡;, il existe un élément a de cIl' et un élément

V de r;¡; tel que al' e U; a =1= { O ~ montre que aV est un voisinage de 1'origine; de
plus il est équilibré, cal' e (al') e al'.

IV. 2.2. S 'il contient 1'origine, I'ín téríeur P d'une partie équilibrée F :de E est
equilibrée . .
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En effet, si x est un point de P, il existe un él ément V de Gij- tel que x + V C P.
Pour un él ément 1, non nul de e, ), x + ), V est un voisinags de 1, x eon lenu dans

' 1, P, done dan s P; ). x appar t íent a P; eeei est encere vrai pour 1, = O.

Cette démonstration ne fait in tervenir que la seule hypothese (h).

Cooséquence: l' ori gin e dans E admet un systéme fundamenl al de voisinages équi li brés
et ouverts .

IV. 2.3. L'adhér ence P d'une partie équilibrée P de E est équiJibrée .

E est un gr oupe topologique; P est done l 'intersection des P + V, oü V parcourt un

sys teme fondamental de voisin ages équilibrés de l 'origin e. On a done eP Ce(p+U) C
eP + eV C P + [J, qu el que soít V; doü le ré sultat cherch é. .

Cons~queoce : l 'origine dans E admet un syst éme fondamental de voisínages équilibrés
et [ermés.

En effet , étant donn e un élément V de Gij- , il existe un voisinaga équilibré V de

1'origine tel que V + Ve V ; 0 1' V est, lui-méms contenu dans Y + V.

IV .3. Cas de Hom (E, F).

Repr enons les notations de IlI. 1.

IV. 3.1. Si l 'origin e dans F possede un systéme fondamental de voism age équ ilibl'és.
il en est de méme de l 'origine dan s Hom (E, F) pour toute c'f-topologie.

En effet , si V' est équilibré, W (S, V') I 'est aussi ,
IV. 3.2. Si Gij- ' est invariant dans toute homoth étie de centre O el. de rapport non

nul , et si (h') e t (h" ) son t v érifi ées, l 'ori gine dan s Hom (E, F) admet, pour tonl e
c'f-topologi e, un systéme fond amental de voisina ges équilibré s et [erm és.

Soit V' un voisinage équilibré et fermé de l'origin e dans F ; pour pro uver que
W (S, V') est fermé pour toute c'f-topologie, 'il suffit de montrer que W (S, V' ) es t ferm é
pour la topologie de la converge nce simple (qui .est la moins fin e des c'f-topologies),
done de ínontrer que W ( { z }, V') est ferm é pour cette topologie, quel qu e soit le poin t
x de S (et, du reste, de E); le raisonnement est alors classique .

n n 'existe pas , en gén éra l, dhypoth ese simple (sur F) conduísant a l'exi stence d 'u;1
systeme Iondamental de voisina ges équilibrés et oucerts de l'origin e dans Hom (E, Ji')
pour toute c'f-tDpologie.

IV.4. Cas d' uo anneau,

La seule hypothése Ch') signifie précisément que l 'or igine dans A (consid éré comme
module topologique sur lui-méme) admet un systeme fondamental de voisinages équili ­
br és, done un systéme fondamental de voisinaaes équilihrés et Iermés.

L 'invariance de c:!l dans toute homothét íe de centre O et de rupport non nul en tra ine
1'exis tence d'un systeme íondamental de vorsinages équilibrés et ouverts de zéro, rnais
aussi :

IV. 4.1. L'origine dans A admet un systsme fondamental J: de voísinages équ ilibl'és

et ouvcrts vérifiant ; il exis te un élément ; de J ' tel que 1'on ait ~ ~ e ~ pour tont

élément ~ de Jt.
o

,]t est formé, comme dans le cas des modules, des intéríeurs de éléments de e/E:;

01' l 'intérieur ~ d 'un élément a de c:!l' .est équilibrée et on a, a fortiori, ~ ; e ;.
Parallelement I 'hypothése :
pour tout couple (a, b) d 'éléments de dI. il existe un él érnent e de tel qu e e a e b

conduít u.
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IV. 4.2. L 'origine dan s A admet un systé me fonda men tal cfl' de voísinages équilibrés

et [erm és verifiant : il existe un élément e.de cfl' tel que I 'on ait ¡; ñ C a pour to ut

élément ii de cfl'.
On sai t déjá que I'en sembl e cfl ' des alhér en ces des élémen ts de cfl' forme un systerne

Iondamental de voísín ages équ ilibr és et fermés de zér o.

TI 'r e'5te 11 vérifí er eae apour tout élémen t a de cfl' . Si b est un élémen t de cfl', it
e xiste un élémen t b de cfl' tel que b' + b' + b' C b, puis un élémen t e de cfl' v érifian t

s ímultan ément e a C b' , e C b' et e e C b' ; on a done e ñ C (e + e) (a + e) C a +

+ ca + e + ce ·C a + b, soit e-ñ C a + b, qu el qu e soit a.

IV.5. Enveloppes équilibrées.

On suppose iei que l'anneau A est unitaire et qu e E es t un A-module unitaire, enlin
que I'unité de A app artient a e. Une partie équilibr ée P de E vérifie maintenant eP = It.
(de méme qu e dans l 'énoneé de (h') on a ea = a).

«) L 'enveloppa équilibrée d 'un e portie P de E est la. plu s petite partie équilihrée de
E eon tena n t P. Sans hypothese '5upplémentaire, on ne peut en donner un e express ion
simple: dan s ee paragraph e e est don e supposé stable POUI' la multiplication.

IV. 5.1. S 'il en es t ains i, eP es t I 'enveloppe équilibr ée d 'une par tie P de E.
En effet P es t bien eontenu dans eP qui est équilíbrée ; de plus tou te partie équilihrée

de E eontenan t P contien t aussi eP.
IV. 5.2 . L 'enveloppe équilibr ée dune partie ab sorban te P de E est abso rba n te.
Si x est un point de E, il est absorbépar P , done a fortiori par eP qui contient P.
L'hypothese (h') entraine , on I 'a remarqué, la stabilité de e pour la multíplicati on .
IV. 5.3. Si e es t eontenu dan s le centre de A et si (h') es t v érifiée, I 'enveloppe

équilibr ée d 'une partie bornée P de E est born ée.
Etant donné un élément U de G1J , il exis te un élément a de cfl' tel qu e aP e u, soit

a (IJlP) = (ca) P = aP C U.
~) Citons aussi les divers résultats suivants:
IV. 5.4. Si (h) est vérifi ée et si e ne 'Se réduit pas a {O L I 'envelopp e équilibr ée

d 'une partie ouverte P eontenan t l'origine est ouverte.
Etant donné un élément non nul J, de (JI et un élément x de P, il existe un élément

U de G1J tel que x + U C P, soit i,x + i. U e i, P C eP. eP es t done voisinage de cha­
cun ·de ses points de la forme Ax avec A=1= O, et au ssí de l 'origine par hypothese.

IV. 5.5. Si e est pr écompact, I'enveloppe équilibrée d 'une partie préeompacte de l~

es t précompaete. Si e est compaet et si E est s éparé , l'enveloppe équilibrée d 'une partie
compacte de E est compacte.

Ces r ésultats se déduisent de la continuité de I 'application {A, x) ~ A x.

V. Applications.

V.1. Modules tonnelés.

Abandonnant, comme nous I 'avons fait 11 propos des modules bornologiques , les con­
ditions de convexité, nous dírons qu 'un module topologique E es t tOnllelé si toute partie
équilibr ée, absorbente et fermée de E est un voisinage de l'origine dans E.

V. 1.1. Si (h), (h' ) et (h" ) sont vérifiées, E es t tonnel é si et seulemen t si tou te par-
tie absorbante et fermée de E es t un voisinage de I'origine . . .

Montrons que la condition es t nécessaire ; soit Pune partie absorbante et fermée de
E; 11 tout point x de E correspond unélément a de cfl' tel qu e ax C P. La réuniou P' des
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-ensembles ax est absorbante.. con tenue dans P -e t équilibrée a cause de (h' ) . L 'adh érence
'de P' est a fortiori absorbante; elle est aussi équ ilibr ée (ef. IV. 2.3.).

Indiquons , en passant , un r ésultat dans une direetion analogue.
V 1.2. Si (h' )· est v ér il iée, E est bornologique si el. seulement si toute partí e ' équ i­

Tibrée aborbant toute partie borné e de E est un voisinage de 1'origine.
Soit Pune partie absorbant toute partie bornée de E ; achaque partie bornée B de

E correspond un élément a de di' tel que aB e P ; la r éunion des ensembles aB es t '
-équilibr ée, contenue dans P el. absorbe toutes les parties born ées de E.

V. 1.3. Soient (E¡\ e 1 une famille de A-modules tonnel és et, pour chaque indice ¡,
une application lin éaire de E¡ dans un méme A-module F. L á topologie sur F la plus
fine parmi celles qui assurent la continuit é des t. munít F d'une structure de module

·tonnelé.
On saít d éjá que cette topologie 't; est compatible avee la struc ture de A-module de

:F. Soit Pune partie équilibr ée , absorbente et Iermée (pour 't; ) de F; pour tout indice i,t:: (P) est équilibrée, absorhante , el. Iermée ; par suite, c'es t un voisinage de l'origine
'dans E¡, P este done par definition de 't; , un voísínage de l 'origine dans F.

Conséquences: tout module quotient d'un module tonnelé est tonnelé .

Toute somme direete topologique de A-modules tonn elés est un A-module tonn elé .

V. 1.4. Si E est un A-module tonnel é el. F un A-module topologique oü le filtr e des
'voisinages de 1'origi ne, est invari ant dans tou te homothétie de centre O el. de rappor t
non nul, el. si (h' ) el. (h" ) sont vériñés , une partie P de Hom (E, F) born ée pour la

' topologie de la convergence simple est équicontinue.
On peut se restreíndre, dans l 'étude des ensembles W (S, V'), au cas oü V' est

- équilíbr é el. ferm é ; s' il en est ainsi, les images r éciproques de V' par les éléments de
.P sont équilibres el. Iermes : il en est de méme de leur int ersectíon : celle-ci est, de
plus, absorbente par définition de la topologie de la eonvergence simple; c'est donc un
'voiainage de l 'origine dans E.

On en déduit I'énoncé suivant du th éorem e de Banach-Steinhaus.
V. 1.5. Dans les mémes conditions, si F est séparé el. si g: est un filt re sur Ilom

' (E, F) convergente vers un él émen t u de FE pour la topologie de la convergente simple,
u appartient a Hom (E, F) ; el. g: converge nniform ément vers u dans toute par tie pré­
'Compacte de E si g: est a base dénombrable ou si g: contient une partie P de Hom (E, F)
' born ée pour la topologie de la eonvergence simple.

La demonstrations de cette proposition est analogue a celle qui est classique dans la
'théorie des espaces vectori els topologiques. En eífet dans le second cas le résultat
.précédent montre que P est équieontinue; puis u appartient a Hom (E, F), cal' l 'adh éren­
'ce de P dans FEmuni 'de la topologíe de la convergence simple est contenue dans Hom
(S, F) el. est, ·a son tour, équicontinue ; enfin l'identité des topologíes de la convergence

'simple el. de. la .convergence précompacte sur P se déduit d'un résultat général sur les
-espaces uniformes.

La propriété dans le cas ou g: est le filtr e élémen ta ir e assocí é a une suite se raméne
.au seeond en remarquant qu'une suite de Cauehy de Hom (E, F) es t précompacte, done
bornée pour la topologie de la convergence simple.

'V.2. Dualité.

Revenons a des notions de .caractere algébrique. Soient E el. F deux A-module (a
gauche), e un e partie donn ée de A, qJ une forme bílin éaire sur E x F ; ainsi E et F
'vont jouer des róles symétr iques.

oc) Le polail'e P" (resp. P' O) d 'un e partie P de E (resp. P' de F) est .l 'ensemble des.
-él éments u de F (resp. x de E) tels que qJ (P, u) e e (resp. qJ (x , P') e e) ; on convient
-que le pelair e de la partie vide de E (resp, F) est F (resp. E).
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On définit de méme le bipolail-e P" ° de P, ou le bipolaire P' " ° de P" ; P (res p, pI,!
est, bien entendu , con tenu dans P" ° (resp. PIOO) .

V. 2.1. Si Q est conten u dans P, p o est contenu dans QO.

Conséquences: on a P = P" ° _si et seulement si P est le pe laire d'une partie de 10' ._

V. 2.2. Pour une famille (Pi>; ( 1 de parties de E, on a n P/ = (U Pi)O et
U P/ e (n Pilo. -

En eííet, si u est un élément de 10' tel que l'on ait <p (Pi' u) e e pOU!" tou t in dice i,_
-on a aussi <p (U Pi ' u) e e; et récipro~uement: Rai~onnement ana logue pour la seconde
relation qui ne conduit, en gén éra l, qu 11 un e inclusi ón.

V. 2.3. On a (_ P)" = _po.
Mais, si "J.. est un sealaire, il n 'y a pas de relation directe en tre ("J.. P)" et P " , puisque.

l. n 'est pas nécesasair ement inv ersible. Cependant.
V. 2.4. On a l. (l. P) ° e p o.
Se déduit de <p (l. P , u) = <p (P, "J.. u).

Conséquence: l. P" ° e ("J.. P) ° ° .
Cal' la relati on précédente conduit 11 P" ° e [l. ("J.. P)O] 0. Resultats analogues s¡ orn

remplace l. par une par tie donn ée de A.
~) Des propriétés r emarquables de e, en particuli er en attribuant 11 e le méme role'

que dans l 'étu de des par ties équilibrées , perm ettent d'obtenir les rés ultats suívants :
V. 2.5. Si e-est stable pour la multiplicatíon, P" est un e parli e équilibrée de F.

On a en effet <p (P, eP O) = e <p (P, P O) e ee C e.

Conséquence: si e est stable pour la mul tiplication, P" ° est una partie équilibrée de,
E contenant P ; mais ce n 'est pas, en général , l 'enveloppe équilibrée de P . De méme­
"P équilibré" n 'entraine pas n écessaírement P = P" ° .

V. 2.6" Si e est stable pour 1'addition, on a (P U Q)O e {P +Q)0 et p o + p o e t-:
En effet de <p (P U Q, u) e e, on d éduit .
rp (P + Q, u) = <p (P, u) + (p (Q, u) e e + e e e ; puis <p (P , u) C e et
<p (P , u /) e e conduisent a rp (P , u + u') e (p (P, u) + rp (P , u /) e e.

V. 2.7. Si e est atable pour l 'ad dition et si E est un A-module topologique, les:
bipolaires des voisinages de l 'origine dans E forment un systeme fondamental de voisi­
nages de ce point pour une topologie sur E compatible avee sa str ucture de zl-modul e..

Démonstrati on sans difficul té.
V. 2.8. Si e est un ideal a gauche de A , P" est mi sous -module de F.
V. 2.9. Si e es t un sous -anneau de A, P" est un sous- mo rlule de F cons idéré comme­

e-module.
y) Un cas pm-ticuliere ment intéressan t est celni oü F est le dual topologique E' de­

E, Ainsi on a:

V. 2-.10. Si e est un vos ínage fermé de z éro slable pour la multiplieati on le polairc,.
d 'une par tie P' de E' hornée pour la topologie de la convergence simple est équilibré ;
absorhant et Iermé.

On sait déjá que P' " est équilihr é; de plus il est fermé, puisque c'est I 'íntersecü on
des u-1 (e) lor sque u parcourt P', Enfin , étant donné un poinl x de E, il existe un
élément a de dl tel que aP' CW ({x }, e), soit a u (x)Ce ponr lout élémen t u de l " ,
c'est-a-dire u (ax) e e ou ax e P' " ,

Cepeudant la réciproque de ce résultat n 'est pas en g énéral exacte. Et on peut étre
ains i conduit 11 étudie r les modules tonnelés 11 par tir d 'une au tre définition, plus large­
que la précédent: E est tonnel é si le polaire de toute partie de W horu ée pour la topologie
de la convergence simple est un volsinage de l 'origine. _
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6) Enfin la notion de polair e permet de définir a partir de la topologie ínit íale 't9 ~

sur E des topologies intéressantes sur E ou sur E'.
V. 2.11. Si e est un voisinage de zéro stable a la íois pour I 'additi on et pour la

multiplíca tion et si l'anneau A est commuta ti í, les polaires des par ties de E born ées pour ­
't9 forment un syst éme íondamental de voisinages de 1'origine dans E' pour une topologie
sur E' compatible avee sa strueture de A-module.

Démonstration sans intérét ; la stabilité pour l 'addition ser t a vériíier (g), celle pour ­
la multiplication (m" ); ení in (m') est assurée par la commuta tivité de A.

V. 2.12. Si e est un voisinage de zéro stable a la íoís pour l 'addition et pour la
multiplication et s i l'ann eau A est commutatíí, les polaires des par ties de E' hom ées
pour une c'f-topologie form ent un systéme íondam ental de voísínages de l'ori gine dans ,
E p0!1r une topologíe compatible. aveo sa str ucture de A-module.

VI. Questions diverses.

VI. I. Quelques conséquences de l'hypothése (h),

On considere ici un A-module topologique E ot't l 'tni suppose (h) v ériji ée . Une partie ­
de la d émonstration de IV. 5.4. montre que:'

VI 1.1. L 'image d'une partie ouverte de E conte nant l 'origine par une houroth étie­
de centre O et de rapport non nul est ouverte dans E.

VI. 1.2 . On a "y = )J5 si P est une partie de E et ), un scalaire non nul.

,,}j est l 'intersectio~ des ensembles de la forme ,, (P + lJ) oü U parcourt V; '
U ' contient done ).fJ qui est l 'inter section des ensembles de la forme "P+U' oü U' par-.
court V. L'inc1usion contra ire se déduit de (m' ).

Conséquence: I 'ímage d'un e par tie Ierm ée de E par une homothétie de cent re O et
de rappo rt non nul " est fermée dans E.

Remarque i ces deux propriétés subsisten t pour ). = O si E est s éparé.
VI. 1.3. Si I 'ann eau A est unitaire et E un A module uni tair e, le sous-rnodule

M de E engendré par un vois inage ouver t V de l 'ori gine est a la fois ouver t et Ierm é.,

VI. 1.4. Et le fait que la somme de deux ouverts de E cont enant 'l 'origine est ouver te
montrent qué M est ouvert.

Soit, maintenant, x un point adhérent a 111. Rappelons que, E étant un groupe topo_o
logique, l 'origine dans E admet un systeme fondam ental de voisinages symé tr iques ; on
entend par la qu'un tel voisinage U v érifie U = - U. Supposons U contenu dans V ;:

'H existe done un point y ' de M qui appartien t a x + U ; par suite x appartient a y + U'
qui est con tenu dans M; celui-ci est done ferm é.

VI.2. Modules libres de type fini.

Soient A un anneau .topologíque, E un A-module libr e de type fini , S = {SI' oo ., Sil }
un e base de E. An es t un A-module topologique pour la topologie produit; pour celle-ci.
un systeme fondamental de voísinages de l 'ori gine est cons ti tué par les errsémbles de la
forme a" oü a parcourt le filtre dé des voisinages de zéro. L 'image de cet te topologis
par 1'lsomor phísme algébri que canonique de An sur E sera dite topologie éléme ntail'e SUI~

E associée a la base S ; elle est bien compatible avee la s truct ure de A-module de E.
VI. 2.1 : Sur E les topologies élémentaires coíncident .
Il suffit de montrer que la topologíe élémentaire assocíée a S est plus fin e qu 'une

topologie sur E compatibl e avec sa str ucture de A-module; soit V le filtre des voísína­
ges de l 'ori gine pour cette derniére. Si U est un élémen t de V, il existe un élément.
V de V tel que la somme de n ensemble es égaux a v soit contenue dans U, puis un.
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-é l ément a de c:Jl tel que I 'on ait aSí e v pour tout indire í ; un point de E dont cha quo
-coor donn ée appartient a a, c'est-á-dire dont chaque composante appartient 11 V, appartient
ti U; U contient done un voisinage de l'origine pour la topologie él émenta ire associée
u S.

On peut done parler de la topologie él émen taire sur E.
VI. 2.2 . Si F est un A module topologique, une application lin éaire de E dan s F est

-continue pour la topologie élémentaire sur E.
Si U' est voisina ge de 1'origine dan s F, il exis te un voisinage V' de 1'origine dans

10' tel que la somme de n ensemhles égaux ti F' soit con tenue dans U', puis un élément a
de c:Jl tel que l 'on ait a u (s¡) e U' pour tout índice í; l'image par u de tout point de E

. dont les coordonnées apartiennent a a appar tien t a U' ; u es t done continu é pour la
- topologie élémentaire sur E et pour toute topologie sur F compatible avec sa structure
de A-module ; ceci est vr ai, en particulier , si F est un A-modul e libr e de type fini muni Je
sa topologie élémentaire,

' VI.3. Une autre forme du théor éme de Banach-Steinhaus,

VI. 3.1. Si, pour une topologie compatible avec sa structure de A-module (done, en
particulier , pour une ¿f -topologie), l'origine dans Hom (E, F) posséde un volsinage équi­

-continu W , une partíe précompacte P de Hom (E, F) es t équicontinue .
En eífet, P est recouvert par un nomhre fini d 'en sembles de la forme ti; + W avec

u¡ e P . DI' ehaque u ¡ + l'V est équicontinu et il en est de m éme de leur réunion ; P ,
elle-m éme, est done équicontinue.

VI. 3.2. Soit fT un fitlre sur Hom (E, F), oü F est separé ; supposons que, pour la
topologie de la convergence simple, 1'origine de Hom (E, F) poss éde un voisinage équi­

. continu, fT converge vers un élément u de FE et contienne une partie précompacte
P de Rom (E, F); fT converge alors unif orm ément vers u dans toute partie pr écom ­
pacte de E.

On vient, en effet , de montrer que P est équicontinue.

VI.4. Propriétés de compacíté .

0.) Soit E un A-module topologique .
IV. 4.1. Tout filtre sur E dont une base est form ée de parties bornées de E admet

un poínt adhérent si et seulement si toute partie bornée et ferm ée de E est compacte.
En effet, si P est une partie born ée et ferm ée, mais non compacte de E, il existe

un filtre sur P (don t une base est, par conséquent, form ée d 'ensembles borne s) rr'ad­
mettant pasde point adh érent.

Soit fT un filtre sur E possédant un e base B Iormée de partíes born ées de E; les
-adh érences des éléments de B sont compactes et constítuent une base de filtre sur E;
01' leur intersection n 'est pas vide, puisque leurs traces sur Tun e delles forment une
hase de filtre sur un compact ; fT admet done un point adhérent.

Remarque r on a utilisé le fait que dans -un espace topologique un filtre dont una
base est Iormée d'ensembles compacts admet un point adhérent.

f3 ) Ces propri étés son t susceptibles de la généralisation suivunt :
Une partie P de E sera dite 1t compa cte si tout filtre sur P ayant une base íor m ée

de parties de P possédant une propriété 1t admet un point adhérent ; nou s venons de
rencontrer deux telles propriétés.

Nous imposerons de plus que la translatée, la symetrique et I 'adhérence d 'une partíe
de P possédant la propriété 1t , I 'intersection de deux telles partíes possedent éncore
la propriété 1t ' (ce qui est v ériíie par les deux cas particuli ers précédents). On en

-d éduít :
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IV. 4.2. Si l'origine dans E admet un systéme Iondamental GjJ de voisinages possé­
rlan t la propriété -¡¡: , une partie P de E -¡¡:-compacte et possédant la propriété rt est
'complete.

Observons dabord que l'on peut supposer les éléments de GjJ sym étr iques et fer­
més. Donnons-nous un filtre de Cauchy (F)¡ E 1 sur P et un point x¡ dan s chaque en­
scmble Fe Si U est un élément de GjJ, la t race P(i , U) de Xi + U sur P est done Ier ­
mée et posséde la prop ri été -¡¡:. Achaq ue élément U de GjJ associons un élément V de
'GjJ te l que V + V e U; consid érons les ense mbles P(i , U), oü U parcourt GjJ et
0 11 1 prend toutes les valeu rs telles que E; - F; soít contenu dans l 'ensemble V corres­
poridan t a U. On vériíie , sans grande diffieulté, qu e ces ensernbles forme nt un e base de
filtre sur P; ils ont done un poínt commun 'x vers Íequel le fil tr e in itial conve rge; en
-effet x appar tient iL ces ensembles P (i, U) par ticuliers ; on en dédui t qu e F; est con ­
tenu dans la trace de x + U sur P pour tout índice i associé iL U comme il a été dit
~s ~L '

Remarque : eette d émonstratlon n 'a fait in tervenir que la s tructure de groupe topo­
'Iogique de E.

D'une Iacon généra le , cn soumettant la proprié té rt iJ. des conditions conve na bles,
les ensembles x-conpacts joui ssen t de propriété s ana log ues iJ. celles des ensambles
-compacts.
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