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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

Por

Pascuar Rovo GRAcCIA*

I. Aportaciones a la quimica del oxodicloruro de titanio (IV). TiOCl,

Introduccion bibliografica

Hasta época reciente no parece haberse logrado evidencia indiscutible sobre la exis-~
tencia de TiOCl,. Asi, la literatura més antigua establece que haciendo pasar una mezcla
de oxigeno y cloruro de titanio (IV) por un tubo al rojo, se forma un sélido de compo-
sicién Ti0,.TiOCl, = Ti,0,C1, (1) o que por accién de cloro sobre nitruro de titanio,
en presencia de trazas de humedad, se obtienen cristales de un producto amarillo de
composicién 3TiCl,.Ti0, (2) y finalmente, la investigacién sistemdtica de la accién del
oxigeno sobre el cloruro de titanio (IV) en un tubo de descarga, revela que conduce a
productos amarillogs o pardos, los primeros de los cuales se dice que pertenecen al
sistema TiCl, — Ti0,, mientras los productos pardos se consideran como mezclas de
Ti0Cl1, y TiOCI (3).

Mucho més recientemente (4), se describe la preparaciéon de TiOCl, por hidrélisis par-
cial de cloruro de titanio (IV), aunque este procedimiento suele conducir a mezclas de
una serie de productos. Probablemente, la primera preparacién de TiOCl, en razonable
estado de pureza es la que hace uso de la reaccién enfre C1,0 y TiCl, (5). Mds reciente-
mente, Ehrlich y Engel describen un procedimiento més cémodo (6) basado en la adi-
cibn a cloruro de titanio (IV) liquido de 6xido de arsénico (III) s6lido, pulverizado y
con agitacién, seguida de la filtracién y lavado con pentano y eliminacién en vacio-
de los restos de liquido de lavado.

Este es el método preparativo que hemos utilizado a lo largo de nuestro trabajo.
Como en el curgo de las distintas preparaciones realizadas hemos hecho algunas nuevas
observacioens, resefiamos a continuacién lo mds destacado, para entrar después en :a
exposiciéon de nuestros resultados. Estos se refieren al estudio de las reacciones del
oxodicloruro de titanio (IV) con una serie de compuestos inorgénicos y orgénicos, que
responden en todos los casos a la férmula general X-H, con los que fienen lugar dos
tipos principales de reacciones:

1. — Reaciones en las que los grupos X sustituyen a &tomos de cloro, conservéndose:
el esqueleto polimero (—Ti—0—).

2. — Transformaciones mds profundas en las que la sustitucién va acompainada de
rotura de los enlaces Ti — O de la cadena polimera y que conducen a productos diferen-
tes seglin las caractersiticas de X.

* El presente trabajo es la Tesis Doctoral del autor. Fue dirigida por el Prof. Dr. R. Usén y leida ek
15 de septiembre de 1966.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE 'Fi()Cl2 Yz TiCl‘
Discusion de los resultados

1. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con oxido de arsénico (III).

Operando com se ha mencionado (6) y se describe detalladamente en el Ensayo 1.
pags. 49, segin la reaccién:

As,0, + 3TiCl, — AsCl, + 3 TiOCl,

‘trabajando con exclusién de la humedad y con agitacién magnéiica, la adicién de 6xido
de arsénico (II) al cloruro de titanio (IV) no parece producir al principio ningin cam-
‘hio, pero conforme progresa la adicién de 6xido, se observa la formacién creciente de
un producto amarillo hasta que la agitacién se hace diffcil, si la cantidad de As,O,
anadido es suficientemente grande.

El producto se filtra con exclusién de la humedad y se lava con ciclohexano. Cuando
se utiliza éter de petré6leo, el producto se colorea (Ehrlich y Engel hacen andloga obser-
‘vaci6n al lavar con pentano (6), sin indicar sus causas). Hemos determinado que la colo-
racién se debe a reacci6n con compuestos orgénicos de azuire presentes en el disolvente,
por lo que utilizamos ciclohexano para cromatografia como liquido de lavado. Tampoco
se produce coloracién cuando se eliminan los compuestos de azufre por lavados dcidos.
Los restos de liquidos de lavado se eliminan por paso de aire seco a fravés del filtro.

La siguiente tabla da los resultados de tres diferentes preparaciones. Véanse los
datos analiticos en Ensayo 1, Exps. 1, 2 y 3, pédgs. 49-53.

TaBra I

Cantidades de reactivos . i
Férmula del sélido

i 45,0, grs. TiCL, mis, - Relucién Ti/Cl
1 3,31 J 25 Ti]..ooml.ns
2 5,34 | 40 T}I.OU 1,99
3 6,84 ! 50 T3, 500 06

Si la preparacién se hace a temperatura superior a la ambiente, por ejemplo a la
temperatura de reflujo del cloruro de fitanio (IV), se observa un ennegrecimiento pro-
gresivo del s6lido separado a la vez que, como se refleja en la siguiente Tabla, Ia
relacién Ti/Cl se va haciendo mayor.

Tasra 1II

Cantidades de reactivos : cq+
S - Formula del sélido

Exp. 45,0, grs. TiCl, mis. ' Relacion Ti/Cl
4 2,12 30 = Ti, Cl
5 2.17 20 o
6 3,16 i = l Til.ooGl].m

Evidentemente, la accién de la temperatura provoca la descomposicién del oxodiclo-
Turo de titanio (IV) con formacién de productos cada vez mds probres en cloro. La
exp. 6 se refiere al calentamiento de una muestra de oxodicloruro de titanio (IV) seco.

La falta de estabilidad térmica es conocida y citada en la literatura ya mencionada
(5,6) pero siempre se han indicado temperaturas de descomposicién més elevadas. Con
:objeto de obtener mejor informacién sobre esta cuestién, procedimos a estudiar el pro-
ceso con ayuda del método termogravimétrico.

==
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2. Termogravimetria del oxodicloruro de titamio (IV).

Se utiliz6 una termobalanza ADAMEL Tipo TH 59, Modelo 2, registro Tipo B y se
operd como se describe en el Ensayo 2, pag. 110, unas veces en atmésfera de nitrégeno
seco y otras en anhidrido carbénico seco.

Las curvas de las figs. 12 y 13, pags. 51 y 52 son tipicas de uno u otro caso, en las
qque se pone de manifiesto que la descomposicién térmica se inicia a unos 60°C en atmds-
fera de nitr6geno y a la temperatura ambiente (unos 20°C) en atmésfera de anhidride
.carbénico y es préacticamente completa al alcanzar los 300°C.

El proceso que tiene lugar puede representarse por la ecuacion :
2 TiOCl, —- Ti0, + TiCl,

y como el cloruro de fitanio (IV) es volatil, el residuo que se obtiene finalmente debe
ser dioxido de titanio. Efectivamente, su anélisis arroja los resultados que se recogen
en la siguiente tabla.

Tapra III
Ezxp. Muestra mgrs. Residuo mgrs. % Ti0, del residuo
7 247,33 78,10 100,82
8 249,80 74,80 100,19

De acuerdo con esto, los debyogramas del residuo coinciden con el del TiO,, figu-
ta 25 A, pag. 64. ¥

Cuando se opera en atmésfera de nitrégeno, el residuo obtenido a temperaturas fina-
Tes de 400 a 500°C es negro azulado y el debyograma correspondiente fig. 25 B, pdg. 64,
presenta nuevas lineas, atribuibles al nifruro de titanio, lo gue coincide con el color
oscuro indicado (51). Como se observa en la fig. 12, pdg. 51, la composicién de este
tesiduo ha de ser muy pr6xima a TiO,, lo cual revela una nitruracién superficial pero
perceptible a la vista y naturalmente, por difraccién de rayos X. El posterior trata-
miento de este residuo a temperaturas mdas elevadas hasta 900 a 1.000 °C conduce a la
desaparicién del nitruro de titanio y recuperacién del color blanco, dejando TiO, como
tinico residuo, segun revelan los datos analiticos. K

3. Solubilidad del oxodicloruro de titamio (IV) en disolventes organicos.

Cuando se expone el oxodicloruro de titanio (IV) al aire himedo absorbe agua rapi-
‘damente y se recubre pronto de un liquido siruposo. Cuando se vierfe en exceso de
agua, se disuelve completamente con hidrélisis. Por lo tanto, todos los disolventes em-
pleados se anhidrizaron previamente con un agente deshidratante adecuado, como se
describe en el Ensayo 3, pdg. 112, junto con los restantes detalles referentes al modo
de operar. Los datos cualitativos obtenidos se recogen en la tabla IV.

De lo anterior se deduce que de los liquidos ensayados, salvo el agua que da lugar
a descomposici6n por hidrélisis, solamente acetona y cloroformo, ya en frio y acetato
de etilo, en caliente, disuelven algo de oxodicloruro de titanio (IV).

4. Espectro infrarrojo y estructura del oxodicloruro de titanio (IV).

El espectro se tomé con un aparato Inmfracord 137, de Perkin Elmer, empleando ia
técnica del Nujol, segin se describe en el Ensayo 4, pdg. 113, y con una velocidad de
registro de 3 minutos.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOClL,

Tasra IV
Disolvente Color de la disolucion
Acetonalns on s Lo St e amarilla
Gloroformos: it o . incolora
Tetracloruro de carbono .. —
Sulfuro de carbono —
Biterietilicoiz ol it ai il woon incolora p. 8.
Alcohol etflico ... ... incolora P s
Bter de petrbleo i 2o av v amarilla p- 8.
Ciclohexano ... ... ... ... .. — ins.
XalolEhsi ol aioamasmsin o incolora p.s.
Benceno ... ... rosa débil p. 8.
Acetato de etilo ... ... ... ... incolora sol.
. 4000 3000 1500 cM-
100 aualegeaiaa gl 11 i 0 B ' 1 il 1
20
wl
= 60 i
= 74
=
% 40 Sl
Z 178\ ] L
< 7 \J
& 20 +
i
- Bi]
n i il
s 4 7 8 9

El espectro se representa en la fig. 1 y, salvo las bandas correspondientes al Nujol,
solamente presenta una banda de absorcién muy ancha entre 800 y 900 cm-1. La banda
localizada en 1.550 cm~! se debe a una ligera hidr6lisis, lo que es comprensible dada la
higroscopicidad de la sustancia. La banda correspodiente al enlace Ti — Cl no puede
aparecer, pues cae fuera del intervalo en que trabaja nuestro aparato, de modo que
la banda entre 800 y 900 cm~! se adscribe a la vibraci6n de valencia Ti— 0, muiltiple-
mente degenerada (7). La banda correspondiente al enlace Ti— Cl, aparece en 425 cm~!
(5). Esto permite atribuir al oxodicloruro de titanio (IV) la estructura de un alto poli-
mero con una cadena infinita —Ti—0—Ti—0— y las restantes valenciag del titanio sati-
radas por cloro, segin:

0
WAVELENGTH (MIC
Fic. 1. — Espectro infrarrojo de TiOCl, (en Nujol)

Cl €l
—0—Ti—0 ] —Ti—o0

| |

al C1

de acuerdo con su falta de solubilidad.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

5. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con acido formico anhidro.

Si se vierte 4cido férmico anhidro sobre oxodicloruro de titanio (IV) a temperatura
ambiente y con exclugién de la humedad, ambos productos comienzan a reaccionar en
cuanto se ponen en contacto, lo que se pone de manifiesto por el desarrollo de calor
perceptible al tacto. Si se calienta la mezcla a reflujo (véase Ensayo 5, pdg. 114) el
s6lido se disuelve completamente y se forma una disolucién de color verde claro de ia
que, si se continda la ebullicién, precipita al cabo de unos minutos un sélido blanco y
de muy fino tamaiio de particula. Se observa, ademds, que desde el primer momento
del calentamiento tiene lugar un desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso.

El andlisis del sélido blanco, una vez filtrado, lavado y secado por paso de aire seco,
revela que no contiene i6n cloruro y le corresponde la composicién estequiémetrica si-
guiente :

TaBra V

Cantidades de reactivos

Ezp. TiOCL, grs. HCOOH mis. Férmula del sélido
9 2,12 20 Ti,0, ,,(HCOO), .
10 3,01 20 Ti,0, ,,(HCO0), .,

Es decir, parece tener lugar una sustitucién de iones cloruro por formiato, pero el
proceso no se limita a este intercambio, sino que se produce una modificacién més pro-
funda, como se deduce del cambio de férmula bruta, de TiOA, a Ti,0A,.

Aunque volveremos sobre esto més adelante, afiadiremos ahora solamente que el
s6lido blanco resulta ser insoluble en acetona, tetracloruro de carbono, éter etilico.
ciclohexano y agua, lo que impide hacer determinaciones de peso molecular por criosco-
pia o ebulloscopia. Aunque es insoluble en agua, se disuelve al acidular con 4cidos sul-
firico, clorhidrico o nitrico.

6. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con 4acido acético anhidro.

Al ajiadir el 4cido acético anhidro sobre el oxodicloruro de titanio (IV) a temperatuca
ambiente y con exclusién de la humedad, se produce una coloracién verdosa y fuerte
desprendimiento de calor. Al calentar hasta reflujo, el s6lido se va disolviendo hasta dar
una disolucién amarillo verdosa, a la vez que tiene lugar desprendimiento de cloruro de
hidr6geno gaseoso. Posteriormente, se va formando un s6lido blanco. La reacci6n se
mantiene en caliente hasta que cesa el desprendimiento gasoeso.

El andlisis del s6lido, una vez filtrado, lavado y secado por paso de aire seco (véase
Enzayo 6, pdg. 54) revela que no contfiene i6n cloruro y le corresponde la siguiente
férmula : :

Tasra VI
Cantidades de reactivos
fizp TiOCl, grs. Ac. Acét. mls. Lo aidelisclido
11 1,21 20 Ti 0, ,,(Acet), .
12 2,41 25 : Ti 0, ,,(Acet), ,.

Esta sustancia resulta ser insoluble en acetona, tetracloruro de carbono, éter etilico
'y ciclohexano, disolvente que se emplea para lavarla. También es insoluble en agua pero.-
:se disuelve perfectamente al acidular con un 4cido mineral. Es muy poco soluble en
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dcido acético en frio, de modo que cuando la filtracién del liquido de reaccién se hace em
caliente, al enfriar aparecen cristales que {ienen la misma composicién. En caliente, aun-
que mayor, tampoco es muy grande la solubilidad, pues la cantidad de sélido que se
puede separar al enfriar de esta forma es pequeiia.

A diferencia de lo que sucede con el &cido férmico, en este caso la reaccién parece:
consistir solamente en el intercambio de iones cloruro por acetato.

La razén del diferente comportamiento pudiera residir en que el dcido férmico en
caliente sufre una descomposicién (8) segin la ecuacién:

HCOOH — H,0 + €O

por cuyo motivo, aunque se emplee dcido férmico anhidro, la presencia de agua no pue
de ser excluida.

El medio més simple de constatar si esta hipétesis es acertada consiste en realizar
la reaccién con acido acético sin excluir completamente el agua. Si en tales condiciones
el producto de reaccién fuese semejante al obtenido con &cido férmico, la interpretacion.
quedaria sustanciada. Asi es, efectivamente, como resulta del siguiente ensayo.

7. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con 4cido acético en presencia de agua.

Cuando el filtrado en caliente de la reaccién anterior se pone en presencia de agua o,
mejor y con superior rendimiento, cuando se afiade agua al 4cido acético glacial antes de:
calentarlo con oxodicloruro de titanio (IV), se obtiene un producto blanco, que una vez
lavado y secado, tiene las siguientes caracteristicas (véase Ensayo 7, pdg. 119):

Tasra VII
l ' Cantidades de reactivos
L Fomily delisolido TiOCL, grs. AcH mls, H,0 mls.
13 Ti, 0, ,,(Aceb), ;. | 1,87 25,0 | 3

Parece ser pues, que la presencia de agua determina una variacién del producto fi-
nal, cualquiera que sea el dcido empleado. Sin agua solamente se sustituyen los aniones :

TiOCl, + 2 AcH —- TiOAc, + 2 CIH

pero en presencia del agua, la estequidmetria del producto final Ti,0,Ac, revela una
transformacién més profunda, segin:

2 TiOAc, + H,0 — Ti,0,Ac, + 2 AcH

Naturalmente, tiene interés profundizar méis en la naturaleza y propiedades de ambos
tipos de sustanciag, pero antes es conveniente ver si su preparaci6n resulfa ser un caso
mds general, a través del estudio de las reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) con.
otros 4cidos, como propi6nico y n-butirico.

8. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) conm 4cido propiénico anhidro o acuoso.

Al afiadir 4cido propi6nico anhidro sobre oxodicloruro de titanio (IV) a temperatura:
ambiente, tiene lugar un moderado desprendimiento de calor y la mezcla adquiere un
color amarillo verdoso. Confome se calienta hasta la temperatura de reflujo (141,1 °C;
ge va disolviendo el s6lido hasta formarse finalmente una disolucién de color amarillc
rojizo; a lo largo de este proceso se desprende cloruro de hidr6geno gaseoso.

Se mantiene el calentamiento hasta que cesa el desprendimineto gaseoso y, al dejar
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enfriar la disolucién obtenida, se deposita un sélido blanco. La separacién de este s6lidos
se consigue mejor refrigerando el matraz con agua o con hielo. Cuando la proporci6n
de 4cido propiénico es mayor (por lo tanto, en disoluciones mds diluidas), la cristali-
zacién s6lo se consigue enfriando con una mezcla frigorifica de hielo y sal.

Estas observaciones nos movieron a preparar disoluciones més concentradas (véase-
Ensayo 8, pdg. 120) o a concentrar por destilacién las diluidas, comprobando que la
cristalizacién de estas disoluciones es mucho més dificil y, a veces imposible, Ademés
el producto una vez cristalizado resulta ser insoluble en &cido propi6nico, por lo que
tanto lag “disoluciones” diluidas como las concentradas estdn sobresaturadas y el retardo-
en la cristalizacién debe atribuirse a la dificultad de ordenarse las particulas para dar-
una red cristalina estable, por el entorpecimiento que determina la presencia de los
voluminosos grupos propionato.

De acuerdo con esto, las disoluciones mds concentradas que no cristalizan o lo hacen-
con dificultad, dan cristales inmediatamente cuando se diluyen con ciclohexano, éter de:
petr6leo o benceno anhidros.

La siguiente tabla recoge los anédlisis de los s6lidos, una vez lavados con ciclohexano.
y secados por paso de aire seco.

Tasra VIII
Cantidades de reactivos ;
Ezxp. TiOCI, grs. Broph mis. Férmula del sélido
14 2,25 25 Ti,0, ,,Prop, .,
15 2,45 35 Ti,0, ,.Prop, .,

Los resultados indican que solamente tiene lugar la sustitucién de cloruro por pro-
pionato.

Sin embargo, cuando las disoluciones saturadas obtenidas se tratan con agua (por adi-
ci6n de 4cido propiénico que contiene agua) aparece un precipitado blanco que, una:
vez lavado y secado, tiene la siguiente composicién.

Tara IX
Cantidades de reactivos
Ho e TiOCL, grs. | PropH mis. 0,0 mis. s
Ti.0,.. Prop,.. 2,15 25 0,33 | 16
1.0, ;Prop; - 2,18 , 22 0,33 bl

De nuevo, la presencia de agua provoca la reaccién de hidrélisis:
2 TiOProp, + H,0 — Ti,0,Prop, + 2 PropH

que conduce a un producto final diferente, como en el caso del &cido acético.

9. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con acido n-butirico anhidro o acuoso.

Con 4cido n-butirico se observa un transcurso de reaccién andlogo con formacién de-
una coloracién verdoga, desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso, desaparicion:
del sélido al calentar y formacién final de una disolucién de color cada vez mé4s in--
tenso, hasta llegar a ser de color pardo.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Una vez terminado €l desprendimiento gaseoso, se enfria. En este caso ninguno de
| los procedimientos empleados con el 4cido propiénico (enfriar con agua, con hielo y
I diluir con liquidos anhidros) lleva a la cristalizacién. Si se concentra la disolucién se
llega a obtener un liguido muy viscoso pero nunca un sélido. Al parecer el entorpecimien-
1o provocado por los grupos orgénicos voluminosos es més efectivo ain en el caso del
4cido n-butirico por lo que, aun cuando el transcurso andlogo del proceso aboga por
Ta formacién de TiOBut, no nos ha sido posible aislar el compuesto. :

Ademds de los intentos mencionados, tampoco la “siembra” del liquido con cristales
del compuesto con &cido propiénico (para el que puede esperarse una estructura seme-
jante) da resultado positivo (véase Ensayo 9, pég. 125).

Se consigue la inmediata separacién de cristales cuando se afiade agua a la disolucién,
cualesquiera que sean la cantidad afiadida y la concentracién de la disolucién tratada.
Como era de esperar el producto separado es Ti,0 But,, como procede de los anélisis que
-se recogen en la siguiente tabla.

| Tasra X

’: ] Cantidades de reactivos

’ Wormnl el TiOCL, grs. ButH mls. H,0 mls. Lt
Ti,0, ,,But, ., 2,20 14 10 18
Ti.0, Bub. ;- 2,23 22 10 19

El producto es estable al aire, insoluble en disolventes orgénicos y en agua, pero
soluble en cuanto se acidula ligeramente con 4cido mineral.
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10. Interpretacion de las reacciones de oxodicloruro de fitanio (IV) conm Acidos organicos am-
hidros y acuosos.

Segiin hemos visto, los datos analiticos parecen indicar que la reaccién del oxodi-
cloruro de titanio (IV) con 4cidos orgdnicos anhidros transcurre a través de un inter-
cambio de aniones con desprendimiento de halogenuro de hidrégeno, es decir segin :

TiOCl, + 2R.CO0H = TiO(R.COO, + 2 CIH
mientras que en presencia de agua se superpone la hidrélisis del oxodiacilato de titanio:

(IV) para dar:
2 TIO(R.C00), + H,0 — Ti,0,(R.C00),)+ 2 R.COOH

trioxodiacilatos de dititanio.

El espectro infrarrojo del oxodicloruro de titanio (IV) permite asignarle la estructura:
de un alto polimero catenario como se representa en la pdg. 10. Si nuestra- suposici6mn
en cuanto a la reaccién con dcidos anhidros es correcta y solamente hay una sustitu:
cién de aniones cloruro por acilato, la cadena (—Ti—0-—)_debe de permanecer in:-
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

tacta a lo largo de las reacciones con los 4cidos anhidros y la ancha banda de absorci6n
enfre 800 y 900 cm~—!, caracteristica de la vibracién de valencia Ti — O miiltiplemente
degenerada deberd estar presente en los espectros infrarrojos de todos los productos de
reaccién con 4cidos anhidros. Efectivamente, el producto de reaccién con écido acético
anhidro presenta una ancha banda entre 730 y 800 cm-* y el obtenido con 4cido pro-
pi6nico anhidro una ancha banda entre 730 y 780 cm~! (véanse figuras 3 y 5), que pue-
de atribuirse a la mencionada vibraci6n de valencia pero marcadamente desplazada hacia
longitudes de onda més largas que en el espectro del oxodicloruro de titanio (IV) (véase
pégina 12).

En los espectros de los productos obtenidos con los 4cidos férmico, acético, propiénico
y n-butirico en presencia de agua (figuras 2, 4, 6 y 7), mientras la banda entre 700 vy
800 cm~! aparece muy atenuada, aparece otra banda también ancha pero méds neta, en
las inmediaciones de 900 cm-!. Dado el desplazamiento hacia longitud de onda m4s
larga observado en el caso anterior, atribuimos esta banda a vibraciones de enlaces
Ti = O que, cuando no existen grupos orgénicos suele presentarse entre 900 y 1.000
cm~1 (7).

Con esto, las estructuras -atribuidas a los productos de férmula Ti(R.COO),, obte-
nidos en ausencia de agua, son del tipo: S

00C.R 00C.R 00C.R
|
—~0—'.I[‘i— 0 ——'ll‘i— 0 |—Ti—

| | i
00C.R 00cR A= oocr

es decir, una mera sustitucién de aniones cloruro por acilato, manteniendo la estructura
de alto polimero catenario.

La aparicién de bandas atribuibles a dobles enlaces Ti = O en los productos obtenidos
en presencia de agua, en adicién al debilitamiento de las bandas Ti— O y a la férmula
estequiométrica, requiere una modificacién estructural con ruptura de la cadena (— Ti—
—0—),. La siguiente férmula estructural para los productos de composicién
Ti,0,(R.C00), :

OCC.R

|
0=Ti— 0—Ti=0

|
00C.R

est4d de acuerdo con todos los hechos observados, pero no se puede excluir la posibilidad
de que los grupos acilato actien como puente entre los dos &tomos de titanio, po
ejemplo: st
R
¢
04 Mo
o
O-h7Z S m-0
1
0 0
N
|
R %
Desafortunadamente, las frecuencias citadas en la literatura (13) para grupos carboxi-
lato puente, quedan enmascaradas por las fuertes bandas de absorcién del Nujol en la

zona esperada (alrededor de los 1.600 y 1.440 cm~?). Nos proponemos: dilucidar esta
cuestién en un futuro trabajo.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

1. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con anhidrido. acético.

Al afiadir el anhidrido acético sobre el oxodicloruro de fitanio (IV) se produce una
coloracién verdosa a la vez que se desprende calor como se puede observar al tacto.
‘A medida que se va calentando hasta la temperatura de reflujo la’ disolucién se va ha-
ciendo cada vez més coloreada, pero no llega a desaparecer totalmente el sélido, aunque
disminuye apreciablemente. Es necesario afadir nuevas cantidades de anhidrido acético
y seguir hirviendo y aun asi quedan unos pequefios residuos de sélido sin disolver.
Simultdneamente por el tubo de cloruro de calcio, se produce un ligero desprendimiento
de cloruro de hidrégeno.
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Después de hervir durante un rato se enfria exteriormente el matraz con agua fria,
con lo cual empieza a aparecer un s6lido que en este momento presenta un color ligs-
ramente amarillo. La cantidad de’ sohdo que aparece de esta-forma es notablemente ma-
yor que la de g6lido inicial.

Después de enfriar el matraz hasta la temperatura ambiente, se deja decantar el s6-
lido y se filtra con exclusién de la humedad. En este easo no se puede lavar con ciclo-
hexano puesto que el anhidrido- acético es insoluble -en: este disolvente. Por este motivo,
dada la volatilidad del anhidrido acético, se seca sin lavar por paso de una corriente
de aire seco durante un dfa, al cabo del cual el s6lido de la placa aparece como un
polvo seco y perfectamente suelto.

El filtrado da reacciones positivas de iones cloruro y titanio y el sélido solamente da
reaccién positiva de titanio.

Los resultados encontrados en las determmacmnes cuantitativas se consignan en Ja
siguiente tabla:

TABLA XI
Cantidades de reactivos. °
Ezp. Ti0CL, grs. (CH,C0),0 mis. Férmula del sélido
20 1,69 3 50 Tl"O1 aa(Acet), oo

Como se puede observar la sustancia obtenida en esta reaccién es la misma que la

obtenida con 4cido acético glacial, cosa que se comprobard més tarde con el espectro
infrarrojo.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

La reacci6n transcurre de acuerdo con el siguiente mecanismo :

cl CH,C00
n o + CH,C00- CH,CO+ — “apyesig Lt @ gH/COCL
al CH, CO0
X x

lo cual comprueba la existencia de pequeiias concentraciones de iones acetato y acetilo
en el anhfdrido acético, como consecuencia de su ligera ionizacién.

Espectro infrarrojo del producto de reaccion de anhidrido acético con ozodicloruro
de titanio (IV).

Como se puede observar en la fig. 8 el espectro coincide exactamente con el de la
fig. 3, confirmando que se obtiene el mismo producto que en la reaccién del oxodiclo-
ruro de titanio (IV) con 4cido acético glacial exento de agua.

12. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con acido acético anhidro en presencia de
anhidrido acético.

Al afiadir la mezcla de 4cido acético anhidro y anhidrido acético sobre el oxodiclo-
ruro de titanio (IV) mantenido en agitaci6n, se produce una coloracién verde en la
superficie del s6lido a la vez que se desprende calor, cosa que se puede observar sim-
plemente al tacto. Si se mantiene la agitacién en frio, en el transcuro de reaccién la
disolucién se va haciendo cada vez de color verde més intenso, torndndose después ama-
rillenta para terminar dando una disolucién de color amarillo pélido y un sélido d:
color blanco. 3

Si por el contrario, la reaccién se conduce a la temperatura de reflujo de la mezcla
liguida, el color verde inicial de la superficie s6lida desaparece con més rapidez e in-
mediatamente al cabo de unas horas de tratamiento aparece una disolucién de color
amarillo mé4s intenso, mientras que desaparece por completo el depésito s6lido. Si cn
este momento se enfria exteriormente con agua, se produce rapidainente la cristaliza-
cién de un s6lido blando en la superficie interior del matraz.

El s6lido formado se filtra fuera del contacto de la humedad y se lava con cilohexano
anhidro, secdndolo por paso de una coriente de aire seco. Los resultados obtenidos en
el andlisis =e recogen en la siguiente tabla.

Tasra XII
Cantidades de reactivos |
Ezp. Mezcla azeotrop. Formula del solido
10Cl, grs. mls.
21 1,08 30 Ti,CL, ,,(Acet),
22 2,68 2 l Ti,Cl, ,,(Acet), ,,

El producto es diclorodiacetato de titanio (IV) formado segin la reaccién:
Ti0Cl, + 2CH,.COOH — TiCl(CH,.C00), + H,0

El diclorodiacetato de titanio preparado por este procedimiento resulta ser perfecta-
mente soluble en agua, la cual produce su descomposicién hidrolitica.

Ensayada su solubilidad en disolventes orgénicos encontramos que la sustancia es
soluble en éter etilico y menos soluble en benceno, cloroformo y sulfuro de carbono.

La sustancia se descompone por el calor, carbonizdndose la materia orgénica y dan-
do finalmente un residuo blanco de di6xido de titanio.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Es totalmente insoluble en ciclohexano, motivo por el cual se emplea este disol-
vente par asu lavado. Como era de esperar la adicién de cicloxehano a una disolucién
concentrada del diclorodiacetato de titanio (IV) en &cido acético anhidro, produce la
precipitacién de dicha sustancia.

Una forma inmediata y rdpida de purificar el producto, consiste en disolverlo en
dcido acético anhidro y posterior evaporaciéon del disolvente y enfriamiento de la
disolucién para producir su cristalizacién.

Asi pues, la mezcla de dcido y anhidrido acético se comporta de manera distinta a
como lo hacen por separado cualquiera de sus componentes, lo que resulta algo sor-
prendente. Sin embargo, el cloruro de titanio (IV) reacciona de igual modo con una
mezcla de 4cido acético y anhidrido acético (9) llevando a diclorodiacetato de titanio
como producto final.

En nuestro caso, atribuimos el diferente transcurso de la reaccién al hecho conoci-
do (23) de que la presencia del anhidrido acético aumenta la disociacién del 4cido
acético, como se demuestra por el aumento de la conductividad especifica (véase ensa-
yo 12, pég. 131) de las disoluciones.

Esto permite el ataque a los enlaces titanio-oxigeno de la cadena del oxodicloruro
de titanio (IV) polimero y conduce a diclorodiacetato de titanio (IV).

Espectro infrarrojo del diclorodiacetato de titanio (IV)

Se tom6 en Nujol y se representa en la fig. 9.

Puede verse su total analogia con los espectros de los productos de reaccién con
oxodicloruro de titanio (IV) de 4cido acético anhidro y de anhidrido acético, salvo en
lo que se refiere a enlaces titanio-oxigeno, pues la banda correspondiente enfre 700 y
800 cm—! no existe en este caso, como es natural. ;

Tampoco aparecen bandas debidas a enlaces titanio-cloro, que caen fuera de la zona
de trabajo (5).
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13. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con 4cido sulffirico anhidro.

A temperatura ambiente no se aprecia ninguna reaccién, observdndose que el 4cido
no moja al oxodicloruro de titanio (IV). En cuanto se comienza a calentar se observa
un fuerte desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso y si, se continda calentando
a reflujo, al cabo de pocos minutos se completa el desprendimeinto de cloruro de hidr6-
geno y se obtiene una disoluci6n transparente.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCL, Y TiCl,

Se puede interpretar el proceso como el resultado de lag siguientes reacciones:
Ti0Cl, + SO, H, — 2 CIH + Ti0(S0,)
Ti0(S0,) + 280 H, — Ti0(S0,).2 SO H,

Si la disolucién se trata con ciclohexano, benceno, éter etilico o éter de petrdleo
mo se consigue la precipitacién de ningin producto y si se concentra por destilacion
se obtfienen liquidos cada vez mds viscosos, hasta que se produce la separacién de un
producto sé6lido blanco (véase Ensayo 13, pag. 137) muy higrosc6pico.

Tasra XIII

Cantidades de reactivos

. i Férmula del sélido
i TiOCl, grs. S0, H, mls. | Relacién S0,~2|Ti
|
{

23 2,16 25 2,97

Sobre la composicién y propiedades de esta sustancia insistiremos més tarde (véase
Ensayo 23, pag. 77).

14, La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con sulfuro de hidrogeno anhidro.

Con sulfuro de hidrégeno seco, borboteado por una suspensién de oxodicloruro de
titanio (IV) en cloroformo anhidro, no se aprecia ninguna reaccién y s6lo al cabo de
ocho horas aparece una débil coloraci6én marrén. El andlisis del producto (véase Ensa-
yo 14, pag. 139) revela que el oxodicloruro de titanio (IV) no ha sufrido transformacion
«cuantitativamente apreciable.

15. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con cloruro de hidrogeno anhidro.

Cuando se hace borbotear cloruro de hidrégeno seco por una suspensiéon de oxodi-
«cloruro de titanio (IV) en éter etilico anhidro (elegido por su buen poder disolvente para
el cloruro de hidrégeno anhidro), a temperatura ambiente, se observa que la suspensién
va tomando un color amarillo y termina por formarse una disolucién transparente de
color verde amarillento (véase Ensayo 15, pag. 140).

Se puede aceptar que el proceso que tiene lugar es:

TiOCl, + 2 CIH e TiCl, + H,0
-seguido de:
TiCl, + 2 GIH — [TiCl ] H,

pues seguin la literatura consultada (34) se lega al mismo resultado cuando se hace
-actuar sobre Ti0,.xH,0 recientemente precipitado, una disolucién de cloruro de hidré-
geno anhidro en éter o aleohol etilico absolutos.

Al intentar eliminar el cloruro de hidrégeno en exceso, destilando una parte del
disolvente, disminuye el contenido en cloro del producto y se llega a sélidos en los que
la relacién Ti/Cl vale 1/1,26 hasta 1/1,94 segin sea mayor o menor la cantidad de éter
destilado y por lo tanto, la duracién del tratamiento.

16. La reaccién del oxodicloruro de titanmio (IV) conm acido nitrico anhidro.

La reaccién es violenta a temperatura ambiente y ya a la temperatura de la mezcla
frigorifica de hielo-sal comun, al gotear 4cido nifrico anhidro, recién destilado a presién
reducida, sobre oxodicloruro de titanio (IV) se puede observar un burbujeo y despren-
dimiento de vapores pardos de O6xidos, de nitrégeno. Simultineamente, segin se: ha
«comprobado analiticamente (véase Ensayo 16, pdg. 143) se. desprende también cloro.

Al final queda un s6lido con coloracién débilmente amarilla que, lavado, secado y
:analizado, tiene las siguientes caracteristicas:
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Tasra XIIT
Cantidades de reactivos ?

Ezp. TiOCL, grs. NOH mis. Ti 9% Formula del hidrato

27 2,84 15 22,560 Ti0,.7,07 H,0

28 1,83 15 21,73 Ti0,.7,34 H,0
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Fic. 10. — Espectro infrarrojo (en Nujol) del producto de reacci6n de TiOCl,
con NO,H anhidro

El anélisis del s6lido revela gue no contiene cloruros. La débil coloraci6n amarills:
se debe a una ligera adsorcién de NO, (reaccién positiva débil con brucina). Probable-
mente, el proceso primario es la sustituci6én de ani6n cloruro por nitrato, con forma--
cién de TiO(NO,), pero el cloruro de hidrégeno no liberado forma cloro y agua (la reac--
cién del agua regia) y la hidrélisis del producto primario conduce finalmente a la for-
macién de di6xido de titanio hidratado.

El producto obtenido se disuelve dando una disolucién transparente en mucha agua.
Si se calienta la disolucién se opaliniza y lo mismo sucede al acidular ligeramente con
dcido sulfiirico. La solubilidad en agua indica un bajo grado de polimerizacién, lo que
significa que se ha producido la rotura del esqueleto polimero (— Ti— O =

La sustancia tiene la capacidad adsorbente caracteristica de un sélido coloidal (12)
y aunque el color amarillo intenso se atenia al lavarla con ciclohexano anhidro no se-
llega a eliminar por completo el NO, y NO,H adsorbidos.

El espectro infrarrojo tomado en Nujol se representa en la fig. 10 y en 6l se obser-
van las siguientes bandas:

Las bandas localizadas en 3.500, 1.600 y 800 cm—! son las correspondientes al agua.
de hidratacién del 6xido de titanio (52).

La banda situada en 1.250 cm~! es caracteristica del i6n nitrito, que como tal debe
encontrarse adsorbido en el s6lido (53).

La banda correspondiente a 1.015 cm~! es caracteristica del i6n nitrato, que como =k
anterior se encuentra adsorbido en el sélido (53).

Las bandas localizadas en 930 y 770 cm-1 corresponden respectivamente a vibracio-
nes de enlace doble y sencillo entre titanio y oxigeno (7).

Los datos observados en el espectro apoyan por tanto la estructura propuesta para.
la sustancia obtenida en esta reacci6n.

L
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17. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con amoniaco anhidro.

Cuando se hace burbujear amonfaco anhidro por una suspensién de oxodicloruroc:
de titanio (IV) en coloroformo seco, lag primeras burbujas del gas dan lugar a que eb

-color de la suspensién se torne a verde, que se va haciendo cada vez méis intenso, a la

vez que' se aprecia al tacto un desprendimiento de calor. El paso de amonfaco se man-
tiene durante algin tiempo (véase Ensayo 17, pdg. 145) y al suspender su paso se de-
posita un s6lido de color amarillo verdoso que se filtra fuera del contacto del aire y
se lava con cloroformo anhidro, secdndolo finalmente por paso de una corriente de:
aire seco. .

El s6lido se hidroliza muy répidamente al aire con desprendimiento de humos blan--
cos de cloruro aménico. Si se deja estar, queda finalmente un residuo blanco de di6xido
de titanio hidratado. La descomposici6én hidrolitica del producto es tan rdpida que ~e
pone de manifiesto ya en las menores exposiciones al aire; hay que afribuir a esto ek
descenso de los porcentajes tedéricos de cloro y amoniaco respecto de la férmula
TiOCl, (NH,), que se aprecian en la siguiente.tabla.

Tasra XIV

Cantidades de reactivos
Ezp. TiOCL, grs. CHCL, mis. NH, Férmula del sélido
2 5,09 60 sat. T1101.04011.90 (NH3)3.71

Teniendo en cuenta los resultados analiticos y las propiedades de la sustancia, la
reacei6én puede interpretarse como el resultado de la amonolisis de los enlaces Ti —r
en la cadena del oxodicloruro de titanio (IV) polimero.

al Cl
l

e +xNH, — xH,N — Ti— OH
l
Cl Cl

X
neutralizindose el H del oxhidrilo &cido con una segunda molécula de amoniaco:
para dar
Gl Cl

| |
H,N— Ti — OH + NH, —> H,N —Ti— ONH,

I |
Cl Cl

Simultineamente se produce la incorporacién de dos moléculas mdas de amoniaco,.
que se coordinan con el dtomo de titanio, con lo que éste alcanza su indice de coordi-
nacién méximo de seis. ;

‘ Cl ,NH
3
£

H,N — Ti — ONH,
l
H,N B4 Cl

En la hidrolisis total, este producto liberard dos moléculas de amoniaco, formando-
ademds ‘dos moles de cloruro aménico y dejando Ti0,.xH,0, como residuo.

El registro del espectro infrarrojo de la sustancia exige precauciones especiales por-
su sensibilidad a la humedad. Para preparar la suspensién en Nujol se opera con una:
“caja seca” construida por nosotros.

e OF o,
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El espectro (fig. 11) presenta las siguientes bandas:

Dos bandas de absorci6n débiles, de forma de escalera, localizadas en 970 y
1:050:cm~1 que deben ser atribuidas al grupo amida (54).

Tres bandas de absorcién localizadas en 1.400 cm—! (débil), 1.750 cm~1 (ancha Vv
'«débil) y 3.100 cm—? (que en parte aparece superpuesta a la del Nu]ol) que se deben
-asignar al grupo amonio (55).

Tres bandas localizadas en 1.225 (fuerte), 1:600 (fuerbe) y 3:300 (que en parte aparece
superpuesta a la del Nujol), .que se asignan al amonfaco ligado en el complejo (56).

La vibraci6n correspondiente al enlace Ti— O no aparece aqui como la ancha banda
acostumbrada en los polimeros catenarios, sino como una banda débil entre 730 y
740, cm~1, bastante enmascarada por la ancha absorcién del Nujol en las proximidades
de 720 em~1 (7).
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Fic. 11. — Espectro infrarrojo de TiCl,(NH,)ONH,.2NH, (en Nujol)

38. Estudio de las propiedades de los compuestos preparados a partir de oxodicloruro de tita-
nio (IV) con reactivos organicos.

Solubilidad. — Las sustancias de férmula general TiOR, (R = acetato o propionato;
son todas s6lidos blancos insolubles en disolventes orgémcos tales como acetona, tetra-
«cloruro de carbono, éter etilico, ciclohexano y éter de petréleo. Son todas ellas tam-
bién insolubles en agua, si bien la disolucién obtenida al poner en suspensién en agua
-oxodioacetato de titanio (IV) da una débil coloracién amarilla al tratar la disolucién
acidulada, con agua oxigenada, lo cual indica la presencia de algo de titanio.

Su solubilidad en el &cido correspondiente, que constituye el exceso de reactivo
‘s pequefia tanto en frio como en caliente para el oxodiacetato de titanio (IV). Sin em-
bargo el oxodipropionato de titanio (IV) se disuelve al calentar a reflujo y cristaliza al
enfriar a temperatura ambiente.

Las sustancias de férmula general Ti,0.R, (R = formiato, acetato, propionato Yy
n-butirato) son igualmente sélidos msolubles en disolventes orgénicos tales como ace-
tona, tetracloruro de carbono, éter etflico, ciclohexano y éter de petréleo. También son
‘en este caso totalmente insolubles en agua.

Si bien el exceso de reactivo procedente de la reaccién contiene cantidades de iones
fitanio observables en el anélisis cualitativo, cuando: se intenta disolver el s6lido se-
parado y seco en el 4cido correspondiente no:se consigue en ningin caso su solub1hza~
«¢i6n ni siquiera parcial.

El diclorodiacetato de titanio (IV) preparado en la reaccién con una mezcla de
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sAcido acético y anhidrido acético anhidros es insoluble en ciclohexano y éter de petr-

J

leo pero se disuelve ligeramente en éter etilico.
El s6lido es ligeramente soluble a la temperatura ordinaria y totalmente soluble

:a la temperatura de reflujo en la mezcla de dcido acético y anhidrido acético.

En agua la sustancia se hidroliza con formacién de 4cido acético y desprendimiento
de cloruro de hdir6geno.

Estabilidad al aire

Tanto los productos de férmula general TiOR, como los de férmula general Ti,O,R,
son perfectamente estables al aire en cortas exposxcmne,s trioxodiformiato de thltamo

-oxodiacetato de fitanio y trioxodiacetato de titanio cuando se exponen prolongadamente
.al aire terminan por hidrolizarse en parte, como lo demuestra el hecho de aumentar

su porcentaje de titanio, determinado cuantitativamente.
El diclorodiacetato de titanio (IV) es una sustancia inestable al aire por ser facil-

mente hidrolizable con desprendimiento de &cidos clorhidrico y acético. La sustancia
‘debe ser conservada con precaucién en desecador de cloruro de calcio.

Estabilidad térmica. — El estudio de la estabilidad al calentamiento ha sido reali-

zado mediante anélisis termogravimétricos en termobalanza, segin se ha visto anterior-

mente y siguiendo las mismas técnicas citadas (véase pag. 110).
La descomposicién se realiz6 en atmésfera de nitrégeno y en atmoésfera de anhidrido

carb6nico Secos.

Los termogramas se representan en las figuras 14 a 24.
Los resultados encontrados se recogen en la siguiente tabla.

Tasra XV
Atmésfera N, Atmésfera CO,
T.e inicial T.e final T.o inicial | T.* final °C
‘Oxodicloruro de fitanio ... ... ... 70 300 20 300
Trioxodiformiato de titanio ... 30 400 — =
‘Oxodiacetato de titanio ... ... ... 90 440 — -
Trioxodiacetato de titanio ... . . 90 440 — —
‘Oxodipropionato de fitanio ... ... 100 450 40 460
Trioxodipropionato de titanio ... 50 460 30 500
Trioxodibutirato de titanio ... ... 70 500 40 480
Diclorodiacetato de titanio ... ... 40 600 20 440

Como se puede observar en los valores citados en la tabla, estas sustancias se des-
‘componen a temperaturas bajas (en ningin caso superiores a 100 °C) y empiezan a
descomponerse en atmésfera de nitr6geno a temperaturas superiores que en atmésfera
de anhidrido carbénico.

Cuando la descomposicién se realiza en atmdésfera de nitrégeno, ésta transcurre &
fravés de productos intermedios de color negro azulado hasta que finalmente queda
un residuo blanco de di6xido de titanio. Esto'se puede interpretar admitiendo la for-
‘maci6n parcial de nitruro de titanio, lo cual estd de acuerdo con los datos encontrados
en la bibliografia (51).

La descomposicién no se verifica de una manera continua (véanse figs. 14 a 24) sino
que aparecen puntos de inflexién mé&s o menos marcados, a los cuales no es posible
agignar ningin producto intermedio de composicién esteqmométmca y mdis bien parece
indicarse la formacién en parte de nitruro de titanio a que hacemos alusién anterior-
mente. También el tamaifio de grano de la muestra tiene una influencia decisiva.

Para establecer la naturaleza de los productos de la descomposicién, se realizan
«ensayos separados en tubo de ensayo, poniendo una muestra que se somete a calenta-
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Fic. 25. — Diagramas Debye-Scherrer. (A) Residuo de la caleinacién a 1000 °C.
(B) Residuo obtenido a 500 °C en atmésfera de N, seco

miento y recogiendo los vapores desprendidos en agua. La determinacién cualitative:
de esta disolucién acuosa demuestra la existencia de productos con funcién cetonas
(aldehido en el caso del trioxodiformiato de titanio) (38) para cualquiera de los sélidos
de férmulas generales TiOR, 6 Ti,O,R,. En el caso del diclorodiacetato de titanio (IV)
la disoluci6én da resultado positivo en la determinaci6én de iones cloruro, acetato y.
titanio.
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La naturaleza del producto final de la reacci6n se estudia por el método Debye-Sche-
rrer de Rayos X y los diagramas obtenidos son exactamente iguales en todos los casos
al encontrado en el residuo de la descomposicién térmica del oxodicloruro de titanio
(IV) (figs. 256 A y 25 B) quedando de esta forma aclarada su naturaleza como di6xido de
titanio, que a las temperaturas de trabajo, se presenta en la variedad cristalina del
rutilo.

Cdlculo de pardmetros de velocidad

El anélisis termogravimétrico se puede aplicar en la investigacién de la cinética de
estas reacciones de descomposicién segin indican Freeman y Carroll (29).

Entre la velocidad especifica y la temperatura se supone una relacién que viene
expresada por:

k = ZesE/BT (@B
y la velocidad viene expresada por:
dx

- = kXx @

dt ;

Resolviendo para k en (2) y sustituyendo en (1) se obfiene:
— (dX/dt)

Ze—E/BT _ 1 (3\.
X= <

siendo Z = factor de frecuencia; B = energia de activacién; R = constante general de
los gases; T = temperatura absoluta; X = concentracién, fraccién molar o cantidad de
la sustancia que se descompone; x = orden de la reaccién con respecto a la sustancia
que se descompone.

Tomando logaritmos y diferenciando respecto a T X y T se obtiene:
t

EdT
——— = dln (— dX/dt) — x dlnX (4
RT2
Integrando :
—E 1
——— Af— ) = Aln (—dX/dt) — x A InX 5)
—a(—) ®
Dividiendo (4) y (5) por dinX y AInX, respectivamente se obtiene :
EdT d In (— dX/dt)
— = —X (6;
RT? dlnX d InX
—E 1
— A —
R T A In (— dX/dt)
A InX A InX
cuando se toma la fraccién molar como expresion de concentracién se tiene:
n
X=—"
M
Yy sustituyendo en (7):
— (E/R) A (I/T) A In (— dn,/dt)
e SR L e e e
Alnn, Alnn,
Pero ademds podemos escribir :
dn, n, dw (’
— = —— (9 y Wo=w —w 10
dt W dt 3 B =

0
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siendo n, = nimero inicial de moles de la sustancia que se descompone; w, = pérdida
de peso para completar la reaccién; w = pérdida de peso en un tiempo t.
Combinando (9) y (10) con la expresién (8) resulta:

—E/23R A (1/T} A log dw/dt
B i — = — X + e
Alog W, Alog W,
De acuerdo con esta expresién, si representamos gréficamente tomando como orde-
A log dw/dt ; A (T-1) :
nadas ———————— y como abscisas —————— debemos obtener una linea recta cuya
A log W, Alog W,

pendiente es — E/2,3R cortando al eje de ordenadas en un punto — X, lo cual nos per-
mite la determinacién del orden de la reaccién y de la energia de activacién.

Hemos realizado este cdlculo sobre las curvas obtenidas en las determinaciones gra-
vimétricas en termobalanza de los productos preparados, encontrando que en algunos
casos, la aplicacién de los cdlculos reseiiados no conduce a ningun resultado aceptable,
mientras en otros se obtienen lineas rectas que permiten el cdlculo de los pardmefros
indicados.

Los casos en que los resultados no son aceptables son aquellos en que la poca ma-
nejabilidad del producto impide su molienda (productos de reaccién con &cido férmico
Yy acético) y por ofra parte la descomposicién conduce a una pérdida de peso pequeiia.

El aparato empleado en las determinaciones termogravimétricas es una termobalanza
ADAMEL Tipo TH 59, Modelo 2, registro tipo B, que permite trabajar con muestras
de 250 a 300 mgrs. Los errores cometidos en las determinaciones sobre las curvas de las
pérdidas de peso y velocidad de reacci6n estdn en relacién directa con la cantidad de I
muestra y el valor de la pérdida de peso, motivo por el cual no ha sido posible median-
te este procedimiento, la determinacién de pardmetros de velocidad para los productos
de reaccién obtenidos con los 4cidos férmico y acético.

En los deméds casos en que la pérdida de peso es mucho mayor, se han podido
determinar mediante el método grifico antes sefialado, los valores de energia de activa-
¢i6n y orden de reaccién para las correspondientes reacciones de descomposicién.

En las curvas que presentan alguna inflexién intermedia, la aplicacién del método
al proceso intermedio no conduce a resultados aceptables, lo cual se puede interpretar
teniendo en cuenta que la pérdida de peso para ese proceso intermedio es demasiado
pequefia y que ademds, segin hemos sefialado anteriormente, la descomposicién no pa-
rece ser debida a ningin proceso estequiométrico. Por este motivo, hemos realizado
el célculo solamente para €l proceso de descomposicién total.

Los valores encontrados se representan graficamente en la fig. 26, pag. 37, a partir
de la cual se determinan los valores de orden de reaccién y energia de activacién que
se recogen en la siguiente tabla.

TaBra XVI
Energia de activacion
Compuesto Orden de reaccion Iical/mol

Oxodicloruro de titanio ... ... ... ... 0,8 6,1
Oxodipropionato de titanio ... ... ... 1,8 11,7
Trioxodipropionato de fitanio ... ... 1,8 33,7
Trioxodibutirato de titanio ... ... ... 2,0 15,2
Diclorodiacetato de titanio

......... 1,0 3,8

Como se puede observar en los valores sefalados, las reacciones de descomposicia
de los oxodiacilatos de titanio (IV) presentan 6rdenes de reaccién préximos a 2, a dife-
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rencia del oxodicloruro de titanio (IV) y del diclorodiacetato de titanio (IV). En todos
los casos las energias de activacién presentan valores bajos, lo cual demuestra que las
sustancias en estudio son térmicamente poco estables. )

dw

alog.
alog.Wr

TioCl,

]

TiO Prop,

b

Ti, 05 Prop,

Ti, 0, But,

¢ Ti Cl, Ac,

a(1-h) =
A log.Wr
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F1c. 26. — Energias de activacién y 6rdenes de reaccién por método termogravimétrico

II. Aportaciones a la quimica del cloruro de titanio (IV), TiCl,.

Ademds de las aportaciones anteriores al conocimiento del oxodicloruro de titanio
(IV), a lo largo del trabajo hemos tenido oportunidad de llevar a cabo ciertas observa-
ciones sobre el cloruro de titanio (IV) que se resefian a continuacién.

19. La reaccién del cloruro de titanio (IV) con é6xido de cromo (VI).

Esta reaccién ha sido estudiada recientemente por P. Ehrlich y W. Engel (14), quie-
nes concluyen que el resultado final es una mezcla de cloruro de cromo (III), oxodi-
cloruro de titanio (IV) y O6xido de titanio (IV).- Nuestros resultados coinciden con los
de los autores citados (véase Ensayo 19, pdg. 65). No nos ha sido posible resolver la
mezcla en sus componentes ensayando diferencias de solubilidad (con empleo de los
disolventes del oxodicloruro de titanio (IV) citados en la Tabla IV, pdg. 12) pues los
componentes de la mezcla presentan un comportamiento semejante.

Haciendo uso del conocimiento (pig. 15 de que el oxodicloruro de titanio (IV)
reacciona con cloruro de hidrégeno gaseoso seco para dar cloruro de titanio (IV), s¢
ensay6 el tratamiento de una suspensién etérea de la mezcla de reaccién con cloruro
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de hidrégeno gaseoso anhidro. Tampoco esto conduce a separacién, pues en estas con-
diciones, también se disuelve el compuesto presente de cromo.

20. La reaccion del cloruro de titamio (IV) con dioxodicloruro de cromo (VI).

Este ensayo tiene como migién el tratar de encontrar alguna relacién que pueda
conjugarse con los resultados de la reaccién anterior.

Como en el caso anterior, la reaccién mantenida a la temperatura de reflujo trans-
curre hasta la desaparicién del color rojo que indica la presencia de dioxodicloruro de
cromo (VI) y se obtiene un residuo sélido de las mismas caracteristicas con un color
rojo ahora més intenso.

Tampoco ahora se puede concluir nada acerca de su composicién considerando sola-
mente los resultados analiticos.

Por tratamiento con cloruro de hidrégeno gaseoso seco en suspensién etérea se
obtiene un s6lido de color rojo intenso en el que el contenido es todavia més bajo que
en la reaccién anterior, como seria de esperar.

21. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con oxido de molibdeno (VI).

Cuando se afade el cloruro de titanio (IV) sobre el 6xido de molibdeno (VI) a tem-
peratura ambiente no se observa ninguna modificacién, pero al cabo de un rato e:
liquido adquiere una coloracién rosa, aunque el s6lido no parece que cambie de aspecto.

Al aumentar la temperatura hasta la de reflujo del cloruro de titanio (IV) se forma
en la parte frfa del refrigerante una sustancia cristalina de color pardo, en forma de
ldminas.

El anélisis cuantitativo del s6lido del refrigerante da los siguientes resultados:

Tasra XVII
Cantidades de reactivos
Ezxp. TiCl, mls. MoD, grs. Férmulae del sélido
33 20 1,25 M01012.0302.15
34 20 2,13 M01C11.97 T
35 25 5,11 MO1C'11.86 2,15

El s6lido corresponde por tanto a la composicién del dioxodicloruro de molibdeno (VI).

‘La reaccién transcurre de forma totalmente similar al caso anterior del 6xido de cro-
mo (VI) con la diferencia de que en este caso se pueden separar ficilmente los productos
de la reacci6n. :

Una vez seco el s6lido cristalino del refrigerante se ensaya su solubilidad, encontran-
do que se disuelve en alcohol, tetracloruro de carbono y cloroformo. El producto puede
recristalizarse facilmente por disoluci6n en ciclohexano, éter de petréleo o benceno a la
temperatura de ebullicién de estos disolventes y posterior enfriamiento o evaporacién del
disolvente en bafio de agua.

Los cristales obtenidos por este procedimiento, aparecen de color débilmente azulado,
lo cual se puede explicar por una débil reduccién del molibdeno. No obstante, su anilisis
modifica muy poco su composicién.

El residuo s6lido del matraz estd constituido por una masa de un color grisdceo cuan-
do se mantiene a la temperatyra de reflujo y en frfo, aparece al igual que en la reac-
cién con el 6xido de cromo (VI), un sélido de color amarillo pélido, como consecuencia
de la insolubilizacién del oxodicloruro de titanio (IV) formado al disminuir la tempera-
tura.

Qo
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En este caso no se consigue el ataque completo del 6xido de molibdeno (VI) que queda

anin después de un tratamiento prolongado, en cantidades variables.

El resultado analitico del residuo del matraz de reaccién, corresponde a la forma-
«¢i6én del producto de descomposicién térmica del oxodicloruro de titanio (IV) a la tem-
peratura de trabajo, cuando se expresa el molibdeno encontrado como 6xido.

Para comprobar hasta qué punto la reacci6n es completa, se hirvi6 con hidréxido
s6dico el residuo de una preparacién realizada hirviendo a reflujo durante 50 horas y
la determinacién cuantitativa del filtrado dio un resultado de 7,35 % de 6xido de molib-
«deno (VI), lo cual significa que en estas condiciones, el rendimiento de la operacién es
de un 92,65 %.

Cuando se emplea 6xido de molibdeno (VI) preparado por precipitacién de un molib-
dato con 4cido (39), la reaccién es la misma, pero en este caso transcurre con més fa-
«cilidad, hasta que la reaccién se completa.

22. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con éxido de wolframio (VI).

Mantenida la reaccién durante largo tiempo a la temperatura ambiente, no aparece
ningiin cambio. Cuando se calienta a la temperatura de reflujo y se prolonga el trata-
miento, el liguido adquiere una coloracién amarilla muy débil. La reacci6n se mantiene
durante 80 horas a la temperatura de reflujo y en estas condiciones el residuo del
matraz, filtrado, lavado y seco, tiene un contenido en wolframio que corresponde al
6xido inicial, lo cual significa que la transformacién no ha tenido lugar. El filtrado so-
Jamente da las reacciones caracteristicas de los iones cloruro y titanio.

Tampoco se consigue reaccién alguna empleando 6xido de wolframio (VI) preparado
'por precipitacién, acidulando una disolucién alcalina de wolframato (57) si bhien en este
caso, puesto que el producto secado en estufa a 200 °C conserva parte del agua, tiene
lugar la hidrélisis del cloruro de titanio (IV) con formacién de oxodicloruro, pero el
6xido de wolframio (VI) aparece sin modificar.

:23. La reaccién del cloruro de titanio (IV) con &cido sulfiirico anhidro.

Cuando se afiade 4cido sulfiirico anhidro sobre una disoluci6n no demasiado diluida
‘de cloruro de titanio (IV) en cloroformo o tetracloruro de carbono anhidros, se produce
un desprendimiento de cloruro de hidrégeno y anhidrido sulfiirico gaseosos a‘'la vez
que se deposita en el matraz un sélido apelmazado de color amarille intenso (véase En-
sayo 23, pdg. 69). Si se diluye m4s el cloruro de titanio (IV) hay un perfodo de induc-
¢ién en las primeras adiciones de &cido sulfrico, después del cual la reaccién comienza
y progresa répidamente con fuerte desprendimiento de calor.

Al cabo de un rato, cuando la reacci6n se hace més lenta, se calienta hasta que cesa
totalmente el desprendimiento gaseoso. Se operé siempre con exceso de cloruro de tita-
nio (IV) respecto del 4cido sulfirico anhidro afiadido y el sélido amarillo se filtra final-
mente, se lava con tetracloruro de carbono anhidro y se seca en la placa por paso de:
una corriente'de aire seco. El sélido contiene iones titanio.y sulfato, ademés de indicios
de i6n cloruro que no se llegan a eliminar completamente, ‘pero cuya concentracién dis-
minuye mucho cuando se lava prolongadamente el sélido, lo que pone de manifiesto que
el i6n cloruro no estd ligado quimicamente al compuesto. Los resultados de las deter-
minaciones analiticas cuantitativas se recogen en la Tabla xvm.

La propiedad més destacada de este producto, que no aparece descrito en la biblio-
.graffa, es su rdpida descomposici6n al aire himedo. Incluso en un desecador con cloruro
«de calcio se hidroliza si se le mantiene largo tiempo, demostrando con esto que su avidez
por el agua es superior a la de este agente desecante. En mucha agua se disuelve dando
una disolucién clara de la que, al cabo de algin tiempo, precipita diéxido de titanio
hidratado si no se afiade &cido.

El producto es insoluble en -&cido acético y otros disolventes. Por ello ‘no nos.fue
iposible determinar su conductividad y peso molecular. '
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Tasra XVIII
Cantidades de reactivos
Lo TiCl, mls. H,S0, mls. Cl1,C mls. Hompuindelyaolio
| .
37 10 75 30 Tll(804}2.!|:i]I4.l)301.0!)
38 10 7.5 200 T1(SO7) S HAr Oy
39 5 3 90 Til(so&}z.nsnmon 1.02 2
=l i 11 100 Til(so-t)2,95H4.1901.14 }
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Fic. 27. — Espectro infrarrojo de Ti0(S0,).250 H, (en Nujol)
|
El espectro infrarrojo, tomado en Nujol (fig. 27), presenta una fuerte banda de ab-
sorcién localizada en 1.170 cm~! que corresponde a la vibracién caracteristica del grupo
sulfato dicoordinado en posicion puente (58). Ademds una ancha banda localizada en la
zona de 900 a 1.000 cm~! que, como ya hemos dicho, es tipica del doble enlace titanio:
Esto explica la higroscopicidad del producto, la estructura polimera y su insolubilidad

=0 0 0
T[[ I I
i Ti Ti
2
en la que, ademds, a cada dtomo de titanio se coordinan dos moléculas de dcido sulfirico.
Esto egplica la higroscopicidad del producto, la estructura polimera y su insolubilida™
en liquidos con los que no reaccione quimicamente.

24. La. reaccién del cloruro de titanio (IV) com 4cido nitrico concentrado.

La reaccién del cloruro de titanio con 4cido nitrico absoluto ha sido estudiada ya (15)
Yy segiin el esquema :

TiCl, + 2NO,H — TiOCI(NO,} + NOCI + €I, + H,0°

conduce a la formaci(m de un-producto muy higroscépico de composicién TiOCI(NO,).
Hemos comprobado estos datos de la titeratura (véase Ensayo 24, pdg. 71) confirmdn-
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dolos integramente. El espectro infrarrojo del producto (Fig. 28) pone de manifiesto la
existencia de una ancha banda de absorci6n a 930 cm~! que asignamos a la vibracién del
doble enlace titanio oxigeno y bandas de absorcién a 1.000 y 1.300 ¢m-! correspondien--
tes al grupo nitrato (59). ]
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Fic. 28. — Especiro infrarrojo de TiOCI(NO,) (en Nujol)

La muestra estd un poco hidrolizada (véase la banda en 1.580 cm~—1) a pesar de las:
precauciones tomadas y algo impurificada con nitrito (banda a 1.150 cm-—1).

Cuando no se emplea &cido nitrico absoluto, sino su disolucién acuosa concentrada,
la primera reaccién que se observa es el desprendimiento de cloruro de hidr6geno.
gaseoso debido a la hidrélisis, pero inmediatamente se producen también cloro y cloruro
de nitrosilo debido al proceso mencionado antes. Si se calienta a reflujo, en las paredes
del refrigerante se depositan cristales de una sustancia amarilla, cuyo analisis permite
asignarle la composicién TiCl, - CINO y su formacién se puede explicar fdcilmente con--
siderando que -en este caso la presencia de agua produce una gran cantidad de clorurc
de hidrégeno, a cuya existencia debe atribuirse la formacién de cloruro de nitrosilo (16)-
e una concentracién mucho mayor que cuando se empleaba dcido nitrico anhidro.

W. Hampe ha descrito un compuesto de adicién entre cloruro de titanio (IV) y cloruro
de nitrosilo, al que atribuye la f6rmula 3 TiCl, - 4 CINO pero, posteriormente. 0. C. Der-
mer y W. C. Fernelius (18) han llamado la atencién sobre un error de célculo cometido
por Hampre, pues sus datos analiticos indican la férmula TiCl, - CINO. Asf, el compuesto
de Hampe y el preparado por nosotros parece ser idéntico, aunque los productos de par-
tida son diferentes.

_La preparacién de TiCl, - CINO por nuestro procedimiento resulta ventajosa sobre el
método descrito por los autores anteriores, que exige la preparacién previa del cloruro
de nitrosilo con los inconvenientes propios de su manejabilidad.

Los resultados analiticos se consignan en la siguiente tabla.

Tasra XIX
Cantidades de reactivos
Ezxp. TiCI, mls. NO,H mis. Férmula del sélido
43 25 5 T?lCle(NO)Lm
44 15 3 Ti €1, 4, (NO), o4
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Al final de la reaccién queda en el matraz un exceso de cloruro de titanio (IV) y un
s6lido de color gris oscuro, que es producto de la descomposicién térmica del oxodicloruro
«de titanio (IV) formado en la hidrélisis del cloruro con el agua del &cido.

Se podria pensar que con la reacci6n realizada de forma inversa, es decir, dejando
gotear el cloruro de titanio (IV) sobre el 4cido nitrico concentrado, se llegarfa a la for-
macién de TiCl, - 2CINO descrito en la bibliografia (19), pero como ya era de esperar
se comprueba que en estas condiciones el unico producto de la reaccién es el 6xido de
titanio. En las primeras adiciones y cuando el matraz de reaccién no estd todavia dema-
siado caliente, se observan unos pequefios cristales en el refrigerante, posiblemente de
la sustancia indicada, pero a medida que asciende la temperatura empieza a refluir 4cido
nitrico acuoso que produce la hidrélisis total de cualquier producto cristalizado en el
refrigerante, y que al encontrarnos en un gran exceso de agua da como residuo diéxido
de titanio, que recubre en forma de un polvo muy fino todas las paredes interiores del
-aparato de reaccion.

Con este motivo y con intencién de preparar la sustancia antes indicada, procedimos
a realizar la reaccién afiadiendo de una vez sobre el 4cido enfriado exteriormente con
«un bafio de hielo-sal comiin, una cantidad de cloruro de titanio (IV) que permitiese tra-
'bajar en un ligero exceso de este iltimo. De esta forma resulta una sustancia extraordi-
nariamente voldtil de color amarillo, que se puede recoger en un matraz montado al
final del refrigerante y enfriado exteriormente con hielo. Su composicién no corresponde
a la sustancia sefialada, sino que es variable y procede de la hidr6lisis parcial mis o
-menos intensa del TiCl, - CINO.

El espectro infrarrojo de la sustancia preparada se toma en Nujol con precauciones es-
peciales para evitar su hidrélisis por la humedad del aire. La muestra se prepara, como
en casos anteriores, haciendo uso del dispositivo de “caja seca”. Sin embargo, ain en
estag condiciones, se observa en el espectro la presencia de débiles bandas de absorcién
correspondientes al agua.

Como notas caracteristicas de este espectro (Fig. 29) hay que seiialar la presencia de
una estrecha banda de absorci6n fuerte localizada en 1.790 cm~!, correspondiente al
cloruro de nitrosilo (60) y una ancha y débil banda entre 900 y 1000 cm~!, que corres-
ponde a la vibracién de enlace doble titanio oxigeno, cuya formacién hay que atribuirla
-a la hidrolisis observada.
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25. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con 4cido iédico.

Walter Engel y Paul Ehrlich (14) han descrito la reacci6n entre el cloruro de tita-
nio (IV) y el pentéxido de iodo, encontrando segin sus afirmaciones como productos de
reaccién, el tricloruro de iodo y una mezela de oxodicloruro de titamio (IV) y di6xido
de titanio.

Siguiendo nuestra linea de trabajo en reacciones de aquella sustancia frente a los
dAcidos, ensayamos esta reaccién con el 4cido correspondiente.

En el momento de la adici6n del dcido i6dico sobre el cloruro de titanio (IV) se pro-
produce un color rojizo que se va intensificando. Al calentar a la temperatura de reflujo,
se intensifica todavia més el color y se observa que en las partes més frias del matraz
se empiezan a formar unas agujas de intenso color rojo que se hacen amarillas al perder
el cloruro de titanio (IV) que las empapa inicialmente. Para conseguir la formacién de
esta sustancia cristalina en el refrigerante y su mejor separaci6n después, se conduce
la reacci6n rodeando el matraz de amianto y haciendo el vacio con la trompa de agua,
empleando un refrigerante bastante largo.

Cuando se trata de secar los cristales por paso de aire, éstos desaparecen enseguida y
aparecen condensados en la parte final del tubo de cloruro de calcio, lo cual pone de
manifiesto su volatilidad. Slmulténeamente se puede comprobar en la salida de gases
la presencia de cloro.

Este producto sin lavar recogido sobre agua, produce una disolucién perfectamente
transparente de color amarillo como consecuencia de la formacién de iodo y da ademés
de ésta las reacciones positivas de iones cloruro, ioduro y titanio; este iltimo segin se
demostrard mis tarde, como consecuencia del cloruro de titanio (IV) que impregna el
s6lido.

Todas las propiedades indicadas parecen commdxr con las del tricloruro de iodo Yy
para su comprobacién se hace un estudio analitico del nimero de equivalentes de iodo
liberados cuando la sustancia impurificada con cloruro de titanio (IV) se recoge sobra
agua y se valora en presencia de ioduro de potasio o reduciendo previamente a ioduro.
Dicho estudio analitico se realiza segin el siguiente método.

Una muestra se recoge sobre una disolucién de ioduro de potasio y después de acidu-
lar con 4cido sulfirico, se valora el iodo liberado con disolucién de tiosulfato Clédlco (20).
En el supuesto de que fuera CII se verificaria:

I+ + 2H,0 — 1/31- + 2/3 10, + 4 H+
2/310,~ + 4H+ + 10/31 — 21, + 2 H,0
21, +48,0,72 —> 4T + 28,02

In cual significa que 1 mol de Cl,I corresponde a 4 moles de S,0,~2. En el supuesto de
que fuera CII se verificaria :

It + H,0 — 2/31- + 1/310,- + 2 H*
1/810,- + 2H* 4+ 10/6 I- —1, + H,0
I, F2 S 02> 0= ok 5§ 00a2

lo cual significa que 1 mol de CII corresponde a 2 moles de S,0,-2.

. Otra. muestra se recoge sobre agua, se acidula con 4cido sulfirico, se reduce con
anhidrido. sulfuroso y se hierve hasta la completa eliminacién del reductor. Después se
oxida con exceso de disolucién de iodato potésico y ajustando la acidez en medio acético
a pH 4,5 se valora el iodo liberado con tiosulfato (21). En el supuesto de que fuera CLI
se vermcaria

I3 + 4H,0 + 280, — I~ + 280,72 + 8 H+
I~ + 2/1010,~ + 12/10 H+ — 6/10 1, + 6/10 H,0
6/101, + 12/105,0,~2 — 12/101~ +'6/105,0,~2
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lo cual significa que 1 mol de CL I corresponde a 6/5 moles de 5,0,~2. En el supuesto de-
que fuera ClI, 1 mol de CII correspondema igualmente a 6/5 moles “de. S,0,72.

Siguiendo este procedimiento, si la sustancia es CLTI la relacién entre’ los volimenes-

4
de tiosulfato consumidos en el primero y segundo procedimientos debe ser de T =
5

= 3,333; mientras que si la sustancia es ClI, dicha relacién debe ser de 1,666.
Los resultados enconfrados son los siguientes:

Tasra XX
Volumen de tiosulfato sédico mis. Relacion de equiv.
Ezp. Muestra recogida | Muestra reducida Teorica
sobre IK con S0, Exp. CLI ClI
45 8,22 2,60 3,288 3,333 1,666
46 10,80 3,19 3,385 3,333 1,666

Por ofra parte se hace el espectro de la disolucién anaranjada o rojiza segin la con-
centraci6n que se obtiene en el filtrado.

El especiro de absorcién del tricloruro de iodo consiste segin la bibliografia consul-
tada (22) en la suerposicién de los espectros del cloro y del monocloruro de iodo, pre-
sentando las disoluciones de este iltimo en los disolventes en que da color anaranjado,
como es en nuestro caso con el cloruro de titanio (IV), una banda de absorci6én en una
longitud de onda de 373 my. La coincidencia de esta banda con los resultados sefialados
més tarde en la figura 31, pdg. 74, €3 otra prueba mds en apoyo de nuestra afirmacion
pues si bien este estudio no permite dilucidar entre tricloruro y monocloruro de iodo,
si es posible con los resultados de las iodometrias anteriores.

El residuo s6lido del matraz que presenta color rojo, se filtra, se lava sucesivamente
en la placa con tetraclorudo de carbono, con lo cual su color se debilita y pasando por
un color amarillo acaba por aparecer blanco si el lavado se repite prolongadamente. Pos-
feriormente se seca por paso de aire seco. Este sélido da reacciones positivas para los
iones cloruro y titanio.

El andlisis cuantitativo de este s6lido queda indicado en la siguiente tabla.

Tasra XXI

Cantidades de reactivos

Ezp. TiCl, mls. 10.H grs. Formula del solido
45 30 3,77 Ti,CL 50, 44
46 20 1,34 Ti,Gl 0, 5

Este resultado analitico era el que se esperaba, puesto que todas estas reacciones con-
ducen a la formacién de oxodicloruro de titanio (IV) que a la temperatura de trabajo
sufre la descomposicién térmica de que ya hemos hablado (véase pdg. 11), tanto mayor
cuanto mayor es el tiempo de calentamiento a reflujo, motivo por el cual desciende su
contenido en cloro y aumenta su contenido en oxigeno. Queda por tanto demostrado
que no es una mezcla como indican los antores indicados, sino que su composici(m co-
rresponde a este producto de descomposicién. El sélido presenta las mismas reacciones.

que se han indicado anteriormente para el oxodicloruro de titanio (IV) obtenido por via.
{érmica.
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{Consideraciones teoricas

Damos en lo que sigue una breve ojeada de conjunto a algunos aspectos destacados
de los estudios realizados, divididos en dos apartados: reacciones de oxodicloruro y de
cuoruro de titanio (IV).

A. Oxodicloruro de titanio (IV), TiOCI,

Dada la estructura polimera propuesta y confirmada mediante estudios espectrales
para el oxodicloruro de titanio (IV)

ClL Cl1 Cl

- l
S Ly el e B

l I ‘

i
Cl Cl ol

se pueden esperar reacciones que afecten: 1. A la rotura de los enlaces titanio-cloro.
2. A la rotura de los enlaces titamio-oxigeno con degradacién de la cadena. 3. Reaccio-
nes de adicién, pues el indice de coordinacién méximo del titanio es de 6 y no de 4
que es el que presenta en el oxodicloruro.

Nuestro trabajo, pone de manifiesto que con 4cidos organicos anhidros, es decir,
compuestos de caracteristicas de 4cido muy débil y con una autodisociacién :

R - COOH = R - COO- + Ht

muy poco pronunciada, el proceso que tiene lugar es la susfitucién de cloruro por ra-
dical acilato, formédndose los correspondientes oxodiacilatos de titanio (IV).

TiOCl, + 2R - COOH — TiO(00C - R), + 2 CIH

La energia de activaci6n de estos procesos es baja, pues todos tienen lugar en con-
diciones suaves y el equilibrio anterior debe estar muy desplazado hacia la derecha
pues incluso con anhidrido acético (que puede considerarse como acetato de acetilo
CH, - COO- OC - CH_1) la reaccién transcurre fécilmente con formacién de oxodiacetato
de titanio (IV), segun:

TiOCl, + 2 0(0C - CH,), = TiO(0OC - CH,), + 2 CICO - CH,

Charlot y Trémillon (61) dan los siguientes valores para los productos idnicos de al-
£gunos de log compuestos mencionados.

Tasra XXII
Compuesto K = [R - COO~] [HT]
Acido férmico ... ... ... ... ... ... 10-6,2
Acido acético ... ... ... ... ... ... 10-14,6
Anhidrido acético ... ... ... ... 10-14,5

Es indudable que los de los &cidos propiénico y n-butirico anhidros son més bajos
fodavia.
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Asi pues, la afinidad del titanio para el cloro es inferior que para el oxigeno, em
el oxodicloruro de titanio (IV) y con reactivos diferenciadores, como los compuestos
orgénicos de que tratamos, se produce un ataque selectivo a los enlaces titanio-cloro.
Cuando el oxodicloruro de titanio (IV) se hace reaciconar con agua se produce una des-
truccién total del producto, forméndose di6xido de titanio hidratado como final. Aqui
opera el mismo efecto citado: sustitucién de enlaces titanio-cloro por enlaces titanio-
oxigeno, pero ademés el agua provoca una degradacién de la cadena. Cuando los enlaces
titanio-cloro han sido previamente reemplazados por enlaces titanio-oxigeno, como es
el caso en los oxodiacilatos, la accién del agua provoca una degradacién de la cadena
solamente hasta formar Ti,0,(00C.R),.

Cuando R = H, es decir, en el caso del 4cido- f6rmico este es el 1inico compuestor
aislable debido a que la descomposicién (8)

H.COOH — H,0 + CO

hace inevitable la presencia de agua, y también cuando R = CH,.CH,.CH,, es decir en el
caso del &cido n-butirico, éste ha sido el unico compuesto aislado, si bien no porque
el producte de sustitucién TiO(OOC.R), no se logre, sino porque la longitud de la ca-
dena orgénica es ya tan grande que no nos ha sido posible cristalizar el oxodibutirato
de titanio (IV) que indudablemente se forma.

Cuando la disociacién del 4cido que reaccion con oxodicloruro de titanio (IV) es ma-
yor, es decir, en el caso de los &cidos inorgénicos, o cuando se le exalta por empleo de
un disolvente (como cuando se emplean mezclas de 4cido y anhidrico acéticos), el ata-
que al oxodicloruro de itanio (IV) deja de ser selectivo y se producen simultineamente
la sustitucién del cloro y la degradacién de la cadena.

Asf, la reacci6én con el &cido sulfiirico anhidro produce la disolucién completa del
s6lido, lo cual exige la despolimerizaci6én del oxodicloruro de: titanio (IV), formindose
finalmente Ti0SO,.2S0,H,, al que aludimos luego al comentar la reaccién del cloruro
de titanio (IV) con este mismo &cido.

En el caso del dcido nitrico se produce también una reaccién de este tipo, si biem
acompanada de una oxidacién con desprendimento de cloro y di6xido de nitrégeno como
producto reducido y una posterior descomposicién hidrolitica del producto de la reaccién
a costa del agua formada en la descomposicién térmica del 4cido nftrico anhidro y des-
prendida en la reacién. Las reacciones transcurren de acuerdo con la siguiente serie de
procesos (24):

TiOCl, +6 NO,H — Cl, +2 NO, + Ti(NO,), +3 H,0
Ti(NO,), + (x+2) H,0 — Ti0,.x H,0 +4 NO,H

En los dos casos tratados de los 4cidos nitricos y sulfiirico anhidros se debe produ-
cir la sustitucién de los cloros por grupos nitrato y sulfato respectivamente, dada la
diferencia de electronegatividades entre los iones cloruro y nitrato o sulfato (25), aun-
que esto no ha podido ser comprobado.

Ya se ha sefialado antes que en el caso del 4cido acético anhidro cuyo producto iénico
tiene un valor excesivamente bajo, se produce el oxodiacetato de titanio (IV) sin rupturs
solvolitica de la cadena.

Cuando al 4cido acéfico se afiade anhidrido acético, se produce un aumento de diso-
ciacién (23) que puede ser seguido mediante un estudio conductimétrico de las mez-
clas. Gomo consecuencia de este aumento de disociacién, sobreviene un aumento de la
;:once&ltracién de iones hidrégeno, que se traduce en un mejor ataque solvolitico de
a cadena.

En este caso la reacci6n transcurre segun:
Ti0Cl, +2 CH,.COO-H*+ — TiCl,(CH,.C00), + H,0
con producciéon de diclorodiacetato de titanio (IV) que ya aparece citado en la biblio-
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grafia, en donde se describe su preparacién por reacci6n del cloruro de titanio (IV) con:
dicha mezcla de 4cido acético y anhidrido acético anhidros (9).

El cloruro de hidr6geno anhidro es muy poco disociable, pero su disociacién aumen-
ta ouando se disuelve cloruro de hidr6geno gaseoso en disolventes orgdnicos. En estas.
condiciones reacciona con el oxodicloruro de titanio (IV) segiin el proceso:

TiOCl,+2 CIH — TiCl, + H,0

de tal forma que el cloruro de titanio (IV) obtenido queda disuelto en el éter etilico
anhidro. Todavia en este caso la reacci6én va més alld con produccién del 4cido hexaclo--
rotitdnico (34), seglin la reaccién:

TiCl, +2 CIH —- [TiCl;] H,

completando de esta forma el indice de coordinacién 6 del titanio.

Todos los reactivos comentados hasta aqui, pueden representarse en general por RH
y son de naturaleza écida. Cuando se emplea amonfaco, un compuesto de la misma
férmula general pero de cardcter bésico, se encuentra un comportamiento diferente.
Para este reactivo, la parte més accesible del oxodicloruro de titanio (IV) son precisa~
mente los enlaces titanio-oxigeno, de manera que se produce una degradacién de la ca-
dena sin sustitucién de los dtomos de cloro. Ademéds, dado el cardcter de dcido Jde
Lewis del cloruro de titanio (IV) y el comportamiento del amonfaco como una base -‘e
Lewis fuerte, se superpone aqui la tercera posibilidad de las mencionadas al principio y
se incorporan dos moléculas de amoniaco, forméndose finalmente el compuesto:

(fl o NH,

N,H — Ti — ONH,
l
H,N / (o}

en el que el titanio alcanza su saturacién coordinativa.

B. Cloruro de titanio (IV), TiCl,.

Las reacciones con los tri6xidos de cromo, molibdeno y wolframio son reacciones de
sustitucién de oxigeno por dos dtomos de cloro, en las que el cloruro de titanio (IV)
se comporta como otros halogenuros covalentes.

MO, + TiCl, — MO,Cl, + TiOCL,

y concretamente, en el caso de los tres 6xidos estudiados su comportamiento es ana-
logo al observado por R. Usén y M. P. Puebla (26) con el cloruro de acetilo: mientras:
los tri6xidos de cromo y molibdeno con estructuras cristalinas menos compactas (27;
reaccionan de acuerdo con el esquema anterior formando dioxodicloruros de cromo (VI)
y de molibdeno (VI) respectivamente, el triéxido de wolframio con una red més com-
pacta y firme (27) no reacciona. Angdlogamente, mientras el cromo (VI) del dioxodiclo-
ruro de cromo oxida cloruro a cloro, reduciéndose el Cr (VI) a Cr (III), el dioxodiclo-
ruro de molibdeno (VI) es mds estable (la mayor estabilidad de la valencia de grupo en
los elementos mds pesados de los grupos de transicién) y puede aislarse como tal.

De las reacciones con oxiécidos inorgénicos (sulfirico, nitrico e i6dico anhidros y
dcido nitrico acuoso concentrado), la reaccién con &cido sulftirico transcurre de modo
distinto a los otros casos, porque este dcido es el tinico cuyo potencial redox es insufi-
ciente para oxidar cloruro a cloro. Con 4cido sulfiirico se forma Ti0(80,).280 H,, lo que
parecerfa indicar la adopcién de una estructura catenaria con enlaces titanio oxigeno
de acuerdo con el hecho de que el TiOSO, también los presenta (28). Sin embargo, el
espectro infrarrojo del producto revela la existencia de enlaces dobles titanio-oxfgeno. Kl
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compuesto tiene realmente una estructura catenaria pero con los grupos SO, actuando
«como puente (véase pag. 40). Este mismo es el producto formado por la acci6n del
4cido sulftirico anhidro sobre oxodicloruro de titanio (IV).

Por otra parte las dos moléculas de é&cido sulftirico estén incorporadas como molécu-
las de solvatacién y no formando un complejo [TiO(S0,),] H,, como lo demuestra el
hecho de que el producto sea insoluble en &cido acético glacial, que en caso confrario
lo solubilizaria dando una disolucién conductora.

Los 4cidos i6dico y nitrico anhidros tienen un potencial redox capaz de producir la
.oxidaci6n del cloruro con desprendimiento de cloro.

Frente al 4cido nitrico anhidro el mecanismo de reaccién propuesto (15) corresponde
:al proceso:

TiCl, +2 NO,H — TiOC1(NO, )+ GINO+Cl, + H,0
En el caso por nosotros estudiado del dcido nitrico acuoso concentrado, es necesa-

rio considerar que se produce primero la hidrélisis del cloruro de fitanio (IV), que
ien un gran exceso del mismo transcurre segun :

TiCL, + H,0 — TiOCL, +2 CIH

Simultdneamente el &cido nitrico anhidrizado por la reaccién anterior reacciona se-
giin el mecanismo propuesto para dar el oxocloronitrato de ftitanio (IV), que a la fem-
peratura de reflujo del cloruro de titanio, se descompone para dar:

2 TIOCI(NO,) —> C1, +2 NO, +2 Ti0,

De esta forma, tenemos en presencia dos sustancias que inmediatamente reaccionan
segun (16):
4 CIH+2 NO, = 2 CINO+Cl,+2 H,0

en donde el agua es inmediatamente retirada del equilibrio para producir la hidrélisis
del cloruro de titanio (IV) con lo cual el equilibrio se desplaza. Como consecuencia, nos
encontramos con una concentracién de cloruro de nitrosilo mucho mayor que en el caso
el 4cido nitrico anhidro, lo cual produce:

TiCl, + CINO —- TiCl,.CINO

sustancia voldtil que a la temperatura de frabajo sublima y condensa en el refrigerante.
También en el caso del 4cido i6dico tiene lugar la oxidacién con desprendimiento de
«cloro, que podemos proponer segin el siguiente mecanismo :

5 TiCl, +2 10,H —- I, + 5 Cl, +5 TiOCL, + H,0
Simultdneamente con estas concentraciones de iodo y cloro fiene lugar:
L+3Cl, = 2CLI

y como en el caso anterior, el tricloruro de iodo que es volatil y soluble en el exceso
de cloruro de titanio (IV), cristaliza en las partes frias del aparato de reaccién.

No hay que olvidar que también en este caso tiene lugar la hidrélisis del cloruro
de titanio (IV) a costa del agua producida en la primera reaccién para dar el oxodiclo-
ruro de titanio y desprender cloruro de hidrégeno gaseoso. Teniendo en cuenta todos
estos procesos parciales, la reacci6n global se puede representar segin:

3 TiCl, +10,H — CL,1+3 TiOCL, +Cl, + CIH

Como ya hemos indicado anteriormente, el oxodicloruro de titanio (IV) no aparece
nunca com tal al final de la reacci6n conducida en caliente debido a su descomposici6n
parcial.
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Descripcion detallada de las experiencias

ENSAYO 1. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con o6xido de arsémico (III).

La reacci6n se realiza en el aparato de la fig. 33, segiin el siguiente procedimiento:

En un matraz bien seco de 100 mls. se coloca el cloruro de titanio (IV), que ha
gido destilado previamente en presencia de unas virutas de cobre; la cantidad de reac-
tivo empleada se calcula por medida con pipeta del volumen. En dicho maftraz se na
introducido previamente un nicleo de hierro encerrado en una ampolla de vidrio para
Ja agitacién magnética. Lo m4ds rdpidamente posible se ocpla al matraz un refrigeran-
‘te esmerilado R seco y por su parte superior, refirando la pieza D que contiene cloruro
:de caleio anhidro como agente desecante, se va afladiendo el 6xido de arsénico (IID),
:que ha sido desecado previamente en la estufa a 110-120 °C durante 24 horas. La canti-
dad de Oxido aifiadida se calcula por diferencia de pesada del presasustancias que lo
sconfiene antes y después de la adicién.

Siguiendo este cuidadoso modo de operar, se puede evitar en todo momento la pre-
-gencia de humedad, que producirfa la hidrélisis tanto del cloruro de titanio (IV) como
de los productos de la reaccién.

Se mantiene ahora la reacci6n durante el tiempo requerido en cada Experiencia y a
la temperatura deseada, calentando si es necesario con la resistencia alojada en el pro-
pio agitador.

Una vez terminada la reaccién se afiade ciclohexano anhidrizado por destilacién en
presencia de sodio, para poner el producto en suspensién y agitando se vierte su con-
‘tenido en una placa filtrante instalada al final de un tren de desecaci6n T, como indica
la fig. 32, consiguiendo de esta forma la filtraci6n con exclusién de la humedad. El s6-
Tido se lava entonces en la placa con ciclohexano dejando escurrir sin succi6n hasta
:que el filtrado pasa incoloro y su andlisis no indica la presencia de titanio.

En el filtrado se determina culitativamente la presencia de iones cloruro (30), tita-
mio (62) y arsénico (III) (63).

El s6lido se seca en la placa pasando a su través una corriente de aire seco, sustitu-
yendo el matraz M de recogida de filtrados por otro limpio y seco. El anélisis cualita-
‘tivo del sélido indica la existencia de los iones cloruro (30) y titanio (IV) (62).

Esta técnica es la forma general de operar en todas las experiencias realizadas en
«este trabajo.

‘Experiencia 1

Tiempo de reaccién: 4 horag. Temperatura ambiente,

Reactivos empleados: 3,3139 grs. de 6xido de arsénico (III) y 25 mls. de cloruro de
ititanio (IV).

Anédlisis del s6lido: 0,3331 grs. de muestra se recogen sobre agua en matraz esme-
rilado, tapando el matraz inmediatamente con objeto de evitar pérdidas de cloruro de
‘hidr6geno gaseoso producido en la hidrélisis. Después se acidula con 4cido sulfiirico
«concentrado hasta que la disoluci6n es transparente y posteriormente se recoge en un
'vaso para la determinaci6n gravimétrica de cloruro (31).

En ofra muestra que se toma giguiendo las mismas precauciones se determina clo-
Turo por volumetria segin el método de Volhard (64).

Las muestras que se destinan a la determinacién de titanio se recogen directaments
sobre un vaso de precipitados, puesto que en este caso no es necesario tomar precau-
iciones para recoger los gases desprendidos en la hidrélisis. El titanio se determina siem-
pre por gravimetrfa, mediante precipitacién de la disolucién con hidréxide aménico (65).

1 1 Se ha ufilizado cloruro de titanio (IV) cedido amablemente por Dow-Unquinesa y cloruro de ‘tita-
/mio (IV) purfsimo de Fluka A. G.
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Titanio. — 0,28130 grs. de muestra dan 0,15191 grs. de Ti0,, que corresponde &
32,40 % de Ti.

0,49540 grs. de muestra dan 0,26950 grs. de Ti0,, que corresponde a 32,64 % de Ti.

Cloruro. — 0,33310 grs. de muestra dan 0,64560 grs. de AgCl, que corresponde &
47,95 % de Cl.

0,28600 grs. de muestra — 50 mls. AgNO, 0,1007 N — 12,55 mls. KSCN 0,0927 N,
corresponde 47,99 % Cl. '

Ozigeno. — El oxigeno se calcula por diferencia de cargas. Para ello, una vez deter-
minado el nimero de 4tomos de fitanio y cloro, se calcula el ntimero de dtomos de
oxigeno necesario para compensar las cargas y de aqui, el tanto por ciento. En este
caso particular corresponden 1,352 dtomos de cloro y 0,678 dtomos de titanio y teniendo:
en cuenta las valencias correspondientes quedan en exceso 1,300 cargas posifivas, para
compensar las cuales hacen falta 0,680 4tomos de oxigeno, lo cual corresponde a umw

10,88 %.-
Este mismo método se utilizard en todas las demés determinaciones.
Indeterminado. — Residuo 8,63 9%. Esta indeterminacién se encuentra siempre que

se ufiliza, como en esta experiencia, éter de petr6leo como disolvente de lavado. Véase:
pégina 10.

Ezperiencia 2

Tiempro de reacci6n: 5 horas. Temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 5,3370 grs. de Gxido de arsénico (III) y 40 mls. de clorurc
de titanio (IV).

Analisis del s6lido: 0,90010 grs. de muestra se disuelven como se ha indicado y se
recogen en matraz aforado de 500 mls.

Titanio. — 100 mls. disolucién dan 0,10187 grs. de Ti0,, corresponde a 33,95 %
de Ti.

100 mis. de disolucién dan 0,10163 grs. TiO,; corresponde a 33,87 % de Ti.

Cloruro. — 25 mls. disolucién — 20 mls.” AgNO, 0,1008 N — 13,00 mls. KSCN
0,1054 N ; corresponde a 50,88 % de CI.

50 mls. disolucién dan 0,17900 grs. AgCl; corresponde a 49,12 % de CI.

Ozigeno. — Resulta 11,33 9.

Indeterminado. — Residuo 4,76 9. También en este caso se emple6 éter de petréleo:
como disolvente de lavado.

Ezperiencia 3

Tiempo de reacei6n: 4 horas. Temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 6,8408 grs. de 6xido de arsénico (III) y 50 mis. de cloruro
de titanio (IV).
~ Andlisis del solido: 0,65300 grs. de muestra sélida se recogen sobre agua, con las
mismag precauciones ya sefialadas. Se recoge la disoluci6n en matraz aforado de 500 mls..

Titanio. — 200 mls. disolucién dan 0,15605 grs. Ti0, ; corresponde a 35,84 9, de Ti.

200 mls. disolucién dan 0,15675 grs. TiO, ; corresponde a 35,78 9% de Ti.

Cloruro. — Se determinan sobre los filtrados de las determinaciones de titanmio, aci-
(dulando con 4cido nitrico y afadiendo 50 mls.  AgNO, 0,1006 N consumen (en ambos
cagos) 11,45 mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 51,94 9 de CL

Ozxigeno. — Resulta 12,19 9%.

Indeterminado. — Residuo 0,06 9. Se emple6 ciclohexano para cromatografia como:
disolvente de lavado.

Ezperiencia

Tiempo de eraccién: 18 horas. Temperatura: 14 horas a temperatura ambienté s
4 horas a la temperatura de reflujo del cloruro de titanio (IV).
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Reactivos empleados: 2,1213 grs. de 6xido de arsgénico (III) y 30 mis. de clorure de
titanio (IV).

Andlisis del s6lido: 0,2104 grs. de muestra se recogen sobre agua y se llevan a ma-
traz aforado de 250 mls, (A).

Otra muestra de 0,8273 grs. se lleva a 250 mls. (B).

Titanio. — 100 mls. de disolucién (A) dan 0,0539 grs. TiO,; corresponde a 38,42 %
de Ti.

100 mls. disolucién (B) dan 0,2028 grs. TiO,; corresponde a 36,77 % de Ti.

Cloruro. — 50 mls. disolucién (A) — 25 mls. AgNO, 0,1007 N — 21,40 mls. KSCN
0,0927 N; corresponde a 44,96 9 de Cl.

25 mls. disoluci6n (B) producen 0,1488 grs. AgCl; corresponde a 44,43 % de Cl.

Ozigeno. — Resulta 15,01 9.
Indeterminado. — Residuo 2,71 %.

Ezperiencia 5

Tiempo de reaccién: 54 horas. Temperatura: 14 horas a la temperatura de reflujo
del cloruro de titanio (IV) y con agitacién y el resto a temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 2,1672 grs. de 6xido de arsénico (III) y 20 mls. de cloruro de
titanio (IV).

Anédligis del sélido:

Titanio. — 0,54340 grs. de muestra dan 0,32425 grs. Ti0, corresponde a 35,80 %
de Ti.

0,33680 grs. de muestra dan 0,20208 grs. TiO,; corresponde a 36,00 % de Ti.

Cloruro. — 0,1310 grs. muestra dan 0,2194 grs. AgCl; corresponde a 41,45 9 de CL

0,1636 grs. muestra — 25 mls. AgNO, 0,1008 N — 5,80 mls. KSCN 0, 1054 N; corres-
ponde a 41,35 % de CI.

Ozigeno. — Resulta 14,72 9%.

Indeterminado. — 7,98 9. Se emple6 éter de petréleo como disolvente de lavado.

Ezperiencia 6

Esta experiencia se realiza poniendo el oxodicloruro de titanio (IV) en un matraz
de 100 mls. limpio y seco que se monta en el aparato de la fig. 33 y se somete a la
llama directa del mechero. El oxodicloruro de titanio (IV) empleado es el obfenido a
temperatura ambiente en la Experiencia 3.

El cloruro de titanio (IV) producido en la descomposicién deberd hervir y refluir
al matraz. No obstante, no se llega a observar liquido en el refrigerante, puesto que
la muestra tomada produce una cantidad demasiado pequena de cloruro de titanio (IV).

Terminando el tratamiento se saca el sélido resultante y se vierte en la placa fil-
trante de la fig. 32, lavdndolo con ciclohexano y secdndolo por paso de aire seco,
siempre con exclusién de la humedad.

El s6lido resulta ser poco soluble en écidos y en bases tanto dllmeS como concen-
trados y en caliente. Para realizar las determinaciones cuantitaivas es necesario por
tanto, someterlo a una fusién alcalina con ‘carbonato sédico en crwol de platino (66).

Tiempo de calentamiento: 40 horas.

Temperatura aproximada: 300 °C. =5

Cantidad de reactivo: 38,1625 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) procedente de la
Experiencia 3.

Anélisis del residuo: 0,92107 grs. se someten a fusi6n alcalina con carbonato sédico
Y se recogen en agua acidulada con 4cido sulfiirico, llevando el volumen a 500 mls. en
matraz aforado.

Cloruro. — 50 mls. disolucién — 50 mils. AgNO, 0,1008 N — 37,85 mls. KSCN
0,1054 N; coresponde a 40,45 % de Cl.
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25 mls. disolucién — 15 mls. AgNO, 0,1008 N — 9,25 mls. KSCN 0,1054 N; corres-
ponde 41,34 9 de Cl.

Titanio. — 100 mls. disolucién dan 0,11842 grs. Ti0,; coresponde a 38,56 % de Ti.
100 mls. disolucién dan 0,11816 grs. Ti0,; corresponde a 38,48 % de Ti.

Ozigeno. — Resulta 17,50 %.
Indeterminado. — Residuo 2,68 %.

ENSAYO 2. Termogravimetria del oxodicloruro de titamio (IV).

Todas las medidas se realizan a presién ordinaria empleando atmésfera inerte de
nitrégeno o anhidrido carb6nico secos. Para ello se intercalan entre Ia bombona y la
entrada de gas en el aparato, dos frascos lavadores con 4cido sulftrico y un tubo con-
teniendo pent6éxido de fésforo.

El cilindro del aparato registrador gira a una velocidad de una vuelta cada tres
horas y el regulador de temperatura se mantiene con una velocidad de calentamiento
de 300 °C por hora. De esta forma se obtiene una curva que sefiala la pérdida de masa
en funcién de la temperatura.

Las gréficas se presentan en las figs. 12 y 13. En estas gréficas, la linea de trazo
continuo indica la pérdida de masa, mientras que la linea de rayas sefiala la variaci6n
de la temperatura. Se sefiala con una linea de puntos y rayas la pérdida teérica de masa
que corresponderia a la descomposicién de la muestra de acuerdo con la ecuaci6n indica-
da en la gréfica. A la izquierda del dibujo hay un segmento que indica la pérdida de
masa correspondiente a 50,00 mgrs.

Una vez alcanzada la constancia de peso (trazo horizontal de la linea de trazo comn-
tinuo), se saca el crisol del aparato y se conserva la muestra sélida resultante para
hacer més tarde las determinaciones analitica correspondientes.

El producto final de la descomposicién es insoluble en agua y en &cidos y para po-
nerlo en disolucién es necesario someterlo a una fusién alcalina con carbonato
s6dico (66).

Zzperiencia 7

Temperatura inicial: 19 °C. Temperatura final: 883 °C.

Muestra tomada: 247,33 megrs. Residuo: 78,10 mgrs.

Atmoésfera inerte de nitrégeno seco.

Andlisis del residuo: 77,58 mgrs. se someten a fusién alcalina con carbonato sédico
Y se recogen sobre agua acidulada con 4cido sulftrico.

Titanio. — La precipitacién de esta muestra da 78,22 mgrs. de TiO, ; corresponde a
100,82 9% de TiO,.

Lxperiencia 8

Temperatura inicial : 20 °C. Temperatura final: 810 °C.

Muestra tomada: 249,80 mgrs. Residuo:. 74,80 mgrs.

Atmésfera inerte de anhidrido carbémico seco.

Angligis del residuo: 68,47 mgrs. se someten a fusién alcalina con carbonato sédico
Y se recogen sobre agua acidulada con 4cido sulfiirico.

Titanio. — La precipitacién de esta muestra produce 68,60 mgrs. de TiO, ; corres-
ponde a 100,19 % de TiO,.
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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

ENSAYO 3. Solubilidad del oxodicloruro de titanio (IV) en disolventes organicos.

Se ha ensayado la solubilidad de esta sustancia en disolventes orgénicos, que fueron
anhidrizados mediante ebullicién a reflujo con un agente deshidratante adecuado y pos-
terior destilacién en presencia de dicho agente deshidratante. Para ello se emplearon
los siguientes métodos:

Acetona. — Con carbonato potdsico (43).

Cloroformo. — Con cloruro de calcio anhidro (44).
Tetracloruro de carbono. — Con cloruro de calcio anhidro (45).
Sulfuro de carbono. — Con pentéxido de fésforo (47).

Eter etilico. — Con cloruro de calcio anhidro (46).

Alcohol etilico. — Con cal viva (33).

Eter de petréleo. — Con godio metdlico (32).

Ciclohexano. — Con sodio metélico (47).

Xilol. — Con pent6xido de fésforo y sodio metdlico (48).
Benceno. — Con pent6xido de fésforo y sodio metélico (49).
Acetato de etilo. — Con carbonato potésico (50).

Una muestra de s6lido se afiade sobre el disolvente en un tubo de ensayo y se agita
en frio y calentando hasta ebullicién. Después de filtrar se ensaya la presencia de los
iones titanio (62) y cloruro (30) en el filtrado.

Decimos que la sustancia es soluble cuando da claramente las reacciones analfticas ;
decimos que es poco soluble cuando la determinaci6n de i6n cloruro produce una ligera
opalinidad con nitrato de plata y decimos que es insoluble cuando no se observan ¢n
absoluto resultados positivos. (Véase Tabla IV, pag. 12).

ENSAYO 4. Espectro infrarrojo y estructura del oxodicloruro de titanio (IV).

Tanto en éste como en otros espectros infrarrojos de otros preparados se sigue el
método descrito a continuaci6n.

Como medio de suspensién del s6lido se emplea Nujol, aceite mineral cuyo espectro
presenta, por orden de intensidad, las siguientes bandas de absorcién: 2.940; 1.460;
1.375, y 722 cm~!. Se pulverizan unos mgrs. del sélido en un mortero de 4gata y su
mezclan en el mismo mortero con una o dos gotas de Nujol.

En el presente caso y en otros similares, dada la facilidad con que la sustancia se
hidroliza al aire y puesto que el polvo que se va a someter a determinacién es ya lo
suficientemente fino, se afiade éste sobre el Nujol, se agita rdpidamente y se coloca una
muestra entre los cristales. En casos especiales es necesario realizar todas estas ope-
raciones en el interior de una “caja seca” construida por nosotfros.

Alin con estas precauciones, aparecen en la gréfica correspondiente, fig. 1, pdg. 12,
débiles bandas de absorcién debidas al agua.

ENSAYO 5. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con acido férmico anhidro.

Se emplea dcido f6rmico acuoso del 80 % Probus.

El 4cido se anhidriza (10) empleando sulfato de cobre (II) anhidro como agente dese-
cante, el cual se puede preparar (11) calentando sulfato de cobre (II) pentahidratado a
250 °C en bafio de arena hasta peso constante. Para ello se mezcla el 4cido férmico con
el sélido, poniendo este 1ltimo en un 50 9 en exceso sobre la cantidad teGricamente
calculada y se mantienen en reposo durante cinco dias. Entonces se afiaden unos trozos
de porcelana para homogeneizar la ebullicién y se destila a presi6n reducida mediante
el vacfo de una trompa de agua, recogiendo el destilado que pasa entre 52 y 55 °C.

Sele g
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En un matraz de reaccién limpio y seco se pone el oxodicloruro de titanio (IV) cuya
cantidad se conoce por diferencia de pesada y el matraz con el sélido se coloca como co-
lector en el aparato de destilacién, recogiendo un volumen de &cido férmico anhidro gque
se calcula aproximadamente.

El matraz se lleva entonces al aparato de la figura 33 y se mantiene la reaccién pri-
mero a la femperatura ambiente y después a reflujo hasta que cesa el desprendimiento
de cloruro de hidrégeno gaseoso.

Se filtra el contenido del matraz en una placa con exclusién de la humedad, se lava
con ciclohexano para cromatografia y se seca por paso de una corriente de aire seco
(véase Fig. 33).

El filtrado da reacciones positivas para los iones cloruro (30) y ftitanio (62), mientras
que el sélido solamente da reaccién positiva para el i6n titanio.

Experiencia 9

Tiempo de la reaccién: 10 minutos a la temperatura de reflujo y 1 hora a la tempe-
ratura ambiente.

Reactivos empleados: 2,1221 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en titanio de 34,98 9 y aproximadamente 20 mls. de dcido f6rmico anhidro.

Anélisis del s6lido: El s6lido se disuelve en agua acidulada con &cido sulftirico y se de-
termina titanio por precipitaci6én con hidréxido aménico (65). En muestra separada se
determina carbono e hidrégeno siguiendo el método  de combustién y pesada de CO,
y H,0.

Titanio. — 0,13947 grs. muestra dan 0,09124 grs. TiO, ; corresponde a 39,25 % de Ti.

Carbono hidrégeno. — Resultados obtenidos: 9,59 — 9,79, y 9,55 9 para carbono y
2,14 — 2,06 y 2,22 9, para hidrégeno; corresponde con referencia a carbono 36,14 %
de HCOO.

Ozigeno. — Resulta (véase pag. 50) 19,78 9%.

Indeterminado. — Residuo 4,83 %.

Ezperiencia 10

Tiempo de reaccién: 5 minutos a la temperatura de reflujo y 15 minutos a la tem-
peratura ambiente.

Reactivos empleados: 3,0083 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en titanio de 34,98 9, y aproximadamente 20 mls. de 4cido férmico anhidro.

Anilisis del s6lido.

Titanio. — 0,24725 grs. de muestra dan 0,16475 grs. Ti0,; corresponde a 39,98 %
de Ti. :

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 9,65, 9,46 Y 9,75 9%
de carbono y 2,05, 1,96 y 1,91 9% de hidrégeno; corresponde a 36,09 % de HCOO.

Ozigeno. — Resulta 20,30 9%.

Indeterminado. — Residuo 3,63 9.

ENSAYO 6. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con dcido acético anhidro.

Se emplea dcido acético glacial reactivo Probus.

La} reaccién se lleva a cabo en el aparato de la figura 33 poniendo en el matraz de
reacmér} el oxodicloruro de titanio (IV) en cantidad conocida por diferencia de pesada
y afniadiendo por el extremo del refrigerante un volumen medido con pipeta de 4cido
acético glacial.

La mezcla, se mantiene en agitacién a la temperatura ambiente Yy posteriormente a la
dg reflujo hasta que cesa el desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso. El conte-
nido del matraz se filtra en la placa de la figura 32 con exclusién de la humedad, se
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dava con ciclohexano para cromatografia y se seca por paso de una corriente de aire seco.
El filtrado da reacciones positivas de iones cloruro (30) y titanio (62), mientras que
.el s6lido solamente contiene i6n titanio.

Ezperiencia 11

Tiempo de reaccién : 30 minutos a la temperatura de reflujo y 1 hora a la temperatura
;ambiente.

Reactivos empleados: 1,2133 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
-en titanio de 43,98 % y 20 mls. de 4cido acético glacial.

Andlisis del sélido. — La muestra se recoge sobre agua acidulada con &cido sulfirico
y se determina titanio por precipitacién con hidréxido aménico (65).

Titanio. — 0,18722 grs. muestra dan 0,08194 grs. TiO, ; corresponde a 26,26 % de Ti.

2

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 26,46, 26,86 y
26,75 9, de carbono y 4,26, 414 y 4,21 % de hidrégeno; corresponde a 65,61 9% de
‘CH, - COO.

Ozigeno. — Resulta 8,64 9%.

Indeterminado. — Resulta un exceso de 0,51 %.

Ezxperiencia 12

Tiempo de reacci6n: 1 hora a la temperatura de reflujo y 30 minutos a la tempera-
tura ambiente.

Reactivos empleados : 2,4102 grs. de oxodicloruros de titanio (IV) con un contenido en
titanio de 34,98 % y 25 mls. de dcido acético glacial.

Anglisis del sélido:

Titanio. — 0,23351 grs. muestra dan 0,10239 grs. Ti0, ; corresponde a 26,31 % de Ti.

2

Carbono-Hidrégemo. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 25,93, 2546 y
26,65 9% para carbono y 4,15, 4,06 y 4,04 9, para hidrégeno; corresponde a 63,13 % de
{H, - COO.

4 -

Ozigeno. — Resulta 9,01 %.
Indeterminado. — Residuo 1,55 %.

‘ENSAYO 7. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con acido acético em presencia
de agua.

Se emplea 4cido acético glacial Probus de calidad reactivo, al que se afiade la can-
‘tidad de agua deseada. En el matraz de reaccién de la figura 33 se pone el oxodicloruro
de titanio (IV), determinando su peso por diferencia de pesada y se vierte sobre él un
volumen conocido de &cido acético con el agua afiadida.

Se mantiene entonces con agitacién a temperatura ambiente y mds tarde a la tem-
peratura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso.

El contenido del matraz se saca a la placa de filtracién del aparato indicado en la
digura 32 y después de escurrir el exceso de reactivo, se lava con ciclohexano para cro-
matografia y se seca por paso de una corriente de aire seco.

El filtrado da reacciones posifivas para los iones cloruro (30) y titanio (62), mientras
que el sélido solamente da reacci6n positiva de titanio.

Ezperiencia 18

Tiempo de reacci6n: 45 minutos a la temperatura de reflujo.

R.eactivos empleados: 1,8704 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en titanio de 34,98 % ; 25 mls. de dcido acético glacial y 3,00 mls. de agua.

Anélisis del s6lido: El sélido se recoge sobre agua acidulada con &cido sulfiirico y

8e determina titanio por precipitacién con hidréxido aménico (65). En muestra separada
Se determina -carbono e hidrégeno por combustién y pesada de CO, y H,0.
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Titanio. — 0,20406 grs. muestra dan 0,12213 grs. TiO, ; corresponde a 35,91 % de Ti:-

2;

Carbono e Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 18,51, 18,62 y-
18,46 9 para carbono y 3,15, 3,19 y 3,26 % para hidrégeno; corresponde a 45,65 9 ile-
CH, - COO.

Ozigeno. — Resulta 17,82 %.
Indeterminado. — Residuo 0,72 %.

ENSAYO 8. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con éacido propiémico anhidro o-
acuoso.

Se emplea dcido propiénico quimicamente puro Probus anhidrizado segun se describe-
en la hibliografia (35).

Se pone el oxodicloruro de titanio (IV) en el matraz de la figura 33 calculando su
peso por diferencia de pesada y manteniéndolo en agitacién se vierte un volumen me-
dido del 4&cido propi6nico anhidro. Se mantiene la reacci6n a temperatura ambiente y-
después a la temperatura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento de cloruro de
hidr6geno gaseoso.

La disolucién obtenida se trata de cristalizar unas veces concentrando por destilacién
del disolvente y otras por enfriamiento con agua, hielo o una mezcla frigorifica de-
hielo-sal comiin, a temperatura siempre superior a la de solidificacién del dcido propié--
nico (—22 °C). Ya hemos mencionado que la cristalizacién es mds dificil en disoluciones
concentradas.

El s6lido separado por enfriamiento se filtra en una placa con exclusi6n de la hu-
medad (véase figura 32) y una vez escurrido se lava con ciclohexano para cromatografia.
y se seca por paso de una corriente de aire seco.

El filtrado de la reaccién da ensayos positivos para los iones cloruro (30) y titanio (62),
mientras que el s6lido solamente da reacciones positivas de iones titanio.

Las operaciones a que se refieren las Experiencias 16 y 17 se realizan precipitando-
las disoluciones por adicién de agua de la forma que se deseribe a continuacién :

Se prepara una disoluci6én mezclando 150 mls. de &cido propi6nico anhidro y 3,30
mls. de agua.

A la disolucién obtenida en la reaccién, que se encuentra hirviendo a reflujo, una
vez que ha cesado el desprendimiento de cloruro de hidrégeno, se afiade un volumen de-
dcido propi6nico acuoso que contiene una cantidad aproximadamente doble de agua que-
la teéricamente calculada para la reaccién de hidrélisis. De esta forma aparece un pre-
cipitado blanco que se redisuelve. Al enfriar exteriormente el matraz precipita un s6--
lido blanco de muy fino tamaiio de particula.

Este s¢lido se filtra, se lava con ciclohexano y se seca por paso de aire siempre con
exclusién de la humedad (figura 32).

Cuando dicha precipitacién se realiza afiadiendo cantidades de agua demasiado gran--
des se produce la precipitacién de di6xido de titanio hidratado.

Ezperiencia 14

Tiempo de reacci6n: 6 horas en agitacién. Temperatura: 5 horas a la temperatura de-
reflujo y 1 hora a temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 2,2502 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido v:t
cloruro de 51,87 9 y 25 mls. de &cido propi6nico anhidro.

Anélisis del s6lido: El s6lido se recoge sobre agua acidulada con 4cido sulftirico y se-
defermina titanio por precipitacién con hidr6xido aménico (65). En muestra separada:
se determina carbono e hidrégeno por combustién y pesada de CO, y H,0.

’ Titanio. — 0,27300 grs. de muestra dan 0,10546 grs. de TiD, ; corresponde a 23,17 %
e Ti.
0,46575 grs. muestra dan 0,17938 grs. TiO,; corresponde a 23,11 9 de Ti.

A ER




APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl, Y TiCl,

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados encontrados son los siguientes: 33,36 y 33,329%.
para carbono y 5,26 y 5,18 9% para hidrégeno ; corresponde a 67,60 % de propionato.

Ozigeno. — Resulta 8,05 %.

Indeterminado. — Residuo 1,21 9%.

Ezxperiencia 15

Tiempo de reaccién: 4 horas en agitacién. Temperatura: tres horas y media a ia
temperatura de reflujo y media hora a la temperatura ambiente.

Reactivos empleados : 2,4505 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido m:
cloruro de 51,87 % y 35 mls. de &cido propiénico anhidro.

An4lisis del sélido: 0,86311 grs. muestra en 250 mls.

Titanio. — 50 mls. disolucién dan 0,06625 grs. Ti0,; corresponde a 28,03 % de Ti.

50 mis. disolucién dan 0,06549 grs. TiO,; corresponde a 22,76 % de Ti.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 35,03, 35,18 %.
para carbono y 5,35 y 5,34 para hidrégeno; corresponde a 71,17 % de propionato.

Ozigeno. — Resulta 7,49 %.

Indeterminado. — Resulta un exceso de 1,56 %.

Ezxperiencia 16

Tiempo de reacci6n : 7 horas en agitacion. Temperatura: 4 horas a la temperatura - -
reflujo y 3 horas a la temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 2,1557 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido:
en cloruro de 51,87 % ; 25 mls. de &cido propiénico anhidro y 15 mls. de la disolucién
acuosa de dcido propiénico (3,30 mls. de agua en 150 mls. de dcido propi6nico anhidro.

Andlisis del s6lido:

Titanio. — 0,21595 grs. muestra dan 0,11924 grs. Ti0, ; corresponde a 33,12 % de Ti.

0,23275 grs. muestra dan 0,12812 grs. Ti0,; corresponde a 33,02 % de Ti.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados encontrados son los siguientes: 23,96, 24,07,
23,69 y 23,78 9 para carbono y 3,93. 4,08, 4,07 y 4,02 % para hidrégeno, lo cual :o-
rresponde a 48,42 9, de propionato..

Ozigeno. — Resulta 16,77 %.

Indeterminado. — :Residuo 1,74 9%.

Experiencia 17

Tiempo de reaccién: 5 horas en agitacién. Temperatura: 4 horas y media a tempera-
tura ambiente y media hora a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 2,1770 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido en
cloruro de 51,87 % ; 22 mls. de §cido propi6nico anhidro y 15 mls. de 4cido propiénico:
acuoso (3,30 mls. de H,0 y 150 mls. de 4cido propiénico anhidro).

Andlisis del s6lido:

Titanio. — 0,20740 grs. muestra dan 0,11425 grs. Ti0, ; corresponde a 33,05 % de Ti.

0,37088 grs. muestra dan 0,20410 grs. TiO,; corresponde a 33,01 % de Ti.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 24,11, 24,31,
24,13 y 24,00 9% para carbono y 4,47, 4.62, 4,51 y 4,42 9, para hidrégeno; corresponde
a 48,91 9, de propionato.

Ozigeno. — Resulta 16,69 %.

Indeternminado. — Residuo 1,37 %.
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ENSAYO 9. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con acido n-butirico anhidro o acuoso

Se emplea dcido n-butirico quimicamente puro Probus, que se anhidriza siguiendo el
método descrito en la bibliografia (35).

Se pone en el matraz de la figura 33 una cantidad de oxodicloruro de titanio (IV)
<conocida por diferencia de pesada y se vierte un volumen medido de &cido n-butirico
:anhidro.

Se mantiene la reaccién con agitacién a la temperatura ambiente y despuég a la tem-
peratura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento gaseoso de cloruro de hidrégeno.

La disolucién resultante se enfria en el matraz de reaccién con agua y con hielo. No
se puede descender més la temperatura porque el 4cido n-butirico solidifica a —4,7 °C.
‘Con este tratamiento no se observa formacién de s6lido alguno. Tampoco se consigue
la precipitacién de s6lido por concentracién ni por adicién de disolventes tales como
benceno, ciclohexano éter de petréleo, tetracloruro de carbono y cloroformo.

La “siembra” de la disolucién con cristales de la preparacién con 4eido propiémico
:anhidro y posterior enfriamiento prolongado tampoco conduce a separacién de s6lido.

La adici6n de agua a la disolucién cualquiera que sea su concentracién y la cantidad
de agua anadida produce la separaci6n de un s6lido blanco que es estable al aire.

El s6lido se filtra en una placa, se lava con agua y se seca por paso de una corriente
de aire, sin que sea necesario en este caso tomar precauciones especiales para la ex-
«clusién de la humedad.

El filtrado da reacciones positivas para los iones cloruro (30) y titanio (62), mientras
que el s6lido da solamente reacci6n positiva para el i6n titanio,

Experiencia 18

Tiempo de reaccion: 3 horas en agitacién. Temperatura: 1 hora a la temperatura
«de reflujo.

Reactivos empleados: 2,1967 grs. de exodicloruro de titanio (IV) con un contenido en
-cloruro de 51,89 % ; 14,0 mls. de &cido n-bufirico y 10 mls. de agua.

Anéglisis del s6lido: Se realiza disolviendo la muestra en 4cido sulfiirico diluido y
‘determinando titanio por precipitacién con hidréxido aménico (65). En muestra separada
se determina carbono e hidr6geno por combustién y pesada de CO, y H,O.

Titanio. — 0,31815 grs. de muestra dan 0,15435 grs. de TiO, ; corresponde a 29,11 %
de Ti.

0,30875 grs. muestra dan 0,15000 grs. TiO, ; corresponde a 29,13 % de Ti.

Carbono-Hidrégeno.—Los resultados obtenidos son los siguientes: 30,34, 30,46, 30,39,
30,28 y 30,52 9% para carbono y 5,23, 5,13, 5,25 y 5,38 9, para hidrégeno; corresponde
a 55.68 9% de butirato.

Ozigeno. — Resulta 14,34 9%.

Indeterminado. — Residuo 0,85 9.

Ezperiencia 19

Tiempo de reaccién: 5 horas en agitacién. Temperatura: De reflujo.

Reactivos empleados: 2.2289 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contendio en
cloruro de 51,89 9% ; 22 mis. de 4cido n-butirico anhidro y 10 mls. de agua.

Anélisis del sélido:

Titanio. — 0,27955 grs. muestra dan 0,13549 grs. TiO, ; corresponde a 29,08 9, de Ti.

0,23505 grs. muestra dan 0,11404 grs. Ti0, ; corresponde a 29,11 % de Ti.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 30,24, 30,27 ¥
30,28 % de carbono y 5,11, 5.31 y 5,30 9 de hidrégeno, lo cual corresponde a 54,90 %
de butirato.
Ozigeno. — Resulta 14, 37 9%.
Indeterminado. — Residuo 1,64 9.
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IENSAYO 10. Espectros inirarrojos de los productos de reaccion de oxodicloruro de titamio (IV)
con acidos orgamicos anhidros o acuosos.

Los espectros se toman en Nujol empleando el mismo aparato y operando de la misma
forma que la degcrita anteriormente (véase pdg. 53).

ENSAYO 11. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con anhidrido acético

Se emplea anhidrido acético pro andlisis de Uni6n Chimique Belge, S. A.

La reacci6n se realiza en el aparato indicado en la figura 33 poniendo en el matraz
de reaccibn una cantidad de oxodicloruro de titanio (IV) conocida por diferencia de
pesada y afnadiendo después por el extremo del refrigerante donde va alojado el tubo
de cloruro de calcio, un volumen conocido de anhidrido acético.

Se mantiene la reacci6n con agitacién a la temperatura de reflujo hasta que cesa
el desprendimiento de cloruro de hidrégeno gaseoso y a continuacién se enfria exterior-
mente el matraz con agua hasta alcanzar la temperatura ambiente. Se filtra en la placa
«dispuesta segiin se indica en la figura 32 y se seca por paso de una corriente de aire
‘8eC0.

El espectro infrarrojo de esta sustancia se realiza en Nujol siguiendo el método ya
«deserito (véase pag. 53).

Ezperiencia 20

Tiempo de reacci6n: 1 hora a la temperatura de reflujo y 1 hora a la temperatura
ambiente.

Ractivos empleados: 1,6944 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido en
titanio de 34,98 9 y 50 mls. de anhidrido acético.

Andlisis del s6lido: La muestra se recoge sobre agua acidulada con dcido sulfirico y
se determina titanio precipitando la disolucién con hidréxido aménico (65). En muestra
separada se determiga carbono e hidrégeno por combusti6n y pesada de CO, y H,0.

Titanio. — 0,27113 grs. muestra dan 0,12002 grs. de TiO,; corresponde a 26,66 9
de Ti.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 26,21, 26,10 y
25,87 9, para carbono y 4,08, 4,24 y 4,10 9% para hidrégeno; corresponde a 64,07 % de
acetato.

Ozigeno. — Resulta 9,04 9.

Indeterminado. — Residuo 0.33 %.

ENSAYO 12. ‘La reaccion del oxedicloruro de titanio (IV) con acido acético anhidrido en pre-
sencia de anhidride acético.

Se emplea la mezcla azeotrépica que se prepara por destilacion de una mezcla en
volumen de 6 partes de 4cido acético y 1 parte de anhidrido acético.

La reacciéon se lleva a cabo en el aparato de la figura 33 poniendo en el matraz la
cantidad pesada de oxodicloruro de titanio (IV) y aifiadiendo por el extremo del refri-
gerante un volumen conocido de la mezcla mencionada. En el momento de la adici6n,
el s6lido se mantiene en agitacién para evitar su apelmazamiento.

Se mantiene la reaccién a la temperatura de reflujo hasta que termina de disolverse
todo el s6lido y después se eniria exteriormente con agua, hasta la temperatura ambiente.

El contenido del matraz se filtra en la placa instalada segin se indica en la figura 32
y una vez escurrido el liquido, se lava con ciclohexano anhidro y se seca por paso de una
corriente de aire seco.

El filtrado da positivos los ensayos de los iones cloruro (30) y titanio (62) al igual
que el s6lido, como consecuencia de la solubilidad del producto de reacci6n en el ex-
ceso de reactivo. :

= pgiis
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Ezperiencia 21

Tiempo de reaccién: 1 hora a la temperatura de reflujo de la mezcla liquida.

Reactivos empleados: 1,0771 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) preparado en la
Experiencia 3 y 30 mls. de la mezcla de 4cido acético y anhidrido acético.

Anélisis del sélido: 0,76000 grs. de muestra sélida se recogen sobre agua Y se acidu-
la ligeramente con unas gotas de 4cido sulfirico, recogiendo la disolucién en matraz
aforado de 250 mls.

Titanio. — 100 mls. disolucién dan 0,10128 grs. TiO, ; corresponde a 19,99 9 de Ti.

Cloruro. — 25 mls. disolucién — 10 mls. AgNO, 0,1008, N— 3,60 mls. KSCN
0,1054 N; corresponde a 29,32 9 de Cl.

Carbono - Hidrégeno. — 0,0753 grs. muestra dan 0,0560 grs. de CO, y 0,0230 grs. ie
H,0; corresponde a 49,85 % de acetato.

Indeterminado. — Residuo 0,87 %.
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Fic. 30. — Conductividad especifica de mezclas de écido acético y anhidrido acético

Ezperiencia 22

Tiempo de reaccién: 40 minutos a la temperatura de reflujo de la mezcla liquida.
Reactivos empleados: 2,6790 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) procedentes de Ia

Experiencia 3 y 25 mls. de la mezcla de 4cido acético y anhidrido acético.
Anglisis del sélido.

Titanio. — 0,51140 grs. de muestra dan 0,16762 grs. TiO,; corresponde a 19,66 %
de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la precipitacién anterior — 50 mls. AgNO, 0,1006 N — 8,10
mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 28,97 % de Cl.
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Titando. — 0,31572 grs. muestra dan 0,10395 grs. Ti0, ; corresponde a 19,76 % de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la precipitacién anterior — 50 mls. AgNO, 0,1006 N — 23,25
mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 29,05 % de Cl.

Carbono-Hidrégeno. — Los resultados obtenidos son los siguientes: 20,14 y 20,44 %
para carbono y 2,98 y 2,91 9% para hidrégeno ; corresponde a 49,88 9 de acetato.

Indeterminado. — Residuo 1,40 9%.

Estudio de la conductividad especifica de la mezcla de dcido acético y anhidrido acético

Este estudio tiene como objetivo comprobar el aumento de la disociacién del 4cido
acético por adicién del anhidrido. Los valores encontrados se reflejan en la siguiente
tabla.

Tasra XXIIT
Volwmen aniadidc Cond. espec. Vol. anadido Cond. espec.

mls. ohm~! cm-1 x 10-7 mls. | ohm™! cm~1 x 10-7
11,30 7,01 27,00 17,63
11,55 7,14 28,05 18,11
11,90 7,48 28,90 18,71
13,00 8,37 30,10 19,25
13,50 8,96 31,00 19,70
14,00 9,05 32,00 20,18
15,00 9,71 33,00 20,61
16,00 10,47 34,00 21,09
17,00 11,26 35,00 21,61
18.00 11,96 36,00 21,96
19,00 12,76 38,00 22,86
20,00 13,40 40,00 23,75
21,05 13,96 42 00 24,27
22,00 14,56 44,10 25,09
23,05 15,23 46,00 25,76
24,00 15,76 48,00 26,48
25,00 16,54 50,10 27,01
26,00 17,05

Se emplea un conductimetro E 382, Metrohm A. G. Herisau.

La Experiencia se realiz6 poniendo 35,0 mls.  de &cido acético glacial en la célula
conductimétrica y representando graficamente los volimenes de anhidrido acético afadi-
dos frente a lag conductividades observadas. Los valores de conductividad hasta la adi-
¢i6n de 11,30 mls. de anhfdrido acético son inobservables con el aparato de medida uti-
lizado. Las meédidas se realizan con exclusién de la humedad, colocando en las salidas
al aire un tubo conteniendo cloruro de calecio como agente deshidratante.

Espectro infrarrojo del diclorodiacetato de titanio (IV)
Se toma el espectro en Nujol, operando. como se ha descrlto Ya anteriormente (véase

pég. 50).
ENSAYO 13. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con &cido sulfdrico anhidro

La reaccién se realiza en el aparato de la figura 33, utilizado con generalidad en estas
preparaciones, manteniendo el oxodicloruro de titanio (IV) en agitaci6én y afadiendo el
4cido por el extremo del refrigerante. En este caso es absolutamente imprescindible uti-
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lizar el aparato con los esmerilados perfectamente limpios de grasa, pues de lo contrario:
el contacto con el 4cido carboniza la materia orgdnica, ensuciando el contenido del
matraz.

El &cido sulfirico anhidro se prepara a partir del dcido fumante Probus del 20 % de
SO, libre, por adicién de la cantidad teéricamente calculada de agua (manteniendo ek
éudo en bafio de hielo-sal comiin) y posterior ajuste por valoracién frente a hidréxido
sédico, procurando dejar un ligero exceso de SO,.

El gas desprendido en la reacci6n estd constituido por cloruro de hidrégeno, segin
se determina cualitativamente (30).

La disoluci6n resultante de este tratamiento se concentra por destilacién, calentando
el matraz directamente a la llama del mechero. Al ir concentrando la disolucién se pro-
duce la separacién de un sélido blanco, que se lava con benceno anhidro y se seca por
paso de una corriente de aire seco (fig. 32).

Experiencia 23

Tiempo de reacci6n: 20 minutos. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 2,1614 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido-
en cloruro de 51,91 9% y 25 mls. de 4cido sulfiirico anhidro.

Anglisis del s6lido: El s6lido se recoge sobre agua y en la disolucién se determina:
cloruro (64) y sulfato (67).

0,93271 grs. muesira se llevan a 250 mls.

Titanio. — Dos muestras de 50 mls. dan 0,04212 y 0,04190 grs. respectivamente ds-
Ti0, ; corresponde a 13,51 % Ti.

Sufato. — Dos muestras de 256 mls. disolucién dan 0,18201 y 0,18267 grs. S0,Ba;
corresponde a 80,35 9 de SO,.

ENSAYO 14. La reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con sulfuro de hidrégeno anhidro..

El aparato empleado es el de la figura 35.

El cloroformo empleado ha sido previamente desecado por destilacién fraccionada en
presencia de cloruro de calcio anhidro (44).

El sulfuro de hidr6geno producido por adicién de &cido sulfiirico diluido sobre pirita:
de hierro se seca por paso a través de dos unidades que contienen cloruro de caleio y
pentéxido de fésforo respectivamente. No se emplea &cido clorhidrico para el ataque de la-
pirita, para evitar el posible desprendimiento del mismo que producirfa la reaccién que
estudiamos a continuacién, enmascarando el resultado.

El residuo obtenido se filtra, se lava en la placa (fig. 32) con cloroformo anhidro ¥
se seca por paso de aire seco.

El sélido da reacciones positivas de iones cloruro (30) y titanio (62).
Ezperiencia 24
Tiempo de reaccién: 10 horas. Temperatura ambiente. A
Reactivos empleados: 3,6937 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en cloruro de 51,91 9, puestos en suspensi6n en 30 mls. de cloroformo anhidro.
Anélisis del s6lido: La muestra s6lida se recoge sobre agua, ligeramente acidulada.
y se precipita con hidréxido aménico (65). En el filtrado se determina cloruro (64);
Titanio. — 0,10317 grs. muestra dan 0.06101 grs. Ti0, ; corresponde a 35,48 9 de: Tn
0,12528 grs. muesira dan 0,07412 grs. Ti0,; corresponde a 35,49 9 de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la primera precipitacién —20 mls. AgNO, 0,1009 N — 5,20 mis..
KSCN 0,1007 N; corresponde a 51,36 % de CI.

Flltrado de la segunda precipitacién — 20 mls. de AgNO, 0,1009 N — 1,95 mls:
KSCN 0,1007 N; corresponde a 51,55 9% de CI. >

Ozigeno. — Resulta 12,10 9.
Indeterminado. — Residuo 0,06 9.
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ENSAYO 15. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con cloruro de hidrégeno anhidro..

El oxodicloruro de titanio (IV) recientemente preparado, se pone en suspensién etérea
con una cantidad unas cinco veces mayor de éter etilico anhidro, en un matraz con doble
entrada como se indica en la figura 35. Por una de ellas pasa un tubo que hace bur--
bujear el cloruro de hidrégeno en la suspensién y a la otra se acopla un refrigerante.
para evitar la evaporacién del disolvente por el calentamiento que experimenta como.
consecuencia de la reaccién exotérmica.

El cloruro de hidrégeno gaseoso se prepara dejando gotear 4cido clohidrico concen-
trado sobre é4cido sulfiirico concentrado (36) y posteriormente se hace burbujear por:
dcido sulfdrico para eliminar las tltimas trazas de humedad.

Mediante agitacién magnética se consigue mantener en suspensién el oxodicloruro de-
titanio (IV) en el éter etilico anhidro.

La reacciéon se da por terminada cuando todo el s6lido se ha disuelto y la digolucidn:
obtenida se somete entonces a destilacién, que se mantiene hasta consistencia oleosa
(Experiencia 25) o hasta la separacién de sé6lido (Experiencia 26),

El s6lido finalmente obtenido es hidrolizable al aire y soluble en agua y tiene una
relacién titanio/cloruro mayor que 1/2.

Ezperiencia 25

Tiempo de reaccién: 2 horas. Temperatura ambiente. Se destila hasta que: el residao.
es un s6lido de aspecto gomoso. '

Reactivos empleados: 4.6118 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido en:
cloruro de 51,89 9, y 25 mls. de éter etilico anhidro.

Andlisis del s6lido: La muestra se disuelve en agua y se acidula con &cido sulfdrico:
Se determina titanio por precipitacién (65). En el filtrado se determina cloruro (64).

Titanio. — 1,12410 grs. de muestra dan 0,49824 grs. Ti0,; corresponde a 26,59 9
de Ti.

Cloruro. — El filtrado de la precipitacién anterior se recoge y se enrasa en maftraz.
aforado de 250 mls.

25 mls. disolucién — 25 mis. AgNO, 0,1006 N — 12,50 mils. KSCN 0,1051 N; co--
rresponde a 37,88 9% de CI.

Experiencia 26

Tiempo de reaccién: 2 horas. Temperatura ambiente. Se destila hasta que el sélido-
aparece suelto.

Reactivos empleados: 2,7433 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido,
en cloruro de 51,91 9 y 20 mls. de éter etilico anhidro.
~ Anélisis del s6lido: En este caso se recoge la muestra en agua y se enrasa en matraz
aforado. 1,23004 grg. de s6lido se enrasan en matraz aforado de 250 mls.

Titanio. — 50 mls. de disolucién producen 0,14110 grs. de Ti0,; corresponde a.
34,41 9, de Ti.

50 mis, disolucién producen 0,14095 grs. TiO,; correspnde a 34,37 9% de Ti.

Cloruro. — Al filtrado de la primera precipitacion se afiaden 50 mls. AgNO, 0,1009 N-
28.00 mls. KSCN 0,1007 N; correspnde a 32,08 % de CL.
. Filtrado de la segunda precipitacién — 50 mils. AgNO, 0,1009 N — 28,05 mls. KSCN
0,1007 N; corresponde a 32,01 % de Cl.

En ambas Experiencias queda un residuo de materia orgdnica que no se determina,
puesto que s6lo nos interesa conocer al relacién Cl/Ti.
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ENSAYO 16. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) con Acido mitrico anhidro.

El 4cido nitrico anhidro se prepara por destilacién a presién reducida de una mezcla
de dos partes en volumen de 4cido sulfirico fumante y una parte de écido nitrico
fumante (37). La mezcla de ambos 4cidos se hace en un bafio de hielo-sal comun.

Se pone en un matraz una cantidad de oxodicloruro de titanio (IV) que se conoce
por diferencia de pesada y este matraz se emplea como colector, mantenido en un bafio
de hielo-sal comun, en el aparato de destilacién, recogiendo un volumen adecuado del
4cido nitrico anhidro que en las condiciones de trabajo destila entre 45 y 46 °C.

El matraz se lleva entonces al aparato de la fig. 33 y se mantiene durante unas horas
a temperatura ambiente y posteriormente a 70°C en bafio de agua. El contenido de
matraz se filtra entonces en una placa con exclusién de la humedad (fig. 32) se lava
con ciclohexano anhidro y se seca el s6lido por paso de una corriente de aire seco.

La presencia de cloro en los gases de reacci6én se comprueba con fluorescefna (30).
El s6lido que resulta presenta un color blanco y huele ligeramente a di6xido de nitré-
geno. El s6lido da reacciones positivas de iones titanio (62) y débiles reacciones de ni-
trato (68). No contiene i6n cloruro.

Experiencia 27

Tiempo de reacci6n: 3 horas. Temperatura: 70 °C.

Reactivos empleados: 2,8367 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en cloruro de 51,91 9 y 15 mls. de 4cido nitrico anhidro.

An4lisis del s6lido: El s6lido se disuelve en suficiente cantidad de agua y se detfer-
mina titanio por precipitacién (65). Las determinaciones cuantitativas de nitrito y nitrato
no se mencionan puesto que su contenido no llega al 2 %.

Titanio. — 0,20662 grs. muestra dan 0,07750 grs. TiO, ; corresponde a 22,50 % de Ti.

Ezperiencia 28

Tiempo de reacci6n: 2 horas. Temperatura 70 °C.
Reactivos empleados: 1,8268 grs. de oxodicloruro de titanio con un contenido en
cloruro de 51,91 % y 15 mls. de 4cido nitrico anhidro.

Anélisis del s6lido:

Titanio. — 0,20108 grs. muestra dan 0,07284 grs. Ti0, ; corresponde a 21,73 % de Ti.
El espectro infrarrojo de la sustancia se realiza siguiendo la técnica descrita en la
pag. 113.

ENSAYO 17. La reaccion del oxodicloruro de titanio (IV) com amoniaco anhidro.

El amoniaco se produce por calentamiento de una mezcla a partes iguales en peso (i@
«<loruro aménico y 6xido de calcio, ligeramente humedecida con agua. El amonfaco des-
prendido de esta forma se hace atravesar por un tubo de metro y medio de longitud
aproximadamente, conteniendo lentejas de potasa catstica, para su secado.

Se utiliza el aparato indicado en la fig. 35 en cuyo matraz se pone una cantidad pe-
sada de oxodicloruro de titanio (IV) que se mantiene en suspensién en cloroformo
anhidro, mediante agitacién magnética.

La reacci6n. se conduce a temperatura ambiente. El residuo final de la reaccién se
deja” decantar, se filtra en placa con exlusién de la humedad (fig. 32), se lava varias
veces con cloroformo anhidro y se seca por pasc de aire seco.

El s6lido da reacciones positivas de iones cloruro (30), titanio (62 y amonfaco (69) y
huele fuertemente a amonfaco. Es extraordinariamente higroscépico.
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Ezxzperiencia 29

Tiempo de reaccién: 3 horas. Temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 5.0860 grs. de oxodicloruro de titanino (IV) con un contenido
en cloruro de 51,91 % y 60 mls. de cloroformo anhidro.

Analisis del s6lido: La muestra se recoge sobre agua. En la disolucién se determind
cloruro (64), titanio (65) y amonfaco (70).

Titanio. — 0,17342 grs. muestra dan 0,07081 grs. Ti0,; corresponde a 24,50 %
de Ti.

0,20572 grs. muestra dan 0,08160 grs. Ti0,; corresponde a 23,80 % de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la primera precipitaciéon — 25 mis. AgNO, 0,1009 N -

8,48 mls. KSGN 0,1007 N; corresponde a 34,11 % de Cl.

Filtrado de la segunda precipitacién — 25 mis. AgNO, 0,1009 N — 5,45 mls. KSCN
40,1007 N; corresponde a 34,01 9% de Cl.

Amoniaco. — 0,31933 grs. muestra — 28,35 mls. CIH 0,0960 N; corresponde
30,81 % de NH,.

0,22193 grs. muestra — 19,55 mls. C1H 0,0960 N; corresponde a 30,71 % de NH,.

0,39458 grs. muestra se destilan con NaOH sobre 100 mls. CIH 0,0960 N — 21,80 mls:
NaOH 0,1010 N; coresponde a 31,86 % NH,.

Oxigeno. — Resulta 8,45 %.

Indeterminado. — Residuo 1,48 %.

'ENSAYO 18. Estudio de las propiedades de los compuestos preparados a partir del oxodicloruro
de titanio (IV) con acidos organicos. :

Solubilidad. — Los disolventes empleados en los ensayos se secan siguiendo los
‘mismos procedimientos ya descrifds en la pdg. 112. Los ensayos se realizan en tubo de
ensayo agitando el sélido con el disolvente a la temperatura ordinaria o en caliente,
filtrando y determinando la presencia de iones titanio en la disolucién (62).

Estabilidad térmica. — Estos ensayos se realizan empleando el mismo aparato y si-
guiendo la misma técnica que la descrita en la pdg. 110. Las muestras tomadas son res-
pectivamente las siguientes:

¥n atmésfera de N, seco:

Trioxodiformiato de titanio ... 273,10 mgrs. fig. 14
Oxodiacetato de fitanio e e s a2B0S 19 mprss figil
Trioxodiacetato de titanio ... ... ... ... ... ... ... 143,32 mgrs. fig. 16
Oxodipropionato de titanio ... ... ... ... ... ... 277,63 mgrs. fig. 17
Trioxodipropionato de titanio ... ... ... ... ... ... 275,30 mgrs. fig. 19
Trioxodibutirato de titanio ... ... ... ... ... ... ... 268,256 mers. fig. 21
Diclorodiacetato de titanio 270,92 mgrs. fig. 23
Fn atmésfera de CO, seco:
Oxodipropionato ed titanio ... ... ... ... ... ... 250,96 mgrs. fig. 18
Trioxodipropionato de titanio ... ... ... ... ... ... 283,49 mgrs. fig. 20
Trioxodibutirato de titanio ... 295,31 mgrs. fig. 22
‘Diclorodiacetato de titanio ... 269,77 mgrs. fig. 24

ENSAYO 19. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con éxido de cromo (VI).

La reaccién se realiza en el aparato de la fig. 33, poniendo en el matraz de reaccién
una cantidad de 6xido de cromoe (VI) que se conoce por diferencia de peso y afadiendo
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por el extremo del refrigerante un volumen conocido de cloruro de titanio (IV). El 6xi-
do de cromo (VI) ha sido desecado previamente en estufa a 130 °C durante 12 horas.

Se mantiene el s6lido en agitacién y simultineamente se hierve a la temperatura de-
reflujo hasta que el liquido que refluye del refrigerante aparece incoloro. Se produce
desprendimiento de cloro (30). El residuo del matraz se vierte entonces en una placa
(fig. 32) se lava con ciclohexano anhidro y se seca finalmente por paso de una corriente-
de aire seco.

Se ensaya a disolver el s6lido en los disolventes del oxodicloruro de titanio (IV) (véa-
se pdg. 9) y en todos los casos se encuentra que los disolventes que disuelven algo del
oxodicloruro, disuelven también el compuesto de cromo, no siendo posible la resolu-
cién de la mezcla por extraccién en Soxhlet.

Haciendo uso de la reaccién del oxodicloruro de titanio (IV) con cloruro de hidrége-
no gaseoso seco, se intenta separar la mezcla por este procedimiento, para lo cual se
pone el s6lido resultante de la reaccion en un matraz segin indica la fig. 35 y se pasa
corriente de cloruro de hidr6geno, sin conseguir ain después de prolongado tratamiento
la desaparici6n del i6n titanio en el s6lido, aunque si se consigue un enriquecimiento.

Ezperiencia 30

Tiempo de reaccién: 18 horas a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 5,2565 grs. de 6xido de cromo (VI) y 50 mils. de cloruro de
titanio (IV).

Anilisis del sélido: La muestra sélida se recoge sobre agua acidulada con &cido sul-
firico, se precipita con nitrato de plata y se oxida Cr (III) a cromato con persulfato
potésico (71), para determinarlo como fal, frente a disolucién valorada de Fe (II) (72).

En muestra separada se precipita con amoniaco (65) y se calcina la mezela de 6xidos
de titanio (IV) y cromo (III), de donde se deduce el contenido en titanio. En el filtrado
de esta precipitacién o en muestra separada se determinan cloruros por volumetria (64)
o gravimetria (31).

Cromo. — 0,23520 grs. muestra se oxidan — 50 mls. Fe (II) 0,0918 N — 20,45 mls.
KMnO, 0,1088 N; corresponde a 17,40 % de Cr.

Titanio. — 0,1686 grs. muestra dan 0,09852 grs. precipitado de 6xidos — corres-
ponden 0,04284 grs. Cr,0, y 0,05568 grs. Ti0,; corresponde a 19,80 % de Ti.

Cloruro. — 0,13471 grs. muestra dan 0,28551 grs. ClAg; corresponde a 52,20 %
de CI.

Ozigeno. — Resulta 10,60 %. (Por diferencia a 100).

Ezperiencia 31

Tiempo de reaccién: 21 horas a la temperatura ambiente.

Reaclivos empleados: 2,0064 grs. del s6lido preparado en la Experiencia 30; 80 mls..
de éter etilico; se satura pasando corriente de cloruro de hidrégeno seco.

Andlisis del s6lido: 0,97235 grs. de muestra se llevan a 250 mls. en matraz aforado.

Cromo. — 25 mls. disolucién oxidados — 50 mis. Fe (II) 0,0918 N — 29,23 mls.
KMnO, 0,1088 N; corresponde a 25,12 % de Cr.

Titenio. — 100 mls. disolucién dan 0,20596 grs. 6xidos; corresponde 0,14264 grs.
Cr,0, y 0,06332 grs. Ti0,; corresponde a 9,76 % de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la precipitacién anterior — 100 mls. AgNO, 0,1006 N —
32,35 mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 60,81 % de Cl.

Ozigeno. — Por diferencia a 100 resulta 4,31 %.
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ENSAYO 20. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con dioxodicloruro de cromo (VI).

El dioxodicloruro de cromo (VI) se prepara (73) goteaando 4cido sulfiirico sobre una
mezela de dicromato potdsico y cloruro sédico bien secos y se purifica posteriormente
por destilacién. ) :

La reaccién se realiza en el aparato de la fig. 33 poniendo en el matraz un volumen
conocido del reactivo y manteniéndolo en agitacién se afiade por el extremo del refrige-
rante un volumen conocido de cloruro de titanio (IV).

La reacci6n se mantiene en agitacién y a reflujo hasta que desaparece el color rojo
del liquido que refluye del refrigerante, con lo cual resulta un liguido de color rojo
m4s intenso que en las reacciones del Ensayo 19.

El s¢lido se filtra en placa con exclusién de la humedad (fig. 32), se lava con eci-
clohexano anhidro y se seca por paso de una corriente de aire seco.

Ezperiencia 32

Tiempo de reacci6n: 8 horas a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 3 mls. de dioxodicloruro de cromo (VI) y 30 mls. de cloruro
de titanio (IV).

Andlisis del s6lido: 0,61612 grs. de sélido se recogen sobre agua acidulada y se lle-
van a 500 mls. en matraz aforado.

Las determinaciones analiticas se realizan como en las Experiencias del Ensayo 19.

Cromo. — 100 mls. disolucién oxidados — 25 mls. Fe (II) 0,0918 N — 5,17 mls. de
KMnO, 0,1088 N; corresponde a 24,37 % de Cr.

Titanio. — 100 mls. disoluci6én dan 0,05374 grs. 6xidos; corresponden 0,04384 grs.
Cr,0, y 0,00990 grs. Ti0,; corresponde a 4,82 % de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la precipitacién anterior — 50 mls. AgNO, 0,1006 N —
26,75 mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 63,82 % de Cl.

Ozigeno. — Por diferencia a 100 resulta 6,99 %.

ENSAYO 21. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con éxido de molibdeno (IV).

El 6xido de molibdeno (VI) empleado en esta reaceién es un producto purisimo
Schuchardt, que se ha desecado previamente en estufa a una temperatura de 110-120° C
durante 10 horas. En otra preparacién y con el objeto de ver diferencias de comporta-
miento, se empleé 6xido de molibdeno (VI) preparado por acidulacién con 4cido nitrico
de una disolucién en hidréxido sédico del 6xido antes mencionado y posterior deseca-
cién (39).

La reacci6n es lenta y no se consigue nunca la conversién completa salvo en el
caso en que se emplea el 6xido precipitado.

Se emplea el aparato indicado en la fig. 33 poniendo en el matraz una cantidad pe-
sada de 6xido de molibdeno (VI) y afiadiendo por el extremo del refrigerante un volu-
men conocido de cloruro de titanio (IV). La reacci6n se mantiene varias horas a la tem-
peratura de reflujo.

Una vez que se da por terminada la reaccién, se Secan los cristales en el mismo, re-
frigerante por pasc a su través de una corrlente de aire seco y se conservan para sa
andlisis posterior en desecador. El residuo sélido del matraz se filtra en placa, se lava
sucesivamente con ciclohexano y se seca posteriormente por paso de aire seco.

El filtrado se puede concentrar para su cristalizacién o todavia resulta més cémodo
realizar la misma por precipitacién afiadiendo ciclohexano, benceno o éter de petréleo
sobre la disolucién saturada. El s6lido da las reacciones caracteristicas de los iones ‘clo-
ruro y molibdeno (VI).

Los cristales se pueden purificar por disolucién en ciclohexano en caliente y poste-
rior recristalizaci6n.

El residuo s6lido del matraz de reaccién es soluble en agua solamente cuando se aci-
dula fuertemente con -4cido sulfurico concentrado y se hierve. Esta insolubilizacién del
oxodicloruro de titanio (IV) es caracteristica de su descomposici6n térmica.
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Fzperiencia 33

Tiempo de reaccién: 62 horas. Temperatura: 24 horas a la temperatura de reflujo y
el resto a temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 1,2524 grs. de 6xido de molibdeno (VI) y 20 mls. de cloruro
de titanio (IV).

Anglisis del sélido cristalino del refrigerante: Los cristales se recogen sobre agua
Yy en la disolucién se determina cloruro por gravimetria (31) o volumetria (64) y molib-
deno por precipitacién como oxinato (40).

0,90790 grs. de sélido se disuelven y enrasan en malraz aforado de 100 mls.

Cloruro. — 20 mls. disolucién dan 0,26134 grs. ClAg; corresponde a 35,55 %
de CL

20 mls. disolucién — 40 mls. AgNO, 0,1013 N — 23,00 mls. KSCN 0,0969 N; corres-
ponde a 35,59 % de Cl.

Molibdeno. — 20 mls. disolucién dan 0,37421 grs. oxinato; corresponde a 47,40 %
de Mo.

Ozigeno. — Por diferencia a 100 resulta 17,03 %.

Anilisis del residuo sélido del matraz. — Una muestra se recoge sobre agua, se aci-
dula fuertemente con 4cido sulfiirico, se hierve y se filtra. En el filtrado se determina
titanio (65) y cloruro (64).

Otra muestra se recoge sobre agua, se afiade hidréxido sédico, se hierve y se filtra.
En la disolucién se determina molibdeno. :

0,25232 grs. de sélido se disuelven en 4cido y se enrasa en matraz aforado de
100 mls.
Titanio. — 50 mls. disolucién dan 0,07528 grs. Ti0, ; corresponde a 35,80 % de Ti.

Cloruro. — 20 mls. disolucién — 25 mls. AgNO, 0,1006 N— 11,38 mls. KSCN
0,1051 N; corresponde a 37,05 % de CI.

Molibdeno. — 0,16214 grs. muestra se disuelven en 4&leali; el filtrado produce
0,03451 grs. de oxinato; corresponde a 7,35 9% de Mo.

Eiperiencia 34

Tiempo de reaccién: 8 horas. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 2,1315 grs. de 6xido de molibdeno (VI) y 20 mls. de cloruro
de fitanio (IV).

Andlisis del s6lido cirstalino del refrigerante:

1,21131 grs. muestra se enrasan a 250 mls. en matraz aforado.

Cloruro. — Dos muestras de 25 mls. disolucién — 15 mls. AgNO, 0,1013N — 3,37 y
3,23 mis. respectivamente KSCN 0,0969 N; corresponde a 35,14 % de Cl.

Molibdeno. — Los muestras de 50 mls. disolucién dan respectivamente 0,50906 y
0,50864 grs. de oxinato; corresponde a 48.31 % de Mo.

Ozigeno. — Calculado por diferencia a 100 resulta 16,55 o

Ezperiencio 85
Tiempo de reaccién: 28 horas. Temperatura: 8 horas a la temperatura de reflujo
¥ 20 horas a temperatura ambiente.

: Reactivos empleados: 5,1100 grs. de 6xido de molibdeno (VI) obtenido por precipita-
cién y 25 mis. de cloruro de titanio (IV). i

Anélisis de los cristales del refrigerante. — 0,50091 grs. muestra se enrasan a
250 mls. en matraz aforado.

Cloruro. — Dos muestras de 25 mls. disolucién — 15 mls. AgNO, 0,1009 N — 10,37
y 10,25 mis. respectivamente de KSCN 0,1007 N; corresponde a 33,58 % de CL.
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Molibdeno. — Dos muestras de 25 mls. disolucién dan 0,10668 y 0,10622 grs. res-
pectivamente de oxinato; corresponde a 48,88 9% de Mo.

Ozigeno. — Por diferencia a 100 resulta 17,54 %

ENSAYO 22. La reaccién del cloruro de titanio (IV) con 6xido de wolframio (VI).

Se emplea 6xido de wolframio de Fluka A. G. de 99,9 % de pureza.

La reacci6n se realiza en el aparato de la fig. 33, poniendo en el matraz una canti-
dad pesada del 6xido y afiadiendo por el extremodel refrigerante un volumen conocido
de cloruro de titanio (IV). La reaccién se mantiene a la temperatura de reflujo prolon-
gadamente y al final de este tratamiento se saca el contenido del matraz a una placa de
filtracién con exclusién de la humedad (fig. 32), se lava con ciclohexano y se seca
por paso de aire seco.

No se observa modificacién alguna y el producto final corresponde a la composicién:
del 6xido inicial.

Ezxperiencia 36

Tiempo de reacci6n: 39 horas a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 2,5143 grs. de 6xido de wolframio (VI) y 25 mls. de cloruro
de titanio (IV).

Anélisis del sélido. — El s6lido es totalmente soluble en hidréxido s6dico en calien-~
te. En la disolucién se determina wolframio por precipitacién en forma de 6xido (74).

Wolframio. — 0,15476 grs. muestra dan 0,15028 grs. de WO,; corresponde a.
97,11 % de WO,. '

ENSAYO 23. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con 4cido sulfiirico anhidro.

El 4cido sulfirico anhidro se prepara a partir de 4cido sulfdrico fumante qufmica-~
mente puro Probus del 20 9 de SO, libre, por adicién de la cantidad tebricamente
calculada de agua y posterior ajuste por valoracién de una muestra frente a hidréxido
sédico, procurando dejar un ligero exceso de SO,.

El aparato utilizado es el indicado en la fig. 34 en cuyo matraz se pone la mezcla
de cloruro de titanio (IV) y tentracloruro de carbono, en canfidades determinadas por
medida del volumen. La salida de gases se efectia por la segunda salida del matraz a
través de un refrigerante terminado en un tubo de cloruro de calcio anhidro.

Los gases desprendidos est4n constituidos por cloruro de hidrégeno (30) y anhidride
sulfirico (75).

La reaccién se conduce en todos los casos haciendo una pequeiia adicién de dcido y
calentando después a reflujo hasta la total eliminacién de gases, para afnadir después
otra nueva cantidad y repefir sucesivamente la operacién hasta haber afiadido todo el
dcido, que siempre se calcula en defecto sobre el cloruro de titanio (IV) utilizado.

El s6lido se deja decantar y posteriormente se filtra (fig. 32) se lava con tetracloruro
de carbono o cloroformo y se seca por paso de aire seco. La superficie del sélido en ia
placa “adquiere inevitablemente un color blanco como. consecuencia de la hidrélisis, -
pesar de secar cuidadosamente el aire, lo cual pone de mamflesto la avidez de esta sus-
tancia por el agua.

Cuando el lavado se efectia con tolueno o xilol ]a sustancia adquiere un color
martén, que ‘ya no se puede eliminar por lavado con otro dlsolvente ni secado.

Una vez seco se conserva en desecador para realizar mmedlatamente lag determina-~
ciones analificas. “El“filtrado ‘da en ‘tods los casos reacciones positivas de iones sulfate
(75), cloruro (30) y-titanio (62). El s6lido da reacciones positivas para los mismos “jones.
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Ezxperiencia 37

Tiempo de reaccién: 24 horas. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 10 mls. de cloruro de titanio (IV); 30 mls. de tetracloruro de
carbono y 7,5 mls. de &cido sulfirico anhidro.

Anélisis del s6lido: El s6lido se recoge sobre agua. y en la disolucién se det,ermma
cloruro (64); titanio (65), sulfato (67) e hidrégeno (70).

1,55320 grs. muestra se recogen sobre agua y después de a.cldular con dcido nitrico
se aumenta en matraz aforado de 500 mls.

Titanio. — Dos muestras de 100 mls. disolucién dan respectivamente 0,06896 y
0,06866 grs. de Ti0,; corresponde a 13,29 % de Ti.

Cloruro. — 50 mls. disolucién — 20 mls. AgNO, 0,0999 N — 19,15 mls. KSCN 0,0979
N; corresponde a 2,81 % de Cl.

Sulfato. — Dos muestras de 100 mls. dan 0,59180 y 0,59138 grs. respectivamente de
S0,Ba; corresponde a 77,95 % de SO,.

szrogeno — 0,49070 grs. muestra s6lida — 57,10 mls NaOH 0,0962 N ; corresponde
a 1,12 % de H.

Ozigeno. — Resulta 4,83 9%.

Indeterminado. — 0,00 %.

Ezperiencia 38
. Tiempo de reaccién: 24 horas. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 10 mls. de cloruro de titanio- (IV) 200 mils. de tetracloruro de
carbono y 7,5 mls. de 4cido sulfirico anhidro. :

Anglisis® del s6lido: 2,17897 grs. se enrasan a 500 mls. de matraz aforado.

Titanio. — Dos muestras de 100 mls. dan 0,09572 y 0,09574 grs. respectivamente de
Ti0, ; corresponde a 13,18 9, de Ti.

Cloruro. — 50 mls. disolucién — 10 mls. AgNO, 0,0999 N — 9,00 mls. KSCN
0,0979 N; corresponde-a 1,92 % de ClL

Sulfato — Dos muestras de 50 mils. dan respectivamente 0,41001 y 0,41067 grs.
SO Ba ; corresponde a 77,38 % de S0,.

szrogemo — 0,36446 grs. séhdo — 41,35 mls NaOH 0,09062 N; corresponde a
1,00% H. .

Ozigeno. — Resulta 4,64 %.

Indeterminado. — Residuo 1,79 %.

Experiencia 39

Tiempo de reaccién: 23 horas (16 horas en reposo). Temperatura: 7 horas a la tem-
peratura de reflujo.

‘Reactivos empleados: 5 mis. de cloruro de titanio (IV), 90 mis. de tetracloruro de
carbono y 3 mig. de 4cido sulfirico anhidro.

Andlisis del sélido: 1,62000 grs. de muestra sélida se enrasan en matraz aforado
de 500 mls. { e

Titanio. — Dos muestras de 100 mls, dan respectlvamente 0,06871 y 0,06972 grs. de
TIO,, corresponde a 12,91 % de Ti.

Cloruro. — Filtrados de las procipitaciones anteriores 10 mis. AgNO, 0,1006 N —
8,66 y 8,75 mis. respectivamente de KSCN 0,1051 N; corresponde a 1,00 % de CL

Sul/ato — Dos muestras de 50 mls, d1801u0‘6n dan respectivamente 0,30356 y
0,30306 grs. SO,Ba; corresponde a 76,95 % de S0,.

losﬂzzr%%erg) — 036329 grs. sblido — 38,55 mls NaOH O,IO}ff'N ;- .corresponde a
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Ozigeno. — Resulta 4,38 9.
Indeterminado. — Residuo 3,68 %.

Ezperiencia 40

Tiempo de reaccién: 18 horas en agitacién y 140 horas en reposo. Temperatura:
18 horas a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 15 mls. de cloruro de titanio (IV) 100 mls. de tetracloruro de
-carbono y 11 mls. de 4cide sulfirico anhidro.

Anélisis del s6lido. — 1,61869 grs. de muestra se enrasan a 500 mls. en matraz
:aforado.

Titanio. — Dos muestras de 100 mls. dan respectivamente 0,06940 y 0,06926 grs. Tio, ;
:corresponde a 12,85 9, de Ti.

Cloruro. — Los filtrados de las precipitaciones anteriores — 10 mls. AgNO,
00,1006 N — 9,35 y 9,40 mls. respectivamente de KSCN 0,1051 N; corresponde a
4,71 9% de CL

Sulfato. — 50 mls. disolucién dan 0,29908 grs. SO,Ba; corresponde a 75,94 %
de SO,.

Hidrégeno. — 0,24718 grs. de s6lido — 27,35 mls. NaOH 0,1014 N; corresponde a
1,12 9% de H. :

Ozigeno. — Resulta 4,90 %.

Indeterminado. — Residuo 0,48 9%.

El espectro infrarrojo de esta sustancia se realiza siguiendo la técnica descrita en
da pég. 113.

ENSAYO 24. La reaccién del cloruro de titanio (IV) con acido mitrico.

‘Acino NiTRICO ANHIDRO

El 4cido anhidro se obtiene (37) destilando una mezcla de 4cido nitrico fumante
Probus con doble volumen de 4cido sulfirico fumante y recogiendo la fraccién que des-
tila a presién reducida entre 456 y 49 °C, directamente sobre el embudo de bromo que
se montard més tarde en el aparato de reaccién de la fig. 34.

En el matraz de reaccién se pone una mezcla de vohimenes conocidos de cloruro de:
titanio (IV) y tretracloruro de carbono o cloroformo anhidros.

Se afiade entonces goteando el é&cido nftrico y después se mantiene en agltamén a
‘femperatura ambiente hasta-que cesa el desprendimiento gaseoso por el tubo de clorure
«de calcio.

Se vierte el contenido del matraz en una placa de filtracién con exclugién de la hu-
medad (fig. 32) y se lava con cloroformo o .tretracloruro de carbono; después se seca
:por paso de una corriente de aire seco.

El sélido resultante presenta un color amarillo, es fécilmente hidrolizable al aire
y se disuelve en agua. La reaccién de la disolucién es positiva para los iones titanio (62),
-cloruro (30) y nitrato (68). -

‘Experiencia 41

Tiempo de reaccién: 2 horas. Temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 5 mls. de cloruro de titanio (IV); 50 mls. de tetracloruro -de
«carbono y 3 mls. de 4cido nitrico anhidro.

. Anélisis .del s6lido: El s6lido se recoge en agua y en la disolucién se determina
«cloruro (64), titanio (65) y nitrato (41).

. 1,73078 grs, de s6lido se enrasan a 500 mls.

Titanio. — Dos muestras de 100 mis. dan 0,16747 y 0,16734 grs. respectivamente de

TiO, ; corresponde a 29,01 % de Ti. :

A
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Cloruro. — Dos muestras de 25 mls. — 10 mls. Agl\"O3 0,0999 N — 4,85 mls. (em
ambas) KSCN 0,0979 N; corresponde a 21,47 9 de Cl.

Nitrato. — Dos muestras de 25 mls. — 256 mls. de Fe (II) 0,1710 N — 2435 y
24,25 mls. respectivamente de K,Cr,0, 0,1044 N; corresponde a 37,63 % de NO,.

Un ensayo en blanco con los mismos volimenes consume 39,40 mls. de K, Cr,0.
0,1044 N.

Ozigeno. — Resulta 9,66 %.

Indeterminado. — Residuo 2,23 9%

Ezperiencia 42 : :

Tiempo de reaceién: 2 horas. Temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 5 mils. de cloruro de titanio (IV); 30 mis. de cloroformo an-
hidro y 2 mls. de é&cido nitrico anhidro.

Anélisis del s6lido: 1,24983 grs. de muestra se enrasan en matiraz aforado de 250 mls.

Titanio. — Dos muestras de 50 mls. dan. respectivamente 0,11230 y 0,11284 grs. TiO, ;.
corresponde a 27,02 9 de Ti.

Cloruro. — Dos muestras de 25 mls. disolucion — 20 mls. AgNo, N — 13,15 mls..
(en ambas) KSGN 0,0969 N; corresponde a 21,33 9 de Cl.

Nitrato. — Dos muestras de 25 mls. disolucién — 25 mlis. Fe (IIj 0,1812 N — 21,70 y
21,75 mls. respectivamente de K,Cr,0, 0,1021 N; corresponde a 35,66 % de NO,.

Un ensayo en blanco con los mismos volimenes consume 42,85 mis. de K Cr,0_
0,1021 N.

Oxigeno. — Resulta 8,64 9.
Indeterminado. — Residuo 7,35 %.

ACIDO NITRICO CONCENTRADO

La reacci6n se realiza en el mismo aparato que la anterior.

El 4cido nitrico empleado es un producto reactivo Probus con una concentracién co-
rrespondiente a 40° Baumé, densidad 1,38.

Se deja gotear el &cido sobre el cloruro de titanio (IV) manteniendo el matraz e
reacei6n al calor de un bafio de arena, después de las primeras adiciones.

Inmediatamente se empiezan a observar en el refrigerante unos cristales de color
amarillo. Se sigue calentando y haciendo pequenas adiciones de 4cido basta tener una
buena cantidad de cristales en el refrigerante. Durante el transcurso de la reaccién
s produce desprendimiento gaseoso de cloruro de hidrégeno (30) y cloro por el tubo:
de cloruro de calcio. _

El refrigerante se monta en un fren de desecacién como en la fig. 32 y mediante
el paso de una corriente de aire seco, se consiguen eliminar los 1ltimos residuos de clo-
ruro de titanio (IV). Una vez secos los cristales se conservan en desecador para su pos-—
terior deferminaci6n analitica. ‘

La sustancia se disuelve en agua con fuerte desprendimiento gaseoso de cloruro de !
hidrégeno y vapores nitrosos. Su disolucién da las reacciones caracteristicas de los iones: ‘
cloruro (30), titanio (62) y nifrito (68).

Expériencia 43

Tiempo de reaccién: 30 minutos. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleadog: 25 mls. de cloruro de titanio (IV) y 5 mis. de 4cido ‘nitrico
concentrado.

Anélisis del s6lido cristalino. — Una muestra se recoge sobre agua acidulada y en

la disolucién se determina cloruro (64) y titanio (65). Otra muestra sé recoge sobre hi-
dréxido sédico diluido, se filtra y en el filtrado se determina nifrito (76).
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Titanio. — 0,09960 grs. de muestra sélida dan 0,02840 grs. Ti0,; corresponde a:
17,62 9 de Ti.

Cloruro. — Filtrado de la precipifacién anterior —25 mls. AgNO, 0,1009 N— 7,70 mis.
KSCN 0,1007 N; corresponde a 64,13 9 de QCl.

0,08357 grs. de muestra sflida — 25 mls. AgNO, 0,1009 N — 10,05 mls. KSCN
0,1007 N ; corresponde a 64,09 % de Cl.

Nitrito. — 0,12325 grs. de muestra s6lida se enrasan en matraz aforado de 250 mls.

Dos muestras de 100 mls. — 20 mls. KMnO, 0,1140 N- — TK — 19,20 mls. (en ambas)
de Na,S,0, 0,1050 N; corresponde a 11,68 % de NO.

Indeterminado. — Residuo 6,59 %.

Experiencia 44

Tiempo de reaccién: 30 minutos. Temperatura de reflujo.

Reactivos empleados: 15 mls. de cloruro de titanio (IV) y 3 mls. de &cido nitrico-
concentrado.

Anélisis del sélido: 0,33170 grs. de s6lido se recogen en disolucién diluida de hidrd--
xido gédico. Se filtra y se enrasa el filtrado en matraz aforado de 250 mls.

Titanio. — El precipitado de la muestra anterior da 0,10454 grs. de TiO,; corres--
ponde a 18,91 9 de Ti. S

Cloruro. — Dos muestras de 26 mls. disolucién — 15 mls. AgNO, 0,1009 N — 8,60 y
8,70 mls. respectivamente de KSCN 0,1007 N; corresponde a 68,82 /) de Cl.

Nitrito. — Dos muestras 25 mls. disolucién — 15 mls. KMnO . 0,1140 N — IK — 15,10
v 15,15 mils. respectivamente de Na,S,0, 0,1050 N; corresponde a 11,07 9 de NO.

Indeterminado. — Residuo 1,20 %.

Los espectros infrarrojos de las sustancias preparadas en este Ensayo se realizaron
siguiendo la técnica descrita en la pag. 113, haciendo uso del dispositivo de “caja seca”.

ENSAYO 25. La reaccion del cloruro de titanio (IV) con &cido i6dico.

Se emplea 4cido i6dico reactivo Probus previamente desecado en estufa durante 24
horas a 100 °C.
La reaccién se realiza en el aparato de la fig. 33 poniendo en el matraz de reaccién
un volumen conocido de cloruro de titanio (IV) y afadiendo por el extremo del refri--
gerante una cantidad de 4cido i6dico, conocida por diferencia de pesada.

La Teaceci6n se mantiene a la -temperatura de refIU]o rodeando el matraz de cordén
de amianto.

Los cristales obtenidos en el refmgerante 8¢ conservan en el mismo -eon execlusién
de la humedad para realizar su andlisis, sin ser lavados previamente.

El residuo del matraz se filtra (fig. 32), se lava insistentemente con tetracloruro des
carbono y el sé6lido blanco que resulta se seca por paso de aire..seco. El sélido da las
reacciones caracteristicas de los iones cloruro (30) y titanio (62\ :

E:L'pea iencia 45

Tiempo de reaccién: 10 horas. Temperatura: 5 horas.a ia temperatura de reflujo y
el resto a temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 3,7714 grs. de dcido iédico y 30 mis. de cloruro de tltamo (IV)-

. Andlisis del residuo s6lido del matraz: 1 ,23105 grq se dlsuehen en agua acidulada
y se -enrasa en matraz aforado ‘de 500 mls. i

Titanio. — Dos muestras 50 mls. dlsolumén dan 0,07490 Y 007540 grs. T]O
rresponde a 36,62 % de Ti.
“- Cloruro. — Dos milestras 50 mis. disolucién — 20° mis. AgVO 10,0999 N— 378 y
3,90 mis. respectivamente de KSCN 0,0979 N; corrésponde a 46,64 9% de Cl.
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Ozigeno. — Resulta 13,92 %.

Indeterminado. — Residuo 2,82 %.

Andlisis de los cristales del refrigerante (véase pag. 87).

Muestra recogida sobre ioduro potdsico. — 0,07077 grs. de s6lido — 8,22 mis. Na, S0,
90,1014 N.

Muestra reducida con SO,. — 0,10200 grs. s6lido — 3,60 mils. Na,S,0, 0,104 N.

Reduciendo esta muestra a la anterior corresponden 2,60 mls. de Na,S,0, 0,1014 N;
sto da una relacién de volimenes de 8,22/2,50 = 3,288.
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Fic. 31. — Espectro de absorcién de CLI disuelto en TiCl,

Ezxperiencia 46
Tiempo de reaccién: 5 horas. Temperatura: 3 horas a la-temperatura de reflujo y ‘
-el resto & temperatura ambiente. S ; .
Reactivos empleados: 1,3368 grs. de dcido i6dico y 20 mls. de cloruro de titanio (IV). ‘
Andlisis del residuo sélido del matraz: 1,56220 grs. se enrasan en matraz aforado- {
‘de 500 mls. y
Titanio. — Dos muestras de 100 mls. dan respectivamente 0,19384 y 0,19410 grs.
‘Ti0, ; corresponde a 37,25 % de Ti.
Cloruro. — Filtrados de las precipitaciones anteriores 50 mls. AgNO, 0,1006 N — ;;';
9,20 y 9,25 mls. respectivamente de KSCN 0,1001 N; correspende a 46,60 9 de CL
Ozigeno. — Resulta 14,38 %.
Indeterminado. — Residuo 1,77 %.
Anédlisis de los cristalesd el refrigerante.
- lg{Ze.Is\{tra recogida sobre ioduro potdsico. — 0,09126 grs. s6lido — 10,80 mis. Na,S.0,

Muestra reducida con S0,. — 0,08431 grs. s6lido — 2,95 mls. Na,S.0, 0,1014 N.
Reduciendo como en el caso anterior, esta muestra a la anterior corresponde un- vo-

Jumen de 3,19 mls. de Na,S,0, 0,1014 N. Esto da una relacién de vohimenes de 3,385.
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ESPECTRO DE ABSORCION DE LA DISOLUCION DE TRICLORURO
DE I0DO EN GLORURO DE TITANIO (IV)

La disolucién obtenida en la filtracién se diluye con cloruro de titanio (IV) hasta que
presenta un color débil. Esta disolucién se pone en una de las cubetas con cuidadosa ex-
clusién de la humedad. En la otra cubeta se pone cloruro de titanio (IV).

Las medidas realizadas dan los valores sefialados en la siguiente tabla.

TaBra XXIV
Longitud de onda m w o, transmitancia
360 43,5
365 24,5
370 13,0
375 11,5
380 16,0
386 21,5
390 27,0
400 37,0
410 42,5
420 46,0
430 49,0
449 51,0
450 53,0
460 55,0
470 56,0
480 60,0
490 65,0
500 70,0
520 75,0
540 80,0
560 86,0
600 96,0
650 99,0
700 99,0
Conclusiones

1.* Tas reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) con 4cidos orgénicos anhidros.
llevan a la sustitucién de cloruro por ocilato, manteniéndose el esqueleto GTi-0—Ti 1
polimero del oxodicloruro, en la formacién de oxodiacilatos de titanio (Iv:. :

2.2 Las reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) con dcidos orgénicos en presencia
de agua, producen, ademds de la sustitucién de cloruro por acilato, la rotura solvolitica
de la cadena, que conduce a la formaeién de trioxodiacilatos de titanio (IV).

3.2 Mediante estas reacciones han sido preparadas por primera vez las.siguientes sus-
tancias: oxodiacetato y oxodipropionato de titanio y trioxodiformiato, ftrioxodiacetato.
trioxodipropionato y trioxodibutirato de titanio.

4.2 Fl anhidrido acético se comporta frente al oxodicloruro de titanio (IV) como um

acetato de acetilo y da lugar al mismo producto obtenido con dcido acético ,es decir, !
oxodiacetato de titanio. :

e
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5.2 (Cuando se hace actuar una mezcla de anhidrido y dcido acéticos sobre oxodiclo-
ruro de titanio (IV), el aumento de la disociacién del dcido acético se traduce en una
degradacién de la cadena, forméndose diclorodiacetato de titanio (IV).

6.2 La demolici6n térmica de las sustancias mencionadas revela que todas son férmi-
camente poco estables, pues su descomposicién comienza, en todos los casos, por debajo
de 100 °C. El residuo final es di6xido de titanio.

,.

7.2 El célculo de orden de reaccién y energias de activacién de todas estas descom-
posiciones, lleva a 6rdenes de reaccién préximos a 1 con oxodicloruro de titanio (IV)
vy dicloro diacetato de titanio (IV) y préximos a 2 con todos los oxoacilatos. Las ener-
gfas de activacién son inferiores a 15 kcal/mol, menos con trioxodipropionato de titanio
33,7 keal/mol).

8.2 Las reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) con dcidos m4s fuertes, como los
4cidos inorgénicos: sulfurico y nitrico anhidros y cloruro de hidrégeno gaseoso seco,
provocan, ademds de la sustitucién de cloruro, la degradacion de la cadena polimera.

9.2 Con amonfaco anhidro, a diferencia de lo que sucede con &cidos, no hay susti-
tucién de cloruro, pero se rompe la cadena polimera, forméndose dicloroamido titanato
amoénico, solvatado con dos moléculas de amoniaco. Este producto se prepara por pri-
mera vez.

10.2 La reaccién del cloruro de titanio (IV) con los 6xidos de cromo, molibdeno y
wolframio (VI), conduce a la formaci6n, respectivamente de una mezcla de cloruro de
cromo (III), oxodicloruro de titanio (IV) y diéxido de titanio; dioxodicloruro de molib-
deno (VI), no habiendo reaccién con el 6xido de wolframio (VI).

11.2 La reaccién del cloruro de titanio (IV) con 4cido sulfirico anhidro conduce a 'a
preparacién por primera vez del oxosulfato de titanio (IV) solvatado con dos moléculas
de 4cido sulfirico, con una estructura en cadena, en la que los grupos sulfato hacen d-
puente entre dos 4tomos de titanio.

12.2 La reaccién del cloruro de titanio (IV) con &cido nitrico acuoso concentrado, con-
duce a la formacién del compuesto TiCl, - CINO, cuya existencia era dudosa segin los
datos encontrados en la bibliografia.

13.2 La reaccién del cloruro de titanio (IV) con 4cido iédico anhidro, conduce a ix
formacién de oxodicloruro de titanio (IV) o su producto de descomposicién térmica
tricloruro de iodo.

142 Se dan los espectros infrarrojos de todas las sustancias preparadas por primera
vez en el curso del presente trabajo, en cuyos datos se apoyan las estructuras propuestas.
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INTRODUGCCION

Los espacios topol6gicos sobre los que generalmente se ha estudiado el problema de
la medida han sido espacios de Hausdorff localmente compactos. Sin embargo, como
‘hace notar Rodriguez-Salinas [1] estas medidas presentan el inconveniente de no admi-
tir de manera natural su definicién a todos los subespacios del espacio sobre el cual se
han definido. Esto se debe al hecho evidente de existir espacios de Hausdorff localmente
«compactos en los que no todo subespacio es localmente compacto.

Para salvar este inconveniente Rodriguez-Salinas considera ciertas medidas exterio-
Tes sobre espacios regulares. Con estas medidas que llama exteriores topolégicas, pues
gozan de propiedades dependientes de la topologia del espacio, éste posee un cierto ca-
récter de compacidad local, dependiente de la medida, carécter que generaliza en cierto
sentido el concepto de espacio localmente compacto.

Por otra parte el método que ha adquirido Gltimamente més desarrollo en la cons-
‘truccién de medidas sobre espacios localmente compactos es partir de un funcional li-
neal real y sobre el espacio de Riesz de las funciones f reales continuas y con soporte
compacto definidas sobre E que satisfacen

@) lu(hl = M ||fll
TS P
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donde M > 0 es una constante que depende solamente del soporte de f siendo ||| la
norma de f:

Ifll = sup {f(z) | z€E}.

Este método tampoco es apto para nuestra construccién de medidas sobre espacios
regulares pues como hace también observar Rodriguez-Salinas [1] existen segin No-
vak [2] y Hewitt [3] espacios de Hausdorff regulares, no completamente regulares, en
los que toda funcién real continua es una constante. Entonces si es E uno de tales
espacios es fécil ver que tendrd al menos dos puntos distintos z, y y si definimos:

T w() = (@) — @)

para toda funcién f real y acotada en E, resulta que y es un funcional lineal sobre el es-
pacio de Riesz de las funciones reales continuas y acotadas que safisfacen (i) para
M = 2. Ahora bien p(f) = 0 para toda funcién real continua f, en E, mientras que
existen funciones f semi-continuas inferiormente y acotadas en E, como por ejemplo la
funcién caracteristica del abierto G = E— {y} para las que se tiene u(f)=£0.

Entonces para evitar estos inconveniente en la construccién de medidas sobre un es-
pacio regular E. definiremos, como sucintamente indica Rodriguez-Salinag [4] un fun-
cional real y, sobre la familia &, de las funciones semi-continuas inferiormente no nega-
tivas definidas sobre E. Luego a partir de dicho funcional y,, se construird la integral
n*(f) de las funciones f reales no negativas sobre E, obteniendo de su restriccién a las
funciones caracteristicas de las partes de E, la medida exterior topol6gica sobre el es-
pacio E.

Este método presenta cierta semejanza con la construccién que hace Bourbaki [5]
de medidas exteriores en un conjunto cualquiera A a partir de medidas abstractas defi-
nidas sobre un subespacio vectorial R del espacio de todas las funciones numéricas fini-
tas definidas en A tal que el supremo de dos funciones de R pertenece a R. Sin embargo
el hecho de que nuestro conjunto E goce de una estructura topolégica hace que nuestras
medidas posean muchas propiedades no compartidas por las medidas construidas a par-
tir de medidas abstractas. Entre las propiedades de nuestras medidas andlogas a otrags
que deduce Bourbaki para su medidas podemos citar los resultados obtenidos en la pro-
posicién 2, teorema 6 y parte del teorema 1 de esta tesis.

Mientras que si p* es una medida sobre un espacio de Hausdorff E localmente com-
pacto se verifica para toda funcién ¢ semi-confinua inferiormente no negativa definida
sobre E.

wol@) = sup {u,() lo>Ffe®,},

donde @, es la familia de las funciones continuas no negativas, esto no ocurre en gene-
ral con las medidas exteriores topolégicas sobre espacios regulares como precisaremos
més adelante. Por ello no nos parece categérica la opinién de Bourbaki [5]() cuande
afirma que las medidas sobre espacios de Hausdorff localmente compactos son en cierto
sentido las még generales que se pueden construir. Se fundamenta dicha afirmacién (n
el hecho de que dada cualquier medida abstracta y definida sobre un espacio de Riesz
formado por funciones numéricas finitas sobre un conjunto A4, existe un espacio E lo-

calmente compacto y una medida p sobre E tales que el espacio L'(n), es isomorfo al
espacio L(u), donde con LX(y) designa el espacio separado asociado al espacio.
£L*(u) de las funciones integrales. (Andlogamente se define Ll(ﬁ)).

En el capitulo I se realiza la construccién de medidas exteriores topol6gicas sobre um
espacio regular E y se estudian lag funciones medibles, Para ello definimos un funcional
p, sobre la familia @, de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre
E que satisface las condiciones :

(A 1). o, + P,) = woly) + po(eps)-

(1) Parece ser que esta idea es debida a Kakutfani (véase L. Nachbin [6] “The Haar Integral”)..
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(A 2). Para toda familia {q|i€ I} filtrante (=) de funciones de ®, se tiene:

wo(@) = sup {pyle)|i €1}

siendo ¢ = sup {qfi€L}.
(A 3). Para cada x € E, existe una funcién ¢ € @, tal que

{p(.’L‘) >0 Yy P"o((P) < 00,

A partir de p, definimos la integral yu* sobre la familia de las funciones numéricas
no negativas definidas sobre E, de la manera siguiente:

- w* () =1nf {y, (@) [f=9ED,|.

Y como restriccién de p* a las funciones caracteristicas de las partes de E obtenemos
la funcién de conjunto siguiente:

pte p* (4) = p* (x)

donde x, es la funcién caracteristica de 4. '

Esta funcién de conjunto asi definida se ve fdcilmente que es una medida exterior
localmente finita, demostrdndose luego en el capitulo II que es una medida exterior
topolégica.

Uno de los resultados mé&s interesantes y en cuya demostracién interviene la regula-
ridad del espacio es el siguiente:

Si @,, @, son dos funciones semi-continuas inferiormente no negativas con
Q1 =, ¥ p, () <o se tiene

(ii) I"'?(q)l S Pal = !"‘O(q')lj — ()

resultado que a su vez va a jugar un papel fundamental en la demostracién de las
propiedades de las funciones medibles.

Entre las funciones no negativas definidas sobre E, de manera semejante que Caratheo-
dory para los conjuntos, se define el concepto de funci6n medible de la siguiente for-
ma: Una funcién f no negativa sobre E se dice p*-medible (o medible, si no da lugar
a confusién), cuando para toda funcién g no negativa se verifica

pw*(9) = u*(9,) + u’(g,)

con g1=1n‘f{f!g} Yy g2=g_g1'

Se ve sin embargo fdcilmente que en esta definicién basta exigir (iii) a las funcio-
nes ¢ = g semi-continuas inferiormente no negativas.

Como consecuencia de esta segunda definici6n y de (ii) se establece que toda fun-
ci6n semi-continua inferiormente no negativa es medible, probando luego a lo largo
de una serie de proposiciones y teoremas entre ofros los siguientes resultados:

a) Sif, y f, son iunciones medibles, también son medibles las funciones f, + f,
Yol

b) Si la sucesién {f } «, estd formada por funciones medibles, las funciones

sup {f,+ inf {f} mf y lmf,

n

también son medibles. En particular:

¢) Sila sucesién {f } =, es convergente y estd formada por funciones medibles, la

funcién lim f, también es medible.
d) Dada cualquier sucesién {f f =, de funciones no negativas se tiene
p' (i ) = Hmop*(f).

n n

soggiae
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e) Si {f },© es una sucesién no decreciente de funciones no negativas se verifica
u* (lim f) = Hm p*(f).
n n

Como consecuencia de algunas de las propiedades anteriores se da una caracteriza-
cién del concepto de funcién medible limitdindonos a exigir (iii) para las funciones semi-
continuas inferiormente no negativas con un numero finito de valores, y apoy&ndonos
en esta nueva definicién se encuentran los siguientes resultados:

a) Una condicién necesaria y suficiente para que una parte 4 de E sea y*-medible
es que su funcién caracteristica y, sea medible (en el sentido anterior).

b) Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién no negativa definida
sobre E sea medible (en el sentido anterior) es que lo sea en el sentido ordinario.

En el capitulo II se da la definicién de medida exterior topolégica sobre un espacio
regular y como se ha indicado anteriormente se demuestra que la medida exterior cons-
truida en el capitulo I es una medida exterior topolégica.

En el capitulo III se considera una medida exterior definida sobre un conjunto E
mediante un proceso andlogo al seguido en el capitulo I para la construccién de medi-
das exteriores topoldgicas. Se estudia entonces la forma de convertir dicha medida exte-
rior en una medida exterior topolégica al dotar a E de una estructura conveniente de
espacio regular.

Para ello supongamos una familia @  de funciones reales no negativas sobre I que
cumplen las condiciones :

B 1. x @E D,

(B 2). y, € D, °

(B 3). Si P ¢, € @, entonces g, + g, € B,.

B4. Si 9 € &, ¥ O0=a—=¢ (x) para todo z € E, entonces la funcién
(p(z) — o) € D,

(B 5). Sig€@, ya>0, lafuncién o€ @,.

(B 6). Si {g,|i€I} C®, siendo I cualquier conjunto de indices, la funcién
Sup {%liel} € 0.

(B7). Si{qll=j=n}C o, entonces la funcién inf {p|l =j=n} € ,.

(B8. Si z€ GCE y la funcién caracteristica y, € ®, existen dos subconjuntos
Fy G de E tales que € G'C F C G y las funciones caracteristicas y, . ¥ 7, € @,

Procediendo ahora en forma andloga al capifulo I construimos, mediante un funcio-
nal p, sobre & , una medida exterior p* sobre E. Para transformar la medida exterior
p* en una medida exterior topolégica dotamos al conjunto E de una estructura de es-
pacio topolégico regular tal que la familia ®, coincide con el conjunto de las funciones
semi-continuas inferiormente no negativas sobre E. Los abiertos de dicho espacio son
los conjuntos.

G ={olo@>al
para cada (p, o) €D, x R.

En el capitulo IV nos preguntamos si toda medida exterior topolégica p* sobre un
espacio regular E puede ser construida a partir de un funcional p, Sobre la familia &,
de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E mediante el procedi-
miento indicado en el capitulo I. La respuesta es afirmativa, resultando ademds, como
se deduce facilmente que el funcional y, que da lugar a la medida p* es tnico.

Para probar los anteriores resultados, dada una medida exterior topol6gica sobre £
definimos un funcional y’, sobre la familia @’ de las funciones ¢’ semi-continuas infe-

rio.rmente no negativas, finitas y con un nimero finito de valores de la manera si-
guiente :

Wo- l""o((Pl) = 2 a,, P:(Ek) (1 = k = n)
e
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donde
P =2 fgy l=k=mn

Definimos ahora el siguiente funcional y, sobre las funciones ¢ semi-continuas
inferiormente no negativas

B wo(@) = sup { ' (@)e =g € ¥}

Se ve que el funcional p, asi definido satisface las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3) ¥
que la medida exterior topolégica construida a partir de y, por el método del capitulo I
coincide precisamente con la p* inicial.

En el capitulo V se estudia una forma de construir el funcional y, a parfir de un
funcional real no negativo ¢ definido sobre una familia @ de funciones semi-continuas
inferiormente no negativag, donde se exige a ®" y ¢ las condiciones siguientes:

(C1). Sif,f,€d setienef, +f,€d yademis s (f, + f,) = o (i) + o (f)-
(C2). Sif, f, €@ se tiene sup {f,, f,} € @".
(C 38). Para cada funcién ¢ € ®” se verifica

e = sup {flo>f€D}.

(CG4). Si {f|i€l} es una familia filtrante (=) de funciones de & y f€ @ con
f=sup {f|t€I} resulta

o (f) =suwp {o ()| i€}
(C 5). Para cada ze E existe una funcién f€ @ tal que f(z) >0 y o(f) < oo.

Ahora definimos el funcional p, sobre la familia @,  de las funciones semi-continuds
inferiormente no negativas sobre E de la manera siguiente:

Bo wol@) = sup {o (Nl o =fE@}

probando a continuacién que dicho funcional ' satisface las condiciones (A 1), (A 2) y
(A 3) del capitulo I.

Como casos més interesantes de aplicaci6én de la construccién anterior se considera
para los espacios regulares en general como familia & las funciones semi-continuas
inferiormente no negativas con un nimero finito de valores y si el espacio es ademéis
completamente regular la familia de las funciones continuas no negativas.

En el capitulo VI se estudian las condiciones para que una familia @’ de funciones
semi-continuas inferiormente no negativas sobre un espacio regular E, en el cual se ha
definido una medida exterior topol6gica p*, goce de la siguiente propiedad:

polp) = sup {u,(f) o> f€E @'}

para toda funcién ¢ semi-continua inferiormente no negativa. El resultado més intere-
sante, al cual ya hemos aludido anteriormente, es que la condicién necesaria y suficien-
te para que dada cualquier medida exterior topolégica p* sobre un espacio regular E,
y cualquier funcién ¢ semi-continua inferiormente no negativa sobre E se verifique

(iv) wol@) = sup (Qu,() |e=>f€E S}

donde @, es la familia de las funciones continuas, es que el espacio E sea completamente
regular.

Esto nos inspira una forma de generalizar el concepto de espacio completamente
regular al sustituir el conjunto de funciones continuas por una familia cualquiera de
funciones semi-continuas inferiormente no negativas que cumpla ciertas condiciones al-
gunas de ellas dependientes de la medida definida scbre E. De esta manera obtendre-
mos un resultado anélogo al anterior.
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La generalizacién del concepto de espacio completamente regular es la siguiente:
Sea E un espacio regular sobre el que se ha definido una medida exterior topol6gica
* y sea @ una familia de funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E
tales que la suma y el supremo de dos funciones de & pertenece a @’ y el producto de
cualquier nimero ¢ > 0 por una funcién de @’ estd también en @’. Diremos que E es
completamente —regular respecto de @’ cuando para cada abierto G no vacio de medi-
da finita y cada &> 0, existe un abierto G'C G tal que p(G) = (G'), con la propiedad
de que para cada r € G’ hay una funcién ¢, € @’ que safisface ?

Ozq, <7, Y o@>1—¢

Pues bien, si p* es una medida exterior topolégica sobre un espacio regular £ y @
es una familia de funciones sobre E que verifica las condiciones exigidas en la definicién
anterior se prueba como generalizacién del resultado antes citado para espacios com-
pletamente regulares que la condicién necesaria y suficiente para que dada cualquier
funcién ¢ semi-continua inferiormente no negativa se cumpla

™) wolp) = sup {u () o >=f€ED'}

es que el espacio E sea completamente y*-regular respecto de @'

Si ®_ es la familia de las funciones continuas no negativas sobre E resulta que la
condicién necesaria y suficiente para que E sea completamente y*-regular respecto de @,
para cualquier medida exterior fopolégica p* sobre E es que el espacio E sea completa-
mente regular. Como consecucién de estas dos iwltimas propiedades se deduce la afirma-
ci6n concerniente a la f6rmula (iv).
~ Por otra parte si con @, designamos el conjunto de las funciones semi-continuas in-
feriormente no negtaivas, finitas y que toman un nimero finito de valores, se ve que
para cualquier medida exterior topolégica y*, el espacio E es completamente y*-regular
respecto de @’ y en consecuencia dada cualquier medida p* y cualquier funcién ¢ € @,
se fiene

wo(@) = 5up {u,(f) | 9 =€ Py}

De aqui deducimos fé(:llmente la unicidad del funcional g, que origina una medlda
exterior topolégica dada p*, y de lo cual ya hicimos mencién més arriba. :

A continuaci6n se estudian algunas condiciones necesarias o suficientes para que »n
espacio E sea completamente y*-regular respecto de &’. Para ello defmlmos para cada
abierto G de E un conjunto G‘ de la manera siguiente:

e )

donde f* = sup {f| y,>f€ @'} y demostramos los siguientes resultados:
a) Una condicién mecesaria y suficiente para que un espacio E sea completamente
u’-reqular respecto de @’ es que para cada abierto G de medida finita se wverifique
v (G) = u (6*).
b) Una condicién mecesaria para que E sea completamente p*-regular respecto. de
D’ es que
plUG—G6*)° | GE G] =

d) Una condicién suficiente para que E sea completamente p*-regular respecto de
P’ es que

s

p[UG—G*) |GE G]

Finalmente se consldera una medida exterior topolégica ¢* sobre un espacio regu-
lar E y una familia &’ de funciones semi-continuas inferiormente no negativas ‘sobre E
que satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) y (D 3) (de esta tesis) y se supone.que el

==ap
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funcional 'y, definido sobre la familia &, de las funciones semi-continuas inferiormente
no negativas de la manera siguiente:

Bo: o (@ =sup {pu()|o>f€ &}
verifica las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3). Encontramos entonces las dos siguientes

condiciones suficientes para que la medida p* construida a partir del funcional i, coin-
cida con la medida exterior topol6gica inicial p*

@) Para cada funcibn ¢ €@, con p, (p) < oo eziste una funcibn f€ @ tal que
=0 ¥ p, (H<oo.

b) p(@E)<oo y la funcién caracteristica Yz € D'.

Una vez estudiada la medida para las funciones no negativas podemos prolongarla
@l conjunto de todas las funciones introduciendo asi el concepto de funcién integrable
y de integral.

Como la prolongacién de la integral para funciones de signo cualquiera asf como
8us propiedades son ya suficientemente conocidas nos limitamos a exponer a continua-
«cién de una manera sucinta dichos conceptos, omitiendo lag demostraciones, para cerrar
de esta manera nuestra infroduccién.

Dermvicién. 1. — Se dice que una funcién f numérica sobre E es medible si f+ =
sup {f, 0} y f~ = sup {—, O} son funciones medibles.
OBsErvACION 1. — Una funcién f> O es medible en el sentido de la definici6n 1

(de esta introduccién) si, y solo si lo es en el sentido de la definici6n 4 (del capfitulo I
e esta tesis).

DEeFINICION 2. — Se dice que una funcién real f sobre E es integrable si es medible y
p* (fH) < oo, p* () <co.

Llamaremos integral de f al valor

ff' dp=p* (FH)—u* (F

‘OBSERVACION 2. — Si una funcién f > 0 es integrable se tiene

ff'du=u'(f)-

Es decir, la integral de la definicién 2 (de la introduccién) es una prolongacién del
funcional p* que se define en el capitulo I (definicién 1), restringido a las funciones
medibles de medida finita.

Derinici6N 3. — Se dice que un conjunto A C E es integrdble si su funcién caracte-
ristica y, es integrable.

DermvicI6N 4. — Se dice que una funcién f es integrable sobre un conjunto A si la
funcién f - x, es integrable, y llamaremos integral de f sobre A al valor

B
A ‘

DEFINICION 8. — Si f es una funcién integrable y A es un conjunte medible, se
deduce de la proposicién 9 (de la tesis) que f es integrable sobre A.
0OBSERVACIGN 4. — Como casos particulares tenemos:

Jreau-[1-au
B
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fz}:-tl$u= fdl“= fy__\'dp
/4 A

siendo A cualquier conjunto integrable.
Entre las diversas propiedades de la integral entresacamos las siguientes como més
importantes :
1. Si f es una funcién integrable sobre E, la funcién de conjunto definida sobre los.
conjuntos medibles de E.
A4 — f f - d W
Al

es completamente aditiva y, por lo tanto, si {4 } * es una sucesién de conjuntos me-

o0
dibles, dos a dos disjuntos y 4 = U4 se tiene

f fedp=3 | fodp
i n=1 An
2. Sea f una funcién integrable, 4 un conjunto medible y «, 8 dos numeros reales

tales que para todo z € A se tiene o = f (r) = B. Entonces
lu(A)éff'duéﬁp»(A,‘-
A
3. Dado cualquier conjunto medible 4 de E, el funcional

f——}ff'du

definido sobre las funciones integrables, es lineal no negativo, es decir:
a) Si f> 0 es una funci6n integrable se tiene

A

b) Si f y g son funciones integrables, se verifica para cualesquiera nimeros rea-

les a ¥y B
f(af+ﬁg') du=1f/-du+/3 fg-du,
A A A

4. Una funcién medible es integrable si, y sélo si |f| lo es y se verifica

ff'du‘éflfl'd‘w

5. Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién f> 0 sea integrable
es que para fodo £ > 0, exista una funcién ¢ > f semi-continua inferiormente e inte-
grable y tal que

w* lop—H<e
6. Una funci6n necesaria y suficiente para que una funcién f> 0 sea integra-
ble es que para todo £ > 0, exista una funcién 1 > 0 semi-continua superiormente con
valores finitos y una funci6n ¢ semi-continua inferiormente e integrable tales que:

Y=f=¢p Y plo—y)<e®.

(2) Las propiedades 5 y 6 son andlogas a otras conocidas para los espacios localmenle compactos.
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Carpfruro I

MEDIDAS SOBRE ESPACIOS REGULARES.
FUNCIONES MEDIBLES

Sea I (== @) un espacio topolégico regular, @, el conjunto de funciones semi-conti--
nuas inferiormente no negativas definidas sobre E.

Sea p, un funcional sobre @, que verifica :
(A1). Sig, y q@,Ed, se tiene
o (@1 + 92) = g (@1) + po (@)
(A 2. Para toda familia {q| i€ 1} filtrante (=) de funciones de D, se tiene
wo (@) = sup {y, (@) [t€T}
siendo @ = sup {q, | EI}.
(A 3). Para cada XEE, existe una funcion o€ @, tal que o (X)>0
o (q)) < o0,
Proposicion 1. — El funcional y, goza de las propiedades siguientes :
a) Es no decreciente :
b) No negativo;
¢) w, (@) = ayu, (@) para cuslquier o <0 y € D ;
d) Si{g,},” es una sucesion de funciones semi-continuas inferiormente no negati-
vas y o = > g, Se tiene
L 0
bo (@) = 3 po' (@)
DemosTRACION.—a) Si ¢, Y ¢, son dos funciones de @, tales que ¢, — ¢, se tiene:
que ¢, = sup {q,, @,} ¥y por (A 2) resulta:
W (p,) = sup ‘h‘*o (CPl)J Wo ((Pz)} = W, ((Pl)'
b) Como se deduce de la parte a) ya demostrada hasta probar que si 0 es la fun-
ci6n nula se tiene y, (0) = 0. Ahora bien segin (A 1)
o (0 = py (0) + pp (O = 2, (0)

de donde p, (0) ha de ser 0 6 oo. Pero de (A 3) deducimos que existe una funcién
=0 con p, (p) <o y haciendo nuevamente uso de Ia parte a) de esta proposiciém
resulta que y; (0) =% oo.

¢) Si o es un mimero natural se deduce facilmente de (A 1) que

m@@=ﬁwjm+@

a veces)

= o (@) + .- + p, (@) = a p, (@)
(a veoes)

— 89 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Si « es un nimero racional positivo de la forma « = p/q con p y ¢ naturales se
tiene

p
Py, (@) = p, @) = p, (q._(_l_,q’J

=qp, /99
«de donde

(4 P
o (——cp) = — p, (@)
q q
Finalmente si « es un nimero real cualquiera no negativo y
m m + 1

G (m, n € N)
n n

por la parte a) de esta proposicién tenemos

m m + 1
uo[ @ | = po (@) =y, e A

n

7y por lo visto en el caso de o racional resulta

m m + 1
— g @ =p, g} =——p, (@
n n
«de donde
o (@ @) = a pu, (@)
d) Si para cada n natural llamamos ¢, = izl @, es fdcil ver que la sucesién

{g’, },2, es filirante (=) y estd formada por funciones semi-continuas inferiormente no

negativas, siendo ademés ¢ = sup {¢’ }. Entonces de (A 2) deducimos

o, (@) =sup {p, (@)}
Yy como, evidentemente,

Yo (‘P’n) = 231 Ko ((Pi)
resulta finalmente =
Wo (CP) = sup { gll o (‘pi}} = 21 Bo (‘pTY\'

ya que yu; (p,) = 0 para todo n.
Derivici6n 1. — Para cada funcién f real no negativa sobre B definimos

@ pt: p* (H=inf{p, (@ |f=q€d,}.
DeFmvicion 2. — Para cada parte A de E, definimos
@ pte p* (4) =p® (x))
donde y, es la funcién caracteristica de A.
Prorosicién 2. — El funcional p* de la definicion 1 verifica la condicién
® w ER=3p (i)

para toda sucesion {f |, de funciones reales no negativas sobre E.
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DeEmosTRACION. — Sea f = Zf Yy un nimero cualquiera ¢ > 0 por la definicién 1
para cada n natural, existe una fum:lén @, semi-continua inferiormente no negativa tal
que @, > 7, ¥

8
o (@) =p" () +——

Si ¢ = > ¢, segin la parte d) de la proposicién 1 se tiene

St )+ o=, @

=p @=p* (O
pues f = . De la arbitrariedad de ¢ deducimos la proposici6n.

Dermicién 3. — Una funcion real de conjunto p* definida sobre las partes de un

espacio topoldgico E se llama localmente finita cuando para cualquier punto x € E existe
un entorno V de x tal que p* (V) < + oo.

Teorema 1. — La funcidn u* de la definicion 2 es una medida exterior localmente
finita sobre E.

DEMOSTRAGION. — a) p* (@) = 0. Es inmediato por ser u, (0) = 0.
b) p* es no decreciente, como se deduce facilmente por serlo o

¢ pt (GA )= iu' (4,) para toda sucesién {4 } = de partes de E. En efecto,

si hacemos 4 = U A, tenemos por la definicién 2

n=1
p* () =p* (x)=unp" (21 Xan
= 21 G = 21 w* (4)
ya que y, = 2 Kan

d) p* es localmente finita. Pues si z € E, por (A 3) existe una funcién ¢ € @, tal

que @ (@) >0 y p, (p)<oo. Entonces si ¢ es un nimero real positivo menor que
) (a:), el conjunto

G={y€E|p (¥)> s}

€8 un entorno abierto de z y la funcién caracterfstica X €8 semi-continua inferiormente

: s P :
y verifica la condicién y, <—. En consecuencia tenemos
€

v (B) = py (xg) = 1o [J)—)

€
(@)
_I.L_‘)__Q)_<w

€
lo que prueba nuestra afirmacién.
Prorosicién 8. — Sean q,, ¢, funciones semi-continuas inferiormente no negativas,
P> @, ¥ p, (p,) <00, entonces
@ B (@ —9,) = po (@) — 1, (@)™

(1) En lo que sigue a la diferencia entre dos funciones le asignaremos el valor 0 en los puntos donde
ambas valgan + oo.
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DemosTRACION. — En primer lugar es evidente que
(5) p* (@ — @) = p, (@) — wo (@)
ya que al ser @, = (p, — @,) + ¢,, se tiene por la proposicién 2

o (@) =0’ (@, —@,) + 1y (@)

Y como u, (¢,) < co resulta (5).
Para probar la desigualdad opuesta consideremos el conjunte

‘pl={¢e€q’o|¢¢é\vié%} (IZU{I})
donde las v, son las funciones semi-continuas superiormente no negativas menores o
iguales que g,.

Notemos que este conjunto es no vacio (pues la funcién nula 0 € ®7) y ademdas fil-
trante (=) ya que si ¢, @, € ®r de forma que

Pr= ==, Y i —)
se verifica

sup {g, @t < sup {y, 4t =g,

y como el supremo de dos funciones semi-continuas inferiormente (superiormente) es
también semi-continua inferiormente (superiormente) se tiene

sup {‘Pﬂ ‘Pj} € @1

Vamos ahora a probar que ¢, =sup {¢, |¢€I}. Desde luego ¢, > sup {q, | i€l}.
Para ver la desigualdad opuesta bastard demostrar que si @, () > 0 y A es un nimero
real positivo menor que g, (7), existe una funci6n semi-continua inferiormente @, € P1
tal que g, (z) = .

Para ello formamos el conjunto

G=1{y|q, ®>1r}

que es un entorno abierto de x por ser ¢, semi-continua inferiormente. Por la regula-
ridad de E existe un entorno cerrado F de z contenido en G. Evidentemente Y=Ly
es una funcién semi-continua superiormente y menor o igual que ¢,. Andlogamente,
si G’ es el inferior F° de F, la funcién ¢ = ) y,, es semi-continua inferiormente y me-
nor o igual que v, es decir ¢ € @1, siendo por lo tanto una de las funciones ¢, (€I
€omo por otra parte z € G' (= F°), resulta o, (r) = ¢ () = 1. Por lo tanto

9, = Sup {g; | €I}
y seguin (A 2) resulta
) o (@) = sup {u, (@) | i€}

Finalmente, como para cada i € I la funcién @, — 1, es semi-continua inferiormente-
y, evidentemente

P =>q + (@, — ) (; = )
tenemos por (A 1) y la parte a) de la proposicién 1
o (@) =p, (@) + u, (@, — ) :
=, (@ + p* (@ — ) (; = @)
de donde segiin (6) se deduce

Ko ((Pl) =, (‘Pz) 5 P‘ (q’l "—‘q’z)

=gy
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Y por ser u, (gp,) < oo, se tiene

p' (g, — (Pz} = W ((Pl;; — W ((P2>

que unido con (5) demuestra la proposicién.

Proposicion 4. — Sean f, g funciones no negativas sobre E, g = inf {I, g},
= g o e f,i‘A y sea g, cualquier funcion mo negatwae que verifique
g, + g, = g®). Entonces si

w' (g>np" (g) +u® (9,
también se tiene
(7 w* (= p® (9,0 + u® (¢,

DeMosTrRACION. — Si h es la funcién definida por

h (1'4 = 0 si ,(/1 (’E)< oo
< si g,(-’”):o@

se tiene, evidentemente, para todo m natural
] ’
gy =nh y u*(h)=—"np* (9,
n
Por tanto, si p* (g,) < oo, se deduce que y* (h) = 0 y como, evidentemente.

9, =9, =49, +h
se verifica

pt(g) =u® (9 =u* (g,) + u* (B)

y por consiguiente p* (¢9°,) = u* (g,). Asi queda probado (7) cuando p* (g) <oo. Si
w* (g9,) = oo, la igualdad (7) es inmediata.

Derinici6ny 4. — Una funcion £ no negativa sobre E se dice p* medible (o medible, si
1o hay confusién con otras medidas) cuando para toda funcién g no negativa Se verifica
® p* (@ =n" (9) + p" (9,)
con g —inf {f gty g —g—g.

OBservACION 1. — Segun la proposicidn 4 esta condicion equivale a que se verifique
(8) para g, =int {f, g} y cualquier funcion g, >0 tal que g, + g, = 8.

ProposICION 5. — Una funcién £ 0 sobre E es medible si y sélo si para toda fun-
cion q semi-continua inferiormente mo megativa se verifica
o) =) o (h) + p* (k)
con h =inf {f, o} y h,=¢—h.

DemosTRACION. — Vamos a probar la suficiencia de la. condicién, pues es evidente

su necesidad. Si g es cualquier funcién no negativa y ¢ una funcién semi-continua
inferiormente no negativa mayor o igual que g y

g, = inf {f, g}, 9. =9—9,
h1=inf {f, (p}, ,lzzq;—hl
regulta
hy > g,

(2) Evidentemente, si g, @ < o0 e g, @ =g, @.
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3
hy=l@—P=(@—N =g,
por consiguiente
o (@) > p* (k) + p* (k)
> p* (9, + u® (95
en donde tomando el infimo de p, (¢), cuando ¢ varia dentro de las condiciones exigidas
obtenemos la desigualdad (8)
w* (@ =u* (9 + p* (9
que nos expresa que f es medible.
Cororario. — Toda funcién @ semi-continue inferiormente no megativa es medible.

DemosTrACION. — Es consecuencia de las proposiciones 3 y 5 y del hecho de que el
infimo de dos funciones semi-continuas inferiormente también lo es.

ProposiciéN 6. — Si £ es una funcién medible y « un ndmero no negatio, la fun-
cion o f también es medible.

DeMosTRACION. — Si o = 0 la afirmacién es inmediata. Sea pues cualquier » > 0.
Por ser f medible, para cualquier funcién g no negativa se tiene

g . :
w [ ] =p*(9,") + p” (9,7
o

P +
con g*; =inf{f,_J_ ' Vi g — [i_f) 5

=) a

Aplicando ahora la proposicién 1 c¢ resulta

: g
uw* (9 =ap’ (——] = p* (@ 9,9 + n* (@9,
o

=pn* (9,) + p* (g,
con
9, =ag,” =inf {af g}
Yy
92 =;agzs = (g_—‘a'f)+

y de aqui se deduce que o f es medible.

Teorema 2. — Si £, y £, son funciones medibles, también son medibles las funcio-
nes £, + £, e inf {f 6 f,}.
DeMOSTRACION. — a) f, + f, es medible: Segin la definicién 4 bastard probar que

31 g es una funcién no negativa se verifica (8):
p' (@) =>p" (9,) + p* (9,)
g, =i {f +f, g}

9, = (g—fl—f2/+

con

como f, es una funci6n medible, se tiene

(10 p* (@ >up* (9,7 + u* (g,)
con

9, =inf{f, gt ¥y g,/ =@—f)
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Igualmente por ser la funcién f, medible tenemos

(11) w* (9,0 >p* (9, + u* (9,7
con

gof” =inf {f,, g%t Y& 9,7 = (gt =1
Ahora bien. como

(12) galei0908 =0, & VRl S =807
resulta de (10) (11) y (12)
@8

w* ()= u* (9,) + u* (9,)

b) inf {f,f,} es medible: Bastard probar que si g es una funcién real no nega-
tiva se verifica
p* (9= p* (g,) + p* (9,)
con

g inf {fl’ f2’ g}

, = [g—inf {f, f ]F.

Razonando andlogamente al apartado a) de este teorema, por ser f, una funciéns
medible se obtiene

Y

(13) p*(9) = p* (9,) + u* (9,7
con
g, =i {f, 0 ¥ &'=(—="F

y por ser f, medible tendremos
(14) w* (9, =u" (9, + p* (9,")
con

gl” = inf {fg’ gll} y 02” — (gl'—-— f2>+_
Ahora bien, como

(15) g = W g hg =y,
de (13), (14) y (15) obtenemos finalmente
8) p” () > u* (g,) + p* (9,
ProrosicioN 7. — Sea {f | *, una sucesion no decreciente de funciones medibles:

no mnegatiwas y f, = mf . 'Si g es una funcibn nmo negativa y g, = inf {f, g} se
tiene ligm n* (g,) para g = inf {f, gl y cada n natural.

DemostrRACI6ON. — Es fdcil probar que {g, },® es una sucesién no decreciente com.
g, = lim gy, por tanto,

’ u* (g,) = Hm p* (g,)

Para demostrar la desigualdad opuesta notemos que por ser f . (n> 1) medible-
se verifica

p* (g =n* (9, +u*lg,—9,) (n> 1y

Yy de aqui

u* (g,) ékE w* (g — ) + u* (g9
=2

ST
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&
o
lm p* (g,)=lm 3 " (g — o) + w (9
=2 i e ) e s
k=2
@ \
> [3 (g — %) + (@,
k=2
= p* (im g) = p* (g,)-
Prorosicion 8. — Si {f_},* es una sucesién no decreciente de funciones medibles,
da funcion f, = lim f también es medible.
DEMOSTRACION. — Sea g una funcién real no negativa. Por ser medible cada funcién
f, se tiene:

w* (@) > p* (¢9) + p* (9 — 9,

con g, = inf {f, g}, entonces si g, =inf {f, g} se verifica g, = lim g = g, para
‘todo n y, por consiguiente

w* (9) = p* (g,) + u* (9 — 9,
de donde tomando limites, por la proposici6n 7, resulta

p* (9) > u* () + p* (9 — 9,
-que demuestra que f, es medible.

ProposiciON 9. — Si f y y, son funciones medibles, la funcion Iy, es también me-
-dible.
DemosTRACION. — Para cada n natural definimos la funcién

fo =1n{f, ny,t

-que serd medible por la proposicién 6 y el teorema 2.

Ahora bien es inmediato que la sucesién {f } = es no decreciente y ademds gque

i = i

-y por consiguiente de la proposicién 8 deducimos que la funcién f y, es medible.

Proposicién 10. — Si £, £, son funciones medibles con f, = f, y u* (f,) <oy, lu
Jfuncién £, — £, también es medible.

DEMOSTRACION. — Para demostrar que f, — f, es medible bastars probar gue si g es
auna funcién real no negativa se verifica:

w* (9) > p* (9 + p* (9,)

con
g9, =inf f,—f, gt
y
g g (e ol
Por ser f, medible se tiene
(16) p* (g + ) =p" (¢y + u* (9

Con

g,/ =inf {f, g +f,}

=506
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3

g’g = [(g o fz‘"‘—fl]+
Sea ahora la funci6n
; 0 sif, (x)< o
% At 2 J
gm‘{mmaa@=w
‘que como es fdcil ver verifica yu* (¢*) =0, pues para cada n natural ng* — i
Y p* (f,) <oo. Como por ofra parte g’, + g* = g,, se deduce de ello que pe(gl)=

= p* (g,)- Ademds es evidente que ¢’, = g, + f,. Entonces, sustituyendo estas igualda-
des en (16) obtenemos:

{(17) W () + p* (f) >p* (g + 1)
= p* (9, + 1) + p* (9,)

Por ser f, medible se tiene

(18) pE (g ) = ne (B i (gh =100
«con
I (ROES () =00
9, () = { 9, (z)zsi fz () =

y andlogamente p* (g,) = p* (9, — 9,*), puesto que como antes ,* (g

*) = 0. Sustitu-
.yendo ahora (18) en (17) obtenemos

1

®) p* (@ = p* (8) + p* (8)
pues p* (f,) < oo.
Teorema 3. — Si i, £, son funciones medibles con I, =1, la funcion £, —1, tam-
bién es medible. X
DemosTrACI6N. — Por la proposicién 5 hasta probar que si ¢ es una funcién semi-
<onfinua inferiormente se tiene
(9) po (@) = p* (9 + p*(g,)
-con
9, = inf {f1_f2’ ‘P}
=Y

Gk [

para demostrar que f, — f, es funcién medible. Ademds es facil ver que podemos supo-
qer p, (@) < oo.
Sean las funciones

f1| = inf {n(Pfl}

hn = (f,n TRE f2)+ &= f,n — inf {f’n’ fz }

=

para cada n natural. Por el corolario de la proposicién 5 y el teorema 2 cada f, es
medible y p* (f,,) <oo pues y, (p) <oco. Como por la proposicién 10, las funciones h,
son medibles, segin la proposicién 8, h = lim h_serd también medible. Por lo tanto

po (@) = p* (¢°) + u* (¢°)
gy =inf |k, ¢}

«con

S
9, = (@—hJ
puesto que k) (z) =f, (2) —f, (x) si ¢ (x)=£0. =
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Como por otra parte g’, = ¢, y g, = g, obtenemos finalmente

©) wo (@) = p* (g,) + n* (9,)-

Proposicioy 11. — Si £, f, son funciones medibles la funcion (£, —f,)* también es
medible.

DEMoSTRACION. — Es consecuencia de los teoremas 2 y 3 por ser

(fl—‘fg)*_ = fl——inf {fl‘ fz}

Proposicion 12. — Si f,, I, son funciones medibles la funcién sup {f,, f,} también
es medible.
DeMoSTRACION. — En efecto, como i

sup {f, fot =f + (f,—fJ)F

por el teorema 2 y la proposicién 11 dicha funcién es medible.

Teorema 4. — Si {f } ® es wuna sucesion de [unciones medibles, la funcién
f, = sup {f | también es medible.
DEMOSTRACION, — Si g, = sup {f, | K =n/| es evidente que la sucesién {g, {,* es no

decreciente y que f = lim g . Como por la proposicién 12 cada g es medible, de la
proposicién 8 resulta que f, también lo es.

ProposicioN 13. — Si {f | = es una sucesidn no creciente de funciones medibles, la
funcién £, = lim f también es medible.
DeMOSTRACION. — Sea f, < 00, es decir f, (x) < oo para cada z. Entonces por el teo-

rema 3 la funcién f, = f, —f, es medible para cada n natural y es evidente que la
sucesién {f | = es no decreciente. Entonces, segin la proposicion 8, la funcién
f, = lim f es medible y por el mismo teorema 3, f, = f, — [/, también lo serd.

Por oira parte, para cada par de nimeros naturales n, ki sea la funcién

fn.=inf {f, I}

que serd medible segin el teorema 2, por serlo la funcién constante k.

Para cada k, la sucesién {f .} es no creciente y f . finita. Entonces por la pri-
n=1 ¥

mera parte de la demostraci6n se sigue que la funcién

fok = inf {fo’ k} o “m fnl:
es medible. >
Ahora bien, como evidentemente la sucesién {fok}‘;f_les no decreciente se deduce de
la proposicién 8 que :
= li’m inf {f, k} =1im f
I k

es también medible,

Teorema 5. — Sea {f | = una sucesion de funciones medibles, entonces la funcion
f =inf {f } tmbién es medible.
DesmosTracION — Si g = inf {f |k =n}, es evidente que la sucesién {g } = es

no fle}creciente Y que f, = lim 9y Como por el feorema 2 cada g, es medible, de la pro--
posicién 13 resulta que f, también lo es.

b sy . .
Cororawio 1. — Si {f } = es una sucesion de funciones medibles, entonces

m f ¥ m 1,

R

son también medibles.

L O
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DemosTrRACION. — Basta tener en cuenta que
lim f = sup inf f,
— n  k>n
n
Y
Iim f = inf sup f,
n n  k=>n
Cororario 2. — Si {f },~ es una sucesion de funciones medibles y f = lim £, en-
tonces f, es medible.
Proposiciéy 14. — Sea {f } ® una sucesién de funciones medibles y f = lim i, en-
tonces : s
agy - p* () < lim p* (f)
e
DemostraciéN. — Por el teorema 5 la funcién

f,=inf {f, |k >=n}
es medible para cada n. Como la sucesién {f } < es no decreciente, por la proposicién
7 obtenemos
p* () = tm p* (f)
n
si se toma g = oo.

Ahora bien, como f, = f resulta

p* () = lim n* () < lim p* (f),

n

ProrosiciéN 15. — Si £ es una funcibn no megativa, existe una funcién h medible
> y tal que p* (h) = p* (D).
DemosTrRACION. — Por la definicién 1 para cada n natural existe una funci6n @, Semi-

continua inferiormente que verifica
1
o, ¥ plp)=p*@ + e

Por ser medible cada ¢, semi-continua inferiormente y por el teorema 5, la funcién
h =inf {p } es igualmente medible. Como f—=h — ¢ para cada n, es evidente que
w* (h) = p* (.

TeoremMa 6. — Sea {f } = una sucesidn de funciones no negativas y £ = lim £, en
tonces
(20) - u* () < Hm u* ().
n
DEmosTrRaCION. — Por la proposicién 15 para cada n natural existe una funcién h_

medible tal que
h.>f, ¥y w*()=p* )
Si h = lim h, se tiene f =< h y segin la proposicién 14 obtenemos:
: u* () = p* () =1lim u* (h)

= lim u* (7).

a
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Cororario. — Si {f } = es una sucesion no decreciente de funciones no mnegativas
y i=1m i, se tiene

B * ra *
(21) w* () = 111;1 w* (f,)-

DemosTRACION. — Por el teorema 6

w* () < Um p* (f) = Um w* ()

pues lim f = f.

n
Por ofra parte la desigualdad opuesta es evidente por ser f = f para cada n.

TeoreMa 7. — Una condicion necesaria y suficiente para que una funcién sea medi-
ble es que si ¢* es una funcién semi-continua inferiormente que toma un numero finito
de valores se verifique

(22) o (@) = p* (g,%) + w* (9,%)
con
g,* = inf {f, o*}
Yy
=g’ T
DemosTrACION. — Es evidente que la condicién es necesaria. Para probar su suficien-

cia basta demostrar segin la proposicién 5 que si ¢ es una funcién semi-continua infe-
riormente se fiene

9 o (@) = u* (9,*) + u* (9,9
<on
g, =inf {f, ot ¥y g,=@—N"

En efecto, definimos para cada n natural los siguientes conjuntos
E—1 k
Er¥=daz|——=<g@=—> k=12 ... ,N—1)
2 Do

EﬂN= { :Iil(p(.'lf)>n}

con N =2".n + 1. Entonces los conjuntos

h—1
k=>h on

son abiertos por ser ¢ una funcién semi-continua inferiormente.
Sea ahora la funcién

donde ¢ * es la funcién caractersitica de E* y probemos que dicha funclén es semi-
continua’ inferiormente. Para ello basta demostrar que el conjunto { z | g, (@) > a}
es abierto para cualquier q.

Desde luego para « <0 y o« >n dicho conjunto es abierto por ser igual E y &
respectivamente. Si 0 — ¢ < 7, existe un entero k (1 =k =N —1) tal que

k—1 k
——=a<—
2 o»n &
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y entonces
X 12]e, @>at =6,
es abierto.
La sucesién de funciones {q, |, es no decreciente y, evidentemente, ; = lim Q-

Como ademés ¢, toma un nimero finito de valores por la condicién (22) se tiene

w* (@) = u* (8,0 + n* (9,,)
€on

yl‘n=inf {f’cpn} V 92n=(q)n_f)'+
Como ¢ = lim ¢ , también

g] = inf {f’ CP} = lim gln

9, = ((P_f}+ = lim 9on

y al ser las sucesiones {g, } <, {g,,},®, no decrecientes por el corolario del teorema 6
obtenemos :

9) o (@) = pn* (9,) + u* (g,)

Recordemos que un conjunto A4 se dice p*-medible (o medible) segiin Caratheodory
cuando para cualquier conjunto X de E se tiene:

(23) w* (> p* XA + p* (X —4).

En lo que sigue al decir conjuntos medibles nos referiremos a los que verifican esta
condicién.

Teorema 8. — El conjunto A es medible si y sélo si su funcién caracteristica Xa €S
medible (en el sentido de la definicién 4).
DemosTRACIGN. — Si 4, es medible y X una parte de E se tiene

0 () = 0" Olgag) + 0% Gix_y)
y por la definicién 2
(29) P X = XN + prX—4)
de donde resulta que A es medible.
Si suponemos ahora que A es medible para probar que y, es medible (segin la de-

finicién 4) bastard demostrar, de acnerdo con el teorema 7, que si g es una funci6n
semicontinua inferiormente que toma un ntimero finito de valores se verifica

p* (9 =n* (9;) + p* (9,)
con
g, =1inf {5, gt ¥ g, = (@—y"
En primer lugar es fécil ver que en dicho caso g se puede expresar de la manera
siguiente :
1l
9= ? % Xai
donde los «, son los valores de f y
A =3 o] fap@ = o)
Si probamos que para cada f, = a; y,; Se verifica
(24) pt R = p* () + p* (o)
con

f; = inf {XA’ fit Y o= (fi”—x.-i)+
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y tenemos presente que
n n
an =95 Y % f;’zzg»

: 2
por ser los A, disjuntos, y que
Su*fr=pn* Sf)=p (g
1 1
por ser cada f, medible, sumando las » desigualdades (24) tendremos :
u* (@ = p* (g) + p* (92
Para demostrar la desigualdad (24) consideremos los conjuntos

4 H =404 y H=4-4
y las funciones

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALLS

h'j e XH. y hrj = U.i hj (] — ] 2r
1
que como es fdcil ver verifican
Lai = hl + h,
¥y
i =W; + I,
Por ser y, medible se tiene
b 1) = 0¥ (A + By (h) + p* (hy)
y de aqui
w* (1) = u* (W, + W) = agp* (y + by
=~ o, [p* (h) + p* (h)].
Sea ahora o, >~ 1, entonces h, = f,, ¥y, por consiguiente,
w' () >p* (k) + (@—Dp* (h) + o p (b)) i
=¥ (h) + p* [ — Dby + o hy] '
= (f) + p* (f)

puesto que (o; — 1) h, + o, h, = f,.

Si g, <1, serd h = f, y ahora

w* (F) = a; [p* (h) + p* (h)]
> p* (W) + p* (1)
= (fu) +ut (fcz)

quedando probada en ambos casos la desigualdad

TeoreMa 9. — Una funcién es medible, si y solo si el conjunto A = | & | (x)> o}
es medible para todo o real.

DemosTRACION. — Supongamos en primer lugar que la funcién f es medible. En-

tonces para_demostrar que el cojnunto A es medible, bastard probar segin el teorema 8,
que la funcién y, es medible. Es fécil ver que para cada m natural la funcién

fa=n(f—at

es .medihle y que la sucesién {f } *, es no decreciente y por lo tanto segin la propo-
gicién 8 la funcién

©xsizEAd

fu (I):limfn(-’l/')z 0 Sl,’I,'%A
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también es medible. Entonces por el teorema 2 resulta que la funcion
Yie= inf '{fo’ 1}
es medible.

Sea ahora el conjunto A medible para cualquier «. Para cada n natural definamos los
siguientes conjuntos

k—1 k }
E"'k = Z ; <f (;E/_é—*— f (I| = i 2, eeey N — 1)

211 211
Y
EXN = {o|f@>n}
con N =2 . n + 1.
Como por hip6tesis el conjunto
{ e Ja e ]
/e = ,:LZ)" = } T|f($}> 21)—-—;
es medible, si f* es la funcién caracteristica de E *, por los teoremas 8, 3 y 2 y la
proposicién 6 se deduce que las tres funciones

= - v 2 __:__ k
T e Yare — Kartr 3 = Z fa

son medibles.

Finalmente como la sucesién {f | * es no decreciente, por la proposicién 8 resulta
que la funcién

f=lim f
también es medible.
Cororario. — Una funcion I es medible en el sentido de la definicion 4 si y solo si
lo es en el sentido ordinario (3).
DemosTRACION. — Basta notar que el hecho de ser medible la funcién f en el sentido

ordinario equivale a que el conjunto A = { z | f (x)> a} sea medible para todo «-

(3) Segtin el sentido ordinario, una funcién 7 real definida sobre E es medible cuando la imagen
wociproca de todo abierto en R es medible en E.
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Carpirurno II

MEDIDAS EXTERIORES TOPOLOGICAS

DermviciOn 5. — Se dice que una funcion real de conjunto w* definida sobre las par-
tes de un espacio topolégico regular E es una medida exterior topolégica cuando se-
verifican las condiciones siguientes:

1. p* es medida exterior de Borel localmente finita, es decir,

a) la clase o de los conjuntos y*-medibles contiene a la clase B de los conjuntos-
de Borel de E.

b) para todo x € E, existe un entorno V de x de medida p* (V) finita.

2. Todo abierto G de medida finita es p*-compacto, es decir, cualquiera que sea ¢l
cubrimiento abierto G, de A = G y el numero £ >0 se puede encontrar un nimero
finito de G, € G, (1 =k = n) tal que

(25) W A—UG)<e
1

3. Si G es un abierto de medida infinita, para cade n natural, existe un abierto
G, C G tal que
n=qu (G-n/ < o0

4. Sip* (X) < oo, existe un abierto G D X de medida finita, y un conjunto de Bo-
rel B D X tal que p* (B) = p* (X).

TeoreMa 10. — La medida exterior de conjunto p* de la definicion 2 es una medide
exterior topoldgica.

DemosTRACION. — 1. En primer lugar, u* es una medida exterior localmente finita
como se probé en el teorema 1. Para demostrar que es una medida de Borel observemos
que segun el teorema 8 todo conjunto abierto en E es medible y por consiguiente también
lo son los conjuntos de Borel.

2. Sea G un abierto de medida finita y @, un cubrimiento abierto de G, entonces
la familia G, de los conjuntos G; (j€J) que son unién finita de conjuntos G,€ G
(i € I) también es un cubrimiento abierto de G. Si para cada j € J hacemos G,” = G, N G.
es evidente que

Xa =sup}] ZGH\].EJ}
i

y como el conjunto { \ j€J | es filtrante (=) tenemos por (A 2)

7-(;_//
H* (G’ = .Uv* (XG:’. = Sup {P'o (X(;;n) 7€ J}
=sup {p (G |j€ETE,

Por lo tanto para cada ¢ > 0 exite un j€J tal que

p(@=pG) +¢
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de donde, por ser G/ unién finita U G; € G, resulta

=1u (G‘ = (Gj”> <g
Yy por consiguiente, G es p*-compacto.

3. Sea G un abierto de medida infinita. Entonces por ser p* localmente finita, para
cada z € G existe un entorno abierto' V, (C G de medida finita. Entonces la familia
G, =1{G;|i€l} de los abiertos G, que son unién finita de dichos entornos V , es
también un cubrimiento abierto de G. Razonando la forma andloga que antes resulta

w(6) = sup {p (G) | i€} =0
y por conmsiguiente dado cualquier n natural existe un G € G, tal que p (G)>=n
siendo por otra parte evidente que
u (G, <o y G, CG. :
4. Sea X(CE y tal que p* (X) <oo, entonces segin las definiciones 1 y 2 tenemos.
: p* (X) = p* 1)
= inf {yu, (@) [ 1x ZQE Pyt <o©
y por lo tanto existe una funcién ¢ semi-continua inferiormente no negativa tal que
P =yx Y po (@) <o
Si o es un mimero real mayor que 1, se ve f4cilmente que la funcién o ¢ tambiéu

es semi-continua inferiormente, ~ y, y ademds que p, (x g) <oc. Entonces el con-
junto

G={y|aegp@=>1}

satisface las condiciones requeridas puesto que es abierto, contiene a X y es de medida
finita por ser, y. = a @.

Probemos ahora la segunda parte de 4. Si k = p* (X) + 1 para cada n natural existe
una funcién semi-continua inferiormente no negativa ¢, > y, tal que

1
o (@) <p* (o0 + — = k-

Entonces

n

1 1
uo[[1+——) %] =uo(%)+Tuo(%>

E+1

<u* (o) +

1
Como la funcién f = (1 JE __) ¢, es semi-continua inferiormente, el conjunto
n

G,={y|f,»>1}
es abierto y, evidentemente, G DX y y. <f,.
Por tanto
[k
W (G-n) =t (fn) = U'* (XX' +

n
E+1

= p* X) +

n

de donde se deduce que B = F% G, es un conjunto de Borel tal que BOX y
n=1
w* (B) = p* (X).
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Garfrurno I1]

UNA CONSTRUCCION DE ESPACIOS REGULARES

Sea E un conjunto cualquiera y @ 6 una familia de funciones numéricas no negativas
s3obre E que satisfacen:

B 1). y,€Q,

(B 2). 3z E D,-

(B 3). Sig, ¢ € @, entonces ¢ + ¢’ € D,.

B4). Sig € @ ¥ 0O = a« = ¢ (v) para todo 2z € E, entonces la funcién
(p (@) —a) € B,

(B5). Sig€E®, y «>0, la funcién o p € @,.

(B 6). Si {g,|i€l{ C®, siendo I cualquier conjunto de findices, la funcién
sup {g; |i€EI} €,

B7). Si {(p]. i l1—=j=n{ C &, entonces la funcién inf {q;j ] l=j=n} € @,

(BB8). Si € GCE y la funci6n caracteristica %c € @, existen dos subconjuntos
F y & de E tales que z€ G'{C_F{ G y las funciones -caracteristicas e
g, € Do

Sea ahora un funcional y, definido sobre ®, que satisface las condiciones (A 1), (A 2),
y (A 3). Procediendo como en el capitulo I construimos una medida exterior y* sobre E.
Si queremos transformar esta medida p* en una medida exterior topol6gica hemos
de dotar al conjunto E de una topologia conveniente. Este es el objeto del presente
-capitulo.

Para cada funcién ¢ € @, y cada nimero real o definimos el conjunto

(26) G ={1‘EE!(p(IC)>a}.
Py
PRroPOSICION 16, — La familia de conjuntos

G=16 | 9EQ, x R}
o

3]

«coincude con la familic ¢’ = { G | y, € ®,} de los conjuntos cuya funcion caracteristica
-estd en @,.

DemosTRACION. — Como, evidentemente, ¢’ ¢ vamos a probar la inclusién opuesta
GC G SiGe £ existe una funcién ¢ € ®, y un nimero real o« fales que

G == ={ZEE](p(l’)>a}.
P,
Por las condiciones (B 2), (B 5) y (B 6) del conjunto ®, la funcién ¢’ (z) =
= sup {g (), « | pertenece a &, y por ser para cada z € E, ¢/ (¥) > «, segiin la propie-
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dad (B 4) de @, también la funcién ¢” (4 = ¢ (z)— o estd en ®,. Entonces para cada
n natural la funcién ¢, () = inf {n ¢, (z), 1} también pertenece al conjunto ®, como
se deduce de las condicién (B 2), (B 5) y (B 7) de &,.

Finalmente, es fécil ver que
%e = Sup {q’n}
y por (B 6}, y, € @, y en consecuencia G € £
Teorems 11. — El conjunto E con la familia ¢ definida en la proposicién 16 es un
espacio topolégico reqular.
DemosTRAGION. — De las condiciones (B 1) y (B 2} de la familia @, se deduce que los
conjuntos ¢ y E estin en (.
Por otra parte si la familia
{Gv"iel}ccg
entonces, por la proosicion 16
Jl'/.ai [ i1} &
-de donde por (B 6) resulta
X = Sup {3, |i€I} €D,
para G = U G, y por tanto U G, € &.
iel iel
Andlogamente se demuestra que la interseccién de una familia finita de conjuntos de
G pertenece a (.

Finalmente de (B 8) resulta inmediatamente que el espacio topol6gico £ con la topo-
logia (C es regular.

Teorems 12. — En el espacio topolégico E definido de la manera antes indicada o

partir de la familia de funciones ®, esta familia @, coincide con el conjunto de fun-
ciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E.

DemosTrACION. — Por la construccién de la topologia de E anteriormente descrita,
es evidente que toda funcién de @, es semicontinua inferiormente.
Sea ahora una funcién ¢ > 0 semi-continua inferiormente y probemos que ¢ € @,.

Para cada o € R consideramos el conjunto abierto
G, ={z | @>a}l.

Entonces por ser G, abierto y ¢ > 0, por la propiedad (B 5) de @, y la proposicién
16, la funcién

9 =y¢ - {f (W |a€ER}
o €L

COn @, = x; 81 G, = (7, pertenece a @ . Por lo tanto también

9 =suwp {g, [aER} €D,
Basta ahora demostrar que ¢ =g para dejar probado que p € ®,. Si z € E, para

todo o > ¢ (z) es evidente que ¢, () = 0 y como por otra parte @, (> 0 para cual)
quier ¢« € R se deduce

{27) ¢ (@ =sup {g, (@) |a<gp (@} Vze E).

Notemos que por ser ¢ > 0, los conjuntos {a [ « < ¢ (#)} son no vacios.
Pero si ¢ (z) > o también es € G, y en consecuencia

9, (@) =inf {q (¥) | @ () > a} (e <o (@)
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y de aqui junto con (27) resulta 1
(28) ¢ () =sup { inf {o ()| @ >al |a<g @)
de donde se deduce que
29) - 9 (7= g (2).

Pero por otra parte estd claro que si @ (T)> o se tiene

p (@>inflg )| W>ua}

y de esta desigualdad junto con (28) se obtiene la designaldad
9 (@) >9q (¥

que unida a la (29) nos demuestra que ¢ = @’ Y en consecuencia que ¢ € ®,.

Cororario. — La medida exterior p* definida sobre la familia de funciones D, es me-

dida exterior topolégica sobre el espacio E construido a partir de D,.
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CariTuro 1V

EXISTENCIA DE FUNCIONALES ;, PARA LA CONSTRUCCION
DE MEDIDAS EXTERIORES TOPOLOGICAS

Sea p* una medida exterior topolégica sobre un espacio regular E. Sea &', el con-
junto de funciones semi-contniuas inferiormente no negativas sobre E que toman un
mimero finito de valores, es decir, toda funci6n @’ € @', serd de la forma

(30) ¢ =23 & xg

donde los a, son los valores de ¢’ y entonces los conjuntos E, son evidentemente me-
dibles. Por otra parte es obvio que no toda funcién del tipo (30) con los conjuntos E,
medibles es semi-continua inferiormente.

Definamos sobre @’, un funcional ,’, de la manera siguiente
(31) l"’o: p‘,o (CP,:' = 2 ak w (Ek‘

cunando ¢’ admite la representacién (30) con las mismas condiciones arriba expuestas.
Es facil ver que si ¢’ admite también la forma

9 =23 ij.Ei

con los conjuntos Ei medibles el valor b, u (Ej) coincide con el p’, (¢’ antes definido.
También es inmediato que las condiciones wo, @ <©yu ({z|e@i>0}) <o
son equivalentes, y que si o/ — ¢” resulta o (@) = u's (@”)-

TeoremMA 13. — El funcional u’, de (31) satisface las siguientes condiciones :
(A’ 1). Si @’ y @” € &, se tiene

wo @ + 97) = u's (@) + p's (@)

(A°2). Siqg=sup {g, |t €I} € &, y el conjunto & = {g:; | % € I} es una familia
filtrante (= contenida en @', se tiene

l"',o (*’P) = sup {p"o (¢I) I "'E I}
(A’ 3). Para cada x € E, existe una funcién o € @', tal que
e @>0 y y, (@<

DemosTrACION. — (A’ 1). Basta tener en cuenta que (31) es v4lida cualquiera que
sea la representacién (30) de ¢’.

(A’ 2). Probemos que
32) sup {py (@) [ 1 € I} >, (@)

pues la desigualdad opuesta es evidente.
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Supongamos en primer lugar que p’, (p <oo. Entonces si G = {z | g (2)> 0} se
tiene y, (G) < oo y por lo tanto G es p*-compacto por ser G abierto y y* una medida
exterior topol6gica.

Supongamos que p (G)>0 y M = sup {@(x) |z € E} > 0 pues en caso contrario la
desigualdad (32) es inmediata por ser w’, (@) = 0.

€ €
Sean ¢ >0, ¢’ = e . Para cada 2 € E, existe una funciém

= y £
2u (6 M

g, € @ tal que
@y (@)> g () — ¢

w

SiG.=1{y|o W>9 (@)—¢ }_, la familia {G, | z € Ct es un cubrimiento abierto
de G y por ser éste p*-compacto existe un nimero finito de conjuntos

GT: = ka (k = 1, 2, sevy ‘)’l)

tales que si G, = L“JG,: y H = G— G, se tiene y (H) <g".
Como las funci(l)nes @x = @y Dertenecen a la familia @ y ésta es filtrante (=), exis-
te una funcién ¢’ € @’ tal que ¢’ > g, para todo k.
Por consiguiente
P () — o’ {&<c Yze UO.
Sea ahora
Q= >, &, Xzx Y @ = >3] bi Lxj

las correspondientes representaciones (30) de ¢ ¥ ¢ ¥

E, = E, NE
Ah = Eh n Go
B, =E NH |

donde h = (k, j). Bstos conjuntos son medibles por serlo, evidentemente, los E, y L -
Entonces :
wo,@=3¢qu,) + Jap (B,
Wol@) = Db @) + Zhu®)

yeomo A, C G yB, CH resulta
15 (@) = ps lgli=5 (@,— b 4y + 3 (@, — bip (B,)
=epn(G)+MyH <«
es decir
o (@) = wo (@) + e =sup o, (@) | i €T} + &

pues ¢’ € @ y de la arbitrariedad de ¢ resulta la densigualdad (32).

Sea ahora y/, () = o y, por lo tanto, y (G) = oo donde G = {z | (x)>0t. Por
ser p* una’ medida exterior topolégica para cada numero natural n exigte un abierto: !
G* C G tal que g

7 :
—=u(G) <>
a

siendo ¢ = inf {¢ (z) | z € G}. Sean las funciones

DA ANEATE

e o) gi € G*
s (1)*{0 sizg G

Lhiie
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sy _ Jo@ sizeG*
P (‘”"{0 si z ¢ G*

Es f4cil ver que {q,* |7 € I} es una familia filtrante () de funciones de @’y que-
¢* =s8up g’ |i €I} € ¥ y como u'y (p*) <o pues n (G*) < oo, por lo demostrado-

anteriormente para este caso tenemos
wo (@%) = sup {u% (@) |t € I}
Ahora bien ¢* > a y,* y de aqui
W@ >au (G >n
Y en consecuencia, por ser para cada i € I, g, > ¢,*, resulta
sup {y’, (@) | 1€}
> sup {y, (@ | €I} =/, (@)=
De la arbitrariedad de n se deduce que

sup {4, (@) [ 1 € I} =
y por lo tanto la desigualdad (32).
(A” 3. Resulta del hecho de ser u* localmente finita.
Sea E un espacio topolégico regular y @’ el conjunto de funciones semi-continuas:
inferiormente no negativas sobre E que toman un nimero finito de valores. Sea p’, un-
funcional definido sobre @, que satisface las condiciones (A’ 1), (A’ 2) y (A’ 3) del enun--

ciado del teorema 13. Definamos ahora el funcional p, Sobre el conjunto @, de las fun--
ciones semi-continuas inferiormente no negativas mediante

(33) o (@) = sup {4’ (@7 | 9 > ¢' € ¥, }
Es inmediato que si ¢ € @, se tiene p (¢) = p’, ()
Proposicion 17. — Sea {¢, |i € I} una fomilia filtrante (=) contenide en @ y-

g = sup {q, i€ I}. Entonces

o (@) = sup {p, (@) | i € I}.

DemosTRACION. — Bastard probar
(35) wo (@) = sup {p, (g | i € I}
pues la desigualdad opuesta es evidente. Si
ey ot
¥
"= UI 19" | o> 0” €D}

es fdcil ver que @° y ®” son familias filtrantes (=), esta iltima por ser, por hip6tesis -
{mp; | i € I} filtrante (=).
Ademds ®” C @’ y, segin se vio en la primera parte de la demostracién del teo--

-~

rema i

¢ =8up {¢ [ €X'} =sup {¢” |[¢” €D"}
Por otra parte

o (@) =sup {p, (@) |’ €Q |
por la definicién de Bor Y

sup {yu, (@} |t €I} =sup {p/, (@7 | p” € ®”}
S
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pues para cada g>0 y cada g; existe una funcién ¢” € ®” con ¢” < o; tal que
o (@) = 1’ (@”) + &, ¥ para cada o” € ®” existe una ¢; > ¢'. Por lo tanto para pro-
bar (35) basta demostrar que
(36) sup {u’, (¢) | "€ @'t = sup {p’ (@) | @”" €2"}
Si ¢’ € @, la familia
ot = {o* = int {g’ ¢} | ¢ € 2"}
«es, evidentemente, filtrante (=), ®* C @, y ¢/ = sup {o¢* | o* € @*}.
Por lo tanto, por la condicién (A’ 2) de p’,, resulta:
W () = sup {y/, (¢*) | o* € %}
=sup {pu, (@) ] ¢” €D” }
lo que demuestra (36).
Proeosicién 18. — Si g € @, y ¢’ € @, se verifica:
(37) wo (@ + @) = pe (@) + po (@)
DenmosTRACION. — De acuerdo con la definicién de p, se tiene
o (@) + 1o (@ = 8up {1, (@) | ¢ > 9" € s} + o’ (@7
= sup { o (@” + ¢) I o >=¢” €D, t
Pero como
9=9" €V}

@ = sup {g”
‘también serd

o+ ¢ =sup {(p” + ) | o> q” €D}

y como, evidentemente, esta familia es filtrante (=) por la proposicién 17 resulta final-
mente

(37) o (@ + @) = po (@) + po (@)

ProposicioN 19. — Si @, y ¢, son funciones semi-continuas inferiormente no negati-
vas se tiene
(38) Bo (@1 + @2) = po (@) + po (@)

DemosTrACION. — Bastard demostrar que

Wo ((p1 r 'Pz) = Y, (%) = Po (fpz)
pues es fécil probar la desigualdad opuesta.
Sea @ = {¢’ | @, > ¢’€ P, |. Entonces para cada ¢’ € ' se tiene
Bo (@1) + 1o (@5) = po (@,) + po (@) = o (9, + @)

da tltima igualdad por la proposicién 18.
Ahora bien

91+ @ =5 {g, + ¢ | ¢ €D}
y como ademés esta familia es filtrante (=) se deduce, por la proposicién 17 que

o (‘Pl bis q)n) = Bup {P'o ((P1 + @) I 9’ € ‘I)I}
=1, (@) + o (95)-

Teorema 14. — El funcional y, definido en (33) satisface las condiciones (A 1), (A 2}
y (A 3).
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DemosTRACION. — Es consecuencia de las proposiciones 17 y 19 y de la condicién
{A” 8) impuesta a p,’

Si elegimos como funcional p, en (33) el definido en (31) segin el feorema 14 el
funcional p, sobre ®, de (33) satisface las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3) del capitu-

1o I y por lo tanto siguiendo el proceso deserito en dicho capitulo podemos construir una

media exterior topol6gica E‘ sobre el conjunto @R (E)} de las partes de E a partir de

u,. Pues bien, si continuamos denotando por p* la medida exterior topolégica citada al

principio de este capitulo, demostraremos el siguiente
TeoreMA 15. — Las medidas p* y p* definidas sobre E son iguales.

DemosTRACION. — Basta probar que si G es un abierto de S se tiene p (G) = p (G)
pues segun [8] una medida exterior topolégica viene determinada por su valor sobre
los conjuntos abiertos.

Ahora bien

w(G) = q, (xg) = inf {p, (@) | xg =9 € Do}
= po (e) = 1 (G).

TeorEMA 16. — Si p* es una medida exterior topoldgica sobre un espacio regular E,
existe un funcional p, sobre la familia ®, de las funciones semi-continuas inferiormente
no negativas, tal que p* puede ser construida a partir de p, por el método del capitulo I.

Demostracién. — Basta tomar el funcional p, definido en (33) donde p’, es el fun-
cional (31) construido a partir de la medida p*. Entonces segin el teorema 15 la me-

dida exterior topolégica construida a partir de p, es precisamente p*.
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CariTurno V

UNA CONSTRUCCION DEL FUNCIONAL

Sea @’ una familia de funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre um
espacio regular E, y ¢ un funcional real no negativo sobre @’ tales que

(C1). Sif,f, € @ setiene f + f, € ®’ y ademds
o(fy + 1) =o(f)+ o(f,)
(CG2. Sif, f, € ® se tiene sup {f, f,} € @".
(C 3). Para cada funcién ¢ € @, se verifica
p=sup{f|o>=fEP}.

(C4. Si{f |i€I} es una familia filtrante () de funciones de & y f € @ com
f=sup{f |i €I} resulta

o(H=sup{o(f)|i€l}.
(C 5). Para cada x € E existe una funcién f € & tal que f (2} >0y (H) < o©.

OBSERVACION 2. — En lugar de la condicion (C 4) se pueden erigir las dos siguientes
condiciones de las cuales (C 4) es consecuencia.

(€Y. Sif,f, € ® se tiene inf {f,, f,} € @

(€” 4. Si {f.|? € I} es una familia filtrante (=, de funciones de @ y
f=sup{f |i€I} € P resulta

o({f)=supio(fy|i€l}.

Definimos ahora un funcional y, sobre el conjunto @, de las funciones semi-continuas
inferiormente no negativas de la manera siguiente -
(39) Mo © o (@) =sup {a (fi|o(h)|pf € 0}

TeorEMa 17. — El funcional w, de (39) verifica las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3.

DemosTRACION. — (A 1). Si P, @, € ®, se tiene

(40) o (q)l 357 ‘pz) = W (q’l) + Ho (q’z)'

En efecto, segiin (39) tenemos
Ho (@, + (‘pz) = Sup {o(f) ] P, @, >[€ P}
o (@;) + po (@) =sup {o(g) | @, >g€d'}

+ sup {o (h) | p, > h e '}
=sup{o(g +h) |9, >~ g€P, g, >~hed'}
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siendo esta ultima igualdad consecuencia de (C 1), y de aquf se deduce fdcilmente por
la primera parte de (C 1) que

(41) Mo ((p) 3= sz) = o (q31) + o (':Pz)'
Para ver la desigualdad opuesta observemos que por (C 3) se tiene

@, =SUp{g |, >~g€ P}

9s = 5w {h | g hE )

y por tanto para cada f € @ con f =, + ¢, se tiene

2
fésllp {g ok h]‘Plége@': (Pzéhe@’}

donde la familia {g + h} es filtrante (=) como se deduce ficilmente de (C 2). Enton-

ces por (G 4) resulta

o(l=suwpio(g+h|o,>~g€EP, g, > he o}

e = o (1) + 1o ()
y de aqui

Ho (@1 + @) =yt (@) + 1, (@)
que junto con (41) demuestra la igualdad (40)

(A 2). Sea {g¢,|7 € I} una familia filtrante (—) de funciones semi-continuas infe-
riormente no negativas y ¢ = sup {q, | i € I't. Entonces,

(42) 1o (@) = sup {y, (¢) | i € I}.
En primer lugar por (39) tenemos
o (@) =sup {6 () | o> f€E @'}

sup {y, (p) |1 €I} =sup {o(g)|Tq>g€ @'}
y de aqui se ve fécilmente que
(43) o (@)= sup {p, (@) | i €1}.

Para probar la desigualdad opuesta basta notar que por la condicién (G 3) se .tiene
para cada 7 € I

¢ =8upi{g |, >g€ P}
Y por tanto

p=s8upig|Jg>g€ D}
Y& que @ = sup {q, | ¢ € I'}. Entonces si f € @’ con f = ¢ Se tiene

f=sup{g|Tp,>g€ 2}
y como segun (G 2) esta familia es filtrante (=) resulta por (G 4)
o()=sup {o(9)|Io>g€ 2}
= sup {y, (@) | €1}
Y en consecuencia ;
o (@) = Sup {y, (@) |i €T}
que unida con (43) prueba la igualdad (42).

(A 3). Para cada z € E, existe una funcién ¢ semi-continua inferiormente no nega-
tiva tal que ¢ ()>0 y p, (@) <oco. Dicha funcién ¢ puede ser la misma f € @’ de
{C 5) pues es claro que si f € @’ se tiene ¢ (f) = o ().

— 116 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

OBseErvaciON 3. — El ejemplo siguiente prueba que si se prescinde de la condicion
(G 3) el teorema anterior es falso.

Segin [2] existe un espacio E de Hausdorff regular no completamente regular. En-
tonces hay un punto z € E y un entorno abierto G de z tales que si f es una funcién
continua con f (z) > 0 se tiene f (y)> O para algin y ¢ G. Si ahora definimos el fun-
cional ¢ siguiente sobre la familia ®, de las funciones continuas no negativas sobre E

G: o (N =1F®

es facil ver que la familia &, con el funcional ¢ satisfacen las condiciones (G 1), (G 2),
(G 4) y (C 5) del teorema anterior pero no verifica la condicién (C 3) por no ser E com-
pletamente regular.

Veamos entonces que el funcional

u, : o (@) =sup {0 () | o TE D,

definido sobre las funciones ¢ semi-continuas inferiormente no negativas no safisface la
condicién (A 1). Por ser E regular, existe un entorno cerrado F de z contenido en
G. Si G’ es el complementario E — G de G tenemos

: o (g + %g) =1
mientras que
: o (Xa) + 1o (%) =0 + 0 =10
es decir que
o (e + xe) F o (X0 + 1o (xa)-

OservacioN 4. — Si E es un espacio regular (resp. completamente regular) la fami-
lia @) (resp. ®,) de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas con un -
mero finito de valores (resp. continuas) definidas sobre E satisfacen las condiciones (C 1,
(primera parte) (G 2) y (C 3.

En consecuencia si ¢ es un funcional definido sobre la familia ®’, (resp. ®,) que sa-
tisface las condiciones (C 1) (segunda parte), (C 4) y (C 5) el funcional

o o (@) =sup {o () [ o> f € @, (resp. B)}
definido sobre la familia ®, de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas
satisface las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3).

En particular si hacemos uso de la observacién 2 vemos que el teorema 14 es conse-
cuencia del teorema 17.
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Carpfrurno VI

ESPACIOS COMPLETAMENTE u* - REGULARES RESPECTO DE &’

DEFmICION 6. — Sea p* una medide exterior topolégica definida sobre un espacio E
y @ una familia de funciones semi-continuas inferiormente no megativas que satisfacen :

(D 1). St Yo, €D setiene ¢, + p, € D

(D 2. Sig, Yy, € setienesup {g,, p,} € D"

D 3). Stgp€d yax0Ilafuncién o g € 0.

Diremos que B es completamente u*-reqular respecto de ® cuando para cada com-
junto abierto G no vacio de medida finita y cada ¢ > 0, existe un abierto G’ C G tal que
p (G) = p (G), con la propiedad de que para todo x € G’ hay una funcién _ € @ que
satisface

0 =g, =1y y ¢, (B)>1—¢

Si @ es la familia de las funciones continuas, diremos simplemente que E es completa-
mente p*-reqular.

DeriniciON 7. — Eea E un espacio regular y @ una familia de funciones semi-con-
tinuas inferiormente no megativas sobre E que satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) y
(D 8). Diremos que E es completamente regqular respecto de & cuando dado cualquier
¢ > 0, para cada abierto G y x € G existe una funcién g € @’ tal que

b=, =% Y o @>1—-

OBSERVACION 5. — Si la familia @ de la definicion 7 es la familia @, de las funcio-
nes continuas no negativas sobre E es fdcil ver que el concepto de espacio completa-
mente reqular respecto de @, es equivalente al de completamente regular.

Proposicién 20. — La condicién necesaria y suficiente para que un espacio topolégi-

co B sea completamente reqular respecto de & es que para cada medida exterior topo-
légica p* sobre E, E sea completamemte y*-reqular respecto de @'

DemostraciéN. — Es evidente que la condicién es necesaria. Para probar su suficien-
cla consideramos para cada z € E la funcién de conjunto y * siguiente
S lsize d
p," (4) = {0 siz g A

que como es fdcil ver es una medida exterior topolégica. Entonces si G es un abierto que
contiene a z y >0 por ser E completamente y*-regular respecto de &’ existe un
abierto G’ C G tal que

#y (G) = p, (G) =1
Y por lo tanto # € G’ y una funcién ¢, € @’ tal que

ke Y g @>1—¢
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pues como hemos indicado antes x € G’. En consecuencia F es completamente regular
respecto de @'.

Cororario. — La condicion necesaria y suficiente para que un espacio topolégico E
sea completamente reqular es que para cada medida exterior topoldgica p* sobre E,
E sea completamente *-regular.

DemosTRACION. — Es consecuencia de la observacién 5 y de la proposicién 20.

Proposici6n 21. — Sea E un espacio topolégico completamente y*-regular respecto

de @'. Entonces si y, es la funcion caracteristica de un conjunto abierto G de medida
finita se verifica

(44) o wad= s, (D | o >f€ @
DEMOSTRACION. — Probaremos que
(45) wo (xg) = sup {u, (N ] 1o >1€ '}

pues la desigualdad opuesta es evidente. Supongamos yu (G)=~0 ya que en caso con-
trario (45) es inmediato.

Por ser E completamente y*-regular respecto de ®’, parz cada ¢>0, existe 'n
abierto G’ C G tal que

u (G) =p (G)
y ademds para cada z € G/, existe una funcién ¢, € @ ftal que

0=09,=1¢

€
w (G)
Como por (PJ2) el conjunto {f|y,>f € @'} es filtrante (=) se tiene

sup {u, () | xo = f € @'}
=y, Gup {f | 3o >FE '}
>y, (sup {g, | 7€ G'D

€
= "1 — u (&)
( u(G)]
=p (B)—e =y, (o) —¢

q;z(xf>1—

puesto que
{ €
sup {g, |TE€EG}t > (1——-—‘—]xa-

Entonces de la arbitrariedad de ¢ se deduce (45)

Proposiciony 22. — Si E es un espacio topolgico completamente y*-reqular respecto
de & y ¢ es unw funcién semi-continua wnferiormente no megativa, acotada tal que el
conjunto

G, =1{z|op@>0}

o

‘es de medida finita, se verifica
(46) o (@) = sup {u, () |9 >f€ D'}
DemosTrACION. — Como, evidentemente,
o @) =sup {u, (N | o =fE @'}
Y u, (@) = O cuando y (G,) = O bastaré probar la desigualdad opuesta para o (G)=£ 0.
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¢ €
Dado cualquier nimero positivo e, sea ¢’ un nimero tal que 0 <& <——. De-
p (Go)
finamos los conjuntos

G, ={z|¢p@>ne} (ME=ILE 2=t
y la funcién

e
¢ =¢ 2 Yo
n>1

Es fdcil ver que ¢’ = ¢ ¥y que ¢’ + & y,, > ¢ ¥, por lo tanto, resulta

(47) sup {p, ) |o>f€ ¢} >sup{p, | >f€ D}
2y, B
{48) Wo (@) = o (@) —&’p (G} >, (@) — &
Por olra parte tenemos
(49) o (@) = &' o (X Ko = & 2 1o (K
n=>1 n=>1

pues las. funciones . son inferiormente semi-continuas.

Ahora bien, como el nimero de conjuntos G, =~ es finito por ser g acotada, se-
.gtin la proposicién 21 se tiene

2 o (XGn) = 2 Sup {'p"o (fin) | Len é fiu E (I)I}
n=>1 n=>1

== { §1 to fjin> ; Xen é fin E (I)/}

= sup {y, ()

Do — 1 € D%
n=>1
qque junto con (49) y (D 3) nos demuestra que

(50) wo @) =sup {u, (N | ¢’ > € ¥}
Finalmente, de (47), 48), (50) y de la arbitrariedad de ¢ resulta la desigualdad

o (@) = sup {u, D | o =[€ ¥}
{que queriamog demostrar.

ProposicION 23. — Sea ¢ una funcion semi-continua inferiormente no negativa y @,
da familia de funciones semi-continuas inferiormente no megativas, acotedas y tales que
{x | ¢’ (x)> 0} es conjunto de medida finita. Entonces

(61) Mo (®) = SUP {, (@) | @ = ¢’ € Pl

DemosTRACION. — En primer lugar es fdcil ver que si ¢ y ¢” € @ también
sup {g’, @’} € ®, y por lo tanto la familia @’, es filtrante (=).
Por otra parte vamos a demostrar que

o =S {g' | p=g € ¥}
En efecto, si ¢ () >0 y 0 <)\ < ¢ (z) €l conjunto
G;vz\z {y l @ (y)> }"}

s abierto y z € G, Como ademis p* es localmente finita, existe un abierto G, de
medida finita y que contiene z. Enfonces G’ = G, N G, es de medida finita y es fdcil
wer que

P = A Xe> E (I)/c
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gsiendo ademés
Ay (€)=1
Por lo tanto
¢ =sup {p | ¢ > ¢ €D}

de donde por ser @’, filtrante (=) obtenemog

Mo (@) = SUP {po (@) [ = ¢ € P}
Teorema 18. — St E es un espacio completamente y*-regular respecto de @ y ¢ es
una funcién semi-continua inferiormente no negativa se verifica
(52) o (@) = supip, () |@>f€ @'}
DEMOSTRACION. — Segin la proposicién 23
(51) to (@) = Sup {uo (@) | @ >’ € P}

donde @’, es el conjunto de funciones ¢’ semi-continuas inferiormente no negativas, aco-
tadas y tales que {z | ¢ (z)) > 0} es un conjunto de medida finita.
Por otra parte por la proposicién 22 para cada ¢ € @', se tiene

(46) o (@) = sup {pu, (N | o' =f€ ®}.
Entonces de (51) y (46) resulta finalmente
(52) o (@) = sup {yu, () |o=>f€ @'}
TeorEMA 19. — Si @’ es una familia de funciones semi-continuas inferiormente no:

negativas que satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) y (D 3) y para toda funcion ¢ semi-
continua inferiormente no negativa se verifica

(52) olp) = sup {u, () |o>f€ @'}
entonces el espacio E es completamente p,*—regu'lar respecto de @’.

DEMOSTRACION. — Sea G un abierto de medida finita y ¢ cualquier nimero positivo.
Probaremos que Si

f=suwp {f|ye =€}
G=Hz|f@>1—¢}

satisface las condiciones de la definicién 6.

el conjunto

En primer lugar por ser [/ semi-continua inferiormente el conjunto G’ es abierto.
Ademés es evidente que para cada x € G’, existe una funcién ¢, € @’ tal que ¢, = xq
Yo, (@) >1—c¢.

Por otra parte, es facil ver que

g f/é (1—5> Ye—-a + y et
Y en consecuencia

A—¢)u(G—G) + pn (G)=p, ()

Si tenemos ademds presente la hip6tesis del enunciado y que por (D 2) la Tfamilia
{f | 2e>f€ @'} es filtrante (= resulta

o (1) =8up {p, (N | ye =FE P}
= polxe) = 1 (6)

o ) ==

|
|
|
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que junto con (53) prueba que
QP—epu(G—6G)>p (G—G)

y de aqui
w(G—G)=0
Teorema 20. — La condicidn necesaria y suficiente para que toda funcién ¢ semi-
continua inferiormente no negative satisfage la condicién
(52) o (@) = sup{u, (N | p=>f€E P}

donde @ es una familia de funciones con las propiedades (D 1), (D 2) y (D 3) es que
el espacio E sea completamente y*-regular respecto de @’

DemostrACION. — Es consecuencia de los teoremas 18 y 19.

Cororario. — Sea E un espacio regular. Entonces st ® es una familia de funciones:
sobre B semi-continuas inferiormente no negativas que satisfacen (D 1), (D 2) y (D 3,
se tiene

o (@) = sup {p, (| g =€ D'}

para toda medida exterior topoldgica p* sobre E y toda funcién ¢ € @, st, y sélo si E
completamente reqular respecto de @’.
DemosTRACION. — Resulta inmediatamente del teorema 20 y de la proposicién 20.
Sea E un espacio regular y &’ una familia de funciones sobre E semi-continuas in-
feriormente no negativas que satisfacen (D 1), (D 2) y (D 3). Para cada abierto G de E:
definimos el conjunto G’ de la manera siguiente:

¢ ={|Ve>0If€P, 0=fzy, ¥ [@>1—s}.
Si llamamos f* = sup {f|y,>f€ @'} es f4cil ver que
GE — o fi(x) = 1}

OBSERVACION 6. — Si @ es la familia ®_de las funciones continuas no ‘negativas so-
bre E se tiene

g+ = Sup {f *Zaéfeq)c}

y en consecuencia G* es un abierto. Si ademds E es completamente regular se tiene
G* = G pare todo abierto G de E.

ProrosicION 24. — Sea p* una medida exterior topolégica sobre un espacio regular E
y @ una familia de funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E que
satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) y (D 3). Una condicion mecesaria y suficiente
para que E sea completamente p*-reqular respecto de @ es que para cada abierto G de
medida finita se verifique p (G) = p (G*).

DemosTRACION. — Si E es completamente *-regular y G es un abierto de medida
finita es fdcil ver que si con G, designamos el abierto correspondiente a & = 1/n de la
definicién 6 se verifica }

G* D N G’u (=12 )
es decir
G—G*CUG—G) (=il 20 )
y como segin la definicibn 6, p (G — G%) = 0, pues u (G) < o también sers
p(G—G*) = zy deaqui u (G) = y (G%).

Reciprocamente, si G es un abierto de medida finita tal que u (G) = n (G*) y ¢ es

un nimero positivo, es facil ver que el conjunto

G'~= {SL“f(l‘)>1———5 }

13
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satisface las condiciones de la definicién 6, pues
GrE G @ G

Prorosicion 25. — Con las hipétesis de la proposicion 24 una condicion necesaria
pare que E sea completamente p*-regular respecto de & es que

w[U(G—G*° |GeE Gl =n@H)=0.

Demostraci6N. — Para cada z € H, existe un abierto G tal que z € (G — G*)°. Por
ser u* localmente finita existe un entorno abierto V de x de medida-finita. Entonces si
es U = V) (G—G*)° es fdcil ver que U* = @ y por ser u (U) < oo se tiene por la
proposicién 24, u (U) = p (@) = 0.

Es decir, que para cada x € H, existe un entorno de x de medida nula. Entonces re-
sulta que u (H) = 0.

ProrosicioN 26. — Con las hipétesis de la proposicion 24, una condicion suficiente
para que E sea completamente p*-regular respecto de ® es que

nlUG—G)|GeEG]l =pH =0

DEMOSTRACION. — Dado cualquier abierto G de medida finita se tiene G — G* C H y
por lo tanto
w(G—G*) =y (H) = 0.

en consecuencia u (G) = u (G*) pues , (G)<oo y por la proposicién 24, E es comple-
tamente p*-regular respecto de @’.

OBsErVACION 7. — Si el conjunto H de la proposicion 26 no es abierto el siguiente
ejemplo prueba que y (H°) = 0 no es condicion suficiente para que E sea completamente
u*-regular respecto de @'

Por no ser H abierfo, existe un a € H — H°. Sea la medida exterior topol6gica T
definida en E de la manera siguiente:

. = sia €A
" (A) | Osiag¢A

Evidentemente u_ (H°) = 0. Sin embargo como a € H, existe un abierto G tal que

-4« € G— G* y entonces tenemos

1=, (0= (G)=0
y por lo tanto segiin se desprende de la proposicion 24, E no es completamente y*-regu-
dar respecto de @'.

Los resultados que siguen si bien los enunciamos para espacios regulares tienen su
mayor interés en espacios no completamente regulares, pues resultan ftriviales cuando
el espacio es completamente regular.

Proposicién 27. — Sean yu * y u,* dos medidas exteriores topolégicas sobre un espa-
«cio regular E tales que y,* < p,*. Entonces si f es una funcién semi-continua inferior-

mente no negativa tal que u, (f) = p, () <oo se tiene p,(p) = u,(p) para toda fun-
«i6n semi-continua inferiormente no negativa ¢ = f.

DemMosTRACION. — Como las funciones f, ¢ y f-p son medibles respecto de cualquier
medida exterior topol6gica se tiene

w (N =u, (@ + p, F—o)
o () = p, (@ + py F— )

yporser y,, (f = p, () <0, p, (@@= p, @ ¥ p, F—¢) = p, F—0) s
deduce que

W (@) =, (9)-
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INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

CoroLarIo. — Sea @’ una familia de funciones semicontinuas inferiormente no nega-
tives sobre un espacio regular E. Sean w,* y p,* dos medidas erteriores topolégicas
sobre E tales que p,* = p,* y p, () = n, () para toda funcion € @’. Entonces, si
para toda funcion ¢ € d, tal que p, (p) < oo existe una funcion £ € @ tal que
I~ ¢ con p, ([ < oo, resulta p,* = p,*.

DemosTrACION. — Basta probar que u, (9) = p, (p) para toda funcién o € @,.

Sea pues ¢ € @,. Si p, (p) < oo, también yu, (0) < oo pues existe una funcién f € @’
tal que f >~ ¢ con yu, (f) = p, (f) <oo. Entonces por la existencia de dicha funcién f, te-
miendo presente la proposicién 27 resulta

(@) =, (@)

Si p, (p) = oo también es evidentemente p, () = p, (») = o por ser ., * = u,*

TeoreMA 21. — Sea &’ una familia de funciones semi-continuas inferiormente no ne-
gativas sobre un espacio regular E. Sea p* una medida exterior topoldgica sobre E tal
que para toda funcion ¢ € ®, con yu (p) < °° exista una funcion £ € @ tal que

I~ @ yun (f) < oo Entonces si el funcional @o definido sobre ®, de la manera siguiente :
{54) w* (@) =sup {p @) |p>T€ 0}
satisface las condicioﬂes (A1), (A2 y (A 3) se tiene que p* = E" donde EO es la me-
dida exterior topoldgica construida sobre E a partir del funcional .

DemosTRACION.—Es consecuencia del corolario anterior por ser, evidentemente, H'él—f

Y u (f) = () para toda funcién f€ @
OBservaciON 7. — Vemos por el teorema 21 que si B no es completamente p*-reqular
respecto de @' una condicién suficiente para que el- funcional u, alld definido no
satisfage las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3) es que para toda funcion ¢ € @, tal que
u, (@) < oo, ewista una funcién £ € @ que verifique £~ @ y p, () < oo. Pues bien, el
ejemplo citado en la observacion 3 nos muestra que dicha condicion no es necesaria.

En efecto, en el mismo espacio E alli considerado designemos por y * la medida ex-
terior topolégica construida a partir del funcional y,, definido sobre la familia @, de la
manera siguiente :

(@) = @ (@)

donde z es el mismo elemento alli elegido. Entonces es fdcil ver que E no es completa-
mente p*-regular (respecto de la familia & de las funciones continuas no negativas)
pues

Px (XG) =i

SUD {p, () | xg >FE B} =0
Por ofra parte como alli se vio el funcional p,
T to (@) = sup {u, (f) | g =F€E P}
no satisface las condiciones (A 1), (A 2) y (A 3)

Sin embargo, en este caso tampoco se verifica la condicién citada en esta observa-
¢ién, pues por ejemplo la funcién ¢ asi definida

mienfras que

0 siy =2
¢ (y) = Ll
©siy=Lz
es semi-confinua inferiormente no negativa con p, (p) = 0, mientras que la tnica fun:

€ién continua f> ¢ es la funcién f (y) = oo para todo y € E y para la que se tiene
W, (f) = oo.

TeorEMA 22. — Sea & una familia de funciones semi-continuas inferiormente no ne-
gativas sobre un espacio reqular E tal que toda funcion constante no negativa pertenece
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a ®. Sea p* una medida exterior topoldgica sobre E tal que E es de medida finita. En-
tonces si el funcional p, definido como en (54) satisface las condiciones (A 1), (A 2) y
(A 3) se tiene que p* = p* donde ¥ es la medida exterior topolégica construide sobre
E g partir del funcional p .

DemMosTRACION. — Como, evidentemente, pu* > u* ¥y ; (f) = u* (f) para toda funci6m
] € @ tenemos por la proposicién 27

(@) =n ()
para toda funcién ¢ € @, acotada ya que si

k=sup {g @) |Ex€E}
se tiene que la funcién constante f (z) = k pertenece a & siendo ademds f> ¢ ¥
w () = kyp (B) < oo,
Entonces si es ¢ una funcién cualquiera semi-continua inferiormente no negativa
sabemos que
o =8 {y |g=q €O,
donde hemos representado por @ . el conjunto de funciones acotadas de &, y como la
familia {¢’ | @ > '€ D, | es filtrante (<2) resulta por lo visto anteriormente

pie) =sup{p (@) o> €D,}
=suwp {p (@) o> ¢ €Q,}

OBSERVACION 8. — Si en las condiciones de los teoremas 21 y 22 la familia @’ satisfa-
ce las condiciones (D 1), (D 2) y (D 3) de la definicién 6 el espacio E es completamente
w*-reqular respecto de ® como Se deduce del teorema 20. En particular, si @ es la fa-
milia ®  de las funciones continuas nmo megativas el espacio E es completamente u*-re-
gular.

BIBLIOGR-AFIA

[1] Roorfcuez-Sarinas, B.: Construccién de medidas de Borel sobre los espacios re-
gulares. Acta de la V R.AM.E. (En prensa).

[2] Novag, J.: Regula'r space on which every continuous function in constant. Casopis
Pest. Mat. Fys., (1948), 58-68.

[3] HewIrr, E.: Rings of real-valued continuous function I. Transf. Amer. Math. Soc.,
64 (1948), 45-99.

[4] RobpricuEZ-SALINAS, B.: Sobre la Teoria de la Medida y sus Fundamentos. Discur-
so de ingreso en la Academia de Ciencias de Zaragoza. Mayo 1965.

[6] Boursaxi, N.: Integration. Actualites Sci. Ind. 1175, 1244, 1281, 1306. Paris,
Gauthier-Villars, 1965.

[6] NaceBIin, L.: The Haar Integral. Rochester, New York, Oct. 1964.

[7] Rooricuez-SAvinas, B.: Sur la decomposition d’ensembles en parties respective-
ment equivalents. Quantite et Mesure. Centre Belge des recherches mathemaii-
ques, 139-152. Namur, septembre, 1965.

[8] RoorfGuEz-SALINAS, B.: Medidas topoldgicas. (En elaboracién).

[9] CaraTeEODORY, C.: Algebraic Theory of Measure and Integration. New-York, Chel-
sea Pubhshmg Company, 1963.

[10] EKerzey, J.: General Topology. New-York, 1955.

[11] Munroe, M.: Introduction to Measure and Integration. Reading, Massachusetts,
Adison-Wesley, 1953.

[12] Harmos, P.: Measure Theory. New-York, 1951.

[13] Srone, M. H. Notes on integration, I, II, IIl y IV. 34, (1948), 336-342, 447-455,
483-490 ; 35 (1949), 50-58.

— 124 —




INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA
ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

Por

Maria CarmEN CALvo LOREA

‘Summary

They are a close relationship betwen the photolability the chlorophyll b and the
iron and manganese deficiencies (lime-induced chlorosis) in varieties of Arachis and
other plants cultived in the Ebro’s Valley.

The chlorotic leaves have a low level of lipids that the iron chlorotic leaves ones,
however the lipidic globules are more visible in palisade parenchyma of chlorotic lea-
ves; that was interpreted as a phenomenon of lipophanerosis. The high light intensi-
ties probably desorganise the ultrastructure of chloroplasts and release the structural
lipids material of plasts.

In general, the ultrastructure of chloroplasts studied by electronic microscopie is
the common grana structure, with more lipid globules as the normal leaves.

1. Introduccion

El propésito de este trabajo es el estudio de las deficiencias de manganeso y hierro
en la formaci6n de clorofila, estructura de los cloroplastos y fenémenos con ellos re-
lacionados.

Es un hecho cierto, que los casos de deficiencias en microelementos se estudian ac-
tualmente con frecuencia en plantas, presentando muchas veces el aspecto de proble-
mas de accesibilidad e insolubilidad de los elementos més que de insuficiencia o caren-
cia de los mismos.

Al planteo del trabajo se lleg6 por consideraciones sobre la naturaleza del medio
(composici6én del suelo, luz) y observaciones visuales de las plantas en las que aquella
se ‘refleja.

El diagnéstcio visual para la deficiencia de manganeso se apoya en una clorosis
foliar intervenal que comienza cerca de los bordes de la hoja y se extiende hacia la
vena central (Wallace, 1951). En una deficiencia muy acentuada s6lo las venas perma-
mecen verdes. La clorosis por deficiencia de manganeso no aparece en los brotes jéve-
nes, sino en la base de las ramitas.

En el caso de deficiencia de hierro la clorosis foliar se pone de manifiesto en las
hojas j6venes.

Los dos casos eran patentes en adecuadas condiciones en nuestro estudio.

La sensible falta de clorofila que acompafia a las deficiencias y el proceso de pérdida
«de la misma puede explicarse por dos hipétesis; o bien la clorofila no es elaborada nor-
malmente por la planta al estar en deficiencia los elementos, o bien la clorofila es des-
truida gradualmente.
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La primera hipGtesis sostenida por (Frank A. Gilbert, 1950), (Stenuit, 1955), se apo-
ya en la accién del manganeso en los miltiples procesos enciméticos.

La segunda hipétesis (Gerretsen, 1950), tiene como base que la clorofila seria des-
truida por fotooxidacién, que sigue a la destruccién de la sustancia proteinica protec-
tora, en presencia de un alto potencial de oxido-reduccién. El manganeso es considera-
do, por la mayor parte de los autores, como un regulador de este potencial (Frank y
Gilbert, 1950, Walter Stiles, 1951).

También se explica la destruccién de la clorofila como consecuencia del desequili-
brio de la nutricién del vegetal en el antagonismo del manganeso frente a otros elemen-
tos Mo, Cu, Bo y Fe (Mulder, 1950), (Candela y Hewitt, 1957), (Erkama, 1950).

En algunos fen6menos de clorosis, ademds de la deficiencia de uno o varios ele-
mentos determinados, interviene el factor luz, que actia acentuando los sintomas de
clorosis, incrementando la destruccién de clorofila (Koski, 1950). Sin embargo son rela-
tivamente escasos los trabajos que han relacionado las deficiencias con el factor luz
a pesar de su indudable interés.

Un aspecto interesante de la cuestién es, que la clorofila “in vitro” se descompone
por la luz en presencia de oxigeno. También cuando la iluminacién es demasiado in-
tensa, la velocidad con que las plantas pierden su color verde es mayor si se realiza
en presencia de oxigeno, lo que ha conducido a la creencia de que la despigmentacién
es debida a una fotooxidacién de la clorofila. En cambio un segundo grupo de investi-
gadores han atribuido la despigmentacién a la fotoreduccién de la clorofila (Timiriazev,
1869), (Knoor y Albers, 1935).

Un tercer grupo lo constituyen aquellos investigadores, que observaron una despig-
mentacién de soluciones de clorofila en metanol, inducida por la luz, sin que se hu-
biese afiadido oxidante y reductor (Porret y Rabinowitch, 1937).

En el caso de deficiencias inducidas, en frutales de la regién del Ebro, ha sido mos-
trado el influjo de la luz en la acentuacién de los sintomas (Rodriguez Mufoz y Diez
Altares, 1955).

Diez Altares (1958), demuestra que en perales y cacahuetes, la disminucién del con-
tenido en clorofila es un caso de la clorosis calcdrea a la que no es ajena la alta inten-
sidad de la luz recibida, descomponiéndose la clorofila b por la luz en mayor propor-
cion que la a.

La descomposicién se verifica sin detrimento del mecanismo productor de clorofila,
puesto que cuando se reduce la intensidad luminosa vuelve a elevarse el contenido dek
pigmento.

En el caso de clorosis férrica estudiada por Heras (1960, distingue tres estados de
clorofila: clorofila inicial, formada a partir de sus precursores; activada, formada poc
accién de las radiaciones luminosas; y, estabilizada por accién de un compuesto férrico
protector.

La deficiencia en oligoelementos y la. simultdnea influencia de la intensidad de la
luz, nos pone en camino de considerar la modificacién profunda de la estructura de los.
cloroplastos en estos casos.

En los cloropastos, receptores fotosintetizadores, se han observado una considera-
ble variacién en su tamafio y forma, describiéndose dos clases de cloropastos organi-
zados : lamelares de la mayor parte de las algas, y los cloroplastos con grana de las.
plantas superiores. En algunos casos, Spyrogira y algunas Desmididceas, se observan.
formas intermedias entre ambos tipos de cloroplastos (Butterfasz, 1957), (Chardard-
Rouilles, 1957).

Se ha puesto en evidencia por microscopia electrénica (Frey-Wyssling, 1953), que
aunque los cloroplastos en su morfologia aparecen en gran variedad de plantas como
diferentes ‘segiin sean las especies estudiadas, su infraestructura estd constituida en
todos ellos por pilas de discos o lamelas. Experimentalmente se comprueba que los
pigmentos fotosintetizadores, clorofilas y carotenoides, estén concentrados en las lame-
lag més densas de los cloroplastos que contienen grana y en los cloroplastos lamelares.
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Frey-Wyssling (1953) propuso, como resultado de los estudios previos de Menke y-
de los suyos propios sobre birrefringencia, que los cloroplastos estarian constituidos
por veinte o treinta capas paralelas de lipidos separadas de capas de proteinas por peli-
culas monomoleculares de clorofila; la porfirina hidrofilica de cada molécula clorofilica
ge orientarfa hacia el complejo de la proteina y el fit6l lipofilico se extenderia en la
capa lipidica. El microscopio electrénico ha confirmado este esquema y més tarde se
determiné que cada capa de lipido tiene un espesor aproximado de 50 A.

Frey-Wyssling y Steiman (1953), mediante la observacién de micrografias electréni-
cas seflalan que las lamelas estdn constituidas por macromoléculas de protefna de 65 A
de didmetro.

Melvin Calvin (1962), ha revelado la existencia de los quantosomas, doscientas mo--
léculas de clorofila, y los considera como la verdadera unidad util para la fotosintesis;
representando el elemento biol6gico capaz de transformar un quantum de energia:
solar.

Tomando como fundamento las medidas estructurales realizadas por microscopia:
electrénica, concentracién de pigmento y los cdlculos de 4reas por cada molécula de
clorofila, se eonstruyen diversos modelos esqueméticos para mostrar la colocacién de:
las moléulas de los pigmentos dentro del cloroplasto.

De acuerdo con recientes investigaciones (Gibbs, 1960), (Menke, 1960), (Miihlenthaler,.
1960), se ha dilucidado la estructura de los cloroplastos. El sistema lamelar estd cons-
tituido por una doble lamela en siculo. Estas dobles lamelas son llamadas discos por
Gibbs, vesiculags aplanadas por Miihlenthaler y tilacoides (sack-like) por Menke.

En cloroplastos con grana, aparecen entre los grandes tilacoides ofros més peque-
fios que tienen el didmetro del grana visible mediante el microscopio 6ptico,  y situados:
unos encima de otros formando pilas.

En algunos plastos los tilacoides de una pila se destacan y se unen con las pilas
vecinas.

De acuerdo con estos datos, los grana no pueden ser considerados como elementos:
independientes en la estructura de los cloroplastos, ya que su estructura no es cons-
tante y en muchos casos depende de las condiciones externas (Abel, 1956, (Drawert y-
Mix, 1961), (Wild, 1958-59).

La estructura lamelar lipoproteica es estable solamente en presencia de agua, ya que
a veces en la liofilizacién de los cloroplastos, hay disociacién y parcial cristalizaci6m
de los lipidos (Kreutz y Menke, 1960).

Por accién. de lipasas, los tilacoides se separan (Greenblatf, Olson y Engel, 1960),
lo que parece indicar la existencia de una pelicula externa de lipidos orientados, demos-
trada por luz polarizada, pero la interpretacién no puede tomarse como totalmente cier-
ta debido a las complicadas relaciones O6pticas dentro de los cloroplastos (Menke y-
Menke, 1955).

La microscopia electrénica no aporta resultados inequivocos respecto a la distribu-.
cién de lipidos y proteinas en los tilacoides.

En las micrograffas electr6nicas se observan unas inclusiones esféricas o grénulos:
osmiofflicos, que no han sido investigados detenidamente con respecto a su composicién
quimica. Se supone son gotas de lipides que se originan en la agregacién o disociaci6m
de compuestos solubles en éfer (Falk, 1960), (Gérola y Dassi, 1960), (Murakami y Ueda,
1960), (Wettstein, 1959), (P. E. Pillet, 1964).

Respecto a la naturaleza quimica de los lipidos extractados de los cloroplastos se-
ha visto, que contienen dos galactolipidos: galactosyl-diglicérido y digalactosyl-diglicé--
rido (Benson, 1961), (Benson y Wintermans, 1959), (Wintermans, 1960). También se-
ha comprobado la existencia de fosfétidos (Benson y Strickland, 1960), (Benson y Win~
termans, 1959), sulfolipidos y 4cidos grasos (Benson, Daniel y Wiser, 1969, (Daniel,
Miyano y al., 1961), (Leplage, Daniel y Benson, 1961), (Debuch, 1961).

Respecto al papel especifico estructural desempefiado por un lipido en las complejas
estructuras observadas por microscopia electrénica en cloroplastos, sélo se pueden hacer
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«conjeturas. Estas conjeturas estén basadas en la bipolaridad, hidrofflica y lipofilica,
de la molécula de lecitina.

Otro aspecto interesante es el estado y distribucion de la clorofila en el cloroplasto,
localizada casi exclusivamente en los grana, demostrdndose que no todas las moléculas
de clorofila existen en el cloroplasto en el mismo estado de agregacién (Allen, French y
Brown, 1960), (Thomas y Marsman, 1959), (Buftler, 1961).

Por el estudio de las bandas de absorcién en la zona roja del espectro, se supone
la existencia de moléculas monoméricas y diméricas de clorofila a en cloroplastos. Las
diferentes formas de clorofila a poseen diferente efecto fotoquimico (Allen, French,
1961), (Mc Leod y French, 1960).

La orientaci6n preferente de los planos de las moléculas de clorofila en la direcci6n
-de la superficie lamelar, se deduce de la fluorescencia emitida, en parte linealmente
polarizada, por células vivientes y por fragmentos de cloroplastos (Godheer, 1958),
(Menke W., 1958).

II. Material

El material utilizado para la realizacién de las diversas experiencias ha sido, en el
«caso de las deficiencias de manganeso, especies de la vegetacién esponténea, &rboles
frutales y plantas ornamentales de la regi6n del valle del Ebro.

Entre las especies de la vegetaci6n espontdnea analizadas se encuentran: Convolvu-
lus arvensis L., Trifolium sp., Rubus fruticosus, L., Hipericum tetrapterum L., Ranun-
culus acris L., Rosa canina L.

Como especies ornamentales se analizaron: Ruta sp., Spiraea prunifolia L., Populus
migra L., Hibiscus comunis L., Catalpa bignonioides Walt., Cercis siliquastrum L., Li-
gustrum vulgare L., Salix alba L., Platanus occidentalis L., Pitosporum tobira.

Se determinaron también deficiencias en Vitis vinifera L., Arachis hypogaea, Persica
vulgaris Mill., Pyrus comunis L., Cerasus avium M., Cydonia vulgaris P., Malus comu-
nis Lam.

Para las observaciones microscépicas se utilizaron las variedades Local (Zaragoza) y
‘Teneese Red de Arachis hypogaea L. Se montaron dos experiencias en campo, y las
variaciones de intensidad luminosa se realizaron cubriendo con bolsas negras de algo-
dén, que reducen la intensidad de la luz natural en un noventa y ocho por ciento
(Diez Altares, 1958).

Este mismo material fue utilizado para la determinacién cuantitativa de lipidos.

Para las determinaciones histoquimicas de lipidos se utilizaron las mismas varieda-
des de Arachis hypogaea L., asi como ejemplares verdes y cloréticos de Pitosporum
‘tobira y Mirtus comunis L.

III. Meétodos

“Toma de muestras

El método utilizado para el diagnéstico previo de nutrientes, es el visual (Wallace,
1951). ,
Para la toma de muestras no hay método standard (Bennet, 1945). Dado que la clo-
rosis foliar es la manifestacién que sirve de base a nuestro diagnéstico, el material
‘que se toma para la comprobaci6n analitica de las deficiencias, corresponde a hojas
de la misma edad aproximadamente, de plantas que presentaban sintomas claros de
deficiencias. Se tomaba una muestra de referencia, verde, para poder relacionar los
resultados.

‘Las muesfras se procuraron tomar a la misma hora del dfa, para evitar la varia-
<ién en el contenido de elementos minerales (Goodall y Gregory, 1947).
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Preparacion de las muestras para las determinaciones ‘cuantitativas

Se limpian las hojas, separando los peciolos y realizando el andligis sobre los lim-
bos. El material se seca en estufa eléctrica a setenta grados durante veinticuatro horas,
pulverizéndolo posteriormente y conservindolo en desecador.

Método analitico para la determinacion de la deficiencia de manganeso

La extraccién del manganeso total, se hace por digestién &cida (Piper, 1950). Todas
las extracciones se hacen por duplicado, llevando asimismo la correspondiente muestra
«en blanco.

El método del peryodato, original de Willard y Greathouse (1917), modificado por
Richards (1930), es satisfactorio por la sencillez del procedimiento y la exactitud de los
resultados que se obtienen, y es uno de los méas usados.

Como la exactitud de la determinacién del permanganato formado disminuye marca-
«damente a muy bajas concentraciones, variogs autores perfeccionan nuevos métodos,
que utilizan colorantes orgénicos, tales como la formaldoxima o el atin mds sensible del
4 4'-tetrametildiaminodifenilmetano, que al oxidarse por permanganato desarrolla un co-
lor azul, proporcional a la cantidad del permanganato. Segin Cornfield y Pollard (1950).
este método es mucho mds sensible que el del permanganato.

Nosotros hemos utilizado el método de oxidaci6n con peryodato, utilizando la “tre-
‘trabase” (tetrametildiaminodifenilmetano) para el desarrollo de color (D. J. D. Nicholas
.y D. J. Fisher, The Annual Report. Long Ashton, 1950), con ligeras modificaciones de-
‘terminadas por el material de que disponfamos.

El aparato utilizado fue un absorciémetro Spekker, tipo H-760, interpolando las lec-
turas de las soluciones problemas en la correspondiente curva standard. Se trabaj6é en
cubetas de 1 cm. de recorrido y filtro rojo (Ilford, 608).

Todas las determinaciones se hicieron por duplicado y referidas a materia seca.

Método para la determinacién cuantitativa de grasas

Utilizando como disolvente éter de petréleo 70-90. Por tanto estas determinaciones
«cuantitativas se refieren a sustancias grasas arrastradas por el éter, “Extracto etéreo”.

La mayor parte de los métodos utilizados para estas determinaciones derivan direc-
tamente del método de Weende (Actas de la Primera Reunién Plenaria del Imstituto
«de Edafologia y Agrobiologia G. S. I. C., 1962).

Las determinaciones las realizamos por duplicado. La exfraccién se huo durante
«cuatro horas con el dispositivo de reflujo Soxhlet.

El extracto resultante de la evaporacion del digolvente fue secado a 70° C. en estufa,
hasta peso constante.

Histoquimica de lipidos

El método que utilizamos fue el de Kay y Witehead (1941) para grasas naeutras
que emplean como reactivos especificos Sudén III y IV. Los colorantes Sudén II y IV
'se disuelven en mezcla de Hercheimer (acetona y alcohol del setenta por ciento a partes
‘iguales).

Los cortes se hicieron con microtomo de congelacién y se montaron ~obre glicerina.
dL.0s lipidos (grasas neutras) se tifien de anaranjado.
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Microscopia electronica

Conservacion del material

Se us6 como fijador solucién de &dcido 6smico al uno por ciento, pH = 72 — 7’4,
Esto se consigue preparando dos soluciones

Solucién A :

Acetato sédico cristalizado ... ... ... ... ... .. ... 9’714 grs.
Barbitali8odico= saiartrie s i S e e 4 A eTRS
Agua bidestilada hasta compl. ... ... ... ... ... .. 500 c.c.
Solucion B:
Cloruroleodicos isranitian s n aiins i aamii Sl 40°3 grs.
Gloruro: potésicoin:. i iin - o 2’3 grs.
Glorurojrealeico peisis hvra s s iRl T 0’9 grs.
Agua bidestilada hasta compl. ... ... ... ... .. 500 c.c.

A continuacién se mezclan diez centimetros cibicos de la soluciéon A, 34 c.c. de la
solucién B y 11 c.c. de dcido clorhidrico 0,1 N, y se prueba el pH. Después se aiade
0,5 grs. de 4cido 6smico y se diluye con agua bidestilada hasta cincuenta centimetros
cibicos, conservandose el_fijador en nevera a + 4° C.

Esta férmula es coincidente con la de Zetterqvist (1956), que s6lo se diferencia de la
Palade (1952), en la adicién de alguna pequefia cantidad de sales (Pease, 1960).

Inclusion

Newman et al. (1949), introdujeron el butilmetacrilato para la inclusi6n, y desde en-
tonces ha llegado a ser método standard, que es el que hemos seguido.

Utilizamos mezcla de butil y metil metacrilato en la proporcién 8:2, introduciendo
como iniciador de la polimerizaci6n per6xido de benzoilo en la proporcién 90:1 (noventa.
gramos de la mezcla: un gramo del iniciador), y como inductor el calor.

Microtomos

Microtomo Reichert N, 17839 Austria.

Microtomo LEB Ultrotome Main Unit Type 4801 Sweden.

Se utiliz6 cuchilla de vidrio y las secciones se montaron sobre rejillas preparadas:
con Formvar (nombre comercial de un pléstico de polivinilo producido por Shawinigan.
Products Co. Nw. York. Solucién en cloroformo al 0’2-0'5 %).

Espesor del corte 500 A.

Microscopio electrénico

Elmiskop I Siemens trabajando con 60 KV.

Microscopia de contraste de fase
Fijacion del material

Se utilizaron las mismas muestras fratadas con 4cido 6smico, preparadas para Ja
conservacién de material para microscopia electrénica.
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Microtomo

Tipo Minot para inclusiones en parafina.
Espesor del corte 8 micras.

Microscopio
Leitz Wetzlar, Objetivo Pv Apo 40:1 con dispositivo de contraste de fase Leitz.

Microfotografias

Leica IMg y dispositivo microfotogréafico adicional Mikas.

IV. Observaciones y resultados

Participacion del manganeso en las clorosis calcareas inducidas

En la regi6n del valle del Ebro en que trabajamos, las caracteristicas del suelo coin-
ciden con las sefialadas como favorables para la presentacién del manganeso en formas
no asimilables, puesto que los valores de pH son superiores a siete, el contenido en ma-
teria orgénica es bajo (entre uno y dos), la cantidad de carbonatos totales es alta, asf
como es elevado el poder clorosante.

El diagnéstico visual hace suponer la deficiencia en dicho elemento, ya que puede
observarse una clorosis foliar con las caracteristicas de ser intervenal, comenzando cer-
ca de las mérgenes de la hoja y extendiéndose hacia la vena central. Por otra parte la
clorosis no aparece en los brotes j6venes sino en la base de las ramitas.

Con el fin de comprobar la existencia de dicha deficiencia se realizaron determinacio-
nes analiticas del contenido en manganeso en diversas especies vegetales, estableciéndo-
se comparacién entre los valores obtenidos para el material clorético y normal. Los re-
sultados experimentales se indican en el cuadro I.

El problema de los melocotoneros se ha desarrollado més ampliamente por ser muy
agudo el caso de clorosis que presenta en la regién. De los valores obtenidos puede ob-
servarse que el contenido en manganeso en el material clor6tico es ligeramente inferior
que en el material verde. .

Las muestras 94, 9°, 96, 97, 98, 109, 110 y 111 pertenecen a un melocofonero afecta-
do de clorosis, en el que se ha mantenido una rama sin fratamiento y en otras dos se
inyecté: en una, sulfato de hierro en forma s6lida en el fronco, observandose sintomas
de enverdecimiento répido; y en la otra rama, se inyect6 hierro y manganeso. En fo-
dos los resultados obtenidos, salvando la diferencia de fechas en la recogida de mues-
tras, puede apreciarse que el contenido en manganeso en la rama inyectada con dicho
elemento es siempre mds elevado que en las otras ramas y las cifras alcanzan valores
extremadamente altos dentro del contenido normal de manganeso en melocotoneros.
La rama inyectada solamente con hierro mantiene los valores siempre superiores a los
de la rama fotalmente clorética y como es légico inferiores a la inyectada con hierro y
manganeso.

En el caso de los cerezos, los resultados parecen indicar que la explosién clorégtica
del afio 1958-59 no tiene su origen en deficiencias de manganeso.

Los perales muestran claramente la relacién de la clorosis con el contenido en man-
ganeso, ya que en todas las muestras determinadas se obtienen nimeros superiores
para el material verde.

Los valores obtenidos en manzanos caen dentro de los limites que en la referencia
bibliografica sobre “Le role du manganése en Arboriculture fruitiere” (Bull. Hort. vol.
XIV num. 6) se dan sobre el contenido en manganeso para los distintos frutales. Asi;
en el manzano, el contenido en manganeso para hojas normales estd comprendido entre
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Cuabro I
Melocotoneros : (Persica vulgaris Mill.)

NATURALES

62 y 87 mg/Kg. de materia seca, aunque otros autores lo establecen enfre 38 y 200, con
una media de 110 mg/Kg. de materia seca.

Mueistras Mn*

nimero -
37 Verde; parcela Mené (Aula Dei) e 73
38 Rama inyectada Fe afio 1958, parcela Mene (A D) 72
39 Rama no inyectada; clorgtico, parcela Mené (A. D.) ... ... 56
40 Clorético; parcela Mené (A. D.) ... ... S e 61
50 Flachat ;s verdes (A= interizimn ol Sl srie s i 102
51 Flachat; clorético (A. D.) . 102
52 Durazmlla verde (A. D.) 100
53 Duraznilla ; ligeramente clor (A D) 90
54 Kiang-Si; marcadamente clor. (A. D.) . 92
56 Nectarina-Stanwick ; incipiente def. S 114
55 Nec-tarina-Stanwick sintomas lig. (A. D» 100
91 Gabacho ; verde (A. DL 89
92 Gabacho; sintomas deﬁciencia (A. D.‘; 100
94 Rama no inyectada (A. D.) ... . 96
95 Rama inyectada Fe afo 1959 ( A D) 96
96 Rama no inyectada (A. D.) . o R T S e e SRS 60
97 Rama inyectada Fe-Mn (A. D, 219
98 Rama inyectada Fe (A. D.) . 78
101 Brunén amarillo; inyec. Fe (A D) Apices cloréticos 78
102 Brufién amarillo; inyec. Fe (A. D.). Base verde ... ... ... ... 97
103 Stark Barly; ligeramente verde (A. D.) ... ... ... ... ... ... 100
104 Stark Barly; sintomas ligeros (A. D.) ... ... 99
107 Parcela Semillas selectas (A. D.). Inyec. Fe; verde ... ... 106
108 Parcela Semillas selectas (A D) No myectado clorético . 75
109 Inyectado Fe (A."D.) ... ... ... ... % 67
110 Inyectados Fe-Mnvi(As STy e — s 5 = s elia s 100
111 No inyectado; clorético (A. D) ............ 61
112 Parcela Semillas selectas (A. D.) Inyectado Fe 70

(1)  (A. D.) representa Estacién Experimental de Aula Dei (Zaragoza).

(*) En esta columna se expresan los valores medios de dos determinaciones analiticas.

Cuapro 1II
Perales (Pyrus comunis L.)

Muestras Mn

njimero Y
57 Virginia- Balted’; clorético .(A- D.) ... i ... i e 137
58 Aniearaverdesaverdes (AN S m iR o 210 -
59 Aznicars verde s clorolico (ASD ) ie ins = 0 = e 143
60 Guacharro; clor6tico (A. D.) ... ... ... ... ... 172
61 Guacharrol “verde Z(A=D) - it Bo i ani iy = 195
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Cuabro III

Cerezos (Cerasus avium M.)

Muestras Mn
nimero Y
45 Hojas verdes (A. D) 59
46 Clorético (A. D.) . 55

' 65 Finca prox. A. D.; h0]as c]orétlcas del e]emplar menos clo-
TOLiCoEY Tl e 5 88

67 finca prox A. D.' hojas verdes; explosi()n clorética aﬁo
71 Finca prox A D h0]as cloré’ucas R 80
81 Finca prox. A. D.; ho;as verdes de elemplar clorétlco ...... 180

Cuabro IV
Membrillero y manzanos (Cydonia wvulgaris P.; Malus comunis Lam.)

Muestra Mn
naimero ¥
88 Memb. denom. verde; Semilleros (A. D.). Sintomas clorosis. 184
89 Membrillero Provence; verde (A. D.) . 200
90 Membrillero Marmande ; clor6tico (A. D) : 200

84 Manzano parcela Los Pmos (A D Flla ngu Manz V
verde hiss 80
85 Manzano 915 \Ianz Vlfrelle de Montén (A D ‘ Clorétlco 82

Otro tanto ocurre para los perales y cerezos,
y 200 mg/Kg de materia seca para los perales, con una media de 100; y un contenido

aproximado de 43 mg/Kg de materia seca en el caso de los cerezos.

El contenido en manganeso de los perales y cerezos de esta regi6én no parece muy -
deficiente, pero dada la amplitud de los limites establecidos en dicha referencia biblio-

gréfica, esto no puede tomarse como conclusién muy significativa.

Paralelamente al anélisis de frutales se verificé el de plantas espontdneas y ornamen-
tales de la regién. En la mayorfa de ellas se ha podido apreciar la diferencia en el con-

tenido de manganeso, segin pertenezcan a ejemplares cloréticos o verdes,

el mismo ejemplar segin las hojas sean cloréticas o no.

Los resultados experimentales se indican en el cuadro V.

senaldndose los extremos enfre 68

y aun em
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Cuabro V

Vegetacion espontdnea y ornamental

ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Muestras | Mn
mimero | Yy
19 Rosal, verde; Parque Zaragoza (Rosa canina L.) ... 200
20 Rosal, clorético; Parque Z. ... T e e 200
21 Ruta, verde; Parque Zaragoza (Ruta sp Vo ap e 176
22 Ruta, clorétlca Parque Z. 2 140
23 Corregiiela, \erde Parque Z. (Convolvulus arvensm L/ 112
24 Correﬂuela clorétlca Parque Z. 86
27 Splraed clorética ; Parque Z. (Splraea prunlfoha L) ...... 152
28 Spiraea, verde; Parque A 206
29 Chopo, clorético; Parque Z. (Populus 111grd L) 170
30 Chopo, verde; Parque Z. ; e 210
31 Hibiscus, verde Parque Z. (HlblSCuS comunis L) ......... 80
32 Hibiscus, clorétlco Parque Z. ... ... 92
35 Vid, clorética Parcela Los Pinos (A. D ‘;, (Vitis vinifera Jis) 219
36 Vid, verde; Parcela Tios: Pines i (Ala D )E vusis s =i ki 256
42 Trébol ; ejemplar num, 1; clorético (Trifolium \p et 39
43 Trébol ; ejemplar ndm. 2 clorético ... L e e 56
44 Trébol ; ejemplar nim. 1; verde ... ... ... 53
78 Catalpa. verde; Parque 7 (Catalpa blgnommdes Walr 294
79 Catalpa, clorotlca Parque Z. o R e 212
89 Rubus, verde; Parque Z. (Rubu\ qut1c0<us L,; At a o 109
83 Rubus, clorético 82
113 Arbol del amor; verde; Parque Z. (Cercis siliquastrum L.) 142
114 Arbol del amor, clor(’)tlco Parque Z. ... 137
115 Hipericum tetrapterum L.; Parque Z. Smtomas de clor051s 185
116 Hipericum tetrapterum, Verde Parque Z. 164
118 Aligustre; Parque Z.; smtomas patentes de cloros15 (Li-
gustrum vulgare L\ i 154
119 Aligustre, verde; Parque Z e 143
120 Sauce, clorético; Parque Z. (Salm qlba L) 159
121 Sauce; verde; Parque Z. e 196
122 Ranunculus acris L.; Parque 7 intomas ligeros de clo-
rosis ... .. S 186
123 Ranunculus acris ; Verde Parque 7 207
124 Plitano de ‘sombra ; verde Parque Z. (Platanus ocmdenta-
lis L.) i 226
125 Pldtano de som.bra clorétlco P"u que Z 198

En general, los valores analiticos obtenidos, nos permiten sefialar deficiencia en el
contenido en manganeso en la mayor parte de los édrboles frutales

tdnea y ornamental cuyos sintomas visuales la hacfa presuponer.
Asi los valores medios para frutales son:

, Vvegetaci6én espon-

Hojas verdes Hojas clordticas
3¢ g4
Melocotoneros . . . 90 75
Peralege=ar 202 150
Cerezen s v o0 101 74
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En cuanto a la vegetaci6n espontdnea y ornamental analizada, los contenidos en man-
;zaneso en el material verde y clor6tico que se contienen en el cuadro nim. VI com-
prueban la deficiencia.

Cuabro VI
Hojas verdes Hojas clordticas

Material Y %
Convolvulus arvensis L. ... ... ... ... ... ... ... 112 86
Trifolium spss ~retete towe Nisn el i e e 53 39
Rubus#truticosngalnt 38 e s S 109 82
Banuneulus aerisieli. o s HERG e SE S 207 186
Rutaspsl el it e el 176 140
Spiraea prunifolia T, ...' ... .0 Lol 206 152
Populusiinigraslasseiziies sl i 210 170
‘Catalpa bignonioides Walt. ... ... ... ... ... . 294 212
(ereissiliquastromm ez e ien o e e 142 137
Salix@alha ity sianed il i i 196 159
PlatanussoceidentaligBl st nsiiin g e i i 226 198

En algunas otras especies como Rosa camina, Hibiscus comunis, Hipericum tetrap-
terum. y Ligustrum oulgare, los resultados analiticos no confirmaron el diagn6stico
“visual.

Por ofra parte, Gabriel Bertrand (1951-52-55-58) se propuso establecer una relaci6n
sistemdtica entre las especies vegetales y las proporciones de manganeso encontradas
en sus tejidos. Los trabajos de Bertrand demuestran que el confenido en sustanciag mi-
nerales de las plantas no depende solamente de la composicién del suelo, sino de la
especie de las semillas de que provienen.

El intento de elaborar una sistemética apoyada en datos bioquimicos resulta suges-
tiva, por lo que en el siguiente cuadro presentamos las plantas analizadas con referen-
«cia de las familias a que pertenecen en la Fitografia.

Cuabro VII
Material Material
Familia verde clordtico
Y 36
Convolvuldceas
Convolvulus arvensis L. ... ... ... .o oo or on e 112 86
Vitdceas
Vatisevinifera-li: ol e e e e 256 219
‘Gutiferas
Hipericum tetrapterum L. ... ol o o o 164 1856
0ledceas 3
Ligustrum valgare-Tis =.o oo won s oo ol 143 154
Salicdceas
SR e b b i Sl e s e 196 159
Populustnigravlea it e tein S e e i e ey 210 170
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| Material Material
Familia j verde clorético
| Y Y
Ranunculdceas )
RANUNCUIUS - QCT18: ) om ot e e SO U 207 186
Platandceas &
Platanus occidentalis L. ... ... ... ... .0 .o 226 198
Malvdceas :
Hibiscus comunis s i s e et 80 92
Rosdceas :
Rosaecaning.: T7.c s i SEec sl el G e 200 200 |
Spiraea prunifolia L. ... ... ... ... .o Lo L 206 152 -
RubugsIruticosusiEliiiE el re st usi e s i S s 109 82
Papiliondceas
Cercis siliquastrum L. ... ... ... .. i e iy 142 137
TFrifoliumsp s mai it o i) i s s deioy 53 56
Bignonidceas
Catalpa bignonioides Walt. ... ... ... ... ... ... .. 294 212
Rutdceas
RutasSps = Ee i Rt s e i e H 176 140

Modificacion de la estructura del parénquima clorofilico en relacion con la intensidad de la luz

Con el fin de estudiar la influencia de la intensidad de la luz sobre la estructura del
parénquima foliar, se han llevado a cabo experiencias de cubrici6n utilizando material
adecuado, que proporcionan dos variedades de Arachis hypogaea: Variedad Local (Za-
ragoza) y Teneese Red.

Los cacahuetes se sembraron en parcelas cuyo suelo tiene un pH, 9; materia orgi-
nica 1,40, carbonatos totales 32,760, y poder clorosante 7,88 (valores expresados en
tanto por ciento de materia seca).

La siembra se efectu6 en lineas distantes entxe si un metro, y la intensidad de la
luz se redujo empleando bolsas negras de algodén de treinta y cinco centimetros de
largo y veinte centimetros de ancho, para sombrear ramas enteras durante todo el dia.

Se tomaron muestras de material clor6tico y verde el mismo dia que se hacia la
cubricién, y se fueron tomando muestras en dias sucesivos de las cubiertas, hasta un
méximo de dieciocho dfas para la variedad Local, y diecinueve dias para la variedad
Teneese Red. A continuaci6n se descubrieron las ramas, y se siguieron tomando mues-
tras hasta dar por terminada la experiencia.

Se fijaron las muestras en 4cido 6smico, se hicieron los cortes en microtomo de
parafina y se monfaron en bélsamo del Canadé.

Las observaciones se realizaron en un microscopio con dispositivo de contraste de
fase (Leitz Wetzlar; Objetivo Pv Apo. 40:1).

En las muestras verdes, las células aparecen muy llenas de plastos. En lineas gene-
rales los plastos se presentan casi tangentes a las dos superficies libres de las células.
El influjo del fijador sobre las epidermis superiores es mayor que sobre las inferiores.

En las cloréticas los plastos aparecen no tan definidos en los bordes y disminuyen en
numero. En el contenido celular se encuentra una estructura semigranular. En el parén-
quima lagunar, los plastos son més definidos que en las empalizadas. El contenido de
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Ja célula no queda tan delimitado como antes; una masa granular ocupa la célula y los.
contornos de los plastos son poco definidos.

Cuapro VIII
Arachis hypogaea: Variedad Local

Preparacion
namero

113 Cloroética.
111 Clorética, 2 dias cubierta.
120 Clorética, 18 dias cubierta.
130 Clorética, 6 dias descubierta.
137 Clorética, 9 dias descubierta (se conserva verde).
146 Clorética, 9 dias descubierta (semi verde).
151 Clorética, 9 dias descubierta (totalmente amarillay.
124 Verde.

Cuabro IX

Arachis hypogaea: Variedad Teneese Red

Preparacion

nimero

pesElf Verde.
23 Clorética.
26 Clorética, 2 dias cubierta.
40 Cloré6tica, 9 dias cubierta.
52 Clorética, 19 dias cubierta.
66 Clorética, 5 dias descubierta.

Respecto al efecto del fijador sobre la epidermis, en las cloréticas comienza a no ser-
tan marcado.

Cuando las hojas han estado cubiertas, los plastos aparecen visiblemente marcados y
muy claros y definidos, coincidiendo con la estructura descrita por Menke, siendo més
convexa la superficie sifuada hacia el interior de la célula. Contenido celular no gru-
moso y las membranas del parénquima son muy finas: Las células més definidas soin
lag lagunares. Los plastos aparecen apretados, oscurecidos, como si hubiera tenido lu-
gar la misma reacci6n que en la epidermis que aparece totalmente ennegrecida. Pare--
cen apreciarse ciertas direcciones en la orientaci6on de los plastos. La fijacién en las
dos epidermis tampoco es tan diferenciada como en las verdes.

En hojas que han permanecido durante méds tiempo cubiertas (nueve diag), las
membranas de las células son también visibles, pero los plastos no son tan claros ni
tan abombados como en las de dos dias de cubrici6n, y se presentan mds desdibujados.
También hay lineas de orientacién que se acentian en las membranas radiales.

Las hojas que han permanécido cubiertas el méximo tiempo de la experiencia son:
més estrechas, sobre todo se aprecia esta disminucién en el tamafio de la empalizada.
Se observan dos direcciones preferentes de orientacién normales en los plastos y el
efecto de la fijacién que, antes s6lo se presentaba en la epidermis, se extiende a los
parénquimas. Los plastos no son tan definidos como en las hojas de los primeros dias.
de cubricion y las células no estdn tan vacuoladas.
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A continuacién presentamos algunas fotografias de las preparaciones observadas. Es-

‘tas fotografias se hicieron con una Leica IIIg con dispositivo microfotogréafico adicio-

nal Mikas.

Infraestructura de cloroplastos de las hojas

Para el estudio de la infraestructura de los cloroplastos, utilizamos porciones de lim-
bo de hojas de cacahuet. El corte se hizo siempre a través del borde de la hoja, - por
su seccién media.

Después de fijadas en soluci6n de dcido 6smico de pH 7,2-7,4, y deshidratadas, fue-
ron imbibidas en mezcla butfil-etil metacrilato, segiin método standard.

Para estudiar la estructura de los cloroplastos libres de almidén, utilizamos hojas
de Arachis hipogaea, Variedad Teneese Red, cloréticas que habjan sido mantenidas en
la sombra durante cuarenta y ocho horas por el procedimiento ya descrito de utilizar
bolsas de algodén.

Como puede observarse en la fotografia que presentamos, correspondiente a dicha
muestra (fotografia nimero. 15), los grana en el cloroplasto parecen difusos interna-
mente pero se aprecia su forma rectangular. Los ejes de los grana forman aproximada-
mente dngulos rectos con la superficie del plasto, lo que indica un alineamiento paralelo
de los grana con la superficie de los plastos.

También puede observarse en esta microfotograffa como los tilacoides de una pila
ge destacan y se unen con las pilas vecinas. Estos perfiles de contacto (Fretwork) unen
unos grana a ofros solamente cuando estos estdn préximos.

El sistema de unién se ha demostrado que es més frégil que los grana, pues cuando
los grana son separados de cloroplastos aislados, se ve que no estdn unidos.

En esta microfotografia parece apreciarse un desplazamiento del sistema grana-fret-
work. Este desplazamiento también ha sido sefialado por Weier (1961) en plantas so-
metidas a oscuridad.

Asimismo sSe aprecia c¢6mo los grana son de distinto espesor. Podemos sefialar sus di-
mensiones en el sentido normal del eje de cada grana, teniendo en cuenta que el
aumento microscépico de dicha fotografia es de 20.000x y el aumento general (micros-
cépico y fotografico) es de 40.000x.

Grana A 0,07
Grana B 0,035
Grana © 0,08 g

Grana D 0,07

Grana E 0,035 y, Media 0,049 p,
Grana F 0,02 g

Grana G 0,085 y

o

En lineas generales se puede decir que este cloroplasto responde a los modelos cl4-
sicos (Wilson, 1961) (T. Elliot Weier, 1961) (Kuyper, 1961) (Thomas, 1958) (Frey-Wyss-
ling, 1955-1958) (Miihlenthaler K, 1957).

La siguiente fotografia (fotograria nimero 16), corresponde a la misma muestra pero
«con perfil de corte distinto. El aumento microsc6pico es de 20.000x y el general de
40.000x. También se aprecian los grana con perfiles de contacto entre ellos, e idéntico
desplazamiento del sistema grana hacia un extremo del plasto.

En las fotografias anferiores no se aprecian grénulos osmiofflicos. Estos granulos
pueden apreciarse perfectamente en la fotograffa mimero 17 de 40.000x microscépicos v
80.000x generales. Esta microfotograffa corresponde a una muestra de Arachis hypogaea,
Variedad Teneese Red, clor6tica, pero sin estar libre de almid6én. Es una fraccién de
cloroplasto correspondiente a su zona media. La muestra, aunque clorética y expuesta
2 la luz, habia sido sometida anteriormente a un perfodo de sombreado de diecinueve
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INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

dfas, y tomada la muestra después de cinco dias de exposicién a la luz. Se observa una
estructura lamelar, pero no tan condensada en las formaciones de los grana.

Las fotograffas numeros 18 y 19 corresponden a la Variedad Local (Zaragoza) de
Arachis hypogaea, sometida a catorce dias de cubricién, y de nuevo ha sido sometida a
luz intensa. En ambas puede apreciarse gran abundancia de grdnulos osmiofilicos y la
doble membrana que rodea a cada plasto. La forma ovoidea del plasto; es similar a la
de los esquemas cldsicos (Kuyper, The Organization of cellular activity, pdg. 100, 1962),
y se aprecia la estructura lamelar, quizds algo vacuolizada.

En la fotografia nimero 20 correspondiente también a Variedad Local de Arachis hy-
pogaea que ha sido sometida a perfodos de cubricién (catorce diasg), seguidos de exposi-
ci6n a luz intensa (nueve dias), se aprecia el niicleo celular asi como el nucleolo. Las
caracteristicas de los plastos son similares a las de los anteriores.

De un modo general, las observaciones realizadas con microscopia electrénica de hojas
cloréticas de Arachis hypogea, nos muestran una estructura tipica de cloroplastos con
grana, no habiendo apreciado formaciones concéntricas como las observadas por Wetts-
tein (1959) para plantas etioladas, y por Gérola (1962) para plantas enteramente cloréti-
cas. Los grénulos osmiofilicos se hacen extremadamente patentes y abundantes en las
hojas expuestas a.la luz. No es raro que el sistema de los grana se encuentre un poco
desplazado en el seno de los protoplasmas del parénquima de las hojas, como es obser-
vable en las hojas que han sido sometfidas a periodos de cubricién de dos dias. Estos
desplazamientos han sido también sefialados por Weier (1961) en cloroplastos de Nico-
tiana rustica, libres de almidé6n.

Incremento de lipidos en el parénquima clorofilico

En las observaciones con Microscopia electrénica de cloroplastos se pueden observar
unos voluminosos granos fuertemente osmi6filos que, aunque no estd aclarado en la
bibliografia suficientemente el fenémeno, se supone son lipidos en combinacién con el
osmio, y no simplemente osmio reducido.

Estos gl6bulos lipidicos se hacen mucho més numerosos y aparentes en,las muestras
cloréticas.

Reacciones histoquimicas

La abundancia de estos voluminosos granos osmiéfilos, nos indujo a identificar his-
toquimicamente los lipidos sobre material fresco, utilizando la mezcla Sudén III y IV.
Los glébulos lipidicos eran mds abundantes en el material clorético que en el verde.

Con estos antecedentes llevamos a cabo determinaciones cuantitativas de grasas, com-
probando que el contenido en lipidos es inferior, sin embargo, en el material clorético
que en el normal (verde).

La consideracién de estos resultados nos induce a pensar en un proceso similar al
de lipofanerosis en que los lipidos se revelan como finas gotitas ficilmente tingibles por
colorantes histoquimicos habituales, cuando los protoplasmas han experimentado alte-
raciones tales como hidrélisis o desnaturalizacién, no siendo perceptible este fenémeno
en las células normales.

El material en que con més claridad se nos puso de manifiesto este proceso corres-
ponde a Mirtus comunis, verde y clorético, y Pitosporum tobira, verde y clor6tico. Pos-
teriormente hicimos determinaciones con Arachis hypogaea, llegando a las mismas con-
clusiones.

Los resultados de las determinaciones cuantitativas se expresan en el cuadro X.
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Cuabro X
Grasa
Material Sintomas %

Mirtus comunis ... ... ... ... ... Verde 3,4
Mirtus comunis ... ... ... ... ... Clor6tico 2,8
Pitosporum tobira ... Verde 10,4
Pitosporum tobira ... Clorético 8,9
Arachis hypogaea ... Verde 4,3
Arachis hypogaea ... Clor6tico 3,8

Posteriormente realizamos determinaciones cuantitativas de lipidos sobre la misma - x-
periencia de cubricién en dos variedades de Arachis hypogaea, utilizadas para el estudic
de la modificacién de la estructura del parénquima clorofilico en relacién con la inten-

sidad de la luz.

Los resultados obtenidos los presentamos en los cuadros XI y XII.

Cuabro XI

Arachis hypogaea: Variedad Local

Muestra I Grasa
numero | %
7 Clorética ! 1,8
5 Id. - dingmcubIeEla T astage s mriy 2.1
8 Id. 5 dias cubierta ... ... ... : ! 2,07
10 Id 9 dias cubierta ... ... ... ... .. f 2,7
12 @ Id. 135dias  cubiertal oo e o 8 i 2,1
14 Id. 18 dias cubierta ... ... ... ... | 2,8
18 Id 6 diag descubierta ... ... ... ... ... ...| 1,8
21, 22, 23 1d. 9 dias descubierta ... ... ... ... ... ...| 2,5
15 Verde { 2,75
Cuabro XII
Arachis hypogaea: Variedad Teneese Red
Muestra Grasa
nyumero 9%
2 Clor6tica 2,95
6 Id. 2 dias cubierta ... 2,4
11 | Id. 9&digseublertaierl rri Ao e 3,9
13 Id. 13 dfas cubierta ... 3,6
17 Id. 19 dfas cubierta ... ... 2,7
19 1d. 5 dias descubierta ... 2,88
1 Verde 3,64
16 Id. 4,11 ‘
1 Id. 3,2
1I Clorética 2,3 |
v Id. 10 diag descubierta ... 2,6 |
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INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

V. Discusion

El fenémeno de clorosis por su repercusgién en los cloroplastos, estd caracterizado
por la superposiciéon de dos efectos:

a) clorosis motivada por las caracteristicas del suelo,

b) destruccién de la clorofila por la luz intensa.

Las dos causas participan en el proceso de despigmentacién sufrido por el material
vegetal estudiado por nosotros. i

En la regi6n en que trabajamos (valle del Ebro), las caracteristicas del suelo coinci-
den con las sefialadas para la presentacién del manganeso en formas no asimilables
(Fujimoto y Sherman, 1948), ya que los valores de pH son superiores a 7; el contenido
en materia orgdnica es bajo (M. 0. ~ 1 —2), la cantidad de carbonatos totales es alta,
agi como es elevado el poder clorosante.

El diagnostico visual hace suponer que la deficiencia de manganeso se presenta, ya
«que puede observarse en las bases de las ramas una clorosis foliar intervenal, comen-
zando cerca de las mdirgenes de la hoja y extendiéndose hacia la vena central, (Walla-
ce, 1951).

En esta region se habia comprobado la existencia de la deficiencia de hierro con
sintomas de aguda clorosis, y hemos podido comprobar mediante determinaciones ana-
liticas, la participacién del manganeso en estas clorosis calcdreas inducidas, tanto en
4rboles frutales como en vegetacién espontdnea y ornamental (cuadros I, II, III, IV, V).

Los resultados obtenidos en nuestras determinaciones muestran que la deficiencia de
manganeso se presenta, no sélo en aquellas plantas cuyo diagnéstico visual lo hacia
presuponer, sino también en aquellas otras francamente cloréticas cuyos sintomas po-
dian ir enmascarados por los de la deficiencia de hierro.

La alta intensidad de luz también influye en el proceso de despigmentaci6n, y asi, se
ha comprobado para Arachis hypogaea que la influencia de la clorosis calcdrea sumada
a la alta intensidad de luz recibida (650 f. c¢. de luz reflejada) (1), reducen el contenido
de clorofila en un cincuenta por ciento (Diez Altares, 1958). Al disminuir ld intensidad
de Ja Iuz en un noventa y ocho por ciento, aproximadamente, se produce ya a lag vein-
ticuatro horas de iniciada la experiencia, un reverdecimiento apreciable, elevdndose el
nivel de clorofila en un sesenta por ciento aproximadamente por término medio, en un
periodo de cuatro a cinco dias, llegando a rebasar el contenido de clorofila de las no
cloréticas.

El sigstema clorofilico formado en luz débil es muy 14bil. En efecto, exponiendo a la
luz hojas cloréticas en.que se ha elevado el contenido de clorofila por sombreado, tiene
lugar una disminucién rdpida del contenido en clorofila, llegando a alcanzar valores
inclugo mds bajos que log de las hojas cloré6ticas.

Asimismo, se ha podido comprobar que la relacién clorofila b/ clorofila a es més alta
en las hojas sometidas a luz difusa (cubierta), que eun las que permanecen en condicio-
nes naturales (verdes y cloré6ticas). Esta relacién aumenta, a la vez que la clorofila
total, al aumentar el nimero de dias de cubricién. Cuando las hojas que han permane-
cido en luz débil se someten a luz natural intensa, la relacién clorofila b/clorofila a ex-
perimenta un descenso al aumentar el nimero de dias de exposicién.

La relacién clorofila b/clorofila a es mds alta en las hojas verdes que en las clor6ti-
cas; cuanto mayor es la clorosis son m4is bajos los valores de dicha relacidén.

Si consideramos la pérdida de clorofila por el sélo efecto de las deficiencias, pudiera
interpretarse la clorosis como perturbacién de la sintesis clorofilica bajo la hip6tesis del
efecto catalitico de los metales sobre los procesos enciméticos, hipétesiz que sustentan
J. Wolk, Frank A. Gilbert (1950) y Stenuit (1955) entre otros.

(1) Candela pie (f. c.).
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Pero no s6lo la deficiencia, sino también el factor luz intervienen decisivamente
acentuando los sintomas de clorosis, siendo interpretado el fenémeno en el sentido de
que la luz destruye la clorofila por fotooxidaci6n (Koski, 1950), precedida de la des-
truccién de la sustancia proteinica protectora, en las condiciones creadas por un alto
potencial de Oxido-reduccién (Gerretsen, 1950). También Virgin (1955) demostr6 a
altas intensidades de luz se produce menos clorofila, fenémeno que atribuye a la des-
truccién del pigmento y no a la falta de formacién del mismo.

Por A. A. Schlik et al. (1962), ha sido propuesto el siguiente esquema para la for-
macién de clorofila en plantas etioladas.

OSCURIDAD LUZ
———> PROTOCLOROFILIDA ——— > CLOROFILIDA

OSCURIDAD l
FITOL — > CLOROFILA ¢ —> CLOROFILA b

EsqQuema 1

En concordancia con este esquema la luz solamente interviene en la formacién de
clorofilida, siendo el receptor la protoclorofilida. Sin luz, por tanto, no hay formacién
de clorofila al no haber previa formaci6n de clorofilida. Sin embargo en nuesfras ex-
periencias sobre plantas deficientes, al cubrir aumenta el contenido en clorofila; esto
nos induce a pensar que efectivamente lo que se evita es la descomposicién. De anéloga
manera, si una planta anteriormente cubierta se expone a la luz, tiene lugar la dismi-
nucién de clorofila b. Al no intervenir la luz, segin el esquema anterior, en la forma-
cién de clorofila b a partir de clorofila a, parece evidente que la disminucién de clorofila
debe interpretarse en el caso de plantas deficientes como una descomposicién.

Asi pues, para las plantas deficientes con que hemos experimentado, y de acuerdo
con Goodwin y Owens (1947), Smith (1948 y 1954) Blaauw-Jansen y col. (1950), Koski
(1950) y Virgin (1956) y otros, nos inclinamos a interpretar la despigmentacién como
un proceso de fotodescomposicién de la clorofila, y no de falta de formacién de la misma.

La descomposicién de la clorofila por la luz parece verificarse sin detrimento del me-
canismo productor de clorofila puesto que cuando se reduce la intensidad luminosa
vuelve a funcionar dicho mecanismo forméndose el pigmento.

Sin embargo, han sido observadas por Gray (1960) alteraciones en las células por
efecto de la luz visible, concretamente en cloroplastos. Estas alteraciones se producen
también con luz ultravioleta, siendo, en este caso, el proceso fotorreversible; es decir,
que se observa una parcial restauracién al ser expuestas de nuevo a la luz visible. En
el caso de exponerse a la acci6n de radiaciones ionizantes no se aprecia reversibilidad.

En nuestras experiencias sobre reverdecimiento de plantas cloréticas por disminucién
de la intensidad de la luz, se ha puesto de manifiesto una modificacién en la estructura
del parénquima foliar, que atribuiremos a la radiacién visible en tanto no ronozcamos
cuantitativamente el espectro de nuestra regién.

Todas nuestras experiencias han sido llevadas a cabo en el campo, es decir en condi-
ciones climiticas naturales. El estudio del espectro solar en sus aspectos cualitativo y-

cuantitativo preocupa a los cientificos del mundo dada la influencia de las radiaciones
en las diversas actividades vitales.

No serfa dificil plantear experiencias en condiciones deliberadamente controladas para
ser realizadas por ejemplo en un phytotrén, en nuestro caso iluminando con longitudes
de onda determinadas, para llegar a obtener datos interesantes sobre el efecto de la
clase e intensidad de la radiacién en la descomposicién de las clorofilas.

Nos hemos limitado a disminuir la intensidad del espectro visible de la luz, habien-
do observado, como efecto de esta disminuci6én, una modificacion en la estructura del
parénquima foliar.
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En las muestras verdes las células aparecen muy llenas de plastos, situados éstos:
casi tangentes a las superficies radiales de las células.

En las®eloréticas, los plastos aparecen con contornos menos definidos y disminuyen:
en numero, Cuando las hojas han sido cubiertag dos dias, por ejemplo, los plastos apa-
recen visiblemente marcados coincidiendo con las estructuras tipicas descritas por pri-
mera vez por Menke. Los plastos més definidos son los del parénquima lagunar. En hojas
que han permanecido durante mds tiempo cubiertas, log plastos no son tan patentes ni
tan convexos como en las anteriores de dos dias de cubricién. Por tltimo en las hojas
que han permanecido cubiertas el méximo fiempo de la experiencia (diecinueve dias),
los plastos tampoco tienen los contornos tan definidos.

En las hojas que después de haber sido cubiertas vuelven a exponerse a la luz, la
estructura del parénquima es bastante similar a las de las cloréticas primifivas.

En estas experiencias ha podido observarse que en las hojas cubiertas se aprecian:
ciertag direcciones en la orientacién de los plastos. Las direcciones de orientacién son
preferentes en direccién normal a la superficie de las hojas. En las hojas que han per-
manecido cubiertas el méximo tiempo se observan dos direcciones de orientacién casi
normales de sus plastos.

Esta orientacién de los plastos acentuada en las paredes laterales, a nuestro parecer,
es coincidente con la denominada parastrofia (Handbuch Naturwisenschafter B.7).

Estos movimientos fototdcticos han sido observados por Zurzycki (1962) en experien—
cias sobre Lemna trisulca y en lineas generales nuestras observaciones son coincidentes
con aquellas.

En el caso de las hojas cloré6ticas, la disposicién parastréfica que hemos observado pa-
rece la més natural como disposicién que tiende a reducir el efecto perjudicial del ex-
ceso de luz incidente. Es conocida la participacién de la luz en la orientacién de los:
plastos que adoptan dentro de las células normales las disposiciones més adecuadas para
el aprovechamiento méximo de la luz incidente, que absorbida por la clorofila se emplea
primeramente en la excitacién de electrones de un compuesto de proteinas rico en
hierro, denominado ferredoxina por Arnon (1963).

Estas observaciones nos inclinan a suponer con Gray (1960), que las cglulas que-
estdn habitualmente expuestas a la luz tienen medios de proteccién contra las altera-
ciones producidas por dicho agente.

Nuestro propésito es determinar qué grado de perturbaci6én pueden producir la ac-
cién simultdnea de las deficiencias de hierro y manganeso, y las clorosis acentuadas por:
grandes intensidades de luz en la estructura del parénquima foliar.

Un estudio més profundo de esta accién perturbadora de la luz intensa sobre la
estructura del parénquima foliar, en el caso de plantas deficientes, lo hemos realizado
con ayuda de la Microscopia electrénica.

En lineas generales las micrograffas electrénicas de los cloroplastos de nuestro ma-
terial son concordantes con las cldsicas, que evidencian que estdn constituidos por una
doble membrana que contiene una mafriz relativamente homogénea denominada estro-
ma, en la cual estdn embebidos unos grédnulos (grana).

El estroma es un sistema lamelar constituido por unas series de dobles lamelas ce-
rradas y entre este sistema de dobles lamelag aparecen ofras més pequefias que tienen:
el didmetro de los grana visibles en el microscopio 6ptico.

Es llamativa la presencia de unos gl6bulos, como ya hemos sefialado en la Introduc--
ci6n (pdg. 10), que algunos investigadores no los identifican y para otros son de na-
turaleza lipidica.

El desarrollo de las estructuras lamelares ha sido estudiado, y segin Kuyper (1962)
la luz juega un papel decisivo en el crecimiento y diferenciacién de las lamelas y de
los grana.

La influencia de perfodos de luz y oscuridad en la organizacién de los plastes ha
sido estudiado mediante Microscopia electrénica por Wetistein (1959) realizando obser--
vaciones sobre plantas de Phaseolus vulgaris sometidas durante el crecimiento a perio--
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dos de oscuridad seguidos de luz y observa una répida organizacién de la estructura de
los plastos y formacién de los grana y distingue los siguientes pasos:

1) Sintesis de vesiculas dentro del primordio plastidial.

9) Agregaci6n de estas vesiculas para formar cadenas sencillas de vesiculag inter-
-conectadas.

3) Ordenacién y fusién de las cadenas para formar dobles membranas paralelas o
lamelas.

4) Multiplicacién de las lamelas.

5) Crecimiento y diferenciacién de las lamelas en los grana y estroma lamelar.

Este desarrollo estd bajo el control de muchos genes, y se originan mutaciones que
lo bloquean.

Estudios biogquimicos indican que el Mutante Xanta-10 presenta una estructura lamelar
no obstante el aparente bloqueo en la sintesis de clorofila, y esto sugiere que el desa-
rrollo de lamelas puede ser independient de la sintesis de clorofila.

Tenemos por tanto que para plantas etioladag y mufantes se produce un hloqueo de
los precursores de la clorofila y preferentemente los plastos adoptan unas formasg con-
«céntricas.
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Foro 2. — Preparacién nim. 111.




Foro 3. — Preparaci6én nim. 120.

Foro 4. — Preparacién nim. 130.
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Foro 6. — Preparacién ndim. 146.
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Foro 8. — Preparacién niim. 124.




Foro 9. — Preparacién num. 7.

Foro 10. — Preparacién num. 23.




Foro 11. — Preparacién nim. 26.

Foro 12. — Preparacién nim. 40,




Foro 13. — Preparacién niim.

Foro 14. — Preparacién num. 66.
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INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

En el caso de las plantas deficientes en hierro y manganeso estudiadas por nosotros,
ya hemos sefialado cémo la despigmentacién la interpretamos como un proceso de foto-
-descomposici6n, pero en las observaciones hechas con Microscopia electrénica, no he-
mos encontrado formas lamelares concéntricas, sino que los plastos de plantas deficien-
Zes muestran una estructura que puede acomodarse a la tipica de los plastos con grana.

Asi, por ejemplo, la observaci6n con microscopio electrénico de hojas cloréticas de
Arachis hypogaea variedad Teneese Red, de las que habfa sido eliminado el almidén por
-cubrici6én (dos dias) y en las que se habja apreciado un reverdecimiento como conse-
cuencia de no estar sometidas a la accién de luz intensa, pone de manifiesto que la
estructura del plasto no difiere esencialmente del esquema clasico de cloroplastos con
‘grana, Esquema 2.

Por cubricién de nuestro material de estudio, no esperdbamos una reorganizacién de
la estructura de los cloroplastos, ya que en el desarrollo de las estructuras lamelares
.como parece comprobado, juega un papel decisivo la luz (Kuyper, 1962), y, por tanto, es
16gico pensar que el grado de organizacién del cloroplasto a los dos dias de cubricién
«corregsponda al del material clorético en condiciones naturales de iluminacién.

La luz produce alteraciones estructurales en los cloroplastos (Gray, 1960). También
da luz ulfravioleta y las radiaciones ionizantes producen estos dafios, pero en el caso
de ser ultravioleta se observa una parcial restauracién por nueva exposicién a la luz
'vigible, cosa que no se aprecia cuando la alteracién es producida por radiaciones ioni-
zantes.

También Stepanov (1963), al hablar de la influencia de las radiaciones ionizantes so-
bre las plantas, sefiala las variaciones que pueden tener lugar en los plastos sin Ilegar
4 desintegrarse en grdnulos, formdndose después nuevos plastos que difieren en la for-
ma y en el tamafio de los iniciales. :

Los grana son mdis resistentes que las ofras partes del plasto para la luz ultravioleta
{Chessin, 1960).

Budnitskaya (1960), ha determinado que la radiacién ionizante produce cambios bio-
quimicos que dan como resultado una alteracién de los procesos metabélicos. Estos cam-
bios bioquimicos pueden ser detectados antes que la alteracién estructural se haga pa-
tente. ;
Budnitskaya y colaboradores (1958), han observado que en hojas de judia hay cam-
bios, por efecto de la radiacién ionizante, en los lipidos libres y enlazados. En la frac-
«ci6n libre, correspondiente a hojas irradiadas, la cantidad de peréxidos es mucho mayor
qque en las no irradiadas. Esta acumulacién de peréxidos lipidicos puede jugar un im-
portante papel en el dafio sufrido por las plantas bajo el efecto de la irradiacién.

En las plantas deficientes ya hemos visto cémo la luz visible produce descomposicién
e la clorofila y modificacién de la estructura del parénquima foliar, ain cuando no he-
mos observado aparentemente modificaciones muy grandes en la infraestructura de los
«cloroplastos, ya que ésta puede acomodarse a la tipica de los plastos con grana. En esto
ultimo no diferirfan, en relacién con las caracteristicas de la luz de nuestra regién,
de lo que sefiala Chessin para la luz ultravioleta, para la que los grana son m4s resis-
‘tentes que las otras partes de los cloroplastos.

También concuerda con lo senalado por Gérola (1962) para melocotoneros parcial-
mente clor6ticos, en los que observa la modificacién de la infraestructura de los cloro-
plastos, mds o menos acentnada segin la intensidad de la clorosis.

En nuestro caso, quizds, una clorosis més aguda pudiera modificar mds profunda-
mente la infraestructura del plasto.

En observaciones histoquimicas sobre cortes de hojas cloréticas de Mirtus comunis,
Pitosporum tobira y Arachis hypogaea, fijadas y tratadas con mezcla Sudén III y IV,
pudo apreciarse una mayor abundancia de glébulos lipidicos en el material clorético
que en el verde, que de momento nos hizo pensar en una mayor abundancia de grasas
en el material clorético.

Realizadas determinaciones cuantitativas, siempre obteniamos valores inferiores para
2] material clorético.
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El contenido en grasa total extractable por éter de petréleo de 70-90 viene. represen-
tado en el cuadro XIIL.

Cuapro XTI

Hojas  verdes Hojas clordticas

Material ' Grasa 9 Grasa 9%
Mirtus comunis ... .. .. . ol 34 &[ 2'8
Pitosporum tobira ... ... ... .' 104 | 8’9
Arachis hypogaea Var. Local . 4’3 v 38

También la Variedad Teneese Red de Arachis hypogaea empleada en nuestras expe-
riencias, muestra diferencias en el contenido en grasa segun sea material clorético o
verde.

Estos dos hechos: la mayor abundancia de glébulos lipidicos, y el menor conteni-
do en grasa total, no encierran contradiccién, segin nuestro parecer. Al perturbarse
la funcién clorofflica, como consecuencia de las deficiencias y de la fotodescomposi-
cién de la clorofila, es l6gico sea menor el contenido en grasas en el maferial clorético
que en el verde. Por otra parte, la mayor abundancia de glébulos lipidicos en el material
clor6tico nos induce a pensar en un efecto semejante a una lipofanerosis, en que por
efecto de la fotodescomposicién de la clorofila de las capas de los grana, se liberen lipi-
dos y se hacen patentes como finas gotitas fdcilmente tingibles por los colorantes de las
grasas.

Apoyamos nuestro supuesto en la estructura de los plastos: Frey-Wyssling (1953
propuso como resultado de los estudios previos de Menke y de los suyos propios sobre
birrefringencia, que los cloroplastos estdn constituidos por veinte o ftreinta capas pa-
ralelas de lipidos separadas de capas de proteinas por peliculas monomoleculares de clo-
rofila. La microscopia electrénica ha confirmado este esquema nim. 3.

T T T T [D T TClorofila.

I

e L L L Lipleo:

EsqueEmMa nim. 3.

La clorofila de estas capas monomoleculares es clorofila b y clorofila a. En el caso
de Arachis hypogaea la relaci6n es

clorofila. b/clorofila a ~ 0’3

Asi por ejemplo para la Variedad local los valores de dicha relacién para material verde
son de 0’39, de clor6tico 0°36 y de hojas cubiertas 0’40; viéndose como es inferior el
valor en las hojas que permanecen en condiciones naturales que en las que estdn some-
fidag a luz difusa.
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INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

Esta labilidad de la clorofila b en los casos de clorosis objeto de nuestro estudio,
es la que nos ha inducido a considerar la repercusién de la descomposicién de las clo-
rofilas contenidas en los grana en la alteracién de las estructuras de los cloroplastos.

No hemos encontrado en los mmiltiples esquemas propuestos en la bibliografia para
la estructura de los cloroplastos, ninguna referencia que pormenorice la disposicum Te-
latna de las dos clorofilas ¢ y b en las capas monomoleculares de los grana, smo de

la clorofila en general, sin distincién.

En nuestro caso conocemos la relacién entre ellas ~ 1/3 (Arachis hypogaea).

Imaginemos un esquema nuim. 4 orientador de la constitucién de las lamelas de
los cloroplastos teniendo en cuenta las dos clases de clorofila y su relacién 1/3.

T |T| |T'| |T|
a0 rHer

T Clorofila a.
T Clorofila b.

EsQuEmMa nim. 4

Lipido.

Al no ser igual la proporci6n inicial de ambas clorofilas, y mostrando mayor labilidad
para la luz la clorofila b, es verosimil pensar que aunque la estructura fundamental del
cloroplasto no quede modificada (esquema num. 5), dada la estabilidad a la luz del
estroma, sf que puede ocurrir que al descomponerse parte de la clorofila, queden libera-
das moléculag de lipidos, dando lugar a un fenémeno semejante a los descritos como
lipofanerosis.

Asi pues, la interpretacién que damos a esta lipofanerosis es: que el material suscep-
tible a la clorosis, al recibir un exceso de luz sufre una parcial destruccién, desorga-
nizdndose la fraccién lipidica de los cloroplastos, aunque en esencia no se modifique
la estructura, de acuerdo con nuestra idea expuesta anteriormente de que la descompo-
sicién de la clorofila por la luz se verifica sin detrimento del mecanismo productor de
clorofila.

Estas consideraciones nos inclinan a sustentar la hipdiesis siguiente: a pesar de
que el contenido total en lipidos es menor en el material clorético que en el verde, una
fraccion se pone de manifiesto en forma de glébulos, como consecuencia de la fofodes-
composicién de moléculas de clorofila con las que estd orientado.

Respecto a la naturaleza quimica de los lipidos liberados por aquel fenémeno, s6lo
sabemos que son grasas neutras. Lo que hemos denominado grasa total es la extractable
por éter de petréleo 70-90 o “extracto etéreo”, porque la naturaleza quimica de los
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lipidos extractados de cloroplastos es extremadamente complicada, denotdndose la exis-
tencia del difosfatidil glycerol (Benson y Schickland, 1960), acompaiiado de fosfatidil ino-
sitol, lecitina y cefalina (Wintermans, 1960) asi como galactolipidos y sulfolipidos.

f T F

|
W

TClorofHa a.
TClorofila b.

EsqQuema ndm. 5.

Lipido.

Asi pues, estamos muy alejados todavia de poder determinar el grado de desorga-
nizacién de la estructura de los cloroplastos, por efecto de la intensidad de las radiacio-
nes en los casos de plantas deficientes ;pero, los datos acumulados nos hacen sustentar
la hipé6tesis de que en los casos de clorosis, objeto de nuestro estudio la intensidad de
la luz visible actiia no s6lo en la modificacién de la estructura del parénquima clorofi-
lico sino también en la fntima estructura del cloroplasto. Dado que la clorofila estd
soportada en los grana, es l6gico pensar que al verificarse preferentemente la fotodes-
composicién de la clorofila b, el material lipidico que se halla intercalado en la estructu-
ra de dichos grana queda parcialmente liberado, lo que da origen a esa mayor ‘abun-
dancia - de los gl6bulos lipidicos, puesta de manifiesto con las técnicas histoquimicas
Y subsiguientes observaciones microscépicas.

V1. Resumen

En los casos de clorosis conjunta. por deficiencias de hierro y manganeso inducidas,
sé acenftiia la descomposicién de la clorofila por influencia de grandes intensidades de
luz, debido probablemente a una fotooxidacién, La clorofila b (forma més oxidada) tiene
una mayor labilidad a la luz que la clorofila a.

La descomposicion de la clorofila por la luz parece verificarse sin detrimento del
mecanismo que participa en la formacién de clorofila, puesto que cuando se reduce
la intensidad luminosa se produce de nuevo un reverdecimiento de las hojas cloréticas.

En general, en todos los casos observados por nosotfros histolégica e histoquimica-

mente, se- aprecian diferencias en las estructuras de los parénquimas clorofilicos al
comparar el material clor6tico y verde.
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La luz produce modificaciones en la estructura del parénquima del material cloré-
tico, y en los procesos de reverdecimiento por disminucién de la intensidad luminosa.
Los plastos al principio aparecen viziblemente delimitados, y en periodos largos de
cubricién no estdn definidos.

En las hojas cubiertas se aprecian direcciones preferentes en la orientacién de los
plastos (parastrofia).

En el aspecto bioquimico, el material clorético tiene menor contenido en grasas que
el verde. Sin embargo, mediante observaciones histoquimicas puede apreciarse una
mayor abundancia de glébulos lipidicos en las hojas clor6ticas que en las verdes, fené-
meno que interpretamos como semejante a una lipofanerosis, perceptible s6lo en célu-
las no normales.

La observacién de este fenémeno nos induce a suponer que los grana de los cloro-
plastos del material clorético, sufren un proceso de desorganizacién como consecuencia
de la fotodescomposicién desigual de las clorofilas de las formas a y b.

No obstante, en las plantas deficientes estudiadas, la infraestructura de los plastos
deducida mediante Microscopia electrénica, puede acomodarse, en lineas generales, a la
tipica de los plastos con grana.

Saide -




BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS*

Por

FErMIN GOMEZ BELTRAN y SANTIAGO ALVAREZ PEREZ

Citedra de Optica de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza

Introduccion

Se ha construido en la Facultad de Ciencias de Zaragoza (Departamento de Fisica
Fundamental) una instalacién para la medida de susceptibilidades magnéticas en cuerpos
paramagnéticos instalacién que, en la actualidad, funciona adecuadamente y con la que
se estd llevando a cabo un programa de frabajo relacionado con las caracteristicas es-
tructurales de distintos complejos de algunos elementos de transicién. Creyendo que
una somera descripeién de las soluciones dadas al problema de disponer de una instala-
«ci6n de medida pudiera ser interesante para algin otro laboratorio en que se pretenda
utilizar, o se utilice ya, esta técnica, la publicacién del trabajo que sigue no parece
ociosa y, por ello, presentamos aqui el resumen de lo que ha constituido la memoria e
‘Tesis Doctoral del Dr. S. Alvarez Pérez.

Eleccion del método de medida de susceptibilidades

De los dos métodos de medida mds comminmente empleados en la determinacién de
susceptibilidades magnéticas elegimos el de Faraday a causa de que permite una m4s
ficil adaptacién al aparato medidor de los accesorios necesarios para el trabajo a bajas
temperaturas.

La instalacién que hemos construido se va a utilizar en temas de trabajo como los
‘siguientes : :

a) Determinacién de momentos magnéticos de complejos de los elementos de transi-
«€i6n y de su variacién con la temperatura, con el fin de estudiar aspectos de la “Teoria
del campo de los ligandos” relacionados con la estereoquimica de los iones o moléculas
«de la primera esfera de coordinaci6n.

b) Antiferromagnetismo de sales.

¢) Comportamiento magnético de radicales libres.

En todos ellos es muy importante el conocimiento de la variacién de la susceptibili-
dad magnética con la temperatura y, dado que segin la ley de Curie aquella crece al
«(lisminuir ésta, parece mas conveniente su estudio en la zona de las bajas ‘temperaturas.

* Este trabajo es un resumen de la Tesis Doctoral del Dr. D. Santiago Alvarez Pérez.
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Segun el método de Faraday
I =ymH—
z x a7
en que:

fuerza a medir en la direccién del eje z.
susceptibilidad magnética.

masa de la muestra.

intensidad del campo magnético exterior.

KIHIIEN..""
Il

0
—— = variacién de H en la direccién z.
oz

o H
Si se conocen m y H——1y se mide f, se puede obtener y.

Z
Para que la aplicacién de esta férmula sea correcta es preciso que la muestrsf de la
sustancia sea puntual, que esté en vacio y que su situacién en el campo magnético ex-
oH

terior corresponda al punto en que H es maximo.

oA
Ademds, con el fin de anular f_y fy, es preciso que el campo magnético externo sea
siméfrico en las direcciones OX y OX’ asi como en las OY y OY’. Finalmente, para:
conseguir una f_elevada con la minima cantidad de sustancia, el electroimén productor
del campo magnético externo debe de poseer las piezas polares mds adecuadas para

9
obtener un alto valor de —— valor que, por otra parte, debe de ser lo més compatible-
0z

posible con un cierto volumen del espacio en que H sea constante. En otras palabras,

la curva representativa de debe de ser pendiente en ¢l mdximo pero éste, a su vez,

0z
debe de poseer un “plateau” no muy estrecho.
A partir de las exigencias anteriores se plane6 una instalacién que, en principio, se
puede dividir en tres partes:
1) Electroimén.
2) Balanza para medir f .

3) Accesorios para la produccién y conirol de bajas temperaturas.

Descripcion de la instalacion
1. Electroimdn y fuente de alimentacion.

Esta pieza del equipo, a la que hubimos de adaptar toda la subsiguiente instalacién,
es un antiguo aparato alimentado por corriente continua, procedente del Instituto de-
Fisica “Alonso de Santa Cruz” y cedido amablemente por su Direccién. Es un aparato-
refrigerado por agua y consume hasta 60 Amp. a 20 voltios. Provisto de piezas polares.
troncoc6nicas de dimensiones R =30 mm., r =10 mm. y h = 25 mm. produce un
campo adecuado a las necesidades del método de Faraday, y para una separacién de

: : o
26 mm. entre sus piezas polares se obtienen, en el punto de H —— méximo (4 1.01 mm,
A
sobre el borde del circulo que forma la base menor de tronco de cono de la pieza polar
de la derecha), los valores de campo que se resefian en la Tabla I.
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Tasra I

I/Amp. H/oersterd

964
1.922
3.850
5.489
6.710
7.890

GEEEE -

26 mm. es el entrehierro minimo compatible con una colocacién ficil de la muestra
y criostatos.

Fue necesario proyectar un sistema de alimentacién en continua para este electroiman
pues no disponfamos de una bateria de acumuladores. El esquema de este sistema es el
que aparece en la figura 1 y, como se ve, parte de la corriente trifisica de la red que,
tras una estabilizacién electr6nica en V., se transforma y rectifica adecuadamente. EL
confrol del voltaje en el primario se realiza con dos autotransformadores (grueso y
fino) y el de corriente después del secundario en un amperimetro, clase 0,5 %, con
tres escalas de medida (0-6, 30, 150 A, respectivamente) intercalado en serie con las
bobinas del electroimdn.

0 7
2
5
: 1
e S X X
3 ; Jord
= 5 +
2 —L : =3 X x z
S, . = =
R R S = R 5
Fie. 1

2. Balanza propiamente dicha.

Dado, como ya hemos dicho, que la balanza a construir se pretendia utilizar para
trabajo a bajas temperaturas el método de medida de f, debiera poder manejarse con
control remoto pues, tanto la muestra como el resto de la balanza deben de estar fuera
del contacto de la atmésfera a fin de evitar la condensacién de humedad, CO, y, en
dltimo extremo, aire sobre esta iltima al refrigerarla. En este sentido, por su forma de
operacién, no nos pareci6 posible utilizar una balanza analitica ordinaria. Asi pues,
creimos que la més conveniente era una balanza de torsi6én con compensacién eléctrica
del tipo de la empleada por H. M. Gijsman [1].

El principio general bajo el que opera una balanza de este tipo es el siguiente:

La muestra a medir cuelga de uno de los brazos de una especie de cruz de balanza
que, a su vez, estd sostenida transversalmente por dos cintas de bronce de berilio de
tres milimetros de anchura y 0,03 de espesor. Estas cintas suministran el par de
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BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

torsién de la balanza .En el brazo opuesto al que soporta la muestra se coloca un con-
trapeso que equilibra el peso de aquella, platillo y transportador. Asi pues, cuando no
actia ninguna fuerza sobre el material, la balanza se encuenfra en lo que pudiéramos
llamar su posicién de equilibrio.

En las direcciones transgversales a los brazos existen, solidarias a la cruz, dos bobi-
nas. gemelas de hilo conductor y de forma paralelepipédica recta por lag que puede
circular corriente eléctrica continua. Estas bobinas estdn colocadas entre los polos
de dos imanes permanentes gemelos que suministran un campo de unos 500 oersted
cada uno.

El colocar dos imanes permanentes gemelos, asi como dos bobinas gemelas, es para
evitar la posible influencia del campo variable del electroimén exterior sobre el sistema
de giro de la balanza. Colocando los imanes permanentes de forma que sus campcs
vayan en sentido contrario y haciendo que los arrollamientos de ambas bobinas sean,
asimismo, en sentido contrario, se anulan lag influencian del campo exterior sobre el
aparato, sea cual sea el valor de dicho campo. En cualquier caso ésta no serd muyv
grande, pues la balanza dista m4s de 80 cm. del entrehierro del electroimén.

Estando la lanza en la posicion de equilibrio (que se determina por un procedi-
miento Gptico) al actuar sobre la muestra el campo magnético del electroimén exterior
ge produce una fuerza, en direccién de la gravedad si la sustancia es paramagnética
y en gentido contrario si es diamagnética, que desequilibra la balanza. Para volverla
a su posicion de equilibrio (puesta a cero), se hace pasar una corrienfe confinua por
las bobinas de la cruz y se varfa su intensidad hasta -conseguir repefir dicha posici6n.

La intensidad de la corriente suministrada es proporcional a la fuerza. Asi pues, ia
fuerza se puede medir con un amperimetro de continua. i

Con un calibrado previo, los valores de intensidad medidos dan los de lag fuerzas
que actian.

El amperimetro utilizado en esta medida es un miliamperimetro Hartman-Braun,
modelo HL clage 0’1 que, a fravés de un shunt de la misma casa, posee hasta 5 escalas
de medida.

Un esquema de la balanza puede verse en la Fig. 2.

La balanza posee un freno de Foucault, un sistema para poner y quitar pesas del
platillo (movido por dos motores eléctricos) con el fin de calibrarla en vacio y un siste-
ma de cero. Asimismo, posee todos los aditamentos precisos para que se mueva en fo-
das las direcciones y todas las conducciones necesarias para hacer el vacio en su caja
e introducirle helio gas.

Para determinar la posicién del cero en la balanza se utiliza el “spot” producido
por un haz luminoso que se refleja en su parte moévil. Dada la sensibilidad exigida al
instrumento puede apreciar desviaciones de la mancha luminosa del -orden de la décima
de milimetro.

Mediante una lente, con una de sus caras espejada, situada sobre la cruz de la
balanza, se enfoca el haz luminoso de un proyector sobre dos células fotoconductoras,
F y F,, de sulfuro de cadmio que presentan una resistencia variable con la ilumina-
ci6n. En la posicién de cero de la balanza ambas células quedan parcialmente ilumina-
das. La variacién de la iluminaci6n producida al cambiar de posicién el spot se con-
vierte en sefial eléctrica si se sitian las células en dos de las ramas de un puente,
siendo las otras dos ramas las resistencias R, y R, pertenecientes a un potenciémetro
que se utiliza para el ajuste inicial del cero.

El puente se alimenta con una onda cuadrada de 1000 c/s producida por las vélvu-
las V,, V. y V,_ (Fig. 3). :

La' vélvula V, es un doble triodo ECC82 montado como multivibrador. La onda cua-
drada que produce en sus placas se acopla, mediante otro doble triodo montado como
seguidor catédico (V,), a un pentodo de potencia EL84 (V,) también con salida de
cdtodo y baja impedancia (300 ohmios) que alimenta el puente.
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La salida del puente presenta, junto con la onda. cuadrada, una alterna de 50 c/s
debida a las inducciones que interesa eliminar. Para ello, en lugar de llevar directamen-
te a un oscilégrafo la sefial que aparece entre los puntos medios de las ramas del puen-
te, se amplifica por separado la procedente de cada .uno mediante la vélvula V.. Esta
vélvula es un doble triodo ECC83 que presenta en una de sus secciones la salida por
placa y en la otra por cdtodo, con lo que aparece una diferencia de fase de 180° entre
ambas. Finalmente se llevan a V., doble friodo con las placas unidas, que amplifica

DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

la suma es decir, por ir en contrafase, la diferencia de ambas seiiales.

R
: : R % . ! % .
9 20 21
: P % s F205R29
ci 0 Cs Y% o o
v|GT 13 Vs| oo W[
v 4 g A Cy % : %
i AL 3 1 b ¢ g
Ly ; ‘ % iz
= 2 Ci3
) ; I
. - l L |ca| Cro, %
)
f c Ry SR R
Uar RsFs RERSFI0S P+ R £ Ris
f LD
2
Fic. 3
vV, = EZ81 V, = EL84
Vv, = ECC82 V. = ECC83
V, = ECC82 V. = ECC83
R, QR, =10 M R.=R, =39KQ
R, =R, = 100 KQ R,=R,, =10 KO
R, =R, =10 MQ R, = 47 K
R, =R, =1,5 KQ R,,= 200 Q
R9 =1 MQ R23=R26= 1,5 MQ
R,= R,,= R,,= 220 KQ
R =R, =680 KQ R,,=R,,= 500 KQ
R,=R,, =220 Q R,, = 47 KQ
R .= R,, = 500 KQ P=1KQ
C1 =C2=32 p,F Cg = 32432 y,F
G, =1K C,,= G, =50 yF
C,=1K C,=G, =01,F
G, =C, =C =01yuF =363
G, =10 uF
Con esto la alterna de 50 c/s que es igual en ambos lados, se anula, y llevando la

salida a un oscilégrafo, aparecerd en 61 una onda cuadrada que se reducird a una recta
cuando el puente esté en equilibrio. '
Si damos al barrido del oscilégrafo una frecuencia distinta de la que tiene la onda

cuadrada, desaparecerén los trazos verticales, quedando sélo dos rectas que en el equi-
librio se reducen a una.

El conjunto

de lineas eléctricas mediante las que se mandan a la balanza los dife-
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rentes movimiento a realizar en los calibrados y medidas asi como los mandos del sis-
tema de cero se ven en el esquema elécirico de la Fig. 4.

BOBINAS MOTORES PUESTA CERO PROYECTOR )6V
JE532 SXPOEATE 6
> ° » 9 13¢ 14
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S SHUNT 7 , RED(125 V)
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£ é[
2
T»g—l’ 6V 5
11 405 6n
°
Fic. 4

Como ya hemo dicho antes, es posible hacer que toda la balanza (incluida su caja)
se desplace en sentido vertical y en direcciones perpendiculares sobre un plano hori-
zontal, a fin de que se pueda llevar la muestra a la posicién més conveniente enire las
piezas polares del electroimén, Ello se consigue mediante una serie de bases, tres
en total, en las que se hallan los juegos de tornillos precisos para conseguir que estos
desplazamientos se realicen en forma suave y uniforme.

3. Sistemas para conseguir que la muestra esté a bajas temperaturas.

La solucién adoptada ha sido la le introducir la parte més baja de la caja de la ba-
lanza, aquella que contiene la muestra, en un vaso Dewar de forma adecuada para que
se pueda colocar en el entrehierro del electroimdn. La forma del citado vaso se puede
ver en la Fig. 2. Dentro de este criostato se introducen diversos gases licuados elegidos
de forma que cubran, en forma lo mds uniformemente espaciada posible, el intervalo
de temperaturas entre 65°K y 298°K. En nuestro caso los gases fueron, butano comer-
cial, propano comercial, etileno y nitrégeno. Haciéndolos hervir a presiones varias Se
consiguen 8 temperaturas situadas alrededor de 65°K, 70°K, 77°K, 149K°, 169K°, 205K°,
230°K y 264°K y, si a estas se afade la temperatura ambiente, se dispone de un ni-
mero de puntos suficientes para comprobar el cumplimiento de las leyes de Curie y
‘Curie-Weiss en los cuerpos objeto de estudio y, por ende, de hallar la pendiente de

: 1
las rectas y ::—T— Oy

= de las que se deduce el momento magnético.
= A

Con el fin de medir la temperatura a la que hierven los gases licuados se calibré un
termémetro de resistencia de platino, que tiene unos 50 Q de resistencia a temperatura
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ambinte. Se empleé para ello un termémetro patrén de la casa Tinsley de Inglaterra.
Los valores de resistencias y temperaturas correspondientes al calibrado se adaptaron
mediante un método de iteraccién, llevado a cabo con una IBM 1620, a una ecuaciéo

del tipo
R, —R, 1 t t e
t=——+8(———1 — 4+ 3 ——1)|—
a R, 100 100 100 100
Las resistencias se miden con un potenciémetro de precisién de la casa Cambridge
que da seis cifras.
Un esquema de las conducciones de vacio de la balanza y criostato, con las que es

posible hacer hervir los gases licuados a la presién deseada (inferior a la atmoésfera) s
ve en la Fig. 5.

w»

All A A A.~Llaves de vidrio
1 Bl " aguja
C— meldlicas

>
&

L X8 € a exterior

Nz e E)
i (& C al gasémetro: ;
c ]

Fic. 5

Finalmente, hay que decir que la muestra va colocada en un depésito cilindrico de
oro de 4 mm. de ( y 5 mm. de altura que pende del brazo de la balanza a través de
una varilla de cuarzo de 3 mm. de @ y 75 cm. de longitud.

4. Forma de realizar las medidas.

Limpio y seco el depésito de oro, se pesa dentro de é1 una cantidad de sustancia e
los alrededores de 50 mg. Esta pesada debe de hacerse con la mayor precisién pues esfe
peso, tnico, intervendrd en muchas medidas. Nosotros hemos utilizado siempre una ba-
lanza semimicroanalitica, de precigién mejor que 0,00005 g. Es decir, hemos pesado Ia.
muestra dentro del 1°/ .

Como muchas de las sustancias que fbamos a emplear tienen agua de cristalizacion
y, dentro de la bhalanza hay vacio, existe el peligro de que produzca una deshidrata-

— 158 —




BSr——

reilicid e A

e LR e g o S B

SRSl e e oS

B

(BN EAR

BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

cién parcial de las mismas con el tiempo. Para evitarla es preciso cerrar el depdsito.
Pensamos que el mejor método para ello era pegar la tapa al cuerpo con un pegamento.
facilmente soluble en un disolvente orgénico y que fuera diamagnético (elegimos pega-
mento Imedio banda azul, ficilmente soluble en acetona).

Se pone pues un poco de pegamento y se cierra el depésito. Después, éste se coloca
en su posicién al extremo de la varilla de cuarzo roscdndolo en la tuerca para ello alli
fijada.

Se infroduce ahora la varilla de cuarzo de la que cuelga el depésito en el tubo de
plata alemana de la balanza. Esta operaci6én puede hacerse por arriba y no es preciso.
desmontar el Dewar.

Una vez colgante la varilla, se observa a través de la seccién inferior de vidrio que
hay en el tubo de plata alemana, si ésta, o el depésito de oro, rozan con las paredes..
Se mueve todo el yugo de latén donde va suspendida la cruz de la balanza hasta
conseguir que no haya roces. Se fija el yugo citado a la base de la caja.

Se pone la tapa de la balanza, se hace el vacio y se llena de helio a una presién de-
5 cm. de Hg.

Ahora hay que centrar la varilla de cuarzo respecto a las piezas polares.

Para esta operacién disponemos de un catetémetro de precisiéon Wild, y de una.
pieza cénica de latén colocada en el eje de giro del electroimén. La forma de hacerlo es :

Instalado el catetémetro y una vez vertical, se enfoca en su reticulo la punta del
cono de latén que estd en el eje de giro del yugo del electroimdn. Se sube el anteojo-
del catetémetro a lo largo de su barra soporte hasta que enfoque el depésito de oro
y se mueve si es preciso toda la balanza (empleando los tornillos de movimiento lateral
de la base) hasta que la linea vertical del reticulo del anteojo del catetémetro caiga en:
la mitad del depésito. Se puede entonces decir que el depésito estd colocado simétrica-
mente respecto a las piezas polares. Ahora bien, ello serd s6lo en un plano, el perpen-
dicular al eje del anteojo del catetémetro.

Para nuestros propdsitos es preciso que el depésito de oro esté simétricamente colo-
cado respecto de las piezas polares del electroimén en cualquier posicién del plano XY.
Para ello se requiere, como minimo, centrarlo segin la técnica descrita hace un mo-
mento, en dos posiciones del electroimdn que se diferencian entre si en 90°.

Como puede verse en la fotografia de la figura 6 el catetémetro estd colocado frente-
a.la balanza en el sentido puerta-ventana por lo que para centrar el depésito en una
direccién perpendicular a ésta, habria que ponerlo casi en la posicién que ocupa una.
de las columnas de cemento en que se apoyan las barras de Dexién que sostienen la
balanza. Ello requerirfa mover el catetémetro lo que, ademds de ser diffcil por su peso-
seria molesto, ya que cada vez que lo cambiiramos de sitio tendriamos que ponerlo
de nuevo en estacién, operacién larga y tediosa con tal aparato. Con el fin de evitarnos
mover el catetémetro hemos instalado un sistema 6ptico que nos permite ponerlo cen-
trado en dos posiciones perpendiculares sin tener que mover el catetémetro de su
sitio.

Junto a la columna de cemento de la izquierda hemos colocado un espejo plano (sos-
tenido en un tripode que lleva tornillos de nivel) con una inclinacién adecuada para
que a su través se pueda ver el sistema cono-depésito de oro. En estas condiciones,
todo consiste en girar 90° el electroimén y repetir las operaciones de centrado antes.
descritas en esta nueva posicién. Cuando el centrado es correcto en las dos posiciones
perpendiculares del electroimdn se da por bueno.

Teéricamente, una vez centrado el depésito de oro, fX y f'V deben ser cero, ahora
bien, en la prdctica y con nuestra instalacién, no es asi. Defectos en el centrado y, lo-
que es mds probable, defectos de construccién de las piezas polares del electroimdn,.
producen asimetrias del campo en el plano XY que se traducen en fuerzas laterales.
Para campos altos (55 Amp. en el electroimdn) y temperaturas del nitrégeno liquido
se producen a veces desplazamientos del depésito de oro respecto a su posicién sobre
el eje vertical de giro del yugo. Estos desplazamientos producen a veces roces y, por
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tanto, valores de f, mayores a los que debieran aparecer. Sin embargo, en general,

para las temperaturas mds altas no se producen tales efectos.
Una vez centrado el dep(sito en el plano XY hay que colocarlo en altura o sea,

hay que colocarlo en la posicién en que H —5— sea MAXimo.
VA

Si la medida a realizar es sobre una muestra de una sustancia hay que enconfrar
previamente la posicién del depésito de oro, respecto a una referencia externa, en Ia

que H —a—— sea mAxima.
z
Como veremos méas adelante la referencia externa es el borde superior de la pieza
polar derecha del electroimén y la referencia en el depésito de oro la linea de su base

inferior en el punto en que se inserta un pequeiio véastago que lleva.
oH

La forma de determinar cuando la posicién del sistema corresponde al punto H ——
méximo es la siguiente: oz
Cargado el dep6sito con la sustancia (en los alrededores de 0,050 gr.) y cerrado
se centra el sistema segin el procedimiento descrito antes y se mide con el catetémetro

Ja distancia A de la fig. 7.

Cuarzo

__

Deposito de oro

%

Piezas polares

J

Fig. 7

Se pone ahora un campo externo, digamos el correspondiente a 55 Amp., y so
‘mide el nimero de miliamperios (o de divisiones en la escala de miliamperimetro) que
hay que pasar por las bobinas de la balanza para llevarla de nuevo a cero. Este nima-
ro es, como sabemos, proporcional a la fuerza. Se sube ahora, o se baja, toda la balan-
za utilizando los tornillos de altura de la base segunda, se centra de nuevo el sistema
y se miden fuerzas para ofro valor de A. Se repite el procedimiento hasta tener el
numero de puntos necesarios para construir la curva, A < numero de divisiones, que
permite hallar la posicién del depésito respecto a la pieza polar de la derecha cuando

oH

-estd colocado en el punto del campo en que H —— es méximo.
0z
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BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

El tipo de curvas (nimero de divisiones & A) obtenido por este método se ve en
dla Fig. 8.

Antes de seguir adelante hay que hacer una aclaracién. El nimero de divisiones
representado en la fig. 8 no es el leido en el miliamperimetro, sino el de éstas mis
el de divisiones que se leerfan si el depésito de oro vacio se colocase en la misma
posicién cuando estd lleno. La razén para ello estd en que el depésito es diamagnético
7y, por ello, cuando contiene una muestra paramagnética, la fuerza resultante que actia
sobre todo el sistema es la suma. I

total f]nn':\ mdsamn

A nosotros nog interesa la fuerza paramagnética y, por ello, para hallarla tendremos

pues que sumar a cada f . su f, correspondiente.

Alumbre de cromo.

Temperatura ambiente.

- 5 29

009©% o0
28

Q

27

Maximo= =125 mm.

-4 -3 -2 -1 0 +1 +2

Fic. 8

Previamente pues a fodas las medidas ha sido preciso medir las I, (correcciones
«iamagnéticas del depésito vacio) para distintas alturas A (se han medido entre
A=—4.00 mm. y A = + 3.00 mm.) y todas las temperaturas. Se han construido asi
unas curvas de correcciones con las que se trabaja en todos los casos.

Obtenido pues el valor de A para el que, en la muestra que se mide, se obfiene

oH
una f paramagnética méxima (lo que significa que estd en el punto en que H

€8

0z
méximo) se coloca alli el depésito de oro convenientemente centrado y, pasando por
lag bobinas de la balanza la corriente correspondiente a unas 15-20 divisiones de la
escala de 30 mA. del amperimetro, se mueve la pieza que contiene las células fotocon-
ductoras hasta conseguir que se produzca la sefial de cero en el oscilégrafo de rayos
«catédicos (aparato de cero del puente). La forma de hacerlo es moviendo en el sentido
adecuado esta pieza por deslizamiento sobre su barra soporte. El ajuste fino se consi-
gue finalmente con un potenciémetro colocado en la caja del oscilador-amplificador,
potenciémetro que modifica la resistencia de una u ofra de las células.

Se da ahora agua de refrigeracion a las bobinas del electroimén, se pasa por ¢l co-
rriente hasta el valor deseado y se compensa con corriente en las bobinas de la balanza
el desequilibrio producido por las fuerzas magnéticas. Cuando la balanza estd de nuevo
en cero se lee el valor de la corriente circulante en el miliamperimetro. La diferencta
entre las lecturas sin campo y con campo exterior es proporcional a la fuerza magnética
¥y si se conoce la constante de proporcionalidad se puede hallar su valor.

Normalmente, se realizan series de medidas con un mismo cero (sin campo externo:
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y valores erecientes de intensidad circulando por el electroimdn. Se saca la media
de varias de ellas y sobre esta media, se realizan los célculos para hallar y.

5. Calibrado de la balanza.

A partir de la ecuaci6n que relaciona f, con y se ve que para hallar la susceptibili-
dad es preciso conocer dos cosas:
a) La equivalencia entre lecturas del miliamperimetro y fuerza.
oH

b) Los valores de H para distintos campos H, o lo que es lo mismo, para dis-

0z
tintas corrientes circulando por el electroimén.

a) Equivalencia en fuerza de las lecturas del miliamperimetro.

En la forma en que trabaja la balanza lo que se mide en el miliamperimetro son
los miliamperios de corriente continua necesarios para que el par de torsién que crean
en las bobinas de pléstico equilibre al momento que f crea en la cruz. En principio
pues, hay que tarar estos milamperios, ver hasta qué punto existe una relacién lineal
entre £ y milamperios y hallar el valor de la constante de proporcionalidad entre am-
bos tipos de magnitudes. Todo ello debe de hacerse en unas condiciones comparables
a las de trabajo posterior de la balanza.

Como ya se dijo, con el fin de poder realizar medidas a bajag temperaturas, toda
la balanza va encerrada en una caja estanca que se llena con helio gas a unos 5 cm. de
Hg. Ello asegura el suficiente contacto térmico entre las sustancia y el gas licuado em-
pleado como refrigeranate e impide que se condense H,0 y CO, sobre la muestra. Las
experiencias de tarado se realizardn pues en estas condiciones de llenado de la caja.

Para el tarado se procedié de la siguiente forma:

Se construyeron y pesaron con la mayor precisién asequible unas pesitas que se
van a colocar en el platillo de la balanza. Estas pesitas en niimero de cuatro, tienen
una forma adecuada para poderlas quitar y poner actuando desde el exterior.

Con cuatro pesas de diferentes pesos, quitando y poniendo 1, 2, 3 6 las 4 se puedea
conseguir. 14 combinaciones distintas de pesos. En principio pues son posibles 14 tfara-
dos diferentes.

Las pesas se construyeron: Una en aluminio y ftres en hilo de cobre de bobinuas
recubierto «de barniz plastico de 0,5 mm. de didmetro. Estas pesas se pesaron en dos
balanzas distintas de la casa Mettler, tipo H-16, que aprecian 0,000002 gr. La Tabla
contiene los resultados de estas pesadas. Cada valor que alli aparece es la media de
pesdas. Estas pesas se construyeron de un peso adecuado para que quitando una o
lo sumo dos de ellas se pudieran tarar las escalas de 30 y 76 mAmp. del miliampe--
rimetro.

D O

£

TaBra 2
Pesas Balanza 1 Balanza 2
I 0,02665 0,02664
I 0,04047 | 0,04049
I ! 0,04988 0,04989
v | 0,09501 0,09511

Los valores de la Tabla 2 estin expresado en gramos.

Manejando la corriente de las bobinas, con lo que sube el platillo, y los motores
en avance y refroceso, se pueden quitar y poner las pesas. Haciéndolo asi para las.
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cuatro por separado y para las combinaciones I + II y II + IIT se obtienen seis puntos
(que cubren, segin previsto, las escalas de 30 y 75 mAmp. del miliamperimetro. Los re-
sultados obtenidos se dan en la Tabla 3.

TaBLA 3

Pesa Peso en gr. Miliamperios gr/miliamperio 10—3
I 0,02665 13.0, 2.04,
I 0,04047 19.8, 2.04,
I 0,04988 24.3, 2.04,
I+ 1 0,06037 32.9, 2.03,
II + TII 0,09037 443 2.03,
IV 0,09506 45.3, 2.05,

Las tres primeras medidas corresponden a calibrados en la escala de 30 mA. y las
tres segundas en la de 75 mA.

Los valores de gramos/mA. 103 indican la linearidad del sistema.

Los dos primeros valores de miliamperios son las medias de 20 medidas distintas
para cada caso. Los cuatro restantes, de 10 medidas distintas respectivamente.

Los resultados de la Tabla 3 conducen a un valor medio de grs/mA para la ba-
lanza de:

2,044 + 0,005 . 10-2

en que + 0,005 es la desviacion mds probable de la media, calculada con un limite de
confianza del 98 %.

En definitiva, pasando a fuerzas, resulta:
2,005 + 0,005 dinas por mA.

que serd el valor de calibrado empleado en todo el trabajo posterior con la balanza.

Lag medidas que condujeron al resultado tultimamente expuesto se realizaron du-
rante los' meses de agosto y septiembre de 1964. Después, a iltimos de mayo de 1965,
un accidente rompié una de las cintas de bronce de berilio que sirven de suspensién
a la cruz de la balanza .Hubo que poner una nueva y con el fin de ver hasta qué pun-
to este cambio podia haber influido en el calibrado, se tar6 de nuevo con la pesa de
0,02665 grs. Se obtuvo un resultado, media de 10 determinaciones, de 2.048 .10-3
grs./mA., exactamente igual al obtenido hacia casi un ano. Ello nos indica la repro-
ducibilidad del aparto y ademds nos comprueba que las cintas de bronce que suspenden
la cruz pueden influir, segin su grosor y longitud, en la sensibilidad del instrumento
pero no en los valores de calibrado, toda vez que las medidas se hacen siempre con
la balanza en cero. Tampoco influye la tensién de las cintas siempre que esté dentro
de su limite de elasticidad.

El valor obtenido de 2.005 dinas/m.A. es casi exactamente igual al que se proyectd
obtener (= 2 dinag/mA.).

Teniendo en cuenta gue en la escala de 30 mA., cada divisién del aparato de me-
dida equivale a 0,2 mA. y que es posible leer dentro de 0,2 de divisién, se ve que la
balanza puede apreciar 0,04 mA. 6 sea 0,08 dinas es decir, aproximadamente 0,1 mg.
Tiene pues las posibilidades de apreciacién de una buena balanza analitica lo que, dadas
las condiciones en las que habrd de trabajar, es méds que suficiente.
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oH
b) Vealores de H —— en el punto en que es mdximo
0z

Una vez tarada la balanza, la medida de la susceptibilidad magnética exige saber
oH

cuanto vale H —— en el punto en que es mdximo para los diferentes valores de H que
a—

Se van a emplear“. Vamos a utilizar 5 valores del campo externo. Estos son los corres-
pondientes a 10, 20, 30, 40 y 55 Amp. de corriente pasando por el electroimén.
oH

Una forma de hallar H seria realizar un mapa del campo en la direccién Z uti-

S

lizando una bobina medidora de campos para cada valor de H. Con los datos obtenidos
se podrian hallar las curvas H contra A p. ej. (tomando como cero el mismo borde

de la base de la pieza polar ya citado) y, de alli, la ecuacién correspondiente a H y ——

0z
oH ]
contra A. Se podria hallar H é—— buscar su méximo y, conocidos los valores absolutos
Z
oH i
de ambas magnitudes, hallar los valores absolutos de H P Este método nos permi-
Z

tiria realizar un calibrado absoluto del electroimdn sin embargo, a pesar de que a pri-
mera vista pueda parecer atractivo, requiere disponer de un equipo que no poseemos.
Entre otras cosas, de un solenoide patrén para tarar las bobinas medidoras de campos
que tendriamos que construir. Asi pues, optamos por emplear el método relativo
basados en medir valores de f para masas conocidas de compuestos quimicos cuyas
susceptibilidad a diferentes temperaturas ha sido muy bien medida y de los valores
oH
obtenidos hallar H

oz
¢) Eleccién de sustancia patrén

En principio se eligi6 par el calibrado el alumbre de cromo y potasio.

Esta sustancia, de férmula (S,0),Cr,.S0,K,.24H 0, fue medida por De Haas y Gor-
ter [2] y se emplea comunmente para este propésito en el Kamerlingh Onnes Labora-
torium.

En nuestro trabajo empleamos dos diferentes alumbres de cromo. Uno de ellos es
un producto reactivo para andlisis de la casa B. D. H. inglesa (Analar). Se empleé tal
como venfa, sin més cristalizaciones. La tnica precaucién que se tomé fue la de guar-
darlo en un sitio no muy seco para que nNo perdiera agua de cristalizacién, Seguin
los fabricantes el producto empleado contiene no menos del 99,5% (S0,),Cr,.S0 K, 24H,0
y los limites méximos de impurezas que pudieran molestar son: hlerro menor al
0,02 %. El producto se halla cristalizado en cristales de un tamafio de unos 0,5 mm.
y cuando se iba a emplear se molia a polvo una pequefia cantidad de la que se tomaba
la muestra, el resto del molido se tiraba.

El ofro alumbre de cromo que también se emple6 era un producto Merck pro-ani-
lisis, cristalizado en grandes cristales. Tampoco con él se tom6 ninguna precuacién
especial. Cada vez que fue preciso se tom6 un cristal grande que se moli6 en mortero
de 4gata, de €l se tomaba la muestra y el resto se tiraba.

La ecuacién que liga y esp. con T para el alumbre de cromo es:

3658
y esp. = ———— — 0,47 . 10-6 uie.m.
T — 0,16
Siendo T la temperatura absoluta.

= e
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oH
d, Valores de H ———

Z

oH

Se utilizaron cuatro muestras diferentes en la obtencién de los valores de H——,
oz

dos del producto Analar y dos del Merck. Los resultados obtenidos con ellags respecto

a los valores de H e se resefian en las tablas 4, 5, 6 y 7.
7

TaBra 4

Sustancia : Alumbre de Gromo Analar
Pego de la muestra: 0,0733 g.

cH
Posicién del depésito en el méximo de H a——: A = — 1,35 mm.
Z
oH
Valores de H —— . 10-3
cz
T°K
H. Amp. 299.73 204.50 259.23
10 12.3 12.2 12.1
20 49.9 49.0 48.9
30 100.4 98.9 99.5
40 147.6 145.2 146.1
55 204.4 201.9 202.9
TaBLA 5
Sustancia: Alumbre de Cromo Analar
Peso muestra: 0,02381 g.
oH
Posicién del dep6sito en el miximo de H —;: A = — 0,26 mm.
/A
oH
Valores de H —— . 10-5
0z
T°K
H. Amp. 77.36 70.85 65.04
10 12.1 12.0 12.1
20 48.5 48.5 48,7
30 99.5 99.9 99.5
40 146.4 146.6 145.9
55 203.0 203.2 203.4

N
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Sustancia: Alumbre de cromo Merck
Peso de la muestra: 0,06208 g.

oH
Posicién del depésito en el méximo de H —a—~ A = — 0.86 mm.
7
oH
Valores de H —— . 10-°
oz
T°K |
H. Amp. 298.73 | 264.71 235.73
et e i
10 11.9 ‘ 12.2 12.2
20 49.2 49.1 49.2
30 100.2 | 99.7 100.2
40 147.5 | 146.9 146.8
55 203.8 i 203.8 204.0
TaBra 7
Sustancia: Alumbre de cromo Merck
Peso de la muestra: 0.01910 g.
oH
Posicién del depésito en el maximo de H - : A= + 0.37 mm.
Z
oH
Valores de H —— . 10-3
oz
T°K | ‘ |
H. Amp. , 77.98 : 71.18 ! 67.51
| |
10 1 12.1 | 12.0 | 11.8
20 ' 48.3 | 48.4 I 48.2
30 98.9 i 99.0 ! 98.5
40 145.2 ; 145.5 ‘ 145.1
55 201.7 ! 202.1 } 201.7

Tapra 8
oH
H en Amp. H — . 10-° E 9
0z
10 12.1 £ 0.1 + 0.8
20 488 + 0,3 + 0.6
30 99504 £ 04
40 146.2 + 0.6 + 0.4
55 203.0 + 0.6 + 0.3

=00 ==

Cada uno de los valores que aparecen en las tablas 4, 5, 6 y 7, son la media de 18
medidas independientes. Las diferenciag entre ellos no son grandes por lo que se consi-
deran como pertenecientes a una misma distribucién. La media resulta ser:
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Las dispersiones dadas (E %) corresponden a las desviaciones mds probables de Ila
media calculadas con un “limite de confianza” del 95 %. Asi pues, con foda probabili-
dad, si se emplea un método de medida andlogo al utilizado hasta ahora se podrén
obtener valores de y que, seguramente, no ser4n més dispersos que el 1 %.

Segtn la literatura el alumbre de cromo no es la tnica sustancia que se ha emplea-

oH

«do como patrén primario para obtener valores de H o En principio, cualquier sus-
3 Z
tancia cuya curva y —>- T se haya medido tras un calibrado absoluto del campo y que
cumpla una serie de condiciones en cuanto a su estabilidad y comportamiento magné-
tico puede servir para ello ahora bien, el alumbre de cromo parece bastante adecuado.
Revisando la literatura se encuentran también como standard, entre otros, los si-
guientes cuerpos: P,0, Mn, (3), SO,N,.SO,(NH), 6H,0 (4) y SO, Fe.SO,(NH,}, 6H,0 (5)
y de hecho, Selwood (5) dice que: (Este 1ltimo compuesto) “Probablemente es tan ftil
‘como cualquier otro”. Ahora bien, tal afirameci6n no es cierta a priori. Es evidente que
un i6n como el Fett con la facilidad de oxidacién que tiene, presenta més inconvenien-
tes que el N;** cuya valencia méds normal y casi tinica es dos. Por ofra parte, todas las
sales con agua de cristalizacién tienen inconvenientes, sobre todo si la medida se hace
en vacio como con nuestra balanza. El P,0, Mn, serfa asi el més ventajoso. Sin embargo,
tiene la desventaja a nuestro parecer de que es una sal que se prepara por calcinacién
a partir del PO,Mn (NH,) lo que lleva consigo la aparicion de una estructura cristalina
mucho més deformada que la de una sal cristalizada a partir de su disolucién acuosa.
Ademds de todo lo anterior hay que tener en cuenta otras consideraciones. Un exa-
men de los datos de las medidas originales y un test de linearidad llevado a cabo con una
IBM 1620, revela que, en dos de las sales, N,;SO,(NH,),S0,.6H,0 y FeSO, (NH, *S0,.6H,0,
los valores experimentales se adaptan a una linea recta, aun teniendo en consideraci6n
posibles pesos estadisticos de las medidas, «dentro del 1 % en promedio. Respecto al
alumbre de cromo el mismo test revela una separaci6én de Ia linea recta en un 0,3 %
como méAximo. Si a esto se afiade que de las propias ecuaciones obtenidas por minimos
<cuadrados,

3658 . 106
Cr,(80), K80, 24,0 g =
i e 3175 . 10-5

50,.(NH,),S0,.6H, T T 08
e 9614 . 10-5
e R e 9 S
4 472540 X T 977

‘empleando los datos de J. C. Jackson (6) para la sal de Mohr, los de este mismo autor
{6) para la sal de Niquel y los de Gorter y Hans (2) para el alumbre de cromo, se ve que
la sal que cumple mejor la ley de Curie es el alumbre de cromo, no habrd duda en
preferir ésta sobre las otras dos.

Respecto al pirofosfato de Manganeso Cabrera y Duperier [3] resefian que la ecua-
¢ion que representa su comportamiento con la temperatura es:

4,570
T 4+ 23

anpz()., %=

por lo que se podrfa afiadir una cosa semejante a la dicha antes. El hecho de ser una
:sal anhidra hace que la constante de Weiss (A = 23) sea alta, correspondiendo segura-
mente a un comportamiento antiferromagnético a temperaturas muy bajas. Debido a
ellos, el pirofosfato de magneso que, sin duda, es un compuesto muy conveniente para

el calibrado a altas temperaturas no nos pareci6 tan adecuado para el trabajo a bajas.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

obtenidos son correctos se encuentra em

el siguiente hecho. Lo més probable es que el valor de o en el maximo sea propor-

oH
cional a H por lo que el cociente H —— / H2 debe de ser constante. Los valores de H

0z

dados en la Tabla 11 se midieron con una bobina medidora de campos y un fluxmetro

de la casa Pye, es decir, por un procedimiento absoluto. Los cocientes H ~é— / H2 estém

en la Tabla 9 y la concordancia entre ellos revela que, tanto los valores de H medidos:

oH
directamente como los de T obtenidos indirectamente deben de ser bastante correclos.
VA
Taspa 11
oH
H. Amp. H—/H
0z
10 0,328
20 0,329
30 0,330
40 0,325
55 0,326

6. Medida de la susceptibilidad de un complejo de cobre.

Como comprobacién de la aplicabilidad de la balanza a las medidas de susceptibili-
dad damos los resultados obtenidos sobre un compuesto de cobre de férmula

NO,
\ Y
i O
2Ce cu ‘c”o
o oG
N
NO;

La, eleccién de este compuesto no respende a razén importante alguna salvo la de que,
a causa de su gran tamaiio molecular (P = 497.85), las susceptibilidades a medir serdw
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BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

pequenias, casi en el limite de la sensibilidad del instrumento. Con una muestra de-
0,04975 g. se midieron a temperatura ambiente fuerzas hasta del orden de 0,4 dinas
(sensibilidad alrededor de 0,1 dinas).

El compuesto medido, un complejo quelato de cobre relativamente insoluble, se ob-
tuvo por precipitacién de una disoluci6n diluida de sulfato de cobre con la sal sé6dica
del 4cido 5-nitro 8-quinolin-carboxilico. El precipitado insoluble, una vez filtrado y seco-
al aire, se analiz6, obteniendo: C = 48,38 %, H = 2,209/, O = 25,55 9 (Valores teéricos..
C=14825 %, H=202 %, 0 = 2571 9.

401
301
€
Rk
20 .
10
1
100 » 200 300
Fic. 9
1
Una representacién gréfica de —— contra T se puede ver en la fig. 9 de la que se

X
deduce un cumplimiento bastante correcto de la ley de Curie.
Aplicando minimos cuadrados a los datos de la Tabla 10 (despreciamos el punto de-:
169.45°K) se obtiene la ecuaci6n

7,91 . 10-4
T — 2,62

X =
para la susceptibilidad en funcién de T.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Las susceptibilidades halladas se resefian en la Tabla 10.

Temperatura y - 10+8 y 10+8 4
°K medidas calculadas e %
291.16 2.73 9.74, +03,
264.05 3.03 3.02, il
935.54 3.39 3.39) + 02
913.45 3.80 3.75, g

169.45 5.07

150.11 5.31 5.36, La0n
79.38 10.34 10.31 — 0.4
72.95 11.35 11.36 S
67.79 12.13 12.14 = {00

La correccion de Weiss de — 2,62°K permite hallar el momento magnético (magne-
tones de Bohr) que resulta ser

u = 1,78 p,B
valor que estd de acuerdo con el momento magnético del Cutt que corresponde a
1 .
= —— (1,72 py)-
5 2

En la Tabla 10 se incluyen los valores de y ‘calculados con la ley de Curie de los que
se ve la linearidad de 10§ valores obtenidos.
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EL MATERIAL CELULOSICO EN ESCAMAS PELTADAS

Por
M.2 pEL PmAr Lacufa MINGUILLON

Laboratorio de Biologia — Facultad de Ciencias de Zaragoza

‘Summhry

We have revised the biological Herbarium’plants which have his epidermis protected
by celulose trichomes, the biggest refractive index of which are in radial position, like
positives spherulites.

Muchas plantas poseen en su epidermis pelos o fricomas de misién protectora, qus
las aislan de las variaciones de temperatura, de la luz, ete.

Los fricomas pueden presentarse en todos los 6rganos de la planta y pueden persis-
tir durante toda la vida o ser poco duraderos. Algunos pelos persistentes permanecen
vivos ; otros pierden el protoplasma y se secan.

Las células muertas de los tricomas estin llenas de aire, por lo que aparecen blan-
cas, ' debido a la refraccién total de la luz.

Los tricomas pueden presentar formas muy variadas dentro de las distintas fami-
lias, e incluso dentro de una misma planta, por lo que se han empleado para la cla-
sificaciébn de géneros e incluso especies de ciertas familias, por determinados aufores
(Heintzelmann y Howar; Hof, Metcalfe y Chalk; Rollins, citados en Plant Anatomy,
por Katherina Esau).

Las formas mé&s frecuentes son las de pelo, unicelular o pluricelular, ramificado o
no. Los pelos pluricelulares constan de un pie introducido en la epidermis y un cuer-
po. proyectado hacia fuera.

Otro tipo comiin de fricomas es el peltado, de forma de un escudete discoidal sos-
tenido sobre un pedinculo o sujeto directamente al pie.

Un fricoma se inicia como una protuberancia de la célula epidérmica que se alarga,
teniendo lugar varias divisiones, transforméndose en una estructura pluricelular (Coo—
per; Netolitzki).

Las membranas de los tricomas son generalmente celulésicas, aunque también pue-
den estar lignificadas o encontrarse impregnadas de silice o carbonato cilcico (Beyrich).

Material estudiado

El material estudiado procede de los herbarios: Hn. Elias; de la Facultad de Ciencias;
Frio y Tremols; Plantes d’Espagne, Fr. Sennen; B. y €. Vicioso; de la Cdtedra de
Biologia de la Facultad de Ciencias de Zaragoza.

AT



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

La observaci6n microscépica y microfotografias de los pelos peltados, vistos por s
cara superior, se ha realizado empleando luz erdinaria y luz polarizada con Nicoles
cruzados y las preparaciones se han montado en bdlsamo de Canadd, indice de refrac-
cién 1,52 y Eukitt, indice de refraccién, 1,49.

Reseflamos el material empleado por orden alfabético con las indicaciones de fecha,
procedencia, ete. que figuran en el correspondiente herbario.

Chrozophora tinctoria, Juss: Herbarium Aragonense. B. y C. Viciogo. Calatayud, 15-
VII-1910. Legado Vicioso.

Chrozophora tinctoria, Juss: Plantes d’Espagne. Fr. Sennen. Valencia. Benicarlg, Ailloux
du Barranquete. IX, 1909.

Elacagnus angustifolia, D. C.: Daroca, 11-V-1965.

Elaeagnus angustifolia, D. C.: Herbario de la Facultad de Ciencias.

Elaeagnus angustifolia, D. C.: Zaragoza, Parque Primo de Rivera, 17-VI-1965.

Elaeagnus purgens, Thumb: Blanes. Jardin Botdnico, 1966.

Helianthemum: aegyptiacum, Mill: Herbario de la Facultad de Ciencias, 22-IV-1852.

Helianthemum intermedium, D. C.: Herbario de la Facultad de Ciencias. Cistaceas. To-
rrecilla de Alcaiiz, 1852.

Helianthemum lavandulaefolium, D. C.: Plantes d’Espagne. Fr. Sennen ntm. 743. Va-
lencia. Peiifscola; Tarragona, mayo, junio. 1909.

Helianthemum ledifolium, Willd: Hn. Elfas. Castilla, Bugedo, 30-V-1908.

Helianthemum marifolium, Pers: Herbario de la Facultad de Ciencias. Torrecilla de Al-
caiiz, 1852.

Helianthemum paniculatum, Dun: Plantes d’Espagne. Fr. Sennen num. 647. Aragén,
Cataluiia, 10-IV-1908.

Helianthemum squamatum, Pers: Herbario de Frio y Tremols. Monte de Pola y em
Remolinos.

Heliathemum squamatum, Pers: Herbario de la Facultad de Ciencias. F. Cistaceas, 1854.

Helianthemum squamtum, Pers: Herbario de la Facultad de Ciencias. Monte de Pola
y en Relominos, junio 1887.

Helianthemum squamatum, Pers: Herbarium Aragonense, B. y C. Vicioso. Calatayud,
30-VI-1910. Legado Vicioso.

Helianthemum squamatum, Pers: Plantes d’Espagne. Hn. Sennen num. 648. Aragoén,
Catalufia, 16-VI-1908.

Helianthemum tuberaria, Mill : Plantes d’Espagne. Fr. Sennen. Forma oblongifolia. Cas-
tilla. Pancorbo, VII-1907.

Solanum elaeagnifolium, Willd : Herbario de la Facultad de Ciencias. Jardin Botanico de:
Madrid, Torrecilla de Alcaniz, 1857.

En las preparaciones microscépicas obtenidas con este material, se han realizado
cinco medidas del didmetro de las escamas, obteniéndose los valores siguientes:

Chrozophora tinctoria: 705,37 micras.
Elaeagnus angustifolia: 357,45 micras.
Elaeagnus purgens: 409,5 micras.
Helianthemum squamatum: 331,20 micras.
Helianthemum intermedium: 365,25 micras.
Solanum elaeagnifolium: 501,15 micras.

LChrozophona: tinctoria

En Chrozophora tinctoria, las escamas peltadas son de perfecta forma estrellada,

cuyo numero de brazos oscila de 12 a 13 y en los que se aprecia muy bien los engarces:

en el centro, a manera de articulaciones. Se han ohservado en la hoja, tallo y fruto,
presentando éste, ademds, escamas peltadas en forma de escudete.
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For. n.> 1. — Chrozophora tinctoria, Juss. — Plantes d’Espagne. Fr.
Sennen, afio 1909, Luz ordinaria, 63 aumentos.

For. n.c 2. — La misma preparacién anterior. — Luz polarizada,
nicoles cruzados. — 63 aumentos.




For. n.° 3.—Helianthemum squamatum.—Luz ordinaria.—63 aumentos

For. n.° 4. — La misma preparacién anterior. — Luz polarizada. Ni-

coles cruzados. — 63 aumentos.
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For. n.° 5. — Solanum elaeagnifolium, Willd. — Herbario de
Facultad de Ciencias. — Luz ordinaria, 63 aumentos.

la

For. n.° 6. — La misma preparacién anterior. — Luz volarizada.

Nicoles cruzados. — 63 aumentos.




For. n.° 7. — Elaeganus angustifolia (hoja). — Herbario de la Facultad de
Ciencias, compensador ldmina de yeso, rojo primer orden, 250 aumentos.

For. n.° 8 — Solanum elaeagnifolium. Herbario de la Facultad de Cien-
cias. — Luz polarizada, compensador ldmina de yeso, rojo primer orden,
63 aumentos.




EL MATERIAL CELULOSICO EN ESCAMAS PELTADAS

Elaeagnus

a) Elaeagnus angustifolia. — Las escamas peltadas de Elaeagnus angustifolia son
<siempre en forma de escudetes muy compactos, existiendo también en la hoja, tallo
y cdliz.

b) Elaeagnanus purgens. — Son semejantes a las del anterior. En éste existe una
forma variegata en la que lag escamas son mds tenues y peor formadas en las zonas
amarillentas que en las verdes.

Helianthemum

Entre los Helianthemum,, los hay que presentan escamas peltadas en forma estrellada
«de brazos muy largos (H. Aegyptiacum, H. intermedium, H. ledifolium, escamas en for-
ma de escudete (H. squamatum), mientras que otros, H. lavandulaefolium, presentan
pelos no peltados, o el H. tuberaria que presenta escamas mezcladas con pelos no
peltados. f

Sélo hemos dedicado atencién a los que presentaban escamas peltadas tipicas.

‘Solanum

Las escamas peltadas de Solanum elaeagnifolium son semejantes a las de Chro-
zophora.

Llegamos a la conclusién de que los indices mayores de refracci6én del material cela-
16sico de los pelos escamosos, estdn en posicién radial, como es normal en los pelos pel-
tados o en escamas, lo que es comprobable mediante el empleo del compensador de
yeso, rojo de primer orden (fotografias nim. 7 y num. 8).
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LOS AGENTES DE LA FERMENTACION VINICA EN LA ZONA DE ARAGON.
CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES*

Por

F. Garcia HEGARDT

El frabajo realizado ha tenido por objeto el reconocimiento, clasificacién y estudio de
las caracteristicas bédsicas de las levaduras que fermentan el vino en Aragén. Con esta
labor, se contribuye a completar el cuadro microbiolégico espaiiol, sobre el que INiGo )
col. [1], [2], [3], [4] habjan realizado ya estudios similares.

El aislamiento de los blastomicetos se efectué segin las técnicas descritas por GASTE-
o [5]. Como medios base fueron tomados mostos de uva, sin sulfitar, de seis pue-
blos de la provincia de Zaragoza: Pozuelo de Aragén, Fuendejalén, Fuendetodos, Villa-
nueva de Huerva, Paniza y La Almunia de Dofia Godina. Una vez aisladas las levaduras
se clasificaron, utilizando para su identificacién, un conjunto de pruebas morfol6gcias
y bioquimicas descritas en la bibliografia [6].

Como consecuencia de los aislamientos, se obtuvieron 190 cepas de levaduras, co-
rrespondientes a 16 especies: 12 esporigenas y 4 no esporigenas.

Las especies halladas fueron: Saccharomyces ellipsoideus HANSEN, Saccharomyces man-
gini GumErMOND, Saccharomyces pastorianus HAnseN, Saccharomyces oviformis OSTER-
wALDER, Saccharomyces steineri, Saccharomyces heterogenicus Osterwarper, Candida
tropicalis, Saccharomyces chevalieri GumriermonD, Saccharomyces veronae LoppEr y KrE-
GER VAN Rm, Saccharomyces delbrueckii Linoner, Saccharomyces willianug Saccarpo,
Torulaspora rosel Gumriermonp, Kloeckera apiculata (REEs) Janke, Torulopsis baccilaris
Kroamer v KrumBnorz, Kloeckera lafarii (Krorcker) JANKE y Candida pulcherrima (Lino-
NER) WINDISCH.

En la Tabla I, se detalla el niimero de cepas esporigenas y no esporigenas, distribui-
das en las tres fases fermentativas. Puede observarse que:

1) No hay especies no esporigenas en la tercera fase fermentativa.

2) En la segunda fase, ha sido aislado casi el doble nimero de levaduras capaces de
formar esporas que de no capaces para ello, lo que significa que el proceso fermentativo,
en su mitad, es llevado por especies esporigenas.

3) En la primera fage de fermentacién, las levaduras no esporigenas son las responsa-
bles de la marcha del proceso, puesto que se hallaron en proporcién doble a las espori-
genas.

- 4) No se encuentran levaduras apiculadas esporigenas del tipo Hanseniaspora.

En la Tabla II, se muestran los porcentajes de frecuencia de aparicién de lag leva-
duras en mostos, y respecto al total de las cepas halladas. También se hace presente la
capacidad fermentativa mdxima y minima, expresada en acidez volatil y grado alcohélico.

* Extracto de la Tesis Doctoral del autor.
* Realizado con la ayuda de una Beca de la Fundacién Juan March, 1962,
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Tasra I

Frecuencia de las especies en las distintas fasds de la fermentacion

ESPECIES AISLADAS Fase 1.0 Fase 2.0 Fase 3.2
No esporigenas
Kloeckera apiculata ... ... e e 33 23 2
Kioeekera: lafarii 22t Sz i 2 = L
Torulopsis baccilaris ... ... ... ... ... ... ... 1 1 —
Candida pulcherrima ... ... ... ... ... ... ... 1 1 Lo
Total cepas no esporigenas ... ... 37 25 =
Esporigenas
Saccharomyces ellipsoideus ... ... ... ... ... 17 20 49
Saccharomyces mangini ... ... ... ... ... ... 2 6 3
Saccharomyces pastorianus ... 1l 5 —
Saccharomyces oviformis ... ... ... ... ... L 3 3
Saccharomyces steineri ... ... ... .. ... ... 1 2 1
Saccharomyces heterogénicus ... ... ... — 2 2
Saccharomyces veronae ... ... ... 1 1 —
Saccharomyces chevalieri ... ... ... ... ... 1 1
Saccharomyces delbrueckii ... ... ... ... ... e 1 —
Saccharomyces willianus ... ... ... ... .. — — 1
Candida tropicalis . = — 4
Torulaspora rosei 1 — =
Total cepas esporigenas ... ... ... 23 41 64
Total=cepasy 7% iy Fr il 60 66 64
Cepas referibles a especies esporuladas ... ... ... ... ... 67,4 %
Cepas referibles a especies no esporuladas ... ... ... ... ... 32,6 %

Con los datos obtenidos sobre la actividad fermentativa, se realiz6 un estudio com-
parativo, tomando las cepas correspondientes a una misma especie, y agrupdndolas por
regiones dentro de toda la zona de Arag6n.

Los resultados indican que, para niveles de probabilidad de 0,05 y 0,01, se dan
diferencias —en general— no significativas, en aquellas localidades de proximidad geo-
gréafica y climatolégica, mientras que en ofras hay diferencias significativas o altamente
significativas, coincidiendo con distintas condiciones de cultivo.

Con las levaduras aisladas se hizo un estudio de resistencia a conservadores quimicos,
usando metabisulfito potdsico y 4cido sérbico. Los resultados demuestran la gran resis-
tencia de estas levaduras que, naturalmente, varfa de unas especies a otras, siempre
manteniéndose por encima de los valores «dados en la bibliografia.

Son de destacar las especies Saccharomyces chevalieri y Saccharomyces heterogéni-
cus, con 2800 mg/l. de metabisulfito en siembra fresca., Por orden decreciente, siguen
Saccharomyces delbrueckii, Saccharomyces pastorianus, Saccharomyces ellipsoideus, Sac-
charomyces willianus, Saccharomyces mangini, Candida pulcherrima, Kloeckera apicu-
lata, Torulaspora rosei, Kloeckera lafarii y Saccharomyces veronae.

En las pruebag con &cido sérbico, la acci6n inhibidora de los enzimas se superpone
a la acei6n letal y, de este modo, se observa detenci6n en la fermentacién, pero pervi-
vencia de las levaduras con cantidades superiores de conservador.
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LOS AGENTES DE LA FERMENTACION VINICA EN LA ZONA DE ARAGON

Tasra 1II

Trecuencia de las distintas especies de Aragén. Su poder fermentativo y produccién
de acidez voldtil

P G ! Alcohol Acidez voldtil
i los que se | Porcen- | N.° de | Porcen-
ESPGCieS aisladas aislé la taje cepas taje

especie % aisladas % Mx. Min. M. Min.
Sacch. ellipsoideus ... ... ... 12 100 86 45,2 | 19,21 | 14,60 | 1,87 | 0,79
Kloeck. apiculata ... ... ... 10 83,3 56 29,4 527 1 2,73 | 1,564 | 0,77
Sacch. mangini ... ... ... 8 66,6 11 57 | 17,31 | 13,85 | 1,74 | 0,64
‘Sacch. pastorianus ... ... ... 3 25,0 6 3,3 |:12,16: |- 9,99 | 1,15 | 0,36
Sacch. oviformis ... ... ... 4 33,3 6 3,3 | 18,67 | 15,91 | 1,16 | 0,84
Sacch. steineri ... ... ... ... 3 25,0 4 200 716 1 114,87 | 1,68 0,88
‘Candida tropicalis ... ... ... 4 33,3 4 2,1 47901 ST B0 20N 014
‘Sacch. heterogenic, ... ... 3 25,0 4 2,1 | 18,00 | 16,42 | 1,26 | 0,79
Sacch: veronae ... ... foiil. 1 8,3 2 1,0 9,40 8,54 | 0,40 0,28
Torulopsis bace. 2 16,6 2 1,0 ;| 11,61 | 10,58 | 0,93 0,80
‘Kloeckera lafarii ... ... ... il 8,3 2 1,0 4,28 412 | 1,10 | 0,58
Candida pulcherr. ... ... ... 2 16,6 2 1,0 2,38 2,15 | 0,16 0,14
Sacch. chevalieri ... ... ... 2 16,6 2 1.0 | 17,73 | 16,64 | 1,04 | 0,98
Sacch. delbrueckii ... ... ... 1 8,3 1 05 15,27 1,69
Sacch. willianus ... ... ...| TG 8Y38 1 0,5 15,75 1,45
“Torulaspora rosei ... ... .| AR 1 0,5 10,69 0.36

La especies mds resistentes, en orden decreciente son: Sacchamoryces ellipsoideus
‘Saccharomyces willianus, Saccharomyces pastorianus, Saccharomyces heterogenicus,
Saccharomyces mangini, Saccharomyces delbrueckii, Torulopsis baccilaris, Kloeckera
-apiculata, Kloeckera lafarii, Turolaspora rosei, Saccharomyces veronae.

Las proporciones de 4cido sérbico que soportan son superiores a las aportadas
por la blibliografia [7], ya que, en la especie més resistente, llegan a 1100 mg/1.

Se efectuaron pruebas sobre requerimientos vitaminicos de las especies de bajo poder
“fermentativo, Kloeckera apiculata, Candida pulcherrima y Candida tropicalis, ensa-
yéndose las vitaminas B,, B,, B,, écido para-amino benzoico, biotina, inositol y panto-
‘tenato célcico. Los ensayos se hicieron dobles: en uno de ellos, se ponfa en suspensifn
la levadura correspondiente con el medio bésico y cada una de las vitaminas alternafi-
vamente; en el otro, se ponian todas las vitaminas a la vez, menos una alternativa-
‘mente, Los resultados indican que:

1) La especie Kloeckera apiculata necesita inositol y 4cido pantoténico, en el medio
‘base, de un modo absoluto. No precisa biotina ni Vit. B,, pues en su ausencia fermenta
el medio igual que el blanco. La accién de las vitaminas B, y dcido nicotinico refuerza
»el proceso fermentafivo.

2) La especie Candida pulcherrima necesita biotina, puesto que da un quimismo fer.
mentativo notable en presencia de ella, y sin significacién en su ausencia, aunque es-
‘tén todas las demds. Pricficamente, el resto de vitaminas no tienmen ningin efecto
sen presencia de la primera.

3) La especie Candida tropicalis, cultivada en presencia de biotina, se desarrolla
@ gran velocidad, fermentando el substrato base. Influyen también favorablemente ino-
ssitol y vitamina B,, no siendo =significativo el efecto del resto de vitaminas ensayadas.




(1]
(2]
[3]
[4]
(5]
(6]
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ESTUDIO COMPARATIVO DE DIVERSOS PROCEDIMIENTOS PARA LA
CORRECCION AUTOMATICA DE INSTRUMENTOS OPTICOS

Por

J. R. o F. Moxgo, M. Quintanizza y M.2 J. YzueL
Citedra de Optica de la Facultad de Ciencias de Zaragoza

La correccién automdtica de instrumentos Opticos consta fundamentalmente de las
tres partes siguientes: Eleccién de una configuracién de partida, adopcién de un crite-
rio para valorar la imagen, y puesta a punto de un procedimiento automético que,
modificando la configuracién, llegue a obtener la mejor imagen posible. En el presents
trabajo nos proponemos estudiar esta iltima parte. Para ello expondremos los diferen-
tes procedimientos utilizados por nosotros analizando los resultados obtenidos.

Como criterio para valorar la imagen, sin que esto suponga pronunciarse sobre su
conveniencia, hemos adoptado las aberraciones geométricas: esférica, coma, astigma-
tismo, curvatura y distorsi6n.

Método del gradiente

A partir de cierta configuracién inicial se calculan las aberraciones tomando como
funci6én de mérito del sistema la suma de sus cuadrados.

Se trata de modificar los pardmetros (nosotros hemos frabajado tnicamente con los
radios de curvatura en este caso) hasta que dicha funcién alcance el valor minimo.

Para ello se dan variaciones pequeiias a cada uno de los radios obteniendo en cada
caso la nueva funcién de mérito. Por cociente de incrementos obtenemos las derivadas
parciales que nos dan la direccién del gradiente en el punto de partida.

A continuaci6én se modifican todos los radios con incrementos proporcionales a las
componentes del gradiente obteniendo un nuevo punto. Si en éste es menor el valor de
la funcién de mérito, volvemos a incrementar todos los radios en la misma cantidad
hasta obtener el minimo en la direccién del gradiente, que se ajusta finalmente por
interpolaci6n.

A partir de este momento volvemos a repetir todo el proceso descrito hasta alcan-
zar el minimo definitivo.

El procedimiento es de extraordinaria lentitud, pues, considerando el problema con
dos pardmetros para mayor sencillez (fig. 1) como las curvas de nivel de la funcién de
mérito son en general elipses bastante excéntricas, a menos que se tenga un gran
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acierto en la eleccién del punto inicial, son necesarias gran nimero de etapas para al- f
canzar el minimo. !

fy

x MINIMO

Fig. 1

Método de la diagonal

En este método hemos intentado efectuar la correccién a partir del valor inicial
incrementando los radios en unos valores tales que, en lugar de seguir la direccién
del gradiente, sigamos una direccién que apunte més hacia el minimo.
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PROCEDIMIENTOS PARA LA CORRECCION AUTOMATICA DE INSTRUMENTOS OPTICOS

Para ello (fig. 2) a partir del estado inicial, (punto A), modificamos uno de loa
radios por tanteos hasta obtener el minimo de la funcién de mérito (punto B). Modifi-
camos ahora el otro radio, hasta obtener andlogamente el minimo (punto C). De nuevo
hacemos variar el primero, si seguimos considerando el caso de dos pardmetros, hasta
obtener el minimo (punto D). La diagonal trazada entre dos puntos extremos de mi-
nimo parcial, apunta hacia el mfnimo total con mayor aproximaci6n que el gradiente.
Por lo tanto, a partir del punto D (no del inicial) incrementamos los pardmefros en
cantidades proporcionales a los segmentos BC y CD respectivamente, hasta obtener
el minimo en la direccién diagonal.

A partir de entonces se repite todo el proceso.

Este método ha funcionado satisfactoriamente hasta llegar a las proximidades del
minimo de la funcién de mérito, pero en esa zona final se vuelve muy inseguro osci-

lando los valores que se obtienen sin que resulte clara la convergencia hacia el re-
sultado final.

Método del paraboloide

Considerando que la funcién de mérito en las proximidades del minimo, puede sus-
tituirse por una forma cuadrdtica, hemos intentado ajustar esta aproximacién a partir
de un desarrollo en serie. Basta para ello calcular las derivadas parciales de la funcién
respecto a los pardmetros del sistema en el punto inicial. Estas derivadas se calculan
por cociente de incrementos, y aqui estriba la principal dificultad del método, pues no
se puede conocer a priori el valor mds indicado para los incrementos de las variables
de modo que las derivadas asi obtenidas sean suficientemente aproximadas.

TABLA I

Funcion = 0,12307341
RADIOS DE CURVATURA
55,9600
—55,9600
2308,7380
Focar = 140,0000 Sp = 133,5981

ABERRACION ESFERICA

D F C
0,3490 0,1290 0,1641
Fuxcion = 0,04410779
Funcion = 0,00582038
Funcion = 0,00012558
FunciEx = 0,00000063
Funcién = 0,00000005
Funcion = 0,00000000
RADIOS DE GURVATURA

53,4688
—57,2224
811,8096

Focar = 140,0000 Se = 133,2772

ABERRACION ESFERICA

D F G
0,0000 —0,0209 —0,0209
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De todas formas los programas fundados en este método han conducido a resultados
bastante satisfactorios. :

Para evitar el inconveniente del cdlculo de las derivadas, hicimos un ensayo para
la correccién de un doblete acromético en el que ajustdbamos el paraboloide exacta-
mente. Utilizdbamos el 1ltimo radio para conservar la focal, y a los dos primeros les
ddbamos variaciones de modo que resultasen 6 puntos, con lo que quedaba definida la
cuddrica.

Este método en el caso del doblete dio un resultado totalmente satisfactorio. La
tabla T muestra la evolucién del célculo.

Al intentar aplicarlo a sistemas mé4s complejos el método conduce con relativa
facilidad a zonas préximas al minimo en algunos casos, pero en otros da lugar a osci-
laciones e incluso retrocesos en la correcci6n. Analizado el comportamiento de la fun-
cién de mérito se ha visto que presenta numerosas ondulaciones, en lugar de un iunico
minimo, no siendo posible por lo tanto ajustarle una funcién cuadrética.

Método semiautomatico

Dadas las dificultades que presenta la correccién totalmente automdtica de un siste-
ma O6ptico hemos utilizado un método semiautomdtico que en los casos probados ha
dado resultados més satisfactorios.

En primer lugar, a partir del formato elegido, se hace la correccién para las aberra-
ciones de tercer orden.

Esta correccién se efectia modificando sucesivamente todos los pardmetros (radios,
distancias, indices) y buscando para cada uno de ellos el minimo de la funcién. Cuando
se han completado los pardmetros, se modifican todos simultdneamente en cantidades
proporcionales a las obtenidas anteriormente.

Lograda la mejor correccién dentro del tercer orden se hace una correccién para
media abertura y campo siguiendo el mismo procedimiento.

Por tltimo, y a partir del formato obtenido con las anteriores etapas, se repite
nuevamente el proceso para el valor total de la abertura y el campo.

Este procedimiento,” a menos que se disponga de un ordenador de gran capacidad,
no puede hacerse totalmente automdtico debido a la necesidad de utilizar unos vidrios
que se encuentren en el catdlogo y a las cotas limites que deben cumplir log radios y
espesores si queremos que las lentes no lleguen a tamafios demasiado pequefios o in-
cluso sin sentido fisico. Se hace necesaria la intervencién del operador que vigila la
marcha de la correccién.

Los autores agradecen al Prof. J. Casas, Director del Departamento de Fisica Funda-
mental de e sta Universidad, por su interés en este trabajo.




ESTUDIO DE UN CRITERIO NUMERICO PARA VALORAR LA IMAGEN
DE UN SISTEMA OPTICO

Por

J. R. bpE Moneo, M.2 J. YzuerL y M. QUINTANILLA
Cétedra de Optica de la Facultad de Ciencias de Zaragoza

En un trabajo anterior (1) se estudiaba experimentalmente la calidad de una imagen
fotografica en presencia de aberraciones. El estudic se hacfa con un doblete de focal
175 mm., del cual se disponia de los datos de fabricaci6n. Esto permitia calcular los dia-
gramas de impactos, para diferentes posiciones del plano imagen y diferentes dngulos de
«campo, al mismo tiempo que se obtenfan fotografias de una pantalla en andlogas cir-
<cunstancias.

Al final del trabajo se apuntaba la conveniencia de poder llegar a asignar a cada
imagen un nimero que fuera una medida de su calidad y que pudiera obtenerse a partir
de los pardmetros del sistema mediante célculo. :

El poder asignar un nimero a la calidad de la imagen es de fundamental importancia
para la correcci6én de instrumentos Gpticos mediante ordenadores electrénicos.

Se estudiaba el problema en el sentido de buscar una funci6én que aplicada a Jas
-coordenadas de los impactos teéricos de los rayos en cada plano imagen diese valores que
proporcionasen una idea del juicio subjetivo de calidad que da el observador al mirar
una fotografia realizada experimentalmente en idénticas condiciones a como se calcula
el diagrama de impactos.

En este trabajo nos proponemos continuar dicho estudio probando con mayor niimero
de funciones y ademéds emprender un procedimiento nuevo en el que se toma como
punto de partida la funcién de transmisién de frecuencias espaciales calculada teérica-
‘mente a partir de los pardmetros del sistema.

Diagrama de impactos

En la Tabla I se han indicado los valores que toman las funciones probadas para dis-
‘tintas posiciones del plano imagen, en los tres casos de punto en el eje, a medio campo,
0 en borde. La primera columna indica la distancia en milimetros del plano considerado
:al plano imagen paraxial estando ordenados por filas en cada grupo segun calidad decre-
«ciente tal como se aprecia por varios observadores.

En primer lugar hemos estudiado el criterio de tomar como funci6n la suma de las
distancias del impacto de cada rayo en el plano imagen, al punto de mayor concentracién
+de luz, o la suma de sus cuadrados. Esta tdltima funcién es la que se toma habitualmente
‘para la correccién de sistemas, buscando la configuracién que la hace minima.

Designando por N el nimero de impactos y por R; las distancias indicadas, podemos
«escribir estas funciones en la forma

N ~
F= 3R, obien  F= 3 R2
i=1

i=1
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Puede observarse que la ordenacién que dan estas funciones no coincide en absolutes

N
con la dada por la observacién visual. En particular la > R,®> es especialmente mala -
i=1
las imdgenes que indica como mejores corresponden a casos en que la imagen de un:
punto queda repartida igualmente en una mancha simétrica. Hemos comprobado sin em--
bargo que es preferible una concentraciéon fuerte de luz, rodeada de un halo débil
aunque sea extenso.

TABLA I
Posicion de
la imagen > Ry S R2 = 1/R, S 1/R?
|
L j 5,5 Al 49,1 [ 884
—3,5 | 3,8 0,5 48,6 | 34,0
—1 i 7,4 2,4 41,7 i 32,3
i sl 43 0,6 41,0 26,0 EJE
0 1’ 9,8 3,7 504t 50 )
=15 8,7 2,0 15,4 i 2,7
1 12,2 5,4 21,8 11,0
—2 19,3 22,2 35,9 28,0
—1 21,8 26,6 32,8 26,0
—3,5 16,4 16,8 32,7 21,2 MEDIO
0 249 32,4 26,3 18,9 CAMPO
—5,5 13,3 10,6 24,8 12,5
1 28,0 38,4 — 12,6
—17,56 11,9 6,6 20,5 9,2
—3,5 65,6 217,6 17,5 13,2
—5,5 58,6 182,9 18,7 11,8
—2 71,5 247,6 14,0 9,3 BORDE
—T7,5 52,3 152,7 17,0 9,1
—1 75,4 268,3 11,4 6,7
—9,6 46,2 | 1242 14,8 6,7

Basdndonos en esto y para dar mayor importancia a los impactos préximos, hemos:
probado funciones de la forma

W 1
F=3-——
i=1 Rn

dando a n los valores 1, 2 y‘ 3.

Con el fin de evitar que un solo valor de R; que saliese muy pequefio, nos diese una:
funcién casi infinita hemos tomado una cota A tal que para todo R; < A hacemos R; = A..

Teniendo esto en cuenta, y por cuestiones de normalizacién hemos escrito las fun-
ciones en la forma

00 =NwAn
NS
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La eleccién de esta cota A es un problema aparte. Funddndonos en la distribuci6ps
ideal de la luz en la imagen de un punto, hemos tratado de ajustar a los diagramas de
impactos en eje una expresién de la forma

c
Vi e

G

e 4

representando esta funcién la curva densidad-distancia obtenida teéricamente del dia~
grama.

Hemos obtenido para A valores muy préximos a 0,03 que es el adoptado defintiva-
mente para la cota pues representa la anchura media del pico en la funcién exponencial.

En la Tabla I se han indicado los valores de F para n = 1 y n = 2 pudiendo verse-
que este ultimo conduce a una ordenacién idéntica a la visual salvo en el caso de los-
planos —7,5 y 1 del eje en que la imagen es ya de todos modos francamente mala.

Funcion de transmision

En la Optica moderna se estudia la formacién de la imagen considerando el objelo
descompuesto en una suma de frecuencias espaciales. El instrumento transmite estas:
frecuencias con mayor o menor contraste y esta ley de variacién del contraste con la
frecuencia (funcién de transmisién) debe caracterizar la calidad de la imagen.

El problema estd en convertir a toda una funcién en un tnico mimero.

Nosotros para nuestro sistema en estudio, hemos calculado las funciones de transnii--
sién para punto objeto en el eje y a medio campo, situando el plano imagen en las mis-
mas posiciones indicadas anteriormente. El cdlculo se ha hecho te6ricamente, a partir
de los pardametros del sistema, mediante una I. B. M. 1620 y el resultado para puntes:
del eje puede verse en la fig. 1.

Fdcilmente se comprende que la imagen del plano —1 sea preferible a la del plano O,
dada la forma de las correspondientes funciones. La dificultad estd en compararlas
cuando estas curvas son de diferente estilo como en las posiciones —3,5 y —5,5.

Nosotros intentamos primero tomar como medida de la calidad el drea encerrada bajo
la curva, pero el resultado no coincidia con la experiencia.

Pensamos luego en tomar el drea comprendida entre la curva y un eje paralelo al de
frecuencias y situado a la altura del mfinimo contraste que se puede apreciar. Como en
la pantalla objeto figuran unos tests de Foucault, podemos conocer experimentalmente
cudl es la méxima frecuencia espacial transmitida y, mediante las gréficas, el minimo
constraste apreciado. Se han obtenido valores alrededor de 0,15 notablemente superiores
al que sefiala para el ojo que es 0,02. Hay que tener en cuenta que nosotros hemos
calculado las curvas de fransmisién teéricas del instrumento pero sin tenmer en cuenta:
la pérdida de contraste en la emulsién fotogréfica.

A la vista de este resultado hemos calculado las 4reas tomando como umbrales de
contraste los valores 0,2 y 0,15 y 0,1 respectivamente.

En el caso de puntos fuera del eje, la funcién de transmisién depende de la orients-
cién que formen con el plano meridiano las frecuencias espaciales consideradas. Nosotros-
las hemos calculado para 0° y 90° obteniendo después el promedio de las dreas de ambas-
para cada caso.

Todos estos resultados pueden verse en la tabla II.
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=2
=235
=it
=55
0
=75
1

FRECUENCIA ESPACIAL
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TABLA II
Posicidn {
de la Umbral 0,2 Umbral 0,15 Umbral 0,1
imagen
—2 2,50 2,75 3,19
—3,5 2,19 2,47 2,78
—1 1,68 2,17 2,97
—5,5 | 1,54 1,69 1,97 EJE
0! 0,99 1,95 1,52
-175 0,91 1,03 1,24
1 0,79 0,92 1,07
0° 90° | Prom 0° 90° | Prom 0° 90° | Prom
—2 1,19 1,14 1,16 1,64 1,59 1,61 2,21 2,01 2,11
—1 0,80 1,22 1,01 1,66 1,80 1,48 1,60 | 2,36 1,98
—3.5 1,25 | 0,99 1,12 1,58 1,27 1,42 1,82 1,50 1,68 MEDIO
0 0,59 0,90 0,75 0,79 1,45 1,12 0,98 2,04 1,51 CAMPO
—5,5 1,02 0,84 0,93 1,23 1,01 1,15 1,40 1,23 1,31
1 0,50 | 0,60 0,55 0,62 0,93 | 0,78 0,79 1,26 1,03

Para las imdgenes en eje puede verse que los umbrales 0,2 y 0,15 dan una ordena-
cién fotalmente de acuerdo con la experimental incluso para las posiciones —7,5 y 1

1l
en los que no respondia la funcién $‘ —— Yy esto a pesar de ftratarse de curvas de

forma totalmente distinta. El umbral 01 no responde bien en las primeras, es decir
en las mejores.

" Para medio campo, en que debido a las aberraciones las imdgenes son en general
peores que en eje, no responde el umbral 0,2 ;el 0,15 responde en las primeras, es de-
«cir las buenas, pero no en las peores; en cambio el 0,1 responde de todas.

Deducimos de esto que el ojo, al enfrentarse con una imagen, no utiliza para juz-
garla todos los contrastes que es capaz de apreciar, sino que se vuelve mis exigente
-a medida que la imagen es mejor.

Asi pues, al aplicar estos resultados a la correccién automdtica de sistemas, se
puede empezar con un umbral igual a cero calculando toda el drea, es decir, la integral
de la funcién de transmisién. A medida que esta integral aumenta, indicando una me-
jora en la calidad de la imagen, el mismo programa debe aumentar gradualmente el
umbral hasta llegar al miximo de correccién posible.

Los autores agradecen al Prof. J. Casas, Director del Departamento de Fisica Funda-
mental de e sta Universidad, por su interés en este trabajo.
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LES MODULES TOPOLOGIQUES: RESULTATS RECENTS!

PAR

H. MASCART

I. Rappels

Une topologie qui munit un groupe G d’une structure de groupe topologique a d’abord
pour but de rendre continue la loi de composition interne sur G; nous supposerons
celle-ci commutative et notée additivement en vue de 1’6tude des anneaux et des
modules.

Avant de préciser la notion de module topologique, il est nécessaire de revenir sur
celles de groupe topologique et d’anneau topologique.

I. 1. Groupes abéliens topologiques

Un module topologique E est, en premier lien, groupe abélien additif topologique.
Cela signifie que la topologie sur E doit assurer la continuité de I’addition et de la
symétrie. La traslation correspondant a un point x de E est donc un homéomorphisme ;
et les voisinages de z se déduisent, par cefte translation, de ceux de l’origine O dans E.

Il suffit donc de connaifre le filtre 9% des voisinages de 0. E est muni d’une structure
de groupe topologique si 9} vérifie les axiomes suivants:

(g): pour tout élément U de 9 il existe un élément V
tel que V + V-C U;

(g7): si U appartient a 9%, il en este de méme de —U,
qui traduisent simplement la définition.

I. 2. Anneaux topologiques

Mais il est nécessaire de préciser sur quel anneau A est défini le module E. Pour
que la topologie sur E assure la continuité de la loi de composition externe, il faut
connaitre la topologie sur A. Celle-ci munit 4 d’une structure d’anneau topologique
et si la multiplication y est également continue.

Le filtre £ des voisinages de zero est donc soumis & deux conditions analogues
a (g) et (¢) et aux axiomes: :

(«): pour tout élément ) de A et tout élément a de £ il existe un élément b de
A tel que b C a et BAC a;

() : pour tout élément a de £, il existe un élément b de A4 tel que bb C a.

Este trabajo resume una serie de con.fereﬁcias expuestas por el autor del 16 al 21
de abril de 1967 en el seminario Matémético de la Facultad de Giencias de la Universidad
de Zaragoza.
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Ces conditions sont en effet nécessaires; on montre qu’elles son suffisantes grace
A égalité A’ —dp =V —B @ —pw + 2@ —pw + O — My

A priori, aucune hypothése n’est faite ni sur la commutativité de 4 (la légére sim-
plification de () n’apporterait guére d’intérét), ni sur l’existence d’un élément unité.

I. 3. Modules topologiques

Supposons enfin que, A étant un anneau topologique (en reprenant les notation§ dn
paragraphe précédent), E soit un A-module, 3 gauche pour fixer les idées ; cette précision
sera sous-entendue, chaque fois qu’elle n’est pas indispensable; car les propriétés des
A-modules topologiques  droite sont analogues & celles qui vont étre étudiées.

La topologie sur E est compatible avec sa structure de A-module si E est, de ce fait,
un groupe additif topologique et si la loi de composition externe est continue. _La.
premiére condition se traduit par les axiomes (g) et (g/) imposés au filtre 2% des Voisi-
nages de l’origine. Celui-ci est, de plus, soumis &:

(m): pour tout élément = de E et tout élément U de 9F il existe un élément a de
S tel que ax C U;

(m’): pour tout élément ) de A et tout élément V de 9} il existe un élément V de
9% tel que AWV C U;

(m”): pour tout élément U de 9} il existe un élément a de £ et un élément V de
95 tels que aV C U.

Ces conditions expriment la continuité séparée de la loi externe soit au zero de
l’anneau A, soit & D’origine de E, puis la continuité de cette loi au point (0,0); 1’égalité
v —az = (M — W (@ —1x) + r(@ —zx) + (”—2) z entraine la continuitd en touf
point. Réciproquement, en raison de cette méme égalité, ces axiomes assurent la con-
tinuité de la loi de composition externe en un point quelconque.

I. 4. Remarques

On doit observer les points suivants:

x) Cefte étude va se distinguer déja de celle des espaces vectoriels topologiques par-
les propriétés algébriques d'un A-module: A n’étant pas nécessairement unitaire, iF
en est donc a fortiori de méme de E; diviseurs de zéro...

Ainsi (m’) signifie, dans le cas ou A est un corps (mais non nécessairement un corps
topologique) que 9F est invariant dans toute homothétie de centro O et de rapport
non nul. Nous verrons plus loin l'importance de cette condition qui, pourtant, n’est
pas en général vérifiée par un A-module topologique.

B) 1l convient de redire [’importance de la topologie sur A. Par exemple, si A est
un anneau discret, les axiomes (m) et (m”) sont certainement vérifiés; et il reste le seul
(m); cela rend possible 1’étude des topologies “linéaires” ou un systeme fondamental de
voigsinages de 1’origine est formé de sous-modules de E.

Par contre, une conséquence de (m) est que la topologie discréte sur E n’est pas
en général compatible avec sa structure de A-module; c’est le cas d’un anneau 4 non.
réduit a {0} et non discret, et d’'un A-module E sans torsion,

v) Un anenau A peut étre considéré, au point de vue algébrique, comme un module:
sur lui-méme. L’analogie entre les axiomes obtenus pour un anneau topologique et ceux
qui concernent un A-module topologique montre que, si A est un anneau topologique,
cette méme topologie le munit d’une structure de A-module topologique; plus générale-
ment A est un module topologique sur tout sous annean de A muni de la topologie in-
duite par celle de 4.

§) Enfin dans les trois structures étudiées on a établi des axiomes concernant le-
filtre des voisinages de lorigine; on en déduirait aisément les axiomes relatifs a um
systeme fondamental de voisinages de l’origine.
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II. Parties bornées

II. 1. Premiére définition

Les données sont toujours un anneau topologique A, un A-module (3 gauche) topo--
logique E, le filtre £ des voisinages de zéro dans A et le filtre 9} des voisinages de
I’origine dans E.

L’étude faite pour les espaces vectoriels topologiques suggere de dire qu’une partie P
de E est bornée si pour tout voisinage U de 1’origine dans E il existe un élément i
non nul de 4 tel que l'on ait AP C U.

«) Cette définition conduit aux propriétés élémentaires suivantes:

II. 1.1. Une partie d’une partie bornée de E y est bornée; en particulier, I’inter-
section d’une famille de parties bornées de E est bornée.

II. 1.2. L’adhérence P d’une partie bornée P de E est bornée.
En effet, puisque E est un groupe additif abélien topologique, P est I’intersection:

des P + V ou V parcourt 9%; P est donc contenu dans 1’un d’entre eux. Or, étant:
donné un voisinage U de l’origine dans E, il existe un élément U’ de 9+ ftel que-
U’ + U/« U, puis un élément 2 non nul de A tel que AP U’, enfin un élément V de-

9% tel que AV:C U’. Par suite on a AP C A (P+V) =P -AVC U+U/ C U.

II. 1.3. Si f est une application linéaire continue de £ dans un A-module (a gauche)
topologique F, 1'image par f d’une partie bornée P de E est bornée dans F.

En effect soit U’ un voisinage de 1'origine dans F; il existe un élément U de 9% fel
que f(U)C U’, puis un élément A non nul de A tel que APC U. Tl en résulte-
AP C U. Il en résulte Af(P) = fAP)XC f(U) C U’

Remarques : en particulier, 1'image d’une partie bornée de E par une homothétie de-
centre O est bornée si 1’anneau A est commutatif. De méme, —P est une partie bornée-
de I s’il en est de méme de P. :

) De nouvelles propriétés ne peuvent étre obtenues sans hypothése supplémentaire.
Ainsi, dans le cas o A est un anneau non discret, on a les deux résultats suivants:

II. 1.4. Une partie finie de E est bornée.

Considérons, par exemple, le cas d’une partie formée de deux éléments z et z/. Pour-
tout élément U de 9} il existe un élément a de £ tel que ax(C U et un élément a’ d::
ot tel que o’ 2/ C U. Si ) est un élément non nul de e ¢/, on a i {z, '} C U.

Il. 1.5. Une partie précompacte P de E est bornée.

En effect, si U est un élément de 9}, il existe un élément U’ de 9% tel que-
U'+U C U; il existe également un élément b’ de £ et un élément V de 9} tels que
b’ V{C U’. Or P est recouvert par un nombre fini de z; + V, ou les z, sont des points:
de E convenablement choisis; de plus il existe un élément b de £ tel que I'on ait
bz, «C U’, quel que soit x,. Si % est un élément non nul de b N b’, on a

AP CA[U+ V)] CrUeDI+V =4 [U{zD]+AV CU+U CU.
Conséquence : en particulier, une partie compacte de E est bornée.

II. 1.6. L’image d’une partie bornée P de E par une translation de E est bornée.

Etant donné un élément U de 9 et un point = de E, il existe un élément U’ de 9%
tel que U" + U’ C U, puis un élément b’ de £ tel que b* P U. Si ) est un élément
non nul de b'b, on a A (z + P)=%rz + APCU + UCU.

Malgré cela, la définition adoptée ici ne peut conduire au résultat intuitif et impor--
tant, exprimant que la réunion de deux parties bornées de E est bornée.

II. 2. Deuxiéme définition
Il est naturel de penser remplacer cette définition par une autre qui lui est équivalente-
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:si A est un corps ¢t E un A-module unitaire une partie P de E serait bornée si pour
tout élément U de 9} il existe un élément p de A tel que PC p U.

Mais on peut alors démontrer seulement qu’une partie d’une partie bornée de E
est bornée et que 1’image d’une partie bornée de E par une application linéaire continue
rest bornée.

II. 2.1. Si 9 est invariant dans toute homothétie de centre O et rapport non nul,
I’adhérence d’une partie bornée P de E est bornée.

Il suffit, en effet, de reprendre la démonstration précédente en distinguant le cas
P se réduit au seul vecteur nul, le resultat étant alors évident. Sinon, it existe
un element y non nul de A tel que PCp U’, puis un élément ¥V de 9+ tel que
V C yu U’; d'ou le résultat cherché.

Les deux autres résultats ne peuvent étre obtenus en général.

"I1.3. Parties absorbantes.

«) Nous sommes ainsi conduits & supposer qu’une partie de E est bornée, si elle est
-absorbée par tout voisinage de l'origine. Et, d’aprés ce que l'on a vu plus haut, le fait
qu’une partie de E réduite & un seul elément z est absorbée par un v1os1nage, U de
’origine réside dans 1’existence d’un élément a de A vérifiant az C U.

Nous dirons donc qu'une partie ) de E absorbe une partie P de E s’il existe un
élément a de £ tel que aPC Q et qu’une partie () de E est absorbanie si elle absorbe
toute partie de E réduite & un point.

B) Indiquons, en passant, quelques propri€tés des parties absorbantes de E.

1. 3.1. Tout voisinage de l’origine est absorbante (en raison de (m)).

Du reste une partie absorbante de E contient toujours 1’origine.

II. 3.2. La réunion et la somme d’une famille de parties absorbantes de E sont
~absorbantes.

II. 3.3. L’intersection d’une famille finie Q,, ..., Q, de parties absorbantes de E est
absorbante.

Si z est un point de E, il existe un élément ¢, de £ tel que ax C Q,; en désignant
par a lintersection des a, ax est bien contenu dans I’intersection des 0.

“I1.4. Parties bornées.

«) En fin de compte, une partie de E sera dite bornée si elle est absorbée par tout
voisinage de l’origine. Toute partie de E réduite & un point est donc bornée.

II. 41. La réunion de deux parties bornées P et P’ de E est bornée.

En effet, étant donné un élément U de 9F, il existe un élément b de A tel que
bP @& Ubet un élément b’ de A tel que bP” C U. On en déduit a(P UP’) C U pour
a=bNOb.

Conséquence : en particulier, toute partie finie de E est bornée.

1. 4.2. La somme de deux parties bornées P et P’ de E est bornée.

En effet, étant donné un élément U de 9, il existe un élément V de @) tel que
V + VC U, puis un élément b de £ tel que bP (C V et un élément & de §F tel que
‘WP* C V. Posant ¢ = b b/, on obtient a (P + P’) C aP + aPPCV + V(CU.

II. 4.3 8i (E), est une famille de A-modules (& gauche) topologiques, une partie

€1
P =11 P, de E =TI E, est bornée si et seulement si P, est bornée dans E; quel que
soit I’indice 7.

La condition est nécessaire; car la projection d’indice ¢ est une application linéaire
continue de E dans E,.

Elle est, également suffisante: soit U un voisinage de lorigine dans E, avec
U=17, 01‘1 U, = E, sauf pour un nombre fini d’indices pour lesquels U, est un
voisinage de l'origine dans E,; pour chaqué : il existe donc un élément a, de A tel
“que a, P.\C U, avec a, = A sauf, éventuellement, pour un nombre fini d’indices. Si on
«désigne par a lintersection des a, on a aP,C U, quel que soit 7, c’est-a-dire aP C U.
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B) A ces trois résultats nouveaux s’ajoutent toutes les propriétés démontrées &
propos de la premitre définition, et ce sans hypothése supplémentaire.

Ainsi pour prouver qu’une partie précompacte P de E est bornée, il suffit de repren-
«dre la méme démonstration; mais, au lieu de choisir un élément non nul de b M) b7, il
suffit de poser a = b b’ et d’en déduire aP (C U; d’ou le résultat cherché.

De méme 1’adhérence P d'une partie bornée P de E est bornée. Car, étant donné
un élément U de 9, il existe un élément U’ de 9% tel que U’ + U'C U, puis un
4lément b de £ tel que bP (C U’ enfin un élément b’ de £ y un élément V de 9 tels

que b’ VC U’. Posant a = b\ b’, on a bien aP C a (P+V) C aP+ oV C U+U C U.

Conséquence: 1’image d’une partie bornée de E par une ftranslation de E est bornée.

v) Remarques: si A est un anneau discret, toute partie de E est bornée.
Leg différentes démonstrations peuvent étre adaptées au cas o £ est seulement une
base du filtre des voisinages de zéro dans A.

III. Applications.

TII.1. Modules d’applications linéaires continues.

Nous considérons ici un anneau commutatif topologique A, deux A-modules (a gauche)
topologiques E et F, le filtre 9} (resp. 9}’) des voisinages de 1’origine dans E (resp. F),

.;f une famille de parties bornées de E.

II. 1.1. L’ensemble Hom (E. F) des applications linéaires continues de E dans F est
un A-module (3 gauche).

En effet une application linéaire de E dans F est continue si elle est continue en un
point, 1’origine de E par exemple. La somme de deux éléments et 1’opposé d’un élément
de Hom (E, F) appartiennent encore & Hom (E, F).

Il reste & montrer que Ju est continue si ) est un scalaire et u un élément de
Hom (E, F); a un élément U’ de 9}’ correspond un élément U de 9F tel que u(U)C U’
puis un élément V de 9% tel que A VC U, soit (o w) (V) =u (0 V) C U

Pour un élément S de 7 et un élément U’ de 9/, désignons par W (S, U’) l’ensem-
ble des éléments u de Hom (E, F) qui donnent de S une image contenue dans U’, soif
u(S) C U’. Les propriétés des parties bornées permettant d’énoncer :

IO. 1.2. Si & est saturé pour la réunion, l’ensemble des W (S, U’), ou S parcourt
& et U’ 9}, est une base de filtre sur Hom (E, F).

En effet tout W (S, U’) contient 1’application nulle. De plus on a, avec des notations

WV (S GS UCS@U @ EENA(S U DSy BWAGS S U

IIT. 1.3. Dans le cas général, les intersections finies des W (S, U’) forment un
systéme fondamental de voisinages de l'origine de Hom (E, F) pour une topologie com-
patible avec sa structure de A-module.

Le résultat précédent montre que 1’on peut se ramener au cas ol & est saturé pour
la réunion et prouver que les W (S, U’) forment, eux mémes, un systéme fondamental

.Svidentes.

-de voisinages de l’origine.

Pour tout élément U’ de 9} il existe un élément V7 de 93/ tel que V' + V/(C U’;

‘on a done W (S, V) + W (S, V) C W (S, U’). On a aussi W (S, U) = W.(S, — U,

Pour un élément u de Hom (E, F) et un ensemble W (S, U), il existe un élément U
de @ tel que u (U) C U, puis un élément a de £ tel que aS C U; on en déduit

dau C W (S, U%); car, si ) est un élément de a, nuos avons ru(S)=u( S) C w(U) C U".

Pour un élément ) de A et un ensemble W (S, U), il existe un élément V/ de 95

‘tel que AV’ (T U’, et, par suite, AW (S, VY C W (S, U’). Enfin pour un ensemble

W (S, U’) il existe un élément a de £ et un élément V’ de 95’ tels que aV’ C U, soit

aW (S, V) C (S, U).
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Remarquons qu'une legére modification de la demonstration permet de supposer-
que 9%’ est seulement un systdme fondamental de voisinages de l'origine dans F.

La topologie ainsi définie sera appelée F-topologie, comme dans la théorie des espa-
ces vectoriels topologiques. Compte tenu des propriétés des parties bornés, on peut
supposer que & est soit la famille de toutes les parties finies de E, soit l’ensemble de
toutes les parties compactes de E, soit 1’ensemble de toutes les parties bornées de E; la
&-topologie correspondante sera dite topologie de la convergence soit simple, soit com-
pacte, soit bornée.

Remarquons que dans 1’étude de Hom (E, A), ou A est considéré comme un A-module
(a gauche) topologique, c’est-d-dire dans 1’étude des formes linéaires continues sur-
E, Uhypothése de commutativité sur A est inutile. Si E est un 4 module & gauche, le
dual topologique Hom (E, A) de E est un A-module a droite auquel I’étude précédente:
s’applique.

HI1.2. Anneaux d’endomorphismes.

Revenons au cas ou A est commuatif. Hom (E, E) est un A-module topologique s8’ill
est muni de la topologie de la convergence bornée. Mais ou sait qu'avec la loi de
compositon habituelle des applications c’est egalemet un anneau. Dans cette voie on a:

II1. 2.1. Si Vorigine dans E admet un systéme fondamental de voisinages bornées,
Hom (E, E) est, pour la topologie de la convergence bornée, un anneau topologique.

En effet, étant donné un élément u de Hom (S, E) et un ensemble W (S, U), il
existe un élément V de 9F tel que u (V) C U; si u’ appartient a la fois a V [u (S), U]
et W (S, V), on a simultanément u’ o u (S)C U et u o u' (S)C U.

De méme, étant donné un ensemble W (S, U), il existe un voisinage bornée V de
l’origine dans E contenu dans U; quels que soient les éléments u et w” de W (SUV, V;,
uw’ o u appartient @ W (S, V), donc a fortiori @ W (S, U).

Mais E n’est par seulement un A-module; c’est aussi un Hom (E, E)-module si pour
tout élément z de E et tout élément w de Hom (E, E) on pose u (z) = ux. Le résultat
précédent peut étre complété de la fagon suivante:

IM. 2.2. La topologie initiale sur E est compatible avec sa structure de Hom
(E, E)y-module.

Tl suffit de vérifier les axiomes concernant la loi de composition externe. Cela est
évident pour les deux premiers. Enfin un élément donné U de 9} contient un élément
borné V de 9} ; on a alors W (V, V) V.C V; (m”) est, lui aussi, vérifié.

II1.3. Modules bornologiques.

On se donne un anneau topologique A et un A-module topologique E; on désigne:
par % la topolegie sur E. On a vu qu’une partie de E est bornée si elle est absorbée
par tout voisinage de l'origine. Cette propriété n’admet pas en général de réciproque.

o) Nous dirons que le module E est bornologique si tout ensemble absorbant toute
partie bornée de E est voisinage de lorigine (on sait déja qu’il contient 1’origine:
elle-méme).

Cette définition est & rapprocher de celle des espaces vectoriels topologique bornolo-
giques ; mais elle est plus restrictive, car un espace vectoriel topologique est bornologique
si tout ensemble convexe absorbant toute partie bornée de E est un voisinage de 1’ori--
gine ; mais il est nécessaire d’abandonner ici la notion de convexité.

Cependant les modules bornologiques, au sens qui vient d’étre dit, jouissent de
propiétés analogues & celles des espaces vectoriels bornologique. Ainsi on a

IM. 3.1. Dans le cas ou I est bornologique et F un A-module topologique, une
application linéaire f de E dans F est continue si ef seulement si elle fransforme toute
partie bornée de E en una partie bornée de F (on dit alors qu’elle est localement bornée).

En effet une application linéaire continue de E dans F donne d’une partie bornée
dans E une image bhornée dans F.
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Supposons maintenant que 1'image par f de toute partie bornée B de E soit bornée
dans F. Un voisinage U’ de 1’origine dans F absorbe f (B); autrement dit, il existe un
élément a de £ tel que f (aB) = a f(B) C U’; f~1(U’) absorbe donc tout bornée de £ ;
¢’est un voisinage de 1’origine dans E.

B) Soient (E,). wune famille de A-modules bornologiques, F un A-module et, pour
€1

chaque indice 7, une application linéaire f, de E, dans F. On montre sans difficulté que,
parmi les topologies sur F assurant la continuité des f, celle, %’, qui est la plus fine
munit F d’une structure de A-module topologique.

III. 3.2. Pour cette topologie F est bornologique.

En effet soil P’ une partie de F absorbant tous les bornés (an sens de ‘) de F. Pour
tont indice ¢, f=! (P’y absorbe tous les bornés de E,; par suite c’est un voisinage de
l'origine dans E,; P’ est done, par definition de %’, un voisinage de 1’origine dans F.

Conséquence : tout module quotient d’un module bornologique est bornologique.

Toute somme directe topologique de A-module bornologiques est un A-module bor-
nologique.

II1.4. Relations entre ensembles équicontinus et ensembles bornés.

«) Revenous a I’étude de Hom (E, F), ou E et F sont deux modules topologiques sur:
un méme anneau commutatif topologique A ; reprenons donc les notations de IT. 1.

II. 4.1. Une partie équicontinue P de Hom (E, F) y est bornée, quelle que soit la
S -topologie.

Soit W (S, U’) un voisinage de l’origine dans Hom (E, F). L’image réciproque de
U’ par tout élément de P contient un méme vosiniage U de l'origine dans E; puis il
existe un élément ¢ de £ tel que aS C U; d’ou aP C W (S, U).

IMI. 42. La réciproque est, en général, fausse.

Soient A un anneau (non nécessairement commutatif) non réduit & {0} et £ l'en-
semble de ses idéaux bilatéres. On munit A d’une structure d’anneau topologique en
considerant £ comme un syst®me fondamental de voisinages de zéro. On munit aussi
A¥ d’une structure de A-module topologique en prenant pour systéme fondamental de

voisinages de l'origine la famille des ensembles de la forma II a, ou @, = .. =@ =
=1
=a e 4 et ¢, = A pour p > n, famille obtenue en faisant Vparier a la fois n et a.

Dans le dual topologique de A¥ 1’ensemble des formes coordonnées n’est pas équicon-
finu ; car les images réciproques par ces formes d'un élément a de £ different de A ont
pour interseection @V qui n’est pas un viosinage de l'origine dans AYN.

Mais on observe que l’anneau A est discret et que, par conséquent, toute partie
du dual topologique de AN y est bornée pour toute f-topologie.

B) Toutefois on a:

IIT 4.3. Si E est un module bornologique, une partie P de Hom (E, F) bornée pour
la topologie de la convergence bornée est équicontine.

Soit W (S, U’) un voisinage de 1'origine dans Hom (E, F); il existe donc un élement
a de A tel que aP C W (S, U), soit P C W (aS, U’); I'intersection des images récipro-
ques de U’ par les éléments de P absorbe S qui est, rappelons-le, une partie bornée
quelconque de E; c’est donc un voisinage de 1l'origine dans E.

Ceci prouve que le module AY considéré dans le contre-exemple précédent n’est pas
bornologique, ce que I’on peut vérifier directement.

On a aussi un résultat dans une voie légérement différente.

III. 4.4, Si l'anneau A est non discret et si l'origine dans E posséde un systéeme
fondamental $#” de voisinages bornés invariant dans toute homothétie de centre O et de
rapport non nul, une partie P de Hom (E. F) bornée pour une S/-topologie, ou  est
“comparable” A S/, est équicontinue.
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Reprenons la démonstration précédente; l’intersection des images réciproques de
U’ par les éléments de P contient aS, ou 1'on peut supposer que S appartient d’abord a
&’; 'anneau A étant non discret, ¢S est un viosinage de 1’origine dans E, ce qui dé-
montre la propriété.

Sion a &' C &,la ¥-topologie est plus fine que la ’-topologie et tout borné pour
la premiere est borné pour la seconde. Si, au contraire, on a & C &’ un élément de
& appartient a fortiori & &#”; d’ou le résultat cherché.

On vérifiera que, dans le contre-exemple précédent, 1’origine dans A¥ posséde bien
un systéme fondamental de voisinages bornés, mais que celui-ci n’est pas en général
invariant dans une homothétie de centre O et de rapport A non nul (on n’a pas néces-
sairement A A = A) et que 1’anneau A est discret.

1V. Parties équilibrées.
IV.1. Définition.

On se donne un anneau A et un A-module (A gauche) E. La notion suivante a un
caractére purement algébrique.

Fixons une partie e de 4 ; elle a pour but de remplacer, par exemple, le disque unité
pour A = C. Une partie P de E est équilibrée si 1’on a eP C P.

Comme conséquences immédiates de cette définition citons:

IV. 1.1. L’intersection et la réunion d’une famille (P,); e  de parties équilibrées de
E sont équilibrées.

En effet on a e (NP C N (e PXC N P,; et de méme pour la réunion.

IV. 1.2. La somme d’une famille finie de parties équilibrées de E est équilibrée.

Démonstration analogue.

IV. 1.3. Si f est une application linéaire de E dans un A-module F, 'image par f
d’une partie équilibrée P de E est équilibrée dans F.

En effet ef (P) = f (e P) est contenu dans f (P).

IvV. 14. L’image réciproque, par une application linéaire, d’un ensemble équilibré
est équilibrée.

Conséquences: si (E), ¢ 1 est une famille de A-modules, une partie II P, de II B, est
équilibrée si et seulement si P, est équilibrée, quel que soit l'indice i. De méme,
I’'homothétique AP d’une partie équilibrée P de E est équilibrée si 4 appartient au centre
de l’anneau A4, ou, plus généralement, si ) permute avec tout élément de E.

IV.2. Systéme fondamentaux de voisinages de I’origine.

Supposons, a nouveau, que E soit un A-module topologique (£ et 95 ayant, toujours,
les mémes significations).

Pour obtenir des résultats analogues 3 ceux de la théorie classique des espaces vec-
toriels topologiques, nous faisons les trois hypothéses suivants:

(h): 9% est invariant dans toute homothétic de centre O et de rapport non nul ;

(k) e appartient & une base £’ du filtre et telle que I’on ait ea C a pour tout élément
a de A’

(h”) A est non discret.

De (h%) on déduit que e est un voisinage de l’origine stable pour la multiplication ; de
plus on refrouve bien les propriétés du disque unité dans le plan complexe.

IV. 2.1. L’origine dans E admet un systtme fondamental de voisinages équilibrés.

En effet, étant donné un élément U de 9%, il existe un élément a de S’ et un élément
V. de 9 tel que aV C U; a=~{0} montre que aV est un voisinage de 1’origine; de
plus il est équilibré, car e (aV) C aV.

IV. 2.2. S’il contient l'origine, lintérieur P d’une partie équilibrée P de E est
equilibrée.

— 196 —

b ot i L A

STy

A e ol R

R e A b

S ot s Sy e e

S SR TD

e




=TT

S TSP =R SR A e RN S MRAE S T

S

o L S i A b TR e S A

A s LAY

LES MODULES TOPOLOGIQUES: RESULTATS RECENTS

En effet, si z est un point de 13, il existe un élément U d

el 9ratellique il Gi P
Pour un élément % non nul de e, ) z -+ % U est un

voisinage de 2 r contenu dans
- . O .

‘A P, donc dans P; ) x appartient & P; ceci est encore vrai pour % = 0.

Cette démonstration ne fait intervenir que la seule hypothése (k).

Conséquence : V’origine dans E admet un systime fundamental de voisinages équilibrés
et ouverts.

IV. 2.3. L’adhérence P d’une partie équilibrée P de E est équilibrée.

E est un groupe topologique; P est donc l’intersection des P + U, ou U parcourt un

systeme fondamental de voisinages équilibrés de I’origine. On
eP + eUC P + U, quel que soit U; d’ou le résultat cherché.
Conséquence :
et fermés.
En effet, étant donne un élément U de 9%, il existe un voisinage équilibré V de

I’origine tel que V + V. C U; or v est, lui-méme contenu dans V -+ V.

a donc ePC e (P+U)C

lorigine dans F admet un systéme fondamental de voisinages équilibrés

IV.3. Cas de Hom (E, F).

Reprenons les notations de III. 1. ]

IV. 3.1. Si I'origine dans F posséde un systtme fondamental de voisinage équilibrés,
il en est de méme de l’origine dans Hom (E, F) pour toute S -topologie.

En effet, si U’ est équilibré, W (S, U’) 1’est aussi.

IV. 3.2. 8i 9} est invariant dans toute homothétie de centre 0 et de rapport non
nul, et si (k') et (h”) sont vérifies, ’origine dans Hom (E, F) admet, pour toute
f-topologie, un systéme fondamental de voisinages équilibrés et fermés.

Soit U’ un voisinage équilibré et fermé de l'origine dans F; pour prouver que
W (S, U’) est fermé pour toute -topologie, il suifit de montrer que W (S, U’) est fermé
pour la topologie de la convergence simple (qui est la moins fine des S -topologies),
donc de montrer que W ({x}, U’) est fermé pour cette topologie, quel que soit le point
z de S (et, du reste, de E); le raisonnement est alors classique.

Il n’existe pas, en général, d’hypothése simple (sur F) conduisant a I’existence d’un
systéme fondamental de voisinages équilibrés et ouverts de lorigine dans Hom (E, I)
pour toute f-topologie.

IV.4. Cas d’un anneau.

La seule hypothese (h’) signifie précisément que 1’origine dans A (considéré comme
module topologique sur lui-méme) admet un systéme fondamental de voisinages équili-
brés, donc un systtme fondamental de voisinages équilibrés et fermés.

L’invariance de £ dans toute homothétie de centre O et de rapport non nul entraine

P’existence d’un systéme fondamental de voisinages équilibrés et ouverts de zéro, mais
aussi:

IV. 4.1. L’origine dans 4 admet un systéme fondamental Ufo de voisinages équilibrés
et ouverts vérifiant; il existe un élément ¢ de O{Q’tel que l'on ait e a & a pour tout
élément @ de .

c%o est formé, comme dans le cas des modules, des intérieurs de éléments de A4’;

or lintérieur ¢ d’un €lément a de S’ est équilibrée et on a, a fortiori, ea (& a.
Parallelement 1’hypothése :

pour tout couple (a, b) d’éléments de £ il existe un élément e de tel que e a C b
conduit a.
— o7 —
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IV. 42. L’origine dans A admet un systéme fondamental A’ de voisinages équilibrés
et fermés verifiant: il existe un élément e de A tel que I'on ait @ @ C a pour tout
élément a de A

On sait déja que I’ensemble £’ des alhérences des ¢léments de £’ forme un systéme
fondamental de voisinages équilibrés et fermés de zéro.

1l reste a vérifier e @ C a pour tout élément a de A£’. Si b est un élément de £/, il
existe un élément b de £’ tel que b’ + b* + b C b, puis un élément ¢ de £’ vérifiant

simultanément ¢ a C b, ¢ C b’ et c ¢ C b’; on a donce a C (e +¢) (a+ ¢ C a+

+ca +c¢c+ccCa+ b soiteaCa + b, quel que soit a.
1V.5. Enveloppes équilibrées.

On suppose ici que ’anneau A est unitaire et que E est un A-module unitaire, enfin
que I'unité de A appartient a e. Une partie équilibrée P de E vérifie maintenant eP = P
(de méme que dans 1’énoncé de (k") on a ea = a).

«) L’enveloppe équilibrée d’une partie P de E est la plus petite partie équilibrée de
E contenant P. Sans hypothése supplémentaire, on ne peut en donner une expression
simple: dans ce paragraphe e est donc supposé stable pour la multiplication.

IV. 5.1. S’il en est ainsi, eP est 1’enveloppe équilibrée d’une partie P de E.

En effet P est bien contenu dans eP qui est équilibrée ; de plus toute partie équilibrée
de E contenant P contient aussi eP.

IV. 5.2. L’enveloppe équilibrée d’une partie absorbante P de E est absorbante.

Si z est un point de E, il est absorbé par P, donc a fortiori par eP qui contient P.

L’hypothese (k') entraine, on l'a remarqué, la stabilité de e pour la multiplication.

IV. 5.3. Si e est contenu dans le centre de A ef si (h") est vérifie, 1’enveloppe
équilibrée d’une partie bornée P de E est bornée.

Etant donné un élément U de 9%, il existe un élément a de £’ tel que aP C U, soit
a (eP) = (ca) P = aP:C U.

p) Citons aussi les divers résultats suivants:

IV. 54. Si (h) est vérifiée et si e ne se réduit pas & {0}, l'enveloppe équilibrée
d’une partie ouverte P contenant 1’origine est ouverte.

Etant donné un élément non nul A de e et un élément z de P, il existe un élément
U de 9 tel que z + UC P, soit Az + A UC L P (C eP. eP est donc voisinage de cha-
cun de ses points de la forme ) x avec LA =£0, et aussi de l’origine par hypothése.

IV. 5.5. Si e est précompact, 1’enveloppe équilibrée d’une partie précompacte de F
est précompacte. Si e est compact et si E est séparé, 1’enveloppe équilibrée d’une partie
compacte de E est compacte.

Ces résultats se déduisent de la continuité de ’application (A, ) — A .

V. Applications.

V.1. Modules tonnelés.

Abandonnant, comme nous l’avons fait & propos des modules bornologiques, les con-
ditions de convexité, nous dirons qu'un module topologique E est tonnelé si toute partie
équilibrée, absorbante et fermée de E est un voisinage de l’origine dans E.

V. 1.1. Si (h), (k') et (h”) sont vérifiées, E est tonnelé si et seulement si toute par-
tie absorbante et fermée de E est un voisinage de 1’origine.

Montrons que la condition est nécessaire; soit P une partie absorbante et fermée de
E; & tout point z de E correspond un élément a de A’ tel que axC P. La réunion P’ des
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-ensembles ax est absorbante, contenue dans P et équilibrée & cause de (k). L’adhérence

«de P’ est a fortiori absorbante; elle est aussi équilibrée (cf. IV. 2.3.).

Indiquons, en passant, un résultat dans une direction analogue.

V 1.2. Si (k%) est vérifiée, E est bornologique si et seulement si toute partie équi-
librée aborbant toute partie bornée de E est un voisinage de 1’origine.

Soit P une partie absorbant toute partie bornée de E; a chaque partie bornée B de
E correspond un élément a de A’ tel que aB C P; la réunion des ensembles aB est
équilibrée, contenue dans P et absorbe toutes les parties bornées de E.

V. 1.3. Soient (E), ¢ r une famille de A-modules tonnelés et, pour chaque indice ¢,
une application linéaire de E, dans un méme A-module F. La topologie sur F la plus
fine parmi celles qui assurent la conftinuité des f, munit F d’une structure de module
tonnelé.

On sait déja que cette topologie & est compatible avec la structure de A-module de
F. Soit P une partie équilibrée, absorbante et fermée (pour &) de F; pour tout indice i,
7t (P) est équilibrée, absorbante et fermée; par suite, c¢’est un voisinage de l'origine
'dans E, P este donc par definition de %, un voisinage de l'origine dans F.

Conséquences : tout module quotient d’un module tonnelé est tonnelé.

Toute somme directe topologique de A-modules tonnelés est un A-module tonnelé.

V. 1.4. Si E est un A-module tonnelé et F un A-module topologique ou le filtre des
voisinages de l'origine est invariant dans toute homothétie de centre O et de rapport
non nul, et si (k) et (h”) sont vérifiés, une partie P de Hom (E, F) bornée pour la
topologie de la convergence simple est équicontinue.

On peut se restreindre, dans 1’6tude des ensembles W (S, U’), au cas ou U’ est

‘6quilibré et fermé; s’il en est ainsi, les images réciproques de U’ par les éléments de

P sont équilibres et fermes; il en est de méme de leur intersection; celle-ci est, de
plus, absorbante par définition de la topologie de la convergence simple; c’est donc un
‘voisinage de l’origine dans E.

On en déduit 1’énoncé suivant du théoréme de Banach-Steinhaus.

V. 1.5. Dans les mémes conditions, si F est séparé et si & est un filtre sur Hom
«(E, F) convergente vers un élément u de FZ pour la topologie de la convergence simple,
u appartient 2 Hom (E, F); et & converge uniformément vers u dans toute partie pré-
.compacte de E si & est A base dénombrable ou si & contient une partie P de Hom (E, F)
bornée pour la topologie de la convergence simple.

La demonstrations de cette proposition est analogue a celle qui est classique dans la
‘théorie des espaces vectoriels topologiques. En effet dans le second cas le résultat
précédent montre que P est équicontinue; puis u appartient & Hom (Z, F), car 1’adhéren-
«ce de P dans FE muni de la topologie de la convergence simple est contenue dang Hom
(S, F) et est, & son four, équicontinue; enfin 1identité des topologies de la convergence
‘simple et de la convergence précompacte sur P se déduit d’un résultat général sur les
espaces uniformes.

La propriété dans le cas ou & est le filtre élémentaire associ€é & une suite se rameéne
;au second en remarquant qu’'une suite de Cauchy de Hom (E, F) est précompacte, donc
bornée pour la topologie de la convergence simple.

"V.2. Dualité.

Revenons a des notions de caractere algébrique. Soient E et F deux A-module (a
gauche), e une partie donnée de 4, ¢ une forme bilinéaire sur E x F; ainsi E et F
‘vont jouer des roles symétriques.

«) Le polmire P° (resp. P’°) d’une partie P de E (resp. P de F) est 1’ensemble des
«&léments u de F (resp. = de E) tels que ¢ (P, u) C e (resp. ¢ (z, P) C e); on convient
«que le polaire de la partie vide de E (resp. F) est F (resp. E).
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On définit de méme le bipolaire P°° de P, ou le bipolaire P/°° de P’; P (resp. P/
est, bien entendu, contenu dans P°° (resp. P’°°).
V. 2.1. Si Q est contenu dans P, P° est contenu dans 0Q°.

Conséquences: on a P = P°° si e seulement si P est le polaire d’une partie de F..

V. 2.2. Pour une famille (P), ez de parties de E, on a O\P° = UP)° et
WGP e (o B

Fn effet, si u est un élément de F tel que I’on ait ¢ (P, w) C e pour tout indice i,
on a aussi @ (U P, u) C e; et réciproquement. Rais.onnement analogue pour la seconde
relation qui ne conduit, en général, qu’a une inclusion.

V. 23. Ona (—P) =—P°.

Mais, si  est un scalaire, il n’y a pas de relation directe entre (A P)° et P°, puisque:
A n’est pas nécesasairement inversible. Cependant.

V.24 0nax PP @ P

Se déduit de ¢ AP, w) = q (P, L.

Conséquence: ) P°° C (A P)°°.

Car la relation précédente conduit & P°° C [L (A P)°]°. Resultats analogues si om
remplace 1 par une partie donnée de A.

B) Des propriétés remarquables de e, en particulier en attribuant a e le méme role:
que dans 1’6tude des parties équilibrées, permettent d’obtenir les résultats suivants:

V. 2.5. Si e est stable pour la multiplication, P° est une partie équilibrée de I.

On a en effet @ (P, eP°) = e ¢ (P, P°) C ee { e.

Conséquence: si e est stable pour la multiplication, P°° est una partie équilibrée de:
E contenant P; mais ce n’est pas, en général, I’enveloppe équilibrée de P. De méme
“p équilibré” n’entraine pas nécessairement P = P°°.

V. 2.6“ Si e est stable pour l’addition, on a (P U Q)° C (P+0Q)° et P°+P° C Pos

En effet de ¢ (P U Q, w} C e, on déduit.

o @P +Q, uw=q(P u +¢ (0, u) CTe+eCe;puis g (P, u) C eet

@ (P, w) C e conduisent & ¢ P, u+ ) C (P, w)+ (P, u) C e.

V. 27. Si e est stable pour l’addition et si E est un A-module topologique, les
bipolaires des voisinages de origine dans E forment un systéme fondamental de voisi-
nages de ce point pour une fopologie sur E compatible avec sa structure de A-module..

Démonstration sans difficulté.

V. 2.8. Sie est un ideal & gauche de 4, P° est un sous-module de F.

V. 2.9. Sie est un sous-anneau de 4, P° est un sous-module de F considéré comme:
e-module. ‘

v) Un cas particulitrement intéressant est celui ou F est le dual topologique B’ de
E, Ainsi on a:

V. 2.10. Si e est un vosinage fermé de zéro stable pour la multiplication le polaire,.
d’une partie P’ de E’ bornée pour la topologie de la convergence simple est équilibré,
absorbant et fermé.

On sait déja que P’° est équilibré; de plus il est fermé, puisque ¢’est I'intersection
des u-1 (e) lorsque u parcourt P’. Enfin, étant donné un point z de E, il existe un
élément a de £ tel que aP’ C W ({z}, e), soit a u (z):C e pour tout élément u de £
c’est-a-dire u (ax) C e ou ax { P’°.

Cependant la réciproque de ce résultat n’est pas en général exacte. Et on peut éfre
ainsi conduit & éfudier les modules tonnelés a partir d’une autre définition, plus large:
que la précédent: E est tonnelé si le polaire de toute partie de E” bornée pour la topologie
de la convergence simple est un voisinage de 1’origine.
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5) Enfin la notion de polaire permet de définir & partir de la topologie initiale &
sur E des topologies intéressantes sur E ou sur E’.

V. 2.11. Si e est un voisinage de zéro stable a la fois pour 1’addition et pour la
multiplication et si I’anneau A est commutatif, les polaires des parties de E bornées pour-
% forment un systéme fondamental de voisinages de 1’origine dans E’ pour une topologie
sur B’ compatible avec sa structure de A-module.

Démonstration sans intérét; la stabilité pour 1’addition sert & vérifier (g), celle pour
la multiplication (m”); enfin (m’) est assurée par la commutativité de A.

V. 2.12. Si e est un voisinage de zéro stable a la fois pour l'addition ef pour la
mulfiplication et si 1’anneau A est commutatif, les polaires des parties de FE’ bornées
pour une S-topologie forment un systéme fondamental de voisinages de l’origine dans.
E pour une topologie compatible avec sa structure de A-module.

VI. Questions diverses.

VI.1. Quelques conséquences de ’hypothese (h).

On considere ici un A-module topologique E ou l’on suppose (h) vérifiée. Une partie
de la démonstration de IV. 5.4, montre que:

VI 1.1. L’image d’une partie ouverte de E contenant l’origine par une homothétie-
de centre O et de rapport non nul est ouverte dans E.

VI. 1.2. On a 2P = )P si P est une partie de £ ef ) un scalaire non nul.

AP est Dintersection des ensembles de la forme A (P + U) ou U parcourt %9};

AP contient donc AP qui est l’intersection des ensembles de la forme AP+U’ ou U’ par--
court 9%. L’inclusion contraire se déduit de (m’).

Conséquence: I’image d’une partie fermée de E par une homothétie de centre 0 et
de rapport non nul ) est fermée dans E.

Remarque: ces deux propriétés subsistent pour ) = 0 si E est séparé.

VI. 1.3. Si I’anneau A est unitaire et E un A module unitaire, le sous-module
M de E engendré par un voisinage ouvert V de l'origine est a la fois ouvert et fermé.

VI. 1.4. Et le fait que la somme de deux ouverts de E contenant l’origine est ouverte
montrent que M est ouvert. :

Soit, maintenant, & un point adhérent & M. Rappelons que, E étant un groupe topo-
logique, 1’origine dans E admet un systéme fondamental de voisinages symétriques; on
entend par 1a qu’un tel voisinage U vérifie U = — U. Supposons U contenu dans V;
il existe donc un point y de M qui appartient & z + U; par suite  appartient & y + U
qui est contenu dans M ; celui-ci est donc fermé.

VI.2. Modules libres de type fini.

Soient A un anneau topologique, E un A-module libre de type fini, S = {s,, ..., s }
une hase de E. A™ est un A-module topologique pour la topologie produit; pour celle-ci
un systéme fondamental de voisinages de ’origine est constitué par les ensembles de !u
forme a* ol a parcourt le filtre £ des voisinages de zéro. L'image de cette topologis
par l’isomorphisme algébrique canonique de A sur E sera dite topologie élémentaire sur-
E associée & la base S; elle est bien compatible avec la structure de A-module de E.

VI. 2.1- Sur E les topologies élémentaires coincident.

1l suffit de montrer que la topologie élémentaire associée a S est plus fine qu’une
topologie sur E compatible avec sa structure de A-module; soit 9} le filtre des Yoisina~
ges de lorigine pour cette derniere. Si U est un élément de 9%, il existe un elé_menl.
V de 9% tel que la somme de n ensemble es égaux & V soit contenue dans U, puis um:
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¢lément a de A tel que l'on ait as,<C V pour touf indire ¢; un point de £ dont chague
coordonnée appartient & a, ¢’est-a-dire dont chaque composante appartient & V, appartient
A U; U contient donc un voisinage de l'origine pour la topologie élémentaire associée
a S.

On peut donc parler de la topologie élémentaire sur E.

VI. 2.2. Si F est un 4 module topologique, une application linéaire de E dans F est
continue pour la topologie élémentaire sur E.

Si U’ est voisinage de 1'origine dans F, il existe un voisinage V7 de 1’origine dans
I tel que la somme de n ensembles égaux & V” soit contenue dans U’, puis un élément n
de £ tel que ’on ait a u (S;) C U’ pour tout indice ¢; I'image par u de tout point de E
dont les coordonnées apartiennent & a appartient a U’; u est donc continue pour la
topologie élémentaire sur I et pour toute topologie sur F compatible avec sa structure
de A-module; ceci est vrai, en particulier, si F est un A-module libre de type fini muni Je
sa topologie élémentaire.

VI.3. Une autre forme du théoréme de Banach-Steinhaus.

VI. 3.1. Si, pour une topologie compatible avec sa structure de A-module (done, en %
particulier, pour une -topologie), 1'origine dans Hom (E, F) posséde un voisinage équi-
continu W, une partie précompacte P de Hom (E, F) est équicontinue.

En effet, P est recouvert par un nombre fini d’ensembles de la forme u, + W avec
u; € P. Or chaque u, + W est équicontinu et il en est de méme de leur réunion; P,
elle-méme, est donc équicontinue.

VI. 3.2. Soit & un fitlre sur Hom (E, F), ou F est separé; supposons que, pour la
topologie de la convergence simple, 'origine de Hom (E, F) posseéde un voisinage équi-
continu, & converge vers un élément u de FF et contienne une partie précompacte
P de Hom (E, F); & converge alors uniformément vers u dans toute partie précom-
pacte de E. :

On vient, en effet, de montrer que P est équicontinue.

VI.4. Propriétés de compacité.

«) Soit E un A-module topologique.

IV. 41. Tout filtre sur E dont une base est formée de parties bornées de F admet
un point adhérent si et seulement si toute partie bornée et fermée de E est compacte.

En effet, si P est une partie bornée et fermée, mais non compacte de E, il existe |
un filtre sur P (dont une base est, par conséquent, formée d’ensembles bornes) n’ad-
mettant pas de point adhérent. ;

Soit & un filtre sur E possédant une base B formée de parties bornées de E; les
adhérences des éléments de B sont compactes et constituent une base de filtre sur I;
or leur intersection n’est pas vide, puisque leurs traces sur 1'une d’elles forment une
base de filtre sur un compact; &% admet donc un point adhérent.

Remarque: on a utilisé le fait que dans un espace fopologique un filtre dont una
base est formée d’ensembles compacts admet un point adhérent.

B) Ces propriétés sont susceptibles de la généralisation suivant:

Une partie P de E sera dite 5t compacte si tout filtre sur P ayant une base formée
de parties de P possédant une propriété . admet un point adhérent; nous venons de
renconfrer deux telles propriétés.

Nous imposerons de plus que la translatée, la symetrique et 1’adhérence d’une partie
de P possédant la propriété g, l'intersection de deux telles parties possédent éncore
la- propriété - (ce qui est vérifie par les deux cas particuliers précédents). On en
~déduit :
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IV. 4.2. Si l'origine dans E admet un systéme fondamental 9} de voisinages possé-

dant la propriété g, une partie P de E p-compacte et possédant la propriété o est
compleéte.

Observons d’abord que 1'on peut supposer les éléments de 9} symétriques et fer-
més. Donnons-nous un filtre de Cauchy (F,),er sur P et un point z, dans chaque en-
semble F,. Si U est un élément de 9%, la trace P(3, U) de z, + U sur P est donc fer-
mée et posséde la propriété ;. A chaque élément U de 9F associons un élément V de
93 tel que V + VC U; considérons les ensembles P(#, U), ou U parcourt 9> et
ou i prend toutes les valeurs telles que E. — F, soit contenu dans 1’ensemble V corres-
pondant a U. On vérifie, sans grande difficulté, que ces ensembles formenf une base de
filtre sur P; ils ont donc un point commun z vers lequel le filtre initial converge; en

effet 2 appartient & ces ensembles P (i, U) particuliers; on en déduit que F, est con-

tenu dans la trace de x + U sur P pour tout indice i associé & U comme il a 6té dit
plus haut.

Remarque: cette démonstration n’a fait intervenir que la structure de groupe topo-
logique de E.

D'une fagon générale, en soumettant la propriété ; & des conditions convenables,
les ensembles g-conpacts jouissent de propriétés analogues a celles des ensembles

‘compacts.
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