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APORTACIONES A LA QUIMICA DE TiOCl2 y TiCl4

POR

PASCUAL ROYO GRACIA4

I. Aportaciones a la química del oxodicloruro de titanio (IV). TiOCl
2

Introducción bibliográfica

JIasta época reciente no parece haberse logrado evidencia indiscutible sobre la exis­
tencia de TiOCI2 • Así, la literatura más antigua establec-e que haciendo pasar una mezcla
de oxígeno y cloruro de titanio (IV) por un tubo al rojo , se forma un sólido de compo­
sición Ti02.TiOClz = Ti2 0sCl

2
(1) o que por acción de cloro sobre nitruro de titanio,

en pr esencia de trazas de humedad, 'se obtienen cristales de un prod ucto amarillo de
composición 3TiCI

4
.Ti0

2
(2) Y finalmente, la investigación sistemática de la acción del

oxígeno sobre el cloruro de tita nio (IV) en un tubo de descarga, revela que conduce a
productos amarillos o pardos, los primeros de los cuales se dice que pertenecen al
sistema TiCl

4
- Ti0

2
, mientras los productos pardos se consideran como mezclas de

TiOCl
2

y TiOCl (3). •
Mucho más recientemente (4), se describe la preparación de TiOCl

2
por hidrólisis par ­

cial de cloruro de titanio (IV), aunque este procedimiento suele conducir a mezclas de
una serie de prod uctos . Probablemente, la primera preparación de TiOCl. en razo nable­
es tado de pureza es la que hace uso de la reacción entre Cl

2
0 y TiCl

4
(5)~ Más reciente­

mente , Ehrlich y Engel describen un procedimiento más cómodo (6) basado en la adi-·
ción a cloruro de titanio (IV) líquido de óxido de arsénico (ID) sólido, pulv erizado y
con agitación, seguida de la filtración y lavado con pentano y eliminación en vacío.
rle los restos de líquido de lavado. '

Este es el método preparativo que hemos utilizado a lo largo de nuestro trabajo .
Como en el curso de las distinta s preparaciones realizadas hemos hecho algunas nuevas,
observacioens, reseñamos a continuación lo más destacado, para entrar después en .a
exposición de nuestros resultados. Estos se refieren al estudio de las reacciones del:
nxodicloruro de titanio (IV) con una serie de compuestos inorgánicos y orgánicos, qUE'
responden en todos los casos a la fórmula general X-H, con los que tienen lugar dos
tipos principales de reacciones:

1. - Reacíones en las que los gr upos X sustituyen a átomos de cloro , conservándose-
el esqueleto polímero (~ Ti - °- )x. '

2. - Transforma ciones más profundas en las que la sustit ución va acompañada de
rotura de los enlaces Ti - °de la cadena polímera y que conducen a productos diíeren- ,
tes según las caractersíticas de X.

"' El presente trabajo es la Tesis Doctora l del autor. Fue diri gida por el Prol. Dr. R. Usón y leida et
15 de septiembre de 1966.

- 9-



APORT,l CIONES ti LA QUIMICA DE TiOCI, y TICI,

T ABLA TI

TABLA 1

l.00 l.43

1. 00 1.96

·',

Cantidades de 1'ooctiv os
Fómmla del sólido

Exp.
AS

2
0

3
grs. TiCl

4
mis. R elación n rci,

1 3,31 25 Til.OOCI1.!l8
2 5,34 40 Til.OOCIl.!) !l
3 6,84 50 n .. CI

Cant idv.des de 1'e~a ctivos I Fórmula del sólidoExp.
AS

203
qr« . rici, m is . R elagión Ti/ GI

~ .
4 2,12 30 T~l.OOCll.01
5 2,17 20

I TIl.00Gll.52
6 3,16 I - Ti Cl

Si la preparación se hace a temperatura superior a la ambien te, por ejemplo a la
tempera tura de r eflujo del cloruro de titanio (IV), se observa un ennegrecimiento pro­
.gresívo del sólido separado a la vez que, como se r efleja en la siguiente Tabla , la
.relación Ti/CI se va haciendo mayor .

Discusión de los resultados

Evidentemente, la acción de la temperatura provoca la descomposición del oxodiclo­
-ruro de tita nio (IV) con formación de productos cada vez más probres en cloro . La
exp. 6 se refiere al calentamiento de una muestr a de oxodicloruro de titanio (IV) seco.

La falta de estabilidad térmica es conocida y citada en la lit eratura ya mencionada
(5,6) pero siempre se han indi cado temperaturas de descomposición más elevadas. Con
'objeto de obtener mejor información sobre esta cuestión, procedimos a estudiar el pro­
-ceso con ayuda del método termogravimétrico.

'1. La reacción del cloruro de titanio (I V) con óxido de arsénico (III) .

- 10 -

Operand o com se ha mencionado (6) yse describe detalladamente en el Ensayo 1.
:págs. 49, según la reacción:

As20 s + 3 TiCI. -+ AsCls + 3 TiOCl2

t r abajando con exclusión de la hum edad y 'con agitación magnética, la adición de óxido
de arsénico (III) al cloruro de titanio (IV) no parece producir al principio ningún cam­
bio, pero conforme progresa la adición de óxido, se observa la formación creciente de
nn producto amarillo hasta que la agita ción se hace difícil, si la cantidad de As203
-añadido es suficientemente grande.

El producto se filtra con exclusión de la hum edad y se lava con ciclohexa no. Cuando
se utiliza éter de petr óleo, el producto se colorea (Ehrlich y Engel hacen análoga obser­
" ación al lavar con pentano (6), sin indicar sus causas). Hemos determinado que la colo­
'ración se debe a reacción con compuestos orgánicos de azufre pr esente s en el disolvent e,
por lo que utilizamo s ciclohexano para cromatografía como líquido de lavado. Tampoco
"se produce coloración cuando se eliminan los compuestos de azufr e por lavados ácidos.
Los restos de líquidos de lavado se eliminan por paso de aire seco a tr avés del fil tro..

La siguiente tabla da los resultados de tres diferentes prepar aciones. Véanse los
'datos analíticos en Ensayo 1, Exps. 1, 2 Y 3, págs. 49-53.
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:2. Termog ravímetr ía del oxodicloruro de titanio (IV) .

Se utilizó una termobalanza ADAMEL Tipo TH 59, Modelo 2, regi stro Tipo B y se
-oper ú como se describe en el Ensayo 2, pág. 110, unas veces en atmósfera de nitrógeno
'seco y otras en anhíd rido carbónico seco.

Las cur vas de las figs. 12 y 13, págs. 51 y 52 son típicas de uno u otro caso, en las
-que se pone de manifiesto que la descomposición térm ica se inicia a unos 60°C en atmós­
fera de nitrógeno y a la tempera tura ambiente (unos 20°C) en at mósfera de anhídrido
-carb ónico y es prácticamente completa al alcanzar los 300°C.

El proceso que tiene lugar puede repr esentarse por la ecuación:

2 TiOCl
2

---+ Ti0 2 + TiCl4

~y como el cloruro de titanio (IV) es volá til, el residuo que se obtiene finalmente debe
'ser dióxido de titanio. Efectivamente, su análisis ar roja los resultados que se recogen
'en la siguiente tabl a.

T ABLA ID

E:¡;p. Muestra. mgrs. R esiduo mqrs , % Ti0
2 de'/ residuo

7 247,33 78,10 100,82

8 249,80
"

74,80 100,19

De acuer do con esto, los debyogramas del residuo coinciden con el del Ti0 2 , figu­
ra 25 A, pág. 64.

Cuando se opera en atmósfera de nit rógeno, el r esiduo obtenido a temperaturas fina­
'les de 400 a 500°C es negro azulado y el debyograma correspondiente fig. 25 B, pág . 64,
presenta nuevas líneas, at ribuibles al nítruro de titan io, lo que coincide con el color
oscuro in dicado (51). Como se observa en la fig. 12, pág. 51, la composición de este
Tesiduo ha de ser muy próxima a TiO.. lo cual revela una nitruración superficial pero
percep tible a la vista y naturalmente," por difracción de rayos X. 'El posterior trata­
miento de este residuo a temperaturas más elevadas hasta 900 a 1.000 "C conduce a la
desaparición del ni tru ro de titanio y recuperación del color blanco, dejando TiO. como
único residuo, según revelan los datos analíticos. -

:3. Solubilidad del oxodícloruro de titanio (IV) en disolventes orgánicos.

Cuando se expone el oxodicloruro de titanio (IV) al air e húm edo absorbe agua rápi­
damente y se recubre pronto de un líquido si ruposo. Cuando se vier te en exceso de
"ligua, se disuelve completamente con hidrólisis. Por lo tan to, todos los disolventes em­
pl eados se anhidrizaro n previamente con un agente deshidratante adecuado, como se
describe en el Ensayo 3, pág. 112, junto con los restan tes detalles referentes al modo
-de operar. Los datos cualitativos obtenidos se recogen en la tabla IV.

De lo ante rior se deduce que de los ' líquidos ensayados, salvo el agua que da lugar
a descomposición por hidrólisis, solamente acetona y cloroformo, ya en frío y acetato
de etilo, en caliente, disuelven algo de oxodicloruro de titanio (IV).

4. Espectro infrarrojo y estructura del oxodtcloruro de titanio (IV) .

El espectro se tomó con un apara to Infracord 137, de Perkin Elmer, emplean do la
técnica del Nujol, según se describe en el Ensayo 4, pág. 113, Y con una velocidad de
r egistro de 3 minu tos.

-11-
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FIG. L - Espectro infrar rojo de TiOCl
2

(en Nujol)

El espectro se representa en la fig . 1 y, salvo las bandas corre spondientes al Nujo l,
solamente presenta una banda de absorción muy ancha entre 800 y 900 cm-l. La banda
localizada en 1.550 cm- l se debe a una ligera hidrólisis, lo que es comprensible dada la
higroscopicidad de la sustancia. La banda correspodiente al enlace Ti - CI no .puede
aparecer, pues cae fuera del intervalo en que trabaja nuestro aparato, de modo que
la banda entre 800 y 900 cm- l se adscribe a la vibración de valencia Ti - O, múltiple­
mente degenerada (7). La banda correspondiente al enlace Ti - CI, apar ece en 425 cm- l
(5). Esto permite atribuir al oxodiclor uro de titanio (IV) la estructura de un alto polí­
mer o con una cadena infinita - Ti- O-Ti- O- y las restantes valencia s del titanio satu­
radas por cloro, según:

Disolvente

Acetona .
Cloroformo .. . ...
Tetrac1oru ro de carbono
Sulfuro de carbono ...
Eter etílico ... .. . ... ...
Alcohol etílico ... ... ...
Eter de petróleo ... ... ...
Ciclohexano ... ... ... ...
Xilol .
Benceno .
Acetat o de etilo ...



APORTACIONES A LA QUlMICA DE TiOCI, r TiCI,

5. La reacció n del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido fórmico anhidro.

Si se vierte ácido fórmi co anhidro sobre oxodicloruro de titanio (IV) a temperatura
ambiente y con exclusión de la humedad, ambos productos comienzan a reaccionar eo
cuanto se ponen en contacto, lo que se pone de manifiesto por el desarrollo de calor
per ceptible al ta cto. Si se calienta la mezcla a reflujo (véase Ensayo 5, pág. 114) el
sólido se disuelve completamente y se forma una disolución de color verde claro de La
que, si se continúa la ebullición, pr ecipita al cabo de unos minutos un sólido blanco y
de muy fino tamaño de partícula. Se observa, además, que desde el primer momenLo
del calentamiento tiene lugar un despr endimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso.

El -análisis del sólido blanco , una vez filtrado, lavado y secado por paso de aire seco,
revela que no contiene ión cloruro y le corresponde la composición estequiómetrica si­
guie nte :

TABLA V

Cantidade« de reactivos
Exp.

TiOCl
2

qr«. HCOOH mIs.
Fórmula del sólido

9 2,12 20 Ti203.02(HCOO\.9G
10 3,01 20 Ti2 O3.04(HCOO\.92

Es decir, parece tener lugar una sustitución de iones cloru ro por formiato, pero el
proceso no se limi ta a este in tercambio, sino que se produce una modíñcací ón. más pro ­
funda, como se deduce del cambio de fórmula bruta , de TiOA2 a Ti

2
03A2.

Aunque volveremos sobre esto más adelan te, añad iremos ahora solamente que ~l

sólido blanco resul ta ser in solubl e en acetona, tetracloruro de carbono, éter etílico.
ciclohexa no yagua, lo que impid e hacer determinaciones de peso molecular por criosco­
pía o ehulloscopía , Aunque es insoluble en agua; se disuelve al acidular con ácidos sul­
fúrico, clorhídrico o nítrico.

6. La reacc ión del oxodicloruro de t ita nio (IV) con ácido acético anhidro.

Al añadir el ácido acético anhidro sobre el oxodicloruro de titanio (IV) a temperatura
a mbiente y con exclusión de la humedad, se produce una coloración verdosa y fuerte
desprendimiento de calor. Al calentar hasta reflujo , el sólido se va disolviendo hasta dar
una disolución amarillo verdosa, a la vez que tiene lugar despr endimiento de cloruro de
hidrógeno gaseoso. Posteriormente, se va formando un sólido blanco . La reacción se
mantiene en caliente hasta que cesa el desprendimiento gasoeso.

El análisis del sólido, una vez filtrado, lavado y secado por paso de aire seco (véase
Ensayo 6, pág. 54) revela que no 'contiene ión clorur o y le corresponde la siguiente
fórmula :

T ABLA ' VI

Cantidarfes de reactivos
Exp'.

TiOCl2 Ac. Acét. mls .
Fórmula del sólido

grs ,

11 1,21
~

20 . . Ti¡00.98(Acet)2.03
' 12 2,41 25 Ti¡Ol,02(Acet)1,95

.:

Esta sustancia resul ta ser insolubl e. en acetona, tetracloruro de carbono, éter etílico
:y ciclohexano, disolvente que se emplea para lavarla. También es insoluble en agua' pero .'
.se disuelve perfectamente al acidular con· un ácido mineral. Es muy poco soluble en

- 13 -
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325,0

AcH mls.

Cantidades de reactivos

1,81.

. TiOCl
2

grs .Fórmula del sólido

13

Exp.

8. La reacción del oxedicleruro de titanio (IV) con ácido propiónico anhidro o acuoso.

-14 -

Al añadir ácido propióni co anhidro sobre oxodicloruro de titanio (IV) a tempernt ur.e
ambiente, tiene lu gar un moderado desprendimiento de calor y la mezcla adquiere un
color amarillo verdoso. Confome se calienta hasta la temperatu ra de reflujo (141,1 "C.
se va disolviendo el sólido hasta formarse finalmente una disolución de color amarill O'
rojizo; a lo lar go de este proceso se desprende cloruro de hidró geno gaseoso.

Se manti ene el calentami ento hasta que cesa el desprendimineto .gaseoso y, al dejar"

Parece ser pues, que la presencia de agua determina una variación del produ cLo U­
nal, cualquiera que sea el ácido empleado. Sin agua solamente se susti tuyen los anioues ;

TiOCl2 + 2 AcH -7- TiOAc2 + 2 cm
pero en presencia del agua , la estequiometría del producto final Ti20

3
Ac

2
revela una

transformación más pr ofunda, según:

2 TiOAc2 + H20 -7- Ti203 .~C2 + 2 AcH

Naturalmente, tiene interés profundizar más en la naturaleza y pr opiedades de ambos
tipos de sustancias, pero antes es conveniente ver si su preparación result a ser un caso
más genera l, a través del estudio de las reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) con.
otros ácidos, como propiónico y n-butírico.

T ABLA VII

7. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido acético en presencia de agua.

Cuando el filtrado en caliente de la reacción anterior se pone en presencia de agua o,
mejor y con superior rendimiento, cuando se añade agua al ácido acético glacial antes de·
calenta rlo con oxodicloruro de titanio (IV), se obtien e un producto blanco, que una vez
lavado y secado, tiene las siguientes caracterís ticas (véase Ensayo 7, pág. 119) :

ácido acético en frío, de modo que cuando la filtración del líqui do de reacción se hace en·
caliente, al enfri ar aparecen cristales que tienen la misma composición . En caliente, nun
que mayor , tampoco es muy grande la solubilidad, pues la cantidad de sólido que se
puede separar al enfriar de esta forma es pequeña .

A diferencia de lo que sucede con el ácido fórmi co, en este caso la reacción parece­
consis tir solamente en el intercambio de iones cloruro por acetato.

La razón del diferente compor tamiento pudi era residir en que el ácido fórmico en.
caliente sufre una descomposición (8) según la ecuación:

IICOOH -7- II20 + CO

por cuyo motivo, aunque se ~mplee ácido fórmico anhidro, la presencia de agua no pue
de ser excluida.

El medio más simple de constatar si esta hipótesis es acertada consiste en realizar
la reacción con ácido acético sin excluir completamente el agua. Si en tal es condlciones
el produ cto de reacción fuese semejante al obtenido con ácido fórmico, la interpretación.
quedaría sustan ciada. Así es, efectivamente, como resulta del siguiente ensayo.
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enfriar la disolución obtenida, se deposita un sólido blanco, La separación de 'este sólido,
se consigue mejor refrigerando el matraz con agua o con hielo. Cuando la proporción.
de ácido propiónico es mayor (por lo tanto, en disoluciones más diluidas), la cristali-­
zación sólo se consigue enfriando con una mezcla fri gorífica de hielo y sal.

Estas observaciones nos movieron a preparar disoluciones más concentradas (véase­
Ensayo 8, pág. 120) o a concentrar por destilación las diluidas, comprobando que la:
cris talización de estas disoluciones es mucho más difícil y , a veces imposible. Además '
el producto una vez cris talizado resulta ser in solubl e en ácido propíóníco, por lo que
tanto las "disoluciones" diluida s como las concentradas están sobr esatura das y el retardo­
en la crista lización debe atribuirse a la dificultad de or denarse las partículas para dar ­
una red cristalina estable, por el entorpecimiento que determina la presencia de los
volumino sos grupos propionato.

De acuerdo con esto, las disoluciones más concentradas que 'no cristalizan o lo hacen·
con dificultad, dan cristales inm ediatamente cuando se diluyen con ciclohexano, éter de­
petróleo o benceno anhidros.

La siguiente tabl a recoge los análisis de los sólidos, una vez lavados con ciclohexano . .
y secados por paso de aire seco.

T ABLA VID

CantidadiJls de "eactivos
Exp. TiOC12 grs . PropH mIs.

Fórmula del sólido

14 2,2-5 25 Ti}0 J.04ProPJ.91

15 2,45 35 , Ti}0 O.9SPrOP2.04

Los res ultados indican que solamente tiene lu gar la sustitución de cloruro por pro ­
pionato.

Sin embargo, cuando las disoluciones satura das obtenidas se tratan con agua (por adi-­
ción de ácido propiónico que contiene agua) aparece un precipitado blanco que, una .
vez lavado y secado, tiene la siguiente composición.

T ABLA IX

Can tidades de reactivos
Fórmula del sóztdo TiOC12 PropH mls, H20 mls.

Exp.
grs.

- .

Ti2°3.04ProP1.92 2,15 25 0,33 16

Ti203.o2ProP1.94 2,18 22 o.as 17

De nuevo, la presencia de agua provoca la reacción de hidrólisis :

2 TiOProP2 + H20 -+ Ti203ProP2 + 2 PropH

que conduce a un producto final diferente, como en el caso del ácido acét ico.

9. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido n-butíríco anhid ro o acuoso.

Con ácido n-butírico se observa un transcurso de reacción análogo con formación de­
una coloración verdosa , desprendimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso, desaparición.
del sólido al calentar .y formación final de una disolución de color cada vez más in -,
tenso, hasta llegar a ser de color pardo.

-15-
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCI AS EXA'CTAS, FISICO-QUlMICAS l' NATURA LES

El pro ducto es estable al aire, insoluble en disolventes orgánicos y en agua, pero
:soluble en cuanto se acidula ligeramente con ácido mineral.
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Cantidades de reactivos
Fórmula del sólido TiOCl2 ButH mls. H20 mls. Exp .grs.

Ti202.94But2.o2 2,20 14 10 18

Ti202.96But2.o 6 2,23 22 10 19

Una vez terminado el despr endimiento gaseoso, se enfría . En este caso ningun o de
los pr ocedimientos empleados con el ácido pr opiónico (enfriar con agua, con hi elo y
diluir con líqui dos anhidros) lleva a la cristalización. Si se concentra la disolución be
llega a obtener un líquido muy viscoso pero nunca un sólido. Al parecer el entorpecímien­
lo provocado por los gr upos' orgánicos volumin osos es más efectivo aún en el caso del
ácido n-butírico por lo que, aun cuan do el tran scurso análogo del proceso aboga por
l a formación de TiOBut2' no nos ha sido posible aislar el compuesto.

Además de los intentos mencionados, tampo co la "siembra" del líquido con cristales
del compuesto con ácido propi ónico (para el que puede esperarse una estructura seme­
jante) da r esultado positivo (véase Ensayo 9, pág. 125).

Se consigue la inmediata separación de cr istales cuando se añade agua a la disolución,
·cualesquiera que sean la cantidad añadida y la concentración de' la disolución tratada.
Como era de esperar el producto separado es Ti 20 3

But2, como procede de los análisis que
'se recogen en la siguiente tabla.
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FIG. '¡, - Espectro infrarrojo de Ti203(~H3CH2CH2COO)2 (en Nujol)
Hl. Interpretación de las reacciones de oxodiclornro de titanio (IV) con ácidos orgánicos an~

bidros y acuosos.

Según hemos visto, los datos analíticos parecen indicar que la reacción del oxodi­
cloruro de ti tanio (IV) con ácidos orgánicos anhidro s transcurre a través de un inter ­
cambio de aniones con desprendimiento de hnlogenuro de hidrógeno. es decir según:
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TiOCl2 + 2 R.COOH r=: TiO(R.COO,\ + 2 cm
mientras que en prese ncia de agUII se superpone la hid rólisis del oxodiacilato de titanio­
(IV) para dar:

2 TiO(R.COO)2 + Jf20 -+ Ti203(R.C00'2)+ 2 R.COOH

trioxo díacilatos de dititanio.
El espectro infrarrojo del oxodícloru ro de ti tani o (IV) permite asigna rle la estruct ura,

de, un alto polimero catenario corno se representa en la pág. 10. Si nuestra" suposicióru
en cuanto a la reacción con ácidos anhidros es correc ta y solamente hay una sustitu­
cién de aniones elorurojpor aciI?-to , la cadena (- Ti r-r-: °-\ debe de 'permanecer' in..

-- :;i8--
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APORTAOIONES A LA QUlMlOA DE TiOOI. y Tic!.

tacta a lo largo de las reacciones con los ácldos anhidros y la ancha banda de absorción
entre SOO y 900 cm-l, característica de la vibración de valencia Ti~ O múltiplemente
degenerada deberá estar presente en los espectros infrarrojos de todos los productos ¡fp
reacción con écídos anhidros. Efectivamente, el producto de reacción con ácido acético
anhidro presenta una ancha banda entrenO y" 800 cm-l y el obtenido con ácido pro­
piénieo anhidro una ancha banda entre 730 y 780 cm-l (véanse figuras 3 y 5), que pue­
de atribuirse a la mencionada vibración de valencia pero marcadamente desplazada hacia
longitudes de onda más largas que en el espectro del oxodícloruro de titanio (IV) (véase
página ' 12).

En los espectros de los productos obtenidos con los ácidos fórmico, acético, propióníco
y n-butírieo en presencia de agua (figuras 2, 4, 6 Y 7), mientras la banda entre 700 y
800 cm:-l aparece muy atenuada, aparece otra banda también ancha pero más neta, en
las inmediaciones de 900 cm-l. Dado el desplazamiento hacia longitud de onda más
larga observado en el caso anterior, atribuimos esta banda a vibraciones de enlaces
Ti = O que, cuando no existen grupos orgánicos suele presentarse entre 900 y 1.000
cm- l (7).

Con esto, las estructuras -atribuidas a los productos de fórmula TiO(R.COO)2' obte­
nidos en ausencia de agua, son del tipo:

OOC.R [ OOC.R

- o- h- O -ti-
I . I
OOC.R OOC.R

es decir, una mera sustitución de aniones cloruro por acllato, manteniendo la estructura
de alto polímero catenarío.

La aparición de bandas atribuibles a dobles enlaces Ti = O en los productos obtenidos
en presencia de agua, en adición al debilitamiento de las bandas Ti - O Y a la fórmula
estequíométríca, requiere una modificación estructural con ruptura de ·la cadena (- Ti ­
- O-). La siguiente fórmula estructural para los productos ·de composición

• x •
Tl;P3(R.COO)2

O-Ti=O
I
OOC.R

está de acuerdo con todos los hechos observados, pero no se puede excluir la posibilidad
de que los grupos acilato actúen como puente entre los dos átomos de titanio, por
ejemplo:

· R

I
C

O/ "'O
I O I

O=Ti/ '" Ti=O
I I

O"'c/
O

I
R ·

_ Desafortunadamente, las frecuencias citadas en la literatura (13) para grupos carboxi­
lato puente, quedan enmascaradas por las fuertes bandas de absorción ·del· Nujol en la
zona esperada (alrededor de los 1.600 y 1.440 cm-l). Nos proponemos dilucidar esta
cuestión en un futuro trabajo.

-19 -
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Can tidades de reactivos . ' .-

Exp. noci, grs .

I
(CHaCO)20 mls.

Fórlnula del sólido

.'
20 1,69 50 Ti.1°l.Q2 (Acet)1.9&.. ..

Como se puede observar la sustancia obtenida en esta reacción eS':la misma que la
obtenida con ácido acético glacial, cosa que se comprobará ·más· tarde con el espectro
infrarrojo. .

7 8 9 · 10 11
WAVELENGTH (MICRON5) .

EIG. 8. - Espectro infrarrojo de. TiO(CH
3COO

)z (producto de reacción de 'TiOClz
con O{OCCHa)z (en Nujol) , .

Después de hervir durante un rato se enfría exteriormente el matraz con agua Ir ía,
con lo cual empieza a aparecer un sólido que en. este. momento presenta un color ligs­
ramente amarillo. La cantidad de ' sólido que aparece de esta -forma es notablemente ma-
yor que la de sólido inicial. .

Después de enfriar el matraz hastá la temperatura ambiente, se deja decantar el só­
lido:y 'se filtra con exclusión de la humedad. En este caso 'no ' se puede lavar. con ciclo­
hexano 'puesto que el anhídrido-acético es Insoluble-en- este disolvente. Por este motivo,
dada la volatilidad del anhidrido acético, se seca sin . lavar por paso de una corriente
de aire seco durante un día, al cabo del cual el sólido de la placa aparece como un
polvo seco y perfectamente suelto.

El filtrado da reacciones positivas de iones cloruro y titanio y el sólido solamente (la
reacción positiva de titanio.

.Los resultados encontrados en las determinaciones cuantitativas se consignan en JI:<
siguiente tabla:

i 1. La reacción del oxodicloruro de _titanio (IV). con anhidrid2 . acético.

Al añadir el anhídrido acético sobre el oxodicloruro de titanio (IV)"s.e pr oduce uns
coloración ver dosa a la vez que se despr ende Calor. cóm-o se ' 'pue de observar al tacto.
'A medida que se va calentando hasta la temperatura de reflujo la' disoluci ón se va ha­
ci én do cada vez más coloreada, pero no llega a desaparecer totalmente el sólido, aunque
disminuye ' apreciablemente. Es necesario añadir nuevas cant idades de anhídrido acético
y seguir hirviendo y aún así quedan unos pequeños residuos - de sólido sin disolver .
Simultáneamente por el tubo de"cloruro de calcio, se produce un ligero despr endimiento
de cloruro de hidrógeno.
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FÓl'lnula del sólido

30

25

Mezcla azeotróp .
mIs.

[

CH3COO ]+ CH3COO- CH3CO+ -7- - Ti - 0-
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TABLA XII

La reacción transcurre de acuerdo con el siguiente mecanismo :

El producto es díclorodiacetato de titanio (IV) formado según la reacción: '

. TiOCl2 + 2 CH3·COOH -7- TiCI2(CH3.COO)2 + H20

El diclorodiacetato de titanio preparado por este procedimiento resulta ser perfecta­
mente soluble en agua, la cual produce su descomposición hidrolítica.
:. Ensayada su solubilidad en disolventes orgánicos encontramos que la sustancia es
soluble en éter ,etíli co y menos soluble en benceno, cloroformo y sulfuro de carbono.

La sustancia se descompone. por el calor , carbonizándose la materia orgán ica y dan­
do finalmente un residuo blanco de dióxido de titanio .

Al añadir la mezcla de ácido acético anhid ro y anhídrido acético sobre el oxodiclo­
ruro de titanio (IV) mantenido en agitación, se produce una coloración verde en la
superficie del sólido a la vez que se despr ende calor, cosa que se puede observa r sim­
pleménte al tacto. Si se mantiene la agitación en frío , en el tra nscuro de reacción la
disolución se va haciendo cada vez de color verde más intenso, tornándose después ama­
rillentapara terminar dando una disolución de color amarillo pálido y un sólido d:
color blanco.

Si por el contrarío, la reacción se conduce a la temperatura de reflujo de la mezcla
líquida, el color verde inicial de la superficie sólida desaparece con más rapidez e in­
mediatamente al cabo de unas horas de tratamiento aparece una disolución de color
amarillo más intenso, mientras que desaparece por completo el depósito sólido. Si en
este momento se enfría exteriormente con agua , se produce rápidamente la cristaliza­
ción de un sólido blan do en la superficie inter ior del matraz.

El sólido formado se filtra fuera del contacto de la humedad y se lava con cilohexano
anhidro, secándolo por paso de una coriente de air e seco. Los resultados obtenidos en
el aná lisis se recogen en la siguiente tabla .

~ 21-

12. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido acético anhidro en presencia' de
anhídrido acético.

lo cual comprueba la existencia de pequeñas concentraciones de iones acetato y acetilo
en el anhídrido acético, como consecuencia de su ligera ionización.

Espectro in frarTojo del producto de ,reacción de anhídrido acético con oxodicloTUro
de 'titanio (IV).

Como se puede observar en la fig. 8 el espectro coincide exactamente con el de la
fig. 3, confirmando :que se obtiene el mismo producto que en la reacción del oxodiclo­
r uro de titan io (IV) con ácido acético glacial exento dé agua.
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13. La reacción del oxodicloru ro de tit anio (IV) con ácido sulfúrico auhidro.

A temperatura ambiente no se aprecia ninguna reacción, observándose que , ei ácido
no moja al oxodicloruro de titanio (IV). ' En cuanto se comienza a calentar se observa •
un fuerte despr endimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso y si, se continúa calentando
a reflujo, al cabo de pocos minutos ' se completa el d esprendimeintO de cloruro de hidró-
geno y se obtiene una disolución tran sparente. ' '
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Es totalmente insoluble en oiclohexauo, motivo por el cual se emplea este disol­
vente par asu lavado. Como era de esperar la adición de cícloxehano a una disolución
concentrada del díclorodi aceta to de titanio (IV) en ácido acético anhidro, produce la
precipitación de dicha susta ncia.

Una forma inm ediata y rápida de pur ificar el producto, consiste en disolverlo en
ácido acético anhidro y posterior evaporación del disolvente y enfr iamiento de la
disolución para producir su cris talización.

Así pues, la mezcla de ácido y anhídrido acético se compor ta de manera distinta a
como lo hacen por separado cualquiera de sus componentes, -lo que 'resulta algo sor­
prendente . Sin embargo, el cloruro de, titanio (IV) , reacciona de igual modo con una
mezcla de ácido acético y anhíd rido acético (9) llevando a diclorodiacetato de ti tanio
como producto final.

En nuestro caso, atribuimos el diferente tra nscurso de la reacción al hecho conoci­
do (23) de que la presencia del anhídrido acético aumenta la ' disociación del ácido
acético, como se demuestra por el aumento de la conductividad específica (véase ensa­
yo 12, pág. 131) de las disoluciones.

Esto permite el ataq ue a los enlaces titanio-oxígeno de la cadena del oxodícloruro
de titanio (IV) polímero y conduce ,a diclorodiacetato de titanio (IV).

Espectro infrarrojo del diclorodiacetato de titanio (IV)

Se tomó en Nujol y se representa en la fig. 9.
Puede verse su total analogía con los espectros de los productos de reacción con

oxodícloruro de titanio (IV) de ácido acético ari.hidro y de anhídrido ' acético, salvo en
lo que se r efiere a enlaces titanio-oxígeno, pues la banda correspondiente entre 700 y
800 cm- 1 no existe en este caso, como es natural.

Tampoco aparecen bandas debidas a enlaces titanio-cloro, que caen fuera de la zona
de ' trabajo (5). '
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2,97

Formula del sólido
Relación SO4-2/ Ti

252,16

Can tidades de reactivos

TiOCl
2

qrs.

23

Exp.

-seguldo de:
TiCl

4
+ 2cm ~, [TiCl.] H

2
.

-pues según la literatura consulta da (34) se llega al mismo resultado cuando se ha ce
-actuar sobre Ti0

2
.xH20 recientemente precipitado, una ' disolución de cloruro de hidró-

geno anhidro en éter o alcohol etílico absolutos. '
Al intentar eliminar el 'cloruro de hidrógeno en , exceso, destilando 'una parte del

disolvente, disminuye el contenido en cloro del producto y se llega a sólidos en los que
la relación Ti/Cl vale 1/1,26 hasta 1/1,94 según ' sea mayor o menor la cantidad de éter
destilado y por lo tanto, la dura ción del tratamiento.

:16. La reacción del oxodlcloruro de titanio (IV) con ácido nítrico ' anhidro.

La reacción es violenta a temperatura ambiente y ya a la temperatura de la mezcla
'frigorífica de hielo-sal común , al gotear ácido nítrico anhidro, r ecién destilado ti. presión
reducida, sobre oxodicloruro de titanio (IV) se puede observar un burbujeo y despren­
dimiento de vapores pardos de óxidos , de , nitrógeno. Simul táneamente, según se , ha

-comprobado analíticamente (véase Ensayo 16, pág . 143) se desprende también cloro.
" Al final queda un sólido con coloración débilmente amar illa que, lavado, secado y

eanalizado, tiene las siguientes características: '

Sobre la composición y propiedades de esta sustancia insistiremos más tarde (véase
Ensayo , 23, pág. 77)._

'15. La reacción del oxodicloruro de titanio ,(IV) con cloruro de hidrógeno anhidro.

Cuando se hace borbotear cloruro de hidró geno seco por una suspensión de oxodi ­
-clor uro de titanio (IV) en éter etílico anhidro (elegido por su buen poder disolvente para
el cloruro de hidrógeno anhidro), a temperatura ambiente, se observa que la suspensión
'va tomando un color amarillo y termina por forma rse una disolución tra nspa rente ele
-color verde amarillento ( véase Ensayo . 15, pág . 140).

Se puede aceptar que el proceso que tiene lugar es :

TiOCl2 + 2 cm -+ TiCI4 . + H20

:14. La reacción del oxodlcloruro de titanio (IV) con sulfuro de hidrógeno anhidro.

Con sulfuro de hidrógeno seco, borboteado por una suspensión de oxodicloruro de
t itanio (IV) en cloroformo anhidro, no se 'aprecia nin guna reacción y sólo al cabo de
ocho horas aparece una , débil coloración marrón. El análisis del producto (véase Ensa­
yo 14, pág. 139) revela que el oxodícloruro de titanio (IV) no ha sufrido transformación
-cuantítativamente apreciable.

Se puede interpretar el proceso como el resultado de las siguientes reacciones:

TiOCl2 +SO~H2 -+ 2 cm + TiO(S04)
TiO(S04) + 2 S04H2 -+ TiO(SO).2 S04H2

Si la disolución se trata con ciclohe xano , benceno, éter etílico o éter de petróleo
'no se consigue la ' precipitación de ningún producto y si se concentra por destilación
se obtienen líquidos cada vez más viscosos, hasta que se produce la separación de un
'producto sólido blanco (véase Ensayo 13, pág. 137) muy higroscópico.

TABltA XIII
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infr arrojo (en Nujol) del producto
con N0

3H
anhidro

- El análisis del sólido revela que no contiene cloruros. La débil coloración amarilla­
se debe a una ligera adsorción de N0

2
(reacción positiva débil con brucina). Probable-­

mente, el proceso primario es la sustitución de anión cloruro por nitrato, con forma- ­
ción de TiO(N03)2 pero el cloruro de hidrógeno no liberado forma cloro yagua (la reac-­
ción del agua regia) y la hidrólisis del producto primario conduce finalmente a la for ­
mación de dióxido de titanio hidratado.

El produ cto obtenido se disuelve dando una disolución transparente en mucha agua .
Si se calienta la disolución se opaliniza y lo mismo sucede al acidular ligeramente con .
ácido sulfúr ico. La solubilidad en agua indica un bajo grado de polimerización, lo que '

, significa que se ha producido la rotura del esqueleto polímero (- Ti - °-)x.
La su stan cia tiene la capacidad adsorbente característica de un sólido coloidal (12}

y aunque el color amarillo intenso se atenúa al lavarla con ciclohexano anhidro no ~' e"

llega a eliminar por completo el NOj! y N0
3H

adsorbidos.
El espectro infrarrojo tomado en Nujol se representa en la fig . 10 Y en él se obser-­

van las siguientes bandas :
Las banda s localizadas en 3.500, 1.600 Y 800 cm- 1 son las correspondientes al agua

de hidratación del óxido de titanio (52).
La banda situada en 1.250 cm- l es carac ter ística del ión nitrito, que como tal debe

encontrarse adsorbido en el sólido (53).
'La banda correspondiente a 1.015 cm- l es característica del ión nitrato, que como ~I'

anterior se encuentra adsorbido en el sólido (53). '
Las bandas localizadas en 930 y '770' cm'< corresponden respectivamente a vibracio -­

nes de enlace doble y sencillo entre titanio y oxígeno (7).
Los datos observados en el espectro apoyan por tanto la estr uctura propuesta para.

la susta ncia obtenida en esta reacción.
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17. La reacción del oxodiclorur o de titanio (IV) con amoníaco ánhidro.

Cuando Be hace burbujear amoníaco anhidro .por una suspensión de oxodicloru ro-
, de titanio (IV) , en coloroformo BeCO, las' primeras burbujas del gas dan lugar a que pl1
'color de la suspensión Be torne a verde , que se va haciendo cada vez más intenso, a l;¡
vez que ' se aprecia al tacto un despr endimiento de calor. El paso de amoníaco Be mano.
tiene durante algún tiempo '(véase Ensayo 17, pág. 145) Y al suspender su paso Be de-­
poslta-un sólido de color amarillo verdoso que Be filtra fuera del contacto del aire y
Be lava con cloroformo, 'anhidro, secándolo ' finalmente por paso de una corriente de­
aire seco.

El' sólido se hidroliza muy rápidamente al aire con desprendimiento de humos blan-·
cos de cloruro amónico. Si se deja estar , queda finalmente un residuo blanco de dióxido
de titanio hidratado. La descomposición hidrolítica del producto es tan rápida que -=e
pone de manifiesto ya en las menores exposiciones al aire ; hay que atribuir a esto el.
descenso de los porcentajes teóricos de cloro y amoníaco respecto de la fórmula­
TiOCl

2
(NH

3
\ que se aprecian en la siguiente . ta bla,

T ABL.4. XIV

Cantidade s de reactivos
Exp .

TiOCl
2

grs.

I
CHCl

3
mis.

\

NH
3

Formula del sólido
, .

29 5,09 60 sato 1\01.0 4Cl1.9 0 (NH3). . 71

Teniendo en cuenta los resultados analíticos .y las propiedades de la sus tancia, la
reacción puede interpretarse como el resultado de la amonolisís de los enlaces Ti -O>
en la ,cadena del oxodicloruro de titanio (IV) polímero.

[ - : - O-] + xNR, -+ x R,N -f,-, OH

Cl x Cl
neutralizándose el H del oxhídrilo ácido 'con una segunda molécula de amon íaco­
para dar

Cl Cl
l ' : I

R2N - Ti - OH + NH
3
--+ H2N - Ti - ONH

4

·1 I
Cl Cl

Simultáneamente se produce la incorporación de dos moléculas más de amoníaco ,.
que .se coordinan con el átomo de titanio, con lo que éste alcanza su ·índice de coordi­
nación ,máximo de Beis.

~1/NH3

H
2N

- Ti ---; ONH
4

H
3N

/ di
En la hidrólisis total, ' este producto liberará dos moléculas de amoníaco, formando.

ademáso dos moles de cloruro amónico y dejando Ti0
2.xH20

, como residuo.
El registro del espectro infrarrojo de la sustancia exige precauciones especiales por­

su sensibilidad a la humedad. Para preparar la suspensi ón en Nujol se opera con una:
"caja seca " construida por nosotros. .

-25 -



lS

700

14

8001000 900CM-I

7 8 9 10 11 12 13
WAVELE NGTH (MICRONS)

infrarrojo de TiClz(NHz)ONH
4
.2NH

3
(en Nujol)

1500

65

2000

43

O
I

I
\ 7 "---.- .... ........

---
O

'/ '\

-
-

O I

O
-.

O 1 RAe loo~ 01:""

FIG. 11. .:...... Espectro

- 4000 3000

10

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISlCO·QUIMlCAS y NATURALES

1S. Estudio de las propiedades de los compuestos preparados a partir de oxodicloruro de rita ­
nio (IV) con reactives orgánicos.

Solubilidad. -,- Las sustancias de fórmula general TiORz (R = acetato o prop íonato)
'son todas sólidos blancos insolubles en disolventes orgánicos tales como acetona, tetra­
'clor uro de carbono, éter etílico, ciclohexano y éter de petróleo. Son todas ellas tam­
bién insolubl es en agua , si bien la disolución obtenida al poner en suspensión en agua
-oxodioacetato de titanio (IV) da una débil coloración amarilla al tratar la disolución
-acidulada, con agua oxigenada, lo cual indica la presencia de algo de titanio.

Su solubilidad en el' ácido correspondiente, que . constituye el exceso de reactivo
'es pequeña tan to en frío como en caliente para el oxodiacetato de titanio (IV). Sin em­
bargo el oxodípropíonato de titanio ·(IV) se disuelve al calentar a reflujo y cristaliza al
enfriar a temperatura ambiente.

Las sustancias de fórmula general Tiz03Rz (R = íormíato, acetato, propionato y
n-butirato) son igualmente sólidos insolubles en disolventes orgánicos tales como ace­
tona, tetracloruro de carbono, éter etílico , ciclohexano y éter de petróleo . También son
'en este caso totalmente insolubles en agua. .

Si bien el exceso de reactivo .procedente de la reacción contiene cantidades de iones
'ti tanio observables .en el análisis cualitativo, cuando. se intenta disolver el sólido se­
parado . y seco en el ácido correspondiente no ' se consigue en ningún caso su solubiliza­
c i ón ni siquiera parcial.

El dic1orodiacetato de titanio (IV) preparado en la reacción . con una mezcla de.

El espectro (fig. 11) -presenta las siguientes bandas :
Dos bandas de absorción débiles, de forma de escalera, localizadas en 970 y

'(L05O :cm- l que deben ser atribuidas al grupo amida (54).
Tres . bandas de absorción localizadas en ·1.400 cm- l (débil), 1'.750 cm- l (ancha v

'débil) y 3.100 ·cm- l (que en parte aparece superpuesta a la del Nujol) que se deben
-asígnar al grupo amonio (55). .

Tres .bandas localizadas en 1.225 (fuerte), 1:600 (fuerte) y 3.300 (que en ·par te aparece
superpuesta a 'la del Nujol), .que se asignan al amoníaco ligado en el complejo (56).

La vibración correspondiente al enlace ' Ti -,- O no aparece aquí como la ancha banda
-acostumbrada en los polímeros catenarios, sino como una banda débil entre 1.30 y
.'740 . cm- l , bastante enmascarada por la ancha absorción del Nujol en las proximidad es
'<le 720 cm- l (7).
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-ácido acético y anhídrido acético anhidros es insoluble en ciclohexano y éter de petr ó­
leo pero se disuelve ligeramente en éter etílico.

El sólido es ligeramente soluble a la temperatura ordinaria y totalmente soluble
-a la temperatura de reflujo en la mezcla de ácido acético y anhídrido acético.

En agua la sustancia se hidroliza con formación de ácido acético y desprendimien to
-de cloru ro de hdirógeno.

.Estabilidad al aire
Tanto los productos de fórmula general TiOR

2
como los de fórmula general Ti 2 0

3
R2

'son perfectamente estables al aire en cortas exposiciones, trioxodiformiato de ditítanio,
-oxodiacetato de titanio y trioxodi acetato de titanio cuando se exponen prolongadament e
.al aire terminan por hidrolizarse en parte, como lo demuestra el hecho de aumentar
su porcentaje de titanio, determinado cuantitativamente.

El diclorodiacetato de titanio (IV) es una sustancia inestable al aire por ser fácil­
.mente hidrolizable con desprendimiento de ácidos clorhídrico y acético. La sustancia
-debe ser conservada con precaución en desecador de cloruro de calcio.

EstabifiM.d térmica. ~ El estudio de la estabilidad al calentamiento ha sido reali - ·
.zado ' mediante análisis terinogravímétricos en termobalanza , según se ha visto anterior­
.mente y siguiendo las mismas técnicas citadas (véase pág. nO).

La descomposición se realizó en atmósfera de nitrógeno y en atmósfera de anhídri do .
'carbónico secos.

Los termogramas se representan en las figuras 14 a 24.
Los resultados encontrados se recogen en la siguiente tabla .

TABLA XV

Atm ásjera N

I
Atmósfera CO

2. 2

t » inicial T:» final T:" ini cial r» ¡infll "C

-Dxodiclol'uro de titanio oo. oo • ... 70 aoo 20 300
Trioxodilormiato de titanio ' " 80 400 - -
'Oxodiacetato de titanio .:. oo . oo . 90 440 - -
Trioxodiacetato de titanio oo. . . 90 440 - -
'Oxodípr opionato de titanio ... · oo 100 450 40 460
Trioxodipropíonato de titanio oo · 50' 460 30 500
'Trioxodibutirato de titanio . oo oo . 70 500 4D 480
Diclorodiacetato de titanio oo . oo . 4D 600 20 440

Como se puede observar en los valores citados en la tabla, estas sustancias se des­
·componen a temperaturas bajas (en ningún caso superiores a 100 OC) Y empiezan a
descomponerse en atmósfera de nitrógeno a temperaturas superiores que en atmósfera
de anhídrido carbónico .

Cuando la descomposición se realiza en atmósfera de nitrógeno, ésta transcurre u
'través de productos intermedios de color negro azulado hasta que finalmente queda
un residuo blanco de dióxido de titanio. Esto se puede interpretar admitiendo la for­
m ación parcial de nitruro de titanio, lo cual está de acuerdo con los datos encontrados
-en la bibliografía (51).

La descomposición no se verifica de una manera continua (véanse ñgs, 14 a 24) sino
.que aparecen puntos de inflexión más o menos marcados , a los cuales no es posible
a signar ningún producto intermedio de composición estequiométrica y más bien parece
'indicar se la formación en parte de nitruro de titanio a que hacemos alusión anterior­
mente . También el tamaño de grano de la muestra tiene una influencia decisiva.

Para establecer la naturaleza de los productos de la descomposición, se realizan
-ensayos separados en tubo de ensayo, poniendo una . muestra que se somete a calenta-

- 27: -
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FIG. 25. - Diagramas Debye-Scherrer. (A) Residuo de la calcinación a 1000 "C.
(B) Residuo obtenido a 500 "C en atmósfera de N2 seco

miento y recogiendo los vapores desprendidos en agua. ·La determinación cualitativa,
de esta disolución acuosa demuestra la existencia de productos con fun ción cetona.
(aldehido en el caso del trioxodiformiato de titanio) "(38) para cualquiera de los BÓlidos:
de fórmulas generales TiOR2 Ó Ti20 3

R2. En el caso del diclorodiacetato de titanio (IV}
la disolución da resultado positivo en la determinación de iones cloruro, acetato )'"
titanio. "
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La naturaleza del producto final de la reacción se estudia por el método Debye-Sche­
rrer de Rayos X y los diagramas obtenidos son exactamente iguales en todos los casos
al encontrado en el residuo de la descomposición térmica del oxodicloruro de titanio
(IV) (figs. 25 A Y 25 B) quedando de esta forma .aclarada su naturaleza como dióxido de
titanio, que a las temperaturas de trabajo, se presenta en la variedad cristalina del
rutilo. -

Cálculo de parámAltros de velocidad

El análisis termogravíinétríco se puede aplicar en la in vestigación de la cinética de
estas reacciones de- descomposición según indican Freemany Carroll (29).

Entre la .velocidad específica y la temperatura .se supon e una relación que viene
expresada por :.

(5)

(1)

(7~

(4)

(6)

(10)

ó. In (- dna/dt)
(g)

k = Ze-E l RT

dw

----- = - x + ---~---

--- =- - -- (9)
dt "'o dt

ó. In na
además podemos escribir :

dn" no

- ---<---- - X

- E (1) .
~ ó. T = ó. ln (- dX/ dt) - x Ó. lnX

Dividiendo (4) y (5) por dlnX y ólnX ,. respectivamente se obtiene :

EdT d In (- dX/dt)
----~-- x

RT2 dlnX d lnX

~ó. (_1 )
R T Ó. In (- dX/dt)

- 35 -

Integrando:

Pero

)' sustituyendo en (7) :

- (E/ R) Ó. (li T)

y la velocidad viene expresada por:
dX

--- = kXx (2;
dt

Resolviendo para k en (2) y sustituyendo en (1) se obtiene :

- (dX/ dt)
U~~= · 00

Xx
siendo Z = factor de frecuencia ; E = energía de activación ; R= constante general de
los gases ; T = temperatura absoluta ; X = concentración, fracción molar o cantidad de
la sustancia que se descompone ; x = or den de la reacción con respecto a la sustancia
que se descompone .

dX
Tomando logaritmos y diferenciando resp ecto a --, X Y T se obtiene :·

. dt
EdT

- - = dln (- dX/ dt) - x dlnX
RT2

ó. lnX Ó. lnX
cuando se toma la fracción molar como expres ión de concentración se tiene :

nX = _ _a_

M
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Como se puede observar en los valores señalados, las reacciones de descomposición
de los oxodiacilatos de titanio (IV) presentan órdenes de reacción próximo s a 2, a diíe-

6,1
11,7
33,r
15,2
3,8

Energía de activación
kcal lmot

ti log dwjdt

/:; log w,

0,8
1,8
1,8
2,0
1,0

= -x+-- ---

Orden de reacción

TABLA XVI

- E/2,3 R ti (l /T)

ti log W r

Compue sto

Oxodicloruro de titanio
Oxodipropionato de titanio ...
Trioxodipropionato de titanio
Trioxodibutirato de titanio .
Diclorodiacetato de titanio .

De acuerdo con esta expresión, si repr esentamos gráficamente tornando como orde-
/)" log dwjdt /)" (T- l)

nadas y como abscisas debemos obtener una línea recta cuya
/)" log W r /)" log W r

pendiente es ~ E/2,3R cor tando al eje de ordenadas en un pun to - x, lo cual nos per­
mite la determinación del orden de la reacción y de la ener gía de activación.

Hemos realizado este cálculo sobre las curvas obtenidas en las determinaciones gra­
vimétricas en termobalanza de los productos preparados, encontrando que en algunos
casos, la aplicación de los cálculos reseñados no conduce a ningún resultado aceptabl e,
mientras en otros se obtienen líneas rectas que permiten el cálculo de los parámetr os
indicados.

Los casos en que los resultados no son aceptables son aquellos en que la poca ma­
nejabilidad del producto impide su molienda (productos de reacción con ácido fórmico
y acético) y por otra par te la descomposición conduce a una pérdida de peso pequeña .

El aparato empleado en las determinaciones termogravimétricas es una termobalanza
ADAMEL Tipo TH 59; Modelo 2, registro tipo B, que permi te trabajar con muestras
de 250 a 300 mgrs. Los errores cometidos en las determinaciones sobre las curvas de las
pérdidas de peso y velocidad de reacción están en relación directa con la cantidad de 1:,
muestra y el valor de la pérdida de peso, motivo por el cual no ha sido posible median­
te este procedimiento, la determinación de parámetros de velocidad para los pro ductos
de reacción obtenidos con los ácidos fórmico y acético.

En los demás casos en que la pérdida de peso es mucho mayor , se han podido
determinar mediante el método gráfico antes señalado, los valores de energia de activa­
ción y orden de reacción para las correspondientes reacciones de descomposición.

En las curvas que pre sentan alguna inflexión intermedia, la aplicación del método
al proceso intermedio no conduce a resultados aceptables , lo cual se puede interpretar
teniendo en cuenta que la pérdida de peso para ese proceso intermedio es demasiado
pequeña y que además, según hemos señalado anteriormente, la descomposición no pa­
rece ser debida a ningún proceso estequiom étrico. Por este motivo, hemos realizado
el cálculo solamente para el proceso de descomposición total.

Los valores encontrados se representan gráficamen te en la fig. 26, pág. 37, a par tir
de la cual se determin an los valores de orden de reacción y energía de activación que
se recogen en la siguiente tabla.

siendo no = número inicial de moles de la sustancia que se descompone ; W o = pérdida
de peso para completar la reacción ; w = pérdida de peso en un tiempo t.

Combinan do (9) y (10) con la expresión (8) result a :
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r encía del oxodiclorurc de titanio (IV) y del diclorodiacetato de titanio (IV). En todos
los casos las energías de activación presentan valore s bajos, ' lo cual demuestra que-las
sustancias en estudio son térmicamente poco estables .
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F IG. 2Ü. - Energías de activación y órdenes de reacción por método termogravimé tri co

n.Aportaciones a la químíca del cloruro de títanío (IV), TiCI
4

•

. Además de las aportaciones anteriores al conocimiento del oxodícloruro de titanio
(IV), a lo largo del trabajo hemos tenido oportunidad' de llevar a cabo ciertas observa ­
ciones sobre el cloruro de titanio (IV) que se reseñan a continuación .

19. La reacción del clcruro de titanio (IV) con óxido de cromo (VI) •

Esta reacción ha sido estudiada recientemente por P. Ehrlich y W . Engel (14), quie­
nes concluyen que 'el resultado final es una mezcla de cloruro de 'cromo (111), oxodi­
cloruro de titanio (IV) y óxido de titanio (IV). . Nuestros resultados coinciden con lo'>
de los autores citados (véase Ensayo 19, pág. 65). No nos ha sido posible resolver- la
mezcla en 'sus componentes ensayando diferencias de solubilidad (con empleo de los
disolven~s del oxodicloruro de titanio (IV) cita dos en la Tabla IV, pág. 12) pues los
componentes de la mezcla presentan un comportamiento semejante.

Haciendo uso del conocimiento (pág. 15 de que el oxodicloruro de titanio ' (IV).
reacciona con cloruro de hidrógeno gaseoso seco para dar cloruro 'de titanio (IV), se
ensayó el tratamiento de una suspensión etérea de la mezcla de reacción con cloruro

- 37.-
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de hidrógeno gaseoso anhidro. Tampoco' esto conduce a separación, pues en estas con­
diciones, también se disuelve el , compuesto presente de cromo.

"20. La reacción del cloruro de titanio (IV) con dioxodicloruro de cromo (VI ).

Este ensayo tiene como misión el tratar de encontrar alguna relación que pueda
'COnjugarse con los resulta dos de la reacci ón anteri or .

Como en el caso anterior, la reacción mantenida a la temperatura de reflujo trans­
'Curre hasta la desaparición del color rojo que indica la presencia de dioxodicloruro de
cromo (VI) y se obtiene un residuo sólido de las mismas caracter ísticas con un color
rojo ahora más intenso.

Tampoco ahora se puede concluir nada acerca de su composición considerando sola­
mente los resultados analíticos.

Por tratamiento con cloruro de hidrógeno gaseoso seco en suspensión' etérea se
obtiene un sólido de color rojo intenso en, el que el contenido es todavía más bajo que
en la reacción anterior , como sería de esperar .

"21. La reacción del cloruro de titanio (IV) con óxido de molibdeno (VI) .

Cuando se añade el cloruro de titanio (IV) sobre el óxido de molibdeno (VI) a tem­
peratura ambiente no se observa ninguna modificación, pero al cabo de un rato el
liqui do adquiere una coloración rosa, aunque el sólido no parece que cambie de aspecto .

Al aumentar la temperatura hasta la de reflujo del cloruro de titanio (IV) se forma
en la parte fría del refrigerante una sustancia cristalina de color pardo, en forma de
láminas.

El análisis cuantitativo del sólido del refrigeran te da los siguientes resultados :

TABLA XVII

Cantidades rk reactivos
Exp.

TiCl
4

mis. MoDs grs .
Fórmula del sólido

33 . 20 1,25 MOlC12.0 3 0 2.15
34 20 2,13 MOlCl1.9702.o5
35 25 5,11 M01Cl1.8602. 5

El sólido corresponde por tanto a la composición del dioxodicloruro de molibdeno (VI).
'La reacción transcurre de forma totalmente similar al caso anterior del óxido de cro­

mo (VI) con la diferencia de que en este caso se pueden separar fácilmente los productos
de la reacción. .

Una vez seco el BÓlido cristalino del refrigerante se ensaya su solubilidad, encontran ­
do que se disuelve en alcohol, tetracloruro de carbono .y cloroformo. El producto puede
recristalízarse fácilmente por disolución en ciclohexano, éter de petróleo o benceno a la
temperatura 'de ebullición de estos disolventes y posterior enfriamiento o evaporación del
disolvente en baño de agua.

Los cristales obtenidos por este procedimiento , apar ecen de color débilmente azulado,
lo cual se puede explicar por una débil reducción del molibdeno: No obstante, su' análiais
modifica muy poco su composición.

El residuo sólido del matraz está constituido por una masa de un color grisáceo cuan­
do se mantiene a la temperatura de reflujo y en frío , aparece al igual que en la reac­
ción con el óxido de cromo (VI), un sólido de color amarillo pálido, como.consecuencia
de la insolubilización del 'oxodicloruro de titanio (IV) formado al disminuir la tempera­
tura.
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:23. La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido sulfúrico anhidro.

Cuando se añade ácido sulfúrico anhidro sobre una disolución no demasiado diluida
'de cloruro de titanio (IV) en cloroformo o tetracloruro de carbono anhidros, se produce
un desprendímíento de cloruro de hidrógeno y anhídrido ,sulfiírico .gaseosos a : la vez
que se deposita en el matraz, un s6lido apelmazado de color amarill o intenso ,(véase En­
s ayo 23, pág . 69). Si se diluye más el cloruro de titanio (IV) hay; un periodo de 'índuc­
-ción en las primeras. adiciones de ácido sulfúrico, después del cual la reacción comienza
y progresa rápidamente con fuerte ' desprendimiento de calor.

Al cabo de un rato, ' cuando la reacción se hace más lenta , se calienta hasta que cesa
totalmente el desprendimiento gaseoso. Se operó siempre con exceso de cloruro de tita­
nio (IV) respecto del ácido sulfúrico anhidro añadido y el sólido amarillo se filtra final­
'mente, se lava con tetracloruro de carbono anhidro y se seca en la placa por paso de '
una corriente 'de aire seco. El BÓlido contiene iones titanio y sulfato, además , de indicios
de i6n cloruro que no se llegan a eliminar,.completamen te. 'pero cuya .concentraci6n dís­

'minuye mucho cuando se lava prolongadamente el s ólido, lo , que pone de manifiesto que
el ión cloruro no está ligado químicamente al compuesto. Los resultados de las deter­

:minaciones analíticas cuantitativas Se recogen en la Tabla XVIII .

La propiedad más destacada ' de este producto, que no aparece descrito en la biblia­
.graña, es BU rápida descomposición al aire húmedo . Incluso en un desecador con cloruro
-de calcio se hidroliza si se le mantiene largo tiempo, ' demostrando con esto que su avidez
por el agua es superior a la de este agente desecante. En mucha agua. se disuelve dando
una disolución clara de la que, ' al cabo de algún tiempo, precipita dióxido de titanio

'hidratado si no se añade ácido. ..
El producto es insoluble en -ácido. acético ,y otros disolventes. Por . 'ello 'no nos ..fue

i{losible determinar su conductividad y peso mole~ular. ,

'22. La reacción del cloruro de titanio (IV) con óxido de wolframio (VI).

Mantenida la reacción durante largo tiempo a la temperatura ambiente, no aparece
ningún cambio. Cuando se calienta a la temperatura de reflujo y se prolonga el trata ­
miento, el liquido adquiere una coloración ' amarilla muy débil. La reacción se mantiene
-durante 80 horas a la temperatura de reflujo y en estas condiciones el residuo del
matraz, filtrado , lavado y seco, tiene un contenido en wolfr amio que corres ponde al
6xido inicial, lo cual significa que la transformación no ha tenido .lugar. El filtrado 80-
'lamente da las reacciones características de los iones cloruro y titanio. , ,

, Tampoco se consigue reacción alguna empleando óxido de wolframio (VI) pr eparado
'por precipitación, acidulando una disolución alcalina de wolfr amato (57) si bien en este
-caso, puesto que el producto secado en estufa a 200 "C conserva parte del agua, tiene
'lugar la hidrólisis del cloruro de titanio (IV) con formación de oxodicloruro, pero el
óxido de wolframio (VI) aparece sin modificar .

En este caso no se consigue el ataque completo del óxido de molibdeno (VI) que queda
:aún después de un tratamiento prolongado, en cantidades variables.

El resultado analítico del residuo del matraz de reacción , corresponde a la forma­
-ci ón del producto de descomposición térmica del oxodicloruro de titanio (IV) a la tem­
peratura de trabajo, cuando se expresa el molibdeno encontrado como óxido.

Para comprobar hasta qué punto la reacción es completa, se hirvió con hidróxido
sódico el residuo de una preparación realizada hirviendo a reflujo durante 50 horas y
la determinación cuantitativa del filtrado dio un resultado de 7,35 % de óxido de molih­
-deno (VI), lo cual significa que en estas condiciones, el rendimiento de la operación: es
-de un 92,65 %' '

Cuando se emplea óxido de molibdeno (VIj preparado por precipitación de un molib­
dato con ácido (39), la reacción es la misma, pero en este caso transcurre con más fa­
.cilídad, hasta que la reacción se completa .
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Oantidades de reactivos
Exp .

TiCI4 mi s. H2S04 mis . . CI4C mis .
FÚ1'Inula del sólido

- - -
37 10 7,5 30 Ti1(SO4)2.,,:;H4.030 1.011
38 10 7,5 200 Ti1(SO.\)2.11 3H3.11701.05
39 5 3 90 Ti 1(SO4)2.11 8II4.o001.02
40 15 1l 100 Ti l (SO.\)2.II .SH4.1IlPI.14

24. La . reacción del cloruro de titanio (I V) con ácido nítrico concentrado.

La reacción del cloruro de titanio con ácid o ' nÚrico abso luto ha sido es tudiada ya (15):
y seg un el esquema : ..

TiCI4 + 2 NO)I ~ TiOCl(N"Oj + NOCl +.CI2 :+ Hp '

con duce a la formación- de un -pro ducto mu y hi gr oscópico de compo sición TiOCI(N0
3
).

Hemos comprobado estos da tos de la literatu ra (v éase En sayo- 24, pá g. 71) conf i rm ún-

El espectro infrarrojo, tomado en Nujol (Hg. 27), presenta una fu er te banda de ab­
sorción localizada en 1.170 cm- 1 que cor responde a la vibración caracter ística del gr upo
s ulfato dicoordinado en posición puente (58). Además una ancha ban da locali zada en la
zona de 900 a 1.000 cm- 1 qu e, corno. ya h emo s dicho, es típica .del dobl e enlace ti tanio,
Esto' exp lica la hi groscopicidad del . pr odu cto , la est r uctura : polím éra y su in solubilidad

[ ° ° ° J11 . n . 11

/ Ti "- . / t i ,,-. / Ti "-
SO'I SO.l . _ x

en la que, además, a cada átomo de ti tanio se coordinan ' dos molécul as de ácido sulfúr ico.
Es to explica la higroscopicidad del producto , la estructura polímera y 811 in solubilidn ."
'en líq uid os con los qu e no reaccione quimicaJ~ente.
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T ABLA XIX
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La muestra está un poco hidrolizada (véase la banda en 1.580 cm- 1) a pesar de la'>,
precauciones tomadas y algo impurificada con nitrito (banda a 1.150 cm- 1) .

. Cuando no se ' emplea ácido nítrico absoluto, sino su disolución acuosa concentrada ,
la prim era reacción que se observa es el desprendimiento de cloruro de hidrógeno .
gaseoso debido a la hidrólisis, pero inmediatamente se produ cen también cloro y cloruro ­
de nitrosilo debido al proceso unencíonado antes. Si se calienta a reflujo, en las paredes .
del refrigerante se depositan cri stal es de una sustancia amarilla, cuyo análisis permite
asignarle la 'composición TiCl4 . CINO y su formación se puede explicar fácilmente cono.
siderando que -en este caso la presencia de agua, produce una gran cantidad de cloruro ­
de hidrógeno, a cuya existencia debe atribuirse la formación de cloruro de nitrosilo (16).
en una concentración mucho mayor que cuando se empleaba ácido nítrico anhidro.

W. Hampe ha descrito un compuesto de adición entre cloruro de ti tanio (IV) y clor uro
de ni trosilo, al que atribuye la fórmul a 3 TiCl4 . 4 CINO pero, posteriormente. O. C, Der-.
mer y W . C. Femelius (18) han llamado la atención sobre un error de cálculo cometido
por ' Hampre, pues sus datos analíticos indican la fórmul a TiCl

4
• CINO. Asi, el compuesto .

de Hampe y el preparad o por nosotros parece ser idéntico, aunque los produ ctos de par­
tida son diferentes.

.La preparación de TiCl4 . CINO por nuestro procedimiento resulta ventajosa sobre el
método descrito por los autores anteriores, que exige la preparación previa del cloruro
de' nitrosilo con los inconvenientes propios de su manejabilidad .

.Los res ultados analíticos se consignan en la siguiente tabla.

dolos íntegramente. El espectro infrarrojo del producto (Fig. 28) pone de manifi esto )¡l; ..

existencia de una ancha banda de absorción a 930 cm- 1 que asignamos a la vibración del:
doble enlace titanio oxigeno y bandas de absorción a 1.000 y 1.300 cm- 1 corresppndien­
tes al grupo .nitra to (59).
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Al final de la reacción queda en el. .matraz un exceso de cloruro de ·titanio (IV) y un
'sólido de color gris oscuro, que es producto de la descomposición térmica del oxodicloruro
·de titanio (IV) formado en la hidrólisis del cloruro con el agua del ácido.

Se podr ía pensar que con la reacción realizada de forma inversa, es decir , dejando
.gotear el cloruro de titanio (IV) sobre el ácido nítrico concentrado, se llegarí a a la for­
mación de TiCl

ol
· 2CINO descrito en la bibliografía (19), pero como ya era de esperar

'se comprueba que en estas condiciones el único producto de la reacción es el óxido de
titanio. En las primera s adiciones y cuando el matraz de reacción no está todavía dema­
.siado caliente, se observan unos pequeños cris tales en el refrigerante, posiblemente de
'la sus tancia indi cada, pero a medida que asciende la temperatura empieza a refluir ácido
nítrico acuoso que produce la hidrólisis total de cualquier producto cristalizado en pI
.refrígerante, y que al encontrarnos en un gran exceso de agua da como residuo dióxido
de titanio , que r ecubre en forma de un polvo muy fino todas las paredes interiores del

.aparato de reacción. . .
Con este motivo y con intención de preparar la sustancia antes indicada, procedimos

.a realizar la reacción añadiendo de una vez sobre el ácido enfriado exteriormente con
'un baño de hielo-sal común, una cantidad de cloruro de titanio (IV) que permitiese tra­
'bajar en un ligero exceso de este último. De esta forma resulta una sustancia extraordi­
nariamente volátil de color amarillo, que se puede recoger en un matraz montado al
final del refrigerante y enfriado exteriormente con hielo . Su composición no corr esponde
a la sustancia señalada, sino que es variable y procede de la hidrólisis par cial más o
.menos intensa del TiCl

ol
• CINO.

El espectro infrarrojo de la sustancia preparada se toma en Nujol con precauciones es­
jpeciales para evitar su hidrólisis por la humedad del aire . La muestra se prepara, como
en casos anteriores, haciendo uso del dispositivo de "caja seca" . Sin embargo, aún en

'estas condiciones, se observa en el espectro la presencia de .débiles bandas de absorción
correspon dientes al agua. . .

Como notas caracterís ticas de este .espectro (Fig. 219) hay que señalar la presencia de
'una estrecha banda de absorción fuerte localizada en 1.790 cm'""'l, correspondiente al
-clor úro de nitrosilo (60) y una ancha y débil banda entre 900 y 1000 cm- l , que corres­
ponde a la vibración de enlace doble titanio oxígeno, cuya formación hay que ·atribuirla
-a la hidr ólisis observada.
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.25. La reacción del cloruro de ' titanio (IV) con ácido iódlco.

Walter Engel y Paul Ehrlich (14) han descrito la reacción entre el cloruro de tita­
nio (IV) y el pentóxido de iodo, encontrando según sus afirmaciones' como productos de
reacción, el tricl oruro de iodo y una mezcla de oxodicloruro de titanio (IV) y dióxido
de títanio. .

Siguiendo nuestra 'línea de trabaj o en reacciones de aquella sustancia frente a , los
ácidos, ensayamos esta reacción con el ácido correspondiente:

En el momento de la adición del ácido íódico sobre el cloruro de titanio (IV) se pro­
produce un color rojizo que se va intensificando. Al calentar a la temperatura de reflujo .
'se Intensifica todavía más el color y se observa que en las partes más frías del matraz
se empiezan a formar unas agujas de intenso color rojo que se hacen amarillas al perder
el cloruro de titanio (IV) que las empapa inicialmente. Para conseguir la formación de
-esta sustancia cristalina en el refrigerante y ,su mejor separación después, se conduce
la reacción rodeando el matraz de amianto y haciendo el vacío con la trompa de agua ,
-emplean do un refrigerante bastante largo.

Cuando se trata de secar los cristales por paso de air e, éstos desaparecen enseguida y
aparecen condensados en la parte final del tubo de cloruro de calcio, lo cual pone de
manifiesto su volatilidad . Simultáneamente se puede comprobar en la salida de gases
la presencia de cloro.

Este producto sin lavar recogido sobre agua, produce una 'disolución perfectamente
tran sparente de color amarillo como consecuencia de la formación de iodo y da además
de ésta las reacciones positivas de iones cloruro , ioduro y ' titanio ; este último según se
demostrará más tarde, como consecuencia del cloruro de titanio (IV) que impregna el
sólido.

Todas las propiedades indicadas 'parecen coincidir con las del tricloruro de iodo y
para su comprobación se hace un estudio analítico del número de equivalentes de iodo
'liberados cuando la sustancia impurificada con cloruro de titanio (IV) se recoge sobre
agua y se valora en presencia de ioduro de potasio o reduciendo previamente a ioduro .
Dicho estudio analítico Be realiza según el siguiente método.

Una muestra se recoge sobre una disolución de ioduro de potasio y después de acidu­
lar con ácido sulfúrico, se valora el iodo liberado con disolución de tiosulfato sódico (20).
En el supuesto de que fuera Cl

31
se verificaría : .

1+3 + 2 H
20
~ 1/31- + 2/3 10

3
- + 4 H+

2/3 10
3

- + 4 H+ + 10/3 1- ~ 2 1
2

+ 2 H
20

.
. 212 + 4 S203-2 ~ 41- + 2 S406- 2

In cual significa que 1 mol de Cl31 corresponde á 4 moles de 8 2°3 - 2 • En el supuesto de
que fuera. CIl se verificaría:
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TABLA XXI

3,333; mientras que si la . sustancia es CII, dicha relación debe ser de 1,666.
Los resultados encontrados son los siguientes:

-
Cantidades de reactivos

Exp.
TiCI4 mIs. I0

3H

Fórmula del s álido
grs,

45 30 3,77 TilCI l.72°l.14
46 20 1,34 Ti1Cll. a"° l.15

Volum en de tiosuljato sódico nús. lielacum de equiv.

EXIJ· Muest ra recoqida Muestra reducida Teórica
sobre IK con S02 Ex¡f. Cl

3I
CH

-
45 8,22 2,50 3,288 3,333 1,666
46 10,80 3,19 3,385 3,33(3 1,666
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Este resultado analítico era el que se esperaba, puesto que todas estas reaccion es con­
ducen a la formación de oxod ícloruro dc titanio (IV) que a la temperatura de trabajo ,
sufre la descomposición térmica de que ya hemos hablado (véase pág. 11), tanto mayor
cuanto mayor es el tiempo de calentamiento a reflujo, motivo por el cual desciende su
contenido en cloro y aumenta su contenido en oxigeno. Queda por tanto demostrado,
que no es una mezcla como indican los autores indicados, sino que su composición co· ·
rresponde a este producto de descomposición. El sólido presenta las mismas reacciones.
que se han indicado anteriormente para el oxodicloruro de titanio (IV) obtenido por vía.
térmica .

Por otra parte se hace el espectro de lo. disolución anaranjada o rojiza según la con·­
centración que se obtiene en el filtrado.

El espectro de absorción del tricloruro de iodo consiste según la bibliografía consul- ·
tada (22) en la suerposícíón de los espectros del cloro . y del monocloruro de iodo, pre­
sentando las disoluciones de este último en los disolventes en que da color anaranjado.
como es en nuestro caso con el cloruro de titanio (IV), una banda de absorción en una,
longitud de onda de 373 mu . La coincidencia de esta banda con los resultados seña lados
más tarde en la figura 31, pág . 7.4, es otra prueba más en apoyo de nuestra afirmación
pues si bien este estudio no permite dilucidar entre tricloruro y monocloruro de iodo,
sí es posible con los resultados de las iodometrías anteriores.

El residuo sólido del matraz que presenta color rojo , se filtra, se lava sucesivament e
en la placa con tetraclorudo de carbono, con lo cual su color se debilita y pasando po"
un color amarillo acaba por aparecer blanco si el lavado se repite prolongadamente. Pos­
teriormente se seca por paso de aire seco. Este sólido da reacciones positivas para 10 5-
iones cloruro y titanio. .

El análisis cuanti ta tivo dc este sólido queda indicad o en la siguiente tabla .

lo cual significa que 1, mol de Cl3I corresponde a 6/5 moles de S203- 2. En el supuesto de­
que fuera CII, 1 mol de CII correspondería igualmente a 6/5 moles de S203-2 .

Siguiendo este procedimiento, si la sustancia es C13I la relación entre los vol úmenes
4

de tíosulíato consumidos en el primero y segundo procedimientos debe ser de
6/5
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'Consideraciones teóricas

10-6 , 2

10-1 4 , 6

10-1 4 , 5

I{- [R. COO-] [H+]

TABLA xxn

Compu.esto

Acido fórmico .
Acido acético .
Anhídrido acé tico .

Es indudable que los de los ácidos propiónico y n-butírico anhidros son más bajos
'todavía.

TiOC12 + 2 O(OC . CHa)2 <== TiO(OOC . CHa)2 + 2 CICO . CHa

Charlot y Trémillon (61) dan los siguientes valores para los productos i ónicos de al­
.gunos de los compuestos mencionados.

R . COOH ~ R . COO- + H+

La energía de activación de estos procesos es baja, pues todos tienen lugar en con­
diciones suaves y el equilibrio anterior debe estar muy desplazado hacia la derecha
pues incluso con anhídrido acético (que puede considerarse como acetato de acetilo
ella • COO- OC . CHa+) la reacción transcurre fácilmente con formación de oxodíacetato
de titanio (IV), según :

muy POC() pronunciada, el proceso que tiene lugar es la sustitución de cloruro por ra­
dical acilato, formándose los corresp~ndientes oxodiacíla tos de titanio (IV).

TiOC12 + 2 R . COOH <== TiO(OOC . R\ + 2 cm

J~ [ f~ .] f~-1- 0 - 111- 0 - ¡b - O-

Cl c t x Cl

'se pueden espera r reacciones que afecten : 1. A la rotura de los enlaces titanio-cloro.
'2. A la rotura de los enlaces titanio-oxígeno con degradación' de la cadena. 3. Reaccio­
nes de adición , pues el índice de coordinación máximo del titanio es de 6 y no de 4
q ue es el que presenta en el oxodicloruro. '

Nuestr o trabajo, pone de manifiesto que con ácidos orgánicos anhidros, es decir,
compuestos de car acterísticas de ácido muy débil y con un a autodisociación :

A . Oxodicloruro de titanio (IV) , TiOCl,

Dada la est r uctura pol ímera propuesta y continuada mediante estudios espectrales
jiara el oxodiclor uro de titanio (IV)

Damos en lo que s igue un a br eve ojeada de conjun to a algunos aspectos destacados
<le los es tudios realizados, divididos en dos apar tados: reacciones de oxodicloruro y de
-cuorn ro de tit anio (IV).
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Así pues , la afinidad del titanio para el cloro es inferior que para el oxígeno, en
el oxodícloruro de titanio (IV) y con reactivos diferenciadores, como los compuestos:
orgánicos de que tratamos, se produce un ataque selectivo a los enlaces titanio-cloro.
Cuando el oxodícloruro de titanio (IV) se hace reaciconar con agua se produce una des­
trucción total del producto, formándose dióxido de titanio hidratado como final. Aquí
'opera el mismo efecto citado : sustitución de enlaces titanio-cloro por enlaces titanio­
oxígeno, pero además el agua provoca una degradación de la cadena. Cuando los enlaces
titanio-cloro han sido previamente reemplazados por enlaces titanio-oxígeno, como es:
el caso en los oxodiaoilatos, la acción del agua provoca una degradación de la cadena
solamente hasta formar Ti20a'(OOC.R)2 '

Cuando R = H, es .decir , en. el caso del ácido- fórmico este es el úni co compuesto­
aislable debido a que la descomposición (8)

H.COüH :-+ H20 + CO

hace inevitable la pr esencia de agua, y también cuando R = CHa.CH2.CH2, es decir en el'
caso del ácido n-butírico, éste ha sido el único compuesto aislado, si bien no porque
el produ cto de sustitución TiO(OOC.R)2 no se logr e, sino porque la longitud de la ca­
dena orgánica es ya tan grande que no nos ha sido posible cristalizar el oxodíbutirato
de titanio (IV) que indudablemente se forma. '

Cuando la disociación del ácido que reacci ón con oxodicloruro de titanio (IV) es ma­
yor, es decir, en el caso de los ácidos inorgánicos, o cuando se le exalta por empleo de
un disolvente (como cuando se emplean mezclas de ácido y anhídrico acéticos), el ata­
que al oxodicloru ro de itanio (IV) deja de ser selectivo y se producen simultáneamente­
la sustitución del cloro y la degradación de la cadena .

Así, la reacción con el ácido sulfúrico anhidro produce la disolución completa del
sólido, lo cual exige la despolimerización del oxodicloruro de titanio (IV), formándose
finalm ente TiOSO'l"2S04H2, al que aludimos luego al comentar la reacción del cloru ro
de titanio (IV) con este mismo ácido.

En el caso del ácido nítrico se produce también una reacción de este tipo, si bien'
acompañada de una oxidación con desprendimento de cloro y dióxido de nitrógeno como
producto redu cido y 'una posteri or descomposición hidrolítica del producto de la reacción
a costa del agua formada en la descomposición térmica del ácido nítrico anhidro y des­
prendida en la reaci ón. Las reacciones transcurren de acuer do con la siguiente serie de
procesos (24): .

TiOCI2+6 N06H -+ Cl2+ 2 N02+Ti(NOa)4'+ 31120
Ti(NOa)4 + (x+ 2) H20 -;)- Ti0 2.x H20 + 4 NOaH

En los dos casos tr atados .de los ácidos nítricos y sulfúrico anhidros se debe produ­
cir la sustitución de los cloros por grupos nitrato y sulfato respectivamente, dada la
diferencia de electr onegatividades entre los iones cloruro y nitrato o sulfato (25), aun-
que esto no ha podido ser comprobado. .

Ya se ha señalado antes que en el caso del ácido acético anhidro cuyo producto iónico
tiene un valor excesivamente bajo, se produce el oxodíacetato de titanio (IV) sin ruptura
solvolí tica de la cadena.

Cuando al ácido acético se añade anhídrido acético, se produce un aumento de diso­
ciación (23) que puede ser seguido mediante un estudio conductim étrico de las mez­
clas . Como consecuencia de este aumento de disociación, sobreviene un aumento de la
concentración de iones hidr ógeno, que se traduce en un mejor ataque solvolít ico de-
la cadena. .

En este caso la reacción transcurre según:

TiOCl2+2 CHa.COO-H+ -;)- TiCI
2
(CHa,COO\ + H

2
0

con producción de diclorodiacetato de titanio (IV) que ya aparece citado en la biblio-
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grafía, en donde se describe su -preparación por reacción del cloruro de titanio (IV) con,
dicha mezcla de ácido acético y anhídrido acético anhidros (9).

El cloruro de hidrógeno anhidro es muy poco disociable, pero BU disociación aumen­
ta ouando se disuelve cloruro de hidrógeno gaseoso en disolventes orgánicos. En estas­
condiciones ' reacciona con el oxodicloruro de titanio (IV) según el proceso :

TiOCl2+2 cm---+TiC14+H20

de tal forma que el cloruro de titanio (IV) obtenido queda disuelto en el' éter etílico­
anhidro . Todavía en este caso la reacción va más allá con producción del ácido hexaclo-­
románico (34), según la reacción :

TiCl4+ 2 cm ---+ [TiC1
6

] H
2

completando de esta forma el índice de coordinación 6 del titanio.
Todos los reactivos comentados hasta aquí, pueden representarse en general por RH:

y son de naturaleza ácida. Cuando se emplea amoníaco, un compuesto .de la misma
fórmula general pero de carácter básico, se encuentra un comportamiento diferente.
Par a este reactivo, la parte más accesible del oxodicloruro de titanio (IV) son precisa-­
mente los enlaces titanio-oxígeno, de manera que se produce una degradación de la ca­
dena sin sustitución de los átomos de cloro. Además, dado el carácter de ácido de­
Lewis del cloruro de titanio (IV) y el comportamiento del amoníaco como una base .'e­
Lewis fuerte, se superpone aquí la tercera posibilidad de las mencionadas al principio y '
se incorporan dos moléculas de amoníaco, formándose finalmente el compuesto :

en el que el titanio alcanza su saturación coordinativa.

B. Cloruro de titanio (IV) , TiCI•.

Las reacciones con los trióxid os de cromo, molibdeno y wolframio son reacciones de­
sustitución de oxígeno por dos átomos de cloro, en las que el cloruro de titanio (IV)
se comporta como otros halogenuros covalentes .

M0
3

+ TiC14 ---+ M0
2C12

+ TiOC1
2

y concretamente, en el caso de los tres óxidos estud iados su comportamiento es aná-.
logo al observado por R. Usón y M. P. Puebla (26) con el cloruro de acetilo : mientras
los trióxidos de cromo y molibdeno con estructuras cristalinas menos compactas (<xl;
reaccionan de acuerdo con el esquema anterior formando díoxodicloruros de e-romo (VI)
y de molibdeno (VI) respectivamente, el trióxido de wolframio con una red más com-­
pacta y firme (<xl) no reacciona. Análogamente , mientras el cromo (VI) del dioxodiclo­
ruro de cromo oxida cloruro a cloro, reduciéndose el Cr (VI) a _Cr (111), el dioxodiclo­
ruro de molibdeno (VI) es más estable (la mayor estabilidad de la valencia de grupo en
los elementos 'más pesados de los grupos de transición) y puede aislarse como tal.

De las reacciones con oxiácidos inorgánicos (sulfúrico, nítrico e iódico anhidros y
ácido nítrico acuoso concentrado), la reección con ácido ' sulfúrico transcurre de modo
distinto a los otros casos, porque este ácido es el único cuyo potencial redox es insufi­
ciente para oxidar cloruro a cloro. Con ácido sulfúrico se forma TiO(S04)·2S04H21 lo que
parecería indicar la adopción de una estr uctura catenaria con enlaces titanio oxígeno
de acuerdo con el hecho de que el TiOS04 también los presenta ' (28). Sin embargo, el
espectro infrarrojo del producto revela la existencia de enlaces dobles titanio-oxígeno.-El
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-compuesto tiene realmente una estr uctura catenaria pero con los grupos SO4 actuando
'como puente (véase pág. 40). Este mismo es el produ cto formado por la acción del
-ácido sulfúrico anhidro sobre oxodíclor uro de titanio (IV).

Por otra parte las dos moléculas de ácido sulfúr ico están incorporadas como molécu­
las de solvatación y no formand o un complejo [TiO(S04)3] H4 , como lo demuestra el
'hecho de que el producto sea in soluble en ácido acético glacial , que en caso contrario
'lo solubilizar ía dando una disolución conductora.

Los ácidos iódico y ní tri co anhidros tienen un potencial redox capaz de producir la
'oxidación del cloruro con desprendimiento de cloro.

Frente al ácido nítrico anhidro el mecanism o de reacción propues to (15) corresponde
.a l proceso:

TiCI4+2 NO)I ---+ TiOCI(NO,)+ CINO+CI2 + H.O

En el caso por nosotr os estudiado del ácido nítrico acuoso concentrado. es necesa­
:rio considerar que se produce primero la hidróli sis del cloruro de titanio (IV), que
-en un gran excéso del mismo transcurre según:

TiCl4+ H.O -+ TiOCl.+ 2 Cm

Simultáneamente el ácido nítrico anhidrizado por la reacción ante rior reacciona se­
gún el mecanismo propuesto para dar el oxocloroni trato de titani o (IV), que a la tem­
¡peratura de reflujo del cloruro de titanio, se descompone para dar :

2 TiOCl(NO3) ---+ Cl2 + 2 NO. + 2 TiO.

De esta forma, tenemos en presencia dos sustanciaa que inmedia tamente reacc ionan
'Según (16):

4 ClH+ 2 NO. ~ 2 ClNO+CI2+2 lI2 0

-en donde el agua es inmediatamente retir ada del equilibrio para prod ucir la hidrólisis
del cloruro de titan io (IV) con lo cual el equilibrio se desplaza. Como consecuencia, nos
-encontramos con una concentración de cloruro de nitrosilo mucho mayor que en el caso
-del ácido nítrico anhidro, lo cual produce:

TiCl
4

+ CINO ---+ TiCl4.CINO

-sustancía volátil que a la tempera tura de trabajo sublima y condensa en el refrigerante.
También en el caso del ácido iódico tiene lugar la oxidación con desprendimiento de

c loro, que podemos proponer según el siguíente mecanismo:

5 TiCl4 + 2 I03H ---+ 12 + 5 Cl2 + 5 TiOCl2 + H20

Simultáneamen te con estas concentraciones de iodo y cloro tiene lugar':

12 + 3 Cl2 ~ 2 C1,I

Y como en el caso anterior, el tricloruro de iodo que es volátil y soluble en el exceso
de cloruro de titanio (IV), cristaliza en las partes frías del aparato de reacción.

No hay que olvidar que también en este caso tien e lugar la hidrólisis del cloruro
de titanio (IV) a costa del agua producida en la primera reacción para dar el oxodiclo­
rul'O de titanio y desprender cloruro de hidrógeno gaseoso. Teniend o en cuenta todos
estoa procesos parciales, la reacción global se puede representar según:

3 TiCl4 + I0
3H

---+ Cl
31

+3 .TiOC:I2 + Cl
2

+ cm
Como ya hemos indi cado anteriormente, el oxodícloruro de titanio (IV) no aparece

n unca com tal al final de la reacción conducida en caliente debido a su descomposición
pa rcial.
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Descripción detallada de las experiencias

1 Se ha . uti lizado cloruro de titanio (IV) cedido amablemente por Dow-Unquinese y cloruro de 'ti ta.­
mio (IV) purlsimo de Fluka A. G.

¡Experiencia 1.

Tiempo de reacción: 4 horas. Temperatura ambiente.
Reactivos empleados: 3,3139 grs. de óxido de arsénico (m) y 25 mls, de cloruro de

ttitanio (IV). .
Análisis del sólido :' 0,3331 grs. de muestra se recogen sobre agua en matraz esme­

rrilado, tapando el matraz inmediatamente con objeto de evitar pérdidas de cloruro ne
'hidrógeno gaseoso producido en la hidrólisis. Después se acidula con ácido sulfúrico
'concentrado hasta que la disolución es ~transparente y posteriormente se recoge en un
'vaso para la determinación gravimétrica de cloruro (31).

En otra muestra que se toma siguiendo las mismas precauciones se determina clo­
.ruro por volumetría según el método de Volhard (64). .

Las muestras que se destinan a la determinación de titanio se recogen directamente
sobre un vaso de precipitados, puesto que ' en este caso no es necesario .tomar precau­
-eiones para recoger los gases desprendidos én la hidrólisis. El titanio se determina siem­
pre por gravimetría, mediante precipitación de la disolución con hidróxido amónico (65).

:ENSAYO I. La reacción del cloruro de titanio (IV) con óxido de arsénico (111).

La reacción se realiza en el aparato de la fig. 33, según el siguiente procedimiento :
En un matraz bien seco de 100 ml s, se coloca el cloruro de titanio (IV)!, que ha

'sido destilado previamente en presencia de unas virutas de cobre ; la cantidad de reac­
tivo empleada se calcula por medida con pipeta del volumen. En dicho matraz se na
'introducido previamente un núcleo de hierro encerrado en una ampolla de vidrio para
.la agitación magnética. Lo más rápidamente posible se ocpla al matraz un refrigeran­
:te esmerilado R seco y por su parte superior, retirando la pieza D que' contiene cloruro
-de calcio anhidro como agente desecante, se . va añadiendo el óxido de arsénico (Ill),
'que ha sido desecado previamente en la estufa a 110-120 oC durante 24 horas. La eantí­

. dad de óxido añadida se calcula por diferencia de pesada del presasustancias que 19
'contiene antes y después de la adición..

Siguiendo este cuidadoso modo de operar, se puede evitar en todo momento la pre­
.sencia de humedad, que produciría la hidrólisis tan to del cloruro de titanio (IV) como
de los productos de la reacción.

Se manti ene ahora la reacción durante el tiempo requerido en cada Experien cia y a
.la temperatura deseada, calentando si es necesario con la resistencia alojada en el pro­
:pio agitador .

Una vez terminada la reacción se añade ciolohexano anhidrizado por destilación en
.presencia de sodio, para poner el producto en suspensión y agitand o se vierte su con­
'tenido en una placa filtrante instalada al final de un tren de desecación T, como indica
na fig. 32, consiguiendo de esta forma la filtración con exclusión de la humedad. El' sé­
'lido se lava entonces en la placa con eiclohexano dejando escurrir sin succión hasta
'que el filtrado pasa incoloro y su análisis no indica la presencia de titanio.

En el filtrado se determina culitativamente la presencia de iones cloruro (30), tita­
nio (62) y arsénico (llI) (63).

El sólido se seca en la placa pasando a su trav és una corriente de aire seco, sustítu­
.yendo el matraz M de recogida de filtrados por otr o limpio y seco. El análi sis cualita­
.t ívo del sólido indica la existencia de los iones cloruro (30) y titanio (IV) (62).

Esta técnica es la forma general de operar en todas las 'experiencias realizadas en..
'este trabajo.
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Titanio. - 0,28130 grs . de muestra dan 0,15191' grs. de Ti0 2 , que corresponde ¡I­

32,40 % de Ti.
0,49540 grs. de muestra dan 0,26950 grs. de Ti02 , que corresponde a 32,64 % de Ti.
Cloruro . - 0,33310 grs . de muestra dan 0,64560 gr s. de AgCI, que cor responde a­

47,95 % de Cl.
0,28600 grs. de muestra - 50 mIs. AgNOa 0,1007 N - 12,55 mls. KSCN 0,092'( N.

corresponde 47,99 % Cl. .
Oxíge no . - El oxígeno se calcula por diferencia de cargas. Para ello, una vez deter­

minado el número de átomos de titanio y cloro, se calcula el número de átomos de
oxigeno necesario para compensar las cargas y de aquí , el ' tanto por ciento . En este
caso particular corresponden 1,352 átomo s de cloro y 0,678 átomos de titanio y teniendo'
en cuenta las valencias correspondientes quedan en exceso 1,300 cargas ·positivas, para
compensar las cuales hacen falta 0,680 átomos de oxígeno, lo cual corresponde a UIl'

10,88 %.
Este mismo método se utilizará en todas las demás determinaciones.
Indeterm inado. - Residuo 8,63 s: Esta indeterminación se encuentra siempre que'

se utiliza, como en esta experiencia , éter de pet.róleo como disolvente de' lavado. Véase­
página 10.

Experiencia 2

Tiempro de reacción : 5 horas. Temperatura ambiente.
Reactivos empleados : 5,33'(0 grs. de óxido de arsénico (III) y 40 mls. de cloruro

de titanio (IV).
Análisis del sólido : 0,90010 grs. de muest ra se disuelven como se hu indicado y S~·

:recogen en matraz aforado de 500 mls. .
Tit anio. - 100 mls. disolución dan 0,10187. grs. de TiO. , corresp onde a 33,95 "J,.

de Ti. ~

100 mls. de disolución dan 0,10163 grs. TiO. ; corresponde a 33,87 % de Ti.
Cloruro. - 25 mIs. disolución - 20 mIs . - AgNOa 0,1008 N - 13,00 mIs. KSCN:

.0,1054 N ; corresponde a 50,88 % de Cl.
50 mls. disolución dan 0,17900 grs . AgCI ; corresponde a 49,12 % de' Cl.
Oxígeno. - Resul ta 11,33 %' '
Indeterminado. - Residuo 4,76 %' También en este caso se empleó éter de petró leo>

como disolvente de lavado.

Experiencia ti

Tiempo de reacción: 4 horas. Temperatura ambiente.
, Reactivos empleados : 6,8408 grs. de' óxido de arsénico (III) y 50 mIs. de cloruro.
de titanio (IV). •.
. Análisis del aól ído i - 0,65300 grs. de muestra sólida se recogen sobre agua, con 'las­
,mismas precauciones ya señaladas. Se recoge la disolución en matraz aforado de 500 .mls..

Tit anio: - 200 mls, disolución danO,l56q5 grs , Ti0
2

; corresponde a 35,84 % de Ti'.
200 mls. disolución dan 0,155'(5 grs . Ti02 ; corresponde a 35,78 % de Ti.
Cloruro. - Se determinan sobre los filtrados de las determinaciones de titanio, aci­

.dulando con ácido nítrico y añadiendo 50 mls. : AgNOa 0,1006 N consumen (en ambos­
casos) 11,45 mIs. KSCN 0,1051 N; cor responde á 51,94 % de Cl.

Oxígeno . _ Resul ta 12,19 %. .
Indeterminado. - Residuo 0,06 %' Se empleó cielohexano para cromatogra fía como'

disolvente de lavado.

'Experiencia 4

Tiempo de eracci ón : .18 horas. Temperatura : 14. horas a tempera tura ambienté ~

4 horas a la temperatura de reflujo del cloruro de titan io (IV) .
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......., .51,-

Reactivos empleados: 2,1213 gr s. de óxido de arsénico (Ill) y 30 mls. de cloruro de
titanio (IV). .

Análisis del sólido: ·0,2104 gr s, de muestra se recogen sobre agua y se llevan a ·ma­
traz aforado de 250 mls , (A).

Otra muestra de 0,8273 grs, se lleva a 250 mls. (B).
Titanio . - 100 ml s, de disolución (A) dan 0,0539 gr s. Ti0

2
; corresponde a 38,42 %

de Ti.
100 mls. disolución (B) dan 0,2028 gr s. Ti0

2
; corresp onde a 36,77 % de Ti.

Cloruro. - 50 mls .vdíaolucí ón (A) - '25 mls, AgNOs 0,1007 N - 21,40 mls . KSCN
0,0927 N; corresponde a 44,96 % de Cl.

25 mls. disolución (B) producen 0,1488 grs. AgCI; corresponde a 44,43 % de Cl.
Oxígeno . - Resulta 15,01 %.
Indeterminado. - Residuo 2,7;1 %'

Experiencia 6

Esta experiencia se realiza poniendo el oxodicloruro de titanio (IV) en un matraz
de 100 mls. limpio y seco que se monta en el aparato de la ñg: 33 Y 'se somete a la
llama directa del mechero. El oxodicloruro de titanio (IV) empleado es el obtenido a
temperatura ambiente ' en la Experiencia 3.

El cloruro de titanio (IV) producido en la descomposición deberá hervir y refluir
al matraz. No obstante , no se llega a observar líquido en el refrigerante, puesto qúc'
la muestra tomada produce una cantidad demasiado pequeña de cloruro de titanio (IV).

Terminando el tratamiento se saca el sólido resultante y se vierte 'en la placa fH­
tranLe de la fig . 32, lavándolo con ciclohexano y secándolo por paso de aire seco,
siempre con exclu sión de la humedad. :.. '

El sólido resulta ser poco soluble en ácidos y en bases tanto diluidos como concen­
trados y en caliente . Para realizarilas determinaciones cuantitaivas es necesario ', por
tanto, someterlo a una fusión alcalina con "carbonato ' sódico en crisol de platino (66).

Tiempo de calentamiento : 40 horas.
. Temperatura apr óxímada . 300 oC.

Cantidad de reactivo : 3,1625 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) pr ocedente di la
Experiencia 3.

Análisis del residuo : 0,92107 grs . se someten a fusión alcalin a con carbon ato sódico
y se recogen en agua acidu lada con ácido sulfúr ico, llevando el volumen a 500 mls . ep.
matraz aforado .

Cloruro. - 50 mls . disolu ción - 50 mls. AgNOs ' 0,1~ N - 37,85 mis. KSGN
0,1054 N ; coresponde 8. 40,45 % de el.

Experiencia 5

Tiempo de reacción : 54 horas. Temperatura : i4 horas a la temperatura de reflujo
del cloruro de titanio (IV) y con agitación y el resto a temperatura ambiente .

. Reactivos empleados: 2,1612 grs, de óxido de arsénico (IIl) y 20 mls. de cloruro de
titanio (IV).

Análisis del sólido :
Titanio. - 0,54340 gr s. de muestra dan 0,32425 grs . Ti0

2
corresponde a 35,80 %

de Ti.
0,33680 grs. de muestra dan 0,20208 grs. Ti0

2
; corresponde a 36,00 % de Ti.

Clorur o. - 0,1310 grs . muestra dan 0,2194 grs, AgCl; correspo nde a 41,45 % de Cl.
0,1636 grs. .mue stra - 25 mls . AgNOs 0,1008 N - 5,80 ml s, KSCN 0,1054 N ; corres-

ponde a 41,35 % de Cl.
Oxígeno. - Resulta 14,72 %.
Indeterminado . - 7,98 %. Se empleó éter de petr óleo como disolvente de lavado .
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25 mls. disolución - 15 mls. AgN0
3

0,1008 N - 9,25 mls. KSCN 0,1054 N ; corres­
ponde 41,34 % de Cl.

. Titanio. _ 100 mIs. disoluci ón dan 0,11842 grs. TiO. ; coresponde a 38,56 % de Ti.
100 mls. disolución dan 0,11816 grs. TiO. ; cor responde a 38,48 % de Ti.

Oxígeno. - Resulta 17,50 %'
Indeterminado . - Residuo 2,68 %.

F.N5AYO 2. Termogravimetría del oxodicloruro de titanio (IV).

Todas las medidas se realizan a presión ordinaria empleando atmó sfera inerte de
nitrógeno o anhídrido carbónico secos. Par a ello se intercalan entre la bombona y la
entr ada de gas en el aparato, dos fra scos lavadores con ácido sulfúrico y un tubo con­
teniendo pentóxido de fósforo .

El cilindro del aparato registrador gira a una velocidad de una vuelta cada tr es
horas y el regulador de temperatura se mantiene con una velocidad de calentami ento
de 300 "C por hora . De esta forma se obtien e una curva que señala la pérdida de masa
en función de la temperatura.

Las gráficas se pr esentan en las ñgs, 12 y 13. En estas gráficas, la línea de tr aro
continuo indica la pérdida de masa , mientras ' que la línea de rayas señala la variación
de la temperatura. Se señala con una línea de puntos y raya s la pérdida teórica de masa
que correspondería a la descomposición de la muestra de acuerdo con la ecuación indica­
da en la gráfica. 'A la izquierda del dibujo hay un segmento que indica la pérdida de
masa correspondiente a 50,00 mgrs.

Una vez alcanzada la constancia de peso (trazo horizontal de la línea de traz o con­
tinuo), se saca el crisol del aparato y se conserva la muestra sólida resultante para
hacer más tarde las determinaciones analíti ca correspondientes.

El produ cto final de la descompo sici ón es insoluble en agua y en ácidos y para po­
nerlo en disolución es necesario someterl o a una fusión alcalin a con carbonato
sódico (66). . '

Experiencia 7

Temperatura inicial: 19 "C. Temperatura final: 883 oC.
Muestra tomada: ·247,33 mgrs, Residuo : 78,10 mgrs.
Atmósfera inerte de nitrógeno seco.
Análisis del residuo: 77,58 mgrs. se someten a fusión alcalina con carbonato sódico

y se recogen .sobre agua acidulada 'con ácido sulfúrico.

Titanio. - La precipitación de esta muestra da 7:8,22 mgrs. de .TiO. ; corr esponde a
100,82 % de TiO•.

Experiencia 8

Temperatura inicial : 20 "C. Temperatura final:' 810 "C.
Muestra tomada: 249,80 mgrs, Residuo: . 74,80 mgrs,
Atmósfera inerte de anhídrido carbónico seco.
Análisis del residuo: 68,47 mgrs. se someten a fusión alcalina con carbon ato sódico

y se recogen sobre agua acidulada con ácido sulfúrico.

Titanio. - La precipitación de esta muestra produce 68,60 mgrs. de TiO. ; corres­
ponde a 100,19 % de TiO•.
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ENSAYO 3. Solubilidad del oxodicloruro de titanio (IV) en disolventes orgánicos.

Se ha ensayado la solubilidad de esta sustancia en disolventes orgánicos, que fueron
anhidrizados mediante ebullición a reflujo con un agente deshidratante adecuado y pos­

.terior destilación en pr esencia de dicho agente deshidratante. Para ello se emplearon
los siguientes métodos:

Acetona . - Con carbonato potásico (43).
Cloroformo. - Con cloruro de calcio anhidro (44).
Tetraeloruro de earbano. - Con cloruro de calcio anhidro (45).
Sulfuro de earbano. - Con pentóxido de fósforo (47)."
Eter etílico . ~ Con cloruro de calcio anhidro (46).
Alcohol etílico. - Con cal viva (33).
Eter de petr6leo. - Con sodio metálico (32).
Ciclohexano. - Con sodio metálico (47).
Xilol . - Con pentóxído de fósforo y sodio metálico (48).
Benceno . - Con pentóxido de fósforo y sodio metálico (49).
Acetato de etilo. - Con carbonato potésico (50).

Una muestra de sólido se añade sobre el disolvente en un tubo de ensayo y se agita
en frío y calentando hasta ebullición. Después de filt rar se ensaya la presencia de los
iones titanio (62) y cloruro (30) en el filtrado.

Decimos que la sustancia es soluble cuando da claramente las reacciones analíticas ;
decimos que es poco soluble cuando la determinación de ión "cloruro produce una ligera
opalinidad con nitrato de plata y decimos que es insoluble cuando no se observan en
absoluto resultados positivos . (Véase Tabla "IV, pág. 12).

ENSAYO 4. Espectro infrarrojo y estructura del oxodicloruro de titanio (IV).

Tanto en éste como en otros espectr os infrarrojos de otros preparados se sigue el
método descrito a continuación.

Como medio de suspensión del sólido se emplea Nujol, aceite mineral cuyo espectro
presenta, por orden de intensidad, las siguientes bandas de absorción : 2.940; l.4BO;
1.375, Y 722 cm-l. Se pulverizan unos mgrs . "del sólido en un mortero de ágata y f(,

mezclan en el mismo mortero con una o dos gotas de Nujol.
En el presente caso y en otros similares, dada la facilidad con que la sustancia se

hidroliza al aire y puesto que el polvo que se va a someter a determin ación es ya lo
suficientemente fino, se añade éste sobre el Nujol, se agita rápidamente y se coloca una
muestra entre los cristales. En casos especiales es necesario realizar todas estas ope­
raciones en el interior de una "caja seca" construida por nosotros.

Aún con estas precauciones, aparecen en la gráfica correspondiente, fig. 1, pág. 12,
débiles bandas de absorción debidas al agua .

ENSAYO 5. La reacción del oxodicloruro de titanio (I V) con ácido fórmico anhidro..
Se emplea ácido fórmico acuoso del 80 % Probus.
El ácido se anhidriza (10) empleando sulfato de cobre (H) anhidro como agente dese­

cante, el cual se puede preparar (11) calentando- sulfato de -cobre (II)-pentahi~atado a
250 oC en baño de arena hasta peso constante. Para ello se mezcla el ácido fórmiCo con
el sólido, poniendo este último en un 50 % en exceso sobre .la cantidad teóricamente ­
calculada y se mantien en en reposo durante cinco días. Entonces se añaden "unos trozos
de porcelana para homogeneizar la ebullición y se destila a presión reducida mediante
el vacío de una trompa de agua, recogiendo el destilado que pasa entre 52 y 55 "C.

- 53 "-
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En un matraz de reacción limpio y seco se pone el oxodicloruro de titanio. (IV) cuya
cantidad se conoce por diferencia de pesada y el matraz con el sólido se coloca como co­
lector en el apara to de destil ación, recogiendo un volumen de ácido fórmico anhidro que
se calcula aproximadamente. .

El matraz se lleva entonces al aparato de la figur a 33y se mantiene la reacción pri ­
mero a la temperatura ambiente y después a reflujo hasta que cesa el despr endimient o
de cloruro de hidrógeno gaseoso. . ,

Se filtra el contenido del matraz en una placa con exclusión de la humedad , se lava
con cíclohexano para cromatografía y se 'seca por paso de una corriente de aire seco
(véase Fig. 33).

El filtrado da reacciones positivas par a los iones clor uro (30) ytit.anio (62), mientras
que el sólido solamente da reacción positiva para el ión titanio .

Exp e¡'iencia 9

Tiempo de la reacción : 10 minutos a la temperatura de reflujo y 'l hora a la 'tempe­
ratura ambiente.

Reactivo s empleados : 2,1221 grs . de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en titanio de .34,98 % y aproximadamente 20 mls, de ácido fórmico anhidro.

Análisis del sólido: El sólido se disuelve en agua acidulada con ácido sulfúrico y se de­
termina ti tanio por pr ecipitación con ' hidróxido amónico (65). En muestra separada se
determina carbono e hidrógeno siguiendo el método ' de combustión y pesada de e 0

2
y H20.

Titanio. - 0,13947 grs, muestra dan 0,09124 grs. Ti02 ; Corres ponde a 39,25 % de Ti.
Car'bono hidrógeno. - Resul tados obtenid os : 9,59 ~ 9,79, Y 9,55 % para carbono y

2,14 - 2,06 Y 2,22 % para hi drógeno ; corresponde con referencia a carbono 36,14 %
dencoo.

Oxígeno. - Resulta (véase pág. 50) 19,'(8 s:
Indeterm inado. - 'Residuo 4,83 %'

.E.xpe¡·itmcia 10

Tiempo de reacción : 5 minu tos a la tempera tura de reflujo y 15 minutos a la tem­
peratur a ambiente.

Reactivos empleados : 3,0083 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido
en titanio de 34,98 % y aproximadamente 20 mls, de ácido fórmico anhidro.

Análisis del sólido.
Titanio. ~ 0,24725 grs . de muestra dan 0,16475 gr s. Ti0

2
; corresponde a 39,98 %

· de Ti. , .

. Carbono-Hidrógeno. - Los resultados obtenidos son los siguien tes : 9,65, 9,46 Y 9,75 %'
de .carbono y 2,05, 1,96 Y 1,91 %.de hidrógeno ; corresponde a 36,09 % del HeOO.

Oxígeno . - Resulta 20,30 s: .
Indeterminado. - Residuo 3,63 %'

EN5A YO 6. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido acético anhidro.

Se emplea ácido acético glacial reactivo Probus.
L~ reacción s~ lleva a cabo en el aparato de la figura 33 poniendo en eJ matraz de

reac~ló~ e.l oxodicloruro/ de titanio (IV) en cantidad conocida por diferencia de . pesada
y anadien i:lo por el extremo del refrigerante un volumen medido con pipeta de ácido
acético glacial. .

La ~ezcla se mantiene en agitación a la temperatura ambiente y posteriormente a' la
d? reíluj o hasta que .cesa el despr endimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso . El conte ­
nido del matraz se filtra en la placa de la figura 32 con exclusión de la humedad , se
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:ENSAYO 7. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido acético en presencia
de agua.

Se emplea ácido acético glacial Probus de cálidad reactivo, al que se añade la can­
·'tidad de agua deseada. En el matraz de reacción de la figura 33 se pone 'el oxod ícloruro
'de titanio (IV), determinando su peso por diferencia de pesada y se vierte sobre él un
'Volumen conocido de ácido acético con el agua añadida .

Se mantiene entonces con agitación a temperatura ambiente y más tarde a la tem­
'Peratura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso.

El contenido del matraz se saca a la placa de filtración del aparato indicado en la
~Iigura 32 y después de escurrir el exceso de reactivo, se lava con cíclohexano para cro­
matografía y se seca por paso de una corriente de aire seco.

El filtrado da reacciones positivas para los iones cloruro (30) y titanio (62), mientras
'que el sólido solamente da reacción positiva de titanio.

;Experiencia 13

Tiempo de reacción: 45 minutos a la temperatura de reflujo. ,
Reactivos empleados: 1,8704 grs, de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido

-en titanio de 34,98 %; 25 mls. de ácido acético glacial y 3,00 mls . de agua.
Análisis del sólido: El sólido se recoge sobre agua acidulada con ácido sulfúrico y

-se determina titanio por precipitación con hidróxido amónico (65). En muestra separada
-se determina -earbono -e hidrógeno por combustión y pesada de CO

2
y H

20
.

:lava con ciclohexano para cromatografía y se seca por paso de una corriente de aire soco.
El filtrado da reacciones positivas de .iones clor uro (30) y titanio (62), mientras que

-el sólido solamente contiene ión titanio.

Exp eriencia 11
Tiempo de reacción : 30 minutos a la temperatura de refluj o y 1 hora a la temperatura

.ambiente .
Reactivos empleado s: 1,2133 gr s. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido

-en titanio de 43,98 % y 20 mls. de ácido acético glacial.
Análisis del sólido. - La muestra se recoge sobre agua acidulada con ácido sulfúrico

.Y se determina titanio por precipitación con hidróxido amónico (65).
Titanio. - 0,18722 grs . muestra dan 0,08194 grs. Ti0 2 ; corresponde a 26,26 % de Ti.
Ccrbono-Hidróqeno. - Los resultados obtenidos son los siguientes: 26,46, 26,86 Y

'26,75 % de carbono y 4,26, 4,14 Y 4,21' % de hidrógeno ; corresponde a 65,61 % de
-CH, . COO. .

Oxígeno . - Resulta 8,64 .s:
Indeterminado . - Resulta un exceso de 0,51 %'

:Experiencia 12

Tiempo de reacción : 1 hora a la temperatura de reflujo y 30 minutos a Ia tempera­
~tura ambiente.

Reactivos empleados : 2,4102 grs, de oxodícloruros de titanio (IV) con un contenido en
.t itanio de 34,98 % y 25 mls , de ácido acético glacial.

Análisis del sólido : ' .
Titan io. - 0,23351 grs. muestra dan 0,10239 grs. Ti0 2 ; corresponde a 26,31 %.de Ti.
Ca¡'bono-Hidrógemo: - Los resultados obtenidos son los siguientes : 25,93, 25,46 Y

'25,65 % par a carbono y 4,15, 4,06 Y 4,04 % para hidrógeno ; corresponde a 63,13 % ele
:eH, . COO.

Oxígeno. - Resulta 9,01 %'
Indeterminado. - Residuo 1,55 %.
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Titunio. -0,20406 grs . muestra dan 0,12213 grs. Ti02; corresponde a 35,91 % de Tic,
Carbono e Hidrógerw. - Los resultados obtenidos son los siguientes : 18,51, 18,62 y'

18,46 % para carbono y 3,15, 3,19 Y 3,26 % para hidrógeno ; corresponde a 45,55 % , l~­

CH
3

• COO.
Oxig eno . - Resulta 17,82 %.
Indet erminado, - Residuo 0,72 %.

ENSA YO 8. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido propiónico anhidro o.
acuoso.

Se emplea ácido propi ónico químicamente puro Probus anhidrizado según se describe-
en la bibliograf ía (35). .

Se pone el oxodicloruro de titanio (IV) en el matraz de la figura 33 calculando su,
peso por diferencia de pesada y manteniéndolo en agitación se vierte un volumen me-­
dido dei ácido propiónico anhidro. Se mantiene la reacción a temperatura ambiente y '
después a la temperatura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento de cloruro de­
hidrógeno gaseoso.

La disolución obtenida se trata de cristalizar unas veces concentrando por destila ción
del disolvente y otras por enfriamiento con agua, hielo o una mezcla frigorifica de­
hielo-sal común , a temperatura siempre superior á la . de solidificaci ón del ácido propió-·
nico (- 2"2 OC). Ya hemos mencionado que la cris ta lización es más dificil en disoluciones .
concentradas. .

El sólido separado por enfriamiento se filtra en una placa con exclusión de la hu· ·
medad (véase figura 32) y una vez escurrido se lava con ciclohexano para cromatografia.
y se seca por paso de una corriente de aire seco.

El filtrado de la reacción da ensayos positivos para los iones cloruro (30) y titanio (62), .
mientras que el sólido solamente da reacciones positivas de iones titanio.

Las operaciones a que se refieren las Experiencias 16 y 11 se realizan precipitando.
las disoluciones por adición de agua de la forma que se describe a continuación :

Se pr epara una disolución mezcland o 150 mls . de ácido ' propiónico anhidro y 3,30.
mls. de agua.

A la disolución obtenida en la reacción, que se encuentra hirviendo a reflujo , una
vez que ha cesado el desprendimiento de cloruro de hidrógeno, se añade un volumen de­
ácido propíón íco acuoso que contiene una cantidad aproximadamente doble de agua que­
la teóricamente calculada para la reacción de hidrólisis. De esta forma aparece un pre
cipitado blanco . que se redisuelve, Al enfriar exteriormente el matraz precipita un só­
lido blanco de muy fino tamaño de partícula,

Este sólido se filtra , se lava con ciclohexano y se seca por paso de aire siempre con
exclusión de la humedad (figura 32).

Cuando dicha precipitación se realiza añadiendo cantidades de agua demasiado gran-o
des Be produce la precipitación de dióxido de titanio hidratado.

Expe,'Íencia 14

Tiempo de reacción: 6 horas en agitación. Temperatura : 5 horas a la temperatura de­
reflujo y 1 hora a temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 2,2502 grs . de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido ,::1
cloruro de 51,87 % y 25 mls. de ácido propiénico anhidro.

Análisis del sólido : El sólido se recoge sobre agua acidulada con ácido sulfúrico y se­
determina titanio por precipi tación con hidróxido amónico (65). En muestra separada,
se determina carbono e hidrógeno por combustión y pesada de CO2 y H20.

Titanio. - 0,2!l300 grs , de muestra dan 0,1054Q grs, de Ti"02; corresponde a 23,17. o/o.
de Ti.

0,4657'5 grs. muestr a dan 0,17938 grs. Ti0 2; corr esponde a 23,11 % de Ti.
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CaI·bono-Hidrógeno. ~ Los resultados encontrados son los siguien tes : 33,36 y 33,32%.
para carbono y 5,26 Y 5,18 % para hidrógeno ; corresponde a 67,60 % de propíonato .

Oxígeno. - Resulta 8,05 %'
Indeterminado . - Residuo 1,21 %.

Experiencia 15

Tiempo de reacción : 4 hora s en agitación. Temperatura: tres horas y media a la,
temperatura de reflujo y media hora a la temperatura ambiente.

Reactivos empleados: 2,4505 grs . de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido " Ib

cloruro de 51,8'( % y 35 mls. de ácido propiónico anhidro.
Análisis del sólido : 0,86311 grs. muestra en 250 mls.
Titanio. - 50 mls . disolución dan 0,06625 grs. Ti0 2 ; corresponde a 23,0.3 % de Ti..
50 mls. disolución dan 0,06549 grs, Ti0 2 ; corresponde a 22,76 % de Ti.
Carbono-Hidrógeno. - Los resultados obtenidos son los siguientes: 35,03, 35,18 %'

para carbono y 5,35 Y 5,34 para hidrógeno; corresponde a 71,1'( % de propionato.
OxígMW. - Resulta '(,49 %.
Indeterminado. - Resulta un exceso' de 1,56 %'

Experiencia 16

Tiempo de reacción: 'J; horas en agitación. Temperatura : 4 horas a la temperatura d·· ·
reflujo y 3 horas a la temperatura ambiente .

. Reactivos empleados: 2,1557 grs . de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido­
_ en cloruro de 51,8J %; 25 mIs. de ácido propiónico anhidro y 15 mls, de la disolución

acuosa de ácido propiónico (3,30 mIs. de agua en 150 mIs. de ácido propiónico anhidro).
Análisis del sólido:
Titanio . - 0,21595 grs. muestra dan 0,11924 grs . Ti0 2 ; corresponde a 33,12 % de Ti.
0,23275 grs . muestra dan 0,12812 grs . Ti0 2 ; corresponde a 33,02 % de Ti.
Carbono-Hidrógeno. - Los resultados encontrados son los siguientes : 23,96, 24,07.

23,69 Y 23,'(8 % para carbono y 3,93. 4,08, 4,07 Y 4,02 % para hidrógeno, lo cual .:0-
rresponde a 48,42 % de propionato. . .

Oxígeno . - Resulta 16,77 %.
Indeterminado. ----< Residuo 1,74 %'

Experiencia 17

Tiempo de reaccíón : 5 horas en agitación. Temperatura : 4 horas y media a tempera-o
tura ambiente y media hora a la temperatura' de reflujo .

Reactivos empleados: 2,~7'10 grs. de oxodicloruro .de titanio (IV) con un contenido en
cloruro de 51,87. %; 22 mls. de ácido propíóníco anhidro y 15 mls. de ácido propiónico
acuoso (3,30 mls , de H

2
0 y 150 mls. de ácido propiónico anhidro).'

Análisis del sólido:
Titanio. ~ 0,20740 grs. muestra dan 0,11425 grs . Ti0 2 ; corresponde a 33,05 % de Ti;
0,37088 grs. muestra dan 0,29410 grs . Ti0 2 ; corresponde a 33,01 % de Ti.
Carbono-Hidrógeno . - Los resultados obtenidos SOIl los siguientes: 24,11 , 24,31,

24,13 Y 24,00 % para carbono y 4,47, 4.62, 4,51 Y 4,42 % p!'-ra hidrógeno ; corresponde-
a 48j9~ % de propíonato. -

Oxígeno. - Resulta 16,69 %.
lndetel'lIúnado. - Residuo 1,37 %.
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$ NSAYO 9. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido n-butiríco anhidro o acuoso

Se emplea ácido n-hutírico químicamente puro Pr obus, que se anhidriza siguiendo el
.método descri to en la bibliografía (35). .

Se pone en el matraz de la figur a 33 una canti dad de oxodicloruro de titanio (IV)
'conocida por diferencia de pesada y se vierte un volumen medido de ácido n-butírico
-anh idro,

Se mantiene la reacción con agitación a la tempera tura ambiente y después a la tem­
.pera tura de reflujo hasta que cesa el desprendimiento gaseoso de cloruro de hidrógeno .

La disolución resultante se enfría en el matraz de reacción con agua y con hielo. No
se puede descender más la temperatura porque el ácido n-butírico solidifica a --4,7 oc.
'Con . este tr atamiento no se observa formación de sólido alguno . Tampoco se consigu e
la precipitación de sólido por concentración ni por adición de disolventes tales como
benceno , cíclohexano éter de petróleo, tetracloruro de carbono y cloroformo. .

La "siembra" de la' disolución con cr istales de la preparación con ácido propiónleo
-anhidro y posterior enfriamiento prolongado tampoco conduce a separación de sólido.

La adición de agua a la disolución cualquiera que sea su concentración y la cantidad
"de agua añadida produce la separación de un sólido blan co qué es estable al air e.

El sólido se filtra en una placa, se lava con agua y se seca por paso de una corrien te .
'de aire, sin que sea necesari o en este caso tomar precauciones especiales para la ex­
-clusi ón de la humedad.

El filtrado da reacciones positivas para los iones cloruro (30) y titanio (62), mientras
-que el sólido da solamente reacción posítíva para el ión titanio.

-Experiencia 18

Tiempo de reacción: 3 horas en agitación. Temperatura : 1 hora a la tempera turn
-de reflujo.

Reactivos empleados : 2,1967 gr s. de exodicloruro de titanio (IV) con un contenido en
'clor uro de 51,89 %; 14,0 mls. de ácido n-butírico y 10 mls. de agua.

- Análisis del sólido : Se realiza disolviendo la - muestra en ácido sulfúrico diluido y
'determinando titanio por precipitación con hidróxido amónico (65). En muestra separada
se determina carbono e hidrógeno por combustión y pesada de CO

2
y H

20.

Titanio. - 0,31815 grs. de muestra dan 0,15435 gr s. de Ti0
2

; corresponde a 29,1'1 %
'ue Ti.

0,30875 grs . muestr a dan 0,15000 grs . TiO~ ; corresponde a 2\Ú~ % de Ti.
Carbono-Hidrógeno.~Los resul tados obtenidos son los siguientes : 30,34,- 30,4$, 30,39,

·30,28 Y 30,52 % para carbono y 5;23, 5,:1,3, 5,25 Y 5,38 % para hidrógeno ; corresponde
iI 55.68 % de butirato.

Oxígeno . --,. Resulta 14,34 %:
Indeterminado. - Residuo 0,85 %.

:Experiencia 19

Tiempo de reacción: 5 horas en agitación. Temperatura : De reflujo .
Reactivos empleados: 2.2289 grs . de oxodicloruro de titanio (IV) con un contendlo en

c loruro de 51,89 %; 22 mls. de ácido n-butírico anhidro y 10 mls . de agua .
Análisis del sólido :
Titanio. - 0,27955 grs. muestra dan 0,13549 grs , Ti0

2
; corresponde a 29,08 % de Ti.

0,23505 grs. muestra dan 0,:1,1401 grs. Ti0
2

; corre sponde a 29,11 % de Ti .
Carbono-Hidrógeno . - Los resultados obtenidos son los siguientes: 30,24, '30,27 Y

30,28 % de carbono y 5,11, 5.31 Y 5,30 % de hidrógeno, lo cual corresponde a 54,90 %
de butirato .

Oxígeno. - Resulta :1,4, 37 %.
Inde terminado . - Residuo 1,64 %.
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iENSAYO 10. Espectros infrarrojos de los productos de reacción de oxodlcloruro de titanio (IV)
con ácidos orgánicos anhidros o acuosos.

Los espectros se toman en Nujol empleando . el mismo apara to y operando de la misma
forma que la descr ita anteriormente (véase pág. 53).

"ENSAYO 11. La reacción del oxodicloruro de t itanio (IV) con anhidrldo acético

Se emplea anhídri do acético pro análisis de Unión Chimique Beige, S. A.
La reacción se realiza. en el apara to indicado en la figura 33 poniendo en el matraz

de reacci ón una cantidad de oxodiclor uro de ti tanio (IV) conocida por diferencia de
pesa da y añadiendo después por el extremo del refri geran te donde va alojado el tubo
-de cloruro de calcio, un volum en conocido de anhídrido acético .

Se mantiene la reacción con agi tación a la temperatura de reflu jo hasta que cesa
'el desprendimiento de cloruro de hidrógeno gaseoso y a continuación se enfría exterior ­
mente el matraz con agua hasta alcanzar la temperatura ambiente. Se filtra en la placa
'dispuesta según se indica en la figura 32 y se seca por paso de una corriente de aire
-seco.

El espectro infrarrojo de esta sus tancia se realiza en Nuj ol siguiendo el método ya
'descrito (véase pág. 53).

Experiencia 20

Tiempo de reacción : 1 hora a la tempera tura de reflujo y 1 hora a la temperatura
a mbiente .

Bactívos empleados : 1,6944 grs, de oxodiclor uro de titanio (IV) con un contenido en
t itanio de 34,98 % y 50 mis. de anhídrido acético.

Análisis del sólido: La muestra se recoge sobre agua acidulada con ácido sulfúrico y
se determina ti tanio precipitando la disolu ción con hid róxido amónico (65). En muestra
'Separada se determine carbono e hidrógeno por combustión y pesada de CO

2
y H

20
.

Titanio. - 0,27113 gr s. muestra dan 0,12002 grs. de Ti02 ; corresponde a 26,56 %
de Ti.

Carbono-Hidrógeno. - Los resultados obtenidos son los siguientes : 26,21, 26,10 Y
25,8'1 % para carbono y 4,08, 4,24 Y 4,10 % par a hidrógeno ; corres ponde a 64,0'1 % de
aceta to .

Oxígeno . - Resul ta 9,04 %.
Indeterminado. ~ Residuo 0.33 %'

ENSA YO 12. ' La reacción del oxudicloruro de t itanio (IV) con ácido acético anhidrido en pre­
sencia de anhidrido acético .

Se emplea la mezcla azeotrópica que se prepara por destilación de una mezcla en
volumen de 6 partes de ácido acético y 1 parte de anhídrido acético.
- La reacción se lleva a cabo en el aparato de la figura 33 poniendo en el matraz la

can tidad pesada de oxodicloruro de titanio (IV) y añadiendo por el extremo del refri­
gerante un volum en conocido de la mezcla mencionada. En el momento de la adici ón ,
cl sólido se mantiene en agitación para evitar su apelmazamiento.

Se mantiene la reacción a la temperatura de reflujo hasta que termina de disolverse
todo ' el sólido y después se enfría exteriormente con agua, hasta la temperatura ambiente.

El con tenido del matraz se filtra en la placa instalada según se indica en. lit figura 32
y una vez escurrido el líquido, se lava con cíclohexano anhidro y se seca por paso de una .
corriente de aire seco. - .

El filtrado da positivos los ensayos de los iones cloruro (30) y titanio (62) al igual
que el sólido, como consecuencia de la solubilidad del producto de reacción en el ex­
ceso de reactivo .
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FIG. 30. ~ Conductividad específica de mezclas de ácido acético y anhídrido acético
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añad ido a 35mls. de ácido

acético glacial

Experiencia 21

Tiempo de reacción: 1 hora a la temperatura de ' reflujo de la mezcla ' líquida .
Reactivos empleados: 1,0771 grs, de oxodicloruro de titanio (IV) preparado en lit

Experiencia 3 y 30 mls, de la mezcla de ácido acético y anhídrido acético.
Análisis del sólido: 0,76000 grs, de muestra sólida se recogen sobre agua y se acidu­

la ligeramente con unas gotas de ácido sulfúrico, recogiendo la disolución en matraz
aforado de 250 mls ,

Titanio . - 100 mls , disolución dan 0,10128 grs , Ti0
2

; corresponde a 19,99 % de Ti.
Cloruro. - 25 mls, disolución - 10 mls. AgN0

3
0,1008, N - 3,60 mls . KSCN

0,1054 N ; corresponde a 29,32 % de Cl.
Carbono - Hidrógeno . ~ 0,0753 grs . muestra dan 0,0560 grs. de CO

2
y 0,0230 grs, i~e

Il 20 ; corresponde a 49,85 %de acetato.
, Indeterminado. - Residuo 0,87; %.

Experiencia 22

Tiempo de reacción : 40 minutos a la temperatura de reflujo de la mezcla líquida .
Reactivos empleados: 2,6790 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) procedentes de l¡t

Experiencia 3 y 25 mls . de la mezcla de ácido acético y anhídrido acético .
Análisis del sólido.

Titanio. ~ 0,51140 grs. de muestra dan 0,16762 grs. Ti0
2

; corresponde a 19,66 %
de Ti.

Cloruro. - Filtrado de la precipitación anterior - 50 mls. AgN0
3

0,1006 N - 8,10
. mls. KSCN 0,1051 N ; corresponde a 28,9'1 % de Cl.
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Titanio . - 0,315'12 gr s. muestra dan 0,10395 grs . Ti02 ; corresponde a 19,76 % de Ti.
. Cloruro. - Filtrado de la precipitación nterior - 50 mls . AgN0

3
0,1006 N - 23,25

rnls. KSCN 0,1051 N ; corresponde a 29,05 % de Cl. .
Carbono-Hidrógeno. - Los resul tados obtenidos son los siguientes : 20,14 y 20,44 %

para .carbono y .2,98 Y 2,91 % para hidrógeno ; corresponde a 49,88 % de acetato.
Indeterminado. - Residuo 1,40 %'

Estudio de ia conductividad específicá de la mezcla de ácido .acético y anhídrido acético

Este estudio tiene como objetivo comprobar el aumento de la disociación del ácido
acético por adición del anhídrido. Los valores encontrados se reflejan en la siguiente
tabla.

TABLA XXIII

Volumen aiíadido Cond: espec. Vol. añadido Concf;. espec.
m is. ohm-1 cm- 1 x 10-7 mis. 01lm- 1 cm- 1 x 10-7

11,30 7,01 27,00 17,63
11,55 7,14 28,05 18,11
11,90 7,48 28,90 18,71
13,00 8,37 30,10 19,25
13,50 8,96 31;00 19,70
14,00 9,05 32,00 20,18
15,00 9,71 .. 33,00 20,61
16,00 10,47. 34,00 21,09
17,00 11,26 35,00 21,61
18.00 11,96 36,00 21,96
19,00 12,76 38,00 22,86
20,00 13,40 40,00 23,75
21,05 13,96 42,00 24,27:'
22,00 14,56 44,10 25,09
23,05 15,23 46,00 25,'16
24,00 15,76 48,00 26,48
25,00 16,54 50,10 27,01
26,00 17,05

Se emplea un conductímetro E 382, Metrohm A. G. Herisau.
La Experiencia se realizó poni endo 35,0 mis . ' de ácido acético glacial en la célula

conductim étrí ca y representando gráficamente los volúmenes de anhídrido acético añadi­
dos frente a las conductividades observadas. Los valores de conductividad hasta la adi ­
ción de 11,30 mls . de anhídrido acético son inobservables con el aparato de medida uti­
lizado. Las m édidas se realizan con exclusión de la humedad, colocando en las salidas
a l aire un tubo conteniendo cloruro de ' calcio como agen te deshidratante.

Esp ectro infrarrojo del diclorodiacetato de titanio (IV)

.Se toma el espectr o en Nujol, operando. como se ha descrito ya anteriormente (véase
pág. 50).

ENSAY O 13. La reacción del oxodicloruro de' titanio (IV) con ' ácido sulfúrico anhidro

La reacción se realiza en el aparato de la figura 33, utilizado con generalidad en estas
preparaciones, manteniendo el oxodicloruro de titanio (IV) en agitación y añadiendo el
ácido por el extremo del refrigerante. En este caso es absolutamente imprescindible uti-
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lizar el aparato con los esmerilados perfectamente limpios de grasa, pues de lo contrarlo.
el contacto con el ácido carboniza la materia orgánica, ensuciando el contenido deli
matraz.

El ácido sul f úr ico anhidro se prep ara a partir del ácido fumante Probus del 20 % de
S03 libre, por adición de la cantidad teóricamente calculada de agua (manteniendo el:
ácido en baño de hielo-sal común) y posterior ajuste por valoración frente a hidr éxid o
sódico, procur ando dejar un ligero exceso de S03'

El gas desprendido en- la reacción está constituido por cloruro de hidrógeno, según
se determina cualitativamente (30). .

La disolución result ante de este tratamiento se concentra por destilación, calentando
el matraz directamente a la llama del mechero. Al ir concentrando la disolución se pro ­
duce la separación de un sólido blan co, que se lava con benceno anhidro y se seca pOI"

paso de una corriente de aire seco (fig. 32).

Experiencia 23

Tiempo de reacción : 20 minutos. Temperatura de reflujo.
Reactivos empleados : 2,1614 grs. de oxodícloruro de titanio (IV) con un cont enid o­

en cloruro de 51,91 % y 25 mls. de ácido sulfúrico anhidro.
Análisis del sólido : El sólido se recoge sobre agua y en la disolución se determin a.

cloruro (64) y sulfato (67).
0,93271 grs. muestra se llevan a 250 mis.
Titanio. - Dos muestras de 50 mis. dan 0,04212 y 0,04190 grs . respectivamente de­

Ti0 2 ; corresponde a 13,51 % Ti.
Sufato. - Dos muestras de 25 mis. disolución dan 0,18201 y 0,18267 grs. SO.Ba ~·

corresponde a 80,35 % de S04'

ENSA YO 14. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con sulfuro de hidrógeno anhidro•.

El aparato empleado es el de la figura 35. .
El cloroformo empleado ha sido prev iamente desecado por destilación fraccionada en

presencia de cloruro de calcio anhidro (44).
El sulfuro de hidrógeno producido por adición de ácido sulfúrico diluido sobre ph-ita.

de hierro se seca por paso a través de dos unidades que contienen cloruro de calcio y '
pentó xido de fósforo respectivamente. No se emplea ácido clorhídrico para el ataque de li t .
pirita , para evitar el posible desprendimiento del mismo que producirla la reacción qu~

estudiamos a continuación, enmascarando el resultado.
El residuo obtenido se filtra , se lava en la placa (fig. 82) con cloroformo anhidro Y"

se seca por paso de air e seco. ' .
El sólido da reacciones positivas de iones cloruro (30) y titani o (62).

Experiencia 24
Tiempo de reacción : 10 horas. Temperatura ambiente .
Reactivos empleados: 3,6937 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido­

cn cloruro de 51,91 % puestos en suspensión en 30 mls. de cloroformo anhidro .
Análisis del sólido : La muestra sólida se recoge sobre agua, ligeramente acidulada,

y se precipita con hidróxido amónico (65). En el filtrado se determinaclorúro (64): .
·Titanio. - 0,10317 grs. muestra dan 0.06101 grs , Ti02 ; corres ponde a 35,48 %' de' Ti.
0,12528 grs . muestra dan 0,07412 grs . TiO.; corresponde a 35,49 % de Ti. .; :
Cloruro. - Filtrado de la prim era precipitación - 20 mls. AgN03 0,1009 N - 5,20 mis..

KSCN 0,1007 N; corresponde a 51,36 % de CI.
Filtrado de la segunda pr ecipitación - 20 rnls. de AgN03 O,1009 ' N - 1,95 mlsl.

n S.CN 0,1007: N ; cor responde a 51,55 % de CI.
. Oxígeno. . - Resulta 12,10 %. .

. iwiet erminodo.>: Residuo 0,06 %.
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ENSA YO 15. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con cloruro de hidrógeno anhidros;

El oxodicloruro de titanio (IV) recientemente preparado, se pone en suspensión etérea
con una cantidad unas cinco veces mayor de éter etílico anhidro, en . un matraz con doble
entrada como se indica en la figura 35, Por una de ellas pasa un tubo que hace bur-.
bujear el cloruro de hidrógeno en la suspensión y a la otra se acopla un refrigerante­
para evitar la evaporación del disolvente por el calentamiento que experimenta como.
consecuencia de la reacción exotérmica,

El cloruro de hidrógeno gaseoso se prepara dejando gotear ácido clohídrico concen-·,
trado sobre ácido sulfúrico concentrado (36) y posteriormente se hace burbujear pOI"
ácido sulfúrico para eliminar las últimas trazas de humedad.

Mediante agitación magn ética se consigue mantener en suspensión el oxodícloruro de·
titanio (IV) en el éter etílico anhidro.

La reacción se da por terminada cuando todo el BÓlido se ha disuelto y la disolución,
obtenida se somete entonces a destilación, que se mantiene hasta consistencia oleosa
(Experiencia 25) o hasta la separación de sólido (Experiencia 26).

El sólido finalm ente obtenido es hidrolizable al aire y soluble en agua y . tiene una
relación titanio/cloruro mayor que 1/2. '

Experiencia 25

Tiempo de reacción: 2 horas. Temperatura ambiente. Se destil a hasta que ' el resid.io..
es un sólido de aspecto gomoso.

Reactivos empleados: 4.6118 grs. de oxodicloruro de titani o (IV) con un contenido en,
cloruro de 51,89 % y 25 mls, de éter etílico anhidro.

Análisis del sólido: La muestra se disuelve en agua y se acidul a con ácido sulfúrico:
Se determina titanio por precipitación (65). En el filtrado se determina cloruro (64).

Titanio. ~ 1,12410 grs, de muestra dan 0,49824 grs. Ti02 ; corresponde a 26,59 %.
de Ti.

Cloruro . ....... El filtrado de la precipitación anterior se recoge y se enrasa en matraz,
aforado de 250 mls.

25 mis. disolución - 25 ml s . AgN0
3

0,1006 N - 12,50 mis. KSCN 0;1001' N ; co- .
rresponde a 37,88 % de Cl.

Expe1iencia 26

Tiempo de reacción : 2 horas. Temperatura ambiente . Se destila hasta que el sólido.
aparece suelto. .

Reactivos .empleados: 2,7433 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con UI1. contenido.
en cloruro de 51,91 % y '20 mis : de éter etílico anhidro.
l. Análisis del sólido: En este caso se recoge la muestra en agua y se enrasa en matraz,
ilfora~o . 1,23004 grs. desólido se enrasan en matraz aforado de 250 mis.

Titanio. - ' 50 mis . de disolución producen 0,141110 grs. de Ti02 ; corresponde a.
34,41 % de Ti.

50 mis : disolución producen 0,14095 grs . Ti0 2 ; correspnde a 34,37 % de Ti.

Cloruro. - Al filtrado de' la primera precipitación se añaden 50 mls. 'AgN0
3

0,1009 N'
28.00 mls, ,KSGN 0,1007' N ; correspnde a 32,08 % de Cl.

. ' Filtrado de la segunda precipitación - 50 mls. AgN0
3

0,1009 N - 28,05" mis. KS('~ .
0,1007 N; corresponde a 32,01 %.de Cl.

En ambas Experiencias queda un ' residuo ' de materia orgánica que no se' determína.,
puesto que 'sólo nos interesa conocer al relación CI/Ti.
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:ENSAYO 16. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con ácido nítrico anhidro.

El ácido nítrico anhidro se prepara por destilación a pr esión reducida de una mezcla
de dos par tes en volumen de, ácido sulfúrico fumante y una parte de ácido nítrico
:l'umante (37). La mezcla de ambos ácidos se hace en un baño de hielo-sal común.

Se pone en un matraz una cantidad de oxodicloruro de titanio (IV) que se conoce
por dííerencí a de pesada y este matraz se emplea como colector , mantenido en un baño
de hielo-sal común, en el aparato de destilación, recogiendo un volumen adecuado del
ácido nítrico anhidro que en las condiciones de trabajo destila entre 45 y 46 °C.

El matraz se lleva entonces al aparato de la fig. 33 Y se mantiene duran te unas horas
a temperatura ambiente y posteriormente a ;:O° C en baño de agua. El contenido de
matraz se filtra entonces en una placa con exclusión de la humedad (fig. 32) se lava
-con ciclohexano anhidro y se seca el sólido por paso de una corriente de aire seco.

La presencia de cloro en los gases de .reacción se compr ueba con fluoresceína (30).
El sólido que resulta presenta un color blanco y huele ligeramente a dióxido de nitró­
geno. El sólido da reacciones positivas de iones titanio (62) y débiles reacciones de ni­
'tr ato (68). No contiene ión cloruro .

Experiencia' 27

Tiempo de reacción : 3 horas. Temperatura : 79 oc:
Reactivos empleados : 2,8367 grs. de oxodicloruro de titanio (IV) con un contenido

en cloruro de 51,91 % y 15 mls, de ácido nítrico anhidro.
Análisis del sólido: El sólido se disuelve en suficiente cantidad de agua y se deter­

mina titanio por precipitación (65). Las determinaciones cuantitativas de nitrito y nitrato
no se mencionan puesto que su contenido no llega al 2 %.

Titanio. - 0,20662 grs . muestra dan O,OnSO grs. Ti02 ; corresponde a 22,50 % de Ti.

.Experiencia 28

Tiempo de reacción : 2 horas . Temperatura 70 °C.
Reactivos empleados : 1,8268 grs. de oxodicloruro de titanio con un contenido en

cloruro de 51,91 % y 15 mis. de ácido nítrico anhidro.
Análisis del sólido :
Titanio. - 0,20108 grs, muestra dan 0,07284 grs, Ti0

2
; corresponde a 21,73 % de Ti .

El espectro infr arrojo de la sustancia se realiza siguiendo la técnica descrita .en la
pág. 113. .

.ENSAYO ,17. La reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con amoniaco anhidro.

El amoníaco se produce por calentamiento de una mezcla a partes iguales en peso cíe
-eloruro amónico y óxido de calcio, ligeramente humedecida con agua. El amoníaco des­
prendido de esta forma se hace atravesar por un tubo de metro y medio de longitud
.aproximadamente, conteniendo lentejas de potasa caústica, para su secado.

Se utiliza el aparato indicado en la fig. 35 en cuyo matraz se pone una cantidad pe­
sada de oxodicloruro de titanio (IV) que se ' mantiene en suspensión en cloroformo
a nhidro, mediante agitación magnética.

La reacción se conduce a temperatura ambiente. El residuo final de la reacción se
deja ' decantar, se filtra en placa con exlusión de la humedad (fig. 32), se lava varias
veces con cloroformo anhidro y se seca por paso de aire seco.

El sólido da reacciones positivas de iones cloruro (30), titanio (62 y amoníaco (69) y
.huele fuertemente a amoníaco. Es extraordinariamente higroscópico.
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:ENSAYO 18. Estudio de las 'propiedades de los compuestos preparados a partir del oxodicloruro
de titanio (IV) con .ácidos orgánicos.

250,96 lllgrs. fig. 18
283,49 mgrs . Hg. 20
295,31 mgrs . ñg, 22
269,77 mgrs. Hg. 24

273,10 mgrs. fig. 14
259,19 mgrs . fig. 15
143,32 mgrs. fig. 16
277,63 mgrs, fig. 17
275,30 mgrs. Hg. 19
268,25 mgrs. Hg. 21
270,92 mgrs . fig. 23

iEn atmósfera de 002 seco:

Oxodipropionato ed titanio oo' .oo oo. oo .

Trioxodipropionato de titanio- .... . oo oo . oo .

Trioxodibutirato de titanio
. Diclorodiacetato de titanio oo' oo . .oo oo .

En atmósfera de- N
2

seco :

Trioxodiformiato de titanio oo . ... .." oo '

Oxodiacetato de titanio . oo oo . ' oo oo . · oo "

Trioxodiacetato de titanio oo . oo. . oo oo. oo.

Oxodipropionato de titanio oo. oo . oo' .oo

Trioxodipropionato de titanio .oo . oo oo ' . oo

Trioxodibutirato de titanio oo . oo' oo • • oo .oo

Díclorodiacetato de titanio .oo . oo .oo oo . .oo

Solubilidad. - Los disolventes empleados en los ensayos se secan siguiendo los
mismos procedimientos ya descritds en la pág. 112. Los ensayos se realizan en tubo de
ensayo agitando el sólido con el disolvente a la temperatura ordinaria o en calient e,
"filtrando y determinando la presencia de iones titanio en la disolución (62).

Estabilidad térmica. - Estos _ensayos se realizan empleando el mismo aparato y si­
.guien do la misma técnica que la descrita en la pág. 110. Las muestras tomadas son re s­
"pectivamente las siguientes :

Experiencia 29

Tiempo de reacción : 3 horas. Temperatura ambiente.
Reactivos empleados : 5.0860 grs. de oxodi cloruro de titanino (IV) con un contenido

'en cloruro de 51,91 % y 60 mls. d~ cloroformo anhidro.
Análi sis del sólido: La muestra se recoge sobre agua. En la disolución se determínd

.clor uro (64), titanio (65) y amoníaco (7(J). .
Titanio. - 0,17342 grs. muestra dan 0,07081 grs. Ti0 2 ; cor responde' a 24,50 %

-de Ti. .
0,20572 grs, muestra dan 0,08160 grs, Ti0

2
; corresponde a 23,80 % de Ti.

Cloruro. ~ Filtrado de la primera precipitación - 25 mIs. AgN0
3

0,1009 N ­
.8,48 mIs. KSCN 0,1007. N; corresponde a 34,11 % de 01.

Filtrado de la segunda precipitación - 25 mls, AgN0
3

0,1009 N - 5,45 mIs. KSON
'0,1007 N; corresponde a 34,01 % de 01.

Amoníaco. - 0,31933 grs. muestra -t 28,35 mIs. om 0,0960 N; cor responde ::
·30,81 % de . NH3 .

, 0,22193 grs. muestra - 19,55 mIs. ClH 0,0960 N ; corresponde ' a 30,7:1 % de NH3 •

0,39458 grs. muestra se destilan con NaOH sobre 100 mIs. om 0,0960 N '- 21,80 ml s:
:NaOH 0,1010 N ; coresponde a 31,86 % NH

3
•

Oxígeno. - Resulta 8,45 %'
Indeterminado. - Residuo 1,48 %"

"'ENSAYO 19. La reacción del cloruro de titanio (IV) con óxido de cromo (VI).

La reacción se realiza en el' aparato de la fig. 33, poniendo en el matraz de reacción
'Una cantidad de óxido de cromo (VI) que se conoce por diferencia de peso y añadiendo
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por el extremo del refrigerante un volumen conocido de cloruro de titanio (IV). El óxi­
do de cromo (VI) ha sido desecado previamente en estufa a 130 "C durante 12 horas .

Se mantiene el sólido en agitaci ón y simultáneamente se hierve a la temperatura de­
reflujo hasta que el líquido que refluye del refrigerante aparece incoloro. Se produce'
desprendimiento de cloro (30). El residuo del matraz se vierte entonces en una placa
(ñg, 32) se lava con ciclohexano anhidro y se seca finalm ente por paso de una corriente ·
de aire seco.

Se ensaya a disolver el sólido en los disolventes del oxodicloruro de titanio (IV) (véa­
se pág. 9) Y en todos los casos se encuentra que los disolvente s que disuelven algo del:
oxodicloru ro,' disuelven también el compuesto de cromo , no siendo posible la ·resolu-·
ción de la mezcla por extracción en Soxhlet.

Haciendo uso de la reacción del oxodicloruro de titanio (IV) con cloruro de hidróge-·
no gaseoso seco, se intenta separar ia mezcla por este procedimiento, para lo cual se­
pone el sólido resultante . de la reacción en un matraz según indica la fig. 35 Y se pasa-o
corriente de cloruro de hidrógeno, sin conseguir aún después de prolongado tratamiento
la desaparición del i ón titanio en el sólido, aunque sí se consigue un enr íquecímíento;

Expe¡'iencia 80

Tiempo de reacción : 18 hora s a la temperatura de reflujo.
Reactivos empleados: 5,2565 grs, de óxido de cromo (VI) y 50 mls, de cloruro de­

titanio (IV).
Análisis del sólido : La muestra sólida se recoge sobre agua acidulada con ácido sul­

fúrico, se precipita con nitrato de plata y se oxida Cr (ill) a cromato con persulfato
potásico (71), para determinarlo como tal, frente a disolución valorad a de Fe (TI) (72).

En muestra separada se precipita con amoníaco (65) y se calcina la mezcla de óxidos
de titanio (IV) y cromo (Ill), de donde se deduce el contenido en titanio. En el filtrado
de esta precipitación o en muestra separad a se deter minan cloruros por volumetría (6i )
o gravimetría (31).

Cromo. - 0,23520 grs , muestra se oxidan _ . 50 mls, Fe (TI) 0,0918 N ~ 20,45' mls ..
KMn04 0,1088 N; corresponde a 17,40 % de Cr.

Titanio . - 0,1686 grs . muestra dan 0,09852 grs. 'precipitado de óxidos - corres ··
ponden 0,04284 grs. Cr203

y 0,05568 grs. Ti0
2

; corresponde a 19,80 % de Ti.
Cloruro . - 0,13471 grs. muestra dan 0,28551 grs. CIAg ; corresponde a 52,20 o/o.

de Cl.

Oxígeno. - Resulta 10,60 %. (Por diferencia a 1,00).

Experiencia 81

Tiempo de reacción: 21 hora s a la temperatura ambiente.
Reactivos empleados : 2,0064 grs. del sólido preparado en la Experiencia 30 ; 80 mls ..

de éter etílico ; se satura pasando corriente de cloruro de hidrógeno seco.
Análisis del sólido: 0,97235 grs. de muestra se llevan a 250 mls, en matraz atorado ;

Cromo. ~ 25 mIs. disolución oxidados - 50 mIs. Fe (11) 0,0918 N - 29,23' mls.
KMn04 0,1088 N; corresponde a 25,12 % de Cr.

Titanio. - 100 mIs. disolución dan 0,20596 grs. óxidos ; corresponde 0,14264 grs ;
Cr203 y 0,06332 grs. Ti0

2
; corresponde a 9,76 % de Ti. -

Cloruro. - Filtrado de la precipitación anterior _ 1,00 mls. AgN0
3

0,1006 N _
32,35 mls. KSCN 0,1051 N; corresponde a 60,81 % de CI.

Oxígeno. - Por diferencia a 100 resulta 4,31 %'
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ENSAYO 21. La reacción del cloruro de titanio (IV) con óxido de molibdeno (IV).

El .óxido de molibdeno (VI) empleado- en esta reacción es un producto pur ísimo
Schuchardt, que se ha desecado previamente en estufa a una tempera tura de 110-120 ° .C
durante 10 horas. En otra prepa ración y con el objeto de ver diferencias de compor ta­
miento , se empleó óxido de molibdeno (VI) prepara do por acidulación con ácido nítrico
de una disolución en hidróxido sódico del óxido antes mencionado y posterior deseca-
ción (39). .

La reacción es lenta y no se consigue nunca .10. convers ión completa, salvo en el
caso en que se emplea. el óxido precipitado. .:

Se emplea el aparato indicado en la fig. 33 poniendo en el matraz . una cantidad pe­
sada de óxido de molibdeno (VI) y añadiendo por el 'extremo del refrigerante un volu­
men conocido de,'cloruro de titanio (IV). La reacción se mantiene varias horas a la tem-
peratura de reflujo. . ' ,

Una vez que se da por terminada la: reacción, se secan los cristales en el mismo, re ­
frigerante por paso a su través de una corriente de' aire seco y se conservan para su
análisis posterior en desecador . El re siduo sólido del matraz se filtra en placa, se lava
sucesivamente con ciclohexano y se seca posteriormente por paso de aire seco.

El filtrado se puede concentrar para su cris talización o todavía resulta más cómodo
realizar la misma por precipitación añadiendo cíclohexano, .benceno o éter de petróleo
sobre la disolución, saturada. El sólido da las reacciones caracter ísticas de los iones -elo-
ruro y molibdeno (VI). , " .

Los cri stales se pueden purificar por disolución en cíclohexano en caliente y poste-
rior recrístalízacíén . ' . .

El residuo sólido del matraz de reacción es soluble en agua solamente' cuando se ~ci.
dula fuertemente con -ácido sulfúrico concentra do y se hierve. Esta insolubili zución del
oxodiclorur o -de titani o (IV) es característica de su descomposición térmica. .

ENSAYO 20. La reacción del cloruro de titanio (IV) con dloxodicloruro de cromo rvn ,
El dioxodicloru ro de cromo (VI) se 'prepara (7:3) goteaando ácido sulfúrico sobre una

mezcla de dicromato potásico y cloruro sódico bien secos y se purifica posteriormente
por destilación . ' . , .

La reacción se realiza en el aparato de la fig. 33 poniend o en el matraz un volumen
conocido del reactivo y manteniéndolo en agita ción se añade por el extremo del refrige-
rante un volum en conocido de cloruro de titanio (IV). - "

La reacción se mantiene en agitación y a reflujo hasta que desapare ce el' color rojo
del líquido que refluye . del refrigerante, con' lo cual resulta un líquido de color rojo
más intenso que en las reacciones del Ensayo 19.

El sólido se filtra en placa con exclusión de la humedad (fig. 32), se lava con ci­
clohexano anhidro y se seca por paso de una corriente de aire seco.
Experi encia 32

Tiempo de reacción: 8 horas a la temperatura de reflujo .
'Reactivos empleados: 3 mls, de dioxodicloruro de cromo (VI) y 30 mls, de cloru ro

de titanio (IV).
Análisis del sólido : 0,61612 grs. de sólido se recogen sobre agua acidulada y se lle­

van a 500' mis. en matraz aforado.
Las determinaciones anal íticas se realizan como en las Experiencias del Ensayo 19.
Cromo. - 100 mls. disolución oxidados - 25 mls. Fe (JI) 0,0918 N - 5;17 mla .: de

KMn0
4

0,1088 N ; corr esponde a 24,37 % de Cr.
Titanio. - 100 mis. disolución dan 0,05374 grs, óxidos; cor responden 0,04384 , ~s .

Cr
2
0

3
.y 0,00990 grs , Ti0

2
; corresponde a 4,82 % de Ti.

Cloruro. _ Filtrado de la precipitac ión anterior - 50 mis. AgN0
3

0,1006 N ' ­
26,75 . mIs. KSCN 0,1051 N; corresponde a 63,82 % de Cl.

Oxígeno. - Por diferencia a 100 res ulta 6,99 %' .
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Expe riencia 83

Tiempo de rea cción : 62 hor as. Temperatura : 24 horas a la temperatura de reflujo y
el resto a temperatura ambiente. .

Reactivos empleados : 1,,2-524 grs. de óxido de molibdeno (VI) y 20 mls . de cloruro
de titanio (IV). .

Análisis del sólido cristalino del refrigerante: Los cristales se recogen sobre agua
y en la disolución se determina cloruro por gravimetría (31) o volumetría (64) y molib­
deno por precipitación romo oxinato (40).

0,90790 grs . de sólido se disuelven y enrasan en matraz aforado de 100 mis.

Cloruro. - 20 mls, disolución dan 0,26134 grs , CIAg; corresponde a 35,55 %
de Cl.

20 mis. disolución - 40 mis . AgNO 0,1013 N - 23,00 mis. KSCN 0,0969 N ; corres-
3 .

ponde a 35,59 % de Cl.

Moi ibdeno. - 20 mis. disolución dan 0,37421 grs. oxinato ; corresponde a 47,40 %
de ~[o.

Oxígeno. - Por diferencia a 100 resulta 17,03 %'
Análisis del residuo sólido del matraz. - Una muestra se recoge sobre agua, se aci­

dula fuertemente ron ácido sulfúrico, se hierve y se filtra. En el filtrado se determina
t itan io (65) y cloruro (64).

Otra muestra se recoge sobre agua, se añade hidróxido sódico, se hierve y se filtra.
En la disolución se determina molibdeno .

0,25232 grs. de sólido se disuelven en ' ácido y se enrasa en matraz aforado de
100 mIs.

Titanio. - 50 mls, disolución dan 0,07528 grs . Ti0
2

; corresponde a 35,80 % de Ti.
CloTU1'o. - 20 mls. disolución - 25 mis. AgÑ0

3
0,1006 N - 11,38 mls. KSCN

0,1051 N ; corresponde a 37,05 % de Cl.
Molibdeno. - 0,16214 grs. muestra se disuelven en álcali ; el filtrado produce

0,03451 grs , de oxinato ; corresponde a 7,35 % de Mo,

Exp eriencia 84

Tiempo de reacción: 8 horas. Temperatura de reflujo.
Reactivos empleados: 2,1315 grs . de óxido de molibdeno (VI) y 20 mis. de cloruro

de titanio (IV).
Análisis del sólido círstalíno del refrigerante :
1,21131 grs . muestra se enrasan a 250 mls. en matraz aforado.

Cloruro. - Dos muestras de 25 mls. disolución - 15 mis. AgN0
3

0,1013 N - 3,31. Y
3,23 mls. respectivamente KSCN 0,0969 N; corresponde a 35,14 % de Cl.

Molibdeno. - Los muestras de 50 mls, disolución dan respectivamente 0,50906 y
0,50864 grs. de oxinato ; corresponde a 48.31 % de Mo.

Oxígeno. - Calculado por diferencia a 100 resulta 16,55 %'

Exp eriencia 35

Tiempo de reacción: 28 horas. Temperatura : 8 hora s a la temperatura de reflujo
y 20 horas a temperatura ambiente.

Reactivos empleados : 5,1100 grs, de óxido de molibdeno (VI) obtenido por precipita-
ción y 25 mls. de cloruro de titanio (IV). .

Análisis de los cri stales del refrigerante. - 0,50091 grs , muestra se enrasan a
250 mls. en matraz aforado. .

Cloruro. - Dos muestras de 25 mls . disolución - 15 mis. AgN0
30,1009

N _ 10,37
Y 10,25 mls . resp ectivamente de KSCN 0,1007 N; corresponde a 33,58 % de Cl.
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'Molibdeno. ~ Dos muestras de 25 mls. dísolu eíón dan 0,10668 y 0,10622 gr s. res­
pectivamente de oxínato ; corresponde a 48,88 % deMo.

Oxígeno. '- Por diferen cia a 100 resulta 17,54 %'

ENSAYO 22. La reacción del cloruro ' de titanio ' (IV) con óxido de wolíramíc (VI).

Se emplea óxido de wolframio de Fluka A. G~ de 99,9 % de pureza.
Lareaccién se realiza en el aparato de la fig. 33, poniendo en el matraz una .cqntí­

dad pesada del óxido y añadiendo por el extremodel refrigerante un volumen conócído
de cloruro de titanio (IV). La reacción se mantiene a la temperatura de reflujo prolon­
gadamente y al final de este tratamiento se saca el contenido , del matraz a una placa de
filtración con exclusión de la humedad (fig. 32), se lava. con ciclohexano y se seca
por paso de aire' seco.

No se obs erva modificación alguna y el producto, final corresponde a la composición ,
del óxido inicial. .'

Experiencia 36

Tiempo de 'reacción : 39 horas a la tempera tura de re flujo.
Reactivos empleados : 2,5143 grs , de óxido de wolframio (VI) y 25 mls. de cloruro

de titanio (IV).
Análisis del sólido. - El sólido es totalmente soluble en hidróxido sódico en calien­

te. En la disolución se determina wolfr amio por precipitación en forma de óxido (74).

Wolframio. - 0,15476 gr s. muestra dan 0,15028 grs . de W03; cor responde a.
97,11 % de W0

3
•

ENSAYO 23. La reacción del cloruro de titanio , (IV) con ácido suUúrlco anhidro.

El ácido sulfúrico anhidro se pr epara a partir de ácido sulfúrico fumante química­
mente puro Probus del 20 % de S03 libre, por adic~ón de la cantidad teóricamente
calculada de agua y posterior ajuste por valoración de una muestra frente a hidróxido
sódico, procurando dejar ,un ligero exceso de S03'

El aparato utilizado es el indicado en la fig. 34 en cuyo matraz se pone la mezcla.
de cloruro de titanio (IV) y tentracloruro de carbono, en cantidades determinadas por
medida del volumen. La salida de gases se efectúa por la -segunda salida del matraz a
través de un refrigerante terminado en un tubo de cloruro de calcio anhidro.

Los gases desprendidos están cons tituidos por cloruro de hidrógeno (30) y anhídrido
sulfúrico (70). ,

La reacción se conduce en todos los casos haciendo una pequeña adición de ácido y
calentando despu és a r eflujo hasta la total eliminación de gases, para añadir después
otra nu eva cantidad' y rep etir sucesivamente la operación. hasta -haber añadido todo el
ácido, que siempre se calculaien defecto sobre el cloruro de titanio (IV) utiliz ado.

El sólido se deja decantar y posteriormente se filtra (fig. 32) se lava con tetracloruro
de carbono o cloroformo y se seca por paso de aire seco.. La , superficie del sólido en 10.
placa "a dqiiíere inevitablemente un color blanco como. consecuencia ,de la hidrólisis, ,"
pesar de secar cuidadosamente el ' aire ; lo cual pone de manifiesto la avidez de esta sus-
tancia por el ,agua. ' , : ' ,_ ,

Cuando el lavado se efectúa con tolu eno o xilol ,la sustancia adquiere un color-
marrón, queynrro -se puede eliminar por lavado con o~o 'disolvente 'ni secado. I

Una vez seco se conserva en desecador .para realizar inmediatamente las determina­
ciones analíticas : :El"filtrado 'da en ' tods Tos casos reacciones' positivas de iones sulfato
(75), cloruro (30) y . tl tanio (62). ' El sólido da reacciones positivas para los mismo aIones•.
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Ex periencia 37 ,

Tiempo de reacción : 24 horas: Temperatura de reflujo.
Reactivos empleados : 10 mls, de cloruro de titanio (IV); 30 mls. de tetracloruro de

carbono y 7,5 mIs. de ácido sulfúrico anhidro. . ., .
Análisis del sólido: El sólido se recoge sobre agua y en la disolucién se determina

cloruro (6;4); titanio .(65), ·sulfato (67) e hidrógeno (70). . '
1,55320 grs . muestra se recogen sobre agua y después de acidular con ácido nítrico

se aumenta en matraz aforado de 500 mls . - : .

Titanio. ~ Dos mues tras de 100 mis. disolución dan respectivamente 0,~6 y
0,66866 grs .: de Ti0

2
; corresponde a 13,29 % de Ti.

o • Cloruro. -: ~ mls. disolución ---' 20 mIs. AgNOa 0,0999 N :- 19,15 mls. KSCN 0,0979
N ; corresponde a .2,81 % de el. ,

. Sulfato. - Dos muestras de 100 mls, dan 0;00180 y 0,5911 38 grs. respeotivamente de
~O~Ba; corresponde a 77,95 % de 804' ,

Hidróge1w~ - 0,49070 grs. muestra sólida - 57,10 mis . NaOH 0,Ó962 N ; corresponde
a 1,12 % de H.

Oxígeno. - Resulta 4,83 %'
Indeterminado . - 0,00 %'

Eipeiioocia '98 ,- -

, ' Tiempo de reacción'; ' 24 horas. Temperatura de reflujo.
, . Reactivos empleados ; 10 mis . de cloruro de titanio ' (IV) 200 mls. de ' tetracloruro de
carbono y 7,5 mls. de ácido sulfúrico anhidro. ' . ,
.' Ariálisi fr del sólido : 2,17897: grs. se enrasan a 500 mls . de matraz ~orado.

Titanio. - Dos muestras de 100 mis. dan 0,09572 y 0,095'(4 grs. respectivamente de
Ti02 ; corresponde a 13,18 % de Ti.

Cloruro. ,:.:.; 50 nils. disolución - 10 mls, AgNOa 0,0999 ' N '~ 9,00 mls, KSCN
0,()979 N ;, corresponde ,a 1,92 · % de Cl.
~ : : ,Sulfi to. o ~ Dos muestras de 50 mis. dan respectivamente 0,41001 y 0,41061. grs.
so4Ba ; .corresponde a '(7,38 %, de 8°

4
,

Hidr ógeno. - 0,36446 grs . sólido - 41,35 mis. NaOH 0,0962 N ; . corresponde a
1,09 % :8;. o ' ,

Oxíge1.lO: 7""" Resulta 4,64 %'
Indeterminado. - Residuo 'l,79 %;

Expeiilmcia 39

Tiempo de reacción: 23 horas (16 horas en reposo). Temperatura : T, horas a 111 tem-
peratura de "reflujo. 0

0

, • , • •

:0 •Beactívos ; empleados : 5 mis. ' d~ cloruro de titanio .eIV), 90 mls. de tetracloru~o de
carbono y 3 mIs., de 'ácido sulfúrico anhidro: ,- o' ,

Análisis del sólido : 1,62000 grs. de muestra s óllda se enrasan' en ' matraz aforado
de 500 mIs. , ' , ' . ' , .

. t~t/l~¡O: . ;- Dos '~ue~tras de í oo mIs. dan respectivamente 0,06971 y 0,00972 grs. de
'!!02; corresponde a 12,91 .% de Ti. .. . , ' •
, 'Cloruro. - FiltradoS de" las procípítacíones anteriores 10 mís ; AgNO

a
0,1006 N _

8,~ Yc8,'~5 mls. respectivamente de KSCN 0,1051 N ; corresponde a 1,00 % de Cl. '
' Sulfato. ,-:--" Dos. muestras de 50 mls, disolución dan" respectivamente 0,30356 y

o,a(~ , grs, :804Bl;!- ; corresp.ond~a '(6,95 ~ _de 80
4

, _' •.. • • :' ,' , . ,

ll:~~~~e'it ,- 0~3?329 grs. ,sólido --, 38,55; mls , NaOH. :'~~~~ f:,N ;'.:,corresponde a

=- 1.0-



APOm'ACIONES A LA QUIMICA DE TiOCI, y TiCI.

:ENSAYO 24. La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido nítrico•

"

' .. .

-71-

Oxígeno. - Resulta 4,38 %.
Indeterminad<>. -r-r Residuo 3,68 %'

~xpeTiencia /;0

Tiempo de reacción: 18 horas en agitación y 140 horas en reposo . Temperatura:
'18 horas a la temperatura de reflujo.

Reactivos empleados : 15 mls. de cloruro de titanio (IV) 100 mls, de tetracloruro de
-carbono y 11 mls . de ácido sulfúrico anhidro.

Análisis del sólido. -., 1,61869 grs, de muestra se enrasan a 500 mls. en matraz
.aforado.

Titanio. - Dos muestras de 100 mls. dan respectivamente 0,06940 y 0,00026 grs, Ti0
2

;

'cor responde a 12,85 % de Ti. ' "
Cloruro. - Los ' filt~adOB 'de las precípitáciones anteriores - 10 mls . AgN0

3
'0,1006 N - 9,35 Y 9,40 mls . respectivamente de KSCN 0,1051' N; corresponde a
·4,71 % de Cl. . .

Sulfato. - 50 mls. disolución dan 0,29908 grs. S04& ; corresponde a ' 75,94 %
-de S04'

Hidrógeno. - 0,24718 grs . 'de sólido .27,35 mls, NaOH 0,1014 N; corresponde a
:1,12 % de H.

Oxígeno. - Resulta 4,00 %.
Indeterminado. - Residuo 0,48 %'
El espectro infrarrojo de esta sustancia se realiza siguiendo la técnica descrita en

Ja pág. 113.

.ACIDO NÍTR ICO ANHIDRO

El ácido anhidro se obtiene (37) destilando una mezcla de ácido nítrico fumante
.Probus con doble volumen .de . ácído sulfúrico fumante y recogiendo la fracción que des­
'tila a presión reducida 'entr e 45 y ;W -c, directamente sobre el embudo de bromo que
.se montará más tarde en el aparato de reacción de la Hg. 34. .

En el matraz de reacción se pone una mezcla' de, volúmenes conocidos de cloruro de
.titanio (IV) y tretracloruro de carbono o 'clor oformo anhidros. . ,
, Se añade entonces goteando el ácido nítrico y después se mantiene en agitación a
'temperatura ambiente hasta -que cesa el jíesprendímíento gaseoso por el tubo de cloruro
«íe calcio. . . . . ' . .

. Se Vierte el contenido del matraz en una placa de filtración con exclusión de la hu­
.medad (Hg. 32) Y se lava con .clorofor:r;no ~ " tretracloruro de carbono; después se seca
:por paso de , una, corriente de aire seco. · ... ' . , . ' , ,

. El sólido resultante presenta un Color amarillo, es fácilmente hidrolizable al aire
'-:Y se ' disuelve e'll agua. La reaCción de la disoluciÓn es positiva paraIos iones ' titanio (62),
-cloruro (30) y nitrato (68)::. ., . , ., ' ' . ._ .

' "

lExperiencia ..p
Tiempo de reacción : 2 horas. Temperatura ambiente.
Reactivos empleados : 5 mls. de cloruro de titanio (IV); 50 mls. de tetracloruro .de

-carbono y 3 mls. de ácido nítrico anhidro. .
. : Análisis -del sólido: El :sólido . !l8 recoge .en agu~y"en .la dísolución se determina

-cloruro (64), titanio (65) y nitrato (41). .,
, 1.73078 grs. de sólido se ,e~~san a 500 mls . . . .

Titanio. - Dos muestras de 100 mIs. ' dan 0,16747 y 0,16734 grs. respectivamente de
"Ti02 ; corresponde 11. 29,01%' ge:Ti. " ' .
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Clorw'o. - Dos muestras de 25 mls, - 10 mIs. AgN0
3

0,0999 N - 4,85 mls, (eID
ambas) KSCN 0,0979 N ; corresponde a 21,47, % de Cl.

Nitrato. - Dos muestras de 25 mls, - 25 mls. de Fe (H) 0,1710 N - 24,35 r
24,25 mls . 'respectivamente de K

2Cr207 0,1044 N ; cor responde a 37,63 % de N03 • -

Un ensayo en blanco con los mismos volúmenes consume 39,40 mls, de K2Cr20r
0,1044 N. • ,

OxIgeno. - Resulta 9,66 %.
Indeterminado, - Residuo 2,23 %'

Experiencia 42
Tiempo de reacción : .2 horas . Temperatura ambiente. ,

, Reactivos empleados : 5 mls. de cloruro de titanio (IV),; 30 mls . de cloroformo an-
hidro y 2 mls , de ácido nítrico anhidro . . '

Análisis del sólido: 1,24983 grs. de muestra se enrasan en matraz aforado de 250 mls.
Titanio. - Dos muestras de 50 mls. dan, respectivamente 0,11230 ,y 0,11284 grs, Ti02 ; .

corresponde a 27,02 % de Ti.
Cloruro . - Dos muestras de 25 mls. disolución - 20 mIs. AgN0

3
N - 13,15 mls .,

(en ambas) KSGN 0,0969 N ; corresponde a 21,33 % de Cl. ,
Nitrato . - Dos muestras de 25 mls . disolución - 25 mls . Fe (JI) 0,1812 N - 21,70 J~

21,75 mls. respectivamente dc K
2Cr20 7 0,1021 N ; corre sponde a 35,66 % de N03 •

Un ensayo en blanco con los mismos. volúmenes consume 42,85 mls, de K2Cr20".
0,1021 N. '

Oxíg8'l"lO . - Resulta 8~64 %.
Indeterminado. - Residuo 7,35 %'

AC IDO NÍTRICO CONCENTRA.DO

, La reacción se realiza en el mismo aparato que la anterior.
, El ácido nítrico empleado es un producto reactivo Probus con una concentración co-
rrespondiente a 40° Baumé, densidad ~,38. , '

Se deja gotear el ácido sobre el clorur o 'de titanio (IV) manteniendo el matraz ,',e'
reacción al calor de un baño de arena" ,después de las primeras adiciones . ,

Inmediatamente se empiezan a observar en el refrigerante unos cristales de color­
amarillo. Se sigue calentando y haciendo pequeñas adiciones de ácido basta tener una
buena cantidad de cristales en el reírtgerante, Durante 'el transcurso de la reacción
s produce desprendimiento gaseoso de cloruro de hidrógeno (30) y cloro por el 'tubo­
de cloruro de calcio: , ', .. ' , ' , . ' .

El refrigerante se monta en un tren de desecación .como en la , fig. 32 Y 'mediante:
~I paso de una corriente de aire seco, se consiguen eliminar 'los ' últimos residuos de clo­
ruro de titanio (IV). Una vez secos los cristales se conservan 'en desecador para su pes- -
teríor determínacíón analítica. . ,

La sustancia se disuelve en agua con fuerte desprendimiento gaseoso de cloruro :de­
hidrógeno y vapores nitrosos. Su disolución da las reacciones características de los iones.
cloruro (30), titanio (62) y nitrito (68).

, ExpMwll Cid." 43

Tiempo de reacción : 30 minut-os. Temperatura de ' reflujo .
Reactivos empleados: 25 mls. 'de cloruro de'. titanio (IV) y 5 mls. de ácido 'nítrico.

concentrado.
" ~~~s~s del .só,lido cristalino, - U!1a .muestra se ' recoge ' sobre agua acidulada y en
la disolúción se determina cloruro (64) y titanio '(65). otra muestra sé 'recoge' sobre hi­
dróxido sódico diluido, se filt.ra y en el filtrado se determina nit,rito (76): :

~ 7~-



Se emplea ácido iódico reactivo Probus previamente desecado en estufa dura nte 24. .
horas a 100 "C.
La reacción se realiza en el aparato de la fig. 33, poniendo en el matraz de reacción

nn volumen conocido de cloruro de titanio (IV) y añadiendo por el extremo del reíri- .
gerante una cantidad de ácido íódíco, conocida por difer encia de pesada.

La 'r eacción se mantiene a la -temperatura de 'reflujo, rodeando ' el -matraz de cord ón­
de amianto.

Los cristales obtenidos en .el refrigerante' sé conservan en el mismo ·con exclusión
de ·la humedad para 'realizar su análisis, sin ser lavados previamente: .

El residuo ' del matraz se filtra (fig. 32), se lava insistentemente con tetraeloruro do. ·
carbono y, 'el sólido blanco que .resulta se . seca por 'paso de aire..seco. El sólido- da las:
reacciones ' características de los iones cloruro (30) y titanio ..(62)-. ', . . .

ENSA YO 25. La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido iódico.

Experiencia 44
Tiempo de reacción: 30 minutos. Temperatura de reflujo .
Reactivos empleados: 15 mls, de cloruro de titanio (IV) y 3 mls . de ácido n ítrico­

concentrado.
Análisis del sólido: 0,3317.0 grs. de sólido se recogen en disolución diluida de hidrd-.

xido sódico. Se filtra y se enrasa el filtrado en matraz aforado de 250 mIs.
Titanio . _ El precipitado de la muestra anterior da 0,1CM54 grs. de TiOo ; corr es-; :

ponde a 18,91 % de Ti . -
Cloruro . - Dos muestras de 25 mls, disolución _ 15 mls, AgN0

3
0,1009 N - 8,60 y '

8,70 mls . respectivamente de KSCN 0,1007. N; corresponde a 68,82 % de Cl.
Nitrito. - Dos muestras 25 mls, disolución - 15 mIs. KMnO 0,114.0 N - IK - 15,10

, O 4Y 15,15 mls. respectivamente de Na2S2 ~ 0,1050 N; corresponde a 11,07 % de NO.
Indeterminado . - Residuo 1,20 %'
Los espectros infrarrojos de las sustancias prepa radas en este Ensayo se realizar on­

siguiendo la técnica descrita en la pág. ' 113 , haciendo lI SO del dispositiv o de "caja seca" ..

APORT,tClONES A LA QUIMICA DE 'TiOCl, y Ti Cl.

Titanio. - 0,09960 grs . de muestra sólida dan 0,02840 grs. TiO~ ; cor responde lb,

17,62 % de Ti.
Cloruro. - Filtrado de la precipitación anterior -25 mls. AgN0

3
0,1009 N- 7,70 mls ..

KSCN 0,1007 N ; corresponde a 64,13 % de Cl. ..
0,08357 grs . de muestra Bólida -.-., 25 mIs. AgN0

3
0,1009 N - 10,05 mls. KSCN'

0,1000: N ; corresponde a 64,09 % .de Cl. .
Nitrito . - 0,12325 grs. 'de muestra Bólida se enrasan ' en matraz aforado de 250 mls. .
Dos muestras de 100 mIs. - 20 mls. KMn0

4
O,H40 N· - IX - 19,20 ml s. (en ambas)

de Na2S203
0,1050 N ; corresponde a 11,68 % de NO.

. Indeterminado . - Residuo 6,59 %.

..... .
Expe¡'iellcia 45 .'. .

Tiempo de reacción : 10 horas. Temperatura: 5 horas .a -In .temperatnra de reflujo )-
el resto a temperatura ambiente. " .:' .. , . ... ..

R.eactivos empleados: 3,71.14 gr s. de ácido íódíco y .3<)' ml s. de cloruro de. titanio (IV).,
. Análi sis del r esiduo Bólido del matraz : l;23io~ ' grs. ' Se disuelven' . ~n ' agua acidulada

y se .enra sa -err' matraz aforado 'de Soo'mls. ' - .... ; .. .. . :.,

Titanio. - Dos mu estras 5Q mIs. , disoluci ón dan 0,07490 , y 0,07540 grs , Ti0
2

,: co-,
-rresponde a 36,62 % de ' Ti. · ', - : .' '. '

' ::·Clorul'o. ---':"Dos iiiiiestr8s '50 mis . 4isolu~ión '·-'go ·.mis :· .;Ag'NÓ · '0;0999 N 3,78 y'
3;90 ml s. respeetív ameiltéHe KSCN 0,0979 ' N ; corresponde 'a 46,'64~% de CJ.·'
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Oxígeno. - Resulta 13,92 %'
Indeterminado. - Residuo 2,82 %'

. Análisis 'de los cris tales del refrigerante (véase pág. 87).
Muestra recogida sobre ioduTO potásico. - O,fYl07.7. grs, de BÓlido - 8,22 mis. Na,S20S

:Q,1014 N. ' '

Muestra ,'educida con SO" ~ 0,10200 grs, sólido - 3,60 mls . Na,S:i03 0,1014 N,
Reduciendo esta muestra a la anterior corresponden 2,50 mis. ' de Na,S,Os 0,1014 N ;

-esto da una relación de volúmenes de 8,22/2,50 = 3,288.
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FlG. 31. - Espectro de absorción de Cl
3
I disuelto en ,TiCI•

•Experiencia 46 '
Tiempo de reacción: 5 horas. 'Temperatura : 3 ' horas a la-,tem~eratura. de reflujo y

,el resto a temperatura ambiente. , , "
; Reactivos empleados : 1,3368 grs. de ácido iódico 'y 20 mls. de Cloruro de titanio (IV).

Análisis del residuo BÓlido del matraz : 1,56220 grs . se enrasan en matraz aforadO.
-de 500 mls, ' , ';f.'

Titanio : -.. Dos muestras dé 100 mls, dan respectivamente O,l93&! y 0,19410 'grs.
'TiO, ; corresponde a 37,25 % de Ti.

Cloruro. - Filtrados de las precipitaciones anteriores 50 mls. AgN0
3

. 0,1006 N -
~,20 y 9,25 jnls. respectivamente de KSCN 0,1001 N; correspende a 46,60 % de ' CI.

Oxígeno , - Resulta 14,38 %.
Indeterminado. - Residuo 1,77. %: '
Análisis de los cristalesd el. refrigerante. ,
Muestra recogida sobre ioduro potásico. - 0,09126 grs. sólido -: 10,80 mls. Na,S,0s-

'0,1014 N. _:', , , ,

Muestra reducida- con SO" - 0,08431 grs. BÓlido - 2,95 mls, Na,S,O, 0,1014 N. ' , ..
Reduciendo como en el caso anterior, .esta muestra a la anterior corresponde unvo­

:tumen de 3,19 mls, de Na2S~OS O,l!>l4. N. Esto da una relación de volúmenes de 3,385.

-7.4 -
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TABLA XXIV

Conclusiones

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO· QUIMICA S y NATURA LES

r.:

43,5
24,5
13 ,0
11,5
16,0
21,5
27,0
87,0
42,5
46,0
49,0
51,0
53, 0
55,0
56,0
60,0
65, 0
70,0
75,0
80,0

- 00,0
96,0

. 99,0
99,0

% transmit ancia

- - 76 ~1."

360
365
370
375
380
385
890
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
520
.540

' 560
600
650
700

Longitud de onda m I.l.

ESPECTRO DE ABSORCIÓN DE LA DISOLU CIÓN DE TRICLORURO

DE IODO EN CLORURO DE TITA NIO ( IV)

La disolu ción obtenida en la filtración se diluye con clor uro de titanio (I V) hasta que
presenta un color débil. Esta disolución se pone en una de las cubetas con cuidadosa ex­
clusión de la humedad. En la otra cubeta se pone cloruro de ti tanio (IV).

Las medidas realizadas dan los- valores señalados en la siguien te tabla .

l.a Las reacciones del oxodicloruro de titanio (IV) C{) 1l ácid os orgamcos anhidros.,
-llevan a la sus titución de cloruro por ocilato, manteniéndose el esqueleto (- Ti- O- Ti- \ ...
polímero del oxodicloruro , en la formación de oxodiacilatos de tita nio (IV).

2.a -Las reacciones del oxodícloruro de titanio (IV) con ácidos orgánicos en pr esencia.
de agua , producen, además de la susti tución de cloruro por acílato, la rotura solvolítica
de la cadena, que conduce a la form ación de trioxodiacilatos de titani o (IV).

- 3.a Mediante estas reacciones han sido preparadas por primera vez las:'siguientes sus ... .
tancias : oxodíaceta to y oxodipropionato de titanio y trioxodiformiato, tti oxodiacetato..
tríoxodipropionato y trioxodibuliralo de .titanio.

4 .& El anhí drido acético se compor ta frent e al oxodicloruro de tita nio (IV) como Ulh

acetato de acetilo y da lugar al mismo producto obtenido con ácido acético .es decir"
oxodiacetato de titani o. .
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5," Cuando se hace actuar una mezcla de anhídrido y ácido acéticos sobre oxodiclo­
ruro de titanio (IV), el aumento de la disociación del ácido acético se tr aduce en una
degradación de la cadena, formándose dielorodiacetato de titanio (IV).

6." La demolición térmica de las sustancias mencionad as revela que todas son t érmi­
ca mente poco estables, pues su descomposición comienza, en todos los casos, por debajo
de 100 "C. El residuo final es dióxido de titanio.

7." El cálculo de orden de reacción y energ ías de activación de todas estas descom­
posiciones, lleva a órdenes de reacción próximos a 1 con oxodicloruro de titanio (IV)
:y dicloro diacetato de titanio (IV) y próximos a 2 con todos los oxoacilatos. Las ener­
.gías de activación son inferiores a 15 kcaljrnol, menos con trí oxodípropíonat o de titanio
<33,'" k cal /rnol).

8." Las reacciones del oxodicloruro de ti tanio (I V) con ácidos más fuertes, como los
.ácidos inorgánicos : sulfúrico y nítrico anhidros y cloruro de hidrógeno gaseoso seco,
.Ilrovocan, además de la susti tución de cloruro , la degradación de la cadena polímera .

9." Con amoníaco anhidro, a diferencia de lo que sucede con ácidos, no hay susti­
tuci én de' cloruro, pero se rompe la cadena polímera, formándose dicloroam ído titanato
.am óníco, solvata do con dos moléculas de amoníaco. Este producto se prepara por pri­
mera vez.

10." La reacción del cloruro de titanio (IV) con los óxidos de cromo, molibdeno y
wolframio (VI), condu ce a la formación, respectivamente de una mezcla de cloruro de
cromo (IlI), oxodicloruro de' titanio (IV) y dióxido de titanio ; dioxodicloruro de molih­
deno (VI), no habiendo reacción con el óxido de wolframio (VI).

11." La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido sulfúrico anhidro conduce a la
preparación por primera vez del oxosulíato de titanio (IV) solvatado con dos moléculas
de ácido sulfúrico, con una .estru ctura en cadena, en la que los grupos sulfato hacen d,
puente entre dos átomos de titani o.

12." La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido nítrico acuoso concentra do, con­
du ce a la formación del compuesto TiCl

4
• CINO, cuya existencia era dudosa según lo"

datos encontrados en la bibliografía.
13," La reacción del cloruro de titanio (IV) con ácido i ódíco anhidro, conduce a ;a

formación de oxodicloru ro de ti tanio (IV) o su producto de descomposición térmica y
tricloruro de iodo,

14." Se dan los espectros infrarrojos de todas las sustancias preparadas por prime....a
vez en el curso del presente trabajo , en cuyos datos se apoyan las estructura s propuestas.
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Los espacios topológicos sobre los que generalmente se ha estudiado el problema de
'la medida han sido espacios de Hausdorff localmente compactos. Sin embargo, como
nace notar Rodríguez-Salinas [1] , estas medidas presentan el inconveniente de no admi­
'tir de manera natural su definición a todos los subespacíos del espacio sobre el cual se
'han definido. Esto se debe al hecho evidente de existir espacios de Hausdorff localmente
-compactos en los que no todo subespacío es localmente compacto.

Para salvar este inconveniente Rodríguez-Salinas considera ciertas medidas exterio­
res sobre espacios regulares. Con estas 'medidas que llama: exteriores topológicas, pues
.gozan de propiedades dependientes de la topología del espacio, éste posee un cierto ca­
rácter de compacidad local, dependiente de la medida, carácter que generaliza en cierto
se ntido el concepto de espacio localmente compacto.

Por otra parte el ·método que ha adquirido últimamente más desarrollo en la cons­
:tr ucción de medidas sobre espacios localmente compactos es partir de un fun cional li­
neal real !L sobre el espacio de Bíesz, de las funcion es f reales continuas y con soporte:
<compacto definidas sobre E que satisfacen
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donde M> O es una constante que depende solamen te del soporte de I siendo 11/11 la:
norma de 1:

11/11 = sup {f(x) I x E E}.

Este método tampoco es apto para nuestra construcción de medidas sobre espacios
regulares pues como hace también observar Rodríguez-Salinas [1] existen según No­
vak [2] y Hewitt [3] espacios de Hausdorff regulares, no completamente regulares, en
los que toda función real continua es una constante. Enton ces si es E uno de tales
espacios es fácil ver que tendrá al menos dos puntos distintos x, y y si definimos :

J.l. : j.l.(f) = I (x) - I (Y)

para toda fun ción I real y acotada en E, resulta que ¡.L ' es un funcional lineal sobre el es­
pacio de Riesz de las funciones reales continuas y acotadas que satisfacen (i) para
M = 2. Ahora bien J.l. (f~ = O para toda función real continua .1, en E, mientras que
existen funciones I semi-continuas in íeriormente y acotadas en E, como por ejemplo la
función característica del abierto G = E -> { y} para las que se tieneJ.l.(/) =!= O.

Entonces-para evitar estos inconveniente en la construcción de medidas sobre un es­
pacio regular E. definiremo s, como sucíntamen te indica Rodríguez-Salinas [4] un fun­
cional real ¡.to sobre la familia <1>0 de l as funciones semi-continuas iníeriormente no nega­
tivas definidas sobre E. Luego a partir de dicho funcional ¡.to ' se construirá la integral
J.l.-(f) de las funciones I reales no negativas sobre E, obteniendo de su restricción a las
funciones caracte rís ticas de las partes de E, la medida exterior topológica sobre el es-
pacio E. ' .

Este método presenta cier ta semejanza con la construcción que hace Bourbaki [5]'
de medidas exteriores en un conjunto cualquiera A a partir de medidas abstractas defi­
nidas sobre un subespacío vectorial R del espacio de todas las funciones numéricas fiñi­
tus definidas en A tal que el supremo de dos funciones de R pertenece a R. Sin embarg o­
el hecho de que nuestro conjunto E go-ce de una estructura topológica hace que nuestras'
medidas posean muchas propiedades no compartidas por las medidas . construidas a par­
tir de medidas abstractas. Entre las propiedades de nuestras medidas análogas a otras:
que deduce Bourbaki para su medidas podemos citar los resultados obtenidos en la pro­
posición 2, teorema 6 y parte del 'teorema 1 de. esta tesís.

Mientras que si J.l.. es una medida sobre un espacio de Hausdorff E localmente com­
pacto se verifica para toda función lp semi-continua inferiormente no negativa definida
sobre E.

J.l.o(lp) = sup { J.l.o(f) I lp ":::::.. I e <l>J ,

donde <l>c es la familia de las funciones continuas no negati vas, esto no ocurre en gene­
ral con las medidas exteriores topológicas sobre espacios regulares -como precisaremos
más adelante. Por ello no nos parece categórica la opinión de Bourbaki [5] (1) cuando­
afirma que' las medidas sobre espacios de HausdcrffJocalrnente compactos son en cierto­
sentido las más. generales que se pueden construir. Se fundamenta dicha afirmación "n
el hecho de que dada cualquier medida abstracta J.l. definida sobre un espacio de Biesz
formado por fun ciones numéricas finitas sobre un conjunto A, existe un espacio E lo-
calmente compacto y una medida -; sobre E tales 'que el espacio V {:¡:;:), es isomorfo al.
espacio ·V (J.l.), donde con V(j.l.) designa el espacio separa do asociado al espacio.
_D 1(¡i.) de las funciones integrales. (Análogamente se define V (:¡:;:)).

En el capítulo 1 se realiza la constr ucción de medidas exteriores topológicas sobre un
espacio regular E y se estudian las funciones medibles. Para ello definimos un funcional
J.l.o sobre la familia <1>0 de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre
E que satisface las 'condiciones : ..

(A 1). 11-0 (lp1 + lp2) = J.l.O (lp1) + J.l.O(lp2)·

(1 ) Parece ser que esta idea es debida a Kakutani (véase L. Nachbin [6] "The Haar Integral")..
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" .ft .

A partir de fto definimos la integral ft" sobre la familia de las funciones numéricas
no negativas definidas sobre E, de la manera siguiente :

y como restricción de ft" a las funciones caracterí sticas de las partes de E obtenemos
la función de conjunto siguiente:

INTEGRA CION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

(A 2). Para toda familia ~ qJ¡li E 1 ~ filtrante (L) de funciones de <Po se tiene :

fto(qJ) = sup ~ fto(qJ¡) li Elf
siendo qJ = sup ~ qJ¡li E 1 ~.

(A 3). Para cada x E E, existe una función qJE 11>0 tal que

ft" : ft" (A) ;= ' ft" (XA)

donde XA es la función característica de A., '
, Esta ' función de conjunto así definida se ve fácilmente que es una medida exterior

localmente finita, demostrándose luego en el capítulo TI que es una medida exterior
topológica.

Uno de los resultados más interesantes y en cuya demostración interviene la regula-
ridad del espacio es el siguiente : " e '

Si qJl' qJ2 son dos funciones semi-contin uas inferiormente no negativas con
qJl~ qJ2 Y fto (qJ2) < 00 se tiene
(ii) ft~ (qJ l - qJ2) = flO(qJl} - flO(qJ2)

resultado que a su vez va a jugar un papel fundamental en la demostración de ' las
propiedades de las funciones medibles.

Entre las funciones no negativas definidas sobre E, de manera semejante que Caratheo­
dory para los conjuntos, se define el concepto de función medible de la siguiente 'for­
roa : Una función I no negativa sobre E se díce j,"-medible (o ' medible, si no da lugar
a confusión), cuando para toda función g no negativa se verifica

ft ~ (g):::::'" fL ; (gl) + fL"(g2)

con Yl = inf ~ 1, g ~ y e, = g - gl'
Se ve sin embargo fácilmente que en esta definición basta exigir (iii) a.ilas funcio­

nes qJ = ,g ' semi-continuas inferiormente no negativas.
Como consecuencia de esta segunda definición y de (ii) se establece que ' toda fun­

ción semí-contínua ín íer iormente no negativa es medible, probando luego a lo largo
de una serie de proposiciones y teor emas entre . otr os los .siguientes resultados:

a) Si t. y t, son funciones medíbles, también son ~edibles las funciones t. + l.
y (t l - 12 ),+

b) Si la sucesión ~ t, ~ 1 co , está formada por funciones medibles, las funciones
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e) Si ~ In}l O:> es una sucesión no decreciente de funciones 110 negativas 'Se verifica

¡t' (lím ' n) = lím ¡t' (/,).
n n

Como consecuencia de algunas de las propiedades anteriores se da .una caracteriza­
ción del concepto de función medible limitándonos a exigir (ili) para las funciones semi­
continuas inferiormente no negativas con un número finito de valores, y apoyándonos
en esta nueva definición se encuentran los siguientes resultados:

a) Una condición necesaria y suficiente para que una parte A de E sea j,·- medible
es que su función característica Xl.. sea medible (en el sentido anterior).

b) Una condición necesaria y suficiente para que una función no negativa definida
sobre E sea medible (en el sentido anterior) es que lo sea en el sentido ordinario.

En el capítulo II se da la definición de medida exterior topológica sobre un espacio
regular y corno se ha indicado anteriormente se demuestra que la ' medida exterior cons­
truida en el capítulo 1 es una medida exterior topológica.

En el capítulo III se considera una medida exterior definida sobre un conjunto 11
mediante un proceso análogo al seguido en el capítulo 1 para la construcción de medi­
das exteriores topológicas. Se estudia entonces la forma de convertir dicha medida exte­
rior en una medida exterior topológica al dotar a E de una estr uctura conveniente de
espacio regular .

Para ello supongamos una familia <Po de funciones reales no negativas sobre E que
cumplen las condiciones :

(H 1). X0 E <Po'

(B 2). X:s E <Po' .

(B 3). Si qJl ' qJz E il>o entonces qJl + qJz E il>o'
(B 4). . Si rp E il>o y O¿ a. ¿ qJ (x) para todo x E E, entonces la función

(qJ(x) - a.) E <l'o'
(B 5). Si qJ E <Po ya. > O, la función a. qJ E <Po '
(B 6). Si ~ qJi I i El} e <Po siendo 1 cualquier conjunto de índices, la función

sup ~ epi I i E I} E <Po'
(B 7). Si ~ ep; 11 ¿ j ~ n} C e, entonces la función inf ~ ep l1 ¿ j ¿ n ] E <Po'
(B 8). Si x E Ge E y la función característica 'XGE <Po existen dos subconjuntos

F y G'de E tales que x E G' e F e G y las funciones caracterí sticas XE-F y XG' E il>o'
Procediendo ahora en forma análoga al capítulo 1 construimos, mediante un funcio­

nal ¡to sobre <Po' una medida exterior ¡t- sobre E. Para transformar la medida exterior
11-. en una medida exterior topol ógica dotamos al conjunto E de una estr uctura de es­
pacio topológico regular tal que la familia <Po coincide con el conjunto de las funciones
semi-continuas inferiormente no negativas sobre E. Los abierto s de dicho espacio son
los conjuntos.

G '~ . a. = ~ x lep(x) > cd

para cada (ep , a.) E <Po x R.
En el capítulo IV nos preguntamos si toda medida exterior topológica ft· sobre un

espacio regular E puede ser construida a partir de un funcional ¡to sobre la familia il>o
de las funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E mediante el procedi­
miento indicado en el capítulo I. La respuesta es afirmativa, resultando además, como
se deduce fácilmente que el funcional ¡.to que da lugar a la medida ¡t- es único.

Para probar los anteriores resultados, dada una medida exterior topológica sobre E
definimos un funcional ¡t'2. sobre la familia <p' de las funciones ep' semi-continuas infe­
riorm ente no negativas , finita s y con un nú~ero finito de valores de la manera si-
guiente : .

¡t' o(ep') = 23 ak ¡.t(Ek )
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donde <1>c es la familia de las funciones continuas, es que el espacio E sea completamente
regular.

Esto nos inspira una forma de .generallzar el concepto de espacio completamente
regular al sustituir el conjunto de fun ciones continuas por una familia cualquiera de
funciones semi-continuas inferiormente no negativas que cumpla ciertas condlcíones al~

gunas de ellas dependientes de la medida definida sobre -E.. De esta manera obtendre-
mos un resultado análogo al anterior. .

(iv)

probando a continuación que dicho funcional !Lo ' satisface las condiciones (A 1), (A 2) Y
(A 3) del capitulo I.

Como casos más interesantes de aplicación de la cons tr ucción anterior se considera
para los espacios regulares en general como familia <1>' las funciones semi-contin uas
inferiormente no negativas con un número finito de valores y si el espacio es además
completamente regular la familia de las funciones continuas no negativas.

En el capitulo VI se estudian las condiciones para que una .familia <1>; de funcion es
semi-continuas inferiormente no negativas sobr e un espacio regular E. en el cual se ha
definido una medida exterior topológica !L- ' goce de la siguiente propiedad :

-85-

para toda función ljJ semi-con tinua iníeriormente ni> negativa. El resultado más intere­
sante, al cual ya hemos alíidído anteriormente, es que la condición necesaria y suficien­
te para que dada cualquier medida exterior topológica !L- sobre un espacio regular E,
y cualquier función ljJ 'semi-continua iníeriorrnente no negativa sobre E se verifique

!Lo(ljJ) = sup {!Lo (f) !1jJ:::::'" f E <1>' }

o (f) .L sup {o (f l ) I i El} .

(C 5). Para cada x E E existe una función fE <1>' tal que f( x) > O y o(f) < oo,

Ahora definimos el funcional !Lo sobre la familia <1>0 de las funciones semi-continuas
íní érlormente no negativas sobre E de la manera siguiente :

lNTEG RACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

Se ve que el fun cional !Lo así vdéfínido satisface las condiciones (A 1),. (A 2) Y (A 3) Y
que la medida exterior topológica construida a partir de !Lo por el método del capítulo 1
coincide precisamente con la !L- inicial.

En el capitulo 'V se estudia una forma de construir el fun cional !Lo a partir de un
funcional real no negativo o definido sobre una familia <1>' de func iones semi-continuas
inferiormente no negativas, donde se exige a <1>' y o las condiciones siguientes :

(C 1). Si t; t, E <1>' se tiene t , + t, E <1>' Y adem és e u, + f2 ) = o (U + IJ (/ 2) '
(C 2). Si t1' t, E <1>' se tiene sup {f1 , t, ~ E <1>'.
(e 3). Para cada función ljJ E <1>' se verüica

rp = sup {f lljJ:::::'" f E <1>' ~ •

(C 4). Si {tlli E 1 ~ es una familia filtrante (.L) de fun ciones de <1> ' y fE <1>' con
f ¿ sup {fjl i El} resulta

donde

Definimos ahora el siguiente funcional ¡.t.o sobre las funcione s ljJ semi-con tínuas
inferiormente no negativas
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La generalización del concepto de espacio completamente regular es la siguiente :
Sea E un espacio regular sobre el que se ha definido una medida exterior topológica

¡.t- y sea <!l' una familia de funciones semi-continuas inferiormente no negativas sobre E
tales que la suma y el supremo de dos funciones de <!l' pertenece a <1>' y el producto de
cualquier número ct:::::'" O por una función de <!l' está también en '<!l' . Diremos que E es
completamente ¡.t--regular respecto de <!l' cuando para cada abierto G no vacío de medi­
da finita y cada E> O, existe un abierto G' e G tal que¡.t(G) = (G'), con la propiedad
de que para cada x E G' hay una función lp", E.<!l' que satisface

O Lo lp", Lo i a y lp",(x) ~ 1 - E

Pues bien, si ¡.t- es una medida exterior topológica sobre un espacio regular E y <!l'
es una familia de funciones sobre E que verifica las condiciones exigidas en la definición
anterior se prueba como generalización del resultado antes citado para espacios com­
pletamente ,regulares que la condición necesaria y suficiente para que dada cualquier
función lp Semi-continua inferiormente no negativa se cumpla

(v)

es que el espacio E sea completamente f1-·regular respecto de <!l' .
. Si <!le es la familia de las funciones continuas no negativas sobre E resulta que la

condición necesaria y suficiente para que E sea completamente .¡.t--regular ·respecto de. <!le
para cualquier medida exterior topológica ¡.t- sobre E es que el espacio E sea completa­
mente regular. Como consecución de estas ' dos 'últimas propiedades se deduce la afirma­
ción concerniente a la fórmula (iv).
. Por otra parte si con <!l'p designamos el conjunto de las funciones semi-continuas in­
feriormente no negtaivas, finitas y que toman un número finito de valores, se ve que
para cualquier medida exterior topológica 11-' el espacio E es completamente ¡.t-·regular
respecto de <!l'o y en consecuencia dada cualquier medida ¡.t- y cualquier función lpE <!lo
se tiene ' -,

¡.to(lp) = s up ' j ¡.Lo (f) IIp:::::''' f E <!l'o ~.

De aquí deducimos fácilmente la unicidad del funcional..lto ' que origina una medida
exterior topológica dada ¡.t-, y de lo cual ya hicimos mención más arriba. .

A continuación se estudian algunas condiciones -necesarias o suficientes para que »n
espacio E sea completamente ¡.t-·regular respecto 'de <!l'. Para ello definimos para cada
abierto G de E un conjunto G- de la manera siguiente:

G- = {xl t' (x) = 1 ~

donde r = sup {fl Xa :::::,.. f E <!l' ~ Y demostramos los siguientes resultados:
a) Una condición necesaria y suficiente para que un espacio E sea completamente

f1--regular respecto de <1>' es que para caCÚL abierto G de mediCÚL finita se veiifique
lt (G) = ¡.¡. (G-). .

b) Una condición necesaria para que E sea complétamente ¡.¡.--regufar resp~cto. de
<!l' es que

. ¡.t [U (G - G-)O I·G E §] = ?
o) Una condición suficiente para que E sea completamente ¡.t- -regul~l' .~eSJ1.ecto de

1IJ' es que

¡.¡. [U (G - G-)O I GE,§] = O;

, Finalmente . se considera una medida exterior topológica '¡J.- sobre un espacio regu­
lar E y una familia <!l' de funciones semi-continuas inferiormente .no negativas 'sobre E
que satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) Y (D' 3) (de esta ' tesis) y 88 .suponeique el

.-:- 86 r-:



medible, se
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'funcional '¡'i'o definido sobre la familia <1'0 de .las funciones semí-contínuas inferiormente
no negativas de la manera siguiente :

).loo : ¡io (ep) = sup ~ Iko(f) I ep ::::". f E <1" f
verifica las condiciones (A: 1), (A 2) Y (A 3). Encontramos entonces las dos siguientes

condiciones suficientes para que la medida ~- cons tru ida. a. partir del funcional ¡Lo coin­
-cida con la. medida. exterior topológica inicial f1- '

a) Para cada func ión ep E <1'0 con f10 (ep) < 00 exi s te una función fE <1" tal que
f ::::". ep Y f10 (f) < co.

1» f1 (E) < 00 y la función característica X E E <1" .
Una vez estudiada la medida. para las funciones no negativas podemos prolongarla

:11.1 conjunto de todas las fun ciones introduciendo ast el concepto de función integrabl e
y de integral. .

Como la prolongación de la integral para funciones de signo cualquiera así como
·sus propiedades son ya 'suficientemente conocidas nos limitamos a exponer a continua­
c ión de una manera sucinta dichos conceptos , omitiendo las demostraciones, para cerrar
de. esta manera nuestra introducción. .

DEFI NICIÓN. 1. - Se dice que una función f num érica sobre E es medibl e ' si f+ =
.sup {f, Of y t: = sup {- t. O} son funci ones medibles.

O BSERVACIÓN 1. - Una fun ción f::::'" O es medible en el sentido de la definición 1
( de esta introducción) si, y solo si lo es en el sentido de la definición 4 (del capitulo 1
de esta tesis).

D EFINICIÓ N 2. ~ Se dice que 'una función real f sobre E es in teqrable si es medible y

f1 - (f+) < 00, Ik- (f-) < oo,

L lamaremos integral de f al valor

Jf' d lk =f1. (f+) - f1* (f-).

·O BSERVACIÓN 2. - Si una fun ción f::::'" O es integrable se tiene

Jf . d Ik = Ik- (f) .

Es decir, la integral de la definición 2 (de la introducción) es una prolongación del
fun cional f1 - que se define en el capítulo 1 (definición 1), restringido a las .funoiones .
anedihles de medida finita.

DEFINICIÓN 3. - Se dice que un conjunto A e E es integrable si su función caracte­
:rística Xl. es integrable.

DEFINICIÓN 4. - Se dice que una función f es integrable sobre un conjunto A si la
1unción f • Xl. es integrable, y llamaremos integral de f sobre A al valor

Lf • d f1 = .Jf . ~~ . df1.

DEFINICIÓN 3. ~ Si f es una función integrable y A es un conjunto.
<deduce de la proposición 9 (de la tesis) que f es integrable sobre A.

OBSERVACIÓN 4. - Como casos particulares ten emos: '

Jf.dlk = Lf .d Ik
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e

Jr.E • d fL = Jd ¡t = f "l..... . d fL
A le

siendo A cualquier conjunto integrable.
Entre las diversas propiedades de la in tegral entresacamos las siguientes como más:

importantes :
1. Si 1 es una fun ción integrable sobre E, la función de conjunto definida sobre los­

conjuntos medibles de E.

A-r J Af'dfL

es completamente aditiva y, por lo tanto, si {A n } 1 00 es una sucesión de conjuntos me-
GO

dibles, dos a dos disjuntos y A = U An se tien e

Jf . d fL = "~l JI' d fL
.A. A n

2. Sea 1 una funci ón integrab le, A un conjunto medible y a., [3 ~.?s números reales:
tales que para todo x E A se tien e a. L 1(X)'L [3. Enton ces

a. fL (A) 'L 1/' d fL L [3 fL (A).

3. Dado cualquier conj unto medible A de E, el fun cional

f-rf f . tI fL

definido sobre las funciones integrables, es lin eal no negativo, es decir :
a) Si 1:::",. O es una fun ción integrable se tiene

11' tI fL -:::",. O.

b) Si 1 y g son funciones in tegrables, se verifica para cualesquiera núm eros rea­
les a. y [3

1(a. f + [3 g) d¡L = a. 11' dfL + [3 19· 4·
4. Una función medible es in tegr able si, y sólo si 11I lo es y se verifi ca

IJI .d fL I L J1II . tIlL '

5. Una condición necesaria y suficiente para que"una función 1:::",. O sea integrable­
es que para todo E> O, exista una función <P ,:::"" I semi-contin ua inferiormente e inte-·
grable y tal que

fL· (<p - 1)< E

6. Una función necesaria y suficiente para que una función 1:::",. O sea integra­
ble ~s que para todo E > O, exista una función ' 1' :::",.'O semi-continua superiormente con
valores finito s y una función <P semi-continua inferiormente e integrable tale s que-

'1' L I L <P Y fLo(<P - '1') < E( l).

(2) Las propiedades 5 y 6 son análoga s a otr as conocidas para los espacios localmente compactos.

-88-
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CAP Í TU LO 1

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

rp (x) > Oquetalfunción ep E ipouna

00

Ita (ep) = ~ !Lo' (qJn)'
I

existe
{epi I El} .

cada x E E,

siendo <P = sup

(A 3). Para
110 (ep) < oo,

PROPOSICIÓN 1. - El funcional !La goza de las propiedades siguientes:
a) Es no decreciente ;
b) No negativo ;
c) !lo (a. <p) = a. !L'- (ep) para cualquie1' a. < O y ep E ipo ;

d) Si {epn}l oo, es una sucesión de funciones. semi-continuas inferiormente no negati-

vas y <P = ~ epn se ti.ene
I

Sea E (=!= 0 ; un espacio topológico regular , ipo el conjunto de funciones semi-conti-­
nuas inferiormente no negativas definidas sobre E.

Sea !Lo un funcional sobre ip o que verifica:

(A 1). Si epI Y <P2 E ipo' ; se tiene

!Lo (epI + ep2) = !Lo (epI) + !Lo (ep2)'

(A 2). Para toda familia {epil i E l} filtrante (L ) de funciones de ipo se tiene

!Lo (ep) = sup {!lo (<Pi) I i E I}

~IEDIDAS SOBRE ESPACIOS REGULARES.
FUNCIONES MEDIBLES

- 89 ~

DEMOSTUACIóN......:..-a) Si -qJ I 'y qJ2 son dos fun ciones de cflo tales que qJ, L qJ2 se tiene­
que 'f':;¡ = sup {epl' qJ2} Y por (A 2) resulta :

!lo (ep2) = sup {!lo (epI)' !Lo (qJ2) } :::".. !lo (epI)'

b) Como se deduce de la par te a) ya demostrada ba sta probar que si O es la fun-­
ción nula se tiene !lo (O) = O. Ahora bien según (A 1)

flo (O) = 1-10 (O) + !Lo (O) = 2 !Lo (O)

de dond e !Lo (O) ha de ser O ó oo. Pero de (A 3) deducimos que existe una función
<P ~ O con !Lo (ep) < 00 y haciendo nueva mente uso de la parte a) de es ta proposición.
resulta qu e Jl-o (O) =!= oo,

c) Si a. es un número natural se deduce fácilm ente de (A l ) que

!lo (a. qJ) = flo (ep + ... + ep)
l a veces)

= !lo (<i» + ... -+ 110 (qJ) = a. 140 (ep).
la veces )



.resulta finalmente
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(m, n E N)

P !-Lo (q» = !-Lo (p q» = !-Lo (q. : "q> )

= q !-Lo (p/ q q»

!-Lo (+ q» = +!-Lo (q».

Finalmente si a. es un número real cualquiera no negativo y

m m + 1
--L a.<---

n n

-90---.

p ara toda sucesión ~ l«~ 1 00 de funcion es reales no negativas sobre E.

!-Lo (q» = sup ~ ~!-Lo (q>;) ~ = ~ ""o (q>,,)
' = 1 n=l

:ya que ""o (q>,.)::::::" O para todo n.
DEFINICIÓN 1. ---. Para cada fu.nción f real no negativa sobre El definimos

'(1) !J.- : ",, - (f) = inf ~!-Lo (<fi! 1f L q> 'E <I>o~ '

DEFINICIÓN 2. - Para cada parte A de E. definimos

-(2) ",, - : ¡.L- (A) = ",, - (X.J .

-donde XA es la función característica de A.

P ROPOSICIÓN 2. - El funcional ¡.L- de la definición 1 verifica la condición

n

el) Si para cada n natural llamamos <Pn = .~ epi' es fácil ver que la sucesión
1=1

.~ q>'n ~ 1 00, es filtrante (~ y está formada por funciones semi-continuas inferiormente no
rnegatívas, siendo además q> = sup ~ ep'n ~. Entonces de (A 2) deducimos

!-Lo (q» = sup ~!-Lo (q>'n) ~

!J.o (a. rp = a. ¡.Lo (q>).

n

!-Lo (<Pn) "= " ~ !-Lo (epi)
i= 1

:y como. evidentemente.

-de donde

;por la parte a) de esta proposición tenemos

Po (: q» L ~o (a. rp L !-Lo ( m : 1: q»

:y por lo visto en el caso de a. racional resulta

m m+ 1,
- !J.o (q» L ¡.Lo (a. lp) ~ "!-Lo (q»

n n

-de donde

Si a. es un número racional positivo de la forma a. = vt« con p y q naturales se
:tiene
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G = {y EEl <P (y» 1> ~

-< 91-

00 00

~ ~ ¡t - (XAn) = ~ ¡t - (An)
n=l ' n=l

00 oc

~ fl- - (fn) + 1>::::::" ~!Ló (<Pn)
fl= l n = l

= !Lo (<p)::::::" IL - (f)

pues f .¿ <p. De la arbitrariedad de 1> deducimos la proposición.

DEFINICIÓN 3. - Una función real de conjunto IL - definida sobre las partes de un
espacio topológico E se llama localmente finita cuando para cualquier punto x E E existe
un entorno V de x tal que IL- (V) < + oo,

TEOREMA 1. ~ La funciónIL· de la definición 2 es una medida exterior localmente
finita sobre E.

DEMOSTRACIÓN. - a) IL - (0 ) = O. Es inmediato por ser !Lo (O) = O.
bj !L. es no decreciente, como se deduce fácilmente por serlo ILo '

e) IL· (ÜAn) ¿ ~ 11- (An) para toda sucesión {An ~ 1 00 de partes de E. En efecto,
n = l fl=l .

00

si hacemos A = U A n, tenemos por la .definición 2 .
n=1

(4)

es un entorno abierto de x y la función característica Xc es semi-continua inferiormente

y verifica la condición Xa < -!. En consecuencia tenemos
1>

fl- - (G) = ILo (Xa)¿ILo e: )
fl-o (<p)

----<00

00

IL- (A) = tJo- (XA)LIL- (~ XAJ
fi=l

!Lo (<Pn) ¿ fl- - (fn) + ~ .

Si <P = ~ <Pn' según la parte ~) de la proposición 1 se tien e

00

DEMOSTRACIÓN. - Sea f = ~ t, y un número cualquiera E> O por la definición 1
n=l

para cada n natural, existe una función <Pn semi-continua inferiormente no negativa tal
'que <Pn ::::::,. t; y

00

ya que XA ¿ ~ XAn'
o fl=l

'd) ·IL- es localmente finita. Pues si x E E, por (A 3) existe una función <P E «1>0 tal
qué <P (XI) > O y ¡to (<p) < oo, Entonces si 1> es un número real positivo menor que
~ .(x), el conjunto

(1) En lo que sigue a la diferencia entre dos funciones le asignaremos el valor O en los punlos donde
-ambas valgan + oo. ' .

lo que prueba nuestra afirmación.

PROPOSICIÓN 3. - Sean <PI' <P2 funciones semi-e~tinuas . injeriormente no negativas,
1fI1 ::::::,. <P2 Y ILo (<P2) < 00, entonces



se verifica

(1 = U{ i} }

de donde según (6) se ' deduce

110 (fliI) :::".1-1-0 (fli2) + f.l.. (CJlI - fli2)

ep I :::".flii + (fliI - 'Vi)

tenemos pOI' (A 1) Y la parle a) de la proposición ]

f.l.o (fPI) :::'" f.l.o (CJli) + f.l.o (fliI - 'Vi)
:::". f.l.o (fli ¡1 + 1-1-. (fPI - fli2)

- 92 -

que es un entorno abier to de x por ser CJl2 semi-continua inferiormente. Por la regula-o
ridad de E existe un entorno cerrado F de x contenido en G. Evidentemente 'V = J, Xp.
es una función semi-continua superiormente y menor o igual que CJl2 ' Análogamente ,
si G' es el interior F O de F , la función fP = A "f.o ' es semi-con tinua inferiormente y me··
nor o igual que 'V , es decir CJl E ipI, siendo por lo tanto una de las funciones CJli ( i E 1)..
Como por otra parte x E G' ( = FO ), resulta CJli (x) = fP (x) = Jo' Por lo tanto

CJl2 = sup {CJli I i E q

sup {CJli' CJli} .E ipI

Vamos ahora a probar que CJl2 =sup {CJli I i E l }. Desde luego CJl2 :::'" sup {CJli I i E q .
Para ver la _desigualdad opuesta bastará demostrar que si CJl2 (x ) > O-y A es un númer o>
real positivo menor que CJl2 (x), existe una fun ción semi-continua inferiormente {PI E ip r
tal que CJli (x) = A.

Para ello formamos el conjunto

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTllS, FISlCO -QUIMICAS y NATURALES

sup { CJli' CJlI} L sup {'Vi' 'Vi} L CJl2

Y como el supremo de dos fun ciones semi-continuas inferiormente (superiormente) es
también semi-continua inf eriormente (superiormente) se tiene

y según (A 2) resulta

(6) f.l.o (fP2) = sup {I-I-o (fPi) I i E 1 f
Finalmente, como para cada i E 1 la función fPI}---: ' Vi es semi-continua inf eriormcnle:

y, eviden temente

G = {y I CJl2 (y) > i. }

donde las ' Vi son las funciones semi-contin uas superiormente no negativas menores o
iguales que CJl2'

Notemos que este conjunto es no vacío (pues la función nu la OE <111) Y además filo.
trante (L) ya que si CJl i' CJlI E ipI de forma que

D~roSTRACIÓN. - En .primer lugar es evidente que

(5) f.l.. (CJlI - CJl2) :::". f.l.o (CJl I) - 1-1-0 (CJl2)'

ya que al ser CJl I = (CJl I - CJl2) + CJl2' se tien e por la proposición 2

f.l.o (CJlJ L tJ.' (CJl I - CJl2) + f.l.o (CJl2)

y como 1-1-0 (CJl2) < 00 resulta (5).
Para prob ar la desigualdad opuesta consideremos el conjun to

ipI = {CJli E e, I CJli L 'Vi L CJl2 }



g2=g -g,
h2 = <P - h,
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v, = inf {I, g L
h l = inf { f , <p},

(2) Evidentemente, si Y, (z) < 00 es y', (x) = y . (x) .

resulta

(9)

con gl ':'" inf {f, s} Y g2 = g - g, .

OBSERVAC IÓN 1. - Según la proposición 4 esta condició1.1 -equivale a que se verifique
(8) para g, '= in f {f, s } y cualquiel' función g2 :::::" O tal que gl + gz = g.

P ROP OSICIÓN 5. - Una fun ción f :::::.. O sobre E es medible sí y sólo sí pam toda fun­
ción rp semi -continua inferiorment e no negativa se veri fica

con b , = inf {f, <P f Y b2 = <P - 11,.

DEMOS TRACIÓN. - Vamos a probar la suficiencia de la , condición, pues es evidente
su necesidad. Si g es cualquier fun ción no negativa y <P una func ión semi-contin ua
inferiormente no negativa mayor o igual que g y

se verific a

Por tanto, si ¡t " (g, ) < 00, se deduce que It" (h) = O Y como, evidentemente.

g2 L.g'2 L.g2 + h

1
g, :::::..nh y ¡.L ~ (h) L. --¡.L· (g,) .

n

· ¡t ' (Y2) L.lt" (g'2: L. ¡ t O (g2) + ¡.L" (h)

Y por consiguiente ¡t" (g'2) = ¡t ' (g2)' Así queda probado (7) cuando ¡t " (g, ) < oc, Si
¡t. ([JI) = 00, la igualdad (7) es inmediata.

DEFINICIÓN 4. - Una función f n o negativa sobre E se dice ¡L" medible ( o medible, si
no hay confusión con otras medidas ) cuando para toda función g no negativa se veri fica

D EMOSTHACIÓN. - Si h es la fun ción definida por

(8)

l N1'EGRACION EN ESPACIOS 7'OPOT,OGlCOS

tambi én se tiene

h ( . _ } O si [J, (x ) < 00
X I _ . ()

, 00 SI g, X = 00

'Se tien e, evidentemente, para todo n natural

-(7)

:y por ser ¡.Lo (rp2) < 00, se tiene

¡to (<p , - <P2) L. ¡.Lo (<p , ) - ft o (<P2)

'que unido con (5) demuestra la proposición .

P ROPOSICIÓN 4. - Sean f, g funciones 110 negativ as so óre E, gl = in í {e, s } .
g2 = g - g, = (g - f¡t- Y sea g'2 cualquier función no negativa que verifique
·g'2 + g l = g el). Entonces si



con

y

ft· (a) ::::,.. 11'" (a l) + 11" (g2)

s, = íní {f
l

+ f2 , gf

g2 = (g - t. - f2):+-·

como f1 es una función medible, se tiene

(10) !L'" (g) ::::,.. 11 '" (a,') + ¡.t'" (a/ )
con

y

con

g/ = inf {fI' gf y a2 ' = (g- f
l
)+
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g2 = 1a. g/ = (g ~ a. f:¡+

y de aqu í se deduce que a. f es medible. .•

TEOREMA 2. - Si fl Y f2 són funciones medibl es, tambi én son medibles las fun cio­
nes f l + f

2
e inf {f

l
, f

2
f.

DEAIOSTRACIÓN. - a) f1 + f2 es medible: Según la definición 4 bastará prob ar qu e­
si g es un a fun ción no negativa se verifica (8) :

gl = a. gl '" = inf {a. t. g f

ft'" (-:-) ::::,.. ft· (g¡'") + ft (g/)

con r . = inf {f,-:- } y g2· = (+ - t) +:

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISI CO-QUIMICAS y NATURALES

Aplicando ah ora la proposición 1 e resulta

!-L '" (g) = a. fl '" .(-:-) ::::,.. ft" (a. al ) + ft· (a. g2*)

= ¡¡.. (gl) +ft* a. (g2)

. ft· (g) ::::,.. ¡¡. '" (g1) + ft'" (g2)

qu e nos expresa que f es medible.

COROLARIO. - TOrM función q> sfmti-continua inferiormente no n egativ a: es medible.

DEMOSTRACIÓN. ~ Es consecuencia. de las proposiciones 3 y 5 Y del hecho de que el
ínfimo de dos funciones semi-continuas inferiormente también lo es.

PROPOSICIÓN 6. --,- Si f es una función medible y a. un número no negativo, la [un-.
ción a. f también es medible.

DEMOSTRACIÓN. - Si a. = O la afirma ción es inmediata. Sea pues cualquier a. > o.
Por ser f medible, para cualquier función g no negativa se tiene

¡¡'o (q» ~ ¡¡.. (hl ) + ¡¡.'" (h2 )

::::,.. ft· (gl ) + ft· (g2)

en donde tomando el ínfimo de ¡.to (q», cuando q> varía dentro de las condiciones exigidas
obtenemos la desigualdad (8)

por consiguiente .

y



(n > 1JI

¡.t" (g) :::"., ¡.t" (gl ) + ¡.t" (g2)

g1 = inf {I l' ' 2 , g }

g2 = [g - inf {/l , ' 2 f ]+,

Ahora bien, como

(15)

(14)

y

b) in f {f l' t. f es medible : Bastará probar que si g es una función real no nega­
tiva se verifica

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOL OGICOS

con

(11)

(13)

Razonando análogamente al apar tado a) de este teorema, por . ser 1
1

una funci ón,
medible se obtiene

de (13), (14) 'Y (15) obtenemos finalmente

Ahora bien, como

(12)

resulta de (10) (11) Y (12)

(8)
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¡.t* (y,,) :::"" ~ ti* (yl, - Yk - l ) + ¡t* (Yl )
k = 2

Igualmente por ser la fun ción 1
2

medible tenemos

con

y por ser t, medible tendremos

ti* (Yo) :::"" lím ¡t* (Yn)

Para demostrar la desigualdad opuesta notemos que por ser ' n- l (n > 1) medible­
se verifica

con

(8)

con

PROPOSICIÓN '7'. - 'Sea {In} 1 "" , Una sucesión no decreciente de funciones 1nedibles:
no negativas y fo = Iím f . Si g es una [unci/m 110 negativa y go =inf {fo' s} se­
tiene U~¡.t" (gn) para gn ,: inf {fn, s} y cada n natural.

DEMOSTRACIÓN. - Es fácil probar que {gn f1 "" es una sucesión no decreciente con"
go = Iím Yn y, por tanto ,

y de aquí



'COn

.y

Por ser f1 medible se tiene

(16) fL* (y + f2) :::::,.. fL* (g'1) + 11* (g'2)

'con
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t. = in í ] t. n 'XA }

-que será. medible por la proposición 6 y el teorema 2.
Ahora bien es inmediato que la sucesión {fn } 1 00 es no decreciente y además que

f XA = loo t.
.y por consiguiente de la proposición 8 deducimos que la función f XA es medible.

PROPOSICIÓN 10. - Si f1 , f2 son funciones medibles con f1 :::::,.. t, y fL" (f2) < OU , la
,función f

1
- f

2
también es medible.

DEMOSTRACIÓN. - Para demostrar que t, - t, es medible bastará probar que 'Si 9 es
'una función real no negativa se verifica:

REVISTA. DE LA A CADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISICO·QUIMICA S y NA TURA LES

n

lím fL* (y,,) :::::,..lím ~ fL* .(Yk - Yk- 1) + fL" (Y1)
n n k = 2

00

= ~ fL* (Yk - Yk - 1) + fL* (Y1)
· k = 2

00

:::::,.. [~ (y" - Yk-1) + (Y1)
k=2

= fL* (loo Yn) = 11* (y)

fL* (y) :::::,.. ¡.t.* (Yn) + fL* (g - Yo )

,de donde tomando limites, por la proposición 7, re sulta .

11* (y) :::::,.. fL* (y.) + fL* (y - go>

-qu e demuestra que fo es medible.

PROPOSICIÓN 9. - Si f Y 'XA. son funciones medibles, la fun ción f ZA es también me­
·dible.

DEMOSTRACIÓN. - Para cada n natural definimos la función

fL* (g) :::::,.. fLi' (g,,) +fL* (g - gn)

-con Yn = inf {fn, y} , entonces si Yo = inf {fo' g} se verifica Yo
'todo n y, por consiguiente

PROP.OSICIÓN 8. - Si {f }1 00 es una sucesión no decreciente de func iones medibles ,
tla función l.:> l ím t. también es medible.

DEMOSTRACIÓN. - Sea 9 una función real no negativa. Por ser medible cada función
t, se tiene :



"

gl = inf {tI ~ f2, <p f

g2 = [<p ~ (11 -/2)]+

fL* (g) + fL* (f2) ::::::,. fL* (g + f2)
::::::,. fL* (gl + f2) + fL* (g2)'

s

.(17)

para demostrar que tI - /2 es función medible. Además es fácil ver que podemos supo-..
mer fLo (<p) < oo.

Sean las funciones

INTEGRACION EN .ESPACIOS TOPOLOGlGOS

hn = (f'n~ f2)+ = f'n - inf j f'n' f2 f
.para cada n natural. Por el corolario de la proposición 5 y el teorema 2 cada rn es
.medihle y fL* (fn) < 00 pues tLo (<p) < oo, Como por la proposición 10, las funciones h

n
son medibles, según la proposición 8, ho = lím hn será también medible. Por lo tanto

fLo (<p) ::::::,. tL* (g' 1) T/-L* (g' 2)

.Y

-con

Sea ahora la función

Por ser f2 medible se tiene

:(18)

* ( . {O si t, (x) < 00
gl . XI) = . gl (x) si t. (x) = 00

:Y análogamente fL - ·(gl) = fL - (gl ~gl-)' 'puesto que como antes ¡Jo* (g/ ) = O. Sustitu-.
~yendo ahora (18) en (17) obtenemos

(8) fL - (g) ::::::" tL* (gl) + ¡Jo* (g2)
.pues fL- (f2) < oo.

TEOREMA 3. ----; Si fl , f2 son funciones mediales con f1 ::::::,. f2, la ¡unci6n f
1

- r, tam­
-bién es medible.

D EMOSTRACIÓ N• .,...... Por la proposición 5 hasta ·probar que si <p es una función semi­
-continua inferiormente se tiene

.con

.(9)

«, = (Ip-ho)+

,puesto que ha (x) = t, (x ) - t
2

(x) si <P (x) =f. o.
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-con

* ( ' { O si t, (x) < 00
g X[1 = 9 (x) si f

2
(x) = 00

'que como es fácil ver verifica tL* (g*) = O, pues ~ara cada ti natural ng * Lo t,
.y fL - (f2) < oo. Como por otra parte «, + g- = g2' se deduce de ello que fL - (g'2) =

. = fL* (g2)' Además es evidente que «. = gl + t; Entonces , sustituyendo estas igualda­
des en (16) obtenemos :



son tamm én meflibles.
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t, = lím inf {fo' 1. f = lím fo"
J; 1l

eviden temen te la sucesión {fOl' f co es no decreciente se deduce de-
l 1':+=:1

es me dible.
Ahora bien , como

la pr oposición 8 qu e

Como por otra parte g' 1 = g 1 Y g' 2 = g2 ob tenemos fin almente

lím t; y lím t,
n

B

es también medible.

TEoREMA 5. - Sea {fn f1ce una sucesión de funciones medibles, entomes la fun ción
fo = inf {fn f tmbi én ~s medible. . .

. DImOS:nACIÓ¡'; - Si gn = .inf {f
k

¡ Ir L. n f, es eviden te qu e la sucesi ón {gn} 1<>0 es
n o decreciente y que t. = lím g . Com o por el teorema 2 cada g es medible de la pr o-.:
po sición 13 resulta qu e f

D
también lo es. ll'

COUOLAllTO 1. - Si { fn f 1co es UlUl sucesión de [un ciones medibles, entonces

REVISTA DE LA ,lC ADEMIA DE CIENCI AS EXA CTAS, I'1SICO-QUIMIGAS y NAT URAI,ES-

sup {f , t, f = t. + (f2 - f1)+

por el teorema 2 y 111. pr opos ición 11 dicha función es medible.

TEOREMA 4. - Si {f
n
f 1 ec es UlUl sucesión de funciones medibl es, la función

fo = sup {fn f .también es medible.
DKMOSTRACIÓ¡,;. - Si gn = sup ~ f" I K Lo n f .es eviden te qu e la sucesi ón {gn f l '

co es no
decreci.ente y qu e t. = lím gn' Como por la proposición 12 ca rla gn es medible, de la
proposici ón 8 re sulta -que t, también 10 es. .

PROPOSICIÓN 13. - Si {f
n
fI ce es una sucesión no crecienre de [unciones medibles, la'

funt;ión f
o

= Um fn tam bién es medible.

DE.'10STRACIÓN. - Sea f
l

< 00, es decir t. (x ) < 00 para cada x . Entonces por el teo­
rema 3 la función f'n = t. - Í« es medible pa ra cada n natural y es evi den te qu e la
sucesión { Í'n f 1 ce es n o decreciente. Entonces , según la proposición 8, la fu nci ón
f'o = lím f'n es medible y por el mi smo teoremu 3, t, = f 1 - r o también lo será .

Por otra parte, para cada par de números naturales '11, Ir sea la función

fnk = inf {fn' Irf

que será medible según el teorema 2, por ser lo la fun ción consta nte le .
Para cada Ir , la sucesión {fnk f:=1 es no creciente y t.. fin ita . Enton ces por la pri-

me ra parte de la demostración se sigu e qu e la funció n

fol, = inf {f o' 1. f = lím t;
n ..

(9)

PROPOSIClÓ" 11. - Si f
1

, [ 2 son [unc iones medi bles la función (f 1 - f 2)+ tam bién es
medi ble.

DEMOSTllAGIÓ" . - Es consecuencia de los teorema s 2 y 3 por ser

(f 1 - f2)+ = f1 - inf {f l ' f2 f
PnoPOSICIÓi'i 12. - Si f l ' f

2
son fun ciones medibl es la función sup {f1 , f2 f también

es medible.

DEMOSTRACIÓl'> . - En efecto , como



en·

n

una sucesión de fun ciones medibles y f = . lím f
n

, en-

lím t; = inf sup t,
n n k~n

es una sucesión de funciones medible« y fo = Iím, fn'

n

-99-

n

n

n

DEMOSTRACIÓN. - Por la proposí clóa 15 para cada n natural existe una función h
n

medible tal que

hn:::""f" y fl.*(hn)=fl.*(frJ·

Si 11- lím h
ll

se tiene fL. h Y según la proposici ón 14 ohtenemos :

fl.* (f) = lím fl.* (( n)
n

n

DEMOSTRACIÓN. - Por el teorema 5 la función

n

si se torna g .= oc.

Ahora bien, como r; L. t. resulta

fl.* (f) = lím fl.* (f)~ lím fl.* Un)'
n -

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

DEMOSTRACIÓN. - Basta tener en cuen ta que

lím t; = sup inf t.
- n 1t~n

n
y

PROPOSICIÓN 15. - Si f es una función n o negativa, existe una fun ción h medi ble
:::",. f Y tal que fl.* (h) = fl.* (f).

DEMOSTRACIÓN. - Por la definición 1 para cada n natural existe una- función <¡J" semi­
con ti nua inferiormen te que ver ilica

COROLARIO 2. - Si {f }1 co

ron ces f
o

es medible. n

PROPOSICIÓN 14. - Sea {f
n

} 1co

tonces
(19')

( n = inf Hk I k:::",. n ]

es medible para cada n. Como la sucesión {r, }1 ce es no decreciente, por la proposición
7 obtenemos

Por ser medible cada <¡Jn semi-continua inferiormente y por el .teorema 5, la función
h = inf {CPn} es igualmente medible. Como t L h L. <¡Jn para cada n, es evidente que
fl.* (h ) = fl.* (l) .

TEOREMA 6. - Sea {fn } 1 co una sucesión de funciones no negativas y f = Um f
n

, ·en
umces

. (20) . fl.* (f)~ lím fl.* (fn)'



n

·con

EY0

función es semi­
{ x I cp" (X') > a. }

donde cp"k es la función caractersítica de E k Y probemos que dicha
continua inferiormente. Para ello basta de~ostrar que el conjunto
es abierto para cualquier a.. .

Desde luego para a. < O ya.> n dicho conjunto es abierto por ser igual
respectivamente. Si O ¿ a. < n , existe un entero k (1 ¿ k ¿ N - 1) tal que

k~l k
----4 ¿ a. < --

2" - 2"
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G" = ~hE"': {x I cp (x) > h: 1 }

son abiertos por ser cp una función semi-continua íníeríormente .

Sea ahora la función

con N = 2" . n + 1. Entonces los conjuntos

{
k-l 1, }

En" = x I < cp (x) ¿ - (k = 1, 2, . . ,' N- 1)
2" -2"

E"N= { x I cp (x ) > n }

gl = inf {f , cp } y Y2 = (cp - f)+ .

En efecto, definimos para cada n natural los siguientes conjuntos

'N k-d
_ """ . k

cp" - ~ 2" cp"
k = l

(9)

¡¡.* (f) ¿ lím ¡¡.* (fn) = lím ¡¡.* (f,)
"

(22)

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCI4S EXACTAS, FISICO'9UIMICAS y NATURALES

DEMOSTRACIÓN. - Por el teorema 6

y

n

Por otra parte la desigualdad opuesta es evidente por ser f ::::::..f" para cada n.
TEOREMA 7.. - Una condición necesl1?'ia y suficiente para que una función sea medi­

ble es que si cp* es una función semi-continua inferiormente que toma un número finito
de valores se verifique

con

gl*=inf {f, cp*f

g/ = (cp* ~ IJ:I"
Dm!:OSTRACIÓN. - Es evidente que la condición es necesaria. Para probar su suñcien­

da basta demostrar según la proposición 5 que si cp es una función semi-continua infe­
riormente se tiene

COROLARIO. - .Si {f
n

} l oo es una sucesión no decl1e'CÍente d-e [unciones no negativas
y f = lfm fn , se tt ene
(21:) ¡¡.* (f) = lím ¡¡.* (f,,).

"

])ues Iím t, = [,



{ x I <Pn (x) > (t} = G k+l

ft* (X) ::::'" ft* (X n 11) + ft* (X - A).

es abierto.

La sucesión de funciones {<Pn} 1 ex> es no decreciente y, evidentemente; 'f = loo <p,,'
Como además <Pn toma un número finito de valores por la condición (22) se tiene

ft* (<Pn)'¿ ft* (gl ") + ft* (Y2n)

y

(23)

Y1 = inI {f,' <p} = lím gln

Y2 = (<p - f)+ = loo Y2n

y al ser las sucesiones {Y1n}lOO, {Y2n}lOO, no decrecientes por el corolario del teorema 6
obtenemos:

t« = inf {J(A ' fi } y fi2 = (fi - J() +
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y por la definición 2

(23)

En lo que sigue al decir conjuntos medíbles nos referiremos a los que verifican esta
condición .

TEOREMA 8. - El conjunto A es medible, si y sólo si su función CQ1'acterística XÁ es
medible (en el sentido de la definición 4).

DEMOSTRACIÓN . - Si XA es medible y X una parte de E se tiene

ft* (Xx) ::::". ft* (XxnA) + ft* (Xx-)

(9)

INTEORACION EN ESPACIOS TOPOLOOlCOS

con

Recordemos que un conjunto Ase diceft*-medible (o medible) según Caratheodory
cuando para cualquier conjunto X de E se tiene:

Y1n = inf {f, <p,,} y Y2n = (<p" - f).+

Como <P = Iím <P", también

y entonces

gl = inf h ,t' y} y Y2 = ' (g-J( )+.

En 'primer lugar es fácil ver que en dicho caso g se puede expres ar de la manera
siguiente :

donde los Cli son los valores de f y

ll; = { x I f Cl; (x) = Cli f
Si probamos que para cada Í, = Cl; J(Ai se verifica

de donde resulta que A es medible .
Si suponemos ahora que A es medible para probar que J(A es medible (según la de­

finición 4) bastará demostrar, de acuerdo con el teorema 7, que si y es una función
semicontinua Inferíormente"que toma un número finito de valores se verifica

con

(24)

con



(j = 1, 2)

00 si x E A
O si x ~ A
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i , (x ) = lím f" (x) =

¡.¡.* (f¡) = ¡.¡.* (h' 1 + h'';; = a.¡ ¡.¡.* (h1 + h2)
::::::.. a.¡ [¡.¡.* (h1) + ¡.¡.* (h2)]·

Sea ahora oc¡ ::::::'" 1, entonces h
1

= l il y, por consiguiente,

[1* (f¡) ::::::"' ¡.¡.. (h1 ) + (a; - 1) 11 (h1) + a.¡ !1 (h2 )

::::::"'¡.¡.* (h1) + ¡.¡.* [(a. ¡-1) h1 + a.¡ h2]
= ¡.¡.* (Iil) + ¡.¡.* (f¡2)

puesto que (a.¡ - 1) h1 + a.¡ h2 = '¡2'
Si a.; < 1, será h1' = t. . y ahora

¡.¡.* (f¡)~ a.¡ [¡.L* (h) + ¡.¡.* (h2)]
::::::... ¡.¡.* (h'1') + ¡.¡.*(h'2)

= ¡.¡.* (f ¡1) +¡.¡.* (f¡2)

quedando probada en ambos casos la desigualdad

.TEOREMA 9. - Una luncw'IJ. es medible , sí y sólo si el conjun to A = ~ x 1(x ) > a. i
es medible para todo a. real.

DEMOSTRACI6N. - Supongamos en primer- lugar que la funci ón 1 es medible. En­
tonces para demostrar que el cojnunto A es medible , bastará probar según el teorema 8.
que la funci6n XA es medible. Es fácil ver que para cada n natural la funci6n

t, = n (f - a.)+

REV ISTA DE DA ACADEMIA DE ,CIENCIAS EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURAU~S

y de aquí

es medible y que la sucesi ón ~ t; }1 00 , es no decreciente y por lo tanto según la propo­
sici ón 8 la funci6n

Por ser XA medible se tiene

¡.¡.* X,¡,] = ~L* (h1 + h , ~;::::::... ¡.¡.* (h1) + ¡J,* (h2 )

que como es fácil ver verifican

por ser c-ada Í, medible, sumando las n desigualdades (24) tendremos :

¡.¡.* (y) ::::::... ft* (Y1) + ft* (g)

Para demostrar la desigualdad (24) consideremos los conjuntos

H1 = A; nA y H2 = A¡ - A
Y las fun ciones

por ser los A¡ disjuntos, y que

~ .,..,*(f¡) = ¡t * d~ I¡) = ft* (Y)
1 1

y tenemos presente .que
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1> - 1JI

I JI = ~-- fn"y

{ h- l}
x I f (X» ~

l A = inf { fo' 1 f

A = I J Ji: " =
11 l~'t n

es medible.
Sea ahora el conjunto A medible para cualquier a, Para cada n natural definamos los

s iguientes conjuntos

' ¡ = lím !"

tambi én es medible. Ent onces pOI' el teorema 2 resulta que la función

E,," = { x l k 2" 1 < f (x ) .L. : , } (/i = 1, 2, . . . , N - 1)

E,,N = j .x I f (:v) > n f

(3) Según el sentid o ordin ario , una {unción f r eal definida sobre E es meilible cuando la imagen
eec íproen de lodo abierto en R es medible en E.

-son rnedibles.
Finalmente como la sucesión {fn } 1 00 es no decrecien te, por la proposición 8 res ulta

que la. fun ción

'es medible, s i fn" es la función carac ter ística de E,," , por los teoremas 8, 3 Y 2 Y la
proposición 6 se deduce que las tres Iuncion es

-con N = 2" . n + 1.
Como por hipótesis el conjunto

también es medible .

COROLARIO. -.:.... Una función f es Il'í.edible en el sen tido de la definiciÓn 4 si Y sólo si
lo es en el sentido ordinario (3).

·DE MOSTR ACIÓN. - Basta notar que el hecho de ser medible la fun ción f en el sentido
{)rdinario equivale a que el conjunto A = j x I f (x) > a.} sea medible para todo a. .



REVIST,l DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO:QUIMICAS y NAT URALES :

MEDIDAS EXTERIORES TOPOLOGICAS

Xa = slip { 1.0 " \ j E J }
;

"¡.t* (A' - U G,) < E.
1

¡.t (G)L. ¡.t (G/,> + E
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Il.* (G) = ¡.t* (Xa) = sup {¡.Lo (Xai " ) I j E Jf
= sup {¡.t (G/,) I j E J L

Por lo tanto para cada E > O exite un j E J tal que

y como el conjunto { Xa " \ j E J } es filtrante (L ) tenemos por (A 2)
;

DEFINICIÓN 5. - Se dice que una función l'eal de conjunto ¡.t* de'¡inida sobre las pal'­

tes de un espacio ' topológico regular E es una medida exterior topológica cuando se­
verifican las condiciones siguientes:

1. ¡.t* es medida exterior de BOI'el 10cal1i1enté finita , es decir,
a) la clase dU de los conjuntos Il.*-medibles contiene a la clase B de los conjuntos'

de Borei de E.
b) para todo x E E, exist e un entorno V de x de medida ¡.t~' (V) finita .
2. Todo abierto G de medida fin ita es ¡.t*-compacto, es decir, cualquiera que sea d '

cubl'imiento abierto § o de A = G Y el número E > O se puede encontrar un número,
finito de Gk E § o (1 L. k L. n) ta! que

n L. ¡.L (G,,) < 00

4. Si ¡.t* (X) < 00, existe un abierto G:> X de medida finita , y un conjunto de Bo-:
j'el B :J X tal que ¡.L* (B) = ¡.t* (X).

TEOREMA 10. - La medida extej'ior de conjunto ¡.t* de la definición 2 ~s una medido
exteri01' topológica. .

DEMOSTRACIÓN. ~ 1. En primer lugar, ¡.t* es una medida exterior localmente finita
como se probó en el teorema 1. Para demostrar que es una medida de Borel observemo s.
que según el teorema 8 todo conjunto abierto en E es medible y por consiguiente también
lo son los conjun tos de Borel.

2, Sea G un abierto de medida finita y §o un cubrimiento abierto de G, entonces.
la familia G1 de los conjuntos G'; (j E 1) que son unión ñnita de conjuntos Gl E §fh
(i E 1) también es un cubrimiento abierto de G. Si para cada j E J hacemos G/, = G; n G.
es . evidente que

3. Si G es U!I abierto de medida infinita, para cada n natural, exi ste un abierto­
Gn e G tal que

. -
C A PÍTULO 11

(25)
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de donde, por ser G/ unión finita U G; E {jo resulta

(1, (G - U G() = ¡.t (G) - 11 (G n G'j)
= 11 (G) - ¡.t (Gt) < E

y por consiguiente , G es ¡.t*-compacto.
3. Sea G un abierto de medida infinita . Entonces por ser ¡L* localmente finit a, par a

cada x E G existe un entorno abierto V e G de medida finita. Entonces la familia
{jo = {GI I iE 1 ~ deTos abiertos GI que '"son unión finita de dichos entornos V"" es.
también un cubrimiento abierto de G. Razonando la forma análoga que antes resulta

11 (G) = sup {11 (GI) I i E q = 00

y por consiguiente dado cualquier n natural existe un G" E {jo tal que ¡.t (Gn) :::::" n
siendo por otr a parte evidente que

j.l. (G,,) <00 Y G" e G.

4. Sea X e E y tal que ¡.t" (X) < ?", entonces según las definiciones 1 y 2 tenemos.

11* (X) = ¡.t1< Xx)

= inf {¡.to (cp) I Xx L cp E e, ~ < 00

y por lo tanto existe una función cp semi-continua inferiormente no negativa tal que­
(P :::::,.. Xx "i ¡.to (cp) < oc,

Si r.r. es un número real mayor que 1, se ve fácilmente que la fun ción oc cp tambiéu
es semi-continua íníeriormente , :::::" 'Xx y además que ¡.to (a. qi) < oo. Entonces el con­
junto

G = { y I oc cp (y ) > 1 ~

satisface las condiciones requeridas puesto que es abierto, contiene a X y es de medida
finita por ser, XG L r.r. cp. .

Probemos ahora la segunda parte de 4. Si k = j.l.* .eX) + 1 para cada n natural existe­
una funci ón semi-continua inferiormente no negativa CPn:::::'" Xx tal que

1
Ito (cp,.) < ¡.t* (Xx) + - '- L k.

. n .

Entonces
1

= ¡.to (cp,,) + .:- -¡"'o (lpn)
n

k + 1:
< t-t* (Xx) + - ' - '.

n

Como la función In = ( 1 + : ) qJn es semi-continua inferiormente , el conjunto.

Gn = { y I In (1/) > 1 ~

es abierto y, evidentemente, G
1l

:J X Y Xa.. < 1,,·
Por tanto

k + 1
=1t* (X)+~

n
DO

de donde se deduce que B = n G,. es un conjunto de Borel tal que B:J X y;
n=l

!1* (11') = !1* (X).
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CAPiTULO I1J

UNA CONSTRUCCION DE ESPACIOS REGULARES

Sea E un conjunto cualquiera y <Po una familia [le funcion es numéricas no negativa s
<sobre E que satisfacen :

(B 1). X0E <Po'

(B 2). lE E <Po'
(B 3). Si <p, <P' E <Po entonces qJ + <P' E <1>0'
(B 4). Si <P E <1>0 Y O L cr. ~ <P (x ) para todo x E E, entonces la función

' (<p (x) - cr.) E <1>0'
(B 5). Si <P E <1>0 Y cr. > O, la función eL qJ E <1>0'
(B 6). Si {<PI ,1i E 1 ~ e 4>:0 siendo 1 cualquier conjunto de índices, la función

.sup {<PI I i E l} E <1>0'
(B 7). Si { <Pi 1 1 L j L n ~ e <Po entonces la función in! ,{<p¡ I J. L j ,L. n ~ E <1>0'
(B B). Si x E ae E y la función característica Xa E <1>0' existen dos subconjuntos

'F y a' de E tales que a: E a'e F e a y las funciones caracter ísticas l E- In

: 'l.a, E <1>0'

Sea ahora un funcional !-lo definido sobre <1>0 que sati sface las condiciones (A 1), (A 2),
Y (A 3). Procediendo como en el capítulo 1 construimos una medida exterior !-l* sobre E.
'Si queremos transformar esta medida !-l* en una medida. exterior ' topológica hemos
"de dotar al conjunto E de una topología conveniente. Este es el objeto del presente
-capítulo.

Para cada función qJ E <1>0 Y cada número real eL definimos el conjunto

a = { x E E I <P (x) > eL ~ .
'P, eL

PROPOSICIÓN 16. '- La familia de conjuntos

§ = {a I (<p , eL) E <Po x R ~
ep ,a.

"coincide con la familia §' = { a I Xa E <1>0 ~ de los conjuntos cu ya función cal'acteristica
·está en <1>0 '

DEMOSTRACIÓN. - Como, evidentemente, § ' e § vamos a probar la inclu sión opuesta
.§ e § . Si aE § existe una función <P E <1>0 Y un número real eL tales que

a = a = {x E E I <P (z) > eL ~ .
'P,eL

Por las condiciones (B 2), '(B 5) Y (B 6) del conjunto <1>0' la función <P' (z) =
,= sup {<p (x), eL ~ pertenece a <1>0 y por ser para cada x E E, <P' (x) ::::::.. eL , según ,la propie-
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-dad (B 4) de cI>0 también la función ep" (.11) = qJ' (x )~ a. está en <1>0' Entonces para cada
11 natural la función ep" (x ) = inf {n qJ2 (x), 1} también per tenece al conjun to cI>0 como
se deduce de las condición (B 2), (B 5) Y (B 7) de <1>0'

Finalmente , es fácil ver que

Xo = sup {ep,,}

.Y pOI' (B 6), XO E <1>0 Y en consecuencia G E §'.
TEORIDIA n . ~ El conjun to E con la familia § definidA en la Pl'oposición 16 es un

espacio topológico l'egular.

DEMOSTRACIÓN. ---< D e las condiciones (B 1) Y (B 2) de la familia cI>0 se deduce que los
-conjuntos 0 y E están en §.

Por otra parte si la familia

{ GI I i El } e /l
'entonces, por la proosición 16

.de donde por (B 6) resulta

Xo = sup h Gi I i EI} E <Po

para G = U G¡ Y por tan to U GI E §.
¡el ta

Análogamente se demuestra que IaInterseccíón de una familia finita de conjuntos de
,C; pertenece a § . .

Finalmente de .(B 8) resul ta inm ediatamen te que el espacio topológico E con la topo­
l ogía ,C; es regular.

TEOREMA 12. - En el espacio topológico E definirkJ de la manera antes indicadA (/.
part ir de la famil ia de funciones cI>0 ' esta familia cI>0 coincide con el conjunto de [un­
-eion es semi-continuas injeriormente no negat ivas sobre E.

- DEMOSTRACIÓN. - Por la construcción de la topología de E anteriormente descrita ,
es evidente que toda función de cI>0 es semicontinua inferiormente.

Sea ahora una función ep:::::" O semi-continua inferiormente y probemos que rp E cI>0'
Para cada a. E R consideram os el conjunto abierto -

Ga = { x I ep (x) > a.}.

Entonces por ser Gaabier to y ep :::::" O, por la propiedad (B 5) de 'Po y la proposición
~6, la función

qJ = Xo • inf {f (y) I a. E R }
a. «

·con qJo ="1.0 si Ga = 0 , pertenece acI>o' Por ]0 tanto también

ep' = sup {epa I a. E R } E cI>O

Basta ahora demostrar que rp = qJ' para dejar probado que qJ E cI>0' Si x E 'E, para
todo a. :::"" ep (x ) es evidente que epa (x) = O Y como por otra parte epa (x :::"" O para cual)
quier a. E R se deduce

(V x E E).

Notemos que por ser ep :::"" 0, los conjuntos { a. I a. < rp (x) } son no vacíos.
Pero si lp (x) > a. también es x E Ga y en consecuen cia

lpa (x ) = inf {lp (y ) I lp.(y) > a. }
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y de aquí jun to con (27) resulta

(28) q¡' (X') = SUp { inf ~ rp (y) I q¡ (y) > oc} I oc < q¡ (x) }

de donde se deduce que

q¡' (.1<)::::::.. q¡ (x ).(29) .

Pero por otra parte está claro que si q¡ (x) > oc Be tiene

rp (:t') ::::::" inf ~ q¡ (y) I q¡ (y) > oc }

y de esta desigualdad junto con (28) se obtiene la desigualdad

q¡ (x)::::::.. q¡' (x)

que unida -a la (29) nos demuestra que q¡ = q{ y en consecuencia que 'P E <1>0'

COROLARIO. - La mJJ'dida exterior ¡t . definida sobret la familia de [unciones (J>o es me­
dida exterior topológica sobre el espacio E cons tru ida a parti r de <1>0'
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(A' 3). Para cada x E E:' exi ste una funció1l;..lp E <1>'0 tal que

lp (x) > O y !L'o (e¡» < 00

tener en cuenta que (31) es válida cualquiera que

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

EXISTENCIA DE FUNCIONALES !Lo PARA LA. CONSTRUCCION
DE MEDIDAS EXTERIORES TOPOLOGICAS

Sea 11· una medida exteri or topológica sobre un espacio regular E. Sea <1>' el con­
j unto de funciones semi-contniuas Iníeríormente no negativas sobre E que ~man un
número finito de valores, es decir, toda función lp' E <1>'0 será de la forma

(30)

'(31)

donde los a" son los valores de lp' y entonces los conjuntos E" son evidentemente me­
díbles, Por otra parte es obvio que no toda fun ción del tipo (30) con los conjuntos E"
.medibles es semi-continua inf eriormente.

Definamos sobre <1>'0 un funcional 11'0 de la manera siguiente

CAP ÍTUL O I V

·cuando lp' admite la representación (30) con las mismas condiciones arr iba expues tas.
Es fácil ver que si lp' admite también la forma

lp' = ~ b{1.Ej

<con los conjuntos Ej medibles el valor ~ b, 11 (E
j
) coincide con el 11'0 (lp') antes definido.

También es inmediato que las condiciones 11'0 (lp') < 00 y 11 ( ~x I lp (:d)> Of ) < 00

son equivalentes, y que si ep ' L '1' '' r esulta 110' (lp') L 11'0 (lp").

TEOREMA 13. - El [uncional. 11'0 de (31) satisfa ce las siguientes condiciones:
-(A' 1). Si lp' Y lp" E <1>'0 se tiene

pues la desigualdad opu esta es evidente.

(A' 2). Si rp = sup ~ lp¡ I i E I} E .<1>'0 Y el conjunto <1>' = ~ lp¡ I i E I} es una .familia
,filtrante (L contenida en <1>'0 se tiene . . .

DEMOSTRACIÓN. - (A' 1). Basta
'sea la repre sentación (30) de lp'.

(A' 2). Probemos que

.(32)



e
E" = --o Para cada .7: E E, existe una Iuucíón.

2M
ySean e> o, e' = - - ­

2 II (G)

f1'0 (q» = ~ all ~l (Al,) + ~ G¡, tJ. (B¡)
¡.t' o (rp = ~ b¡, tt (A,) + ~ bk ¡t (!Jh )

Y como Ah e Go y !J¡, e H resulta

!L'o (ep) ' - ~l'o (ep' ) = ~ (al< - bh) flo (Ah) + 2: (a;, - - !J,) f1 (n,)
. ¿ E' !L (Go) + M !L (11) ¿ E

lp = ~ ah · '1."8k y lp' = ~ b¡ '1.¡¡¡

las correspondient es representaciones (30) de lp y q>' Y

Eh = s; n E¡
Ah = El, n Go

BI, = Eh n JI

donde h = (lf, ]). Estos conjuntos 'Son medíbles por serlo, evidentemente, los H
"

y EI ~

Entonces

Sea ahora

REVISTA DE LA ACA DEMIA DE CIENCIA S EXA CTA S , FIS ICO·QUIMICAS y NATURALES

"tales que si G
o

= U Gl, Y JI = G - Go se tiene !L (H) < EI/.

1
Como las Iunciones lJlk = q>xk pertenecen a la familia ,JI' y ésta es filtrante (¿ ), cxis-

te una función q>' E <1>' tal que q>' :::::.. q>¡, para todo h.
Por consiguiente

~B decir

- ~1.0-

siendo a = inf {ep (x) I x E G} . Sean las funciones

.. ( ) _ {epi (x ) si x E G'
q>i X - O .,¡ x ~ O'

!L'o (rp) ¿ flo 'o (q>/) + 1'. ¿ sup {11'0 (q>i) I i E J f + 1'.

pues q>' E <1>' Y de la arbitrariedad de E res ulta la densigualdad (32).

Sea ahora tJ.'0 (q>J = 00 y, por lo tanto, 11 (G) = 00 donde G = { x I q> (x) > Of· Por­
ser tJ.'" una vmedida exterior topológica para cada número natural n existe un abierto'
G'" e G tal que

q>" (z) > q> (x) - E'.

Si G
x

= {y I q>" (y) > q> (x) -' E' }, la familia {G" I x E e} es un cubrimien to ahier to
de G y por ser éste !L· ·c{)mpacto existe un número finito de conj untos

Gl, = G"'l' (h = 1, 2, .o ., n)

lp" E <1>' tal .que

Supongamos en pr imer lugar que ¡.t'o (q> < oc, Entonces si G = {x I lJl (x) > O} se­
tiene !L (G) < 00 y por lo tanto G es ~t '"·compacto por ser G abierto y tJ." una medida.
exterior topológica.

Supongamos que ¡t (G) > O y M = sup {q> (x ) I x E E f > O pues en caso contrario la
desigualdad (32) es inmediata por ser ¡.t'O (q» = O.
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y

q>. (X) = {q> (X) si X E G·
O si x ~ G·

Es fácil ver que ~ <Pi" I i El } es una 'fami lia filtrante (4 de Iunciones de <JI'o y que­
<P'* '= sup {<p/ I i E l } E <JI'o y como !L'o (qi") < 00 pues !L (G· ) < 00, por lo demostrado",
anteriormente para este caso tenemos -

!L'o (q>. ) = sup ~ ¡.t'o (<p;J I i En·
Ahora bien q>" :::::,. a Xa" y de aquí '

!L'o (q>" ) :::::,. a -¡.t (G· ):::::,. n

y en consecuencia, por ser para cada i E 1, <Pi :::::,. 'Pt, resulta

sup ~ ¡.t'o (<Pi) I i E q
:::::,. sup j !L'o (<Pi·) I i E 1 ~ = !L'o (<p" ):::::" n.

De la ar bit rar iedad de n se deduce que

sup ~ ¡.t'o (<Pi) I i E q = 00

y por lo tanto la desigualdad (32).
(A' 3). Resulta del hecho .de ser ¡.t. localmente finita .
Sea E un espacio topológico regular y <JI'o el conjunto de funciones semi-continuas "

inferiormente no negativas sobre E que ' toman un número finito de valores. Sea !L'o un.'
funcional definido sobre <JI'o que satisface las condiciones (~' 1), (A' 2) Y (A' 3) del enun- ­
ciado del teorema 1,3. Definamos ahora el funcional !Lo sobre el conj unto <JIo ' de las íun- ;
cienes semi- continuas inferiormente no ne gativas mediante

(33) !Lo (<p) = sup ~ 1-1'0 (<p' ) I q> :::::" q>' E <JI'o ~

Es inmedia to que si q>E <JI'o se tiene !Lo(<p) = !L'o (<p).

PROPOSICIÓN 17. - Sea {lpi I i E T] una fami lia filtmn te (L ) con tenida en <Po y"
0/ = sup { <Pi I i E 1 [ . Entonces .

¡.to (<p ) = sup { !Lo (<Pi) I i El} .

DRMOSTIlACJÓN. - Bastará probar

(35)

.pues la desigualdad opuesta es evidente. Si

<JI' = j <P' I <P :::,,;. ep ' E <JI'o ~
y

es fácil ver que <Jl ' y <P" son familias filtrantes (L ), esta última por ser, por híp ótesls ­
j q>i I i E l ! filtrante (L).

Además <Jl" e <Jl' y , según se vio en la primera parte de la demostración del teo-c,
rema 7,

q> = sUP' {q>' 11p' E <JI'} =-sup j q," I<P" E <JI" }
Por otra parte

!Lo (<p) = sup {!L'o (q>') I <P' E <JI' !
por la defini ción defLolJ

Slip {flo (<p;! I i El} = sup j 11'0 (q>" ) 11p" E <Jl" ~

- 111,"':'
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!Lo (<p + <P) = f1e (<p) + !Lo (<p').

!Lo (<p + <p' ) = !Lo (rp) + !Lo (<p').

- sup ) " 1 :::::,. "E ,..., 1<p- 1<P <p - <p ~or

sup ~ fL'o (qi') I <P' E <1>' ~ L sup ~ !L'o (<p") I <p" E <1>" ~

Pero como

(37)

'tambi én será'

PROPOSICIÓN 19. - Si <P i Y '1' 2 son funciones semi-cont inuas inferiormente no negati­
'vas se tien e

<p + <p' = sup ~ (<p"+ <p') I <P ~ <p" E iJ!'0}

.Y como, evidentemente, esta familia es filtrante (~) por la proposición 17 resulta final­
mente

DEMOSTRACIÓN. - Bastará demostrar que

!Lo (<Pi + <P2) L fLo (<Pi) + ito (ep2)

,pues es fácil probar la desigualdad opuesta .
Sea ll>' = ~ ep' , ep2 ::::". '1" E ll>'o ~. Entonces para cada ep'E <1>' Be tiene

!Lo (epi) + ito (ep2) ::::". !Lo (epi) + !Lo (ep') = !Lo (epI + ep')

;la última igualdad por la pr oposición 18.
Ahora bien '

DE~IOSTRACIÓN . - De acuerdo con la definición de !Lo se tiene

!Lo (<p) + !Lo (<p' , = sup ~!L'o (<p") I <p :::::,. <p" E iJ!'o f + !Lo' (<p' )
= sup ~!L'o (<p" + <p') I <p :::::"<p" E <1>'o ~

epi + epa = sup ~ <Pi + ep' I ep'E <1>' f
:y como además esta familia es filtrante (~) se deduce, por la proposición 17 que

ito (<Pi + <P2) = sup ~!Lo (<PI + q{) , '1" E iJ!'}
~ !Lo (<PI) + ¡.Lo ('1'2)'

TEOREMA 14. - El funcional !Lo definido en (33) satisface las condiciones (A 1), CA 2}
:y (A 3).

Si <P' E ll>', la familia

,(37)

10 que demuestra (36).

PROPOSICIÓN 18. - Si <p E ll>o y '1" E <1>'0 se verifica:

,(36)

p ues para cada e > O y cada !PI existe una función !p" E iJ!" con ep" L 'PI tal que
:fLo (<PI) L fL'o (<p") + e, y para cada '1/ ' E <1>" existe una <PI:::::" <p' . Por lo tan to par a pro­
bar (35) basta demostrar que

ll>* = ~ <P* = inf ~ <p' . <P" ~ '<p" E '<1>" f
' >es, evidentemente, filtran te (L ), ll>. e ll>'o y <p' = sup ~ <p* , !P* E ll>* f·

Por lo tanto, por la condición (A' 2) de !L'o, resulta :

!L'o (ep ') = sup ~ !L'o (<p*) I<p* E iJ!* f
L sup ~ !Lo' (<p") , <p" E <1>" f
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DEMOSTRACIÓN. - Es consecuencia de las proposiciones 17 y 19 Y de la condición
'(A' 3) impuesta a (-Lo'·

Si elegimos como funcional (-Lo en (33) el definido en (31) según el teorema 14 el
funcional (-Lo sobre cl>o de (33) satisface las condiciones (A 1), (A 2) Y (A 3) del capítu­

] 0 1 Y por lo tanto siguiendo el proceso descrito en dicho capítulo podemos construir una

media exterior topológica ;. sobre el conjunto 9l (E) de las partes de E a partir de
.(-Lo' Pues bien, si continuamos denotando por (-L. la medida exterior topológica citada al
principio de este capítulo, demostraremos el siguiente

TEOREMA 15. - Las medidas (-Le y ¡;,e definidas sobre E son iguales.

DEMOSTRACIÓN. - Basta probar que si G es un abierto de S .se tiene (-L (G) = (-L (G)
'pues según [8] una medida exterior topológica viene determinada por su valor sobre
los conjuntos abiertos.

Ahora bien

~ (G) = ;0 (Xa) = inf {(-Lo (q¡) I XG L. q¡ E <1>0 f
= (-Lo (Xa) = (-L (G).

TEOREMA 16. - Si j.I.e es una medida exterior topológica sobre un espacio regular E,
'exis te un funcional (-Lo sobre la familia cl>o de las funciones semi-continuas inferiormente
no negativas, tal que (-L. puede ser construida a partir de (-Lo por el método del capítulo 1.

Demostración. _ Basta tomar el funcional (-Lo definido en (33) donde (-L'o es el fun­
cional (31) construido a partir de la medida (-L*. Entonces según el teorema 15 la me­
-dida exterior topológica construida a partir de (-Lo es precisamente (-L*.
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!lo (!p) = sup {a (f) I a (f ) I !P~ f E 'I>' f!lo:

- li4 -

En efecto, seg ún (39) ten emos

flo (!PI + !P2) = sup {a (f) I !PI + !P2~ t E (1)' f

flo (!PI) + flo (!P2) = sup { (1 (y) I !PI :::"' .y E <}> ' f
_ + sup {(1 (h) I !PI :::". h E <1)' f

= sup {(1 (y +h) I !PI~ g E 4>', 0/2~ h E <1>' f

(39)

TEOREMA 17. - m [uncumai !lo de (39) »eriiica las- condic iones (A 1), (A 2) Y (A 8:­

DEMOSTRACiÓN. - ' (A 1). Si !pI'!P2 E <1>0 se ti en e

UNA CONSTRUCCION DEL FUNCIONAL !lo

(40)

y

CA PÍTULO V

-
Definimos ah ora un funcion al ¡.Lo sobr e el conjun to <1>0 de las fun ciones semi-con tin uas:

inferiormente no n egativas de la maner a sig uien te '

(1 (f) ..::::: sup { (1 (OI i E I} .

(C 5). Para cada x E E exis te una función t E <JI' ta l qu e f (X) > O y (1 (f ) < oo.

ÜBS&RVACIÓN 2. - En luga1' de la condición (C 4) se pueden eni yi1' las dos siguien tes­
condiciones de las cuales (C 4) es consecuencia.

(C' 4). Si tI ' t , E <JI' se tiene inf {tI' t2} E <1)' .
(C" 4). Si {ti I i El} es un a familia filt r ante (~) de funcion es de (1)' ).

t = sup {ti I i E I} E <JI' r esulta

(1 (f ) = sup {(1 (ti) I i E 1 f.

Sea i.I>' una familia de funciones semi -conti nuas inferiormente no negativas sobra un
espacio regular E, y (1 un funcional real no negativo sobre <JI' tales que

(C 1). Si t, t, E <JI' se ti en e t. + t, E 'p' y ad emás

(1 (tI + t2) = (1 (f l) + (1 (f2)'

(C 2). Si t; t, E q,' se tiene sup ~ t; t2 } E q,' .
(C 3). Para cada función !PE q,o se verifica

!P = sup ~ f I !p :::'" f E <JI' } .

(C 4). Si ~ ti I i El} es un a fami lia filtrante (..:::::) de funcion es de <JI ' y f E 'I>' con
t..::::: sup ~ ti I i El} r esulta
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}Lo (<p) = sup ~ p.o (<Pi) li E q .

~ 115-

En primer lugar por (39) tenemos

110 (<p) = sup { (J (f) I <P ~ t E <}>' f

sup ~110 (<p) I i E 1 f = sup ~ (J (g) I 3 <Pi ~ 9 E <1>' }

Y de aquí se ve fácilment e que

(43) 110 (o/) ~ sup ~110 (<Pi) I i E" q .

(42)

(J (1) = sup ~ (J (g) I 3 q>¡~ g ·E <}>'}

= sup ~ 110 (q>¡) I i El}

y por tanto
<Pi = sup ~ 9 I <Pi~ 9 E <1>'}

<P = sup ~ 9 I 3 <Pi 2: 9 E <}>' f
ya que <P = sup ~ <Pi I i El}. Entonces si t E <}>' con t::=; <P se tiene

t .L. sup ~ 9 I 3 q>i~ 9 E <1>'}

Y como según (C 2) esta familia es ' filtrante (.L.) resulta por (C 4)

110 (~ ¡ + <P2) .L.110 (<PI) + 110 (<P2)

que junto con (41) demuestra la igualdad (40}
(A 2). Sea ~ <Pi I i El } una familia filtrant e (::=;) de funciones semi-continuas inte­

riormente no negativas y <P = sup ~ <Pi I i E 1 f. Entonces,

y de aquí

y

<P2 = sup ~ h I <P2 ~ h E <}>' f
y por tanto para cada f E <}>' con t ::=; <PI + <P2 se tiene

t .L. sup ~ 9 + h I <PI ~ 9 E <}>' , <P2~ h E <1>' f
dond e la familia ~ 9 + h} es filtrante (::=;) como se deduce fácilmente de (C 2). Enton.
ces por (C 4) resulta

(J (f) ::=; sup ~ (J (g + h) I q>¡ ~ 9 E <}>', <P2~ h E <1>'} •
=f1o (<p¡) +110 (<P2)

y en consecuencia

siendo esta última igualdad consecuencia de (C 1), y de aquí se deduce fácilmente por
la primera parte de (C 1) que

(41) 110 (<p¡ + <P2) ~ 110 (<p¡ ) + 110 (<P2) '

Para ver la desigualdad opuesta observemos que por (C 3) se tiene -

<P I = sup ~ 9 I <PI ~ 9 E <}>' f

110 (<p) ::=; sup ~110 (q>i) I i El}

que unida con (43) prueba la igualdad (42) .

(A 3). Para cada x E E, existe una función q> semi-continua 'inferiormente no nega­
tiva tal que q> (x) > O y p.o (rp) < oo, Dicha función ep puede ser la misma t E <}>' de
(C 5) pues es claro que si fE <}>' se tiene (J (f) = flo (f ).

Para probar la desigual dad opuesta basta notar que por la condición (C 3) se .tiene
para cada i E T
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OBSERVACIÓN 3. - El ejemplo siguiente prue ba que si se prescinde de la condición
(C 3) el teorema anterior es falso.

Según [2] existe un espacio E de Hausdorff regular no completamente regular. En­
tonces hay un punto x E E Y un entorno abierto G de x tales que si f es una fun ción
continua con f (x) > O se tiene f (y) > O para algún - y ~ G. Si ahora definimos el fun ­
cional o siguiente sobre la familia ll>o de las funci ones continuas ' no negativas sobre E

o : (] (f) .= f (x )

es fácil ver que la familia ll>o con el funcional a sati sfacen las condiciones (C 1), (C 2),
(e 4) y (C 5) del teorema ante rior pero no verifica la condición (C 3) por no ser E com­
pletamente regular.

Veamos enton ces que el funcional

definido sobre las funciones Ip semi-continuas inferiormente no negativas no satisface la
condición (A 1). Por ser E regular, existe un entorno cerr ado F de x contenido en
G. Si G' es el complementario E - G de G tenemos

!Lo (Xc + Xc,) =-1
mientras que

es decir que
¡¡'o (Xc + Xc,) =1= !Lo (Xc) + ¡¡'o (Xc'),

OBSERVACIÓN 4. - Si El es un espacio regular (resp. campletamente regular) la fami­
lia ll>'o (resp. iI>J de las funciones semi-cont inuas injeriorm erue no negativas con un nú­
mero finito de valores (resp. continuas) definidas sobre E satisfacen las condiciones (C 1:
(primera parte) (C 2) y (C 3.

En consecuencia si o es un funcional definido sobre la familia iI>'o (resp. iI>o) que sa­
tisface las condiciones (C 1) (segunda parte) , (e 4) y (C 5) el funcional

¡¡'o : !Lo (Ip) = sup ~ o (f) I rp~ f E ll>'o (resp, iI>o) ~

definido sobre la familia iI>o de ias funciones semi-continuas inferiormente no negativas
satisface las condiciones (A 1), (A 2) Y (A 3). .

En particular si hacemos uso de la observaci ón 2 vemos que el teorema Í4 es conse­
cuencia del teorema 17:.

---' 116'-
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lp", (z) > 1'- 8.y

f-l", CG') = fl-", (G) = 1

Y POI' lo tanto x E G' Y una función <P", E <1>' tal que

<p", L. Xc y ljJ", (z) > 1 - E

ESPACIOS COMPLETAMENTEfl-* - REGULARES RESPECTO DE <1>'

DEFINICIÓN 6. - Sea fl- '" una medida exterior topol6gica definida sobre un espllcW E
y <1>' una familia de [unciones-semi· continuas in feriormente no negativas que satis facen:

(D 1). Si <PI Y <P2 E <1>' se tieme <PI + <P2 E <1>'.
(D 2). Si <PI Y <P2 E <1>' se tiene sup ~ lpl' <P2 f E <1>' .
(D 3). Si <P E <1>' Y a. :::::.. O la funci6n et <P E <1>'.
Diremos que E es completamente fl- . -regular respecto de <1>' cuando para cada con­

junto abierto G no vacío de medida finita y cada 8 > 0, existe un abierto G' e G tal que
fl- (G') = f.L (G), con la propiedad d~ que para todo x E G' hay un a fun ción <P" E <1>' que
satisface

O~ <P",¿ Xc y lp", (x ) > 1 - E

Si <1>' es la familia . de las funciones continuas, diremos simplemente que E es completa­
mente fl- '"-regular.

DEFINICIÓN 7. - Eea E un espacio 7;egular y <1>' una familia de funciones semi-con­
tinua s in feriormente no negativas sobre E que satis facen las condiciones (D 1), (D 2) Y
(D 3). Diremos que E es completamente 7'egulU7' respecto de' <1>' cuando dadó cualquier
E > 0, par« cada abie7'to G y x E G exis te U7Ul . funci6n <P", E <1>' tal que

CAPíTULO V I

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

OBSERVACIÓN 5. - Si la familia <1>' de la definición 7. es la familia <1>c de las funcio ­
nes continuas no negativas sobre E es fácil ver que el concepto "de espacio completa ­
mente 7'egular respecto de <1>c es equiva lente al de completamente regula1'.

PROPOSICIÓN 20. - La condición necesaria y suficien te para que un espacio topológi­
co E sea completamente regular respecto de .<1>' es q~.' para cada medida exterior topo­
16gica fl- '" sobre E, E sea completamemte fl- '" -7'egular respecto de <1>'.

DmIOSTRACl6N. - Es evidente que la condición es necesaria. Para probar su sufi cien­
cia consideramos para cada x E E la función de conjunto fl-", '" siguiente

• (A) = {l s~ x E A
¡t ", O SI X ~ A

que co mo es fácil ver es una medida exterior top ológica. Entonces si G es un abierto que
contiene a x y 8> O por ser E complet amen te l!-'"-r egular respecto de <1>' existe un
abierto G' e G tal que
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P,o (XG) ,= sup j /10 (1) I "l.a::::'" f E el>'} .

E
cP", (x) > 1 - -­

IL (G)

Como por (r / 2) el conjunto j f I Xc ::::,.. f E <I>'} es filtr ante (L.) se ti en e

sup {¡.Lo (f) I Xc ::::,.. f E <I>'}
= !Lo (sup {f I Xc ::::,.. f E <I>'} )

::::,.. /10 (sup {cp", I x E G' })

::::,.. (1- !L ~G) ) 11 (G')

= /1 (G) - E = ¡.Lo (Xa) - E

sup j cP_ I x E G'} ::::,... (1- E ) X
- /1 (G) o:

puesto qu e

(44)

Entonces de la arbitrariedad de E se deduce (45)

PROPOSICIÓN 22. - Si E) es un espacio topológico comple tamente '/1- -regular respecto
de <1>' Y cp es una función semi-continua in feriorment e> no negativa, acotada tal que el
conjunto

.... (G') = /1 (G)

Y ademá s para cada -x E G', exi ste un a fun ción cP", E <1>' tal ~ue

O L. cp",L "l.c

Go = {x I cp (x) > O}
-es de medida finita , se verifica

(46) ¡.Lo (q» = sup j ¡.Lo (1) I cp ::::,.. f E <I>'} .

DEMOSTRACIÓN. - Como, eviden temen te,

/10 (q» ::::,.. sup { /10 (1) I q>::::,.. f E <I>'}

Y ¡.Lo (q» = O cuando 11 (Go) = O bastará probar la desigualdad opuesta para /10 (Go) =1= O.

(45) ¡.Lo (Xc) L. sup { /10 (f) I Xa::::'" f E <I>'} .

pues la desig ualdad opuesta es eviden te .. Supongamos 11 (G)=1= O ya que en caso con­
trario (45) es inmediato.

Por ser E completamente 11*-regular respecto de <1>', para, cada E > O, existe «n
abi erto G' e G tal ' que

DE~IOSTRACIÓN. - Probaremos que

pues como hemos indicado antes x E G'. En consecuencia E es completa men te regular
respecto de <1>' .

COROLARIO. - La condición necesaria y suficient e para que un espacio topológico E
sea completamente regular es que pam cada medida ex terior topológica -/1- sobre E

j
E sea completamente p,--regular. -

DEMOSTRACIÓN. - Es consecuencia de la observación 5 y de la proposición 20.
PROPOSICIÓN 21'. - Sea E un espacio topológico completamente /1--reqular respect a

de <1>'. Entonces si XG es la función caractel'Ística de> un conjunto abierto G de medida
finit a se verifica
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(n = 1, 2, .. .)

sup {110 (f ) I <p ::::o:.. f E ¡p' } ::::o:.. sup ~ 110 (f ) I <p' ::::o:.. f E <1>'}

Es fácil ver que <p' L <p Y que <p' + E' Aao ::::o:.. rp y, por lo tanto , resul ta

<p = sup ~ rp' I rp ::::o:.. rp' E <1>'0}

En efecto, si <p (x ) > O y O< A. < <p (x) el conj unto

G x'\ = ~ y I <p (y) > A. }

-es abierto .Y x 'E Gx '\ Como además (1'" es localmente finita, existe un abier to G", de
unedida finita .y ,que contiene x . Entonces G' = Gx.\ n G", es de medida finita y es fácil
wer que

L sup ~110 (n I ~ Aa,,::::o:.. r E <1>'}
n~l

INTEGRACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

Dado cualquier núm ero positivo E, sea E' un número tal que O< {;' < - - - oDe-

-119 -

'que. jun to con (49) y (D 3) nos demuestra que

,(50) 110 (<p) ¿ sup ~ 110 (1) I <p' ::::o:.. f E <1>' }

Finalmente, de (47), 48), (50) Y de la arbitrari edad de E resulta la desigualdad

110 (rp) L sup ~lko (1) I <p ::::o:.. f E <1>'}

'que queríamos demostrar.

PROPOSICIÓN 23. - Sea <p una función. semi-cont ÍJ1wa inferiormente no negativa y <1>'0
,la familia de funciones . semi-continuas inieriormente no negativas, acotadas y tales que
~ x I rp' (x) > O} es conjunto de medida finita. Entonces

-(51) 110 (<p) = sup ~110 (<p') I ¡p ::::o:.. rp' E <1>'0 }.

DEMOSTRACIÓN. - En primer lugar es fácil ver que si <p' y <p" E <1>'0 también
.sup ~ <p', <p"} E <1>'0 Y por lo tanto la familia <1>'0 es filtrante (L).

Por otra parte vamos a demostrar que

POI' otra parte tenemo s.

;(49) 110 (rp") = ¡¡' (lo ( ~ Aa,) = E' ~ 110 (Aa,)
n~l u~ l

<p' = E' ~ l a,..
n~l

J' la fun ción

:pues las funcion es Aan son inferiormente semi-continuas:
Ahora bien, como el número de conjuntos G" =1= 0 es finito por ser <p acotada, se-

.g ún la proposición 21 se tiene .

'finamos los conjuntos

Gn = ~ x I <P (x) > n E' }

( 47)

.Y
\(48)
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número positivo ..

r = sup ~ f I Xo :::::,.. f E <!l' f

[10 (q» = sup ~ 110 (f) I q> :::::,.. f E <!l' f.

[10 (q» = sup ~fLo (f) I q> :::::,.. f E <!l' f .

[10 (q>') = sup ~ \-Lo (f) I q>' :::::,.. f E <!l' f .

!Lo (q» = sup ~ [10 (q>' ) I q> :::::,.. <p' E <!l'of

Por lo tanto

(52)

(46)

entonces el espacio E es completamente !L. -regulm' respecto de <!l'.

DEMOS TRACIÓN. - Sea G un abier to de medida finita y E cualquier
Probaremos que si

(52)

el conjun to

(51)

Si tenemos además presente la hipótesi s del enunciado y que por (D 2) la 'familia.
~ f I Xo :::::,.. f E <!l' f es filtrante (L ) resulta

!Lo(n = sup ~ fLo (f) I Xo :::::,.. f E <!l' f
= fLo(Xa) = fL (G)
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(1 - E) iJ. (G - G' ) + [1 (G') :::::'" fLo (f).

G' = ~ x I t' (x) > 1 - E f
satisface las condiciones de la definición 6.

En primer lugar por ser f' semi-continua inferiormente el conjunto G' es abier to..
Además es evidente que para cada x E G', existe una función q>,. E <!l' tal que q>,.. L X~.
y q>,. (x) > 1 -'- E.

Por otra parte, es fácil ver que

r L (1 - E) "f.o- o' + Lo:

TEOREMA 19. - Si <!l' es una familia de funcione s semi-cont inuas inferiorment e no ,
negativas que satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) Y (D 3) Y para toda fun ción q> semi­
continua in feriormente no negativ a se verifica

DEMOSTRACIÓN. - Según la proposición 23

Entonces de (51) y (~) resulta finalmente

(52)

donde <!l'o es el conjunto de funciones q>' semi-continuas inferiormente no negativas, aco-·
tadas y tales que ~ x I q>' (x) > O} es un conjunto de medida finita .

Por otra parte por la proposición 22 para cada q>'E <!l'o se tiene

A. Xo' (X) :::::'" A.

<p = SUp ~Ip' l <p :::::,.. <p' E <!l'of
de donde por ser <!l'o filtr an te (L ) obtenemos

[10 (q» = sup ~!Lo (q>'\ I q> s.. q>' E <!l'of .
TEOREMA 18. - Si E es un espacio completamente \-L--regula7' respecto de <!l' Y q> es:"

una función semi-continua inferiormente no negativa se verifica

siendo además
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y de aquí
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será¡

tal que ¡.t (G) = !L (G* ) Y E es.

(n = 1, 2, oo .)

= O, pues !L (G) < 00 también

es decir
G - G'O e u (G - G',)

Y como según la definición 6, !L (G - G',,)
It (G ~ G")= z y de aquí ¡.t (G) = [Jo (G·).

Recíprocamente, si G es un abierto de medida finita
un número positivo, es fácil ver que el conjunto

y en consecuencia a· es un abierto. Si además E es completamente regula?' se tierw­
a· = a pam todo abierto a de E,

PROPOSICIÓN 24. --' Sea ¡.t. una medida exterior topológ ica sobre un espacio regu la?' .E:
y <1>' una familia de funciones semi-continuas injeriormente ·?W negativas sobre E que
satisfacen las condiciones (D 1), (D 2) Y (D 3). Una condi ción necesaria y suficiente
para que E sea completamente !L" -?'egular respecto de 'll ' es que para cada abierto a de­
medida finita se verifique !L (a) =!L (a " ).

DEMOSTRACIÓN. - Si E es completamente ¡.t·-regular y G es un abierto de medida,
finita es fácil ver que si con G',. designamos el abierto correspondiente a E = 1Jn de . la
definición 6 se verifica .

G'O :J n G'" (n = 1, 2, .oo)

G' = { x I f (x ) > 1 -'- E }

"

!L (G ~ Gl = O

TEoREMA 20. - La condición n ecesaria y suficiente para que toda fun ción cp semi­
cant inua in feriormen te no negativa satisfaga la condi ción

AG* = sup {f I Aa :::::.. fE <1>e}

G' = { x I 'ti E > 03 fE <1>', O.L. f L. Aa y f (x ) > 1 - s }.

. Si llam amos ,. = sup {f I Aa :::::.. f E <I>'} es fácil ver qu e

G" = {x I Í" (x ) = 1}

OBSERVACIÓN 6. - Si <11' es la [omilia <l>c de las fun ciones continuas 1W 'M gativas so-o
bre E se tiene

(52) !Lo (cp) = sup { !Lo (f) I cp :::::.. f E <1>' f
donde <1>' es una familia de funciones con las propiedades (D 1), (D 2) Y (D 3) es que·
el espacio E sea completamente ¡.t"-regular respecto de <1>'.

DEMOSTRACI6N. - Es consecuencia de los teoremas 18 y 19.

COROLARIO. ~ Sea E un espacio ?'egular. Entonces si <1>' es una familia de funciones:
sobre E semi-continuas inferiormente no negativas que satisfacen (D 1), (D 2) Y (D 3 ,
se tiene

!Lo (cp) = sup {!Lo (f) I cp:::::.. fE <1>' }

para toda medida exteri01' topológica ,~ 'O sobre, E y toda función cp E <1>0 si, y sólo si E:
completamente regular respecto de <1>'.. -

DEMOSTRACIÓN, ~ Resulta inmediatamente del teorema 20 y de la proposición 20.
Sea E un espacio regular y <1>' una familia de funciones sobre E semi-continuas in -o

feriormente no negativas que satisfacen (D 1), (D 2) Y (D 3), Para ca da abierto G de E:
definimos el conjunto G' de la manera siguien te :

que junto con (53) prueba que

(l ' - E)!L (G - G') :::::.. p. (G - G')
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'Satisface las condiciones de la definición 6, pues

O· e o' e o.
¡¡

1-1.1 (f) =1-1.1 (o:p) + lJ.l (f - o:p)
1-1.2 .(f) = 1-1.2 (ep) + lJ.2 (f - ep)

1-1.2 (f) < 00, 1-1.1 (1jJ) L. 1-1.2 (1jJ) y 1-1.1 (f -1jJ) L. lJ.2 (f - q» se

1-1.1 (1jJ) = 1-1.2 (ep).
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:y por ser lJ.l (f)
-deduce que

1 = I-I.a (O) =f= I-I.a (O" ) .= O

'y por lo tanto según se desprende de la proposición 24, E no es completamen te I-I.·-regu­
'lar re specto de <1>'.

Los resultados que siguen si bien 10B enunciamos para espacios regulares tienen su
'mayor interés en espacios no completamente regulares, pues resultan triviales cuando
el espacio es completamente regular.

PROPOSICIÓN 27. - Sean 1-1.1 " Y 1-1.2 " dos medidas exteriores topológicas sobre un espa­
ocio regular E tales que 111"~ 1-1./. Entonces si f es un a fun ción semi-continua ' inferior­
.mente no negativa tal que 111 (f) = 1-1.2 (f) < 00 se tien e 111 (o:p) = 112 (<ji) para toda fun-
-ci ón semi-continua inferiormente no negativa o:p L. f. .

DEMOSTRACIÓN. - Como las funciones f , <ji y f-q¡ son medibles respecto de cua lquier
medida exterior topológica se tiene

1-1. [U (O - O") l OE §] =1-1. (JI) = O

DEMOSTRACIÓN. - Dado cualquier abierto O de medida finita se tien e 0-0* e H y
'por lo tanto

1-1. (O - O") L. 1-1. (JI) = O.

-en consecuencia 1-1. (O) = 11 (O" ) pues lJ. (O) < 00 y por la proposición 24, E es comple-
tamente '1-1.*-regular resp ecto de <1>'. -

OBSERVACIÓN 7. - Si el con jun to H de la praposIclOn 26 no es abierto el siguiente
ejemp lo prueb a que 1-1. (RO) = O no es condición suficiente para que E sea completamente
ltJ: -regular respecto de <1>'.

Por no ser H abier to, existe un a E JI - HO. Sea la medida ex terior topológica 110"
-defin ida en E de la man era siguiente :

.. (A) _ J 1 si a E A
j.l-a - l O si a ~ A.

Evidentemente l1a (HO) = O. Sin embargo como a E H, exis te un abier to O tal que
·a E O~ O" Y entonces tenemos

11 [U (O - 0 ")° lO E m= ~L (Ho) = O.

DEMOSTRACIÓN. - Para cada x E Ho exis te un abierto O tal que x E (O - O°l". Por
ser 11- localmente finita exis te un entorno abier to V de x de medida . finita. Ent onces si

-es U = V n (O~ 0 -) ° es fácil ver que U- = 0 y por ser 1-1. (U) < 00 se tiene por la
proposición 24, 1-1. (U) = 1-1. ( 0 ) = o.

Es decir , que para cada x E Ho exis te un en torno de x de medida nul a. Enton ces re­
.s ul ta que 11 (Ho) = O.

PROPOSICIÓN 26. ~ Con las hipótesis de la proposición 24, una condición suficiente
:para que E sea completamente ~- -regular respecto de i[J' es que

PROPOSICIÓN 25. - Con las hipótesis de la proposición 24 u na condición necesarill
.para que E sea completamente 1-1.·-¡'egular respecto de <I>' es que
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ConOLARIo. - Sea <!J' una familia de funcio nes semi continuas inierionnente no nega­
:tivas sobr e un espacio 1'egular E. S ean fL l" Y fL2 " dos medidas anteriores topológicas
'Sobre E tales qu e- fLl " L fL2' Y fL . (f) = 112 (f) para tOM fun ción fE q>'. Entonces, si
ipara toda función q¡ E <1'0 tal quefLl (q¡) < 00 existe un a fun ción f E <!J' tal que
f ::::,. rp con fLl (f) < 00, resulta fLl ' = 1J.2".

DEMOSTRACIÓN . - Basta probar quefLl (rp) = !t2 (q¡) para toda función ep E <!Jo'
Sea pues q¡ E <!Jo' Si 'fL l (q¡) < 00, también fL2 (e) < 00 pues . existe una fun ción f E <!J'

tal que f ::::,. q¡ con fL2 (f ) = fLI (f) < oo, Entonces por la existencia de dicha función t. te­
ni endo pr esente la prop osici ón 27 resulta

ltl (q¡) = fL2 (q¡).

Si ltl (q¡) = 00 también es evidentemente tL2 (rp) = 1J.l (1') = 00 por ser !t1* L fL/ '
TEOREMA 21. - Sea <!J' una fami lia de¡ funciones semi-continuas in jeriormenie no ne ­

'gativas sobre un espacio 1'egular E. Sea fL " una medida exterior topológica sobre E tal
que para toda fun ción q¡ E 1>0 con fL . (ep) < 00 ex ista una fun ción f E <!J' tal que

f ::::,. q¡ y lt (f) < oc. Entonces si el funcional ~o definido sobre <!Jo de la manera siguiente :

{54) . ¡;:. (ip) = sup {fL (f) Iq¡ ::::,. f E el>' f
satisiace las condi ciones (A 1), (A 2) Y (A 3) se tiene que 11" = ~. donde ~o es la me­

·dida ex terior topológica construida sobre¡ E a. partir del funcional -;;:0'
DEMOSTRACIÓN.-Es consecuencia del corolario anterior por ser , evidentemente, fL·~·

y fL (f) = ~ (f) para toda función fE 1>'.
OBSERVACIÓN 7. - Vemos por el teorema 21 que si E no es completamente lt· -regular

respecto de <!J' una cond ición su ficiente para que el · fun cional lto allá definido no
satisfaga las condiciones (A 1), (A 2) Y (A 3) es que para tOM función q> E 1>0 tal que
lto (q¡) < 00, exista una func ión f E 1>' que »eriiique f ::::". q¡ Y fLo (f) < oo. Pues bien , el
ejemplo citado en la observación 3 nos muestra que dicha condic ión no es necesa1ia.

En efecto, en el mismo espacio E allí considerado designemos por fL .. la medida ex­
terior topológica construida a partir del fun cional p. definido sobre la f amiÍia 1> de la
manera siguiente : x o

fLx (q¡) = q¡ (x)

-donde x .es el mismo elemento allí elegido. Entonces es fácil ver que E no es completa­
mente lt*-regular (respecto de la familia <!Jo de las funciones continuas no negativ as)
pu es

mientras que
sup {fLx (f) I 'f.a ::::,. f E <1'0f = O.

POI' otra parte como allí se vio el funcional fLo

1J.o: ¡to (q¡) = sup { 'fLx (f) Iq¡ ::::,. f E <!Je f
no satisíaceJas condiciones (A 1), (A 2) Y (A 3)

. Sin embargo, en este caso tampoco se verifica la condición ci tada en esta observa ­
ción, pues por ejemplo la función q> así definida

{
O Si Y = X

q¡ (y) = 00 si y =1= x

es semi-continua inferiormente no negativa con ¡to (q¡)= 0, mientras que la única Iun­
cí ón continua f::::" q¡ es la función f (y) = 00 para todo y E E Y para la que se tien e
p.o (f) = oo,

TEOREMA 22. - Sea 1>' una familia de: fun cion es sem i-continuas in ferior mente no ne­
gativas sobre un espacio 1'egular E tal que toda fun ción constante 110 negativa pertenece
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a «ll'. Sea 11· una medida exterior topológica sobre E tal que E es <k. medida finita. En- .

ronces " si el funcional -;;'0 definido como en ' (54) satisface las condiciones (A 1), (A 2) Y

(A 3) se tiene que 11· = ¡i. donde ¡i:* es la medida exterior topológica constrtÍidíi sobre

E a partÍ?' del funcional ¡:Lo'
DEMOSTRACIÓN. - Como, evidentemente, 11 "::::"'~ ' y ;; (1) = ¡i " (1) para toda función

t E «ll' tenemos por la propos ición 27.

\-L (q» = ~ (q»

para toda función q>E «llo acotada ya que si

" = sup ~ q> (x) IE x E E}
se tiene que la función constante f (x ) = k pertenece a «ll' siendo además f ::::'" q> y
P. (1) L "11 (E) < oo.

Entonces si es q> una función cua lquiera semi-continua inferiormen te no negativa
sabemos qu e

q> = sup ~ !p' I q> ::::,.. <p' E<Il00 f
don de hemos representado por «lloa el conjunto de funciones acotadas de «llo y como la.
familia ~ <p' I<p ::::,.. <p ' E «lloa f es filtrante (~ resulta por lo visto anteriormente

11 ('1') = sup ~11 (<p') I<p::::"' <p' E «lloaf

= sup ~~ (<p') I <p ::::'" 'P ' E «lloa}

= '~ (q»'
OBSERVACIÓN 8. - Si en las condiciones de los teoremas 21 y 22 la familia «ll' satisfa ­

ce las condiciones (D 1), (D 2) Y (D 3) de la definición 6 el espacio E es completamente
p."-regular respecto de «ll' como se deduce del teorema 20. En particular, si «ll' es la fa­
m ilia «llo de las funciones continuas no negativas el espacio E es completamente p.·-re­
guIar.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5J

[6]
[7,J

[8]
[9]

[10]
[11]

[12J
[13]
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INFLUENCIA DE LOS FENOMENOS DE DEFICIENCIA SOBRE LA
ESTRUCTURA DE LOS PLASTOS

POR

MARÍA CARMEN CALVO LoREA

:Summary

They are a close relationship betwen the photolability the chlorophyll b and the
1ron and manganese deficiencies (lime-induced chlorosis) in varieties of Arachis and
other plants cultived in the Ebro's Valley.

The chlorotic Ieaves have a low level of lipids that the iron chlorotic leaves ones,
. bowever the Iípidic globules are more visible in palisade parenchyma of chlorotic lea­
ves; that was interpreted as a phenomenon of Iipophanerosis. Tbe high ligbt íntensi­
ties probably desorganise the ultrastructure of chloroplasts and release the structural
Ilpids material of plasts,

In general, the ultrastructure of chloroplasts studied by electroníc mícroscopie is
.the common grana structure, with more lípid globules as the normal leaves,

l. Introducción

El propósito de este trabajo es el estudio de las deficiencias de manganeso y hierro
en la formación de clorofila, estructura de los .cloroplastos y fenómenos con ellos re­
Iacíonados.

Es un hecbo cierto, que los casos de deficiencias en microelementos se estudian ac­
tualmente con frecuencia en plantas, presentando muchas veces el aspecto de proble­
mas de accesibilidad e insolubilidad de los elementos más que de insuficiencia o caren-
ocia de los mismos. .

Al planteo del trabajo Be llegó por consideraciones sobre la naturaleza del medio
{composioién del suelo, luz) y observacíones visuales de las plantas en las que aquella
Be . refleja. . .

El díagnóstcío visual para la deficiencia de manganeso Be apoya en una clorosis
foliar intervenal que comienza cerca de los bordes de la hoja y se extiende hacia la
vena central (Wallace, 1951). En una deficiencia muy acentuada sólo las venas perma­
necen verdes. La clorosis por deficiencia de manganeso no aparece en los brotes jóve­
nes,' sino en la base de las ramitas.

En el caso de deficiencia de hierro la clorosis foliar se pone de manifiesto en las
hojas jóvenes.

Los dos casos eran patentes en adecuadas condiciones en nuestro estudio.
La sensible falta de clorofila que acompaña a las deficiencias y el proceso de pérdida

de la misma puede explicarse por dos hipótesis; o bien la clorofila no es elaborada nor­
malmente por la planta al estar en deficiencia los elementos, o bien la clorofila es des"
truida gradrialmente.
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La primera hipótesis sostenida por (Frank A. Gilbert, 1950), (Stenuit, 1955), se apo­
ya en la acción del manganeso en los múltiples procesos encimáticos.

La segunda hipóte sis (Gerretsen, 1950), tiene como base que la clorofila sería des­
truida por íotooxidaci ón, que sigue a la destrucción de 'la sustancia proteínica protec­
tora, en presencia de un alto potencial de oxido-reducción. El manganeso es considera­
do, por la mayor parte de los autores, como un regulador de este potencial (Frank y
Gi1bert, 1950, Walter Stiles, 1951).

También se explica la destrucción de la clorofila como consecuencia del desequili­
brio de la nutrición del vegetal en el antagonismo del manganeso fr ente a otros elemen­
tos Mo, Cu, Bo y Fe (Mulder, 1950), (Candela y Hewitt , 1957), (Erkama, 1950).

En algunos fenómenos de clorosis, además de la deficiencia de uno o vario s ele­
mentos determinados, interviene el factor luz, que actú a acentuando los síntomas de­
clorosis, incrementan do la destrucción de clorofila (Koski, 1950). Sin embargo son rela­
tivamente escasos los trabajos que han rela cionado las deficiencias con el factor luz:
a pesar de su indudable interés.

Un aspecto inter esant e de la cuestión es, que la clorofila "in vitro" se descompone
por la luz en pre sencia de oxígeno. También cuando la iluminación es demasiado in­
tensa, la velocidad CDn que las plantas pierden su color ver de es mayor si se realiza
en presencia de oxígeno, lo que ha conducido a la creencia de que la despigmentación
es debida a una fotooxidación de la clorofila . En cambio un segundo grupo de investi ­
gadores han atribuido la despigmentación a la Iotoreducci ón de la clorofila (Timiriazev,
1869); (Knoor y Albers, 1935).

Un tercer grupo lo constituyen aquellos investigadores, que observaron una despig­
mentación de soluciones de clorofila en metanol , induci da por la luz, sin que se hu ­
biese añadido oxidante y reductor (Porret y Rabinowitch, 1937).

En el caso de deficiencias inducidas, en frutales de la región del Ebro, ha sido mos­
trado el influjo de la luz en la acentuación de los síntomas (Rodríguez Muñoz y Díez.
Altar es, 1955).

Díez Altare s (1958), demuestra que en perales y cacahuetes, la disminución del con­
tenido en clorofila es un caso de la clorosis calcárea a la que no es ajena la alta in ten­
sidad de la luz recibida, descomponiéndose la clorofila b por la luz en mayor propor­
ción que la a.

La descomposición se verifica sin detrimento del mecanismo productor de clorofila,
puesto que cuando se reduce la in tensidad lumino sa vuelve a elevarse el contenido del
pigmento. .

En el caso de clorosis férrica estudiada por ll eras (1960, distingue tres esta dos de
clorofila: clorofila inicial, formada a partir de sus precursores ; activada, formada por '
acci ón de las rad iaciones luminosas ; y, estabilizada por acción de un compuesto férrico,
protector .

La deficiencia en oligoelementos y la . simultánea influencia de la in tensidad de la
luz, nos pone en camino de considera r la modificación profunda de la estructura dc los­
cloroplastos en estos casos.

En los cloropastos, receptores Iotosintetízadores, se han observado una considera­
ble variación en su tamaño y forma , describiéndose dos clases de cloropastos organí­
zados : lamelares de la mayor parte de las algas , y los cloroplastos con grana de las.
plantas superiores. En algunos casos, Spyrogira y algunas Desmldiáceas, se observan.
formas intermedias entre ambos tipos de cloroplastos (Butterfnsz, 1957), (Char dnrd­
Rouilles, 1957).

Se ha puesto en evidencia por microscopia electrónica (Frey-Wy ssling, 1953), que:
aunque los cloroplastos en su morfología aparecen en gran variedad de plantas como
diferentes según sean las especies estudiadas, su infraestructura está constituida en
todos ellos por pilas de discos o lamelas. Experimentalmente se comprueba que 1.08

pigmentos fotosintetizadores, clorofilas y carotenoides, están concentrados en las lame- '
las más densas ' de los cloroplastos que contienen grana y en los cloroplastos lamclares;
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Frey-W ysslíng (1953) propuso, como resultado de los estudi os previos de Menke y'
de los suyos propios sobre birrefringencia, que los cloroplastos estarían constituidos
por veinte o tr einta capas paralelas de lípidos separadas de capas de proteínas por pelí-.
cuias monomoleculares de clorofila ; la porfirina hidroñlica de cada molécula cloro íílica
se orientaría hacia él complejo de la proteína y el fitól lipofílico se extendería en la
capa líp ídica. El microscopio electrónico ha confirmado este esquema y más tarde se
determinó que cada capa de Iípído tiene un espesor aproximado de 50 A.

Frey-Wyssling y Steiman (1953), mediante la observación de micrografías electr óni-.
cas señalan que las lamelas están constituidas por macromoléculas de proteína de 65 A.
de diámetro"

Melvin Calv ín (1962), ha revelado la existencia de los quantosomas, doscientas mo-.
léculas de clorofila, y los considera como la verdadera unidad útil para la Ioto síntesis. .
representando el elemento biológico capaz de transformar un quantum de energía.
solar . .

Tomando como fundamento ·las medidas estructurales realizadas por mícroscopía,
electrónica, concentración de pigmento y los cálculos de ár eas por cada molécula de
clorofila, se construyen diversos modelos esquemáticos para mostrar la colocación de­
las moléulas de los pigmentos dentro del cloroplasto,

De acuerdo con recientes investigaciones (Gibbs, 1960), (Menke, 1960), (Mühlenthaler ;
1960), se ha dilucidado la estructura de los cloroplastos . El sistema lamelar está cons-.
tituido por una doble lamela en século. Estas dobles lamelas son llamadas discos por ­
Gíbbs, vesículas aplanadas por Mühlenthaler y tilacoides (sack-like) por Menke.

En cloroplastos con grana, aparecen entre los grandes tílacoides otros más peque­
ños que tienen el diámetro del grana visible mediante el microscopio óptico, ' y situados'
unos encima de otros formando pilas.

En algunos plastes los t ílacoides de una pila se destacan y se unen con las pilas.
vecinas.

De acuerdo con estos datos , los grana no pueden ser considerados como elementos,
independientes en la estructura de los cloroplastos, ya que su estructura no es cons­
tan te y en muchos casos depende de las condiciones externas (Abel, 1956\ (Drawert y­
Mix, 1961), (Wild, 1958-59).

La estructura lamelar lipoproteíca es estable solamente en presencia de agua, ya que
a veces en la liofilización de los cloroplastos, hay disociación y parcial cristalización:
de los l ípídos (Kreutz y Menke, 1960).

Por acción. de' lípasas, los tilacoides se separan (Greenblatt, Olson y Engel, 1960),.
lo que parece indicar la existencia de una película externa de lípid os orientados, demos­
trada por luz polarizada. pero la in terpretación no puede tomarse como total mente cier-.
ta debido a las complicadas relaciones ópticas dentro de los cloroplastos (Menke )­
Menke, 1955).

La microscopía electr ónica no aporta resultados inequívocos respecto a la distribu-.
ci6n de lípídos y proteínas en los tilacoides.

En las micrografías electr ónicas se observan unas inclu siones esféricas o gránulos­
osmloíílicos , que no han sido investigados detenidamente con respecto a su composición
química. Se supone son gotas de lípidos que se originan en la agregación o disociaoión­
de compuestos solubles en éter (Falk, 1960), (Gérola y Dassú , 1960), (Murakami y Ueda,
1960), (Wettstein, 1959), (P . E. PilIet, 1964).

. Respecto a la naturaleza química de los lípidos extractados de los cloroplastos se­
ha visto, que contienen dos galactolípidos : galactosyl-diglicérido y dígala ctosyl -dlglícé-.
rido (Benson, 1961), (Benso ú y . Win termans, 1959), (,Wintermans, 1960). También se­
ha comprobado la existencia de fosfátidos (Benson y Strickland, 1960), (Benson y Win -,
termans, 1959), sulíolípidos y ácidos grasos (Benson, Daniel y Wi ser , 1959), (Daniel,
Miyano y al. , 1961), (Leplage, Daniel y Benson, 1961), (Debuch, 1961). .
. Respecto al papel específico estructural desempeñado por un lípido en las complejas,
estructuras observadas por microscopía electrónica en cloroplastos, sólo se pueden hacer-
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-conjeturas. Estas conjeturas están basadas en la bipolaridad, hidrofílica y lipoñlica ,
de la molécula de lecitina .

Otro aspecto interesante es el estado y distribución de la clorofila en el cloroplasto,
l ocalizada casi exclusivamente en los grana, demostrándose que no todas las moléculas
'de clorofila existen en el cloroplas to en el mismo estado de agregación (Allen , French y
Brown, 1960), (Thomas y Marsman, 1959), (Buttler, 1961). .

Por el estudio , de las bandas de absorción en la zona roja del espectro, !le supone
la existencia de moléculas monom éricas y diméricas de clorofila a en cloroplastos. Las
-dilerentes formas de clorofila a poseen diferente efecto Iotoquímíco (Allen, French,
1961), (Mc Leod y Fr ench, 1960).

La orientación preferente de los planos de las moléculas de clorofila en la dirección
'de la superficie lamelar , se deduce de la fluore scencia emiti da, en parte lin ealmente
polarizada, por células vivientes y por fragmentos de cloroplas tos (Godheer , 1958),
(Menke W ., 1958).

11. Material

El material utilizado para la realización de las diversas experiencias ha sido, en el
-caso de las deficiencias de manganeso , especies de la vegetación espontánea, érboles
fru tales y plantas ornamentales de la región del valle del Ebro .

Entre las especies de la vegetación espontánea analizadas se encuentran : . Convolvu­
'lus arvensis L. , Trifolium sp., Rubus Iruticosus, L. , Hipericum tetrapterum L., Ranun­
-culus acris L., Rosa canina L.

Como especies ornamentales se analizaron : Ruta sp. , Spiraea prunifolia L. , POPUlU8
:nigra L., Hibiscus comunis L., Catalpa bignonioides Walt. , Cercis siliqu astrum L., Lí­
gus tr um vulgarc L. , Salix alba L., Platanus occidentalis L., Pítosporum tobira.

S e determinaron también deficiencias en Vitis vinífera L., Arachis hypogaea, Pérsica
'vulgaris Mill., Pyrus comunis L., Cerasus avium M., Cydonia vulgari s P ., Malus comn­
nis Lam.

Para las observaciones microscópicas se utilizaron las vari edades Local (Zaragoza) y
"I' eneese Red de Arachis hypogaea L. Se montaron dos experiencias en campo, y las
'Variaciones de intensidad luminosa se realizaron cubriendo con bolsas negras de algo­
-d ón, que reducen la intensidad de la luz natural en un noventa y ocho por ciento
'(Díez Altares, 1958).

Este mismo material fue utilizado para la determinación cuantitativa de Iípido s.
Para las determinaciones hlstoquímícas de lípidos se utilizaron las mismas varieda­

-des de Arachis hypogaea L. , así como ejemplares verd es y clor óticos de Pítosporum
'tobira y Mirtus comunis L.

111. Métodos ' ,

'T oma de muestras

El método utilizado para el diagnóstico previo de nutrientes, es el visual (Wallace ,
1951). _

Para la toma de muestras no hay método standard (Bennet, 1945). Dado que la clo­
'rosis foliar es la manifestacióri que sirve de base 'á nuestro diagnóstico, el material
'que se toma para la comprobación ánalítíca de las deficiencias, corresponde a bojes
'de la misma edad aproxím ádamente, de plantas que presentaban síntomas claros de
'deficiencias. Se tomaba una muestra de referencia, verde, para poder relacionar los
resultados. '

' Las muestras se procuraron tomar a la ' misma hora del: día, para evitar la varia­
-cí ón en el contenido de elementos minerales (Goodall y Gregory, 1947).
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El método que utilizamos fue el de Kay y W-itéheud (1941) para grasas naeutras,
'que emplean como reactivos específicos Sudán Ill y IV. Los colorantes Sudán ID y IV
'se disuelven 'en mezcla de Herzh eimer (acetona y alcohol del setenta por ciento a partes
.lguales).

Los corte s se hicieron con microtomo de congelación y se montaron sobre glicerina.
:Los lípidos (grasas neutras) se tiñen de anaranjado.

.Hlstoquímíca de lípidos

.Método para la determinación cuantitativa de grasas

.Método analítico para la determinación de la deficiencia de manganeso

fPrep8lración de las muestras para lar. determinaciones 'cuantit ativas

La extracción del manganeso total , se hace por digestión ácida (Piper, 1950), Todas
llas extracciones se hacen por duplicado , llevando asimismo la correspondien te muestra
.en blanco,

El método del peryodato , original de Willard y Greathouse (1917), modificado pOI'
'Richar ds (1930), es satisfactorio por la sencillez del procedimiento y la exactitud de 10.-5
.r esultados que se obtienen, y es' uno de los más usados.

Como la exactitud de la determinación del permanganato formado disminuye marca­
-damente a muy bajas concentraciones, varios autores perfeccionan nuevos métodos ,
que utilizan colorantes orgánicos, tales como la formaldoxima o el aún más sensible del
,4,4'-tetrametildiaminodifenilmetano, que ' al oxidarse por permanganato desarrolla un co­
.lor azul , proporcional a la cantidad del permanganato. Según Cornfield y Pollard (1950).
.este método es mucho más sensible que el del permanganato.

Nosotros hemos utilizado el método de oxidación con peryodato , utilizando la "tre­
ttrubase'' (tetrametildiamínodifenilrnetano) para el desarrollo de color (D. J. D. Nicholas
.Y D. J. Fisher, The Annual Report. Long Ashton , 1950), con ligeras modificaciones de­
:terminadas por el material de que disponíamo s:

El aparato utilizado fue un absorci ómetro Spekker , tipo H-roo, interpolando las lec­
.turas de las solucion es problemas en la correspondiente curva standard. Se trabajó en
-cubeta s de 1 cm, de recorrido y filtro rojo '(Il íor d, 608).

Todas las determinaciones se hicieron por duplicado y referida s a materia seca.

Se limpian las hoja s, separ ando los peciolos y realizando el análisis sobre los lím­
'bos. El material se seca en estufa eléctrica a setenta grados durante veinti cuatro hora s,
jJUlverizándolo posteriormente y conservándolo en desecador .

Utilizando corno disolvente' éter de petróleo r 0-90. Por tanto estaa xleterm ínaciones
-cuantitativas se refieren a sustan cias grasas arrastradas por el éter, "Extrac to etéreo" .

La mayor parte de los métodos utilizados para estas determinaciones derivan direc­
.íamente del método de Weende (Actas de la Primera Reunión Plenaria del Instituto

. «le Edafología y Agrobiología C. S. 1. C., 1962).
Las determinaciones las realizamos por duplicado . La extracción se hizo duran te

-cuatro horas con el dispositivo de reflujo Soxhlet.
El extracto resultante de la evaporación del disolvente fue secado a 70· C. en estufa,

:hasta peso cons tan te.



Inclusión

l't1icrotomos

40' 3 grs.
2'3 grs .
0 '9 grs.
500 e.e.

9 '714 grs.
14 '174 gr s.

500 e.e,

Cloruro sódico ... .
Cloruro potásico .
Cloruro cálcico .. . .. . .. . .. . .. . .. .
Agua bidestilada hasta compl. .. . .. . .. .

Aceta to sódico cris talizado ...
Barbital sódico ... ... . .~ ...
Agua bidestilada hasta compl. ...

Microscopio electrónico

Elmiskop 1 Siemens trabajando con 60 KV.

Microtomo Reicher t N
2

17839 Austria . .
Micr ótomo LKB Ultr otome Main Unit Type 4801 Sweden .
Se utilizó cuchilla de vidrio y las secciones se montaron sobre rejillas prepa rada s:

con Formvar (nombre comercial de un plástico de pol ívinilo produ cido por Shawinigan.
Products Co. Nw. York. Solución en cloroformo al 0'2-0 '5 %).

Espesor del cor te 500 A.

Microscopia de contraste de fase

Newmau et al. (1949), introdujeron el butilmetacrilato para la inclusión, y desde en­
tonces ha llegado a ser método standard, que es el que hemos seguido.

Utilizamos mezcla de butil y metil metacrilato en la proporción 8 :2, int roduciendo
como iniciador de la polimerización peróxido de benzoilo en la proporción 90:1 (noventa.
gramos de la mezcla : un gramo del iniciador;' y como indu ctor el calor.
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Fijac ión del material

Sc utilizaron las mismas muestr as tratadas con ácido ósmíco; prepa radas para la­
conservación de material para microscopía electrónica.

Microscopia electrónica

A continuación se mezclan diez centímetr os cúbicos de la solución A, 3'4 e.e, de la.
solución B y II c.c. de ácido clorhídrico 0,1 N, Y se prueba el pR. Después se añad e
0,5 grs, de ácido ósmico y se diluye con agua bidestilada hasta cincuenta centímetros.
cúbicos, conservándose el. fijador en nevera a + 4 0 C.

Esta fórmula es coincidente con la de Zetterqvist (1956), que sólo se diferencia de la.
Palade (1952), en la adición de alguna pequeña cantidad de sales (Pease, 1960).

Solución B:

Conservación del material

Se usó como fijador solución de ácido ósmico al uno por ciento, pH = 7 '2 - 7 '4_
Esto se consigue preparando dos soluciones

So lución A :
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Tipo Minot para inclusiones en parafina.
Espesor del corte 8 micras.

Microscopio

Leitz W etziar , Objetivo Pv Apo 40 :1 con dispositivo de contraste de fase Leitz ;

Mícru íotegraíías

Leica IIIg y dispositivo microfotográfico adicional Mikas.

Participación del manganeso en las clorosis calcáreas inducidas

En .Ia región del valle del Ebro en que tr abajamos, las características del suelo coin­
ciden con las señaladas como favorables para la presentación del manganeso en formas
no asimilables, puesto que los valores de pH son superiores a siete, el contenido en ma­
teria orgánica es bajo (entre uno y dos), la cantidad de carbonatos tota les es alta, así
como es elevado el poder clorosante.

El diagnóstico visual hace suponer la deficiencia en dicho elemento , ya que pued e
observarse una clorosis foliar con las caracter ísticas de ser intervenal , comenzando cer­
ca de las márgenes de la hoja y extendiéndose hacia la vena central. Por otra par te la
clorosis no aparece en los brotes jóvenes 'Sino en la base de -las ramitas.

Con el fin de comprobar la existencia de dicha deficiencia se realizaron determinacio­
nes analíticas del contenido en manganeso en diversas especies vegetales, estableciéndo­
se comparación entre los valores obtenidos para el material clorótico y normal. Los r e­
sulta dos experimentales se indi can -en el cuadro l.

El problema de los melocotoneros se ha desarrollado más ampliamente por ser muy
agudo el caso de clorosis que presenta en la región-o De los valores obtenidos puede oh­

_servarse que el contenido -en manganeso en el material clorótico es ligeram ente inferior
que en el material verde.

Las muestras 94, 9', 96, 97, 98, 109, 110 Y in ' per tenecen a un melocotonero afecta ­
do de clorosis, en el que se ha man tenido una rama sin tratamiento y en otras dos SP.

inyectó: en una, sulfato de hierro en forma sólida en el tr onco, observándose síntomas
de enverdecimiento rápidó ; y en la otra rama, se inyectó hierro y manganeso. En to­
dos los resultados obtenido s, salvando la diferencia de fechas en la recogida de mues­
tras, puede apreciarse que el contenido en manganeso en la 'rama inyectada con dicho
elemento es siempre más elevado que en las otra s ramas y las cifras alcanzan valores
extremadamente altos dentro del contenido normal de manganeso en melocotoneros.
La rama inyecta da solamente con hierro mantiene los valores siempre superiores a los
de la rama tota lmente clorótica y como es lógico inferiores a la inyectada con hierro y
manganeso.

En el C8'S0 de los cerezos, los resultados parecen in dicar- que la explosión cloré tíca
del año 1958-59 no tiene su origen en deficiencias de manganeso.

Los perales muestr an claramente la relación dela clorosis -con el contenido en man­
ganeso, ya que en todas las muestras determin adas se obtienen números superiores
para el material verde.

Los valores obtenidos en m anzanos caen dentro de los límites que en la referen cia
bibliográfica sobr e "Le role du manganesa en Arboriculture fruitiere" (Bull. Hort. vol.
XIV núm . 6) se dan sobre el contenido en manganeso para los distint os fru tales. Así ;
en el manzano, el contenido en manganeso para hojas normales está comprendido entre

IV. Observaciones y resultados
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(1) (A. D.) representa Estación Experi mental de Aula Dei (Zaragoza) .
( O) En esta columna se expresa n los valores medios de dos determ inaciones analít icas.

' 1'

ltfll

y

137
210
143
172
195

73
72
56
61

102
102
100
90

. 92
114
100
89

100
96
96
60

219
78
78
97

100
99

106
75

. 67
100
61
70
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CUADRO JI

Perales (p y l'US comunis L. )

Virginia Balted ; clorótico (A. D.) .
Azúcar verde; verde (A. D.) ..
Azúcar verde ; clorótico (A. D.)
Guacharro ; clorótico (A. D.)
Guacharro ; verde (A. D.) .... ..

Verde ; parcela Mené (Aula Dei) .
Rama inyectada Fe año 1958, parcela Mené (A. D.)
Rama no inyectada '; clorótico , parcela Men é (A. D.)
Clorótico ; parcela Mené (A. D.) .
Flachat; verde (A. n .) .
Flachat ; clorót íco (A. D.) .
Duraznilla ; verde (A. D.) .
Duraznilla; ligeramente clor o (A. D.) ..
Kiang-Si; marcadamente cloro (A. D.) .
Nectarina-Stanwick ; incipiente def. ' oo • •• oo .

Nectarina-Stanwick ; síntomas lig o (A. D.) .
Gabacho; verd e (A. D.) ..
Gabacho; síntomas deficiencia (A. D.) · ... .
Rama no inyectada (A. D.) .
Rama inyectada Fe añ o 1959 (A. D.)
Rama no inyectada (A. D.} ...
Ram a inyectada Fe-Mn (A. D.) .
Ram a inyectada Fe (A. D.) .
Bruñón amarillo ; inyec. Fe (A. D.). Apiees clor óticos
Bruñón amarillo; inyec. Fe (A. D.). Base verd e ... . ..
Stark Barly ; ligeramente verde (A. D.) .. .
Stark Barly; síntomas ligeros (A. D.) .. . ... . ..
Parcela Semillas selecta s (A. D.). Inyec. Fe ; verde
Parcela Semillas selecta s (A. D.). No inyectado; clor ótico .
In yectad o Fe (A. ' D.) .. . ... .. ..
Inyectado Fe-Mn (A. DJ ...
No inyectado ; clor ótico (A. D.) .. .
Parcela Semilla s selectas (A. D.). Inyectado Fe

'un'

CUADRO

Melocotoneros: (Persica vulgal'is Mili .)

--- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1- - - - -

57
58
59
60
61

37
38
39
40
50
51
52
53
54
56
55
91
92
94
95
96
97
98

101
102
103
104
107:
108
109
no
nI
112

Muestras
número

Muestras
número

62 Y 87 mg jKg . de materia seca , aunque otros autores lo es tablecen entre 38 y 200, con
un a media de n o mgjKg. de materia seca.
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80
82

Mn
y

184
200
200

Memh. denom. verde; Semilleros (A . D.). Síntomas clorosis.
Membrill ero Provence ; verde (A. D.) ... . .
Membrill ero Marm ande ; clorótico (A. D.) .
Manzano parcela Los Pinos (A. D.). Fila signo Manz V ;

verde .
Manzano 915 Manz Vigelle de Montón (A. D.). Clorótico ...

Membrille7"O y manzanos (Cydon ia vulgaris P. ; Malus comunis Lam. )

85

88
89
90
84

Muestra
número

2'11uestras Mn
número y

45 Hojas verdes (A. D.) ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 59
46

:
Clorótico (A. D.) 55... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

65 Finca prox . A. ·D. ; hojas cloróticas del ejemplar menos clo-
rótico ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 88

67. finca prox. A. D. ; hojas ver des; explosión clorótica año
1958-59 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 64

71 Fin ca prox. A. D. ; hojas eloró tícas ... ... ... ... ... ... ... 80
81 Finca prox . A. D. ; hojas verdes de ejemplar clorótico ... ... 180

CUA DRO IV

Cerezos (Cerasus avimn M.)

CUADRO ID

Otro tanto ocurre para los perales y cerezos, señalá ndose los extremos entre 68
y 200 mg/Kg de materia seca para los perales, con una media de 100 ; Y un contenido
aproxi mado de 43 mgjKg de materia seca en el caso de los cerezos.

El contenido en manganeso de los perales y cereros de esta región no parece ' muy ­
deficiente, pero dada la ampli tud de los límites estable cidos en dicha referencia 'biblio­
gráfica, esto no puede tomar se como conclus ión muy significativa.

Paralelamente al anális is de fru tales se ver ificó el de plantas espontáneas y ornamen­
tal es de la región. En la mayoría de ellas se ha podido apreciar la diferencia en el con­
tenido de manganeso, según pertenezcan a ejemplares cloróticos o verdes, y aun en
el mismo ejemplar según las hojas sean clor óticas o no.

Los resul tados experimentales se indican en el cuadro V.
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CUADRO V

Vegetación espantánea y ornamental

226
198

154
143
159
196

186
2O'l:

75
150

'14

Hojas cloróticas
"{

90
202
101
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Hojas verdes
"{

Melocotoneros
Perales
Cerezos

123
124

119
120
121
122

19
20
21
22
23
24
27:
28
29
30
3 1
32
35
36
42
43
44
78
79
82
88

113
114
115
116
118

Muestras
número

En general, los valores analíticos obtenidos, nos permiten señalar deficiencia en el
'contenido en manganeso en la mayor parte de . los árboles .f r uta ies, vegetación espon­
tánea y ornamental cuyos síntomas visuales la hacía presuponer :

Así los valores medios para frutales son:

----I------------------I~~
Rosal, verde; Parque Zaragoza (Rosa canina .L.) ... 200
Rosal, clorótico; Parque Z. .. . ... ... ... 200
Ruta, verde ; Parque Zaragoza (Ruta sp.) 176
Ruta, cloró tica; Pa rque Z. ... ... ... ... 140
Corregüela, verde; Parque Z. (Convolvulus arvensis L. ) 112
Corregüela, cloró tica; Parque Z. . .. . .. . .. . .. .. . .. . 86
Spiraea, clorótica ; Parque Z. (Spiraea pru nifolia L. ) 152
Spiraea , verde; Par que Z. .. . . .. .. . . .. . .. ... 206
Chopo, clorótico; Parque Z. (Populus nigra L.) 170
Chopo, ver de ; Parque Z. .. . ... .. . .. . ... ... ... 210
Hibiscus, verde; Parque Z. (Hibiscus comunís L.) 80
Híbiscus, clorótico ; Parque Z. . .. .. . . .. ... ... ... 92
Vid, clorótica; Par cela Los Pinos (A. D.) (Vitis vinifera L.. 219
Vid, verd e; Parcela Los Pinos (A. D.) .. . ... .. . 256
Trébol; ejemplar núm . 1 ; clorótico (Trifolium sp.) :~9

Trébol ; ejemplar núm. 2 ; clorótico . Oo 56
Trébol ; ejemplar núm. 1 ; verde . ... .. . 53
Catalpa, verde; Parque Z. (Catalpa bignonioides Walt .) 294
Catalpa , clorótica; Par que Z. ... ... . .. Oo, .. . . .. ... • Oo • oo 212
Rubu s, verde ; Parque Z. (Rubus fruticosus L.) .. . Oo . 109
Rubu s, clorótico .. . ... .. . . Oo . .. .. . . .. .. . ... .. . . .. Oo , . .. 82
Arbol del amor ; ver de; Parque Z. (Cerc is siliquastr um L.) 142
Arbol del amor, clorótico ; Parque Z oo. oo ' Oo ·137
Hipericum tetrapterum L. ; Parque Z. Síntomas de clorosis. 185
Hipericum tetrapterum, verde ; Parque Z. . Oo . .. .. . ... . .. ·164
Aligustre; Parque Z. ; síntomas patentes de clorosis. (Li-

gustrum vulgare L. ) oo .

Aligustre, verde; Parque Z. ... Oo' .

Sauce, clorótico; Parqu e Z. (Salix alba L.) ...
Sauce; verde; Parque Z. . Oo ... ... ... ... .

Ranunculus acris L. ; Par que Z. ; síntomas ligeros 'de clo-
rosis · . oo Oo Oo '

Ranunculus acris ; verde ; Parque Z. · .. . ... .. . .:', ...:.
Pláta no de ' sombra ; ver de; ' Parq ue Z. (Plata nus oecidenta -

lis L. ) Oo , Oo , : . •

Plátano de sombra; clor ótico ; Parque Z. ... .. . Oo . Oo . .. . • ..
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CUADRO Vil

86
39
82

186
140
152
1'(0
212
137.
159
198

Hojas clor6ticas
y

Material Material
verde clor6tico

'Y 'Y

112 86

256 219

164 185

143 154

196 159
210 170

112
53

109
207,
1'(6
206
210
294
142
196
226

Hojas verdes
y
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CUADRO VI

Matel'ial

Convolvulus arvensis L. ...
"I' ri íolium sp .
Rubus fruticosus L. ...
Ranunculu s acris L. ...
Ruta sp , ..
.Spiraea prunifolia L. .
Populus nigra L. ... ...
'Catalpa bignonioides Walt. .
Cercis siliquastrum L .
'Salix alba L. ... ... ...
Platanus occidentalis L. ... ... .. . .. . . ..

En cuanto a la vegetación espontánea y ornamental analizada , los contenidos en man­
;ganeso en el material verde y cloró tico que se contienen en el cuadro núm . VI com­
;prueban la deficiencia.

Familia

·:Con volvu láceas

Convolvulus arvensis L. ...

.>Vitáceas
. Vitis viniíera L. .. . .. . ...

En algunas otras especies como Rosa canina , Hibi scus comunis , Hipericum tetrap­
terum y Ligustrum vulgare, los resultados analíticos no confirmaron el diagn óstico

"visual.
Por otr a parte, Gabriel Bertrand (1951-52-55-58) se propuso establecer una relación

-sistem ática entre las especies vegetal es y las proporcion es de mangan eso encontra das
en sus tejidos . Los trabajos de Bertrand demuestran que el contenido en sustancias mi­
nerales de las plantas no depende solamente de la composición del suelo, sino de In.
-especíe de las semillas de que provienen. .

El intento de elaborar una sistemática apoyada en datos bioquímicos resulta suges­
.tiva, por lo que en el siguiente cuadro presentamos las plantas analizadas e ón reíeren­
-cia de las familia s a que pertenecen en la Fitografía.

'Gu tí feras
Hípericum tetrapterum L . .. . .. . ... ...

''Oleáceas

.Ligustrum vulgare L .

·::Salicáceas
. Salix alba L. .. . .. .
.Populus nigra L. '"
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Modificación de la estructura del parénquima clorofílico en relación con la intensidad de la luz.

Material Material
ve1'de clorótico

y y

207 186

226 198

80 92

200 200
206 152
109 82

142 1 :~

5:3 56

294 212

176 140

Platanáceas
Platanus occidenta lis L. ... .. . .. . ... ... ... ... .. .

Malváceas
Hibiscus comunis L. ... ... .. . ... .. . .. . oo . .. . • •

Rosáceas
Rosa canina L. .. . ... oo . .. . ... .

Spíraea prunifolia L. oo. . oo oo . .

Rubus fruticosus L. .. . .. . .

Papilionáceas .
Cercis 'siliquasll"1lIll L. .
Trifolium sp. ... ... ... .

BiiJnoniáceas
Catalpa bignonioides \Vall . ... ... ... oo . oo . .. . ...

Rutáceas
Ruta sp.

Ranullculáceas
Ranunculus acris L.

Familia

Con el fin de estudiar la influencia de lá intensidad de la luz sobre la estr uctura del
. parénquima foliar, se han llevado a cabo experiencias de cubrición utilizando material
adecuado, que proporcionan dos variedades de Arachis hypoga.ea : Variedad Local (Za­
ragoza) y Teneese Red.

Los cacahuetes se sembraron en parcelas cuyo suelo tiene un pIf, 9; materia orgá ­
nica 1,40, carbonatos totales 32,760, y podel' clorosan te 7 ,~ (valores expresados en
tanto por ciento de materia seca). _ .

La siembra se efectuó en líneas distantes entre s í un metro, y la intensidad de la
luz se redujo empleando bolsas negras de algodón de treinta y cinco centímetros de:
largo y veinte centímetros de ancho , para sombrear ramas enteras durante todo el día.

Se tornaron muestras de material clorótico y verde el mismo día que se hacía la
cubrición, y se fueron tornando muestras en días sucesivos de las cubiertas, hasta un ,
máximo de dieciocho días para la variedad Local, y diecinueve días para la variedad'
Teneese Red. A continuaci ón se descubrieron las ramas, y se siguieron tornando mues- ­
tras hasta dar por terminada la experiencia.

Se fijaron las muestras en ácido ósmico, se hicieron los cor tes en micro tomo rle
parafina y se montaron en bálsamo del Canadá.

Las observaciones se realizar on en un microscopio con dispositivo rle contraste ríe
fase (Leítz Wetzlar ; Objetivo Pv Apo. 40 :1).

En las muestras verdes, las células aparecen muy llenas de plastes. En líneas gene-o
rules los plastos se presentan casí tan gentes a las dos superficies libres de las células.
El influjo del fijador sobre las epidermis superiores es mayor que sobre las inferiores.

En las clor ótícas los plastos aparecen no tan definidos en los bordes y disminuyen ,'u
número. En el contenido celular se encuentra una estructura semígranular . En el parén­
quima lagun ar , los plastas son más definidos que en las empalizadas. El contenido di."
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la célula no queda tan delimitado corno antes ; un a masa granular ocupa la célula y los.
contornos de los plastos son poco definidos.

Verde.
Clorótica .
Clorótica, 2 días cubier ta .
Clorótica , 9 días cubier ta .
Clorótíca, 19 días cubier ta .
Clorótica, 5 días descubierta.

Clorótíca,
Clor ótica, 2 días cubier ta.
Cloró tica, 18 días cubier ta.
Clorótica, 6 días descubierta .
Clorótica, 9 días descubierta (se conser va verde).
Clorétíca, 9 días . descubierta (semi verde).
Clorótica , 9 días descubi erta (tota lmente amari lla}.
Verde.

7.
23
26
40
52
66

C UADR O IX

Arachis hypoga.ea: Var iedad 1'eneese . Red

Preparación
número

113
111
120
130
137
~46

151
124

Prepa¡'ación
número

CUADHO VIII

A,-achis hypogaea : Variedad Local

Respecto al efecto del fijad or sobre la epidermis, en las clor óticas comienza a no ser ·
tan . marcado.

Cuando las hojas han estado cubier tas, los plas tos aparecen visiblemente marcados y
muy claro s y definidos, coincidiendo con la estructura descrita por 'Menke, siendo más '
convexa la superficie situada hacia el interior de la célula. Contenido celular no gru- .
moso y las membranas del parénquima son muy finas: Las células más definidas son
las lagunares. Los plastos aparecen apretados, oscurecidos, como si hubiera tenido Iu-.
gar la misma reacción que en la epidermis que apar ece totalmente ennegrecida. Pare-o
.cen apreciarse cier tas direcciones en la orientación de los plastas. La fijación en las
dos epidermis tampoco es tan diferenciada corno en las verdes.

En hojas que han perman ecido durante más tiempo cubiertas (nueve días), las
membranas de las células son también visibl es, pero los pla stos no son tan claros ni '
tan abombados como en las de dos días de cubrición, y se pr esentan más desdibujados.
También hay líneas de orientación que se acentúan en las membranas radiales.

Las hojas que han permanecido cubi ertas el máximo tiempo de la experiencia SOIl '

más estrechas, sobre todo se aprecia esta disminución en el tamaño de la empalizada .
Se observ an dos dir ecciones preferentes de ori enta ción normales en los plastes y el '
efecto de la fijación que, antes sólo se presentaba en la epidermis , .se extiende a los
parénquimas. Los plastes no son tan definidos como en las hoj as de los primeros días .
de cuhriciún y las células no están tan vacuol adas.
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A continuación presenta mos algunas fotografías de las preparaciones observa das. E~­

las fotografías se hicieron con una Leica illg con dispositivo microfotográfico adicio­
mal l\Iikas.

lnfraestructura de cloroplastos de las hojas

Para el estudio de la infraes tructura de los cloroplastos, utili zamos porciones de lim­
'bo de hojas de cacahuet . El corte se hizo siempre a través del borde de la hoja, ' por
su 'secci6n media.

Después de fijadas en solución de ácido ósmico de pH 7,2-7,4, Y deshidratadas, fue­
'ron imbibidas en mezcla butíl-etil metacrílato, según método standard .

Para estudiar la estructura de los cloroplastos libres de almidón, utilizamos hojas
'de Arachis hipogaea, Variedad Teneese Red, clor6ti cas que habían sido mantenid as en
la sombra duran te cuarenta y ocho hora s por el procedimiento ya descrito de utilizar
'bolsas de algodón. '

Como puede observarse en la fotografía que presentamos, correspondiente a dicha
muestra (fotografía número, 15), los grana en el cloroplasto par ecen difusos in terna­
'mente pero se aprecia su forma rectangular . Los ejes de los grana forman apr oximada­
'mente ángulos r ectos con la superficie del plasto, lo que indica un alineamiento para lelo
-de los grana con la superficie de los plastos, '

También puede observarse en esta microfotografía como los tilacoides de una pila
'se destacan y se unen con las pilas vecinas. Estos perfiles de contacto (Fretwork), unen
unos grana a otros solamente cuando estos están próximos .

El sistema de unión se ha demostrado que es más frági l que los grana, pues cuando
los grana son separados de cloroplastos aislados, se ve que no están uni dos.

En esta microfotografía parece apreciarse un desplazamiento del sistema gra na-fret­
work. Este desplazamiento también 'tha sido señalado por Weier (1961) en plantas so­
metidas a oscur idad.

Asimismo se aprecia cómo los grana son de dístin to espesor . Podemos señalar sus di­
mensiones en el sentido normal del eje de cada grana, teniendo en cuenta que el
aumento microscópico de dicha fotografía es de 2O.000x y el aumento general (micros­
c ópico y fotográfico) es de 4O.000x.

Grana A 0,07 fL
Grana B 0,035 fL
Grana t : 0,08 , fL
Grana D 0,07 fL
Grana E ' 0,035 fL Media 0,049 fL
Grana F 0,02 fL
Grana G ,0,035 fL

En líneas genera les 'Be puede decir que este cloroplas to responde a los modelos cl á­
-sieos (Wilson, 1961) (T. Elliot W eier , 1961) (Kuyper, 1961) (Thomas, 1958) (Frey-Wyss­
ling, 1955-1958) (Mühlenthaler K, 1957).

La siguiente fotografía (Iotograría número 16), corresponde a la misma muestra pero
'con perfil de cor te distinto. El aumento mlcroscópi co es de 2O.000x y el general de
4O.000x. También se aprecian los grana con perfiles de contac to entre ellos, e idéntico
desplazamiento 'del sistema grana hacia un extremo del plasto. '

En las fotografías anteriores no se aprecian gránulos osmioñli cos. Estos gránulos
pueden apreciarse perfectamente en la fotografía número 17, de 4O.000x microscópicos y
'80.000x generales.: Esta microfotografía cor responde a una muestra de Arachis hy pogaea,
Variedad Teneese Red, clorótica, pero sin estar libre de almidón . Es' una fracción de
-cloroplasto correspondiente a su zona medía. La muestra, aunque clorótica y expuesta
a la luz, había sido sometida anteriormente a un período de sombreado de diecinu eve
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días, y tomada la muestra después de cinco días de exposición a la luz . Se observa una
estructura lamelar, pero no tan condensada en las formaciones de los grana. -

Las fotografías números 18 y 1~ corresponden a la Variedad Local (Zaragoza) de
Arachis hypogaea, sometida a cator ce días de cubri ción, y de nuevo ha sido sometida a
luz intensa. En ambas puede apreciarse gran abundancia de gránulos osmioñlicos y la
doble membrana que rodea a cada plaste. La forma ovoidea del plaste; es similar a la
de los esquemas clásicos (Kuyper, The Organization of cellular activity, pág. 100, 1962),
Y se aprecia la estructura lamelar , quizás algo vacuolizada.

En la fotografía número 20 cor respondiente también a Vari edad Local de Arachis hy­
pogaea que ha sido sometida a períodos de cubrición (catorce días), seguidos de exposi­
ción a luz in tensa (nueve días), se aprecia el núcleo celular así como el nu cleolo. Las
carac ter ísticas de los plastes son similares a las de los anteriores.

De un modo general , las observaciones realizadas con microscopía electrónica de hojas
clorótícas de Arachis hypogea, nos muestran una estructura típica de cloroplas tos con
grana , no habiendo apreciado formaciones concéntricas como las observadas por Wetts­
tein (1959) para plantas etioladas, y por G érola (1962) para plantas ent eramente cloróti­
caso Los gránulososmiofílicos se hacen extremadamente patentes y abundantes en las
hojas expuestas a .la luz . No es raro que el sistema de los grana se encuent re un poco
desplazado en el seno de los protoplasmas del parénquima de las hojas, como es obser­
vable en las hojas que han sido sometidas a períodos de cubrición de dos días . Estos
desplazamientos han sido también señalados por W eier (1961) en cloroplastos de Nico­
liana rústica, libres de almidón .

Incremento de Iíp¡dos en el parénquima clorofílico

En las observa ciones con Microscopía electrónica de cloroplastos se pueden observar
unos volumino sos granos fuertemente osmíóñ los que, aunque no está aclarado en la
biblio grafía suficientemente el fenómeno, se supone son lípidos en combinación con el
osmio, y. no 'simplemente osmio reducido.

Estos glóbulos lipídico s se hacen mucho más numerosos y aparentes en , las muestras
cloróticas. .

R eacciones histoquímicas

La abundancia de está s volumino sos granos osmíóñlos, nos indujo a identificar his­
toquímicamente los lípido s sobre material fre sco, utilizando la mezcla Sudán ID y IV.
Los glóbulos lip ídicos eran más abundantes en el material clorótico que en el verde.

Con estos antecedentes llevamos a cabo 'determinaciones cuantitativas de grasas, com­
pr obando que el contenido en Iípidos es inferior, .sin embargo, en el material clorótico
que en el normal (verde).

La consideración de estos resultados nos induce a pensar en un proceso similar al
de lipofanerosis en que los l ípidos se revelan como finas gotitas fácilmente tingibles por
colorantes hi stoquímícos habituales, cuando los protoplasmas han experimentado alte­
raciones tales como hidrólisis o desnaturalización, no siendo perceptible este fenómeno
en las células normales.

El material en que con más claridad se nos puso de manifiesto este proceso corres­
ponde a Mirtus comunis, verde y clorótico, .y Pitosporum. tobira, verde y clor ótico. Pos­
teriormente hicimos determinaciones con Arachis hypogaea, llegando a las mismas con-
clusíones. .

Los resultados de las determinaciones cuantitativas se expr esan en el cuadro X.
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C UADRO XI

Arac his hypogaea : Varie dad Local

Posterio rmen te realizamo s determinaciones cuanti ta tivas de lipido s sobre lu misma '. \:"
'periencia de cubrición en dos variedades de Arachis hyp ogaea, utilizada s para el es tudlo
de la modificaci ón de la estructura del parénquima cloroí ílieo 'en re lación con In inten ­
sidad de la luz.

Los resultados obtenidos los presentamos en los cuadros XI y XII .

2,95
2,4
3,9
:~ , 6

2,7
2,88
3,64
4,11
a,2
2,3
2,6

Graso
%

3,4
2,8

10,4
8,9
4,3
3,8

Grasa
%

Verd e
Clorótico

Verd e
Clorótico

Verd e
Clorótico

Síntamas

... \...

CUADRO X

~ 14.0 -

10 días descubi erta

2 días cubierta
9 días cubier ta

13 días cubier ta
19 días cubier ta

5 días descubierta

C UADUO XII

Arachis hypogaea : Vari edad Teneese Red

Clorótica
Id.
Id.
Id.
Td.
Td.

Verde
Id.
Id.

Clor ótiea
Id.

Material

Mir tus comunis ...
Mirtus comunis ...
Pitosporum tobira
Pitosporum tobira
Arachis hypogaea
Arachis hypo gaea

2
6

11
13
17
19
1

16
1

II
V

Muestra
número

lI1ueSt1'a Grasa
n úm ero %

7. Clorótica 1,8
5 Id . 2 días cubierta ... ... ... ... ... 2,1
8 - Id . 5 días cubier ta 2,07... ... ... ... ... ...

10 Id . 9 días cubier ta ... ... ... ... ... . . 2,7
12 Id. 13 días cubierta ... ' " ... ... ... ... 2,1
14 Id . 18 días cubier ta ... ... ... . ' " ' " 2,8
18 Id . 6 días descubierta ... ... ... ... ... ... 1,8

21, 22, 23 Id. u días descubierta ... ... ... ... ' " ... 2,5
15 Verd e . 2,75
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V. Discusión

El íenómeno de clorosis por su repercu sión en los cloroplastos , es té carac ter izado
VO l' la super poslci óñ de dos efectos:

a) clorosis motivada por las características del suelo,
b) destrucción de la clorofila por la luz intensa.
Las dos causas participan en el proceso de despigmentación sufrido por el material

vegetal estudiado por nosotros. .
En la región en que trabajamos (valle del Ebro), las características del suelo coinci ­

-den con las señaladas para la presentación del manganeso en forma s no asimilables
(Fujimoto y Sherman, 1948), ya que los valores de pH son superiores a 7 ; el contenido
en mat eria orgánica es bajo (M. O. ~ 1 ----,2), la cantidad de carbonatos totales es alta ,
as í como es elevado el poder clorosante.

El diagnó stico visual hace suponer que la deficiencia de manganeso se presenta, ya
que puede observarse en las base s de las ramas una clorosis foliar intervenal , comen­
zando cerca rle las már genes de la hoja y extendiéndose hacia la vena central, (W alla­
ce, 1951).

En esta región se había comprobado la existencia de la deficiencia de hierro con
síntomas de aguda clorosis, y hemos podido comprobar mediante determinaciones ana­
líticas, la participación del manganeso en estas clorosis calcáreas inducidas, tanto en
árboles frutales como en vegetación espontánea y ornamental (cuadros I, n, m, IV, ' V).

Los resultados obtenidos en nuestras determinaciones muestran que la deficiencia de
mangane so se presenta, no sólo en aquellas plantas cuyo diagnó stico visual lo hacía
presuponer, sino también en aquellas otras francamente clor óticas cuyos síntomas po ·
cían ir enmascarados por los de la deficiencia de hierro.

La alta intensidad de luz también influye en el proceso de despigmentación, y así, se
ha comprobado para Arachis hypogaea que la influencia de la ' clorosis calcárea sumada
u la alta intensidad de luz recibida (650 f. c. de luz reflejada) (1), reducen el contenido
de clorofila en un cincuenta por ciento (Diez Altares, 1958). Al disminuir la intensidad
de la luz ' en un noventa y ocho por ciento, aproximadamente, se produce ya a las veín­
tícuatro horas de iniciada la experiencia, .un reverdeeimiento apreciable, elevándose el
nivel de clorofila en un sesenta por ciento aproximadamente por término medio, en un
período de cuatro a cinco días , llegando a rebasar el contenido de clorofila de las no
clor étícas.

El sistema clorofílico formado en luz débil es muy lábil. En efecto, exponiendo a la
luz hoja s cloróticas en .que se ha elevado el contenido de clorofila por sombreado, tiene
lugar una disminución rápida del contenido en clorofila, llegando a alcanzar valores
incluso más bajos que los de las hojas cloróticas.

Asímísmo, se ha podido comprobar que la relación clorofila b/ clorofila a es más alta
en las hojas sometidas a luz difusa (cubier ta), que en las que permanecen en condicio­
nes naturales (verdes y cloróticas). Esta relación aumenta, a la vez que la clorofila
total , al aumentar el número de días de cubrición. Cuando las hoja s que han permane­
cido en luz débil se someten a luz natural intensa, la relación clorofila b/clorofila a ex-
perimenta un descenso al aumentar el número de dí~s de exposición. .

La relación clorofila b/ clorofila a ' es más alta en las hojas verdes que en las clor óti­
cas ; cuanto mayor es la clorosis son más bajos los valores de dicha relación .

.Si consideramos la pérdida de clorofila por el sólo efecto de las deficiencias, pudiera
interpretarse la clorosis como perturbación de la síntesis clorofílica bajo la hipótesis del
efecto catalítico de los metales sobre los procesos encimátícos, hipótesis que sustentan
J. Wolk, Frank A. Gilbert (1950) y Stenuit (1955) entre otros.

(1) Candela pie (L c.).
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Pero no sólo la deficiencia, sino también el factor luz intervi enen decisivamente
acentuando ' los síntomas de clorosis, siendo interpretado el fenómeno en el sentido de
que la luz destruye la clorofila por fotooxida ción (Koski , 1950), precedida de la des­
trucción de la sustancia proteínica protectora, en las condiciones creadas por un alto
potencial de óxido-r educción (Gerretsen, 1950), También Virgin (1955) demostró a
altas intensidades de luz se produce menos clorofila, fenómeno que atribuye a la des-
trucción del pigmento y no a la falta de form ación del mismo, .

Por 'A. A. Schlik. et al. (1962), ha sido propuesto el siguiente esquema para la for­
mación de clorofila en plantas etioladas .

LUZ

ESQUEMA 1

OSCURIDAD
FITOL > CLOROFILA a -+ CLOROFILA ir

-----+> CLOROFILIDA

1
En concordancia con este esquema la luz solamente interviene en la formación de

c1orofilida, siendo el receptor la protocloroñlid a. Sin lu z, por tanto, no hay formación
de clorofila al no haber previa formación de cloro íilída. Sin embargo en nu estras ex­
periencias sobre plantas deficientes, al cubrir aumenta el" contenido en clorofila; esto
nos induce a pensa r que efectivamente lo que se evita es la descomposicíón. De análoga
manera , si una planta anteriormente cubier ta se expone a la luz, tiene lu gar la dismi­
nución de clorofila b. Al no intervenir la luz , según el esquema anterior, en la forma"
ci6n de clorofila b a partir de clorofila a,-parece evidente que la dismínución de clorofila
debe interpretarse en el caso de plan ta s deficientes como una descomposici ón,

Así pues, para las plantas deficientes con que hemos experimenta do, y de acuerd o
con Goodwin y Owens (i 947), Smith (1948 y 1954), Blaauw-Jansen y col. (1950), Koski
\1950) y Virgin (1956) y otros, nos inclinamos a interpretar la despigmentacién como
un proceso de foto descompo sición de la clorofila, y no de falta de forma ción de la misma.

.La descomposición' de la clorofila por la lu z par ece verifi carse sin detrimen to del m e­
canismo produc tor de clorofi la puesto que cuando se reduce la intensidad lum inosa
vuelve a fun cionar dicho mecanismo formán dose .el pigmento.

Sin embargo , han sido observadas por Gray (1960) alterac iones en las células por
efecto de la luz visible, concretamente .en cloroplas tos. Esta s alteraciones se producen
también con luz ultravioleta , siendo, en este caso, el proceso 'fotorreversible ; es decir ,
que se observa una parcial restauración al ser expuestas de nu evo a la luz visible, En'
el caso de exponerse a la acción de radia ciones ionizantes no se aprecia reversibilidad.

En nuestras experiencias sobre reverdecimiento de plantas cloróticas por disminución
de la intensidad de la luz, se ha puesto de manifi esto una modificación en la estructura
del parénquima foliar , que atribuiremos a la radiación visible en tanto no ronozcamcs
cuantitativamente el espectro de nu estra región . .

Todas nue stras experiencias han sido llevadas a cabo en el campo, es decir en condi- '
ciones climáticas naturales. El estudio del espectro solar en sus aspectos cualita tivo' y '
cuantita tivo preocupa a los científicos del mun do dada la influencia de las , radiaciones
en ' las diversas actividades vitales. .

No sería difícil plantear experiencias en condiciones deliberadamente controladas para
ser realizadas por ejemplo en un phytotrón, en nuestro caso iluminando con longitudes
de onda determinadas, para llegar a obtener datos interesantes sobre el efecto de la
clase e intensidad de la radi ación en la descomposición de las clorofilas.

Nos hemos limitado a disminuir la intensidad del espectro visible de Ja luz, hablen ­
do observado , como efecto de esta disminución, una modificación efn la estructura del
parénquima foliar.

OSCURIDAD
--+) PROTOCLOROFILIDA
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En las muestras verdes las células aparecen muy llenas de plastas, situados éstos:
casi tangentes a los superficies radial es de las células.

En las cloróticas, los plastas aparecen con contornos menos definidos y disminuy en'
en número. Cuando las hojas han sido cubiertas dosdías, por ejemplo, los plastas apa­
recen visiblemente marcados coincidiendo con las estructuras típicas descrita s por pri ­
mera vez por Menke. Los plasta s más definidos son los del parénquima lagunar . En hojas
que han permanecido durante más tiempo cubiertas, los plastos no son tan patentes ni '
tan . convexos como en las anteriores de dos días de cubrición. Por último en las hojas
que han permanecido cubier tas el máximo tiempo de la experiencia (diecinueve días);
los plasta s tampoco tienen los contornos tan definidos.

En las hojas que después de haber sido cubier tas vuelven a exponerse a la luz, la·
estructura del parénquima es bastante similar a las de las cloróticas primitivas.

En estas experiencias ha podido observarse que en las hojas cubiertas se aprecian,
cier tos direcciones en la orientación de los plastas. Las direcciones de orientación son
preferentes en dirección normal a la superficie de las hojas. En las hojas que han per- ,
manecido cubiertas el máximo tiempo se observan dos direcciones de orientación casi"
normales "de sus plastas.

Esta orientación de los plastas acentuada en las paredes laterales, a nuestro parecer:
es coincidente con la denominada parastrofia (Handbuch Naturwisensehafter B.7).

Estos movimientos fototácticos han sido observados por Zurzycki (1962) en experien­
cias sobre Lemn a trisulca y en líneas generales nuestras observaciones son coincidentes .
con aquellas.

En el caso de las hojas cloróticas, la disposición paras trófica que hemos observado pa­
rece la más natural como disposición que tiende a reducir el efecto per judicial del ex­
ceso de luz incidente. Es conocida la participación de la luz en la orientación de los:
plastos que adoptan dentro de las células normales las disposiciones más adecuadas para
el aprovechamiento máximo de la luz incidente, que absorbido por la clorofila se emplea
primeramente en la excitación de electrones de un compuesto de proteínas rico en­
hierro , denominado ferredoxina por Arnon (1963). .

Estas observaciones nos inclinan a suponer con Gray (1960), que las células que­
están habitualmente expuesta s a la luz tienen medios de protección contra las altera-o
ciones producidas por dicho agente.

Nuest ro propósito es determinar qué grado de perturbación pueden producir la ac­
ción simultánea de las deficiencias de hierro y manganeso, y las clorosis acentuadas por '
grandes intensid ades de luz en la estructura del parénquima foliar .

Un estudio más profundo de esta acción perturbadora de la luz intensa sobre la
estructura del parénquima foliar , en el caso de plantas deficientes, lo hemos realizado.
con ayuda de la MicroscOpía electrónica.

En líneas generales las micrografías electrónicas de los cloroplastos de nu estro ma-·
terial son concordantes con las clásicas, que evidencian que están constituidos por una
doble membrana que contiene una matriz r elativamente homogénea denominado estro­
ma, en la cual están embebidos unos gránulos (grana).

El estroma es un sistema lamelar constituido por unas series de dobles lamelas ce-o
rradas y entre este sistema de dobles Iamelas apar ecen otras más pequeñas que tienen,
el diámetro de los grana visibles en el microscopio óptico.

Es llamativa la presencia de unos glóbulos, como ya hemos señalado en la Introduc -­
-ei én (pág. 10), que algunos investigadores no los identifican y para otr os son de na-o
turalezo. lipídica.

El desarrollo de las estructuras lamelares ha sido estudiado, y según Kuyper (1962) ,
la luz juega un papel decisivo en el crecimiento y difer enciaci ón de los lamelas y de'
los grana .

La influen cia de períodos de luz y oscuridad en la organización de los plastes hu:
sido estudiado mediante Microscopía electrónico. por Wettstein '(1959) realizando obser-·
vaciones sobre plantas de Phaseolus vulgaris sometidos durante el crecimiento a perío-.
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'dos de oscuridad seguidos de luz y observa una rápida orga nización de la est r uctura de
los plastos y formación de los gra na y distin gue los sigu ientes pasos :

1) Síntesis de vesículas dentro del primordio plastídial,
2) Agregació n de estas vesículas para formar cadenas sencillas de vesículas in ter­

'Conectadas.
3) Ordenación y fusión de las cadenas para formar dobles memhrau as pura lelas o

.lamelas.
4) Multiplicación de las lamelas,
5) Crecimiento y dííeren cíaci ón de las lamelas en los gra na y estroma lamelar .
Este desarrollo está bajo el control de muchos genes, y se originan mutaciones que

' \0 bloqu ean.
Estudios bioquímicos indican que el Mutan te Xanta-10 pr esen ta una estructura lamelar

no obstante el aparente bloqu eo en la síntesis de clorofila, y esto sugiere que el desa­
.r rollo de lamelas puede ser independient de la sín tesis de clorofila.

Tenemos por tanto que para plantas etioladas y mutantes se produce un bloqueo de
los precursores de la clorofila y pr eferentemente los plastes adoptan una s formas con­
-céntricas.

E SQUEMA 2



FOTO 1. ~ Preparación núm. 113.

FOTO 2. - Preparación núm . 111.



F OTO 3. - Prepara ción núm . 120.

F OTO 4. - Preparación núm. 130.



F ÓTO 5. ' - Prepar ación núm. 137:

Preparación núm. 146.F OTO 6.



FOTO 7. - Preparación núm. 151.

FOTO 8. - Prep aración núm . 124.



FOTO 9. - Preparación núm. 7.

F OTO 10. - Preparación IlIÍm . 23 .



]COTO 11. - Preparación I\Úm . 20.

F OTO 12 . - Prepura ci ón n úm. 40 .



FOTO 14. - Preparación núm . 66.

F OTO 13. - Preparn ci ón n úm. 52.
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En el caso de las plantas deficientes en hi erro y manganeso estudiadas por nosotros.
:ya hemos señalado cómo la despígm entación la interpretamos como un proceso de foto­
-descompos ici ón, pero en las observaciones hechas con Microscopía electr ónica, no he­
m os encontrado formas lamelares concéntricas, sino que los plastos de plantas dejicien­
nes muestran una estructura que puede acomodarse a la típica de los plastos con grana.

Así, por ejemplo, la observación con microscopio electrónico de hojas cloróticas de
Arachis hyp ogaea vari edad Teneese Red , de las que había sido elimina do el almidón por
'cubrición (dos días) y en las que se había apreciado un reverdecimiento como conse­
-cuencia de no' estar sometidas a la acción de luz intensa, pone de manifiesto que la
estructura del plasto no difiere esencialmente del esquema clásico de cloroplastos con

.grana, Esquema 2.
Por cubrición de nuestro material de estudio, no esperábamos una reorganización de

'la estructura de los cloroplastos, ya que en el desarrollo de las estructuras lamelar es
corno parece comprobado , juega un papel decisivo la luz (Euyper, 1962), y, por tanto, es
l ógico pensar que el grado de organización del cloroplasto a los dos días de cubrición
-corresponda al del material cloróti co en condiciones naturales 'de iluminación. .

La luz produce alteraciones estru cturales en los cloroplastos (Gray, 1960). También
Ja luz ultravioleta y las radiaciones ionizantes producen estos daños, pero en el caso
de ser ultravioleta se observa una par cial r estauración por nu eva exposición a la luz
'visible, cosa que no se apr ecia cuando la alteración es producida por radiaciones ioni-
.zantes. .

También Stepanov (1963), al hablar de la influ encia de las radiaciones ionizantes so
'hre las plantas, señala las vari aciones que pueden tener lugar en los plaste s sin llegar
.a desintegra rse en gránulos, formánd ose después nu evos plastes que difieren en la for­
.ma y en el tamañ o de los ini ciales.

Los grana son más resistentes que las otras par tes del plasto para la luz ultravioleta
·(Chessin, 1960). .

Budnitskaya (1960), ha determinado que la radiación ionizante produce cambios bio­
-químicos que dan como resul tado una al teración de los procesos metabólicos. Estos cam­
'bíos bioquímicos pueden ser detectados antes que la alteración estructural se haga pa­
t ente.

Budnitska ya y colabora dores (1958), han observado que en hojas de judía hay cam­
-bios, por efecto de la radiación ionizante, en los Iípidos libres y enlazados. En la frac-
-ción libr e, correspondiente a hojas irradiadas, la cantidad de peróxidos es mucho mayor
'que en las no irradiadas .- Esta acumulación de peróxidos lipídicos puede jugar un im­
.por tante papel en el daño sufrido por las plantas bajo el efecto de la irradiación.

En las plantas deficientes ya hemos visto cómo la luz visible produce descomposición
'de la clorofila y modificación de la estructura del parénquima foliar , aún cuando no he­
mos observado aparentemente modificaciones muy grandes en la inf raestructura de los
-cloroplastos, ya que ésta puede acomodar se a la típica de los plastes con grana. En esto
último no diferirían, en relación con las cara cterísticas de la luz de nuestra región,
'de lo que señala 'Chessin par a la luz ultravioleta, para la que los grana son más resis­
'tentes que las otr as partes de los cloroplastos.

También concuerda con lo señalado por Gérola (1962) para melocotoneros parcial­
.mente clor ót ícos, en los que observa la modificación de la infra estructura de los clor o­
;plastos, más o menos acentu ada según la intensidad de la clorosis . .

En nue stro caso, quizás , una clorosis más. aguda pudiera modificar más profunda­
.mente la infraestructura del plaste.

En observaciones histoquímicas sobre cortes de hojas cloróticas de Mirtus comunis,
.Pitosporum tobira y Arachis hypogaea, fijadas y tr atadas con mezcla Sudán ID y IV,
pudo apreciarse una mayor abundancia de glóbulos lipídicos en el materi al cloró tico
que en el verde, que de momento nos hizo pensar en una mayor abundancia de grasas
-en el material clorótico. .

Realizadas determinaciones cuantitativas, siempre obteníamos valor es inferiores para
e l material clorótico.
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ESQUEMA núm. 3.

La clorofila de estas capas monomoleculares es clorofÍlab y clorofila a. En el caso
de Al'achis hypogaea 'la rela ción es

clorofila b/ clorofila a~ 0'3

Así por ejemplo para la Variedad local los valores de dicha relación para material verde
son de 0 '39, de clorótico 0'36 y de hojas cubiertas 0'40 ; vi éndose corno es inferior el
valor en las hojas que perman ecen en condiciones naturales que en las que están some­
tidas a luz difusa.
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También la Varied ad Teneese Red de Arachis hypoga~.a empleada en nuestras expe­
riencias; muestra diferencias en el contenido en gra sa según sea material cloróti co o
verde.

Estos dos hechos : la mayor abundancia _de glóbulos lipídicos, y el menor contení­
do en grasa total , no encierran contradicción, según nuestro parecer. Al perturbarse
la función clorofílica, como consecuencia de las deficiencias y de la Iolodescomposi­
ción de la clorofila , es lógico sea menor el contenido en grasas en el material clorótico
que en el verde . Por otr a parte, la mayor abundancia de glóbulos lipídicos en el material
clorótico nos induce a pensar en un efecto semejante a una lípoíanerosís, en que por
efecto de la Iotodescomposición de la clorofila de las capas de los grana, se liberen l ípi­
dos y se ha cen patentes como finas gotitas fácilmente tingibl es por los colorantes de las
grasas.
. Apoyamos nuestro supuesto en la estructura de los plastos : Fr ey-Wyssling (1953)

propuso como resultado de los estudios previos de, Menke y de los suyos propios sobre
bírreíríngencía, que los oloroplastos están constituidos por veinte o treinta capas pa­
ralelas de lípidos separad as de capas de proteínas por películas monomoleculares de clo­
rofila , La microscopía electrónica ha confirmado este esquema núm. 3.

El contenido en grasa total extractable por éter de petróleo de 70-90 viene. represen­
tado en el cuadro XIII.

Mirtu s comunis ... .. ,
Pitosporum tobira ...
Ar.achis hypogaea Val'. Local

Material
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yLipido.

ESQUEMA núm . 4

TClorofila b.

I Clorofila a .

Al no ser igual la propor ción inicial de ambas clorofilas, y mostrando mayor labilidad
para la luz la clorofila b, es verosimil pensar que aunque la estructura fundamental del
cloroplasto no quede modificada (esquema núm . 5), dada la estabilidad a la luz del
estroma, sí que puede ocurrir que al descomponerse parte de la clorofila, ,queden libera­
das moléculas de Iípido s, dando 'lugar a un fenómeno 'semejante a los descritos como
lipofanerosis.

Así pues , la interpretación que damos a esta lipofanerosis es: que el material suscep­
tible a la clorosis, al recibir un exceso de luz sufre una parcial destrucción, desorga­
nizándose la fracción lipídica de los cloroplastos, aunque en esencia no se modifique
la estructura, de acuerdo con nuestra idea expuesta. anteriormente de que la descompo­
sición de la clorofila por la luz se .verifica sin detrim ento del mecanismo productor de
clorofila.

Estas consideraciones nos inclinan a sustentar ' la hipótesis siguiente': a pesar de
que el eD'l1tenido total en lípidos es menor en el material clorótico que en el verde, un a
fracción se p 01W de maniiies to en forma de glóbulos, como consecuencia de la fotodes-
composición de moléculas de clorofila con las que está orientado. '

Respecto a la naturaleza química de 'los Iípidos liberados por aquel fenómeno, sólo
sabemos que son grasas neutras. Lo que hemos denominado 'grasa total es la exteactable
por éter de petról eo 70-90 o "extracto etéreo", porque la naturaleza química de los

Esta labilidad de la clorofila b en los casos de clorosis objeto de nuestro estudio,
es la que nos ha inducido a considerar la repercusión de la descomposición de las clo­
rofilas contenidas en los grana en la alteración de las estructuras de los cloroplastos..

No hemos encont ra do en los múltiples esquemas propuestos en la bibliografía para
la estructura de los cloroplastos, ninguna r eferencia que pormenorice la disposición re­
lativa de las dos clorofilas a y b en las capas monomoleculares de los grana, sino de
la clorofila en general, sin distinción. . '

En nuestro caso conocemos la relación entre ellas ce:1/ 3 (Arachis hypogaea).
Imaginemos un esquema núm. 4 orientador de la constit ución ' de las lamelas de

los cloroplastos teniendo en cuenta las dos clases de clorofila y su relación 1/ 3.
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VI. Resumen

yLipido.
TClorofila. b.

ESQUEMA núm. 5.

I Clorofila a .

Así pues, estamos muy alejados todavía de poder determinar el grado de desorga ­
nización de la estructura de los cloroplastos, por efecto de la intensidad de las radiacio­
nes en los casos de plantas deficientes ;pero, los datos acumulados nos hacen sustentar
la hipótesis de que en los casos de clorosis, objeto de nuestro estudio la intensidad de
la luz visible actúa no sólo en la modificación de la estruc tura del parénquima clorofí­
lico sino tambi én en la íntima estructura del cloroplasto, Dado que la clorofila está
sopor tada en los gra na, es lógico pensar que al verificarse preferentemente la fotodes­
composición de la clorofila b, el material lipídico que se halla intercalado en la estructu­
ra de dichos grana queda parcialmente liberado, lo que da origen a esa mayor -abun­
dancia -de los glóbulos lípídicos, puesta _de manifi esto con las técnicas histoquímicas
y subsiguientes observaciones microscópicas.
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- En los casos de clorosis conjunta. por deficiencias de hierr o y manganeso indu cidas,
se acentúa la descomposición de la clorofila por influencia de grandes intensidades de
luz, debido 'probablemente a una fotooxidación. La clorofila b (forma más oxidada) tiene
una mayor labilidad a la luz que la clorofila a.

La descomposición de la clorofila por la luz parece verificarse sin detrimento del
mecanismo que participa en la formación de clorofila, puesto que cuando se reduce
la in tensidad luminosa se produce de nuevo un reverdecimíento de las hojas clor óticas.

En general, en todos los casos observados por nosotros histológica e histoquímica­
mente, _se · aprecian diferencias en las estructuras de los parénquimas clorofílicos al
comparar el material cloróti co -y verde.

Iípídos ext racta dos de cloroplastos es extre madamente complicada, denotán dose la exis­
tencia del difosfatidil glycerol (Benson y Schickland , 1960), acompaña do de fosfatidil ino­
sitol, lecitina y cefalina (Wintermans, 1960) así como galactolípidos y sulfolípidos.
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La luz produce modificaciones en la estructura del parénquima del material clor é­
tíco, y en los pr ocesos de reverdecimiento por disminución de la intensidad luminosa.
Los plastos al principio aparecen visiblemente delimitados, y en períodos largos de
cubrición no están definidos.

En las hojas cubiertas se aprecian direcciones preferente s en la orientación de los
plastes (parastroña).

En el aspecto bioquímico, el material clorótico tiene menor contenido en grasas que
el verde . Sin embargo, mediante observaciones hístoquímíoas puede apreciarse una
mayor abundancia de glóbulos lipídicos en las hojas clor óticas que en las verdes, fenó­
meno ' que interpretamos como semejante a una lipofanerosis, perceptible sólo en célu­
las no normales.

La observación de este fenómeno nos induce a suponer que los grana de los cloro­
plastes del material clorótico, sufren un proceso de desorganización como consecuencia
de la íotodescomposící ón desigual de las clorofilas de las formas a y b.

No obstante, en las plantas deficientes estudiadas , la infr aestructura de los plastes
deducida mediante Microscopia electrónica, puede acomodarse, en línea s generales, a la
tí pica de los plastos con grana.
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BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS·

POR

FERMÍN GÓMEZ BELTUÁN y SA NTIAGO ALVAREZ P ÉUEZ

Cátedra de Optica de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza

'Introducción

Se ha cons truido en la Facultad de Ciencias de Zaragoza (Departamento de Física
.Eundamental) una instalación para la medida de susceptibilidades magnéticas ' en cuerpos
paramagnéticos instalación que, en la .actualidad, funciona adecuadamente y .con -la que
se está llevando a cabo un pr ograma de trabajo relacionado con las características es­

-tructurales de distintos complejos de algunos elementos de tr ansición. Creyendo que
una somera descripción de las soluciones dadas al problema de disponer de una instala­
-ci ón de medida pudi era ser in ter esante para algún otr o .Iabora torío en que se pretenda
utilizar , o se utilice .ya, esta técnica, l a publi cación del trabajo que sigue no parece
ociosa y, por ello, pr esentamos aquí el resumen de lo que ha constituido la memoria ,' e
'Tesis Doctoral del Dr. S. Alvarez Pérez. '

Bleccíón del método de medida de susceptibilidades

De los dos métodos de medida' más comúnmente 'empleados en la determinación de
susceptibilidades magnéticas elegimos el de Faraday a causa de que permite una más
'fácil adaptación al aparato medidor de los accesorios necesarios para el trabajo a bajas
temperaturas.

La instalación que hemos construido se va a utilizar en temas de trabajo como los
'siguientes :

a) Determinación de momentos magnéticos de complejos de los elementos de transi­
.ci ón y de su variación con la temperatura, con el fin de estudiar aspectos .de la ."Teor ía
.'del campo de los ligando s" relacionados con la estereoquímica de los iones o moléculas
-de la primera esfera de coordinación.

b) Antiferromagnetismo de sales . ' ..
e) Comportamiento magnético de radical es libres:'
En todos · ellos es muy importante el conocimiento de la var iación de la susceptibili­

.:dad magnética con la .temperatura y, dado que .según la ley de Curie aquella crece al
'disminuir ésta, par ece más conveniente su estudio en la zona de las bajas "temperaturas.

• Este trabajo es un resumen de la Tesis Doctoral del Dr . D. Santiago Alvarez P érez.
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Según el método de Faraday
aH

f =x mH--• . az
en que :

f. = fuerza a medir en la dirección del eje z,
"1. = susceptibilidad magnética.

m = masa de la muestra.
,H ,= intensidad del campo magnético exter ior.

aH
- - = variación de JI en la dirección z:
az

aH
Si se conocen ID y H-- Y se mide f. se puede obtener "l. 'az
Para que la aplicación de esta fórmula sea correcta es preciso que la muestra de la,

sustancia sea puntual, que esté en vacío y que su situación en el campo magnético ex· ·
aH

ter íor correspo nda al punto en que H -- es máximo.
az

Además, con el fin de anular fx y fy ' es preciso que el campo magn ético exter no sea
simétrico en .las direcciones OX y OX' así como en las OY y OY'. Finalmente, para.
conseguir una f. elevada con la mínima cantidad de sustancia, el electroimán productor
del campo magnético externo debe de poseer las piezas polares más adecuada s para.

aH
obtener un alto valor de ---- valor que, por otra parte, debe de ser lo más compatible­az
posible con un cier to volumen del espacio en que H sea constante. En otras palabras ,. aH
la curva representativa de - - ' debe de ser pendiente en el máximo pero éste, a su vez.,az
debe de poseer un "platean" no muy estrecho.

A par tir de las exigencias an ter iores se planeó una instalación que, en principio, se-
puede dividir en tres partes:

1) Electroimán.
2) Balanza para medir .fa'

3) Accesorios para la producción y control de bajas tempera turas .

Descripción de la instalación

J. Electroimán y fuente de alimentación.

Esta pieza del equipo, a la que hubimos de adap tar toda la subsiguiente instalación,
es un antiguo aparato alimentado por corr iente continua, procedente del In sti tuto de­
Física "Alonso de Santa Cruz" y cedido amablemente por su Dirección. Es un aparato­
refrigera do por agua y consume hasta 60 Amp. a 20 voltios. Provisto de piezas polares.
troncocón ícas de dimensiones R = 30 mm., r = 10 mm. y h = 25 mm. produce un
campo adecuado a las necesidades del método de Faraday, y para una separación de

2Q mm. entre sus piezas polares se obtienen, en el punto de H aH .máximo (+ 1.01 mm;
az

sobre el borde del círculo que forma la base menor de tronco de cono de la pieza polar
de la derecheñ, los valores de campo que se reseñan en la Tabla 1.
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TAB LA 1

+

l j Amp, H / oel'stel'd

5 964
10 1.922
20 3.850
30 5.489
40 6.710
55 7.890

2. Balanza propiamente dicha.

FIG. 1,

s

26 mm. es el entrehíerro mínimo compatible con una colocación fácil de la muestra.
y cr íostatos. .

Fue necesario proyectar un sistema de alimentación en continua para este electroimán
pues no disponíamos de una batería de acumuladores. El esquema de este sistema es el
que aparece en la figura 1 y, como se ve, parte de la corriente trifásica de la red que,
tras una estabilización electrónica en V., se transforma y rectifica adecuadamente. El
control del voltaje en el primario se realiza con dos autotransforanadores (grueso y
fino) y el de corriente después del secundario en un amperímetro, clase 0,5 %, con
tres escalas de medida (0-6, 30, 150 A, respectivamente) intercalado en serie con las
bobinas del electroimán .
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Dado, como ya hemos dicho, que la balanza a construir -se pretendía utilizar para
trabajo a bajas temperaturas el método de medida de f. debiera poder manejarse con
control remoto pues, tanto la muestra como el resto de la balanza deben de estar fuera
del contacto de la atmósfera a fin de evitar la condensación de humedad, CO

2
y, en

último extremo, aire sobre esta última al refrigerarla. En este sentido, por su forma de
operación, no nos pareció posible utilizar una balanza analítica ordinaria. Así pues,
creímos que la más conveniente era una balanza de torsión con compensación eléctrica
del tipo de la empleada por H. M. Gijsman [1] .

El principio general bajo el que opera una balanza de este tipo es el siguiente :
La muestra a medir cuelga de uno de los brazos de una especie de cruz de balanza

que, a su vez, está sostenida transversalmente por dos cintas de bronce .de berilio de
tres milímetros de anchura y 0,03 de espesor . Estas cintas suministran el par de
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t orsión de la balanza .En el brazo opuesto al que sopor ta la mue stra se coloca un con­
trapeso que equilibra el peso de aquella, platillo y transportador. Así pues, cuando no
ac t úa ninguna fuerza sobre el material , la balanza se encuentra en lo que pudiéramos
llamar su posición de equilibrio.

En las dir ecciones transversales a los br azos existen, solidarias a la cr uz, dos bobi­
nas. gemelas de hil o conductor y de form a paralelepip édíca recta por las que puede
circular corr ient e eléctrica continua. Estas bobinas están colocadas .entre los polos
de dos imanes perman entes gemelos que suministran un campo de unos 500 oers ted
ca da uno .

El colocar dos imanes permane n tes gemelos, así como dos bobinas gemelas , es para
evita r la posible influencia del campo variable del electroimán exterior sobre el sistema
de giro ' de la balanza. Colocando los imanes permanentes de forma que sus campe s
vayan en senti do contrario y haciendo que los arrollamientos de ambas bobinas sean,
asimismo, en sentido contrario, se anulan las influencian del campo exte rior sohre wl
a para to, sea cual sea el valor de dicho campo. En cualquier caso ésta no será muy
grande, pues la balanza dista más de SO cm. del entrehierro del electroimán.

Estando l a lanza en la posición de equilibrio (que se determina por un pro cedi­
miento ópti co) al actuar sobre la muestra el campo magnético del electroimán :exterior
se produce una fu erza , en dirección de la gravedad si la sustancia es paramagnética
y en sentido contrario si es diamagnética, que desequilibra la balanza . Para volverla
a su posición de equilibrio (puesta a cero), se hace pasar una corriente con tinua por
las bobina s de la cruz y se varía su "intensidad hasta -consegulr repetir dicha posición .

. La intensidad de la corriente suministra da es proporcional a la fuerza. Así pues, in
fuerza se puede medir con un amperímetro de continua.

Con un calibra do previo, los valores de intensidad medidos dan los de las fuerzas
qu e actúan .

El amperímetro utilizado en esta medida es un miliamperírnetro Hartman-Braun,
modelo HL clase 0'1 que , a través de un shunt de la misma casa, posee hasta 5 escalas
de medida. .

Un esquema de la balanza puede verse en la Fig. 2.
La balanza posee un freno de Foucault, un sistema para poner y quitar pesas del

platillo (movido por dos motores eléctricos) con el fin de calibrarla en vacío y un siste­
ma de cero. Asimismo, posee todos los aditamentos pr ecisos par a que se mueva en to­
das las direcciones y todas las conducciones necesaria s para hacer el vacío en su caja
e introducirle helio gis . :

Par a determinar la posición del cero en la balan za se utiliza el "spot" producido
por un haz luminoso que 'Se refl eja en su parte móvil. Dada la sensi bilidad exigida al
instrumento pued e apreciar desviaciones de la mancha luminosa del "orden de la décima
de milímetro.

Mediante una lente, con una de sus caras espejada , situada sobr e la cr uz de la
balanza , se enfoca el haz luminoso de un proyector sobr e dos células fotocondu ctora s,
F 1 Y F2 ' de sulfuro de cadmio que pre sentan una resistencia variable con la ilumina­
ción . En la posición de cero de la balanza ambas células quedan parcialmente ilumina­
da s, La variación de la iluminación producida al cambiar de posición el spot se con­
vierte en señal eléctrica si se sitúan las células en dos de las ramas de un puente,
siendo las otras dos ramas las resistencias R

l
y Rz pertenecientes a un potenciómetro

'que se utiliza para el ajuste 'inicial del cero.
El puente se alimenta con una onda cua drada de- 1000 c/s producida por las válvu-

1.8s V
2

, V
3

.y V
4

(Fig . 3). . • . '
. " La -válvula V2 es un doble triodo ECCS2 montado como multivibrador. La onda cua­
drada que produce en sus placas se acopla, mediante otro doble triodo montado como
seguidor catódico (V3)' a un pentodo de potencia EL84 (V4) también .con salida de
cá to do y baja impedancia (300 ohmios) que alimenta el puente.
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v = EL844 .

V_ = ECC83V: = ECCS3
R 1 6 = HI 7 = 39 RO
R 1 0 = R2 0 = 10 RQ
R2 1 = 47 RO
R2 2 = 200 O
R23=R26= 1,5 MO
R24 = R25 = 220 RQ
R2 7 = R2 0 = 500 RO
R

2 8
= 47, RO

P = 1 RO
Co = 32+32 ¡tF
ClO = Cu = 50 ¡tF
C'2 = C' 3 = 0,1 ¡LF
f = f' = 6,3

FIG. 3

VI =EZ81
V2 = ECC82
V3 = ECC82
R1 O R2 = 10 M
R3 =R4 = 100 RO
Rs = R8 = 10 Mo
R6 = R7 = 1,5 RO
R9 = 1 Mo
R1 0 = 330Q
Ru =R14 = 680 RO
R12 = RI~ = 220R O
R I S = R I 8 = 500 RO
CI = C2 = 32 ¡tF
C3 =l! K
C4 = 1 K
Cs = C6 = C7 = 0,1 ¡tF
C8 = 10 ¡tF

Con esto la alterna de 50 e/s que es igual en ambos lados, se anula, y llevando la
salida a un oscilógrafo, aparecerá en él una onda cuadrada que se reducirá a una recta
cuando el puente esté en equilibr io.

Si damos al bar rido del oscilógrafo una frecuencia distin ta de la que tien e la onda
cuadrada, desaparecerán los trazos verticales, quedando sólo dos rectas. que en el equi­
librio se redu cen a una.

E! conjunto de líneas eléctricas mediante las que se mandan a la balanza los dife-

La salida del puente presenta, junto con la onda . cuadrada, una alterna de 1?0 c/s
debida a las inducciones que interesa eliminar. Para ello, en lugar de llevar directamen­
te a un oscilógrafo la señal que aparece entre los puntos medios de las ramas del puen ­
te, se amplifica por separado la procedente de cada .uno mediante la válvula Vs ' Esta
válvula es un doble triodo ECC83 que presenta en una de sus secciones la salida por
placa y en la otra por cátodo, con lo que aparece una diferencia de fase de 180° entre
ambas . Finalmente se llevan a V 6 ' doble triado con las placas unidas, que amplifica
la suma es decir , por ir en contratase, la diferencia de ambas señales.
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rentes movimiento a realizar en los calibrados y medidas así como los mandos del sis­
tema de cero se ven en el esquema eléctrico de la Fig. 4.

-3. Sistemas para conseguir que la muestra esté a bajas temperaturas.

La solución adoptada ha sido la le introducir la par te más baja de la caja de la ba­
lanza, aquella que contiene la muestra , en un vaso Dewar de forma adecuada para que
se pueda colocar en el entrehierro del electroimán. La forma del citado vaso se puede
ver en la Fig. 2. Dentro de este críostato se introducen diversos gases licuados elegidos
de forma que cubran, en forma lo más uniformemente espaciada posible, el intervalo
de temperaturas entre 65°K y 298°K. En nuestro caso los gases fueron, butan o comer­
cial, propano comercial, etileno y nitrógeno. Haciéndolos hervir a presiones varias se
consiguen 8 temperaturas situadas alrededor de 65°K, 70oK, 77°K, 149Ko, 169Ko, 205Ko,
2300 K Y 264°K y, si a estas se añade la temperatura ambiente, se dispone de un nú­
mero de punto s suficientes para comprobar el cumplimiento de las leyes de Curie y
'Curie-Weiss en l os cuerpos objeto de estudio y, por ende, de hallar la pendiente de

1 1 '
las r ectas X : : --o ó X :: --'- de las que se deduce el momento magnético.

T T ~~

Con el fin de medir la temperatura a la que hierven los gases licuados se calibró un
termómetro de resis tencia de platino, que tiene unos 50 º de res ístencía a temperatura

Como ya hemo dicho antes , es posible hacer que toda la balanza (incluida su caja)
.se desplace en sentido vertica l y en direcciones perpendiculares sobre , un plano hori­
:zontal, a fin de que se pueda llevar la muestra a la posición más conveniente entre las
piezas polares del electroimá n. Ello se consigue mediante una serie de bases, tres
-en total, en las que se hallan los juegos de tornillos precisos para conseguir que estos
desplazamientos se realicen en forma suave y uniforme.
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ambinte. Se empleó para ello un termómetro patrón de la casa Tinsl ey de Inglaterra .
Los val ores de resistencias y temperaturas correspondientes al calibrado se adaptaron
mediante un método de iterucción, llevado a cabo con un a mM 1620, a una ecuación,
del tipo

+ 8(_1 ':- l )~t + 5(_t- 1)(~)3
100 100 100 100

Las resiste ncias se miden con un potenciómetro de pr ecisión de la casa Cambridge
que da seis cifra s.

Un esquema de las conducciones de vacío de la balanza y crios tato, con las que es
posible hacer hervir los gases licuados a la pre sión deseada (inferior a la a tm ósfe ra) se
ve en la Fig. 5.
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FIG. 5

Finalm ente, hay que decir que la muestra va colocada en un depósito cilíndrico de­
01'0 de 4 mm. de 0 ' y 5 mm. de altura que pend e del brazo de la balanza a través de.
un a varilla de cuar zo de 3 mm. de 0 y 75 cm. de longitud.

4. Forma de realizar las medidas.

Limpio y seco el depósito de oro , se pesa dentro de él una cantidad de sustan cia err
los alrededores de 50 mg. Esta pesada debe de hacerse con la mayor precisión pues este.
peso, único, intervendrá en muchas medidas. Nosotros hemos utilizado siempre una ba­
lanza semimicroanal ítica, de pr ecisión mejor que 0,00005 g. Es decir , hemo s pesado la.
muest ra dentro del 1 %o ' ' .

Corno muchas de las sustancias que íbamos a emplear tienen agua de crlsta lizaclón
y, den tro de la balanza hay vacío, exis te el peligro de que pr oduzca una deshidruta-
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cíón parcial de las mismas con el tiempo. Para evitarla es preciso cerrar el depósito ;
Pensamos que el mejor método para ello era pegar la tapa al cuerpo con un pegamento.
fácilmente soluble en un disolvente orgánico y que fuera diamagnético (elegimos pega-o
mento Imedio banda azul, fácilmente soluble en acetona) .

Se pone pues un poco de pegamento y se cierra el depósito. Después, éste se coloca
en su posición al extremo de la varilla de cuarzo roscándolo en la tuerca para ello allí:
fijada.

Se introduce ahora la varilla de cuarzo de la que cuelga el depósito en el tub o de­
plata alemana de la balanza. Esta operación puede hacerse por ar riba y no es preciso.
desmontar el Dewar.

Una vez colgante la varilla, se observa a través de la sección inferior de vidrio que­
hay en el tubo de plata alemana, si ésta, o el depósito de oro, rozan con las paredes..
Se mueve todo el yu go de latón donde va suspendida la cruz de la balanza hasta .
conseguir que no haya roces . Se fija el yugo citado a la base de la caja.

Se pone la tapa de la balanza , se hace el vacío y se llena de helio a una pr esión de­
5 cm. de Hg.

Ahora hay que centrar la varilla de cuarzo respecto a las piezas polares.
Para esta operación disponemos de un catetómetro de precisión Wild, y de una,

pieza cónica de latón colocada en el eje de giro del electroimán: La forma de hacerlo es :.
Instalado el catetómet ro y una vez vertical , se enfoca en su retículo la punta del'

cono de latón que está en el eje de giro del yugo del electroimán . Se sube el anteojo.
del catetó metro a lo largo de su barra soporte hasta que enfoque el depósito de oro
y se mueve si es preciso toda la balanza (empleando los tornillos de movimiento lateral
de la base) hasta que la línea vertical del retículo del anteo jo del catetó metro caiga en,
la mita d del depósito . Se puede entonces decir que el depósito está colocado simétrica­
mente respecto a las piezas polares . Ahora bien; ello será sólo en un plano, el perpen-.
dicular al eje del anteojo del catetómetr o.

Para nuestr os propósitos es preciso que el depósito de oro esté simétricamente colo-o
cado respec to de las piezas polares del electroimán en cualquier posición del plano XY.
Para ello' se requiere, como mínimo, centrarlo según la técnica descrita hace un' mo­
mento, en dos posiciones del electroimán que ·se diferencian entre sí en 90° .

Como puede verse en la fotografía de la figura 6 el catetómetro está colocado frente­
a . la balanza en el sentido puerta-ventana por lo que para centrar el depósito en una
dirección perpendicular a' ésta, habr ía que ponerlo casi en la posición que ocupa una.
de las columnas de cemento en que se apoyan las barras de Dexión que sostienen la
balanza. Ello requerir ía mover el catetómetro lo que, además de ser difícil por su peso.
sería molesto, ya ' que cada vez que lo cambiáramos de sitio tendríamos que ponerlo
de nuevo en estación, operación larga y tediosa con -tal aparato . Con el fin de evita rnos'
mover el catetómetro hemos instal ado un sistema óptico que nos permi te ponerlo cen-.
trado .en dos posiciones perpendiculares sin ten er que mover el catetómetro de su­
sitio.

Junto a la columna de cemento de la izquierd a hemos colocado un espejo plano (sos-.
tenido en un trípode que lleva tornillos de nivel) con una inclinación adecuada para
que a su través se pueda ver el sistema cono-depósito de oro. En estas condiciones , .
todo consiste en gira r 90° el electroimán y repetir las operaciones de' centrado antes­
descritas en esta nueva posición . Cuando el centrado es correcto en las dos posiciones
perpendiculares del electro imán se da por bueno.

Teóricam ente, una vez centrado el depósito de oro, f
x

y fy deben ser cero, ahora
bien, en la práctica y con nuestra ins talación, no es así. Defectos en el centrado y, lo-­
que es más probable, defectos de construcción de las piezas polares del electroim án;
producen asimetrías del campo en el plano XY que se tr aducen en fuerzas later ales..
Para campos altos (55 Amp. en el electroimán) y temperaturas del nitrógeno liqui do.
se producen a veces desplazamientos del depósito de oro respecto a su 'posición sobr e
el eje vertica l de giro del yugo. Estos desplazamientos producen a veces roces y, pOI'-
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'tanto, valores de ' f
z

mayores a los que debieran aparecer . Sin embargo, en general, ­
para las temperaturas más altas no se producen tales efectos.

Una vez centrado el dep ósito en el plano XY hay que colocarlo en altura o sea,
aH

bay que colocarlo en la posición en que H -- sea máximo.. oz
Si la medida a realizar es sobre una muestra de una sustancia hay que encontrar

previamente la posición del depósito de oro, respecto a una referencia externa, en In
aH

-qne H __o sea máxima.
oz

Como veremos más adelante la referencia exter na es el borde superior de la pieza
polar derecha del electroimán y la referencia en el depósito de oro la línea de su base
Inferior en el punto en que se inserta un pequeño vástago que lleva.

aH
La forma de determinar cuando la posición del sistema corresponde al punto H ~-

.m áximo es la siguiente : oz
Cargado el depósito con la sustancia (en los alre dedores de 0,050 gro) y cerrado

se centra el sistema según el procedimiento descrito antes y se mide con el catetómetro ,
] a distancia 6. de la fig. 7.

/Cuarzo

I
'------Deposito de oro

. <, /
Piezas polares

FIG. 7.

Se .pone ahora un campo externo, digamos el correspondiente a 55 Amp., y.se
rmide el número de miliamperios (o de divisiones en la escala de miliamperímetro) que
hay que pasar por las bobinas de la balanza para llevarla de nuevo a cero. Este n üme­
ro es, como sabemos, proporcional a la fuerza. Se sube ahora, o se baja, toda la balan­

.za utilizando los tornillos de altura de la base segunda, se centra de nuevo el sistema
y se miden fuerzas para otro valor de 6.. Se repite el procedimiento hasta tener rl

.número de puntos necesarios para construir la curva, 6.~ número de divisiones, que
permite hallar la posición del depósito respecto a la pieza polar de la derecha cuando

aH
' está colocado en el punto del campo en que H - -oes máximo.

oz
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o-,
FIG. 8
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Máximo: · 1'25 mm.

-3· 4

Alumbr e de cromo.
Tem~eratura ambiente.

-Previamente pues a todas las medidas ha sido preciso medir las f día (correcc iones
d iumagn étícas del depósito vacío) para di stinta s alturas 1'1 (se han medido entre
A = - 4.00 mm. y 1'1 = + 3.00 mm.) y todas las temperaturas. Se han construido aMi
'unas cur vas de ' cor recciones con las que se trabaja en todos los casos.

Obtenido pues el valor de b. para el que, en la muestra que se m~de,
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f = f - f
lola l pa rn clía

se obtiene
aH

'una f paramagnética má::ima (lo que significa que está en el punto en que H -- es
az

.má ximo) se coloca allí el depósito de oro convenient emente centrado y, pasando por
'las bobina s de la .balanza la corriente correspondiente a unas 15-20 divisione s de la
-escala de 30 mA. del amperímetro , se mueve la pieza que contiene las células fotocon­
ductor as hasta conse guir que se produzca la señal de cero en el oscilógrafo de rayos
-ca t ódicos (aparato de cero del puente). La forma de hacerlo es moviendo en el sentirlo
.adecuado esta pieza por deslizamiento sobre su barra sopor te. El ajuste fino se cons i­
.gue finalmente con un potenciómetro colocado en la caja del oscilador-amplificador ,
potenciómetro que modifica la resist encia de un a u otra de las células.

Se da ahora agua de refrigeración a las bobinas del electroimán, se pasa por él co­
m-iente hasta el valor deseado y se compensa con corriente en las bobinas de la balanza
-el desequilibrio producido por las fuerza s magn éticas. Cuando la balanza está de nu evo
<en cero se lee el valor de la corriente circulante en el milíamp érímetro. La díferencm
-entre las lecturas sin campo y con campo exterior es proporcional a la fuerza magn ética
.y si se conoce la constante de proporcionalidad se puede hallar su valor .

Normalmente, se realizan series de medidas con un mismo cero (sin campo externo.

A nosotros nos interesa la fuerza paramagnética y, por ello, para hallarla -tendremos
;pues que sumar a cada f total SU f día correspondiente.

El tipo de curvas (número de divisiones ~ 1'1) obtenido por este método se ve en
:ja Fig. 8.

Antes de seguir adelante hay que hacer una aclarac ión. El núm ero de divisiones
:representado en la fig. 8 no es el leído en el miliamperímetro, sino el de éstas m-is
-el de divisiones que se leerían si el depósito de 0 1'0 vacío se colocase en la misma
posición cuando está lleno. La razón para ello está en que el" depósito es diamagnético
:y, por ello, cuando conti ene una muestra paramagnética', la fuerza resulta nte que actúa
.sohre todo ~l sistema es la suma.
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y valores crecientes de intensidad circulando por el electroimán. Se saca la media.
de varias de ellas y sobre esta media, se realizan los cálculos para hallar X.

5. Calibrado de la balanza.

A par tir de la ecuación .que relaciona fz con X se ve que para hallar la susceptibili -.
dad es preciso conocer dos cosas:

a) La equivalencia entre lecturas del miliamperímetro y fuerza.
aH .

b) Los valores de H -- para distintos campos R, o lo que es lo mismo, para dis- .
az

tintas corrientes circulando por el electroimán.

a) Equivalencia en fuerz~ de las lecturas del miliamp erimetro,

En la forma en que trabaja la balanza lo que se mide en el miliamperímetro son
los miliamperios de corriente continua necesarios para que el par de torsión que crean
en las bobinas de plástico equilibre al momento que fz crea en la cruz. En principio
pues, hay que tarar estos milamperios, ver hasta qué punto existe una relación lineal:
entre fz y milamperios y hallar el valor de la constante de proporcionalidad entre am­
bos tipos de magnitudes. Todo ello debe de hacerse en unas condiciones comparables
a las de trabajo posterior de la balanza.

Como ya se dijo, con el fin de poder realizar medidas a bajas temperaturas, toda
la balanza va encerrada en una caja estanca que se llena con helio gas a unos 5 cm. de
Hg. Ello asegura el suficiente contacto térmico entre las sustancia y el gas licuado em­
pleado como refrigeranate e impide que se condense H2 0 y CO2 sobr e la muestra. Las­
experiencias de tarado se realizarán pues en estas condiciones de llenado de la caja.

Para el tarado se procedió de la siguiente forma :
. Se constr uyeron y pesaron con la mayor precisión asequible unas pesitas que se

van a colocar en el platillo de la balanza. Estas pesitas en número de cuatro, tienen
una forma adecuada para poderlas quitar y poner actuando desde el exterior.

Con cuatro pesas de diferentes pesos, quitando y poniendo 1, 2, 3 ó las 4 se pueden
conseguir . 14 combinaciones distintas de pesos. En principio pues son posibles 14 tara- o
dos diferentes.

Las pesas se constr uyeron : Una en aluminio y tr es en hilo de cobre de bobinas
recubierto ·de barniz plástico de 0,5 mm. de diámetro. Esta s pesas se pesaron en dos.
balanzas distintas de la casa Mettl er , tipo H-16, que aprecian 0,000002 gr. La Tabla ~

contiene los resultados de estas pesadas: Cada valor que allí aparece es la media de 5.
pesdas, Estas pesas se construyeron de un peso adecuado par a que quitando una o :l .

lo sumo dos de ellas se pudieran tarar las escalas de 30 y 75 mAmp. del míliamp e-.
rímetro.

TABLA 2

Pesas Balanza i1 Balanza 2

1 0,02665 0,02664
TI 0,04047 0,04049
III 0,04988 0,04989
IV 0,09501 0,09511

Los valores de la Tabla 2 están expresa do en gramos.
Manejando la corri ente de las bobinas, con lo que sube el platillo, y los motor es '

en avance y retroceso, se pueden quitar y poner las pesas. Haciéndolo así para las .
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TABLA 3

dinas por mA.2,005 ± 0,005

Pesa Peso en gr. Miliamperios g¡'jmiliampe¡'io 10- 3

1 0,02<165 13·°1 2.048
TI 0,04047: 19.81 2.04

3
ID 0,04988 24.3

9 2.04
5

1 + 11 0,06037: 32.9
9 2.03

8
11 + ID 0,090i:l7 44.31 2.03

9
IV 0,09506 45.3

3
2.05

1

que será el valor de calibrado empleado en todo el trabajo posterior con la balanza.
Las medidas que condujeron al resultado últim amente expuesto se realizaron du­

rante los' meses de agosto y septiembre de 1964. Después, a últimos de mayo de 1965,
un accidente rompió una de las cintas de bronce de berilio que sirven de suspensión
a la cruz de la balan za .Hubo que poner una nueva y con el fin de ver hasta qué pun­
to este cambio podía hab er influido en el calibrado, se taró de nuevo con la pesa de
0.02665 grs. Se obtuvo un resultado, media de 10 determinaciones, de 2.048 . 10 -3

grs. jmA., exactamente igual al obtenido hacía casi .un . año. Ello nos indica la repro­
ducihilidad del aparto y . adem ás nos comprueba que las cintas de bronce que suspenden
la cruz pueden influir, según su grosor y longitud, en la sensibilidad del ins trumento
pero no en los valores de 'calibrado, toda vez que las medidas se hacen siempre con
la balanza en cero. Tampoco influye la tensión de las cintas siempre que esté dentr o
de su límite de elasticidad.

El valor obtenido de 2-,005 dinasj m.A. es casi exactamente igual al que se proyectó
obtener ( = 2 dinasjmA.).

Teniendo en cuenta que en la escala de 30 mA., cada división del apara to de me­
dida equivale a 0,2 má. y que es posible leer dentro de 0,2 de división , se ve que la
balanza puede apreciar 0,04 mA. ó sea O,OS dinas es decir , aproximadamente 0,1 mg.
Tiene pues las posibilidades de apreciación de una buena balanza analítica lo que, dadas
las condiciones en las que habrá de tr abajar , es más que suficiente.

2,044 ± 0,005 . 10-3

en que ± 0,005 es la desviación más probable de la media, calculada con un límite de
confianza del 98 %'

En definitiva, pasando a fuerzas, resulta:

Las tres primeras medidas corresponden a calibrados en. la escala de 30 mA. y las
tres segundas en la de 7:5 mA.

Los valores de gramo sjmA. 103 indican la linearidad del sistema.
Los dos pr imeros valores de miliamperios son las medias de 20 medidas distintas

para cada caso. Los cuatro r estantes, de 10 medidas distintas respectivamente.
Los resultados de la Tabla 3 conducen a un valor medio de grsj mA para la ba­

lanza de:

cuatro por separa do y para las combinaciones 1 + 11 y TI + ID se obtienen seis pun tos
que cubren, según pr evisto, las escalas de 30 y 75 mAmp. del miliamperimetro. Los re­
sulta dos obtenidos se dan en la Tabla 3.
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aH
b) Valores de H -- en el punto -en que es máximo

az
. Una vez tarada la balanza, la medida de la susceptibilidad magnética exige saber

aH
cuánto vale H - - en el punto en que es máxim o para los diferentes valores de H que

a:;
se van a emplear . Vamos a utili zar 5 valores del campo externo. Estos son los corres­
pondientes a 10, 20, 30, 40 Y 55 Amp. de corriente pasando por el electroimán .

aH
Una forma de hallar H - - sería realizar un mapa del campo en la dir ección Z uti-a:; .

Iizando una bobina medidor a de campos para cada valor de H. Con los da tos obteni dos
se podrían hallar las curvas H' contra to,. p . ej. (tomando como cero el mismo borde

aH
de la base de la pieza polar ya citado) y, de allí, la ecuación correspondiente a H y - -. az

aH
contra to,.. Se podría hallar II - - , buscar su máximo y, conocidos los valores absolutosaz _

aH
de ambas magnitudes, hallar los valores absolutos de H - - oEste método nos perrni-

az
tiria realizar un calibrado absoluto del electroimán sin embargo, a pesar de que a pri­
mera vista pueda parecer at ractivo, requiere disponer de un equipo que no poseemos.
Entre otr as cosas, de un solenoide patrón para tarar las bobinas medidora s de campos
que tendríamos que cons tr uir . Así pues, optamos por emplear el método relativo
basados en medir valores de fz para masas conocidas de compuestos químicos cuyas
susceptibilidad a diferentes temperaturas ha sido muy bien medida y de los valores

aH
obtenidos hallar H - -o

az

c) Elección de sustancia patrón

En principio se eligió par el calibrado el alumbre de cromo y potasio.
Esta sustancia, de fórmula (S40)3Cr•.S04K•.24ll20, fue medida por De Haas y Gor­

ter [2] y se emplea comunmente para-este propósito en el Kamerlingh Onnes Labora­
tor íum.

En nuestro trabajo empleamos dos diferentes alumbres de cromo . Uno de ellos es
un producto reactivo para análisis de la casa B. D. H. inglesa (Analar), Se empleó tal

.como venía, sin más cristalizaciones. La única precaución que se tomó fue la de guar­
darlo . en un sitio no muy seco para que no perdiera agua de cristali zación . Según
los fabricantes el producto empleado contiene no menos del 99,5% (SO')3Cr2.S0 .1K2.24H20
y los límites máximos de impurezas que pudieran molestar son: hierro, menor al
0,02 %' El producto se halla cristalizado en cristales de un tamaño de unos 0,5 mm.
y cuando se iba a emplear se molía a polvo una pequeña cantidad de la que se tomaba
la muestra, el resto del molido se tiraba.

El otro alumbre de cromo que también se empleó era un producto Merck pro-aná­
lisis, cris talizado en grandes cri stales. Tampoco con él se tomó ninguna precuación
especial. Cada vez que fue preciso se tomó un cris tal grande que se molió en mor tero
de ágata, de él se tomaba la muestra y el resto se tiraba.

La ecuación que liga "1. esp. con T para el alumbre de cromo es:
3658

"1. esp. = - 0,47 . 10- 6 u.e.m.
T-O,16

Siendo T la temperatura absoluta.
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TABLA 4

Jl = - 1,35 mm.

aH
Valores de H _ _ .10-5

az

T .-\BLA 5

aH

. . aH
Valores de H -~. 10- 5

az

aH
Posición del depósito en el máximo de H -- : Jl = ---c" 0,26 mm.

az

Sustancia : Alumbre de Cromo Analar
Peso muestra : 0,02381 g.

Posición del depósito en el máximo de H
az

Sustancia : Alumbre de Cromo Analar
Peso de la muestra : 0,0733 g.

t- ]{

IR.Amp. 299.'7:3 204.50 259.23

10 12.3 12.2 12.1
20 49.9 49.0 48.9
30 100.4 98.9 99.5
40 147.6 145.2 146.1
55 204.4 20UJ 202.9

roK
H. Amp. 77.36 70.85 65.M

10 12.1 12.0 12.1
20 48.5 48.5 48,7.
30 .. 99.5 99.9 99.5
40 146.4 146.6 145.9
55 203.0 203.2 203.4

a11
d) Valores de R -­

az
aH

Se utilizaron cuatro muestras diferentes en la obtención de los valores de H --,
01..

dos del producto Analar y dos del Merck . Los resultados obtenidos con ellas respecto
aH

a los valor es de H -- se reseñan en las tablas 4, 5, 6 Y 7.
az



TAB LA 6

T ABLA 8

E %

± 0.8
± 0.6

. ±. 0.4
± 0.4
± 0.3

az
aH

H . 10-5

-"- 166 ..:..:.

10 12.1 ± 0.1
20 48.8 ± 0,3
'30-'" .-....- · ·· ·..·..99.5-FO:·l" .. ..
40 146.2 ± 0.6
55 203.0 ± 0.6

H en Amp.

aH
Posición del depósito en el máximo de H - - : 6. = + 0.37 mm.

az

aH
Posición del depósito en el máximo de H --. : 6. = - 0.86 mm.

az
aH

Valores de H -- . 10- 5

az

Sustanci a : Alumbre de cromo Merck
Peso de la muestra : 0.01910 g.

aH
Valores de H _ _ . 10-5

az

Susta ncia : Alumbre de cromo Merck
Peso de la muestra: 0,06208 g.

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS IGO·QUIMIGAS y NATURALES

1'0K
H. Amp. 298.73 264.71 235.73

1Uf 12.2 12.2
..

10
20 49.2 49.1 49.2
30 100.2 99.7 . 100.2
40 147.5 146.9 146.8
55 203.8 203.8 . 204.0

' 1'°K .. .. I . ..
H.Amp. 77.98 71.18 6'1.51

10 12.1 12.0 11.8
20 48.3 . ·48.4 . 48.2
30 98.9 99.0 98.5
40 145.2 145.5 145.1
55

.
201.7 202.1 201.7

Cada uno de los valores que aparecen en las tablas 4, 5, 6 Y 7, son la media de 18
medidas in dependientes. Las diferencias .éntre ellos no son grandes por lo que se consi­
deran como pertenecientes a una misma distribu ción. La media resulta ser:



BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

Las dispersiones dadas (E %) corresponden a las desviaciones más pr obables de In
'media calculadas con un "limite de confianza" del 95 %' Así pues, con toda probabili­
dad , si se emplea un método de medida análogo al utilizado hasta ahora se podrán
obtener valores de X que, seguramente, no serán más dispersos que el 1 %' .

Según la lit eratura el alumbre de cromo no es la úni ca sustancia que se ha emplea­
oH

-do como patrón primario para obtener valores de H --o En principio, cualquier sus-
oz

tancia cuya curva X .,..-7- T se haya medido tr as un calibra do absoluto del campo y qua
cumpla una serie de condiciones en cuanto a su estabilidad y compor tamiento magn é­

-t íco puede servir para ello ahora bien, el alumbre de cromo parece bastante adecuado.
Revisando la literatura se encuentran tambi én como standar d, entre otro s, los si­

'guientes cuerpos : P20 7Mn2 (3), S04N¡.S04(NH4)2 6H20 (4) Y S04Fe.S04(NH4)2 6H20 l5)
Y de hecho, Selwood (5) dice que: (Este último compuesto) "Probablemente es tan útil
'como cualquier otro" . Ahora bien, tal afíramción no es cier ta a priori . Es evidente qúe
un ión como el Fe++, con la facilidad de oxidación que tiene, presenta más inconvenien­
'tes que el N¡++ cuya valencia más. normal y casi úni ca es dos. Por otra par te , todas las
sales con agua de cristalización tienen inconvenientes, sobre todo si la medida se hace
en vacío como con nuestra balanz a. El P20 7Mn2 sería así el más venta joso. Sin embargo,
tiene la desventaj a a nue stro parecer de que es una sal que se pr epara por calcinación
a partir del PO4Mn (NH4) lo ' que lleva consigo la aparición de una estr uctura cristalina
mucho más deformada que la de una sal cristalizada a partir, de su disolución acuosa.

Además de todo lo ante rior hay que tener en cuenta otras consideraciones. Un exa­
men de los datos de las medidas orig inales y un test de línearidad llevado a cabo con una
IBM 1620, revela que, en dos de las sales, N¡S04(NH4)2S04.6H20 y FeSO/ NH4\S04.6H20,
los valor es experimentales se adaptan a una 'linea recta, aun teniendo en consideración
posibles pesos estadísticos de las medidas, .dentro del 1 % en promedio. Respecto al
alumbre de cromo el mismo test revela una separación de la linea recta en un 0,3 0/..
como máximo. Si a esto se aña de que de las propias ecuaciones obtenidas por mínimos

"Cuadrados,

3658 . 10- 6

Cr2(SO4)3.K2S04·24H2O x=
T.-O,16 ,

3175. 10- 6

N¡S04' (NH4)2S04.6H2O X=
T + 0,89

9614.10- 6

FeSO4' (NH4)2S04.6H2O '1. '=
T + 2.77

'empleando los datos de J. C. Jacksou (6) para la sal de Mohr , los de este mismo autor
:{6) para la sal de Níquel y los de Gorter y Hans (2) para el alumbre de cromo, se ve que
la sal que cumple mejor la ley de Curie es el , alumbre de cromo, no habrá duda en
pr eferir ésta sobre las otras dos.

Respecto al píroíosíato de Manganeso Cabrera y Duperier [3] reseñan que la ecua­
-ci ón que representa su comportamiento con la temperatura es :

4,570

T + 23

'llar lo que se podría añadir una cosa semejante a la dicha antes. El hecho de ser una
'sal anhidra hace que la constante de Weiss (t1 = 23) sea alta , correspondiendo segura­
mente a un compor tamiento antííerromagn ético a temperaturas muy bajas. Debido a
'ellos, el pirofosfato de magneso que, sin duda, es un compuesto muy conveniente para

;'61 calibrado a altas temperaturas no , nos pareció tan adecuado para el trabajo a .bajas.

- '167 -
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REVISTfl DE LA AC,lDEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUlMICflS y NA1'URM ,ES j
' 1

0,328
0,329
0,330
0,325
0,326

a H
H - JH2

az

T ABLA 11

10
20
30
40
55

H. Amp.

Como comprobación de la aplicabilidad de la balanza a las medidas de susceptibili­
dad damos los resultados obtenidos sobre un compuesto de cobre de fórmul a

La elección de este compuesto no responde arazón importante alguna salvo la de que,
a causa de su gran tamaño molecular (Pm = 497.85), las susceptibilidades a medir serán

6. Medida de la susceptibilidad de un complejo de cobre.

aH
Un posible apoyo a que los valores de H -a- obtenidos son conectas se encuentra en:

z .
aH

el siguiente hecho. Lo más probable es que el valor de -- en el máximo sea propor­az.
aR

cional a H por lo que el cociente H - . - J H2 debe de ser constante. Los valores de Ir
~ .

liados en la Tabla 11 se midieron con una bobina medidora de campos y un fluxm etro
aH

de la casa Pye, es decir, por un procedimiento absoluto . Los cocientes H - - J 112 estánaz
en la Tabla 9 y la concordancia entre ellos revela que, tanto los valor es de H medidos-

aH .
directamente como los de - - obtenidos indirectament e deben de ser ímstau te correclos.,

az
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BALANZA PARA LA MEDIDA DE SUSOEPTIBILIDADES MAGNErWAS

pequeñas, casi en el límite de la sensibilidad del instrumento. Con una muestra de­
0,04975 g. se midieron a temperatura ambiente fuerzas hasta del orden de 0,4 dinas.
(sensibilidad alrededor de 0,1 dínas) '

El compuesto medido, un complejo quelato de cobre relativamente insolubl e, se oh­
tuvo por precipita ción de una disolución diluida de sulfato de cobre con la &11 sódica,
del ácido 5-nitro 8-quinolín-carboxilico. E). precipitado insoluble, Una vez filtrad o y seco­
al aire, se analizó, obteniendo: C = 48,38 .%, H = 2,20 %, O = 25,55 % (Valores teóricos..
C = 48,25 s, H = 2,02 s: O = 25,71 %:.

para la susceptibilidad en función de T.

l!
Una representación gráfica de - ' - contra T se puede ver en la fig. 9 de la que se­

X.
deduce un cumplimiento bastante correcto de la ley de Curie.

Aplicando mínimos cuadrados a los datos de la Tabla 10 (despreciamos el punto de­
169.45°K) se obtiene la ecuación

.1
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.
Temperatura X . 10+6 X10+6

E%°K medidas ' calculadas
-

291.16 2.73 2.74
1 + 0.37

264.05 3.03 3.02
6

I
-0.1

3

235.54 3.39 3.39
7 + 0.21

213.45 3.80 3.75
2

- 1.2
6

169.45 5.07
150.11 5.31 5.36

4
- 1.00

79.38 10.34 10.31 -0.4
72.25 11.35 . n .36 -0.0"
67:.79 '. 12.13 12.14 - O.Os

' [1]

[2]
' [3]
'[4]

' [5]
:[6]

Las sus ceptibilidades halladas se reseñan en la Tabla 10.

TABLA 10

La construcción de esta instalación ha sido en muchas de sus partes una labor ardua
' que ha exigido la colaboración de personas muy variadas en sus capacidades técnicas.
En primer lu gar , todo el personal de la Cátedra de Optica de la Facultad de Ciencias de

' Zaragoza , y , en especial, el Profesor J. Casas y el Doctor J. R. Francisco Moneo han
contribuido con su entusiasmo, sugerencias y proyectos de par tes de la in stalación

-a su consecución. El Doctor Ingeniero J . Gómez Gómez nos ha ayudado en la revisión
de los planos y con su vigilancia durante la construcción mecánica de gran parte de

' la balanza. Varios compañeros que trabajan en la Sección nos han ayudado en las
medidas. S. Alvarez P érez ha trabajado durante la realización de su Tesis Doctoral con
una beca del P. 1. O. Finalmente , F. Gómez Beltrán quiere agradecer a la Dirección
y per sonal del Karnerlin gh Onnes Laboratorium de la Universidad: de Leiden las Iaci-

"Iidades que le dieron durante su estancia en el mismo con una beca del C. S. 1. C.

La correccióri de W eiss de - 2,62°K permite hallar el momento magnético (magne ­
'tones de Bohr) que resulta ser

¡¡, = 1,78 [.LB

valor que está de acuerdo con el momento magnético del Cu++ que cor responde a
1:

' S = - (1,72 Il-B)'
2 .

En la Tabla 10 se incluyen los valor es de X calculados con la ley de Curie de los que
' se ve la Iinearidad de lo valores obtenidos.



EL MATER.IA:L CELULOSICO EN ESCAMAS PELTADAS

POR

M.a DEL PILAR LAGUÍA MINGUILLÓ N

Laboratorio de Biología - Facultad de Ciencias de Zaragoza

Summary

We have revised the biological Herbarium'plants which have his epidermis protected
by celulose trichomes, th e biggest refractive index of which are in radial position, like
posítív és spherulites.

Muchas plantas poseen en su epidermis pelos o tri comas de misión protectora, que
las aislan de las variaciones de 'temperatura, de la luz, etc.

Los tricomas pueden presentarse en todos los órganos de la planta y pueden persis ­
tir durante toda la vida o ser poco duraderos. Algunos pelos persistentes permanecen
vivos ; otros pierden el protoplasma y se secan. •

_Las células muertas de los tricomas están llenas de aire, por lo que aparecen blan­
cas, : debido a la refracción tota l de la luz.

Los tri comas pueden presentar formas muy variadas dentro de las distintas fami­
lias, e .incluso dentro de una misma planta, por lo que se han empleado para la cla­
sificación de géneros e incluso especies de ciertas familias , por determinados autores
(Heintzelmann y Howar ; Hof, Metcalíe y Chalk; Rollins, citados en Plant Anatomy,
por Katherina Esau). .

Las formas más frecuentes son las de pelo, unicelular o pluricelular , ramificado o
no. Los pelos pluricelulares constan de un pie intr.oducido en la epidermis y . un cuer­
po,proyectado hacia fuera.

Otro tipo común de tricornes es el peltado, de forma de un escudete discoidal "sos­
tenido sobre un pedún culo o sujeto directamente al pie.

Un tr icoma se inicia como una protuberancia de la célula epidérmica que se alar ga,
teniendo lugar varias divisiones, transformán dose en una estructura pluricelular (Coo-
per; Netolitzki). '. ,

Las membranas de los tricomas son generalmente celulósícas, aunque también pue­
den estar lignificada s o encontrarse impregnadas de sílice o carbonato cálcico (Beyrich).

Material estudiado

'El mater ial estudiado procede de los herbarios : Hn. Elías ; de la Facultad de Ciencias;
Frío 'y Tremols ; Plantes d'Espagne, Fr . Sennen ;: B. y ·C. Vicioso ; de la Cátedra de
Biología de la Facultad de Ciencias de Zaragoza. .

- 107.1 -



REVIST11 DE LA ACA DEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS ICO·QUIMIGAS y NATURALES

La observación microscópica y microfotografías de los pelos peltados, vistos por S l!'

cara super ior, se ha realizado empleando luz srdinaria y luz polar izada con Nicoles
cruzados y las prepa raciones se han montado en bálsamo de Canadá , Índice de reíra c­
ción 1,52 y Eukitt, índice de refracción, 1,49.

Reseñamos el material empleado por orden alfabético con las indi caciones de Iecha;
procedencia, etc . que figuran en el correspondiente herbario.

Chrozophora tinctoria , JUSB: Herbarium Aragonense. B. y C. Vicioso. Calatayud, 15­
VIl -191O. Legado Vicioso.

Chrozophora tinctoria, Ju ss : Plantes d'Espagne. Fr. Sennen. Valencia. Benicarl ó, Ailloux
du Barranquete. IX, 1909.

Elacagnus angustifolia, D. C. : Dar oca , ll-V-1965.
Elaeagnus angustifolia, D. C. : Herbari o de la Facultad de Ciencias.
Elaeagnus angustifolia, D. C.: Zar agoza, Parque Prim o de Rivera , 17-VI-1965.
Elaeagnus purgens, Thumb : Blanes, Jardín Botán ico, 1966.
Helianthemum aegyptiacum, Mill : Herbario de la Facultad de Ciencias, 22-IV-1852.
lIelian themum uuermedium, D. C. : Herbario de la Facultad de Ciencias. Cístacens. 1'0-

rrecilla de Alca ñiz, 1852.
, Helianthemum lavandulaefolium, D. C.: Plante s d 'Espagne. Fr. Senn en núm . 74:1. Va-o

lencia. Peñíscola; Tarragona, mayo, junio. 1909.
Ilelianthemum ledifo1ium, Willd: Hn. Ellas. Castilla, Bugedo, 30-V-1908.
Helumthemum marifolium, Per s : Herbari o de la Facultad de Ciencias. Torr ecilla de Al-·

cañiz, 1852.
Helianthemum penicuiatum, Dun: Plantes d'Espagne. Fr . Sennen nú m. 647. Aragón ,.

Cataluña , 10-IV-1908.
llelianthemum squamatum, Per s : Herbari o de Frío y Tremols. Monte de Polu yen­

Remolinos.
Heliathemum squamatum, Per s : Herbario de la Facultad de Ciencias. F . Cistacea s, 1854.
Helianthemum squamtum, Pers : Herbario de la Facultad de Ciencias . Monte de Polu.

y en Relomínos, junio 1887. .
lIelianthemum squamatum , Pers : Herbarium Arago nense, B. y C. Vicioso. Cnlntnyjul,

30-VI-1910. Legado Vicioso.
Helianthemum squamatum, Pers : Plantes d'Espagne . Hn. Sennen núm . 648. Arag6n,

Cataluña, 16-VI-1908.
Helianthemum tuberaria, Mill : Plantes d'Espagne. Fr . Sennen. Forma oblongifolia. Caso.

tilla . Pancorbo, VIl-l9ü7.
Solanum elaeagnifolium, Willd : Herb ar io de la Facultad de Ciencias. Jardín Botánico de'

Madri d, Torrecilla de Alcañiz, 1857.

En las preparaciones microscópicas .obtenidas con este material , se han rea lizado>
cinco medidas del diámetro de las escamas, obteniéndose los valores sigui~Il tes :

Chrozophora tin ctori a : 705,37 micras.
Elaeagnus angustifolia : 357,45 micras.
Elaeagnus purgens : 409,5 micras.
Helianthemum squamatum : 331,20 micras.
Helianbhemum intermedium : 365,25 micras.
Solanum elaeagnifolium: 501,15 micras.

.Chrozophoria. tinctoria

En Cbrosophora tinctoria, las escamas peltadas son de perfecta forma estrellada,
cuyo número de brazos oscila de 12 a 13 y en los que se aprecia muy bien los engarces:
en el centro, a manera de ar ticulaciones . Se han observado en la hoja, tallo y fru to,
presentando éste, además, escamas peltadas en forma de escudete.
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F OT. n.v 2. - La misma pre paración an ter ior. - Luz polarizada ,
nicoles cruzados , - 63 a umen tos .

F OT. n. v 1. - Chrozophora Linct ori a , Ju ss, - Plan tes dEspagne. Fr .
Senne n, año 1909, Luz ord ina r ia, 63 aumen tos.



¡ .,

FOT . n.s 3.-Iielian themum squamatum.-Luz ordinariu.-63 aumentos.

F OT . n .v 4. - La misma preparación ant erior . - Luz polar izada. Ni­
coles cr uzados. - 63 aumentos.



F OT . n .v 6. - La misma pr eparación anter ior . - Luz polarizada.
Nicoles cr uzados. - 63 aumentos .

F OT . n.o 5. - Solan um elaeagnifolium, Willd . - Herb ari o de la
Facult ad de Ciencias. - Luz ordi nu t-iu, 63 aumentos .

J
\



FOT. n .oí. - E1aeganus ang us tifolia (hoja). - Herhario de la Facultad de
Ciencias, compensador lámin a de yeso, r ojo prim er orde n, 250 aumentos.

FOT. n , v 8. - Solanum elaeag nifolium . Herbario de la Faculta d de Cien­
cias. - Luz polarizada , compensador l ámina de yeso, rojo primer orrlen,

63 aumento s.



Solanum

H elíanthernum
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Elaeagnus

Llegamos a la conclusión de que los índices mayores de refracción del material celu­
I ósico de los pelos escamosos, están en posición radial, como es normal en los pelos pel­
tados o en escamas, lo que es comprobable mediant e el empleo del compensador de
yeso, rojo de prim er orden .(fotografías núm. 7 y núm. 8).

Las escamas pelta das de Solanw n elaetujnijolium son semejantes a las de Chro­
.zophora,

Entre los lleliaruhemu ni. , los hay que present an escamas peltadas en forma estr ellada
·de brazos muy largos (lI . Aegyptiacuin, lI. inlermedium, H. ledifolium, escamas en íor­
'ma de escudete (JI. squamatum), mientras que otros, H. lavandu laefolium, presentan
.pelos no peltados, o el lI. tub eraria que presenta escamas mezcladas con pelos no
peltados.

Sólo hemos dedicado atención a los que presentaban escamas peltadas típicas .

a) Elaeagnus cnous tiiolia, - Las escamas peltadas de Elaeagnu s angustifolia son
.siempre en forma de escudetes muy compactos, existiendo también en la hoja, tallo
y cáliz.

h) Elaeagnanus purqene. - Son semejantes a las del an terior. En éste existe una
'forma variegata en la que las escamas son más tenues y peor formadas en las zonas
.amarillentas que en las verdes.



LOS AGENTES DE LA FERMENTACION VINICA EN LA ZONA DE ARAGON.
CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES·

POR

F . GARCÍA H ÉGARDT

El tra bajo realizado ha tenido por objeto el reconocimiento, clasificación y estudio de
las características básicas de las levaduras que ferm entan el vino en Aragón . Con esta
labor , se contribuye a completa r el cuadro 'microbiológico español, sobre el que lÑIGO y
col. [1], [2J, [3], [4] habían r ealizado ya estudios similares.

El aislamiento de los blastomicetos se efectuó según las técnicas descritas por CASTE­
LLI [5] . Como medios base fueron tomados mostos de uva, sin sulfita r, de Beis pue­
blos de la provincia de Zaragoza : Pozuelo dc Aragón , Fuendejalón, Fu endetodos, Villa­
nueva de Huerva, Pani za y La Almunia de Doña Godina. Una vez aisladas las levaduras
se clasificaron, utili zando para su identificación, un conjunto de pruebas morfol ógcias
y bioquímicas descritas en la bibliografía [6].

Como consecuencia de los aislamientos, se obtuvieron 190 cepas de levaduras, CO'

rrespo ndientes a 16 especies : 12 esporígenas y 4 no esporígenas .
Las especies halladas fueron : Saccharomyces ellipsoideus lIANSEN, Saccharomyces man­

gini GutLLIERMOND, Saccharomyces pastorianus fuNSEN, Saccharomyees oviformis OSTER­
WALDER. Saccharomyces steineri, Saccharo myces heterogenícus OSTERWALDER, Candida
tr opicalis, Saccharomyces chevalieri GUILLIERMOND, Saccharomyces veronae LoDDER y KRE;­
GER VAN RIJ, Saccharomyces delbrueckíí LINDNER, Saccharomyces willianus SACCARD0,
Torulaspora rosei GUlLLIERMOND, Kloeckera apiculata (REES) JANKE, Torulopsis baccílaris
liROAMER y liRIDlBllOLZ , Kloeckera lafarii (KLOECKER) JANKE y Candida puleherríma (Lrxn­
NER) W INDISCH.

En la Tabla 1, se detalla el número de cepas esporígenas y no esporígenas, distribui­
das en las tres fases ferm entativas. Puede observarse que:

1) No hay especies no esporígenas en la tercera fase fermentativa.
2) En la segunda fase, ha sido aislado casi el doble número de levaduras capaces de

form ar esporas que de no capaces para ello, lo que sign ifica que el proceso ferme ntativo,
en su mitad , es llevado por especies esporígenas.

3) En la primera fase de fermentación, las levaduras no esporígenas son las respon sa­
bles de la mar cha del proceso, puesto que se hallar on en proporción doble a las esporí­
ganas .
. 4) No Be encuentran levaduras apiculadas esporígenas del tipo Hanseniaspora.

En la Tabla TI, se muestran los porcentajes de fr ecuencia de aparición de las leva­
dur as en mostos, y respecto al total de las cepas halladas. También se hace presente la
capacidad fermentativa máxima y mínima, expresada en acidez voláti l y grado alcohólico.

Extracto de la Tesis Doctoral del autor .
• Realizado con la ayuda de una Beca de la Fundación JU AN MARCH, .1962.
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TABLA 1

REVISTA DE [,A ACA DEMIA DE C[ENCrAS EX ,lCTAS , FlS1CU·QUl.lIlCAS r lútTUHM ,ES

67,4 %
32,6 %

Cepas referibles a especies esporul adas ...
Cepas referibles a especies no esporul adas ...

;

Frecuencia de las especies en las distin tas [ase« de la [evment acion

Con lós datos obtenidos sobre la actividad fermentativa, se realizó un estudio como
.'parativo, tomando las cepas corr espondientes a una misma especie, y agrupándolas por
regiones dentro de toda la zona 'de Aragón .

Los resultados indican que, para niveles de probabilidad de 0,05 y 0,01, se dan
-diíerencias --en general- no significativas, en aquellas localidades de proximidad geo­
gráfica y climatológica, mientras que en otras hay diferencias significativas o altamente
significativas, coincidiendo con distintas condiciones de cultivo.

Con las levaduras aisladas se hizo un estudio de resistencia a conservadores químicos,
usando metabisullito potásico y ácido s órbico. Los resultados demuestran la gran resis­
tencia de estas levaduras que, naturalmente, varía de unas especies a otras , siempre
manteniéndose por encima de los valores dados en la bibliografía.

Son de destacar las especies Saccharomyces chevalieri y Sacoharomyc es heterogéni­
-cus, con 2800 mgJl. de metabisulñto en siembra fresca. Por orden decreciente, siguen
Saccharomyces delbrueckii, Saccharomyces pastoríanus, Saccharomyces ellípsoídeus, Sac­
charomyces willianu s, Saccharomyces mangini, Candida pulcherrima, Kloeckera apicu­
lata, Torulaspora rosei, Kloeckera lafarii y Saceharomyces veronae.

En las pruebas con ácido s órbíco, la acción inhibidora de los enzimas se superpone
-a la acción letal y, de este modo, se observa detención en la fermentación, pero pervl­
vencía de las levaduras con cantidades superiores de conservador .

ESPECIES AISLADAS Fase l.a

I
Fase 2.11 Fase s»

No esp07'ígenas
KIoeckera apiculala ... ... ... ... .., ... ... 33 23 -
Kloeckera laíarii ... ... .. . ... ... ... ... .. 2 - -
'I'orulopsis baccilaris ... ... ... ... ... ... ... 1 1 -
'Candida pulcherrima ... ... ... ... ... ... ... 1 1 -

Total cepas 1W esporígenas ... '" ;lj , 25 -
Esporígenas
'Saccharomyces ellipsoideus ... .. , . .. ... .. , li 20 49
'Saocharomyces mangini ... .. . ... . .. ... ... 2 G 3
Saeoharomyces pastorianus ... ... ... ... ... 1 5 -
'Sacchar omyces oviíormis . .. ... ... ... ... - 3 a
.Saccharomyces steineri ... ... ... ... ... ... 1 2 1
.Saecharomyces heterog énícu s ... ... ... ... - 2 2
Saccharomyces veronae . .. .. . ... ... ... ... 1 1 -
'Saccharomyces chevalier i . .. ... ... ... ... - 1 1
Saccha romyoes delbr ueckií ... . .. . .. ... ... - 1 -
Saccharomyces wíllianu s .. . . .. ... ... .. - - 1
Candida tropicalis ... . .. ... . .. ... ... ... - - 4
T orulaspora roseí ... ... ... . .. ... ... ... 1 - -

Total cepas esporíg&nas ... ... ... 23 41 64

Total cepas ... ... ... ... ... ... ... 60 66 64
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Máx . Min.

1,87 0,79
1,54 0,77
1,74 0,64
1,15 O,SIl
1,16 0,84
1,58 0,88
0,29 0,14
1,26 0,79
0,40 0,28
0,93 0,80
1,10 0,58
0,16 0,14
1,04 0,98

1,69
1,45
0.36

Acidez \Joláti l

12
10
8
3
4
3
4
3
1
2
1
2
2 •

1
1
1

Mostos en
los que se
ais ló In
especie

I Alcohol
Porcen- N.· de poreen. ,

taje cepas taje
% aislada s % Máx. Min .

--- 1 -1~00-1-8-6 -' - 4-5-,2-1-1-9,-2-1 -1-4,-60-

83,3 56 29,4 5.27 2,73
I 66,6 ,. 11 I 5,7 17,31 13,85

25,0 6 3,3 12,16 9,99
33,3 6 I 3,3 18,67 15,91
25,0 4 2,1 17,] 5 14,87
33,3 4 2,1 4,79 3.37
25,0 4 2,1 18,00 16,42
8,3 2 1,0 9,40 8,54

16,6 2 1,0 11,61 10,58
8,3 2 1.0 4,28 4,12

16,6 2 I 1.0 2,38 2,15
16,6 2 1 0 17,73 16,64
8, 3 1 I o.e 15,27

I 8,3 1 0,5 ," 15,75
1 S,~ 1 0.5 10.69

Especies aisladas

La especies más resistentes, en or den decreciente son : Sacchamoryces ellípsoideus
.Saccharomyces willianus , Saccharomyces pastorianu s, Saccharomyces heterogenicus ,
Saccharomyces mangini , Saecharomyces' delbrueckii, Torulopsis baccilari s, Kloeckera

.a piculata , Kloeckera lafarii, Tur olaspora rosei, Saccharomyces veronae.
Las proporciones de ácido sórbico que soportan son superiores a las apor tadas

por la blibliografía [7], ya que, en la especie más resistente, llegan a 1100 mg/ l.
Se efectuaron pruebas sobre requerimientos vitamínicos de las especies de bajo poder

'fermenta tivo, KIoeckera apiculata , Cándida pulcherrima y Candida tropicalis, ensa­
yándose las vitaminas B

1
, B

2
, B

G
, ácido para -amino benzoico, biotina, inosit ol y panto­

't enato cálcico. Los ensayos se hicieron dobles : en uno de ellos, se ponía en suspensión
l a levadura correspondiente con el medio básico y cada .una de las vitam ina s alterna ti ­
vamente ; en el otro, se ponían todas las vitaminas a la vez, menos una alte rnativa-
·mente. Los resul tados 'iudican que : .

1) La especie Kloeckera apiculata necesita inositol y ácido pantoténico, en el medio
'base, de un modo absoluto. No pr ecisa biotina ni Vit o B2 , pues en su ausencia fermenta
'el medio igual que el blan co. La acci ón de las vitamin as B

1
y ácido nicotín ico refuerza

'<el proceso fermentativo.
2)" La especie Candida pu1cherrima necesita biotina, puesto que da un quimí smo íer

mentativo notable en pr esencia de ella, y sin significación en su ausencia , aunq ue es­
' tén todas las demás. Prácficamente, el resto de vitaminas no tienen ningún efecto
'en presencia de la primera.

3) La especie Candida tropicalis , cultivada en presencia de biotina, se desarrolla
.a gran velocidad, fermentando el substrato base. Influyen también favorablemente ino­
s itol .y vitamina B.l' .no .siendo "l1.gnificativo el efecto del resto de vitam inas ensayadas .

TABLA TI

iFl'ecuencia de las distintas especies elei Aragán. Su poder fermentat ivo y pmducciól1
de acidez volátil

.Sacch . ellipsoideus .oo • • •• oo

:Kloeck . apículata oo . oo • • oo

Sacch. mangini oo . oo . oo' . ...

'Sacch . pastor ianus ... oo' • • •

'Sacch . oviformis . oo oo . oo.

·"Sacch . steineri .. . oo . oo . . ,.

'Candida tropícalis ... oo . oo .

"Sacch , heterogenic. oo .

Sacch . veronae oo ' oo.

"I'orulopsis bacc. .. ,
'Kloeckera lafarii oo . oo. oo .

-Candida pulcherr .
Sacch. chevalieri oo . "'1
'Sacch , delbrueckii .. .
Sacch. willianus . oo .

"I'orulaspora roséi ... ... 1



[1]
[2 ]
[3]
[4]
[5J
[6]

[7J
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ESTUDIO COMPARATIVO DE DIVERSOS PROCEDIMIENTOS PARA L:\
·CORRECCION ..\UTOMATICA DE INSTRUMENTOS OPTICOS

PO R

J. R. DE F. M ONEO, M. QUINTANILLA y M.a J. YZUEL

Cátedra de Óptica de la Facultad de Ciencias de Zara goza

La corrección automática de instrumentos ópticos consta fundamentalmente de las
tres partes siguientes : Elección de una configuración de partida, adopción de un crite­
rio para valorar la imagen, y puesta a punto de un procedimiento automático que,
modifican do la configuración, llegue a obtener la mejor imagen posible. En el presente
trabajo nos proponemos estudiar esta última par te. Para ello expondremos los diferen­
tes procedimientos uti lizados por nosotros analizando los resulta dos obtenidos.

Corno criterio para valorar la imagen, sin que esto suponga pronunciarse sobre su
conveniencia, hemos adoptado las aberraciones geométricas: esférica, coma, astigma­
tismo, curva tura y distor sión.

Método del gradiente

A partir de cierta configuración inicial Se calculan las aberraciones tornando como
fun ción de mérito del sistema la suma de sus cuadrados.

Se trata de modificar los par ámetros (nosotros hemos tr abajado únicamente con los
ra dios de curvatura en este caso) hasta que dicha función alcance el valor mínimo.

Para ello se dan variaciones pequeñas a cada uno de los ra dios obteniendo en cada
caso la nueva función de mérito. POI' cociente de incrementos obtenemos las derivadas
parciales que nos dan la dirección del gradiente en el punto de partida.

A continuación se modifican todos los radios con incrementos proporcionales a las
componentes del gra diente obteniendo un nuevo punto. Si en éste es menor el valor de
la función de mérit o, volvemos a incremental' todos los radios en la misma cantidad
hasta obtener el mínimo en la dirección del gradiente, que se ajusta finalmente por
interpolación.

A par tir de este momento volvemos a repetir todo el proceso descrito hasta alcan­
zar el mínimo definitivo.

El procedimiento es de extraordinaria lentitud, pues, considerando el problema con
dos parámetros para mayor sencillez (fig. 1) cómo las curvas de nivel de la función de
mérito son en general elipses bastante excéntricas, a menos que se tenga un gran
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Método de la diagonal

En este método hemos intentado efectuar la corrección a partir del valor inicial
incrementando los radios en unos valores tal es que, en lugar de seguir la dirección
del gradiente, sigamos una dirección que apunte más hacia el mínimo.

acierto en la elección del punt o inicial, son necesari as gra n número de etapas para al­
canzar el mínimo.
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TABLA 1

e
0,1641

e
-0,09.1)9

F
0,1290

F
-0,0209

- 181 -

A BERRACIÓN ESFÉRICA

AB EllRACIÓN ESFÉR ICA

RADIO S · DE CURVATUR A

R ADIOS DE CURVATUR A

53,4688
-57,2224

811,8096

Sr- = 133,2772

55,9600
-55,9600
2308,7380

Sp = 133,5981

D
0,3490

D
0,0000

F U" CIÓN = 0,04.410779
F UNCiÓN = 0,00582038
F UNCIÓN = 0,00012558
F UNCIÉN = 0,00000003
F UNCIÓN = 0,00000005
F UNCIÓ:-; = 0,000000oo

F OCAL = 140,0000

F OCAL = 140,0000

Método del paraboloide

Considerando que la función de mérito en las proxi midades del mimmo, puede sus­
tituir se por una forma cuadrática, hemos intentado ajusta r esta aproximación a partir­
de un desarrollo en serie . Basta par a ello calcular las derivadas parciales de la función
respecto a los pará metros del sistema en el punto inicial. Estas derivadas se calculan
por cociente de incrementos, y aquí estriba la principal dificultad del método, pues no
se puede conocer a priori el valor más indicado para los incrementos de las varia bles.
de .modo .que las derivadas así obten~das sean suficientemente apro ximadas.

F UNCIÓN = 0,12307341

Para ello (fig. 2) a partir del estado inicial , (punto A), modificamos uno de 103

ra dios por tanteos hasta obtener el mínimo de la fun ción de mérito (punto B). Modifi­
camos ahora el otro radio, hasta obtener análogamente el mínimo (punto C). De nuevo
hacemos vari ar el primero , si seguimos considerando el caso de dos parámetros, ha sta
obtener el mínimo (punto D). La diagonal trazada entre dos puntos extremos de mí­
nimo parcial, apunta hacia el mínimo total con mayor aproximación que el gradiente.
Por lo tan to, a par tir del punto D (no del inicial ) incrementamos los parámetros en
can tidades proporcionales a los segmentos Be y CD 'respectivamente, hasta obten el'
el mínimo en la dirección diagonal.

A partir .de entonces se repite todo el proceso .
Este método ha funcionado sati sfactoriamente hasta llegar a las proximidades del

mínimo de la fun ción de m érito, pero en esa zona final se vuelve muy inseguro osci­
lando los valores que se obtienen sin que resulte cIara la convergencia hacia el re ­
sulta do final.
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De todas formas los progra mas fund ados en este método han conducido a resultados
bastan te satisfactorios.

Para evita r el inconveniente del cálculo de las derivadas, hicimos ' un ensayo' para
la corrección de un doblete acromático en el que ajustábamos el paraboloide exacta­
mente. Utilizábamos el úl timo radio para conservar la focal , y a los dos prim eros les
dábamos var iaciones de modo que resul ta sen 6 puntos, con lo que quedaba definida la
cuádrica.

Este método en el caso del doblete dio un resultado tota lmente satis factorio. La
tabla 1 muestr a la evolución del cálculo.

Al intentar aplicarlo a sistemas más complejos el método conduce con relativa
facilidad a zonas próximas al mínimo en algunos casos, pero en otros da lugar 11 osci­
laciones e incluso retro cesos en la corr ección. Analizado el compor tamiento de la fun­
ción de mérito se ha visto que presenta num erosas ondulaciones, en lu gar de un úni co
mínimo, no siendo posible por lo tanto aju starle una fun ción cuadrática.

Método semiautomático

Dadas las dificultades que prese nta la corrección totalmente automática de un siste­
ma óptico hemos utili zado un método semiautomáti co que en los casos probados ha
dado resultados más satis factorios.

En primer lugar , a partir del formato elegido, se hace la corrección para las aber ra­
ciones de tercer orden .

Esta correcció n se efectúa modificando sucesivamente todos los par ámetros (radios,
distancias, índices) y buscando para cada uno de ellos el mínim o de la fun ción . Cuando
se han completado los parámetros, se modifican todos simultáneamente en cantidades
proporcionales a las obten idas ante riormente.

Lograda la mejor .corrección dentro del tercer orden se hace una corrección para
media aber tura y campo siguiendo el mismo procedimiento .

Por último, y a partir del formato obtenido con las anteriores etapas, se repite
nu evamente el proceso para el valor total de la abertura y el campo.

Este pr ocedimíento," a menos que se disponga de un or denador de gran capacidad,
no puede hacerse totalmente automático debido a la necesidad de utilizar unos vidrios
que se encuentren en el catálogo y a las cotas límites que deben cumplir los radi os y
espesores si quer emos que las lentes no lleguen a tamaños demasiado pequeños o in­
cluso sin sentido físico. Se hace necesaria la intervención del operador que vigila la
mar cha de la corrección. .

Los autores agra decen al Proí. J. Casas, Director del Departamento de Física Funda­
mental de e sta Universidad, por su interés en este trabaJO.
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Diag ram a de impactos

!ESTUDIO DE UN CRITERIO NUMERICO PARA VALORAR LA IMAGEN
DE UN SISTEMA OPTIeo

x
F = ~ R ¡2

i = l
o bien
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En un trabajo an terior (1) se estudiaba. experimentalmente la calidad de una imagen
'Iotogr áñca en presencia de aberrac iones . El estudio se hacía con un doblete de focal
175 mm., del cual se disponía de los datos de fabricación. Esto permitía calcular los dia­
gramas de impactos, para diferentes posiciones del plano imagen y diferentes ángulos de

-campo, al mismo tiempo que se obtenían fotografías de una pantalla en análogas cir -
-cunstancias.

Al final del trabajo se apuntab a la conveniencia de poder llegar a asignar a cada
imagen un núm ero que fuera una medida de su calidad y que pudiera obtenerse a partir
-de los parámetros del sistema mediante cálculo. '.

El poder asignar un número a la calidad de la imagen es de fundamental importancia
para la corrección de instrumentos ópticos mediant e ordenadores electrónicos.

Se estudiaba el problema en el senti do de buscar una función que aplicada a las
-coordenadas de los impactos teóricos de los rayos en cada plano imagen diese valores que
proporcionasen una idea del juicio subjetivo de calidad que da el observador al mirar
una fotografía realizada exper imenta lmente en idénticas condiciones a como se calcula

-el diagrama de impactos.
En este trabajo nos proponemos continuar dicho estudio pr obando con mayor número

de funciones y además emprender un procedimiento nu evo en el que se toma corno
pun to de par tida la función de tr ansmisión de fr ecuencias espaciales calculada teórica­

imente a partir de los parámetro s del sistema.

POR

J . R. DE M ONEO, M .a J . YZUEL y M . Q UINTANILL A

Cátedra de Optica de la Faculta d de Ciencias de Zaragoza

En la Tabla 1 se han indicado los valores que toman las fun ciones probadas par a dis­
' tintas posiciones del plano imagen, en los tres casos de punto en el eje, a medio campo,
'0 en borde. La prim era columna indi ca la distan cia en milímetros del plano considerado
.al plano iniagen paraxial estando ordena dos por filas en cada grupo según calidad decre­
-cíente tal como se aprecia por varios observadores.

En prim er lugar hemos estudiado el criterio de tomar como función la suma de las
distancias del impacto de cada rayo en el plano imagen, al punto de mayor concentr ación

-de luz, o la suma de sus cuadrados . Esta última fun ción es la que se toma habitualmen te
'para la corrección de sistemas, buscando la configurac ión que la hace mínima.

Designando por N el número de impactos y por Ri las distancias indicadas, podemos
-escriblr estas funciones en la forma . .
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Puede observarse que la ordenación que dan estas funcion es no coincide en absolut o>
N

con la dada por la observación visual. En particular la 2:. R¡2 es especialmente mala '
i=l

las imágenes que indica como mejores corresponden a casos en que la imagen de uru
punto queda repartida igualmente en una mancha simétrica. Hemos comprobado sin em-­
bargo que es preferibl e una concentración fuerte de luz, rodeada de un halo débil.
aunque sea' extenso.

TABLA 1

Posición de

Ila imagen ~ R¡ ~ R¡2 ~ l /R i ~ 1/R¡2

I -
-2 ! 5,5 1,4 I 49,1 38,4
-3,5 ! 3,8 0,5 I 48,6 i 34,0
-1 I 7,4 2,4 41,7

I
32,3

-5,5 4,3 0,6 41,0 26,0 E.TE

O 9,8 3,7 30,4 20,0
-7,5 8,7 2,0 15,4 2,7

1 12,2 5,4 21,8 11,0
-

-2 19,3 22,2 35,9 28,0
-} 21,8 26,6 32,8 26,0
---3,5 16,4 16,8 32,7 21,2 )IEDIO

O 24,9 32,4 26,3 18,9 CAMPO
-5,5 13,3 10,6 24,8 12,5

1 28,0 38,4' - 12,6
-7,5 11,9 6,6 20,5 9,2

-
---3,5 65,6 217,6 .17,5 13,2
-5,5 58,6 182,9 18,7 11,8
-2 71,5 247,6 14,0 9,3 BORDE
-7,5 52,3 152,7 17,0 9,1

I
-1 75,4 268,3 11,4 6,7'
-9,5 46,2 124,2 14,8 6,7

Basándonos en esto y para dar mayor importancia a los impactos 'próximos, hemos.
probado funciones de la forma

dando a n los valores 1, 2 Y 3.

Con el fin de evitar que un solo valor de R¡ que saliese muy pequeño , nos diese una,
función casi infinita hemos tomado una cota A tal que para todo R¡ < A hacemos R¡ = JL

Teniendo esto en cuenta , y por cuestiones de normaliza ción hemos escrito las fun- ­
ciones en la forma

100 N s»
F= ->' ­

N i ~i R¡n
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Función de transmisión

represen tando esta función la curva densidad-distancia obtenida teóricamente del dia­
grama.

Hemos obtenido para A valores muy próximos a 0,03 que es el adoptado deñ ntiva ­
mente para la cota pues representa la anchura media del pico en la función exponencial.

En la Tabla 1 se han indicado los valores de F para n = 1 Y n = 2 pudiendo verse­
que este último conduce a una ordenación idéntica a la visual salvo en el caso de les ­
planos - 7,5 y 1 del eje en que la imagen es ya de todos modos francamente mala.

La elección de esta cota A es un problema aparte . Fundándonos en la distribución,
ideal de la luz en la imagen de un punto, hemos tratado de ajus tar a los diagramas de:
impac tos en eje una expresión de la forma

En la óptica moderna se estudia la formación de la imagen considerando el objet o
descompuesto en una suma de fr ecuencias espaciales. El instrumento transmite estas ';
frecuencias con mayor o menor contraste y esta ley de variación del contraste .con la
frecuencia (función de transmisión) debe caracterizar la calidad de la imagen .

El problema está en conver tir a toda una función en un único número .
Nosotros para nuestro sistema en estudio, hemos calculado las funciones (le transnu-.

si ón para punto objeto en el eje y a medio campo, situando el plano imagen en las mis­
mas posiciones indicadas anteriormente . El cálculo se ha hecho teóricamente, · a partir
de los pa rámetros del sistema, mediante una 1. B. M. 1620 Y el res ultado para puntes '
del eje puede verse en la fig. 1.

fácilmente se comprende que la imagen del plano -1 sea preferible a la del plano 0 ,
dada la forma de las correspondientes fun ciones. La dificultad está en compararlas :
cuando estas curvas son de diferente estilo como en las posiciones - 3,5 y -5,5.

Nosotros intentamos primero tomar como medida de la calidad el área encerrada bajo .
la curva, pero el resultado no coincidía con la experiencia .

Pensa mos luego en tomar el área comprendida entre la curva y un eje para lelo al de
fr ecuencias y situado a la altur a del mínimo contraste que' se puede apreciar. Como en
la pantalla objeto figuran unos tests de Foucault, podemos conocer experimentalmente '
cuál es la máxima fr ecuencia espacial transmitida y, mediante las gráficas, el mínimo
constraste apreciado . Se han obtenido valores alrededor de 0,15 notablemente superiores .
al que señala para él ojo que es 0,02. Hay que tener en cuenta que nosotros hemos
calculado las curvas de transmisión teóricas del instrumento pero sin tener en cuenta­
la pérdi da de contraste en la emulsión fotográfica.

A la vista de este resultado hemos calculado las áreas tomando como umbrales de
contraste los valores 0,2 y 0,15 Y 0,1 respectivamente.

En el caso de puntos fuera del eje, la funci ón de tr ansmi sión depende de la orienta.
ción que formen con el plano meridiano las fr ecuencias espaciales consideradas . Nosotros.
las hemos calculado para O· y 90· obteniendo después el promedio de las áreas de ambas-
para cada caso. .

Todos estos resultados pueden verse en la tabla Il,



-0.5

' O

ORDEN. EXP.

- 2
-3.5
- 1
-5.5

O
-7,5

1

5

FRECUENCIA ESPACIAL

-186 -

10



ESTUDIO DE UN CRITERIO NUMERICO PARA VALOR AR LA IMAGEN DE UN SISTEMA OPTICO

TABLA 11

Posición Ide la Um bral 0 ,2 Umbral 0 ,15 Um bral 0 ,1
imagen

--- - -
-2 2,50 2,75 3,19
- 3,5 2,19 2,47 2,78
~1 1,68 2,17 2,97
---{),5 1,54 1,69 1,97 EJE

° 0,99 1,25 1,52
-7,5 0,91 1,03 1,24

1 0,79 0,92 1,07
- -

O' 90' Prom O' 90' Prom O' 90' Prom
- - - - --- --- --- --- --- --- --- - - - - -

-2 1,19 1,14 1,16 1,64 1,59 1,61 2,21 2,01 2,11
- 1 0,80 1,22 1,01 1,66 1,80 1,48 1,60 2,36 1,98
- 3,5 1,25 0,99 1,12 1,58 1,27 1,42 1,82 1,50 1,68 MEDIO

° 0,59 0,90 0,75 0,79 1,45 1,12 0,98 2,04 1,51 CAMPO
-5,5 1,02 0,84 0,93 1,23 1,01 1,15 1,40 1,23 1,31

1 0,50 0,60 0,55 0,62 0,93 0,78 0,79 1,26 1,03

Para las imágenes en eje puede verse que los umbrales 0,2 y 0,15 dan una ordena­
-ci ón totalmente de acuerdo con la experimenta l incluso para las posiciones -7,5 y 1

1
-en los que no r espondía la función y , R.2 Y esto a pesar de tratarse de curvas de

forma totalmente distinta. El umbral 0,1 1no responde bien en las prim eras, es decir
-en las mejores .

. Para medio campo, en que debido a las aber raciones las imágenes son en general
peores que en eje, no responde el umbral 0,2 ;el 0,15 responde en las primeras, es de­
-cir las buenas, pero no en las peores; en cambio el 0,1 responde de todas.

Deducimos de esto que el ojo, al enfrentarse con una imagen, no utiliza para juz­
garla todos los contrastes que es capaz de apreciar , sino que se vuelve más exigente

.a medida que la imagen es mejor.
Así pues, al aplicar estos resultados a la corrección automática de sistemas, se

puede empezar con un umbr al igual a cero calculando toda el área, es decir, la integral
de la función de transmisión. A medida que esta integral aumenta, indicando una me­
jora en la calidad de la imagen, el mismo programa debe aumentar gradualmente el
'umbral hasta llegar al máximo de corrección posible.

Los autores agradecen al Pr oL J . Casas, Director del Depar tamento de Física Funda­
.mental de e sta Univers idad, por su interés en este tr abajo.
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LES MODULES TOPOLOGIQUES: RÉSULTATS RÉCENTSl

PA R

. H. M ASCAIl T

l . Rappets

Une topologie qui munit un groupe G d'une str ucture de groupe topologique a d 'abord
pour but de rendre continue la loi de composition interne sur G; nous supposerons
·celle-ci commuta tive et not ée additivement en vue de 1' étude des ann eaux et des
modules.

Avant de préciser la notion de module topologique, il est nécessaire de revenir sur
celles de groupe topologique et d'anneau topologique.

I. 1. Groupes abéliens topolog íques

Un module topologique E est, en premier lieu, groupe abélien additif topoTogique.
Cela signifie que la topologie sur E doit assurer la continuité de I'addition et de la
symétrie. La traslation correspondant a un pointx de E est done un homéomorphisme ;
et les voisinages de x se déduisent , par cette tr anslation, de ceux de l 'origine O dans E.

TI suffit donc de connait re TI} fil tre Gij- des voisinages de O. E est muni d 'une str ucture
-de groupe topologique si Gij- vérifie les axiomes suivants :

(g) : pour tout élément V de Gij- il existe un élément V

tel que V + V·e V ;

(g') : si V appar tient a Gij-, il en este de méme de - V,

quí tr aduisent simplement la définition.

I. 2. Anneaux topolog íques

Mais il est n écessair e de préciser sur .quel ann eau A est défini le module E. Pour
que la topologie sur E assure la continuité de la loi de composition externe, il faut
connaitre la topologie sur A . Celle-ci munít A d 'un e structure: d 'anneau tt>pologique
et si la multiplication y est également continue.

Le filtre dl des voisinages de zero est done soumis a deux conditions analogues
a (g) et (g') et aux axiomes:

(oc): pour tout élément A de A et tout élément a de dl il existe un élément b 'le
dt tel que Abe a et bA e a ;

(oc'): pour tout élément a de dl, il existe un élément b de dl tel que bb e a.

Este trabajo resume una serie de conferencias expuestas por el autor del 16 al 21
de abril de 1967 en el seminario Mat émático de la Facultad de Ciencias de la Universidad
de Zaragoza.
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Ces conditions son t en effet n écessaíres ; on montre qu 'elles son suffisantes grác e­
11 l ' égali té A'¡t' - A¡t = (A' - 1,) (¡t' - ¡t) + J, (¡t' - ¡t) + O"~ J,) ¡t .

A priori, aucune hypothese n 'est faite ni sur la commutativité de A (la l égere sim­
pli ñcation de (oc) n 'appor terait guere d 'intér ét), ni sur l'existence d'un élément un it é.

I. 3. Modules topolegíques

Supp osons enfin que, 'A étant un anneau topologiqu e (en reprenant les notatí ons du.
parag ra phe pr éc édent), E soit un A-module, agauche pour fixer les id ées ; cette pré císíon
sera sous -ente ndue, chaque fois qu 'elle n 'est pa s indispensable ; cal' les propri ét és des­
A-modules topologiqu es a droite sont analogues a celles qui vont étr e étudi ées.

La topologie sur E est compatible avec sa srruczure de A-module si E es t , de ce íait ,
uu groupe additií topologique et si la loi de composition externe est continue. La.
pr emíer e condition se traduit par les axiomes (g) et (g' ) impo sés au filtre 6lJ des voísí­
na ges de l'origine . Celui-ei est, de plus, soumis a :

(m): pour tout élémen t x de E et tout élément U de 6lJ i1 existe un élément a de­
dl tel que ax e U;

(m') : pour tout él émen t A de A et tout élémen t V de 6lJ i1 exis te un élément V de
6lJ tel que J,VC U ;

(m";': pour tou t élémen t lJ de 6lJ il exis te un élémen t a de dl el. un élémen t V de
6lJ tels que aVe u.

Ces con ditions expr iment la con tinuité sépar ée de la loi extern e soit au zero de'
I 'ann eau A , soit 1Ll 'origin e de E, puis la con tinuité de cet te loi au point (0,0); I' égalit é
¡,'x' ~ AX = (1,' - j,) (x' - x) + 1, (z/ - x) + (j,' - 1,) x ent ra ine la continuitá en tout
point. R éciproqu ement, en raíson de cette méme égalité, ces axíomes ass urent la con-o
tinuité de la loi de composí tíon exteme en un point quelconqu e.

l. 4. R.emarques

On doit observer les poin ts suívan ts :
oc) Cette étude va se disti nguer d éja de celle des espaces vectoriels topologiqu es par ­

les propri étés algébriques d'un A-modul e: A n ' éta nt pas nécessair ement unitaire, il'
en est done a fortiori de méme de E ; diviseurs de zéro...

Ainsi (m') sign ifie, dans le cas o ü A est un corps (mais non nécessair ement un corps:
topologique) que 6lJ est invari ant dans toute homoth étie de centro O et de rappor t
non nul, Nous verrons plu s loin 1'impor tance de ' cette condition qui, pourtant, n 'est
pas en généra l vérifi ée par un A-modul e topolo giqu e.

f3) Il convient de redir e l'im1Jortance de la topologie sur A . Par exemple, si A est
un anneau discret , les axiomes (111) et (m") sont certainement vérifi és; et il reste le seuf
(mi) ; cela rend possible l ' étude des topologies "Iin éair es" oü un systeme Iondamental de
voisinages de l'origine est form é de sous-modules de E.

Par contre, un e con séquence de (m) est que la topologie diserete sur E n 'est pas
en gén éral compatible avec sa structure de A-modul e ; c'es t le cas d 'un anneau A non .
r éduit a {O} et non discret , et d 'un A-modul e E sans torsion .

y) Un anenau A peut étre considér é, au point de vue algébrique, comme un module:
s,ur luí-méme. L 'an alogie entre les axiomes obtenus pour un anneau topologiqu e et ceux
qui concer nen t un A-modul e topologique montre que, si A est un anneau topologiqu e,
cette méme topologie le munit d 'une structure de A-module topologique; plu s généra le-·
ment A est un modul e topologiqu e s ur tout sous annean de Ji muni de la topologie in­
duite par celle de A.

ll) Enfin dan s les tr ois structures étudiées on a éta bli des axiomes concernant le­
filtre des voisinages de l 'ori gine ; on en d éduirait aisé men t les axiomas relatiís 11 un.
systeme fondam ent al de voisinqges de l'01'igine.
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11. Parties bornées

Ü. I. Premiére d éñnltion

Les données sont toujours un anneau topologique A, un A-module (a gauche) topo ­
logiqu e E, le filtre dé des voisinages de zéro dans A et le filtre V- des voisinages de
l 'ori gine dan s E.

L 'étude faite pour les espaces vectoriels topologíques suggé re de dire qu 'une partie p .
de E est born ée si pour tout voisinage U de 1'origine dan s E il existe un élément J.. .
non nul de A tel que l 'on ait /y c U.

oc) Cette définition conduit aux pr opri étés él émentaires suivantes :
11. 1.1. Une par tie d 'une par tie bornée de E y est bornée ; en partieulier , I 'ínter- .

section d'une famill e de par ties born ées de E est bornée,

JI. 1.2. L' adh érence -P- d'une partie bornée P de E est bornée.

En effet , pui squ e E est un groupe additif ahélíen topologique, P est I'íntersectíon­

des P + V oü V parcourt V- ; P est done contenu dans l'un d 'entre eux. 01', étant.
donn é un voisinage U de l 'origine dan s E, il exis te un élément U' de V- tel que..
U' + U' e U, pui s un élément A non nul de A tel que ')..P e U', enfin un élément V de-

V- tel que AVe [1'. Par suite on a /,fJ C /. (P + V) = ')..P +AV C U'+U' e U.

JI. 1.3. Si t est une application lin éair e continue de E dans un A-module (a gauche) :
topologique F , l 'image par f d'une partie bornée P de E est horn ée dans F .

En effect soi t U' un voisinage de l'origine dans F ; il existe un élément U de V- 'el
que f (U) C U', pui s un élément A non nul de A tel que APe U. TI en r ésulte­
).P e u. n en r ésulte /J (P) = f (AP)C f(U) C U' :

Remarques : en partieulier , l 'image d 'une partie bornée de E par un e homothétie deo
cen tre O est bornée si I'anneau A est commutati í, De méme, -P est une partie horn ée­
de E s 'il en est de méme de P. .

(3) De nouvelles propriét és ne peuvent étre obtenues sans hypoth ese supplémenta ire .
Ainsi, dans le cas ou A est un anneau non discret , on a les deux r ésultats suivunts :

Il . 1.4. Une par tie finie de E est born ée.
Considé rons, par exemplevIe cas d 'une par tie form ée de deux éléments x et x', Pour­

[out élément U de V- il existe un élément a de dé tel que ax e u et un él ément a' d·;
dé tel que a' x' e u. Si /, est un élément non nul de a n a' , on a A{ x , x' } e u.

JI. 1.5. Une partie précompacte P de E est bornée.
En effect, si U est un élément de V-, il existe un élément U' de V- tel que­

U' +U' C U; il exis te également un élément b' de dé et un élément V de V- tels que
b' V e U'. DI' P est recouvert par un nombre fini de Xi + V,' oü les Xi sont des points i

de E convenablemen t ohoisis : de plu s il existe un élément b de dé tel que I 'on ni[
bx, e [J', quel que soit X i ' Si A est un élément non' nul de b n b', on a

APCA [ U(xi+ V) ] C::::: A[U({ X;} )] + T! = A [U( {X¡})] + AV C U' +[J' CU.

Conséquence : en partí culler, un e partie compacte de E est bornée.
n. 1.6. L 'image d 'une par tie born ée P de E par un e translation de E est bor née.
Etant donn é un élément U de V- et un poin t x de E, il existe un élément U' de V-

[el que [J' + U' e U, puis un élément b' de dé tel que b' P e U. Si A est un élémen l
non nul de ' b n b' , on u /. (x + P) = Ax + AP e U' + U' e lJ. •

Malg r é cela, la définition adoptée id ne peut conduire au résultat íntuití] et impor- ­
lant, exprimant que' la réunion de deux partíes born ées de E est bornée.

H. 2. Deuxiéme définition

Il es t naturel de penser remplacer cette définition par un e autre qui lui est équivalent'e-
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:s i A est un eorps et E un A-module unitaire une partie P de E serait bornée si pour
.tout élément V de 6jJ il existe un élément ft de A tel que PC ft V.

Mais on peut alors démontrer seulement qu'une partie d'une partie bornée de E
·est bornée et que l 'image d'une partie bornée de E par une application linéaire con tin ue
-est bornée.

Il, 2.1. Si 6jJ est invariant dans toute homothétie de centre O et rapport non nul.
.I'adh érence d'une partie bornée P de E est bom ée,

TI suffit, en effet , de reprendre la démonstration pr écédente en distinguant le cas
p se réduit au seul vecteur nul, le r esultat étant alors évident. Sinon, it existe
un element q, non nul de A tel . que P e ¡.t V' , puis un élément JI de 6jJ tel que
V C ¡.t V' ; d'cü le résultat cherché.

Les deux autres "r ésultats ne peuvent étr e obtenus en général.

' n .3. Parties absorbantes.

a.) Noussommes ainsi conduits a supposer qu 'un e partie de E est hornée, s i elle est
.absorb ée par tout voisinage de l'origine. Et, dapres ce que l 'on a vu plus haut, le fait
.qu 'une partie de E réduite a un seul élément x est absorbée par un viosínage V de
l 'origine résid e dans I' existence d'un élément a de cfl vérifiant ax e v. .

Nous dirons done qu'une partie Q de E absorbe une parti» P de E s 'il existe un
él ément a de cfl tel que aP e Q et qu 'une partie Q de E est absorbent e si elle absorbe

rtoute partie de E réduite a un point.
f3 ) Indiquons, en passant, quelques propriétés des parties absorbantes de E.
Il, 3.1. Tout voísínage de l'origine est absorben te (en raison de (m».
Du reste une partie absorbante de E con tient toujours l 'origine.
Il, 3.2. La réunion et la somme d'une famill e de parties absorbantes de E sont

-absorbantes.
n. 3.3. L 'in ter section d'une famill e fini e Ql ' . . ., Qn de parties absorbantes de E est

-absorbante .
Si x est un point de E, il existe un élément ai de cfl tel que alx e Qj ; en désignanl

par a l 'inter section des ap ax est bien contenu dans l'intersection des Qj'

·.I1.4. Parties bornées.

a.) En fin de compte, une partie de E sera dite bornée si elle est ahsorbée par tou l
-voisinage de 1'origine . Tou te partie de .E réduite a un point est done bornée.

Il. 4.1. La r éunion de deux parties bornées P et P' de E est bornée,
En effet, étant donné un élément V de 6jJ, il existe un élément b de cfl tel que

bP e V et un élément b' de cfl tel que bP' e V. On en déduit a(P V P') e V POUI '

,·a = b n b'.
Conséquence: en particulier, toute partie finie de E est bomée.
Il, 4.2. La somme de deux parties bornées P et P' de E est bornée.
En eífet, étant donné un élément V de 6jJ, il existe un élément V de 6jJ tel que

V + Ve V, puis un élément b de cfl tel que bP e V et un élément b' de 6jJ tel que
· b'P' e V. Posant a = b n b', on obtient a (P + P') e aP + aP' e V + ve v.

Il, 4.3. ' Si (Ei)i est une famille de A-modules (a gauche) topologiques, une partie
€ 1

·P = TI Pi de E = TI Ei est bornée si et seulement si 'Pi est bornée dans El' quel que
soit 1'índice i.

La condition est nécessaire ; cal' la projeetion d'indice i est une application linéaire
·continúe de E dans El'

Elle est, également ,' suffisante: soít V un voisinage de 1'origine dans E, avec
V = TI Vi o ü [Ji = Ei sauf pour un nombre fini d 'indiees pour lesquels Vi est un
voisinage de l 'origine dans El ; pour chaqué i il existe done un élément al de cfl tel

-que ai Pie Vi' avec ai = A sauí, éventuellement, pour un nombre fini d 'indices. Si on
-désigne par a l 'intersection des al, on a aPle Vi quel que soit i, c' est-á-díre aP e V.
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(3) A ces troi s r ésultats nouveaux s 'ajoutent tout es les propriétés d émont rées a
;Jl l'OpOS de la premiare d éñnítíon , et ce sans hypothese supplémentair e.

Ainsi pour prouver qu 'un e partie précompacte P de E est bom ée, il suffit de repren­
-dre la méme démonstration ; mais, au lieu de chois ir un élément non nul de b n b', il
:suffit de poser a = b n b' et d 'en déduíre aP e U; d 'ou le r ésultat cherché.

De méme l 'adhérence l' duue partie born ée P de E est bom ée. Car, étan t donné
un élément U de "/J, il existe un élément U' de "/J tel que U' + U' e U, pui s un
-él ément b de cié tel que .bP e U' enfin un él ément b' 'de cié y nn élément V de "/J tels

-que b' Ve U'. Posant a = b n b', on a bien aP e a (P+ V) e aP + aV e U' +U' e U.

Conséquence: 1'ímage d'un e partie bornée de E par une tr anslation de E est bornée.
y) Remarques: si A est un anneau discret, toute partie de E est born ée.
Les différentes d émonstratíons peuvent étre adaptées au cas oü cié est seuíement une

'base du filtre des voisinages de zéro dans A.

m. Applications.

:111. 1. Modules d'applications linéaires continues.

Nous considérons ici un anneau eommutatif topologiqu e A, deux A-modules. (a gauch o)
topologiques E et F, le filtre "/J (resp, "/J ') des voísinages de 1'origine dans E (resp. F) ,
.¿¡ une famille de parties bornées de E. -

III. 1.1. L 'ensemble Hom (E. F) des appli cations lin éair es continues de E dans F est
un A-module (a gauch o).

En effet une application linéaire de E dans F est continu é si elle est continué en un
point, l'origine de E par exemple. La somme de deux élérnents et l 'opposé d 'un élément

-de Hom (E, F) appartienn ent encere a Hom (E, F).
JI reste a montrer que ),U est continue si ), est un scalaire et u un élément de

Hom (E, F) ; a un élément U' de ."/J ' correspond un élément U de "/J tel que u(U) e U',
pu is un élément V de "/J tel que ), Ve U, soit (/' u) (F) = u (A V) C U'.

Pour-un élément S de ¿¡ et un élément U' de "/J', désignons par W (S, U') 1'ensera­
'ble des éléments u de Hom (E, F) qni donnent de S une image contenue dans U', soit
'u (S) e U'. Les propriétés des partíes born ées permettant d'énoncer:

III. 1.2. Si ¿¡ es t saturé pour la réunion, l'ensemble des W (S, U'), oü S pareourt
.if et U' "/J', est une base de filtre sur Hom (E, F).

En effet tout W (S, U') cont íent l 'application nulle. De plus .on a, avec des notations
. évidentes. .

W (S1 U 'S2 , v,n U'2) e [W (S1' U')] n [W (S2' U'2)].

III . 1.3. Dans le cas général, les intersectíon s fini es des W (S, U') form ent un
systéme fondamental de voísínages de l'origine de Hom (E, F) pour une topologie com­
'patible avec sa structure de A-module.

Le résultat précédent montre que l'on peut se ramener au cas oü ¿¡ est saturé pour
la réunion et prouver que les W (S, U') form ent, eux mémes, un systéme fondamentaI
-de voisínages de 1'origine.

Pour tout élément U' de "/J ' il existe un élément V' de "/J' tel que V' + V' C ·U' ;
-on a done W (S, V') + W (S) V') e W (S, U' ). On a aussi W (S, U') = W (S, - U'í;

Pour un élément u de Hom (E, F) et un ensembl e W (S, U' ), il existe un élément U
. de "/J tel que u (U) e U', pui s un élément a de cié tel que aS e U ; on en d éduit
-au e W (S, U') ; cal' , ei A est un élément de a, nuos uvons AU(S)= U(A S) e u(U) e U' .

Pour un élément A de A et un ensemble W (S, U'), il existe un élément V' de "/J
' tel que )Y' C U', et , par Emite, AW (S, vy e W (S, U' ). Enfin pour un ensemble
W (S, U') il existe un élément a de cié et un él érnent V' de "/J' tels que aY ' e U', soit

. (1 W (S, V') e (S, U').
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Remarquons qu 'une legere modification de la demons tra tion permet de supposer­
que r;¡; ' est seulement un syste me fondam ental de voisinages de 1'origine dans F.

La topologie ainsi définie sera appelée y -top ologie, comme dans la théorie des espa­
'ces vectoriels topologiques. Compte tenu des propriétés des par ties bornés, on peut
supposer que y est soít la famille de toutes les parties Iinies de E, soit l 'ensemble de
toutes les par tíes compactes de E, soit l 'ensemble de toutes les parties born ées de E ; la
y -topologie correspondante sera dite topologie de la eonvergenee soit simple, soit com-­
pacte, soit bornée.

Remarquons que dans 1'étude de 'Hom (E, A), oü A est considér é comme un A-module
(a gauche) topologique, c 'est-a-dire dans l 'étude des form es línéa ires continues s ur'
E, i 'lujpothéee de eommutativ ité sur A est inutile. Si E est un A modul e a gauche, le
dual topologique Hom (E, A) de E est un A-module a droite auqu el l'étude pr écédent e­
s 'applique.

111.2. Anneaux d'endomorphi smes.

Revenons au cas oü A est commuatif. Hom (E, E) est un A-module topologique s 'il1
est muni de la topologie de la convergence born ée, Mais ou sait qu 'avec la loi de
compositon habituelle des applications c'est egalemet un ann eau. Dans ceUe voíe on a :

lII. 2.1. Si l 'origine dans E admet un sys teme fondamental de voísína ges born ées.,
JIom (E, K) est, pour la topologie de la convergence homée, un anlleau topoioqique.

En effet, étant donné un élément u de Hom (S, E) et un ensemble W (S, U), il.
exis te un élément l' de r;¡; tel que u (1') e U ; si u' appartient a la íois 11 l' [u (S), U]
et W (S, 1'), on a simultan ément u' o u (S) e U et u o u' (S) e u. .

De méme, étant donn é un ensemble W (S, U), il existe un voisinage born ée V de'
l'origine dans E contenu dans U; quels que soient les élémen ts u et u' de W (S U V, F ~,

u' o u appar tient el W (S, 1'), done a fortiori el W (S, U).
Mais E n 'est par seulement un A-module ; c'est aussi un llo m (E, E)- modul e si pour­

tout élément x de E et tout élémen t u de Horn (E, E) on pose u (x ) = ux . Le r ésultat:
précédent peut étre compl été. de la íaeon suívan te :

lIT. 2.2. La topologie initiale sur E est compatible avec so. structure de RoID'
(E, 10-module.

11 suffit de v érifier les axiomes concernant la loi de composition externe. Cela est
évident pour les deux premiers. Enfin un élérnent donné U de r;¡; contíen t un élément
born é F de r;¡; ; on a alors W (V, 1') V e 1:'; (m" ) est, lui aussi, vériñ é.

111.3. Modules bornologiques.

On se donne un ann eau topologique A et un A-module topologique E ; on dési gn e­
par 't9 la topologie sur E. On a vu qu 'un e partie de E est bornée si elle est absorbée
par tou t voisinage de 1'ori gine. Cette propriété n 'admet pas en géné r al de réciproque .

a.) Nous diron s que le module E est bornologique si tout ensemble absorhant toute
partie horn ée de E est voisinage de l'origine (on sait déja qu'il contient I'origine­
elle-m éme) .

CeUe d éíinition est ti rappr ocher de celle des espaces vectoriel s topologiqu e bornolo­
giques ; mais elle est plus restTictive, cal' un espace vectoriel topologique est bornologique
si tout ensemble convexe absorbant toute partie born ée de E est un voisinage de l'ori-­
gine; mais il est n éeessair e dabandonner ici la notion de convexité .

Cependant les modules born ologiques, au sens qui vien t d'etre dit , jouissent de
propiétés analogues a celles des espaces vectorí els bornologique . Ainsí on a

lIT. 3.1. Dans le cas oü E est born ologique el F un A-module topologique, une
application "Iin éaire t de E dans F est continue si el seulernent si elle tr ansforme tout e,
par tie born ée de E en una par tie born ée de F (on dit alors qu 'elle est loealenwnt bomée).

En effel une application linéaire continue de E dans F donne d'une partie borné e­
dans E une image born ée dans F.
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Supposons main tenant que l 'image par f de tou te partie bornée B de E soit born ée
dans F . Un voísínage U' de l 'origine dans F absorbe f (B); autrement dit, il existe un
élément u de dé tel que t (aB) = u t (B) e U'; t- 1(U') absorbe done tou t bornée de E;
c' est un voisinage de l 'origine dans E.

(3) Soient (E)¡ une famille de A-modules bornologiques, F un A-module et , pour-
E 1 .

chaqu é in dice i, une application linéaire t. de E¡ dans F. On montre sans difficulté que,
parmi les topologíes 'Sur F ass urant la conti nuité des ti' celle, '('9', qui est la plus fine'
munit F d' une str uct ure de A-module topologique.

m. 3.2. Pour cette topologie F est hornologique.
En effet soil P' une par tie de F absorbant tou s les born és (an sens de '('9' ) de F. Pour­

lout indice i, t ¡- l (P' ) absorbe tous les bornés de E¡ ; par suite e 'est un voisinage de'
I 'ori gine dan s E¡ ; P' est done, par definition de '('9', un voisinage de l 'origine dans F _

Conséque nce : tout module quotient d'un module bornologique est born ologiqu e.
Tout e somme directe topologiqu e de A-module born ologiqu es est un A-mo'dule bor ­

nologiqu e.

111.4. Relations entre ensembles équicontinus et ensembles bornés .

a. ) Iteveno us a I ' étude de Hom (E, F), o ü E et F sont deux modules topologíques sur '
un méme anneau commutatií topologique A; repr enons done les notations de lIT. l.

m. 4 .1. Une partie équicontinue P de Hom (E, F) Y est bornée, quelle que so ít la
¿f -topologie.

Soit W (S, U') un voisinage de l 'ori gine dans Hom (E, F). L'image réciproque de
U' par tout élément de P eontient un méme vosiniage U de l 'origine dans E ; puis il
existe un élément u de dé tel .que aS e U ; d'oiJ. aP e W (S, Uj.

lIT. 4.2. La réciproq ue est, en général, fau sse.
Soient A un anneau (non n écessairerhent commutatií) non réd uit a { O} et dé 1'en­

semble de ses id éau x bilateres . On munit A d' une str uctur e d'anneau topologique en
corraiderant dé comme un systéme fondamenta l de voisin ages de zéro. On munit aussi
AN d'une str ucture de A-module topologique en prenant pour systéme fondame ntal de.

O>

voisinages de l 'ori gine la famille des ensembles de la forma II ap ' oú al = ... = Un =
p =l

= a E dé et a
p

= A pour p > 11., famille obtenue en faisant varie r u la íoís 11. et a.
Dan s le dual topologique de AN l 'ensemble des form es coordonnées n 'est pas équicon­

tinu; cal' les images r éciproques par ces form es d 'un élément a de dé different de A ont
pour in tersecti on aN qui n 'est pas un viosinage de I'origine dans AN .

Mais ou observe que l 'anneau Aest discret et que, par cons équent, toute par tie
du dual topologiqu e de AN y est bornée pour toute ¿f -topologie.

(3) Touteíois on a :
m 4.3. Si E est un module bornologique, une partie P de Hom (E, F)bornée pour­

la topologie de la eonvergence born ée est équicontine.
Soit W (S, U') un voisinage de l'o rigine dans Hom (E, F) ; il existe done un élement

a de dé tel que a,P e W (S, U'), soit pe W (aS, U'); l 'in terseetion des ímages récipr o­
ques de U' par les élémen ts de P absorbe S qui est, rappelons-le, une partie born ée
quelconque de E; c'est done un voisinage de 1'origine dans E.

Ceci prouve que le module AN considéré dans le contre -exemple précédent n 'est pas
bornologique, ce que 1'on peut vérifier directement.

On a auss i un' résulta t dans une voie l égerement différente.
JlI. 4.4. Si l'anneau A est non discret et si l 'origine dans E possede un systsme

Iondamental ¿f' de voisinages born és 'invarí ant dans tou te homothétie de centre O et de
rappo rt non nul, une par tie P de Hom (E. F) born ée pour une ¿f -topologie, oü ¿f est
"compara ble" a ¿f', est équicontinue.
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Reprenons la démons tra tion précédente ; l' in ter section des ímages récipr oques de
U' par les éléments de P contient aS, oü I'on peut suppose r que S appar tient d 'abord a
21'; l'ann eau A étant non discre t, aS est un viosinage de l 'ori gin e dans E, ce qui dé­
montre la proprié té.

Si on a ¿j ' e ¿j, la ¿j-topologie est plus fine que la ¿j'- lopologie et tout borné pour
la premiare est horné pour la seconde. Si, au con traire, on a ¿j e ¿j' un éléme nt de
21 appartíent a for tiori a ¿j' ; d 'oil le rés ultat che rché , .

On vér iñe ra que, dans le contre -exemp le précédent, l 'origin e dan s AN posscde bien
un systeme fondamental de voisinage s bornés, mais que celui-ci n 'est pas en général
invar iant dans un e homothéti e de centre O et de rapport A. non uul (on n 'a pas n éces­
sairement A. A = A) et que l' anneau A est discret.

IV. Parties équilibrées .

IV .l. Définition.

On se donne un anneau A et un A-modul e (a gauche) E. La notion suivante a un
carac tere purement alg ébrique,

Fixons une partie e de A ; elle a pour but de remplacer , par exemple, le disque, uni té
pour A = C. Une par tie P de E est équilibré e si l 'on a el' C p.

Comme conséquences imm édiates de cette définition citons :
IV. 1.1. L 'inter section et la réunion d 'une famill e (p ')i € I de parties équilibrées de

E sont équilibrée s. . '
En effet on a e (n Pi) e n (e p) e n Pi; et de m éme pour la réunion.
IV. 1.2. La somme d'une famille fini e de parties équilibrées de E est équil íbr ée.
Démonstra tion analogue.

IV. 1.3. Si I est un e application liné air e de E dans un A-module F, l 'image par I
d'une par tie équilibrée P de E est équilibrée dans F.

En effet el (p ) = I (e P) est contenu dans I (P).
IV. 1.4. L 'image réciproque, par un e applicati on linéaire, d 'un ensemble équilibré

est équilibrée.

Conséquences: si (Ei\ € I est une famille de A-modules, une partíe "H Pi de ti E¡ es t
équilibrée si et seulement si Pi est équilibrée, quel que soit l 'indice i . De méme,
l 'h omothétique j"p d 'une partie équilihrée P de E est équilibrée si A. appartient au centre
de l 'anneau A, ou, plus généra lement, si A. permute avee tout élément de E.

IV.2 . Systéme fonda mentau x de voísinages de I'nriglne.

SUPPoBOns, a nouv eau , que E soit un A-module topologíqu e (cIl et r;¡; aya n t, toujours,
les mémes significations).

Pour obtenir des r ésultats analogues a ceux de la th éorie classique des espaces vec­
toriels topologiques, nou s Iaisons les trois hypothes fJs suivants :

(h) : r;¡; est invariant dans toute homothétie de centre O et de rapport non nul ;
(h' ) e appar tient a une hase cIl' du filtre et telle que I 'on ait ea e a pour tout élémen t

a de dé' ;
(h" ) A est non discreto
De (h') on déduit que e est un voisinage de l 'ori gine s table pour la multiplication ; de

plus on retrouve bien les pr opri étés du disque unité dan s le plan complexe .
IV. 2.1. L 'ori gine dans E admet un systéme fond amental de voisinages équilibrés .
En effet , étant donné un élémenf U de r;¡;, il existe un élément a de cIl' et un élément

V de r;¡; tel que al' e U; a =1= { O ~ montre que aV est un voisinage de 1'origine; de
plus il est équilibré, cal' e (al') e al'.

IV. 2.2. S 'il contient 1'origine, I'ín téríeur P d'une partie équilibrée F :de E est
equilibrée . .
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En effet, si x est un point de P, il existe un él ément V de Gij- tel que x + V C P.
Pour un él ément 1, non nul de e, ), x + ), V est un voisinags de 1, x eon lenu dans

' 1, P, done dan s P; ). x appar t íent a P; eeei est encere vrai pour 1, = O.

Cette démonstration ne fait in tervenir que la seule hypothese (h).

Cooséquence: l' ori gin e dans E admet un systéme fundamenl al de voisinages équi li brés
et ouverts .

IV. 2.3. L'adhér ence P d'une partie équilibrée P de E est équiJibrée .

E est un gr oupe topologique; P est done l 'intersection des P + V, oü V parcourt un

sys teme fondamental de voisin ages équilibrés de l 'origin e. On a done eP Ce(p+U) C
eP + eV C P + [J, qu el que soít V; doü le ré sultat cherch é. .

Cons~queoce : l 'origine dans E admet un syst éme fondamental de voisínages équilibrés
et [ermés.

En effet , étant donn e un élément V de Gij- , il existe un voisinaga équilibré V de

1'origine tel que V + Ve V ; 0 1' V est, lui-méms contenu dans Y + V.

IV .3. Cas de Hom (E, F).

Repr enons les notations de IlI. 1.

IV. 3.1. Si l 'origin e dans F possede un systéme fondamental de voism age équ ilibl'és.
il en est de méme de l 'origine dan s Hom (E, F) pour toute c'f-topologie.

En effet , si V' est équilibré, W (S, V') I 'est aussi ,
IV. 3.2. Si Gij- ' est invariant dans toute homoth étie de centre O el. de rapport non

nul , et si (h') e t (h" ) son t v érifi ées, l 'ori gine dan s Hom (E, F) admet, pour tonl e
c'f-topologi e, un systéme fond amental de voisina ges équilibré s et [erm és.

Soit V' un voisinage équilibré et fermé de l'origin e dans F ; pour pro uver que
W (S, V') est fermé pour toute c'f-topologie, 'il suffit de montrer que W (S, V' ) es t ferm é
pour la topologie de la converge nce simple (qui .est la moins fin e des c'f-topologies),
done de ínontrer que W ( { z }, V') est ferm é pour cette topologie, quel qu e soit le poin t
x de S (et, du reste, de E); le raisonnement est alors classique .

n n 'existe pas , en gén éra l, dhypoth ese simple (sur F) conduísant a l'exi stence d 'u;1
systeme Iondamental de voisina ges équilibrés et oucerts de l'origin e dans Hom (E, Ji')
pour toute c'f-tDpologie.

IV.4. Cas d' uo anneau,

La seule hypothése Ch') signifie précisément que l 'or igine dans A (consid éré comme
module topologique sur lui-méme) admet un systeme fondamental de voisinages équili ­
br és, done un systéme fondamental de voisinaaes équilihrés et Iermés.

L 'invariance de c:!l dans toute homothét íe de centre O et de rupport non nul en tra ine
1'exis tence d'un systeme íondamental de vorsinages équilibrés et ouverts de zéro, rnais
aussi :

IV. 4.1. L'origine dans A admet un systsme fondamental J: de voísinages équ ilibl'és

et ouvcrts vérifiant ; il exis te un élément ; de J ' tel que 1'on ait ~ ~ e ~ pour tont

élément ~ de Jt.
o

,]t est formé, comme dans le cas des modules, des intéríeurs de éléments de e/E:;

01' l 'intérieur ~ d 'un élément a de c:!l' .est équilibrée et on a, a fortiori, ~ ; e ;.
Parallelement I 'hypothése :
pour tout couple (a, b) d 'éléments de dI. il existe un él érnent e de tel qu e e a e b

conduít u.
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IV. 4.2. L 'origine dan s A admet un systé me fonda men tal cfl' de voísinages équilibrés

et [erm és verifiant : il existe un élément e.de cfl' tel que I 'on ait ¡; ñ C a pour to ut

élément ii de cfl'.
On sai t déjá que I'en sembl e cfl ' des alhér en ces des élémen ts de cfl' forme un systerne

Iondamental de voísín ages équ ilibr és et fermés de zér o.

TI 'r e'5te 11 vérifí er eae apour tout élémen t a de cfl' . Si b est un élémen t de cfl', it
e xiste un élémen t b de cfl' tel que b' + b' + b' C b, puis un élémen t e de cfl' v érifian t

s ímultan ément e a C b' , e C b' et e e C b' ; on a done e ñ C (e + e) (a + e) C a +

+ ca + e + ce ·C a + b, soit e-ñ C a + b, qu el qu e soit a.

IV.5. Enveloppes équilibrées.

On suppose iei que l'anneau A est unitaire et qu e E es t un A-module unitaire, enlin
que I'unité de A app artient a e. Une partie équilibr ée P de E vérifie maintenant eP = It.
(de méme qu e dans l 'énoneé de (h') on a ea = a).

«) L 'enveloppa équilibrée d 'un e portie P de E est la. plu s petite partie équilihrée de
E eon tena n t P. Sans hypothese '5upplémentaire, on ne peut en donner un e express ion
simple: dan s ee paragraph e e est don e supposé stable POUI' la multiplication.

IV. 5.1. S 'il en es t ains i, eP es t I 'enveloppe équilibr ée d 'une par tie P de E.
En effet P es t bien eontenu dans eP qui est équilíbrée ; de plus tou te partie équilihrée

de E eontenan t P contien t aussi eP.
IV. 5.2 . L 'enveloppe équilibr ée dune partie ab sorban te P de E est abso rba n te.
Si x est un point de E, il est absorbépar P , done a fortiori par eP qui contient P.
L'hypothese (h') entraine , on I 'a remarqué, la stabilité de e pour la multíplicati on .
IV. 5.3. Si e es t eontenu dan s le centre de A et si (h') es t v érifiée, I 'enveloppe

équilibr ée d 'une partie bornée P de E est born ée.
Etant donné un élément U de G1J , il exis te un élément a de cfl' tel qu e aP e u, soit

a (IJlP) = (ca) P = aP C U.
~) Citons aussi les divers résultats suivants:
IV. 5.4. Si (h) est vérifi ée et si e ne 'Se réduit pas a {O L I 'envelopp e équilibr ée

d 'une partie ouverte P eontenan t l'origine est ouverte.
Etant donné un élément non nul J, de (JI et un élément x de P, il existe un élément

U de G1J tel que x + U C P, soit i,x + i. U e i, P C eP. eP es t done voisinage de cha­
cun ·de ses points de la forme Ax avec A=1= O, et au ssí de l 'origine par hypothese.

IV. 5.5. Si e est pr écompact, I'enveloppe équilibrée d 'une partie préeompacte de l~

es t précompaete. Si e est compaet et si E est s éparé , l'enveloppe équilibrée d 'une partie
compacte de E est compacte.

Ces r ésultats se déduisent de la continuité de I 'application {A, x) ~ A x.

V. Applications.

V.1. Modules tonnelés.

Abandonnant, comme nous I 'avons fait 11 propos des modules bornologiques , les con­
ditions de convexité, nous dírons qu 'un module topologique E es t tOnllelé si toute partie
équilibr ée, absorbente et fermée de E est un voisinage de l'origine dans E.

V. 1.1. Si (h), (h' ) et (h" ) sont vérifiées, E es t tonnel é si et seulemen t si tou te par-
tie absorbante et fermée de E es t un voisinage de I'origine . . .

Montrons que la condition es t nécessaire ; soit Pune partie absorbante et fermée de
E; 11 tout point x de E correspond unélément a de cfl' tel qu e ax C P. La réuniou P' des
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-ensembles ax est absorbante.. con tenue dans P -e t équilibrée a cause de (h' ) . L 'adh érence
'de P' est a fortiori absorbante; elle est aussi équ ilibr ée (ef. IV. 2.3.).

Indiquons , en passant , un r ésultat dans une direetion analogue.
V 1.2. Si (h' )· est v ér il iée, E est bornologique si el. seulement si toute partí e ' équ i­

Tibrée aborbant toute partie borné e de E est un voisinage de 1'origine.
Soit Pune partie absorbant toute partie bornée de E ; achaque partie bornée B de

E correspond un élément a de di' tel que aB e P ; la r éunion des ensembles aB es t '
-équilibr ée, contenue dans P el. absorbe toutes les parties born ées de E.

V. 1.3. Soient (E¡\ e 1 une famille de A-modules tonnel és et, pour chaque indice ¡,
une application lin éaire de E¡ dans un méme A-module F. L á topologie sur F la plus
fine parmi celles qui assurent la continuit é des t. munít F d'une structure de module

·tonnelé.
On saít d éjá que cette topologie 't; est compatible avee la struc ture de A-module de

:F. Soit Pune partie équilibr ée , absorbente et Iermée (pour 't; ) de F; pour tout indice i,t:: (P) est équilibrée, absorhante , el. Iermée ; par suite, c'es t un voisinage de l'origine
'dans E¡, P este done par definition de 't; , un voísínage de l 'origine dans F.

Conséquences: tout module quotient d'un module tonnelé est tonnelé .

Toute somme direete topologique de A-modules tonn elés est un A-module tonn elé .

V. 1.4. Si E est un A-module tonnel é el. F un A-module topologique oü le filtr e des
'voisinages de 1'origi ne, est invari ant dans tou te homothétie de centre O el. de rappor t
non nul, el. si (h' ) el. (h" ) sont vériñés , une partie P de Hom (E, F) born ée pour la

' topologie de la convergence simple est équicontinue.
On peut se restreíndre, dans l 'étude des ensembles W (S, V'), au cas oü V' est

- équilíbr é el. ferm é ; s' il en est ainsi, les images r éciproques de V' par les éléments de
.P sont équilibres el. Iermes : il en est de méme de leur int ersectíon : celle-ci est, de
plus, absorbente par définition de la topologie de la eonvergence simple; c'est donc un
'voiainage de l 'origine dans E.

On en déduit I'énoncé suivant du th éorem e de Banach-Steinhaus.
V. 1.5. Dans les mémes conditions, si F est séparé el. si g: est un filt re sur Ilom

' (E, F) convergente vers un él émen t u de FE pour la topologie de la convergente simple,
u appartient a Hom (E, F) ; el. g: converge nniform ément vers u dans toute par tie pré­
'Compacte de E si g: est a base dénombrable ou si g: contient une partie P de Hom (E, F)
' born ée pour la topologie de la eonvergence simple.

La demonstrations de cette proposition est analogue a celle qui est classique dans la
'théorie des espaces vectori els topologiques. En eífet dans le second cas le résultat
.précédent montre que P est équieontinue; puis u appartient a Hom (E, F), cal' l 'adh éren­
'ce de P dans FEmuni 'de la topologíe de la convergence simple est contenue dans Hom
(S, F) el. est, ·a son tour, équicontinue ; enfin l'identité des topologíes de la convergence

'simple el. de. la .convergence précompacte sur P se déduit d'un résultat général sur les
-espaces uniformes.

La propriété dans le cas ou g: est le filtr e élémen ta ir e assocí é a une suite se raméne
.au seeond en remarquant qu'une suite de Cauehy de Hom (E, F) es t précompacte, done
bornée pour la topologie de la convergence simple.

'V.2. Dualité.

Revenons a des notions de .caractere algébrique. Soient E el. F deux A-module (a
gauche), e un e partie donn ée de A, qJ une forme bílin éaire sur E x F ; ainsi E et F
'vont jouer des róles symétr iques.

oc) Le polail'e P" (resp. P' O) d 'un e partie P de E (resp. P' de F) est .l 'ensemble des.
-él éments u de F (resp. x de E) tels que qJ (P, u) e e (resp. qJ (x , P') e e) ; on convient
-que le pelair e de la partie vide de E (resp, F) est F (resp. E).
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On définit de méme le bipolail-e P" ° de P, ou le bipolaire P' " ° de P" ; P (res p, pI,!
est, bien entendu , con tenu dans P" ° (resp. PIOO) .

V. 2.1. Si Q est conten u dans P, p o est contenu dans QO.

Conséquences: on a P = P" ° _si et seulement si P est le pe laire d'une partie de 10' ._

V. 2.2. Pour une famille (Pi>; ( 1 de parties de E, on a n P/ = (U Pi)O et
U P/ e (n Pilo. -

En eííet, si u est un élément de 10' tel que l'on ait <p (Pi' u) e e pOU!" tou t in dice i,_
-on a aussi <p (U Pi ' u) e e; et récipro~uement: Rai~onnement ana logue pour la seconde
relation qui ne conduit, en gén éra l, qu 11 un e inclusi ón.

V. 2.3. On a (_ P)" = _po.
Mais, si "J.. est un sealaire, il n 'y a pas de relation directe en tre ("J.. P)" et P " , puisque.

l. n 'est pas nécesasair ement inv ersible. Cependant.
V. 2.4. On a l. (l. P) ° e p o.
Se déduit de <p (l. P , u) = <p (P, "J.. u).

Conséquence: l. P" ° e ("J.. P) ° ° .
Cal' la relati on précédente conduit 11 P" ° e [l. ("J.. P)O] 0. Resultats analogues s¡ orn

remplace l. par une par tie donn ée de A.
~) Des propriétés r emarquables de e, en particuli er en attribuant 11 e le méme role'

que dans l 'étu de des par ties équilibrées , perm ettent d'obtenir les rés ultats suívants :
V. 2.5. Si e-est stable pour la multiplicatíon, P" est un e parli e équilibrée de F.

On a en effet <p (P, eP O) = e <p (P, P O) e ee C e.

Conséquence: si e est stable pour la mul tiplication, P" ° est una partie équilibrée de,
E contenant P ; mais ce n 'est pas, en général , l 'enveloppe équilibrée de P . De méme­
"P équilibré" n 'entraine pas n écessaírement P = P" ° .

V. 2.6" Si e est stable pour 1'addition, on a (P U Q)O e {P +Q)0 et p o + p o e t-:
En effet de <p (P U Q, u) e e, on d éduit .
rp (P + Q, u) = <p (P, u) + (p (Q, u) e e + e e e ; puis <p (P , u) C e et
<p (P , u /) e e conduisent a rp (P , u + u') e (p (P, u) + rp (P , u /) e e.

V. 2.7. Si e est atable pour l 'ad dition et si E est un A-module topologique, les:
bipolaires des voisinages de l 'origine dans E forment un systeme fondamental de voisi­
nages de ce point pour une topologie sur E compatible avee sa str ucture de zl-modul e..

Démonstrati on sans difficul té.
V. 2.8. Si e est un ideal a gauche de A , P" est mi sous -module de F.
V. 2.9. Si e es t un sous -anneau de A, P" est un sous- mo rlule de F cons idéré comme­

e-module.
y) Un cas pm-ticuliere ment intéressan t est celni oü F est le dual topologique E' de­

E, Ainsi on a:

V. 2-.10. Si e est un vos ínage fermé de z éro slable pour la multiplieati on le polairc,.
d 'une par tie P' de E' hornée pour la topologie de la convergence simple est équilibré ;
absorhant et Iermé.

On sait déjá que P' " est équilihr é; de plus il est fermé, puisque c'est I 'íntersecü on
des u-1 (e) lor sque u parcourt P', Enfin , étant donné un poinl x de E, il existe un
élément a de dl tel que aP' CW ({x }, e), soit a u (x)Ce ponr lout élémen t u de l " ,
c'est-a-dire u (ax) e e ou ax e P' " ,

Cepeudant la réciproque de ce résultat n 'est pas en g énéral exacte. Et on peut étre
ains i conduit 11 étudie r les modules tonnelés 11 par tir d 'une au tre définition, plus large­
que la précédent: E est tonnel é si le polaire de toute partie de W horu ée pour la topologie
de la convergence simple est un volsinage de l 'origine. _
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6) Enfin la notion de polair e permet de définir a partir de la topologie ínit íale 't9 ~

sur E des topologies intéressantes sur E ou sur E'.
V. 2.11. Si e est un voisinage de zéro stable a la íois pour I 'additi on et pour la

multiplíca tion et si l'anneau A est commuta ti í, les polaires des par ties de E born ées pour ­
't9 forment un syst éme íondamental de voisinages de 1'origine dans E' pour une topologie
sur E' compatible avee sa strueture de A-module.

Démonstration sans intérét ; la stabilité pour l 'addition ser t a vériíier (g), celle pour ­
la multiplication (m" ); ení in (m') est assurée par la commuta tivité de A.

V. 2.12. Si e est un voisinage de zéro stable a la íoís pour l 'addition et pour la
multiplication et s i l'ann eau A est commutatíí, les polaires des par ties de E' hom ées
pour une c'f-topologie form ent un systéme íondam ental de voísínages de l'ori gine dans ,
E p0!1r une topologíe compatible. aveo sa str ucture de A-module.

VI. Questions diverses.

VI. I. Quelques conséquences de l'hypothése (h),

On considere ici un A-module topologique E ot't l 'tni suppose (h) v ériji ée . Une partie ­
de la d émonstration de IV. 5.4. montre que:'

VI 1.1. L 'image d'une partie ouverte de E conte nant l 'origine par une houroth étie­
de centre O et de rapport non nul est ouverte dans E.

VI. 1.2 . On a "y = )J5 si P est une partie de E et ), un scalaire non nul.

,,}j est l 'intersectio~ des ensembles de la forme ,, (P + lJ) oü U parcourt V; '
U ' contient done ).fJ qui est l 'inter section des ensembles de la forme "P+U' oü U' par-.
court V. L'inc1usion contra ire se déduit de (m' ).

Conséquence: I 'ímage d'un e par tie Ierm ée de E par une homothétie de cent re O et
de rappo rt non nul " est fermée dans E.

Remarque i ces deux propriétés subsisten t pour ). = O si E est s éparé.
VI. 1.3. Si I 'ann eau A est unitaire et E un A module uni tair e, le sous-rnodule

M de E engendré par un vois inage ouver t V de l 'ori gine est a la fois ouver t et Ierm é.,

VI. 1.4. Et le fait que la somme de deux ouverts de E cont enant 'l 'origine est ouver te
montrent qué M est ouvert.

Soit, maintenant, x un point adhérent a 111. Rappelons que, E étant un groupe topo_o
logique, l 'origine dans E admet un systeme fondam ental de voisinages symé tr iques ; on
entend par la qu'un tel voisinage U v érifie U = - U. Supposons U contenu dans V ;:

'H existe done un point y ' de M qui appartien t a x + U ; par suite x appartient a y + U'
qui est con tenu dans M; celui-ci est done ferm é.

VI.2. Modules libres de type fini.

Soient A un anneau .topologíque, E un A-module libr e de type fini , S = {SI' oo ., Sil }
un e base de E. An es t un A-module topologique pour la topologie produit; pour celle-ci.
un systeme fondamental de voísinages de l 'ori gine est cons ti tué par les errsémbles de la
forme a" oü a parcourt le filtre dé des voisinages de zéro. L 'image de cet te topologis
par 1'lsomor phísme algébri que canonique de An sur E sera dite topologie éléme ntail'e SUI~

E associée a la base S ; elle est bien compatible avee la s truct ure de A-module de E.
VI. 2.1 : Sur E les topologies élémentaires coíncident .
Il suffit de montrer que la topologíe élémentaire assocíée a S est plus fin e qu 'une

topologie sur E compatibl e avec sa str ucture de A-module; soit V le filtre des voísína­
ges de l 'ori gine pour cette derniére. Si U est un élémen t de V, il existe un élément.
V de V tel que la somme de n ensemble es égaux a v soit contenue dans U, puis un.
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-é l ément a de c:Jl tel que I 'on ait aSí e v pour tout indire í ; un point de E dont cha quo
-coor donn ée appartient a a, c'est-á-dire dont chaque composante appartient 11 V, appartient
ti U; U contient done un voisinage de l'origine pour la topologie él émenta ire associée
u S.

On peut done parler de la topologie él émen taire sur E.
VI. 2.2 . Si F est un A module topologique, une application lin éaire de E dan s F est

-continue pour la topologie élémentaire sur E.
Si U' est voisina ge de 1'origine dan s F, il exis te un voisinage V' de 1'origine dans

10' tel que la somme de n ensemhles égaux ti F' soit con tenue dans U', puis un élément a
de c:Jl tel que l 'on ait a u (s¡) e U' pour tout índice í; l'image par u de tout point de E

. dont les coordonnées apartiennent a a appar tien t a U' ; u es t done continu é pour la
- topologie élémentaire sur E et pour toute topologie sur F compatible avec sa structure
de A-module ; ceci est vr ai, en particulier , si F est un A-modul e libr e de type fini muni Je
sa topologie élémentaire,

' VI.3. Une autre forme du théor éme de Banach-Steinhaus,

VI. 3.1. Si, pour une topologie compatible avec sa structure de A-module (done, en
particulier , pour une ¿f -topologie), l'origine dans Hom (E, F) posséde un volsinage équi­

-continu W , une partíe précompacte P de Hom (E, F) es t équicontinue .
En eífet, P est recouvert par un nomhre fini d 'en sembles de la forme ti; + W avec

u¡ e P . DI' ehaque u ¡ + l'V est équicontinu et il en est de m éme de leur réunion ; P ,
elle-m éme, est done équicontinue.

VI. 3.2. Soit fT un fitlre sur Hom (E, F), oü F est separé ; supposons que, pour la
topologie de la convergence simple, 1'origine de Hom (E, F) poss éde un voisinage équi­

. continu, fT converge vers un élément u de FE et contienne une partie précompacte
P de Rom (E, F); fT converge alors unif orm ément vers u dans toute partie pr écom ­
pacte de E.

On vient, en effet , de montrer que P est équicontinue.

VI.4. Propriétés de compacíté .

0.) Soit E un A-module topologique .
IV. 4.1. Tout filtre sur E dont une base est form ée de parties bornées de E admet

un poínt adhérent si et seulement si toute partie bornée et ferm ée de E est compacte.
En effet, si P est une partie born ée et ferm ée, mais non compacte de E, il existe

un filtre sur P (don t une base est, par conséquent, form ée d 'ensembles borne s) rr'ad­
mettant pasde point adh érent.

Soit fT un filtre sur E possédant un e base B Iormée de partíes born ées de E; les
-adh érences des éléments de B sont compactes et constítuent une base de filtre sur E;
01' leur intersection n 'est pas vide, puisque leurs traces sur Tun e delles forment une
hase de filtre sur un compact ; fT admet done un point adhérent.

Remarque r on a utilisé le fait que dans -un espace topologique un filtre dont una
base est Iormée d'ensembles compacts admet un point adhérent.

f3 ) Ces propri étés son t susceptibles de la généralisation suivunt :
Une partie P de E sera dite 1t compa cte si tout filtre sur P ayant une base íor m ée

de parties de P possédant une propriété 1t admet un point adhérent ; nou s venons de
rencontrer deux telles propriétés.

Nous imposerons de plus que la translatée, la symetrique et I 'adhérence d 'une partíe
de P possédant la propriété 1t , I 'intersection de deux telles partíes possedent éncore
la propriété 1t ' (ce qui est v ériíie par les deux cas particuli ers précédents). On en

-d éduít :
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IV. 4.2. Si l'origine dans E admet un systéme Iondamental GjJ de voisinages possé­
rlan t la propriété -¡¡: , une partie P de E -¡¡:-compacte et possédant la propriété rt est
'complete.

Observons dabord que l'on peut supposer les éléments de GjJ sym étr iques et fer­
més. Donnons-nous un filtre de Cauchy (F)¡ E 1 sur P et un point x¡ dan s chaque en­
scmble Fe Si U est un élément de GjJ, la t race P(i , U) de Xi + U sur P est done Ier ­
mée et posséde la prop ri été -¡¡:. Achaq ue élément U de GjJ associons un élément V de
'GjJ te l que V + V e U; consid érons les ense mbles P(i , U), oü U parcourt GjJ et
0 11 1 prend toutes les valeu rs telles que E; - F; soít contenu dans l 'ensemble V corres­
poridan t a U. On vériíie , sans grande diffieulté, qu e ces ensernbles forme nt un e base de
filtre sur P; ils ont done un poínt commun 'x vers Íequel le fil tr e in itial conve rge; en
-effet x appar tient iL ces ensembles P (i, U) par ticuliers ; on en dédui t qu e F; est con ­
tenu dans la trace de x + U sur P pour tout índice i associé iL U comme il a été dit
~s ~L '

Remarque : eette d émonstratlon n 'a fait in tervenir que la s tructure de groupe topo­
'Iogique de E.

D'une Iacon généra le , cn soumettant la proprié té rt iJ. des conditions conve na bles,
les ensembles x-conpacts joui ssen t de propriété s ana log ues iJ. celles des ensambles
-compacts.
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