




















REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Reprenons la démonstration précédente; l’intersection des images réciproques de
U’ par les éléments de P contient aS, ou 1'on peut supposer que S appartient d’abord a
&’; 'anneau A étant non discret, ¢S est un viosinage de 1’origine dans E, ce qui dé-
montre la propriété.

Sion a &' C &,la ¥-topologie est plus fine que la ’-topologie et tout borné pour
la premiere est borné pour la seconde. Si, au contraire, on a & C &’ un élément de
& appartient a fortiori & &#”; d’ou le résultat cherché.

On vérifiera que, dans le contre-exemple précédent, 1’origine dans A¥ posséde bien
un systéme fondamental de voisinages bornés, mais que celui-ci n’est pas en général
invariant dans une homothétie de centre O et de rapport A non nul (on n’a pas néces-
sairement A A = A) et que 1’anneau A est discret.

1V. Parties équilibrées.
IV.1. Définition.

On se donne un anneau A et un A-module (A gauche) E. La notion suivante a un
caractére purement algébrique.

Fixons une partie e de 4 ; elle a pour but de remplacer, par exemple, le disque unité
pour A = C. Une partie P de E est équilibrée si 1’on a eP C P.

Comme conséquences immédiates de cette définition citons:

IV. 1.1. L’intersection et la réunion d’une famille (P,); e  de parties équilibrées de
E sont équilibrées.

En effet on a e (NP C N (e PXC N P,; et de méme pour la réunion.

IV. 1.2. La somme d’une famille finie de parties équilibrées de E est équilibrée.

Démonstration analogue.

IV. 1.3. Si f est une application linéaire de E dans un A-module F, 'image par f
d’une partie équilibrée P de E est équilibrée dans F.

En effet ef (P) = f (e P) est contenu dans f (P).

IvV. 14. L’image réciproque, par une application linéaire, d’un ensemble équilibré
est équilibrée.

Conséquences: si (E), ¢ 1 est une famille de A-modules, une partie II P, de II B, est
équilibrée si et seulement si P, est équilibrée, quel que soit l'indice i. De méme,
I’'homothétique AP d’une partie équilibrée P de E est équilibrée si 4 appartient au centre
de l’anneau A4, ou, plus généralement, si ) permute avec tout élément de E.

IV.2. Systéme fondamentaux de voisinages de I’origine.

Supposons, a nouveau, que E soit un A-module topologique (£ et 95 ayant, toujours,
les mémes significations).

Pour obtenir des résultats analogues 3 ceux de la théorie classique des espaces vec-
toriels topologiques, nous faisons les trois hypothéses suivants:

(h): 9% est invariant dans toute homothétic de centre O et de rapport non nul ;

(k) e appartient & une base £’ du filtre et telle que I’on ait ea C a pour tout élément
a de A’

(h”) A est non discret.

De (h%) on déduit que e est un voisinage de l’origine stable pour la multiplication ; de
plus on refrouve bien les propriétés du disque unité dans le plan complexe.

IV. 2.1. L’origine dans E admet un systtme fondamental de voisinages équilibrés.

En effet, étant donné un élément U de 9%, il existe un élément a de S’ et un élément
V. de 9 tel que aV C U; a=~{0} montre que aV est un voisinage de 1’origine; de
plus il est équilibré, car e (aV) C aV.

IV. 2.2. S’il contient l'origine, lintérieur P d’une partie équilibrée P de E est
equilibrée.
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LES MODULES TOPOLOGIQUES: RESULTATS RECENTS

En effet, si z est un point de 13, il existe un élément U d

el 9ratellique il Gi P
Pour un élément % non nul de e, ) z -+ % U est un

voisinage de 2 r contenu dans
- . O .

‘A P, donc dans P; ) x appartient & P; ceci est encore vrai pour % = 0.

Cette démonstration ne fait intervenir que la seule hypothése (k).

Conséquence : V’origine dans E admet un systime fundamental de voisinages équilibrés
et ouverts.

IV. 2.3. L’adhérence P d’une partie équilibrée P de E est équilibrée.

E est un groupe topologique; P est donc l’intersection des P + U, ou U parcourt un

systeme fondamental de voisinages équilibrés de I’origine. On
eP + eUC P + U, quel que soit U; d’ou le résultat cherché.
Conséquence :
et fermés.
En effet, étant donne un élément U de 9%, il existe un voisinage équilibré V de

I’origine tel que V + V. C U; or v est, lui-méme contenu dans V -+ V.

a donc ePC e (P+U)C

lorigine dans F admet un systéme fondamental de voisinages équilibrés

IV.3. Cas de Hom (E, F).

Reprenons les notations de III. 1. ]

IV. 3.1. Si I'origine dans F posséde un systtme fondamental de voisinage équilibrés,
il en est de méme de l’origine dans Hom (E, F) pour toute S -topologie.

En effet, si U’ est équilibré, W (S, U’) 1’est aussi.

IV. 3.2. 8i 9} est invariant dans toute homothétie de centre 0 et de rapport non
nul, et si (k') et (h”) sont vérifies, ’origine dans Hom (E, F) admet, pour toute
f-topologie, un systéme fondamental de voisinages équilibrés et fermés.

Soit U’ un voisinage équilibré et fermé de l'origine dans F; pour prouver que
W (S, U’) est fermé pour toute -topologie, il suifit de montrer que W (S, U’) est fermé
pour la topologie de la convergence simple (qui est la moins fine des S -topologies),
donc de montrer que W ({x}, U’) est fermé pour cette topologie, quel que soit le point
z de S (et, du reste, de E); le raisonnement est alors classique.

Il n’existe pas, en général, d’hypothése simple (sur F) conduisant a I’existence d’un
systéme fondamental de voisinages équilibrés et ouverts de lorigine dans Hom (E, I)
pour toute f-topologie.

IV.4. Cas d’un anneau.

La seule hypothese (h’) signifie précisément que 1’origine dans A (considéré comme
module topologique sur lui-méme) admet un systéme fondamental de voisinages équili-
brés, donc un systtme fondamental de voisinages équilibrés et fermés.

L’invariance de £ dans toute homothétie de centre O et de rapport non nul entraine

P’existence d’un systéme fondamental de voisinages équilibrés et ouverts de zéro, mais
aussi:

IV. 4.1. L’origine dans 4 admet un systéme fondamental Ufo de voisinages équilibrés
et ouverts vérifiant; il existe un élément ¢ de O{Q’tel que l'on ait e a & a pour tout
élément @ de .

c%o est formé, comme dans le cas des modules, des intérieurs de éléments de A4’;

or lintérieur ¢ d’un €lément a de S’ est équilibrée et on a, a fortiori, ea (& a.
Parallelement 1’hypothése :

pour tout couple (a, b) d’éléments de £ il existe un élément e de tel que e a C b
conduit a.
— o7 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

IV. 42. L’origine dans A admet un systéme fondamental A’ de voisinages équilibrés
et fermés verifiant: il existe un élément e de A tel que I'on ait @ @ C a pour tout
élément a de A

On sait déja que I’ensemble £’ des alhérences des ¢léments de £’ forme un systéme
fondamental de voisinages équilibrés et fermés de zéro.

1l reste a vérifier e @ C a pour tout élément a de A£’. Si b est un élément de £/, il
existe un élément b de £’ tel que b’ + b* + b C b, puis un élément ¢ de £’ vérifiant

simultanément ¢ a C b, ¢ C b’ et c ¢ C b’; on a donce a C (e +¢) (a+ ¢ C a+

+ca +c¢c+ccCa+ b soiteaCa + b, quel que soit a.
1V.5. Enveloppes équilibrées.

On suppose ici que ’anneau A est unitaire et que E est un A-module unitaire, enfin
que I'unité de A appartient a e. Une partie équilibrée P de E vérifie maintenant eP = P
(de méme que dans 1’énoncé de (k") on a ea = a).

«) L’enveloppe équilibrée d’une partie P de E est la plus petite partie équilibrée de
E contenant P. Sans hypothése supplémentaire, on ne peut en donner une expression
simple: dans ce paragraphe e est donc supposé stable pour la multiplication.

IV. 5.1. S’il en est ainsi, eP est 1’enveloppe équilibrée d’une partie P de E.

En effet P est bien contenu dans eP qui est équilibrée ; de plus toute partie équilibrée
de E contenant P contient aussi eP.

IV. 5.2. L’enveloppe équilibrée d’une partie absorbante P de E est absorbante.

Si z est un point de E, il est absorbé par P, donc a fortiori par eP qui contient P.

L’hypothese (k') entraine, on l'a remarqué, la stabilité de e pour la multiplication.

IV. 5.3. Si e est contenu dans le centre de A ef si (h") est vérifie, 1’enveloppe
équilibrée d’une partie bornée P de E est bornée.

Etant donné un élément U de 9%, il existe un élément a de £’ tel que aP C U, soit
a (eP) = (ca) P = aP:C U.

p) Citons aussi les divers résultats suivants:

IV. 54. Si (h) est vérifiée et si e ne se réduit pas & {0}, l'enveloppe équilibrée
d’une partie ouverte P contenant 1’origine est ouverte.

Etant donné un élément non nul A de e et un élément z de P, il existe un élément
U de 9 tel que z + UC P, soit Az + A UC L P (C eP. eP est donc voisinage de cha-
cun de ses points de la forme ) x avec LA =£0, et aussi de l’origine par hypothése.

IV. 5.5. Si e est précompact, 1’enveloppe équilibrée d’une partie précompacte de F
est précompacte. Si e est compact et si E est séparé, 1’enveloppe équilibrée d’une partie
compacte de E est compacte.

Ces résultats se déduisent de la continuité de ’application (A, ) — A .

V. Applications.

V.1. Modules tonnelés.

Abandonnant, comme nous l’avons fait & propos des modules bornologiques, les con-
ditions de convexité, nous dirons qu'un module topologique E est tonnelé si toute partie
équilibrée, absorbante et fermée de E est un voisinage de l’origine dans E.

V. 1.1. Si (h), (k') et (h”) sont vérifiées, E est tonnelé si et seulement si toute par-
tie absorbante et fermée de E est un voisinage de 1’origine.

Montrons que la condition est nécessaire; soit P une partie absorbante et fermée de
E; & tout point z de E correspond un élément a de A’ tel que axC P. La réunion P’ des
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-ensembles ax est absorbante, contenue dans P et équilibrée & cause de (k). L’adhérence

«de P’ est a fortiori absorbante; elle est aussi équilibrée (cf. IV. 2.3.).

Indiquons, en passant, un résultat dans une direction analogue.

V 1.2. Si (k%) est vérifiée, E est bornologique si et seulement si toute partie équi-
librée aborbant toute partie bornée de E est un voisinage de 1’origine.

Soit P une partie absorbant toute partie bornée de E; a chaque partie bornée B de
E correspond un élément a de A’ tel que aB C P; la réunion des ensembles aB est
équilibrée, contenue dans P et absorbe toutes les parties bornées de E.

V. 1.3. Soient (E), ¢ r une famille de A-modules tonnelés et, pour chaque indice ¢,
une application linéaire de E, dans un méme A-module F. La topologie sur F la plus
fine parmi celles qui assurent la conftinuité des f, munit F d’une structure de module
tonnelé.

On sait déja que cette topologie & est compatible avec la structure de A-module de
F. Soit P une partie équilibrée, absorbante et fermée (pour &) de F; pour tout indice i,
7t (P) est équilibrée, absorbante et fermée; par suite, c¢’est un voisinage de l'origine
'dans E, P este donc par definition de %, un voisinage de l'origine dans F.

Conséquences : tout module quotient d’un module tonnelé est tonnelé.

Toute somme directe topologique de A-modules tonnelés est un A-module tonnelé.

V. 1.4. Si E est un A-module tonnelé et F un A-module topologique ou le filtre des
voisinages de l'origine est invariant dans toute homothétie de centre O et de rapport
non nul, et si (k) et (h”) sont vérifiés, une partie P de Hom (E, F) bornée pour la
topologie de la convergence simple est équicontinue.

On peut se restreindre, dans 1’6tude des ensembles W (S, U’), au cas ou U’ est

‘6quilibré et fermé; s’il en est ainsi, les images réciproques de U’ par les éléments de

P sont équilibres et fermes; il en est de méme de leur intersection; celle-ci est, de
plus, absorbante par définition de la topologie de la convergence simple; c’est donc un
‘voisinage de l’origine dans E.

On en déduit 1’énoncé suivant du théoréme de Banach-Steinhaus.

V. 1.5. Dans les mémes conditions, si F est séparé et si & est un filtre sur Hom
«(E, F) convergente vers un élément u de FZ pour la topologie de la convergence simple,
u appartient 2 Hom (E, F); et & converge uniformément vers u dans toute partie pré-
.compacte de E si & est A base dénombrable ou si & contient une partie P de Hom (E, F)
bornée pour la topologie de la convergence simple.

La demonstrations de cette proposition est analogue a celle qui est classique dans la
‘théorie des espaces vectoriels topologiques. En effet dans le second cas le résultat
précédent montre que P est équicontinue; puis u appartient & Hom (Z, F), car 1’adhéren-
«ce de P dans FE muni de la topologie de la convergence simple est contenue dang Hom
(S, F) et est, & son four, équicontinue; enfin 1identité des topologies de la convergence
‘simple et de la convergence précompacte sur P se déduit d’un résultat général sur les
espaces uniformes.

La propriété dans le cas ou & est le filtre élémentaire associ€é & une suite se rameéne
;au second en remarquant qu’'une suite de Cauchy de Hom (E, F) est précompacte, donc
bornée pour la topologie de la convergence simple.

"V.2. Dualité.

Revenons a des notions de caractere algébrique. Soient E et F deux A-module (a
gauche), e une partie donnée de 4, ¢ une forme bilinéaire sur E x F; ainsi E et F
‘vont jouer des roles symétriques.

«) Le polmire P° (resp. P’°) d’une partie P de E (resp. P de F) est 1’ensemble des
«&léments u de F (resp. = de E) tels que ¢ (P, u) C e (resp. ¢ (z, P) C e); on convient
«que le polaire de la partie vide de E (resp. F) est F (resp. E).
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On définit de méme le bipolaire P°° de P, ou le bipolaire P/°° de P’; P (resp. P/
est, bien entendu, contenu dans P°° (resp. P’°°).
V. 2.1. Si Q est contenu dans P, P° est contenu dans 0Q°.

Conséquences: on a P = P°° si e seulement si P est le polaire d’une partie de F..

V. 2.2. Pour une famille (P), ez de parties de E, on a O\P° = UP)° et
WGP e (o B

Fn effet, si u est un élément de F tel que I’on ait ¢ (P, w) C e pour tout indice i,
on a aussi @ (U P, u) C e; et réciproquement. Rais.onnement analogue pour la seconde
relation qui ne conduit, en général, qu’a une inclusion.

V. 23. Ona (—P) =—P°.

Mais, si  est un scalaire, il n’y a pas de relation directe entre (A P)° et P°, puisque:
A n’est pas nécesasairement inversible. Cependant.

V.24 0nax PP @ P

Se déduit de ¢ AP, w) = q (P, L.

Conséquence: ) P°° C (A P)°°.

Car la relation précédente conduit & P°° C [L (A P)°]°. Resultats analogues si om
remplace 1 par une partie donnée de A.

B) Des propriétés remarquables de e, en particulier en attribuant a e le méme role:
que dans 1’6tude des parties équilibrées, permettent d’obtenir les résultats suivants:

V. 2.5. Si e est stable pour la multiplication, P° est une partie équilibrée de I.

On a en effet @ (P, eP°) = e ¢ (P, P°) C ee { e.

Conséquence: si e est stable pour la multiplication, P°° est una partie équilibrée de:
E contenant P; mais ce n’est pas, en général, I’enveloppe équilibrée de P. De méme
“p équilibré” n’entraine pas nécessairement P = P°°.

V. 2.6“ Si e est stable pour l’addition, on a (P U Q)° C (P+0Q)° et P°+P° C Pos

En effet de ¢ (P U Q, w} C e, on déduit.

o @P +Q, uw=q(P u +¢ (0, u) CTe+eCe;puis g (P, u) C eet

@ (P, w) C e conduisent & ¢ P, u+ ) C (P, w)+ (P, u) C e.

V. 27. Si e est stable pour l’addition et si E est un A-module topologique, les
bipolaires des voisinages de origine dans E forment un systéme fondamental de voisi-
nages de ce point pour une fopologie sur E compatible avec sa structure de A-module..

Démonstration sans difficulté.

V. 2.8. Sie est un ideal & gauche de 4, P° est un sous-module de F.

V. 2.9. Sie est un sous-anneau de 4, P° est un sous-module de F considéré comme:
e-module. ‘

v) Un cas particulitrement intéressant est celui ou F est le dual topologique B’ de
E, Ainsi on a:

V. 2.10. Si e est un vosinage fermé de zéro stable pour la multiplication le polaire,.
d’une partie P’ de E’ bornée pour la topologie de la convergence simple est équilibré,
absorbant et fermé.

On sait déja que P’° est équilibré; de plus il est fermé, puisque ¢’est I'intersection
des u-1 (e) lorsque u parcourt P’. Enfin, étant donné un point z de E, il existe un
élément a de £ tel que aP’ C W ({z}, e), soit a u (z):C e pour tout élément u de £
c’est-a-dire u (ax) C e ou ax { P’°.

Cependant la réciproque de ce résultat n’est pas en général exacte. Et on peut éfre
ainsi conduit & éfudier les modules tonnelés a partir d’une autre définition, plus large:
que la précédent: E est tonnelé si le polaire de toute partie de E” bornée pour la topologie
de la convergence simple est un voisinage de 1’origine.
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5) Enfin la notion de polaire permet de définir & partir de la topologie initiale &
sur E des topologies intéressantes sur E ou sur E’.

V. 2.11. Si e est un voisinage de zéro stable a la fois pour 1’addition et pour la
multiplication et si I’anneau A est commutatif, les polaires des parties de E bornées pour-
% forment un systéme fondamental de voisinages de 1’origine dans E’ pour une topologie
sur B’ compatible avec sa structure de A-module.

Démonstration sans intérét; la stabilité pour 1’addition sert & vérifier (g), celle pour
la multiplication (m”); enfin (m’) est assurée par la commutativité de A.

V. 2.12. Si e est un voisinage de zéro stable a la fois pour l'addition ef pour la
mulfiplication et si 1’anneau A est commutatif, les polaires des parties de FE’ bornées
pour une S-topologie forment un systéme fondamental de voisinages de l’origine dans.
E pour une topologie compatible avec sa structure de A-module.

VI. Questions diverses.

VI.1. Quelques conséquences de ’hypothese (h).

On considere ici un A-module topologique E ou l’on suppose (h) vérifiée. Une partie
de la démonstration de IV. 5.4, montre que:

VI 1.1. L’image d’une partie ouverte de E contenant l’origine par une homothétie-
de centre O et de rapport non nul est ouverte dans E.

VI. 1.2. On a 2P = )P si P est une partie de £ ef ) un scalaire non nul.

AP est Dintersection des ensembles de la forme A (P + U) ou U parcourt %9};

AP contient donc AP qui est l’intersection des ensembles de la forme AP+U’ ou U’ par--
court 9%. L’inclusion contraire se déduit de (m’).

Conséquence: I’image d’une partie fermée de E par une homothétie de centre 0 et
de rapport non nul ) est fermée dans E.

Remarque: ces deux propriétés subsistent pour ) = 0 si E est séparé.

VI. 1.3. Si I’anneau A est unitaire et E un A module unitaire, le sous-module
M de E engendré par un voisinage ouvert V de l'origine est a la fois ouvert et fermé.

VI. 1.4. Et le fait que la somme de deux ouverts de E contenant l’origine est ouverte
montrent que M est ouvert. :

Soit, maintenant, & un point adhérent & M. Rappelons que, E étant un groupe topo-
logique, 1’origine dans E admet un systéme fondamental de voisinages symétriques; on
entend par 1a qu’un tel voisinage U vérifie U = — U. Supposons U contenu dans V;
il existe donc un point y de M qui appartient & z + U; par suite  appartient & y + U
qui est contenu dans M ; celui-ci est donc fermé.

VI.2. Modules libres de type fini.

Soient A un anneau topologique, E un A-module libre de type fini, S = {s,, ..., s }
une hase de E. A™ est un A-module topologique pour la topologie produit; pour celle-ci
un systéme fondamental de voisinages de ’origine est constitué par les ensembles de !u
forme a* ol a parcourt le filtre £ des voisinages de zéro. L'image de cette topologis
par l’isomorphisme algébrique canonique de A sur E sera dite topologie élémentaire sur-
E associée & la base S; elle est bien compatible avec la structure de A-module de E.

VI. 2.1- Sur E les topologies élémentaires coincident.

1l suffit de montrer que la topologie élémentaire associée a S est plus fine qu’une
topologie sur E compatible avec sa structure de A-module; soit 9} le filtre des Yoisina~
ges de lorigine pour cette derniere. Si U est un élément de 9%, il existe un elé_menl.
V de 9% tel que la somme de n ensemble es égaux & V soit contenue dans U, puis um:
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¢lément a de A tel que l'on ait as,<C V pour touf indire ¢; un point de £ dont chague
coordonnée appartient & a, ¢’est-a-dire dont chaque composante appartient & V, appartient
A U; U contient donc un voisinage de l'origine pour la topologie élémentaire associée
a S.

On peut donc parler de la topologie élémentaire sur E.

VI. 2.2. Si F est un 4 module topologique, une application linéaire de E dans F est
continue pour la topologie élémentaire sur E.

Si U’ est voisinage de 1'origine dans F, il existe un voisinage V7 de 1’origine dans
I tel que la somme de n ensembles égaux & V” soit contenue dans U’, puis un élément n
de £ tel que ’on ait a u (S;) C U’ pour tout indice ¢; I'image par u de tout point de E
dont les coordonnées apartiennent & a appartient a U’; u est donc continue pour la
topologie élémentaire sur I et pour toute topologie sur F compatible avec sa structure
de A-module; ceci est vrai, en particulier, si F est un A-module libre de type fini muni Je
sa topologie élémentaire.

VI.3. Une autre forme du théoréme de Banach-Steinhaus.

VI. 3.1. Si, pour une topologie compatible avec sa structure de A-module (done, en %
particulier, pour une -topologie), 1'origine dans Hom (E, F) posséde un voisinage équi-
continu W, une partie précompacte P de Hom (E, F) est équicontinue.

En effet, P est recouvert par un nombre fini d’ensembles de la forme u, + W avec
u; € P. Or chaque u, + W est équicontinu et il en est de méme de leur réunion; P,
elle-méme, est donc équicontinue.

VI. 3.2. Soit & un fitlre sur Hom (E, F), ou F est separé; supposons que, pour la
topologie de la convergence simple, 'origine de Hom (E, F) posseéde un voisinage équi-
continu, & converge vers un élément u de FF et contienne une partie précompacte
P de Hom (E, F); & converge alors uniformément vers u dans toute partie précom-
pacte de E. :

On vient, en effet, de montrer que P est équicontinue.

VI.4. Propriétés de compacité.

«) Soit E un A-module topologique.

IV. 41. Tout filtre sur E dont une base est formée de parties bornées de F admet
un point adhérent si et seulement si toute partie bornée et fermée de E est compacte.

En effet, si P est une partie bornée et fermée, mais non compacte de E, il existe |
un filtre sur P (dont une base est, par conséquent, formée d’ensembles bornes) n’ad-
mettant pas de point adhérent. ;

Soit & un filtre sur E possédant une base B formée de parties bornées de E; les
adhérences des éléments de B sont compactes et constituent une base de filtre sur I;
or leur intersection n’est pas vide, puisque leurs traces sur 1'une d’elles forment une
base de filtre sur un compact; &% admet donc un point adhérent.

Remarque: on a utilisé le fait que dans un espace fopologique un filtre dont una
base est formée d’ensembles compacts admet un point adhérent.

B) Ces propriétés sont susceptibles de la généralisation suivant:

Une partie P de E sera dite 5t compacte si tout filtre sur P ayant une base formée
de parties de P possédant une propriété . admet un point adhérent; nous venons de
renconfrer deux telles propriétés.

Nous imposerons de plus que la translatée, la symetrique et 1’adhérence d’une partie
de P possédant la propriété g, l'intersection de deux telles parties possédent éncore
la- propriété - (ce qui est vérifie par les deux cas particuliers précédents). On en
~déduit :
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IV. 4.2. Si l'origine dans E admet un systéme fondamental 9} de voisinages possé-

dant la propriété g, une partie P de E p-compacte et possédant la propriété o est
compleéte.

Observons d’abord que 1'on peut supposer les éléments de 9} symétriques et fer-
més. Donnons-nous un filtre de Cauchy (F,),er sur P et un point z, dans chaque en-
semble F,. Si U est un élément de 9%, la trace P(3, U) de z, + U sur P est donc fer-
mée et posséde la propriété ;. A chaque élément U de 9F associons un élément V de
93 tel que V + VC U; considérons les ensembles P(#, U), ou U parcourt 9> et
ou i prend toutes les valeurs telles que E. — F, soit contenu dans 1’ensemble V corres-
pondant a U. On vérifie, sans grande difficulté, que ces ensembles formenf une base de
filtre sur P; ils ont donc un point commun z vers lequel le filtre initial converge; en

effet 2 appartient & ces ensembles P (i, U) particuliers; on en déduit que F, est con-

tenu dans la trace de x + U sur P pour tout indice i associé & U comme il a 6té dit
plus haut.

Remarque: cette démonstration n’a fait intervenir que la structure de groupe topo-
logique de E.

D'une fagon générale, en soumettant la propriété ; & des conditions convenables,
les ensembles g-conpacts jouissent de propriétés analogues a celles des ensembles

‘compacts.
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