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A de t a ile d and c a r efu l r e vi sion i s made of t he motivations tha t l e a de d Planc k

5

Tfi is paper i s the t ext o f a lec t u re given b y Prof . Alfred Kastle r at t h e

Un i v e r sity o f Zaragoza, i n April 19 7 7 .

( 1)

h v 1

dU = dQ + dN ,

A. .Ka s t 1 e r

Membre de l'Ins titute de Fr a nc e .
Pr i x Nobel de Phys ique .
École Nor male Supé r ieure . Paris, Fr an c e .

mettre sous la forme:

dQ étant l 'apport infin itésimal de chaleur et dW le travail infinitésimal re~u

de la part du milieu extérieur . Le .p r emi e r p r i n c ipe é nonce que dU est u ne dif­

f é r e n t i e l l e totale e t le deux ieme principe po s t u le que dQ divisé par l a tempé­

r ature thermodynamique T en est une a u t re : d S = di .

La f onction d'état S a i n s i définie pa r sa d if f é r entie l l e a été a ppélée

"entro pie" p a r Cl a usius .

La r elation (1 ) s e met a i n s i s ous la fo rme :

t o the assumpt i on of discont i nuity for t he e l e c t romag ne t ic radiati o n a nd t o

the introd uction o f the quantum o f energy . The h ypoth e s i s of i nc o herenc e is

stressed.

Ma x P1anck était e n p hys iqu e un conserv ateur a t tac hé pr o f on d éme n t a l a

phys i q ue c1assfque. C'est a son c o r p s défendant qui'il. a introduit en physi­

q u e le concept révo1utionnaire du q u a nt um d'actio n. L'histoire mérite d'en

~tre contée.
-'

Bien q u ' i l ne l'ait jamais rencontré, P l a nck s e c onsidérait cornrne un dis

ciple de Clausius q u i avait, v e r s le milieu du 1ge siecle, fait la synthese

des deux principes de l a thermodynamique et créé le concept d'entropie.

Rappelons-en l'essentiel: Considérons un s ysteme p hy s i q u e qui n'échange

avec le milieu extérieur de l'énergie que sous forme de travail mécanique et

de chaleur. L 'accroissement infinitésimal dU de son énergie interne U peut se
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( 4 )

(2 )

( 3 )

U>J =u",(Y,T)

S = S(U ,V) , d ' ou

d ' ou

dU = TdS - PdV

U(S ,V) peu t se résoudre par rappo r t a s e t s'écri r e

Le prob1eme fo ndamen ta1 q u i se posa i t ve r s la fin d u 1 ge siecle é ta i t d e

trouver l a forme de ce t te fonc t ion .

L ' é t ude expér i men ta le mon t ra i t q ue Uv t end ver s z é r o a ux d e ux ex t r é mi t é s

d u spec t re (pou r v = O e t pou r v = 00) e t pa sse p a r un maximum a une certa ine

f réq uence vm' fonc tio n croi s s ante de l a t empératu r e T . Pour une température

T donnée , la fo r me de l a co urbe U
v

a va i t done l' a s p e c t de l a figure 1.

o

6

Fi g . 1. Repartition spectral du rayonnement
d1.l Corps no i r.

Bo 1 t zman n ava i t r éussi a déduire cette "lo i d e Sté ~a n" d es p r i n c ipes d e la

thermodyn a mi queo

L 'én erg i e d e ce r a yonne ment se répartit entre l e s di ffé rentes fréquences

d u spec t re e t l ' o n peu t d é finir u n e densité spectraleOu = ddU o
v v

O' apre s la 10 i d e Ki rchhoff U
v

e st u ne fon c tion unive r s e l 1e de v et de T:

u = a T
4

o

La relation U

e t l a f o nctio n d 'ét a t U (énerg ie inte r n e d u s ysteme ) appara~t a ins i c ornme une

fonc tion de deu x var iables S e t V

C'est cette dcr~iere re lat ion , rela tion g énéra le et fondamen tale d e l a

thermodynamique , q u e Planck a appliqué a u ravonnement du cor p s noi r o

I t a cornmencé a s'in t é r e s ser a ce p ro b leme v e r s 1895 e t i1 convien t de

rappe ler ce que l 'on savai t a 10rs s u r ce rayon n e men t , l e r a yonne me nt d u c orps

noir é tant défin i c omme l e rayon nemen t élec t romaqné t ique existant a l 'inté ­

r ieu r d 'une cavi té v i de , e n éq u i 1 i b r io thermique a vec l es parois qui e n t o u r e n t

compl e t e ment ce t te ca vité et q u i sont Maintenues a une température donnée T

expr i mé s d a n s l' éc hell e t he rm odynamique o

Ki rchhoff ava i t mo n tré q ue ce r a yonnement a un c a r actere un i ver s el indé ­

pendan t de l a forme de l a cavité e t d e l a nature p hy s ique d e s paro i s o I, ' é t ude

expér imen ta le de ce r a yo n ne me nt e n ~on ct ion d e T par Stefan avait mo ntré q ue

l a den si té d 'énergie rayonnan te u (énergie para unité d e vo1 ume ) var ia i t cornme

l a 4e p u issance de T
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En 1894, se basant sur la thermodynamique e t s u r l' e f f ect Doppler-Fize 'ú ,

Wien avait montré q u e cette f onction devait @t re de l a f orme :

(7)

( 8 )

( 6)

( 5 )u = v 3 f (:'::'.)v T

9 =

(nous omettrons dans la suite le trait sur u
1

sans o ub l i e r qu'il s' aqit d'une

énergie moyenne, l'énergie réelle de chaque oscillateur individuel fluctuant

autour de cette moyenne) o Un calcul basé sur l es l ois de l' électromagnétisme

permettait a Planck de montrar que

8 11 v 2

c 3

relation appelée "loi de déplac ement de l'/ien" o

Voici donc ce qu'on savait lors que Planck, en 1895, a c ornmenc é a s' occu ­

per du probLeme o

Planck était persuadé que les principes d e l a thermodynamique joints a u x

loi s de l'électromagnétisme de Maxwell devaient mener ~ la s o l u t ion e t q u ' i l

fallait essayer de trouver une ex~ression n on seulement de l a densité spectr~

le de l'énergi e u v mais aussi de la densité spectral e de l' entro pie s v du r~

yonnemento De mé~e qu'on a défini u ~~ et u v = ~~ o n pe u t e n e ffet dé­

finir une densité d'entropie s = ~~ et une densité s pectrale d'entropi e

s v ~~. La relation générale de la thermodynamqu e ( ~~)V = T-1 peut s'appl i­

quer au rayonnement d'une enceinte en la spécifiant:

ds -1 dsv
du = T et du

v

v étant la fréquence et c la vitesse de la lumiereo

Pour établir cette relation il a fallu a Planck de l onqs c alculs c ouv r ant

cinquante pages de son traité sur le rayonnement. 11 aurait pu s ' épa r q ner ce

calcul s'il avait pr@té attention a une note de Lord Ra yleigh pa r ue en juin

J.900
2

qui ind~quait une autre méthode, simple et élégante, po u r ca l c u l er g ,

méthode que Pl a nc k ne devait s ub s t i t ue r a la sienne q u e beaucoup p l u s t a rd a
la suite d'un mémoire de Deb ye pub l i é e n 1910 3 o A ~ rai d i r e l a méthode de Lo r d

Nous pouvons ici écrire des d droits car ces grandeurs se rappo rtent pa r

définition a un volume constant, le volume unitéo

Pour attaquer son probleme, Planck se proposait d'étudierl'échange d' éner

gie rayonnahte entre la- cavi té et la paroi (les processus d '-émi s s ion et d' ab­

_s o r p t i on du rayonnement par la paroi) o Cornme la c omposition du rayonnement

dans la cavité, d'apres Kirchhoff, est indépendante de la nature de la paroi,

Planck imaginait une paroi particulierement simple et f acile ~ traite r par l e

calculo 1t supposait que laparoi était formée, pour chaque fréque nce v , d' o~_

cillateurs harmoniques linéaires constitués par une charqe électrique so umi s e

~ une force é l a s t íque de rappel a un centre, et mise en o s c i l l a t i o n par l e c h a mp

électrique oscillant des ondes électromagnétiques de cette fréquence. 11 mon­

.t r a qu :entre -l ' é n e r g i e moyenne ü, d'un tel oscillateur (encore appelé résona­

teur de Planck) et la densité d'énergie uv du ra yonnem ent de la cavité exis­

tait une relation linéaire de la forme:
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nso í t; kn

2k
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::., done :
e

4 n v2 ~ v
e 3

1 :

),
1 = n 2" ou

9

9

s oit ,par unité de f r équ e nee Av

k est lié a l a f réqu enee para k =

~g ' = ~ 4 n k 2 ~k . ~ = 4 n k 2 ~k . V. 8 v

soi t , pa r unité de vo l ume de l a cavi té :

o u n1, n 2 e t n ] son t de s nombres e n tiers.

Pour des o ndes l umineuses , transversales , it fau t f a i r e c o rre s po ndr e a

ehaque. vee teu r k deux d e grés de libe r t é correspondant a d e ux vee teurs vi bra~ .

*
Ces re lation s sont la généralisation a trois dimens ions de l a cond i t i o n de r é s o na nc e d 1une
car de vibra nte o u d 'un t uyau sonare:

Si nou s con s idéron s un espace s ymbo liq u e appe l é e spaee du v e c t e u r

k e t dans e et espaee un r éseau a t r o i s dimens i ons de ma i l lee cubiques

d 'a r@te { l ' ce s rela t ion s exprimen t que les vecteurs k des ondes stationnai res

rel ient l ' or i g i ne a l'un des noeuds d u réseau . Le vo l ume de la mai lle d e ce
1 1

r ése au vau t v = a:L3 = 8V ' V étan t le vo l ume d e l a c a vi té cubique.

Le nomb re d' o ndes stati onnaires d ont le module Ik\ est compris entre k et

k + Ak e st é gal a u r appor t d u vo l ume de l' o c t an t po s i t i f. compris entre les

sphe res de rayon k e t k + ~k divisé p a r l e vo l ume v de l a rnai l le , s o it :

~ayle igh donnai t a 9 une dignifieat ion p hys iqu e dif.férente : 9 r e p r e s en t e l e nom

b re d e mode s d 'on de s statio nnaires d u rayo nnemen t no ir pou r l' u ni t é de volume

de l a eavité et pour un in t e rva l l e de f.r équ e n e e ~v = 1 .

Ce ea l e u l e st rep rodu i t a u j o u r d 'hu i dans t ous les traités élémentaires sur

le rayonnement . Reppe lon s - le sueein tement : D'apres l a l oi de Ki r e h ho f f la eom

po s ition d u r a yonn e me nt n ' u ne eavi t é e n équil ibre thermique avec les p a r o i s ne

dépend pas , corome nous l ' a vons déj a dit , de la f orme de la cavité et de l a na­

t ure des parois . La f.o r me des o nde s stationnaires dépend naturel lement de l a

fo rme de l a eavité , mai s l eur no mbre g , pa r i nte r v al l e d e fréq uence , n ' en dé ­

pend paso Le ea l c u l d e 9 e s t tres fac ile po u r une cavi té de forme paral lél~

p i pé d ique don t l e s six pa ro i s son t p a rfa i teme n t ré f léchissan t e s (un peti t g rai n

a b so r ba n t s ur l 'une des pa ro i s s uff i t a assurer l ' é qu i libre t h ermiq u e ) . Con ­

s i dé ron s en pa r t i c u l ie r une cav i té de f o r me c u b iqu e de l o n gu eur d 'aréte 1 , e t

dont les aré t e s s ont r espee tivernen t paral leles a Ox , Oy e t 0 2 . Le s parois de ­

van t é tre des s ur f aees no da l e s pour l e champ é lec t riqu e de s o ndes s ta t ionnai ­

r e s , l es Drojee tions sur l e s axes du vecteu r d 'onde k , de module \kl = } , i n ­

ve r s e de l a longueu r d ' onde , do i ven t satis fai re aux rela t ións *:



(9 )

(1 0)

u
1 ep ( ~)
v v

9

1
Tou

q u ¡ Plane k de va i t a d joindre u ne r ela t i o n a nalo -

u
1 ep (~) ou d S

1v v

v " i
- = ep (-)
T . V

App liquan t (10 ) on obtien t

dS l
d Ul

Cet te re lation j ouera dans la s u i te un r Óle f o nd a me n ta l .

La p remi~re e hcise q ue fit Pla ne k f u t d 'appliquer la r e l a t i on (19 ) a l a

l oi de déplaeemen t de Wien (5) :

A l a r e la t ion (7 ) : Uv
g ue pou r l e s e n t ropies:

e t i.nver sa rit eette re l ation é e r i re :

Tenan t eompte de (8) o n p e u t mettre e elle - ei s ou s l a f o r me

u l = v F ( ~)

sl rep r é s e n t ant l' e n t r o p i e mo yenne d ' un mo de d 'onde s ta t ionna i re d u r a yo nne ­

ment (o u d 'un r é sonat e u r de Planek ) ~

Mais , a lors q ue l a r e l ation (7) e s t t rivi a l e et exprime l ' a d d it i v ité des

é nergies , l a r e latio n (9 ) n e l ' e st pas o En effet , l e s en tropies ne satisfon t

a l a r e l at i on d ' a d d i t ivi té qu 'a l a eondi t ion q ue lesvi b ra t ions des dif fé ren t s

mode s (o u r é s o nateurs) s oient indépendan tes , sans r elat i o n s de p hase entre

elle s , e 'es t -a - d i re a l a eondi t ion q u ' i l n ' y ai t pas de e ohé r e nc e en tre l eu r s

v i b ra tio ns. Po u r justi fi e r l a relation (9) , Planek a done été ob l igé d ' i n tro ­

duire ce q u ' i l a a ppe lé " hypo th~ se du r a yo nne me nt na t ure l " , ce q u i ve ut dire ,

"hypoth~ se de l'ineohé renee".

En tena n t eompt e de s r elation s (8) e t (9 ) Planek po uva i t spée i fier da van ­

t a ge l a r e lati on (6) e t l a me t tre sous la fo r me

Ce t t e e xpression e st i d e n t i q ue a e e lle o b ten ue par Pl a ne k , mais avee un e

s i gni f ieati on p hysique di f f é r e nte . Ce t te iden ti té mon t re q ue l e s modes d ' on ­

des s ta t ion na i re s du r a yonne me nt dans une eneein te s e eomporten t eornme d es o~

e i l lateurs l i n é a ire s. Au l i eu d ' a voir reeou rs a ux résona teurs de Planek dans

l a pa ro i qu i ne s on t q ue des aux i lia i r e s d e e aleul - il es t p l us satis faisan t

de r ai s onner sur l e rayo n nement l ui-m~me e t de eonsidér e r sa s t rue t u re qua nt~

f iée s ous fome de modes s t at i onnai r e s.

Nou s avo ns f ait un e e n to rse a l ' o r d r e histor i que en introdusant la me ­

t hode de Lord Rayle igh e t en s ubs t i t uan t a ux résona t eur s de pa rois de Pl a ne k

l e s mode s d ' ondes s ta tionna ires du rayonnemen t lui -m~me , ma i s l a · s implifiea ­

tion q u i e n r ésulte es t t ell e q u 'on voud r a b ien nous pa r donne r e e tte digres ­

sio n.

tion o r thogonaux da ns l e p lan d ' onde norma l a u veeteur k .
I l f a ut d one doub l er l a va leu r de q e t ée ri re f i na lement :

8 11 v 2
g = --;;J

/



(13)

( 1 2 )

( 11 )

(16)

(15)

R = [ -

e xp (_ 8V )
T

3 8vv e xp (- '1')

u =1

h r- u 1 u 1l
S I = - - ' 1(- - 1) Ln hvj + ""8' L h v

D' ou par intégration :

L'appliea tio n de l a r elation fon damen tale (10) donne:

expre s s ion q u 'i l mit sous l a fo r me :

expr e s s i on q u i e st bien de la f orme de (11) .

Par déri vation de (14) Planek obte nait d 'autre part:

2
d sl
~dU1

u 1
= h v e xp (- 8v )

T

e t en pa s s a n t a u l o gar ithme:

Ln
u l - 8v T- 1 , = - 1 In

u 1
h v '1' o u

8v hv

D 'apr~ s l a l o i de Wi en , l' e x press i on R €tai t done une fo ne tion l i n€aire·

de u 1 . Voiei done l es eone l u sions q ue Pl anek avai t tiré d e l a l oi de Wi e n e n

1899 e t qu' il e roya i t dé f i nitives . Le probl~me d e v a it r ebondir a u d€but de

l'année 1 900 lorsque de s mesures d e densi té d u r a yo nne Ment du eorp s noir d an s

l 'infr a rouge l o i n t ai n furen t eonnue s e t mon trerent que l eurs r€sul t ats

10

s o it en posant a vee Plane k

Cette '''loi ~ Wien " rendait bien eompte des r é sultats des mesures dans l e

domaine des g r andes fréq uenees , dans l es spee t re s v i s i b les et ultraviol et s , e t

Pl a ne k , ave e l a p l upar t d e s phy sieiens de s on t emp s, l 'ado ptait eornme relation

gén é r a le . 11 l'utilisa pou r ealeuler u ne e xpr ess i on d e l 'entro pie du r a y onne ­

ment du eorps noir . A pa r t i r d 'elle on trouve e n effe t :

( ln rep r€sente l a forme do rm ée pa r Planek a l a l oi de d épLaca ment; de Wien .

En 1 896 , Wien proposai t pou r la fone t ion Uv (v,T ) une for~e sa t i sfa i san t

a la l oi de d€plaeemen t (5 ) :

On vo i t done q ue l ' entr o p i e moyenne d ' un mode (o u d ' un r€sonateur) e s t

u ne fone t ion de l a seule va r iab le u l .v



(21)

(2 0 )

(17)

(19)

1 1

dS 1 -1
2

k e t
d s l k- - = T
~ ~dU1 u 1 dU1 u1

t 2 r1
R

d s l 1 2 (18 )
~ k u1dU1

R

RN' rapport de la constante de s gaz pa r faits au no mbre d ' Avoqadro .

Planck en conc l ut q u e dans l e cas l imi te des basses fréquences :

d 'ou

q u i donne par intégrati~n :

Ln y étant u ne constante d 'in tégra tion .
dS 1 1

En identi fiant avec T- (relation 1 0 ), Planck obtena i t ainsidU1

T-1 = 1 u 1 + k flv
8v Ln ( y u1)

En e f f ec t , dan s le c a s l i mite u1 ~ O (ou v qran d ) , ' o n trouv~ bien

R 8 v " i et d an s l e cas limi t e u
1

q rand (ou v pe t í t ) , R ~ } u
1

2.

On r etrouv e bien a i n s i l e s va leurs limite s de R conformes a ux r é sultats

expér imenta ux dans l e s deux régions spec t r a l e s ex t r @mes .

La r e lat ion (1 9) est équ ivalen te a
2

- d s~ = Slv [U1

1
- u

1
}k RV]

dU1

k

Dans le domaine d e s basses fréqu ences , l' e x pre s sion R de v enait do nc u ne

fonct i on q uadra t ique de u1 a lors q ue dan s le do ma ine des hautes f.réquences ,

ce tte f onctio n é tai t linéa i re .

Ce t t e c onstatat i o n de l 'existence d e deux expres sions pour R, l' u ne (16)

va lable dan s l e cas l i mite des hau tes f réquences (qui est l e cas d e s f a i b l e s

va l e u r s de u 1 ) , l 'aut re (18) valable dans l e cas l im i te des basses fréque nces

{qui est l e cas ,de s valeurs élevées de u
1

} don na a Planck l 'idée de combiner

les deux 101s limi tes par l' "An s atz ":

n'étaient pas conformes a la loi de Wien . Ces mesures faites a Berlin m@me ,

o u résidait Planck , par Kurlbaum et Pr ingsheim d'un e part , pa r Rubens d' autre

part , indiqu~rent que dans le domaine des basses f r é q ue n c e s u v variait propo r ­

tionnel lement a la température thermodynamique T . Sur le p l a n théorique ce r é

sultat éta i t c onforme , cornme devai t l e fai re remarquer Lord Rayleight et Jean~2
au "principe d 'équipartition " d 'apr~s l e q u e l, pou r u n oscillateur l i né a i r e o u

un II rno d e " on devait a voir :



(24 )

(23)

(22 )

(21) s 'écrit:

1

h
k 'B

k Bv

eto

hv
hv

exp(kT) - 1

8 TI v 2
--- "i soi t a

c 3

u =1

12

s l =k' [(1 + ~~ ) Ln ( 1 + ~~) _~1 Ln ~t J (25 )

En choisissant un e constante d 'intégration sa tisfaisan t a l a r el a t i o n

(11 ) o n obtient :

Grlce a la t he r mody na mi q ue e t a l' éle c t r oma gné t i s me e t a son "Ans atz"

Planck avait donc résolu le probleme qu 'il s 'étai t posé e t i l aurai t pu s 'en

tenir l a . MaLs il n 'était , pa s . satisfait. r i considérait son "An s at z" cornme

une " he u r e u s e t r ouv a il l e ", et i l se proposait de chercher une justif ica tion

t héor i q ue aux rela tions qu 'il venait d 'établir . rl se t ourn a it vers les v ues

atomist iques e t l e s méthodes p robabi l iste s de' Bol t zmann. Ce lu i - c i l' a vait

d 'a i lleurs encouragé dans cet te vois4 Jusque l a Planc k n 'ava i t c o n s i dé r é

l ' o euv r e de Bol tzman n q u 'avec sceptic isme. 11 a vai t c o n s idéré l e pr i nc ipe d e

Ca r no t cornme un principe r igoure ux de l a Phys ique , e t son interp r étation pro ­

babi liste par Bol t zmann l ' a vait choqué .

Bol tzmann avai t soumi s a une analyse probab i l i ste le p robleme de l'éne r­

gie et de l 'entropie d 'un ga z parfait morioa tomique. L'énerg ie d ' un tel gaz

est constituée uniquement par l 'énergie c i nétique de t ransla tion ~ mv2 de ses

molécules. Pour r e p r é s e n t e r l 'état microscopique a l 'échel le moléculaire,

d 'un qaz, Boltzmann avait introdui t " l' e s p a c e de s vitesses " , espace de coor ­

donné e s vx ' vy ' Vz d a n s lequel l 'éta t i nstantané d ' u ne molécule étai t r e p r é­

senté par l ' extrémi t é de son vec teur- vi t es s e ~ partant de l' o rigine d es coor ­

données . 11 avai t mon tré q u 'un é tat d 'énerg ie donné du gaz (é tat macroscop~

C'es t l a l oi pour l a dens i t é s p e ctra1 e d ' énergi e s du corps noir présen tée

Planck a l a Société de Physique de Berlin l e 1 9 oc tobre 1 9 00 1.

Planck l a complé ta en don nan t , par l'intégration de (21 ) , u ne express ion

de l 'entropie s l '

Ave c les données Log y

par

qui conduit a

Po u r ~v « 1 c ette e xpres s i o n doit s ' i den t ifier avec (17) d' ou y = 1 e t

Ln y = O.

Po u r Bv » 1 e l l e doi t s ' i den t ifier ave c la l o i de Wien s ou s l a fo r me
T h

(13) , d'ou B k de s orte que (22 ) pren d l a fo r me déf ~ni t ive :
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n représente l e nombre mo ye n d ' é l é me n t s d 'énergie r a yo nn a n t e pa r r é s ona t e u r

ou pa r mode .

(27)

(26)N E

N
n =

9

Cornme , d 'apres (8 ) o u (8 bis)

* A vr a i dire , c e sont l e s ce l lu les d e "l ' e s pa c e des phases ", produit de l 'espacE' de s posi­
tion s e t de l ' e s pa c e d e s vite s s e s, qui son t fin ies . L 'espace des phases i nt r odui t en phy
sique par Gi bbs n 'éta i t pas f ami l i e r a Bo ltzmann . -

i l s 'agissait donc de dis tribuer N é léments d 'énergie ra yonnante e n tre g ré s o

nateurs o u e n t r e 9 modes.

Cornme NE = g u l , nous définiron s avec Planc k

que) pouvait e 'tre représenté pa r un g r a n d nomb r e de distributions di f férente s

des points représentatifs des molécules dans l 'espace de s v i t e s s e s . Un é t a t

"macroscopique " du gaz étai t do nc caractérisé pa r l e nombre d e distributions

"mi c r o s c o pique s" q u i l u i c o rre s po nd a i e nt . Ce nombre W était a p pe l é par Boltz­

mann l a "p r oba bil ité" de l' é t a t macroscopique . " ge l o n l ui l 'état d 'équilibre

s table du gaz devai t correspondre a un état qu i rendait W maximum . Boltzmann

avait mon tré en outre que l' e n tro p i e S du ga z devait étre p ropor t i on n e l l e a u

logarithme de l a probabili té de s on état .

Mais po u r calculer u ne probab i l i t é W, c ' est-a -dire un no mbr e de di s t r i bu ­

tion de s po i n t s r e présentatifs des molécules dans l 'espac e des vi t esses , Bo l t~

mann s 'étai t heurté a une grosse dif ficulté. Le ga z lui -méme ava i t une s truc ­

t u re discontinue . 11 était f o rmé pa r u n nombr e i rnmens e rnai s fi ni d e molécules.

L ' espace des vi tesses par contre ava i t une s t r u c t u re continue. Po ur po uvoir

calculer u ne probabilité W d'un état , Boltzmann s 'était v u o b l igé d e c ompa r ­

t i me n t e r ce t e s p a c e , de l e diviser e n é léments d'extens ion fini e qu 'il a ppe l la

l e s "cellules" de l ' e s pace des vitesses . Bol tzman n s'était adonné a l 'illusion

que c es cellules n 'éta ient q u 'un arti f ice de ca l cul e t qu ' i l po uva i t d e voir

l e s rend re inf iniment p e t i t e s , fa i r e tendre l eur e x t e n sion vers zéro . ~ai s l a

suite devait mont rer que cet e spo i r n 'était pas f o nd é . Ces cel l u l e s s ont d ' e x

tension f i n i e . * En f aisant tendre leur e xtension v e r s zéro, on a bou ti t a un

no n -sen s , a u n e en tropie i n fi nie du g a z .

Le probl ~me q u i se po s a i t a Pl anc k éta it di ff.é ren t de c el ui de Bol tzmann .

11 s ' a gissa it po u r lui de distr i bu er une énergie de r a yon n ement U
v

e n t re des

r é s ona t e u r s ou des "modes " de r a yonnement. La structure de ces mod e s é ta i t

discont inue . 11 y en a va it un nombre 9 par unité de va l ume et pa r unit é d 'in

terva ll e de fréq uence . Mais la s t r u c t u r e de l' énerqie ra yo nnan te , d ' a pr~s l a

t he o r i e é lec t romagn é t ique , étaitcontinue . Po u r pouvoir définir un e pro ba b i l i ­

té de distribution du rayonnement , Planck s e ' voya i t o b l igé d ' imite r Boltzma nn

e t de do nner a l'éner gie r a yonnante une st rllcture d i s co n t inu e , de su ppo s er que

cette én e rg i e po uva i t se di~ i s er en u n nombre f ini N d 'élémen ts d 'énergie qu 'i l

appela S e n écriv a n t:



Ces défini tions étant précisées , i l s' a gi s s a it pour P l a nck de c alculer une

va l e u r de W en déterminant l e nombre de manieres d ifféren tes de d i s t r ibuer N

éléments d'énergie rayonnante entre 9 résona teurs ou modes .

Pour un i ntervalle de fréquence donné , la valeur Wv de ce nombre était

don né pa ra une f ormule q u e P l a nc k empruntait ~ l' a na l y s e combinatoire:

(3 0)

(29 )

(28)

l ' s oit

R/N a ppelé s consta n t e de Boltzmann . Elle ne

14

Z Ln Z - Z

k Ln l.
S = J" Sv d v

s

\./ = (N+g - l)~
v N ~(g l )~

Ln Z ~

u u
k ' [(1+ El) Ln (1+ El )

Sv = k g ' [ (1 + n ) Ln (1 + n) - n Ln n]

s v = k ' [(N+g) Ln (N+g) - N Ln N - 9 Ln q]

s v = k Ln Wv = k [Ln (N+g) ~ - Ln Ni - Ln g ~ ]

C1est Planck qu i a déf in i l a constan te k
fiqure pas da ns l loeuvr e de Boltzmann.

d' ou , en vertu de (9) e t de (27):

ce q u i peut encore s'écrire , en i n troduisa nt n = N/g .

e n négligeant l' u ni t é pa ra rapport ~ N et a g .

L 'approximation de Stirling permet d ' écr ire :

S étant l ' entropie totale

11 en résul te que

Cette formule est va lable a l a c o ndit i o n de s upposer q u ' une d ist ribu tion

donnée est caractérisée par le nombre ni d 'é lément s F. dans c haque mode sans

q u 'on puisse discerner ces éléments l es une des autres . 115 son t i ndi s c e r na

b l e s alors q u e les résonateurs ou modes constituent des éléments di scernables

e t localisa bles , distincts les uns des autres .

C 'est en t out cas l' h y pothe s e que Planck a d a faire i mpl i ci t eme nt sans

l' e x prime r explici temen t . Cette distinction n' a é té r e n d ue c laire que pl u s

tard , en 1911 dans une no te réd igée para La d is l a v Na tanson 5 et e n 19 24 q ua n t

Bose et Einstein eurent précisé l es f o n d ements de l a s ta tistique quan~ique

de Bo s e - Ei n s t e i n
6

. En Ea i t la formule u tilisée pa r Planck pour l. e s t cel1e

d e la statistique de Bose-Einstein .

La probab i lité totale W es t W ~ wv ' le produit s 'étendan t ~ t o u s l e s

in terval les de f réquences . Planck i n troduisit en s u ite le postula t d e Bo ltz ­

roann sous "l a forme q u ' i l lu i donna personne llemen t* :
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2
n + n

p l us r a d i calc, ce l le de

d e co rpuscules d'énergie

R = [ -

en 1905 , a i ntroduit une idée beaucoup

l a structure discont inue du r a yonnement lui - mªm e dormé

E = hv et de q u a n t i t é de mouvem ent p = (I~ ).
Pl a n c k n ' a jamai s vo u l u a dmet t re le po i n t de vue d 'Einst e in e t l a con tro ­

v e r s e entre les de ux physiciens a dur é 10 ngte mp s 9 El le n 'est pas résolue a

La g r a nd e u r R es t do nc liée aux fluctuations du ra yonnement.

La seconde remarque es t l a suivante:

Pour Planck l a structure disco ntinue du r a yonnement é l e c t r omagn é t ique E

= hv n'apparaft que l o r s q u e ce rayonnement entre e n r é action d'échang e avec l a

matiere .

Einstein8,

d
2

S 12] -1 = hKV 1 2
u 1 + j(. u ldU1

Einstein7 devait montre r plus tard en 1909, que ce t te g randeu r avai t une

signi fication phys i q u e intéressante . Re mp la<;an t en ef:': e t u1 pa r "i = n E = nhv

la r e l a tion précédence s 'éc r i t :

l'heure a c t u e l l e .

Je vo udr a i s enfin ajouter u n e de rn i e re r e ma r q ue.

que l e premier terme n était da a la s tructur e corpuscula i r e et l e deuxi eme

terme n 2 a la structure ondulatoire du ravonnement .

Ei ns t e i n devait montrer que le carré des f l uc t ua t ions d'un r a yo nn e ment lu

mi ne ux est donné par

h 6 ,55 10-2 7 erg sec

k 1 , 34 6 10- 1 6 erg d e q -1

2
R = ~

k

A partir de la v a leu r de k il pu t c a l c uler a uss i l es v a l e urs numéri que s

du nombre d ' Avogadro N = Rk et de la charge e de l' é lec t ron , et il o b t i n t a i nsi

pour ces grandeurs les valeurs l e s plus précises c onnue s a cette é poque.

J e voudrais t e r mi n e r p a ra deux remarques:

La premiere e s t la suivante. Po ur établir s a fo r mu le , Planck s 'éta it ser

v i de l' expression de

La c omparaison d e c ette relat i on avec (2 5) montre q u ' i l fa u t poser E=h v .

Appl iqua n t l a r e l at i on (1 0) ~ = T- 1 o n retrouve a lors aisément l e s fo ruUl
mule s (2 3) e t (2 4) . .

Plan c k dev a it p r ésenter c ett e méthode de déduction de sa fo rmu le a l a So

cié t é de Phys i q ue d e Berlin l e 1 4 dé cembr e 1 90 0, apres avoi r passé e n tre n c to

bre e t décembre "de s s e main e s de t r a vail in tensif " pour obtenir c e résul tat .

En confrontant s a formule a vec les r ésult ats des mesure s e xpé rimentales ,

il é ta i t en mesure de c alcul er l es va l e urs nu mé rique s des deux constan tes fon

dame n ta les h e t k q u ' il a v a it int rodu i t et i l obt int:



Pour justifier la re lat ion9 d 'additivi té des entro p i e s , Planck a dQ faire

l 'hypothese de l 'incohérence des 'v i b r a t i o n s des différents résonateurs ou mo­

des de r a yo nn e me n t .
Il s'est préoccupé dans la suite de savoir comment i l fau t modifier le

t héoreme d 'additivité des entropies en cas de cohérence entre des vibrations

lumineuses. Il a proposé ce sujet d 'étude a son élevé '\ax van Laue qui l 'a ré

solu dans deux pu b l i c a t i o n s importantes
l O

q ui semblent etre t o mb é e s dans

l 'oubli.
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PROCEDIMIENTOS EMPIRICO BAYES: UNA SOBREV ISION

E. Rubio Cal vo

Departamento de Estadís t ica Matemática e Inv e s tig a c i ó n Operativa .

I n t his paper we d iscuss t he s ource , e vo l ut ion a nd application of empirica!=

Ba y e s procedures , in t he l i t e r a t u r e. I n ad d it ion, we presen t a bib l iographl

ca l review compi led up to t he year 1977 .

ANTECEDENTES PREVIOS

Los procedimientos empírico - Bayes , han surgido recientemente en la li

te ratura c ien t íf ica .

Robbins , en sus trabajos de 19 55, 1 9 6 3 ; Y 1964 , presenta l o s problemas

fundamenta l e s , y Johns en 195 7 l o s extiende al caso no - paramétrico

Por o tra parte , Samue l , basándose en l o s t r a b a j o s ante r iores , abo~da

e l p rob lema de l a decisión compuesta desde e l punto de vis ta c lásico como l o

mani fie sta e n sus publicaciones de 1 9 63~a , y 19 64 indicando el caso bay~

s i a n o . En 196 3 - b , d á u n teorema l í mi t e pa ra t est de h ipótes is (hi póte sis

simple f r e n te a a l te rnat iva s i mp le ) , que u t i l iza en e l p rob lema de dec is i ó n

compue s ta . En 19 65 - a , i n t r odu c e l a noveda d . de considera r e l p rob lema de ­

dec i s i ón comp ues ta do mo un jue go frent e a l a Naturaleza .

No ob s tan te , l a ma yo r i a de l o s p r oble ma s f undamenta les de l o s proced i ­

mientos e mpírico - Bayes ya hab ían sido abordados y estudiados d e un a ma ne r a

i nforma l en a lgunos casos part icu lares , von Mises (19 4 3) y Robb ins (1 9 5 1 )

Como l a ap roximación e mpír ico - Bayes p uede considera r se como l a util i z a

c ión de todo dato i mportante , actua l o pasado , en e l a nál i sis estadístico ,

r e s u l t a que e n cualquier prob lema r e al que se p ueo a postula r la ex istencia d e

una d i s tribuc ión a priori de tipo f recuentista , éste se podrá aborda r de s d e

e l punto de v i sta empírico - Bayes

Así , merecen mencionarse l o s t rabajos de Gu t h r ie y Johns ( 1959) , Ha l d ­

(1960,196 71 .y Wetherill (19601 , referente a l a aceptación. de l o t e s por mues ­

treo y e l de Hald (196 7 ) que l o interrelaciona con el contraste de hipótes i s

17



PLANTEAMIENTO Y' DESARROLLO

x -X .
1k (

n
¿

i =l

1
na

n

siendo X1" " 'Xn ' n variables a leatorias independientes e i dé nt i c ame n t e

distribuidas con densidad f , {an } una sucesi6n de números pos itivos que

tienden a cero y k( .) una función de probabilidad .

Na d a r a ya (1965) ha demostrado que si f es uniformemente continua , en ­

tonces para una gran cantidad de núcleos , f n converge uniformemente , s o b r e

la r ecta real , a f con probabilidad uno Schuster ( 19 6 9 ) demuestra que es

Medgyessy (196 1) Y Te i c h e r (1961 ,1963) a bordan el prob lema de calcular

la di s tribución a p rior i G , c o noci d as la núc leo F(x I A) (6 p( XI A)} , y la ­

marg ina l t FG (x ) (ó PG (x l ) , relacionadas por la ecuaci6n :

Sin e mbargo , e n .e l con tex to e mp f 'r í co - Bayes r surge l a complicación

adicion al de que la d istr i bució n marg inal, FG(X ) no se sue le conocer y ­

s e tiene que s ustituir por un a d ist r ibuc i6n e mpírica , Fn( X} , obten ida a ­

tra vés de l a s observaciones r e al iza d a s de l a ~a riable a leat o r i a XG, con l o

que s e tie n e , de he cho, una e s t i mac i6n de FG( X} . Es ta e s t i mac i6n es s ug~

rid a por Pa r zen (1 962) , median te l a e x pre s i 6n : fn(x) = ~ f k(x~u } dFn(U}

donde k ( .) e s una f unc i6n de dens i dad y h ... O c uando n ... 00 • . - 00

Ot ra e s t im a ci6n inte r e s a nte e s l a de Rosenb latt (1 956) , cuy a expre sián

aná loga a l a de Parzen es :

18.

Lo s p rocedim ientos é mp í r i c o - Bayes como parte de l a Estadí s ti c a , ad­

quieren cuerpo de doctr i na e n l a dé c a d a de l o s 60 . Robb ins (1955) , o b t i e ­

n e l o s prime r o s r e sul t ado s . Su mé todo se ap l ica a d i s t r ibucion e s di s creta s

c on p é rd ida cuad rática y e l prob l e ma s e red uce a l cálcu lo d e l a d i s tr ibu c ián

marg i na l median te la a proxima ci6n de PG (x ) por l a correspon d i e n te emp í r ica

Pn (x ) . En dis t ribuciones c ont inuas , o b tiene res u l tados ~art i cu lares p a r a

el pa ráme t ro de l a Gamma y Miyasawa (196 1) para l a media d e una di s t ribucián

Nor ma l .

La obtenci6n de es t imadores , tanto de l paráme tro A , como de l a fu n ­

ción de dec is i6n 0G ' dependen de l a es timaci6n de la d is t r i b uc ión a priori,

siendo por e l lo uno de los problema s más estudiados .

En é sta se plantean do s proolemas 1} La existencia y por tan to su de

te rMinaci6n y 2} l a unicidad

pues cons idera que es aná logo a l de acep tar un l o t e cuando A ~ AO ' y rech~

zar lo cuando A > A
O

. Martz (19 75) aborda e l problem~ de planes de mue s t r e o

empí r i c o Bayes en un contexto econ6mico .

Samuel (196 3, 1 966) estudia las puntuaciones del t est de ent rada a que

some t e a a lumnos que llegan aleatoriamente a un colegio . Estimaciones de l

ve r d a de r o valor las obtiene Lo r d (1967) y Me r e d i t h y Kearns· (1973) . Cox

(1968) y Wi l l i a ms (1969) estudian e l problema de calibrado , s iendo X la me

dida dé u n v a l o r ve r d a d e r o A , s ujeta a un e r ro r distríbuido no rma lmente y

E (X l A) = C1 + 8A . Lemon (1972 ) apl ica estos proced imientos a la f i a b il i d a d



ta s c on di c i ones son s u f ic iente s . Además , si f y l a s . r + 1 pr ime ras de riva

das es t án aco tadas , l o s estimadores f n son t ales q ue f~S ) 'converge un ifor ­

memente a f( s} con probab i l idad u no para s = O,l, ... , r .

La s técn icas usadas para l a determinac ión de la dist ribución a priori ,

se basan en aprox imaciones sucesivas , minimizando la "di stancia " entre l as

dist r ibuciones es timada y r e al . En es ta l ínea des tacan , Robbins (1964)que

cons truye sucesiones de d is t rib uc iones q ue est im a n l a a p rior i . Demuest ra ,

con cie rta s hipótes is , q ue e l e s t i mado r c onv e r ge en mét rica de Lé vy .

S i n a lterar el fondo de l p rob lema pero con lig e r o s ma t i c e s destacan

l os tra baj o s de : Cho i (1966) q u e est ima l o s parámetros de un a mixtura fini

ta usando la d is tancia de Wol fowitz ; Barlett y Macdonald , (196B ) , lo ha­

cen ap licando e l método de los mínimos c uadrados ; Deely y Kr use ( 196B) dan

u na solución mejorada de l a de C~oi , pues aplican algori t mos de l a progra ­

mac i ón line al us a ndo la d i stanc ia supremo de l a no r ma y encuentr an u n esti ­

mado r q ue s atisface la c ond i ción de Robb i n s . Fo x (1 970) ge ne ra l iz a e l p ro ­

ble ma a d e cisión compue s ta utili zando la d i s tanc i a de Lé vy

Mar itz (1966 ) , aprox ima G po r un a función esca lera , Gk,con sa ltos de
k

tamafio Bj en l os puntos l j : FG .E S j F(x l l j ) En s u texto de 1 97 0
k ) = 1

recoge l os d is t i ntos mé todos de aprox imar la marg inal FG(X ) e n e l caso de ­

q ue G pe r tenez ca a un a f amilia paramétr ica .

Rutherford y Kr u t c hko f f (1 96 7 ) , suponen q ue G e s un miembro de l a f a ­

mil ia de distribucion e s de Pe ars on y con s t r uyen es timador e s Gn ( l ) de G(l ) ­

que c onv e r gen ffi med ia cuadr ática .

Rol ph (19 6B) e xam ina el caso especia l en que 1 pert enece a l i n terva lo

[O ,lJ r X e s una variable aleatoria ta l que p(xl l} es un po linomio en 1 .Ba:

sica me nte e l p rocedimi e nto cons i s te e n proponer u n a dis t r ibuc ión a priori ­

para l os mome ntos de G , Y obt e ner e stimadores Bayes de los momen to s . Con ­

s idera e l p rob lema de mi xtu r as d e fo r ma má s gene r a l pa r a const r u i r e s t imad~

r e s consistente s Ba yes de G , a partir de la di s t r ibución pos ter ior

Meeden ( 19 70 y 1 972 ) o bt i e ne proced im ien tos empí r i c o Bayes q ue sean a d

mi sible s y amp lia el prob lema de Rolph considerando que 1 E {8 , m ) Siendo

S nijder s (197 7) qu ien dem uestra que las reglas s e n c i l l a s de ~ipo empírico

Ba ye s obten idas e n un problema de decis ión forrean un a c lase comple ta .

Respec to a l prob lema de la unicidad de G , conocido con e l nombre d e ­

iden t i ficac ión d e mixt u r a s , se h a demo s t rado que en un contexto genera l no

posee so l u c ión . Sin e mb a rgo ex i s te un g ran núme ro de cas o s par t iculare s e n

l o s que se alc anz a u n a so l ución satis facto r ia , p roced iendo b i en ident i fi ­

cando r e stri c cione s sob re G , o bien estudiando f amilia s especiales de dis ­

tr i bucio ne s n úc l eo .

En la linea l oO Raiffa y Schlaifer (196 1) abo r d m el problema cons ide ­

rando l a di str ibución a prior i con j ugada natural .Te .t r:tter (1 9 6 3) , Ya kowi t z y

Sp rag i ns (19 6B) y Har i tz ( 1970) resue lven e l p rob lema co ns idera nd o mix t u­

r as fi n ita s.Teiche r (1963) d a un r esul tado no t a ble, pues e stablece un a con ­

d ic i ón necesa r í avy s u f ic ien te para q ue l a fam i l ia sea ident i ficab le con mix

tur as fi n i tas.Ya kowi tz {19 67} establece u n teorema de caracter izac ión para

la ide n t i f i c ac i ó n d e mixturas fini ta s de fi'\J'Oili.a>; e xponencial , normal, Cau

c hy y b inomial n e gativ a . Marit z l o generaliza al caso de fami lia.~rarnetríce.
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a l cons idera r famil ias expone'ncia les y 11a r i t z (197 0)

l a forma F(xI A) = k[(X- A) / a ] en dond: a es cono-

Como c onse c uencia , sur ge n probl emas e n cuanto a l compo r t amiento en pe ­

q ueñas muestras y a l a r a p i de z de l a c onve r gencia, de a h í que s e d i g a n ·. qu e
-oson as i ntót icamente op t imale s de r azó n o cuando: p (o n ) - p ( oG) = O (n ) --

s i e ndo o un rac iona l po s itivo

Esta cuestión ' la tratan J ohn s y van Ryz i n ( 197 1 ;1 972) q ue inv e stig an l a

conve rgenc ia y optima1idad de proced imien tos empíri c o Ra yes c o n s ide r ando q u e

las ob s e rvac iones perte necen a un~ f a mili a \ exponencial .

Yu (1971) es t ud i a r az ones o de c onvergencia , obte niendo que l o s e stima

do~e s e mp ír i co- Baye s con L=( o _A) 2 para l a familia exponencia l son a s i n tót i ~
n

cament e optimales con un a r azón o que depend e del orden de la derivada de l a

función de densidad . As í , s i e xi s te l a segu nd a derivada , o es menor que ­

1 /3 Y si no. l o s e s timad o r e s pueden no ser a s i n t é t icamente o p t imales .

Lin (1972) e s tudia d i stribuc i one s d i scre tas , probando que l a raz ó n o ­

de convergenc ia e s O < o < 1/3 , e n e l c as o de Po isson o = 1/3 Yen la bino­

mial negativa ó = 1/6 . En 197 5 c ons i dera el c aso c on tinuo ,. c ons truy e ndo s~

cesione s asintóticamen te op t í.ma Les (en e l s e ntido de Robbins ) de e st í.rnado r -es

emp í rico Bayes p a ra una fun c ión d e densidad dada y s u s der ivad a s con o ~ 1/ 3.

O'B ryan y Su s arla (1 973) , e n e l p roblema de est i mac i ón c o n pé rd i da cua

drát ica c on mues t ras dinámi c a s de distr ibuc ione s no r malesJdan estima dores e~

p ír ico Bayes de l a medi a q u e son a s intót i came n te optima~es con r a z ón o menor

La determinación de l a distr ibución a priori , tiene la i nme d i ata apl i ­

cación de servir para l a construcc ién de funcio nes de dec isión 0n que conve~

jan a la decis ión Ba y e s , 0G .

Rob b i ns t (1 955) prueba q ue pa ra un a ser ie de fami lias núcle o (po r " e j::,~

p lo Po i s son , ge ométric a , b i no mia l y no r mal ) , no 's e nece sita e s t i mar e xp l i ­

c itamen te l a a pr ior i G Po sterio r me n te , en 19 64 , s upue s to que G pertene­

ce a u n a f a mi lia de d i s tribucione s , da un a ca r ac te r i zación del concepto de

aproximac ión defin iendo la opt ima l idad as i n tó t i ca (o .a . ) c omo l a p ropiedad ­

de que En ~ (on) .J ~ . o . > P ( oG) , d ond e En expresa l a esperanza matemá t í.ca,

0G es l a decis ión Bayes , 0n l a dec isión emp í rica y p indica el riesgo

Ma r i t z (1 97 0 ) , u s a otro t i po de optimalidad a s intót icaJmás débi l , a l

c onsiderar l a conve rgencia en probab i lidad p (o n ) o >p {oG)

Po r otra parte , Ruthe r ford y Krutchko f f (19 69-b) def i n e n e l concepto ­

d e E - opt i mal ida d a s intótica para es ~ imadore s empír i c o Ba yes

Deely y Zi mmer . (19 76 ) d a n un método gene r a l b asándos e en la c onverg en ­

cia en probabilidad de las oérdidas : L( o , A)~> L( OG, A) , p a r a cada- n

Barnodff - Nie1sen (1965)

a l considerar f amilias de

cida

Te~cher (1967) da la demostración de que en el contexto general no exis

t e s olución , probando que un resu l tado obtenido por Rarndoff - Nie1sen

(1 9 65 ) e s falso . Yakowi tz (1958 ) t construye u n estimador consistente de G

para fami l ias de distribuciones .

Respec to a l a s e gund a l inea, Te i c h e r (19 61) , d a res u l tados gene ra les ,

considerando que F(x I A) pertenezca a u n a fami l ia cerrada ad i t ivamente . Ma­

r itz (1970 ) da resu ltados ~articulares en los casos de Poisson y Gamma ,



qu e 1/3 , sup ue s t o que el soporte d e la d i stribución a p r ior i e s e l int e r v a ­

lo [O,ij . En l a mi s ma línea Singh (1976) , obtiene e s t i ma dores e mp í r ico Ba ­

y e s para f amilias exponenciale s del tipo d e Lebesgue , p roban do que l a con­

vergencia de l o s ri esgos está acotada de la f orma

-4(4+3y)-1
c 1 n

siendo c 1 y c2 ' constantes mayo r e s que O y Y E: [ 0 , 2 )

La otra posibil idad s e plantea cuando el e s t i mado r emp~r~co Baye s , a ~

pesar de se r asintóticamente optimal , puede no ser preferible al e stima do r

convencional c uan do el nGmero de observaciones es "peque~o" . El problema l o

sugiere Good (1953) y lo plantea Haritz , resolviéndolo en s u s trabajos d e ­

1966 , 1967 Y 1968 p r o pon i e n do una suavi zación de los empírico Bayes , de - ­

tal forma que siendo asintóticamepte optimales mejoren también a l estimador

convencional aGn con un nGmero reducido de observaciones previ a s , al aprox~

mar la distribución a priori por una función en escalera

Además de los autores citados , el problema de la e s t i ma c i ón empírico ­

Bayes y de la construcción de los correspondientes estimadores , ha s i do es ­

tudiado por Ma c ky (1966) y por Maritz y Lwin (1975) , Ruther f ord (1967) para

la estimaci6n:_de cuantiles de la distribución a posteriori de A , dado X, q ue

convergen en valor absoluto . Destacamos el trabajo de Krutchkof f (197 2) por

su claridad didáctica a pesar de abordarlo de una f orma e l e me n t a l y que el ­

ejemplo que presenta no seaasintóticamente Bayes . Hannan y Macky (1971) , p~

ra la familia exponencial cuando los desarrollos funcionales no están a c o ta ­

dos demostrando que son asintóticamente optimales .

O'Bryan (1972) para muestras dinámicas , O'Bryan y Susarla (1975-a y - ­

1976) Y O'Bryan (1976) estudian el problema en e l caso normal, demostrando,

que son asintóticamente optimales obteniendo razones de convergencia,en

(1975-b) lo genera lizan al caso continuo . Couture y Martz (1972) a la dis­

tr ibución de Weibull Canavos (1973) pa,ra 'la de Poisson :1a It 7. y Licu

,(1 9 74 ) a la binomial , calculando el estimador suavizado y comparándolo con

el estimador empírico Bayes general. Lwin (1974) a la de Pareto . Posterio~

mente Lwin (1976) obtiene estimaciones lineales óptimas de l os parámetros - -
/

translacion y escala uti lizando e s t.ad í s t .Lco s ordenados .

El problema de e s t i ma c i ón en' el caso n -dimensional , lo aborda Good

(1965 , 1967) para distribuciones multinomiales . Posteriormente Cogburn

(1967) establece e l para lelismo entre los procedimientos empírico - Ba y e s -­

multidimensionales , y las llamadas soluciones "estrictas " d e los problemas

de decisión (Stringent solutions , véase entre otros a Robbins (1964) y H aa~

(1975». Efron y Morris , en 1972- b y 1973 ,plantean la obtención de e s ­

timadores empírico Bayes de observaciones n-dimensionales generalizando el ­

método de Stein . En 1976 plantean la estimación de la matriz covarianza .

Siendo Lwin y Maritz (1976) quienes estudian desde e l punto d e v is ta e m

pírico Bayes la estimación por intervalos .

El problema del contraste de hipótesis surge d e modo natural . Los a u to

res que lo tratan' t Robbins (1963) y Samu el (1963-a), e s t u d ian e l caso pa r arné

trico . Maritz (1968) plantea su a prox im ación empíri c o Bayes a p r oble ma s de

test de hipótesis y demuestra la optima1idad a s i n t ó t i c a d e e s tos métodos

Asatrjan (197 3) estudia ,e l contraste d e hipóte s is ba jo e l punto de v is ta d e
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la de~ i s i ón , elige entre dos acc iones (a l, a Z) referentes a l o s paráme tros

( Al ' AZ) realizaciones de v a r i a b l e s a l ea to r i a s independiente s . Susnrl a y ­

O' Brya n (1975) cons ideran un problema de dos acc iones ( A ~ c ó A >. c) para

la de n s i dad f(x I A) = k exp {- k (X-A)} r X > A y ,k > O I va r iable pero con~

cida . Van Houwelingen (1974 , 1976) , es tud ia e l caso de test s i mple frente ­

al ternativa s imple y el ne t est monó t o no s p a ra fami lias exponenc iales uni -pa­

ramétricas cont i nua s . Da resultados explícitos pa r a l~ hi pótesis nul a

HO N (- l , l ) frente a l a a l t e r na t i v a Hl : N(l , l)

Gil liland y Hannan (1977) generalizan e l caso de van Houwe l inge n a l ca

so de k acciones y dan un e jemplo alte r nat ivo al de Van Ryz i n y Susar la

(197 7) , g e ne ra l i z a c i ón del de Johns y v a n Pyz in ( 19 71 - 19 7Z)

Ma rtz y Kr uch koffvenc iona les q ue só lo ut i li z an l a info r ma ció n ac tua l

~E~~~~!~!~~~~~_~~EfE!~~_ª~Y~~_Y_~Q~~!~~ _!!~~~!~~ : UnR de l as par te s de
la Estadíst ica , donde l o s proced i mientos empír ico Bayes h an s i do má s f r uc t í

feros e s l a re lat i va a mode los l i n e ale s , ya que se basan en e l aprovechami~

t o d e d a tos numé r i c o s .

El a p rove chami e n t o de datos cronológicos , l o estudia Th e i l (1963) d es ­

de e l punto de vista c lás ico . Desde la óptic a b aye s iana , e s un problema

muy elaborado y destacan los trabajos de Box - Ti a o ( 196 4 , 1965 , 1968 ~ 19 73)

Tiao - Zellner (1964 -a ; 1964 -b) , Zel l n¡:,r - Tiao (1 96 4 ) t Zellne r - Che t ty

(1965) Tiao - Drapper (1968) . ' etc .

So n Raiffa - Schla i fer (1961) y Evans (1964) los que inic ian e l proble­

ma de la regresión desde el punto de vi s ta emp ír i co Bayes . Estudian e l mode

l o y = a + B x + E donde los par&metros ~ y B no se cons~deran i ndependien ­

tes y p roponen como 'd i s t r i bu c i ó n a pr io r i l a conjugada natu ral de a y B . -­

Evans (1964) d& un estimador Bayes de a y B .

En el c o ntexto empírico - Bayes , Cle~~er y Kr u chkoff (1968) estudian ­

el mod e l o a n t e r i o r con par&metros i nd e pe nd i e n t e s . Demuestran que l o s est ima

dores empírico Bay es t ienen un error c ua d r á t i c o med io inferio r a l d e l o s con

(1969) , generalizan e l modelo anter ior a l c aso y = X B+ E , donde el v ec ­

tor de erro res E se distr ibuye normal multi variante de media cero y de matriz

de cova r ian z a a 2 1 . La d i s t r i b u c i ó n a priori . G( B) se supone desconocida . ­

Re nc he r y Krutchko ff (1975) g e ne r a l i zan el mode l o y consideran las variacío ­

nes e n a 2

Ibarro l a ( 197Z-a) c ons idera , co n l a s mismas cond icione s de Mar tz y - -­

Kruchkoff un modelo de r egre sión no ortogona l , es tab lec iendo e l méto do de ­

o r togona l iz ar el mod e lo . Posteriormente , I b a r r o l a (19 7Z-b) aborda la esti ­

mac i ón emp í r ico - Ba yes e n mo delos d e regres ión no lineales . Estud ia e l mo­

de lo linea l ba jo dos perspectivas dist intas : A) . red uc iéndo lo a un mode lo g~

neral mult idimensiona l y E) estimándo lo directamente por med io de pol inomi o s

orto gonales .

Wind (197 0 y 1973) e s t ud ia el modelo lineal gen e r a l múl t iple , sin con­

siderar que el vector ~ e e r r o r e s se distribuye normal . Cons idera l a est ima ­

ción del vec t o r coef ici e nte con pérdida c uadr&tica y estab lece l a conex ión ­

con la estimac ión res t ring ida de Co gbu rn (1967 ) , al obtener so l uc i o nes mi ­

nimax restringidas , r e lat i vas a clases de equivalencia sobre e l e spacio de



tod as las distribuiones de p r ob abi lidad a priori con l os mismos momento s es

pecificados . En el contexto emp í r ico Baye s , ob tiene estimado res restring~

dos asint~ticamenté optimales , e s decir , funci one s de dec is i ón c uyo s ri e~

ga s Bayes c onve r ge n al ri es go d e l a dec isión min im ax res t r i ng i da en cada -­

e t a p a componente .

Bunke y Gladitz (1974) estudian s ucp. s iones dp. modelos line ales en l o s

que l a matriz de r e gresión es va r iab l e . Cox (19 7 5-a ) es t ud ia e l p rob lema ­

d e l a predicción dando i ntervalos de confianza empíric o - Ba yes . Ru b io --­

(1977) estudia e l modelo linea l c on y sin i n f o r ma c i ó n p r e v ia , con especial

de tenimiento l os casos en que exis tan s ingularidades

~! ~~!~!~~~!ª~ : En un prob lema de c lasificación e l de cisor debe clasi ­

f icar a un i nd i vi du o en un a de dos pos ibles categorias sobre l a base de una

observación X asociada con el i nd i v i du o F ix y Hodges , y Sto ler , s in su­

poner l a exis tenc ia de una distribución a priori , sugieren métodos que van

acumu lando tod a l a i n f o r ma ción a p r ior i , y obt i e nen proced im ien tos c uyos ­

r i e s go s se ap rox iman a l riesgo q ue s e t end rí a si l a estructura de l prob lema

fuese completamente conocida . Es t o s p r o c e d i mi ent o s están valorados en tér­

mi nos de probabi lidades . Problema e nunc iado y estudiado po r Fix y Hodges ­

(1951 , 1 95 2 ) Y Stoler (195 4) , desde un p un to de v i s t a c lásico . Johns

. (1 9 61 ) hace un análisis exhaus t ivo de l o s procedimientos emp írico Bayes

aplicados a l 'p r ob l e ma de la clasificación y aporta l a novedad de introducir

en la estructura del problema la función de pérdida . Krutchkoff (196 7 ) lo

aplica a l caso e n que t r a s cada observación actual , hay d isponible más in ­

formación sobre e l parámetro actua l . Supone que es un estadístico Y inde ­

pendiente de X tal que E(y I A) = A , o b t ien e un nu evo estimador o/ n (x ) de

AG(X) y demuestra que es asintoticamente optimal . Tamb ién aborda e l probl~

ma de l a suavización de los procedimientos empírico Bayes ajus tándoles una

recta , E(Y lx) = a + e x , por el método 'd e los mín imos cuadrados " en don ­

de los x i son variables con troladas y l a s Yi variables s ujetas a error .Por

último Shimauchi y otros (19 75) consideran l a mixtura de dis t ribuc iones e n

es tos probl e ma s .

Van Ryzi n y Susar la (19 7 7) obtienen generalizaciones, para e l problema mú!

t i pl e , a los t e ore ma s de Johns y v a n Ryz in (1971 y 19 72) Y los a p l ican al ­

problema de cla sif i c a c i ón .

§~!~~~ !§~ : Dee ly (1 9 6 6 ) estud ia e l problema de selección de l a mejo r

po b lación e n t re k de e l las , c uyo p lanteamiento es , dado n = ( Al" ·" Ak )

X = [ x(l ) x(k» } conociendo que l a s d istribuc iones condic iones de -­

(x( l ) , ... , x (k) dado (Al , . . . , A
k

) son i nd e p e n d i e n t e s, siendo x li) , de den­

s idad def i n ida por f A. . Def i ne l a me jor población o dis tribución como l a -
1

de mayor parámetro, l . . • = máx { A. } . Deely ob t i e ne reglas de deci-
me J o r l <i <k 1

sión y demue stra la o p t i ma l i d a d asintót ica de e l l as . Van Ryzin (1970) e x ­

tiende y perfecciona el trabajo de Dee l y , presentándolo como problema de ­

decisión mú l t i ~ l e monótona . En este trabajo s igue la líne a d e Johns y e x ­

tiende algunos de l o s resultados d e J ohns y Van Ryz i n (19 66,67) (publica do s

en Ann. Ma t h . Statist. los a ños 1971 y 19 7 2) a p rob lema s de decisión múlti ­

ple empíric¿ Bayes n o paramétrica , estudiando l a opt imal i d a d a s i n t ó t i ca y
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l a s r a zon e s d e convergencia a l r iesgo Rayes . Ques~da (1973-b) tamb i é n p re­

s e n t a e l prob lema de se lección múltiple no pa ramé t rica , pero es tudia el c a

s o continuo , mientras Va n Ryzin (1Q70) l o hace respecto al caso d i screto ¡

obte n iend~ una razón de convergencia 2 ~ k+4 ) - 1 .

Que s ada (1973-a) aplica l os procedimientos emp írico Baye s no paramétr~

cos a l o s p rob l ema s de predicción q ue habían sido plante ados por Wald (195m

Blackwel l y Girshick (19 54) , q ue cons ideran e l prob lema de predicc ión como

uno de decisión e n e l que t o do s l o s e lemen tos del mi smó son conoc idos . Co x

(1 97T~ e s tudi a t a mb i én e l prob lema de pred icción darido i n t e r v a l o s de confim

za emp írico Bayes

Baslndose e n un resultado de ~pa~ek (195 7 ) • Pospi~i l (1972) • c ons ide

ra el proble ma de decisión estadística con espacio paramétr ico f ini to

A = { D, l } , con dis tribuc i ones a priori b idimens iona les y e s tableciendo ra ­

zones de c o nv e r ge n c i a . Va jda (197 3 ) gene r a l i z a e l p rob lewa de Pospi ~ i l a l

cons i derar e l prob lema con A = {D. 1 • .. . • r } d i stribu c i o n e s a p r i o ri r - d i men

s i o nales y obtener resu l tados de c on ve r gencia • e l pr i nc ipa l es si p * e s

l a verdadera d i str ibución sobre A • o b t i e n e un p r o c e d i mi e n t o ón • cuya ra­

zón de c o nv e r ge n c i a e s { ~ (p*) }n . D ~ ~ ( p * ) < 1 .

Una de l as recientes aportaciones de los procedimientos empír ico Bayes

e s su apl i c a c i ón a l os p roblemas de in f erencia y dec is ión en p rocesos es to­

cls t i cos . Des tacan : Co x (1975 -b )que es t i ma l o s parámetros d e un proceso de

Po isson • "Kog ut (197 5 ) , r e s pe cto a u na c adena de Markov y Susarl a y Ph a d i a

(1 9 7 5) en p r o c e s o s de Diri c hle t sobre la recta rea l .

En la e s t i mac i ó n no paramét r ica de func iones de d is t r ibución , ademls

de l o ya citado • mer e c e n destacarse los tra b a j os de Ko rwa r y Hollande r - -­

(197 6) Y de Hol l ander y Ko rwar (19 76) que def inen una s uce s ión de estima do­

r es emp írico Baye s para es t imar una func ión de d i s t r ibución . Demuestran -­

q ue e s as intoticamente opt im a l r elat i va a p rocesos a p r iori de l t i po de Fe~

g u s on - Diric h l et : Prob lema i mpo r tan te e n e l momen t o actual e n e l a nl i is i s

bayes iano no pa ramét r ico (ver po r ejemplo Fe r gu s on (1 9 7 3) • Bl a c kwe ll ~973 )

Korwa r y Ho llande r (19 73) , Anton iak (1974) y Golds tein (1975 - a) (1 97 5-b)

e n t r e otros ) . Calcula n expresio nes p a ra l o s r i e s go s y l a r a zón de conver ­

ge nc i a d el riesgo t otal_espera do a l Bayes . Aplica l a aprox imac ión empí ric o

Bayes • basada e n proceso de: Di ric h let a l a es timació n de l a media de un a ­

d istrib uc ión .

ª~2§~~~9 !~ ~~S~ e La g ran va r iedad d e l a s ap l icac ione s de l o s proc ed i ­

mi entos emp írico Ba yes e n l a med icina nos impide r eali zar una s is temat iza ­

c i ón adecuada . Po r el lo r esa ltaremos a lgunos de l os t r a b a j o s que fuero n

p i one r o s e n este á rea y o t r o s que po r su actualidad s o n punta d e l a n z a

La aplic~ción má s intu it i va l a rea liza Ney wa n (1962 ) b a sándose en un ­

modelo c o ns i de rado po r Neyma n (1 94 7 ) y Chiang (1 951) cons iderando q ue l a se

riedad d e u na enfe~medad p uede exp resars e en t érmino s de un pa r á met r o A , ­

qu e no puede med i rse d i rec tamente y se s u s t i tuye po r un a s erie d e me d i d a s
,

c omo presió n s a n gu i ne a • tempera tura , a zuca r e n s a ngre • etc. Un t est r e a -

lizado e n un pa ciente nos di un r e s u l t a do qu e e s un a v a r i a b l e a l eatoria c u ­

y a dist r i b ución d epende de A

Otra ap l i c a c i ó n intere s ante es l a de W~nner y otros (1962 ) • rea l izan

es t ud i o s f i s io l óg i cos de l a r espuesta de l a t e mp e r atura de l cuerpo de los -
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mi ne ro s . La e fi c a ci a de l o s procedimientos de aclimatación se controla ex~

min a n do la d i s tr i b ución de t e mpe r atur a indi v i d u al e s e n una población somet~

da a cierta s condic iones de stress , e l c ua l viene me di do e n térmi nos de

t emp e r atura amb iente , humedad , etc. , l a d istribución núc leo q ue usan es

l a deno mi nada va lor extremo .

En la a c tua l idad l o s t r a b a j o s dominantes s e refieren a l método secuen ­

cial ent re l os que de s tacamos l o s t raba jos de Motuza y Zaborskis (1 9 7 5 ) y ­

Za borskis (19 77) estudiando e l número de éxi tos e n l a e lección de l mejor de

l os trata~i ento s . Weima (1976 ) e n ensayos de t ipo bacter io lóg ico , etc

RELAcrON CON LA DECrSr ON COMPUESTA

Au nq ue l a dec isión c ompue s t a es un a parte de l a Es tadíst ica indepe ndi~

t e de l os p rocesos emp í r ico Bayes , tie n e en com ún con el los , e l tomar de ­

c isiones e n un a s uce sión f in i ta de p rob lemas de decisión es tadística l l a ma ­

d os p rob lemas com ponente s , q ue : a ) Están idént icamen te distr ibuidos , b)

t ienen obs erv a cione s i nd e pendien t e s , c ) dependen de parámetros , l o s cuál5

s on desconocidos y e n genera l distintos .

La aprox imación compuesta busca e legir l a a cc ión , en cada prob lema

que min im i ce l a pé rdida media ya q ue e l riesgo en un prob lema compuesto se

define c omo l a ~edi a de l o s rie s go s de l o s prob lemas componen tes , y l os p~

r áme t rcs s on un a s uce s ión de constan tes desconocidas.

La aprox imación emp írico Bayes parte de l a hipó tesis de que estando s~

l e c cion a do s i nd e p e ndiente me n t e y teniendo a lguna , fi jada pe ro desconoc ida

d istribuc i ó n de probab i lidad a prio r i se e l ige l a dec is ión en e l últ i~o pr~

b lema de l a suces ión , tratando l os o t ros p roblemas como datos previos . De

esta fo r ma p ueden cons iderarse los pa rámet ro s como var iables alea tor ias i n­

depend ientes con l a misma , desconoc ida , d i str ibuc ión a prio r i .

Po r tan to , aunque l a s reg las de deci$ ión produc idas por ambas aproxi­

macione s suelan se r i d éntic a s , se obse rvarán d~ferencias s ubs tanciales a l

cons i dera r l o s p rob lemas de convergenc ias . , as intóticamen te optimal , e tc.

La decisión compuesta , es , inclu s o e n e l c o n t e x t o emp í r ico Bayes ,un

prob lema ant iguo . Fué t r ata d o parcia l mente , desde el pun to de vista e mpí ­

ri c o Baye s po r Rob bins (1 95 1) como un ejemplo r e petido de t e st de hi póte sis

s imp l e fre nte a lte r nat iva simple .

Hannan y Rob b i ns (1 955 ) prueban l a convergenc ia de l o s r iesgos y l a

correspond iente e n p robab i l idad para l a s fu nc i o ne s de decis ión de l tipo
~

Aa ' do nde G es una e s timac ión . d ire c t a de G , e s decir , l a proporc ión de -

componen tes e n l o s c uá les l a h ipótes is nu la es c ier ta .

Han nan y van Ry z i n (19 65) , inves t igan l a r a zó n de esta convergenc ia ,

de mos t rando que e n cond ic iones bastan te generales es del orden 1/ 2 y e n co n

didicione s más restric tivas del orden 1

Van Ry z in (1 9 66-a) 10 amp l ia a l caso en que l o s espac ios paramé t ricos

y de acc ione s s on fini tos de d ime nsiones m y n respectivamente .

Oaten (1969, 19 72) u s a x = (Xl! . · . ,XN) para es t imar GN ' s iendo GN l a ­

e mpírica de (Al , .. . , AN) . Es tos p rocedimientos j uegan .e l pape l de empír ico

Bayes f rente a l a estimación en cada problema componente . Establece , para

e l caso m x n , resultados aná logos a l o s obtenidos por van Ryzin (1966 -a) .
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Qbt ienen r a z o nes de conve rgenc ia de o r den 1 y l a c o nsidera c i6n de r e­

g l a s E - Bayes l e permi te amp l ia r el problema , en cond i c iones más débiles ,

al caso en q ue e l e s pac io de l a s a cc ione s es infi ni t o (m x ro ) y a l caso ­

( ro x ro )

La v e rs i6n sec uenc ia l del problema de decis i 6n c ompuesta l a inici a Sa ­

"mue l (196 3- a) (1 9 64) y posteriorme nte van Ryz i n (1 966-b) . La modificaci6n ,

consis te en usa r como e stimaci6n d e" G una s ucesi6 n de ~stiwa?ores y defin i r

Ó c omo un a r e gl a secuenc i al .

Samuel (196 3-3 ) cons i de ra que el p r o b lema c ompone nte o c u r r e secuenc ia l

mente e n e l ti empo , y e l prob lema de decisi6n c ompuesta s e c uen c i a l e n un ­

caso e spec ia l d~ una r e gl a de dec i s i 6 n c ompu e s ta en la c ua l e l prob l ema ­

ésimo pued e d e pend e r s 61 0 d e l os datos x 1, . . . , x i . Copas (1 9 69 ) i nd ica otro

tipo d e aprox imaci6n s ecuencial s upo n i e ndo que e n cada prob lema comp? nen­

te tras h aber elegido l a acc i6n , se c onoce e l valor del p arámetro , e nton­

ces e l prob lema i -és imo puede h acerse sobre l a base de Al ' · · · , Ai_1 ' xi .

Merece de s tacar se la aproximaci6n com o juego frent e a l a Natur alez a -­

q ue d a Sa muel (1965-a) a l p rob lema de decisi6n compuesta , obteniendo como

c a s o particular l a empí rico Bayes .

La naturaleza tiene una e strate gia desc onocida que le permitirá e l e g i r

e l va l o r d e A
i

dependiendo de l a s uCCi 0n p.s previas y de l o s parámetros e le ­

gidos , demostrando que si l a s pérdida s están a cotadas l a convergencia de ­

los r iesgus e s a s i n t 6 t icame n te opt im a l .

Gi l l i l a nd (1968) estudia l a estima~i6n secuencial c ompue s ta para l a ­

familia de distribuciones di s cretas ,usa pérd i 0 a cuadrátic a y demuestra que

l os result ados de cqnvergencia en e s t i ma c i 6 n "c omp u e s t a secuenc i al i mp l i c a n ­

l a c onvergencia (en e l sent ido de Césaro) en e l c ontexto e mpírico Bayes . En

este trabaj o , Gi lli l and se basa en resultados o b ten i do s por Swain (1 965) ,

para e l problema de decisi6n c ompuesta secuencial (en un c o n t ext o n o baye­

siano) . Po s t e riormente Gi l li land y I!annan (1969) o b t i en e n una e x tens i 6 n ­

del problema de decisi6n c ompuesta , conocido en la literatura como "exten­

ded compoun~ d e cis i un problem " .

Los pro blema s de tes t de h i p6tes is e n decisi6n compuesta s on abundan ­

tes e n la literatura , des tacando l os ~e Ney man (19 62) , Samuel (1963- a y ­

1 9 64) Y Sanved (1 9 70) que p l antea el p rob lema desd e l os puntos de v ist a Ba ­

yes , empírico Bayes y Decisi6n Compues t a . Samu el (1966) gene r a liza l o s m~

todos u s a do s en (1963 y 1964 ) obteniendo una reg l a de deci s i6n de t i po se­

c uen c ia l pa ra un p r o b lema de dec isi6n compuesta e n e l cual e l problema com­

ponente t iene e spacio pa ramé t rico y espacio de a c c iones f i n i t o . Es u n tra ­

bajo s imi lar a l expues to por van Ryzin (19 66 - a) . Demuestra que l a r e gla Ba

yes con res pecto a una es t imac i6n d e la f unci6n d e distr ibuci6n e mp í r ica de

los par ámetro s p rev ios e s asi~t6ti camente o p t i ma l ." Con sidera l a convergen ­

c ia de l o s ri e s gos c ompuestos y de l a s correspondientes pérdidas

La i d e a de que s i óG e s un a r e gl a Bayes (c omponente) respe cto a G im ­

plica q u e , en aplicaci6n repet ida , sea Bayes f rente a "f~ G( Ai } l a hab ía
~=1

considerado an t e s Samue l (1 9 65-b) , añadiendo que l a p ropiedad a n á loga p a ra

r e gl a s admis i b les componente s no tiene po r qué cum~lirse para e l problema ­

c ompuesto . En e s te trabaj o de s t a ca e l hec ho de que e n p rob l e mas de de ci s i ón
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"Leas t squares est imat ion o f d istri

"Multiparameter Problerns from a Bayesim

compues ta , l a e xistencia de una a priori l leva i mp l í c i t a una mayo r o meno r

dependenc ia entre l a s Ai . De hecho demuestra que t odas las r e g las Bayes en

el problema de decisión compuesta , que satisfag a l a s propie dades a s i n tóti ­

c a s de l os riesgos deben de c orresponder a distribuciones a priori q ue im­

p l i qu e que las Ai s on dependientes estadística mente . Copas (1969) añade -­

que una i nd e pe nd e n c i a a priori cond u c i r í a a un a r e gla s imple , y el t e orema

de Samuel af i rma que las r e glas simples no pueden converger e n riesgo .

Los contrastes de hipótesis han s ido también e stud i a dos por Ma r i t z

(1968) , apl i cándoles su método de suavización . Mar i t z (1970) hace u n a sín

t e sis de s i mple frente a simple , com puesto frente compuesto y lo análogo ­

para e l secuencia l . Merecen citarse los t r a b a j o s de Samu el (196 7) y Copas

(1969) q ue dan una revisión parcial de las aportaciones y d e los métodos - ­

aportados en l a l ite r a t ura . Johns (1967) estudia l o s problemas no paramét El

cos e n De c i sión Compuesta .

Una fo r mu l ación di ferente de l a s de cis i one s compues tas secuen~iales no

pa ramétricas es l a d a d a po r van Ryz in (1 966-c) conside rando que en e l

i-é s i mo prob l e ma componen te están d isponi bles los Al " ' " Ai - 1 Y l o s Xl " "

. . . , x i - 1 ' y que F (x I A) es desconocido . Van Ryz i n e s t a b l e c e una r e gl a B~

ye s basada en l a dis tribuc ión empír ica de A
l

, . . . , A
i

_
1

como a pr io r i y u n a ­

e s t i mación de F( x I A) como verosimi litud

La est imación de l a d istribución a priori en e l problema de Decisi6n ­

Compuesta la rea liza Fox (19 70) como ya se ha señalado y Rao (1976 -a)

Ra o (1 9¿ 6- b ) interrelaciona la esti~aci6n de l a d istribución a priori,

el problema de Decis ión Compuesta , l o s modelos lineales de regresi6n y los

procedimientos convencionales , Bayes y empírico Ba yes , y obtiene un e s t i ­

mador emp ír ico Bayes , que es una alternativa del d e James - Stein , expli ­

cando a lguna de s u s ventajas . De mue s t r a que las pé r d i d a s en el estimador ­

empírico Bayes s on i nferiores a l convencional aunque superiores al Bayes .
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u

is a lso c o rnpo s e d by the known previous

or A= Z B + c
l

E lv) = O and E (v .v ' )

(
Y\ = (x) (c\.H) R B + v)

Le t t h e li near rnode l given by

The l in e ar mode l y = x B + E, knowing t he prior Lnforrnet í on H = R B + v , wit h

t hree degrees o f know ledge o f d2 is studíed. In e v e r yc a s e i s obtained the

best line a r un biased estimators o f S, pr o ving i t s asintotic convergence to g.
Th i s study i s also done whe n t he design matrix is no fu l l rank aod when t he

covariance matr ix is non ne g a t i ve .

I f Z is a fu ll r a nk rnatrix and , V and ~ a r e no t singulars , t h e l e a s t squ~

red e s tirnator of B i s g ive n by :

E . Ru b io Ca lvo y F . Ca no Se v il l a

Departamento d e Estadíst ica Matemática e Investiga ción Operativa. Facultad d e
Ciencias. Universidad de Zaragoza .
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I n add i t i o n , tn i s 1ine a r 'rn odel (1)

inforrnation H = R B + v

be i ng R a (k x p) k n own rnat rix , v a random K- vector or the errors '~ i th

We wi s h t'? qilt'i i n a S ' s est i rnato r , o r an e st imato r of s orne f unc t ion o f B ,

such tha t i t wi ll be o ? t i rnurn in sorne way

wi th

which i s cornposed by t he l i nea r mode l Y = X R+ C ( 3 )

wh e r e Y i s a n o b s e rvab le r a ndo rn n -vec tor , X i s a n (n x p ) known rnatr ix , p ~ n

B i s an un k n own p-vec t o r . wi t h v a l u e s be l onging t o ~p a nd c a n randorn n -vector

o f the error s s uch that E ( c ) = O a nd E( c .c') = 0
2 V ( 4)

where 0 2 i s a finit e pararne ter,know n o r unkno wn , and V a r e al a nd s ymrne t r i c rna

tr i x which is e i t he r t otal1y or par t ia l ly k nown

ONSINGULAR ITIES IN LI NEARMODELS WITH PRI OR INFORMAT ION



(11)

(1 0)

e .

( 7)

\ o ;

...!... R ' 'l' - l H )
5 2

X'V - 1 E+

M- 1 t ha t i s an identica1 case t o

Thus the ca1culated Bis the Be s t Linear

[ 1+ e f X, v - 1X( f x, v - 1x+ 1 R' 'l'-l R) - l ]
5 2

e r ror is of t he same orde r o f magni t ude a s

estimators has the same p rope r t ie s as 8

-1 1 - 1 1 -1
R ' 'l' R) = M a nd ( -- X'V E+ -Z R 'V v ) = N

0 2 S

, where o stand s the re1ative specificat ion err o r o f f -

Then 0 2 f2 = f (l + e l s o that (9) c a n be wri tten i n

(...!... X'V- 1X + 1
0 2 5 2

have : E( ~ ) = S and V( B) = M-
1

Ob s e rva t ion

V( g f) = (fX 'V - 1X+ ~ R ' 'l' ~ lR) - l
s

There f ore the a pp rox i mat ion

This im p lies tha t any f-cl as s of

I f we use e xpe r i men ta l ly an f - clas s we ma y obse rve t hat if f -i n c r e a s e s the ­

estimator conve rge s t o t he l e a s t square d estimator on l y based on the p resen t sam

p i e i nformation . On t h e c ontra r y if f a pproac he s zero the prev i ou s i n f ormat ion

increases into i t s s igni f ica nce and in t he limi t we o n ly con s i de r t o i t

2) f = 1/ 0 2(1 + e )

wi th r e spe c t t o 1/ 0 2

t he f o r m

Th e un i ci ty o f the e sti mator o f S is obtained normally givin g 0 2 • When n o

a priori know ledge on 0 2 i s done we shall use i ts leas t squ a re un b i a s e d sample _.

e s t i ma tor ; we wr i te Bfor t he r esp e ct i ve est imato r .

3) If f is a rando m var iabl e such that the difference f - 1/ 0 2 is 0(n - 1 /
2

) ,

i n probabi l ity , be i ng n the observations number i n the samp1 ing information o f

the sample . 3 p roves that

The case o f un known 0 2 a nd kno wn 52

Then we can obtain t he next conc l usions :

a ) If S is unbiased , ~ f wi11 be asintotical1y unb iased , wi th its b ias - - -

38

The Sf estimato rs are unb iased o f S fn r eve ry f , a nd its c o va r i ance matrlx

1) If f

t h e 0 2 k now n

i s

Discussion

Whe n 0 2 is u n kn own a n d we rep lace f by 1/ 0 2 i n (4 ) , we o b ta in an f - cl a s s
r.

of estimat o rs , Sf . Eve ry o ne o f them is ge ne ra ted by a linear combinat i on who-

s e ve c t o r s and squared matric es are linear funct i on s of t .

the n we

Unb ias ed Es t imator (BLUE) wi th r e s pe c t to sample and prior i nfo r ma t i on s imu ltaneo

us l y

~ ( 1 X' V- 1X +=
0 2

is g S + (
1

that to s a y
0 2

c_ rl +
-1

NM

when
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O(n - l) i n p robab i li ty .

As U i s non-negative a nd Z i s f u l l rank , the l east square e s tima t o r may

be ob ta i ned f rom (Z ,u-lZ). í3 z' u- l A, and its i s : 8= (Z'U-1Z)-1(Z 'U -1 A)

(13)

q S k ~ P and V and

way ~e s hall o~tain

r < p < n , rank of R

3

(2) , r a n k of XLet be (1 )

Th e r efore , i n a simila r c f

f rom : (0)V fl )-1 (Y

H)

( Ofl2V fl )-1 (X

R)

~(X 'R ' ) (X!R ' ) ,, ( 1 2 )
fl s2 ~ s2~

In app ly ing t he thec n ique givi ng by 2 and having into accoun t that t i s ­

t he Z-ra nk , t here e x is t s a subs et o f ve ctors of the Z ma triz, s a y z(i l }.. , z( i J

whe re i l < <i t t suc h th a t the matrix z = 1 1z ( i l) , ... , z(i t} 11 has t -rank .

Th ere fore , i f Si = O f o r a l l i ~ { i l, ... , i t } is c lea r t h a t :

S = (z'U- lz} -l z ' U- l A

~ no n -negatives .

s o we obtain a u n ique e s t i mat ion of a subset composed by t e lemen t s o f S , con-

c r etely of f!>. t • • • , S .
1 1 1 t

I n o ther words , we express a set o f line a r r es t r i ctions with the compleme~

tary matrix to Z , which conduces to t h e f u ll rank model . This model adm i ts uni

q ue solut ion and it is a conditiona l ly un b i a s e d estimation to the complementary

matrix .

a } V( Sf) r-::. (fX 'V - lX + 1 R' ~ - l R } - l
s2

b ) ~ f ~ 8 + O( n - l) in p rob abi l i ty .

c) 8f a s in tot ical ly h as t h e same covariance matrix t han ~

d) 6- 8 is O(n - l / 2} i n prob abi l i ty .

e} S f - B i s O(n~ 1/2 } in p robabili ty

B} CASE OF NO FULL RANK OF Z

In this case , we conside r to X no ful l rank , b u t V and ~are non - negat i ­

ve , t h e r e f o r e U i s non - negative and t h e leas t squares estimator s ma y be ob tained

The est imator '8
1

, is the resul t of the minimization of : (Z- A13'1 )' (Z - Af3.L )

restr icted to W 61 = e where W is t he complementary matrix to Z , which spec~

fies the restrictions of the problem ,WS = C

Th en , the Z-rank wi l l be fu ll r ank p , when s ub space R be i ng complementary

to X (with re s pec t t o th e maximum poss i b l e dimension p ) I n part icu l a r i f R - -

and X a re d i s j o i n ted we wi l l h a ve p = r + q .

b) Sí as intotically has the same covar iance matrix that B
c) B - 8 i s O(n - l / 2) , i n p r o b a b i l i t y , with R being the genera l l e a s t - -

"-
s qu are es timato r . Whi ch S uses the prior and s ample information simultaneousl~

B is the leas t square estimator obtained when 0 2 is substitu t ed by i t s unbias e d

sampling estimator 32

d} From (11) and b } we may obtain t h a t ~ f - 8 i s O(n- l / 2) i n p robabi lity .

Case of no full r ank o f X



in

(14 )

6 +M+ N (15 )

Z' U*A whe re U* i s a -Z' U* Z

1

1\ -1 -1
V(6 t ) = (z 'U z)

v( íh · = M+and

andE( St) = 6t

"E ( 6) = 6from (14)

from (1 3)

The l e ast square s s olution is o b t a i ne d f r om

g - i nverse of U i n the Bos e's sense .

If f is a random v a ri ab l e such that the d ifference f-l / 0 2 is O(n-
l

/
2)

probabili ty , 3 proves that .

1) g f - = B + ( f x ,v-lx _+ 1z
s

2) Analogously to (11) we obta in

B
f

= S+ O( n- l ) , in probability

Proof :(on l y f o r (1.4)

In this situation we have the next model : (1) , (2) , V singular , a nyone

~ , rank of X = r ::: p a nd rank o f R = q ::: k . Th is im plies that U is s i ng ul a r ­

and rank o f Z = t < P

e ) '.CHE CASE OF SJ NGllLAI' V

S im i lar ly to the full rank case , a l l the c onvergences are asintotics in

probability .

Now t h e n , t he l e a s t s qua r e estimat o r i s not un i q ue) howeve r anyone o f them ­

are t he best l i ne a r unbiase d e stimators wi t h respec t t o the prior a nd sample in-

40

When 0 2 is unknown , bu t fixed , we could obtain the f -class estimator. Si mi

lar l y we should h a ve t ha t its v a r i a n c e is: V('Bf) ",=,(f X' V-1X + 1z R, ~ -l R)+.

The s a mp l e estimator of 0 2 _s h o u l d be n ow ~2 = __1_ Y'V- l [I -~( X 'V-1X)+x,v-l]y
naming to 8 t he corresponding es timator o f 6 i n th~sr s ituation .

f, + '
E ~ +MNJ= 6

E [( 6- 6) ( 6- 6) j

Furthermore , if A' 6 is estimable , it is .to -say s o , if A' belongs to the

ge n e r a t ed linear mani fold by the r ows o f Z , o r i n other form ------ ---------­

A' [ ( Z ' U- 1 Z)+( Z_'"u- l z? = A' ,then A'B has a unique B . L.U .E. and it is g ive n b y

A '~ , f or each 6 solutio n of (J 4)

We deduce that the corresponding c alcu l ated 6 are t he B.L. U.E . wi t h respect

to the prior and sample information simultaneously

Everyone o f t he solutions of (1 3 ) or - (14) is the best linear unbia sed esti

mator .

Theorem 1

wh e r e (-) + po í.nt.s o ut the g - i nvers e in t he sense of Moo r e - Penrose .

express ion i s given by

B= ( ~ x , v -lx + ~ R' ~ - l R) +(
02 52 0 2

As t h e rank o f Z is t , the rank of Z ' U-1Z will be t . Therefore (12) wi l l

not give a unique s olution r ather than a linear man ifold VL (p - t ) of solutions

Each solution is named "the gene~alized line ar s quares estimator" 1 a nd its a -



(16)

( 1 7 )

(18)

4
a n d t he -

Z (Z ' . Z) *Z '

z ' Ui Á] i t is t o s ay s o t h a t the -

1 1X'V* E + 2 R ' 0/* v)
0

2
S

~ X'V* y + 1 R ' 'I'*H)
0 2 52
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the o r e m

z ' U*l A ' =
j

X'V*X + ~ R ' o/*R) +
52

B + (~X 'V*X + 1 R' ,o/* R) + (
0 2 52

O'ÜO , whe re O' ( Di, 0ó ) i s o rthogonal , Di is any o rthono rma l basis

0ó any o rtho norma l bas i s of CiVL (t ) a n d ~ any diagonal ma t r ix with

elements .

4 ) UD = DU if a nd o n ly if UD is s immetryc , where D

( Z' Ui ZB) A = Z 'Ui A

Le t 81
b e , any vector s o that

~,

Z ' Urz SI Z 'U i A

5 ) VL( t ) is a n i nvar ian t sub s pace o f V .

A vers ion o f thi s the orem f o r t he e lemen ta l model may be see in
3

Theorem 2

p rove of the gen e ra l case may be see in

Le t U be the c l a s s of the eve ry pse udo- inverse of the s ingular U-matrix. Wh~

chevsr choice of U* E U. s a ti s f y ing the c o ndi tions of Gauss-Ma rko v t heo rem , i mpl i es

that the clas s of everyone ofthe Bsolut i ons t o t he equa t ions Z' U* Z S= Z'U * A is ­

the same

and applying again t h e Gauss-Ma r kov

1 . - The re e xi s ts a s ubset of t-eigenvect o rs of U forming a basis f or VL( t ) .

We shal l use t he s y mb o l (_)A to express the set of the bes t line ar unbi ased

estimators of (- ) From Gauss-Markov t h e o r e m we obtain that :

Proof :

non -negative

2. - The re exists a full r a n k r epa rame t r ization so that : E(A ) = ZS = we , ­
where W i s a (n +k) x t-matrix

Let be any Ui and Ui . As rank (Z 'UiZ) = r a n k (Z 'UiZ) = t , t he r o w-s p a c e ­

of Z'UiZ , is equal to t he Z'UiZ • Th e r e f o r e exists a non singu lar B-matrix s u ch

that

f o rm a t i Dn simul t ane ously , f o r each e s t imab l e parametric f unct i o n i f a nd only if

sorne of t he nex t condict ions (wh i ch fo rm t he gene ra l ized Gaus s -Markov the o r e m) ­

ho l ds :

3.- U

of VL (t) a nd

Coro l1ary 2 .1 : I n the conditions of the above theorem if 0 2 and 52 a re k nown ' , a

1east squares es t imator express ion is :

If º1 = {B I Z ' Ui Z B= Z 'U i A } a nd Q2 = {~ I Z 'Ui Z B= Z'Ui A }

ma y be see t hat U1 = U2

Therefore : n ~ 'UiZ B=
two sets a re equiváien t •
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" -1= 8 + O(n ) asyn totica l ly unb iased

I-X( X' V*X) +X' V* y

unknown but ~ - - -

is B.L .U . E . with E( B) 8

when a 2 b e

l:... R ' 'I'*R)+
2

s 1
Y 'V *

n- ¡::
R' iji*H)

éJ2
1

+ s2

then i t s e s t i ma t o r is

+ l:... R ' 'I'*R)+( l:... x ' v*y
s2 a2

is unknown

l:... X'V*Xa2

4 - ZYSKIND G. y :1ARTI N F .B . (1 9 69 ) "On 1east linear estimation a general

Gauss -Markov theorem in l i ne ar model s wi t h arbitrary no n negati ve cova­

r i a nc e estructure " SIAM J. App l. Math. Vol. 17 , n" 6 .

e ) s-a i s O(n- 1 / 2 ) i n ,pro b a bility .

d) S f - 8 is O(n - l / 2) in probabi lity

3 - RU BIO E . ( 1~ 7 7) : "Sorne que s tions in r egression a na lys i s (c lassic , bay~

s ian and empirica l -bayesian) " Ph : D. University of Saragosse (S pain)

-,

has as int~tical ly the ·s ame covariance matr ix than S

2 - RAYN ER A.A . Y PRI NGLE R.M. (1967 ) : " A note on gene ral i zed inverses in ­

t he lin e a r hypotheses no t of fu l l rank" Ann . Math . Stat i st . Vol. 3B,n~3 .

1 - RAO C. R. (19 75 ) : "Theory o f es timation of parameters on the general

Ga uss - Ma r kov model" (Ed. by J . N. Srivastava) North Hol land

I f f i s a random variable , s u c h t h at f - 1/ a 2 = o(n- 1/
2)

in probability ,

t h e n " i n a simi lar manner , we s houl d have :

Whe n a 2

Therefo r e 8=

Holding t hat every one o f the solutions of (lB)

and v d '!) = ( 1 X'V*X + 1 R' 'I'*R) +
a 2 s2

In a s i mi l a r manne r we should deve lop the case

fixed and s2 known we could obtain v d '!f) "" (fX 'V*X +
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NOTA SOBRE LA UNI CIDAD DE LA REPRESENTACION DE STONE DE AlGEBRAS DE BOOLE

R. Ar d a n uy Al b a j a r

Depart ame n t o d e Estadíst ica Matemática e I nve s tiga c i ó n Ope r a t iva. Fa cul t a d de
Ci e ncias . Uni ve r s i dad de Zaragoza .

Are tw o t otally dis c onne cted compa c t Hau sdorff s paces home omorphic, when the i r

Booleañ a l gebras o í a pe o - c losed subse ts a re isomor ph i c?

The an s wer is a f i r mat ive an d this paper i s int ente d t o prove the above a ff i r ma

tion. Thi s resul ts is us ed to demo nstr a t e the u n i queness , except f o r homeo­

mor phisms . of the representation of Boolean a lgebras by means of Boolean alge­

bras o í sets .

1.- INTRODUCCION

Es conocido que :

' pa r a t od a álge bra de Soo l e y e n particular pa ra todo á lgebra d e s u cesos

se puede encon t ra r un - I lgeb r a de con j u n tos isomo r f a a el~ a " . (T eorema de Sto­

ne , c uya demo strac ión pued e ve r s e e n 1 .

Ot ra f orma del r e sul t ado an t e r io r l a establece 2

"S i a es un álgebra de Boo l e, e xiste un e spac io de Haus dorf f t otalmente in ­

conexo y compa c t o S t al que a e s isomorf a a l á lgebr a de Bo ole de t odos l o s s ub­

conj un to s a b i e r t o - ce r r a do s d e S" .
Surge e n ton ces , ·de man e r a n3 t u ra l , e l problema de l a un ic idad de l a re ­

presen tac ión , (ver figura 1 ) , es to e s , sean S y T do s espacios de Hausdorff ,

tota lme nte i n c o nexo s y compac tos , que en l o s uce s ivo denominaremos espacios d e

Stone ,ó3(S ) y :h (T) las r espe c t i v as á lge b r as de Boole de l os subconj unto s -- - ­

abier to - ce r rados q ue s uponemos isomo r fa s a l a misma á lgebra de Bo o le L~ , y ­

por tanto i s o morfa s e n tre s í , n o s preg un tamos ¿qué s u cede e ntre l o s espa c i o s S

y T? , ¿son homeomo r fús? , o en otras pa l ab ras : ¿son ho me omorfos dos e spacios

de Stone cuyas álge b r as de Boole de l o s s ubc o njunto s abierto-cerrados sean iso mcr

fas? .

43



( 2 )

( 3)

( l)

~ , o ii ) existe n dos puntos distintos

,
absurdo )

~ ( G )

{ G E 63.(S) I x E G }

(Por reducc i6n a l

n
G E ~( X , S )

Di a grama relativ o a l a un icidad de l a r e p r esentación d e á l gebr a s de

Boo le

44

T

Se a Y =

~(x ,S)

per o al s er T compacto e xiste un subrecubrimi ento finito

s i Y no es un i t a r io , en tonces o i} Y

e n y

e s unitario

i} Si Y = ~ , t omando complementarios en (2) Y teniendo en c uen t a q ue ~ e s

un isomorf ismo se tiene e l recubrimien to ab i erto de T :

Son inmediatos .

Le ma 2:

Dado un espacio de Stone S y un punto x E S r e presentaremos por~(x,S ) a ­

la fam i l ia de a bierto - cerrados "q ue "con t i e ne n a x , esto es :

Propos ici6n 1

Sea S y T d os espacios de Stone , ~ : (}(S ) ---> ~ (T) un iso morfismo entre

esas álgebras d~ Boole , ent onces , p a r a cada x E S s e veri f i ca que el c onjunton ~ (G )
G E 53.(x,S)

2 .- TEOREMA DE LA REPRESE NTACION DE STONE

Le ma 1 :

Si S e s de St one , l a famil ia a3(S} , de l os sub con juntos a bierto-ce rrados ,

es una b ase de la topología .

To da a pl icac i ón b iunívoca y a bierta de un es pacio de Hau sdo rf f e n e spa c io

compacto e s un homeomorfisrno

Figura 1



(9 )

(5)

( 7)

( 6 )

( 8 )

(4 )

(11)

~ ( Gn Gc ) = ~
1

(10)
consecuen -

n
G E d3..( X , S )

~ ( ¡¡' )

1, ... , n .i

I n ~ (G)IJ' n ~ ( G~)lG E ~ ( X , S )

U
i = l

Y 2 E Y n H~

{

T =

G
i

E :13 ( X , S ) r i = 1 , • •• , n

Su pongamo s q ue x E G1 ' es deci r

G1 E B.(x ,s )

Pr o posición 2

La ap l icación f def in ida en (11 ) es· biun í vo c a .

4 5

Tendremos Aue p r o b a r q u e f es inyect iva y s uprayectiva .

t::::;

Es t a propos i ción p ermi te que dado s dos espacio s de Stone S y T , cuy a s á l ­

gebras de Boo1e ~( S ) y ~( T) sea n isomorfas med i ante ~ . s e pueda de fini r una

ap l i c a c i ó n F : S ---> T e n l a fo rwa

{ f ( x ) ) = n ~ ( G ) , p a ra cada x E S

G F; Q¿,(x,S )

i ) Sean x
1

,x2 dos pun t o s dis tintos de S y supongamos que f(x
1

) = f( x 2) , po r

s er S t o t alme nte i nc o n e xo existirá un abierto - cerrado G1 t al q ue :

n

a

10 c u a l es absurdo , y l o mi s mo o cur r e si s upo~emos q ue x E G~ ; en

c ia , no p ueden existi r do s pun tos d i s t i n t os e n Y .

por s er ~ i s o morfismo se tendrá

e ntonces

i i ) Si e x i s ten dos puntos di stintos en Y , l l amé mosle s Y1 ' Y2 ' po r s e r T

tota lmen t e i nconexo , exis t i r á un con j un to abierto - cerrado H1 t al q ue :

po r tanto

10 c ua l e s abs urd o ya que x E G
i

sea

t o mando complementarios e n (4 ) y t e n i e ndo en cuenta q ue ~ e s un isomorfis mo



(18)

(16)

(17 )

(14 )

(15)

(1 2 )

(19)

f( x ) r con l o cual G E: 6. (x , S ) ,-

para todo G E: ,G. (S ) .

existe un x E: S ta l que

4 6

E: r¡ '!' (F ) C'!' (G)
F E: 8. (x, S)

consecuencia f(G} c= '!' (G}

y ; f (x }

{ x}

f(G) ; '!' (G)

La ap l i cac i ó n f definida en (11) ve r i f i c a qu e

Proposición 3

En consecuencia f es suprayectiva e inyectiva , por tanto , biun í voca .

Jy E: F E: !1(T)

lf{X) ':F~
De (1 5) y (16) Y al ser ~ - 1 isomorfismo se veri f ica que

- 1 B.x E: '!' (Fa) E: (S)

ii} Para cada y E: T

l ueg o y E: '!' (G) Y en

Si Y E: f (G) , e x istirá u n x E: G t al q ue y

po r e llo

para cada G E: ~ ( S ) .

luego por la d e f in i c ión d e f (x ) , en (ll )

f( x) E: 'l' [ '!'- l (Fa)] ; Fa

lo cual estaría en contradic ción con (16)

por tanto f es inyectiva

; n
F d 3.(y ,T) .

p ue s basta aplicar la proposición 1 cambi ando l o s papeles de S ' y T Y tener en -­

cuenta q ue ,!, - 1 e s un isomorfismo entre las álgebras d e Boo1e ~(T) y 13(s) Vea­

mos , por r e ducción e l a b sur d o , q ue f(x} ; y . Para ello, si suponemos f(x)t-y ,

al ser T totalmente i n cone xo , existirá un a bierto-c errado Fa tal que:

{ f (x.}} n 'i' ( G~ } ; [n 'l' (G}] n '!' ( G~ ) ; (1
.L G E: g J x

1
, S ) G E: ;Q.(x

1
, S }

10 cua l es a b s u rdo , ya q ue teniendo en c u enta q ue G~ eS (x2 , S ) será

{ f ( X 1 ) } n '!' ( G~ } {f(X2}} n 'l'(G~} ; [ Q 'l' ( F )] n
. F E:~ ( x 2 ' S )n ~I ( F } ; {f(x2 ) } t- I

F E: 8..(X2 , S )

ento nce s



La u nicidad salvo h ome orno r f ismo s se deduce de l t e o r e ma 1 .

( 2 l)

47

(20)

abierto de S , para probar q u e f(G) es un abierto d e T

, entonces existe un x e G ta l que y = f(x} , por e l ­

t al que :

"Introduction to topology and modern a na l y sis " Mc . Graw

Book . Co . , New York .
I

y = f(x) c . f (Go) e f( G}

Hi ll

2 SHIHONS G.E.( 1963)

REFE RENCI AS- - - - - -

La demostración d e l a existenc ia es consecuencia de l a e s t ablec i d a en ~ -- - -

Si a es un álgebra de Boole , e xiste un ún ico espacio de Stone S , s alvo h~

meomorf ismos , ta l que~ es isomorf~ e l á l ge b ra 'd e Boole de t od o s l o s s ubcon j un ­

t os ab ierto - cerrados de S

Teore ma f u ndamen t a l (d e l a r e pre s ent a c i ón d e Stone )

po r tan tp

1 FRINK 0.(194 1 ) : " Re prese ntations of .Boo l e a n Algebras" ·Bu l l. Ame r. Ma t h . So c . , 47

pp . 755 - 756 .

Simmons (1963)

.Teorema 1

Ademá s . de ser f b i un ívoca (pro po s ición 2) , Y GC c 51 (S} , se t i ene

f (G)c = f(G C
} e 'I' (GC

} = 'l' (G) c

para todo G c B. (S) ·

Proposic ión 4

pe ro por la p roposición 3 es f(GO} = 'I' (GO) y por tanto abierto , e n consecuencia

f (G) también 10 es y de ahí f es abierta.

Al s er f 'biunívoca , (pro posic i ón 2 ») a bie rta, S de Ha u s dorf f y T compac to

de l l e ma 2 f es u n homeorno r fismo .

La a plicación f definida en (11) es un home omorfismo entre l os e spac ios t o­

pológico s S y T .

Sea G un s ubcon j unto

tomamos un pu n t o y e f(G}

lema 1 existe u n Go e B..(S)

x e Goe G

Si dos espacios 'de Stone S y T tiene n isomorfas sus álgebras de Boole , - - ­

!B.(S} y B (T) , de l o s sub conjun t o s abi e rto - ce r rados , entonces d i chos espacios
s on h ome omorfos .



M. Ca r me n de l a s Obras L . - Nasarre

( ) t he geometry of

Yr 6 ~J, si X o ñ:;:;;; > x ,

P l .: 11 2 .::.• . •

- - - > x }

I we denote with

--~ x
r

siendo

Ei > Ei +1 , Ei - - - > O v un vector

Give n a rea l separable Hilbert space

t he c losed l ine a r spbspaces of

The upp e r and lower, strong and weak limits are defined. The l o wer l imits

Dadas l a s auc e s í one s " !x (n ) I n 6 '1} x~n )
. _ . ( n) n (n ) .

u na suces i.o n !xo In é. N} X
o

ñ:;:;;; x
n n

a r e c losed line ar subspaces; the apper l i mi t s are c l o s ed a lghoug , i n general,

not l in e a r subspaces but un i ons o f c l osed linear subspac es , one of them being

the weak or ·strong lower l irnit respectively .

Cátedra de Geome t r ía .Ana l í tica y Topolo g í a. Facultad de Cienc ias. Uni v e r si ­
dad de Zaragoza .

Rev . Aaad . Cienaias Zaragoza, 34 (1979)

PROPIEDADES DE LOS LI MITES SUPERIO RES E INFE RI ORES EN ()

Consideremo s e l espac io d e Hi lhert separable real 1f., Con J( /t.) des ig ­

namos la geome t r ía d e l os subespacios l i ne a l es cerrados de (L . .
Las d ef inic iones de l ímite super ior e inferior oara esnacios métricos (1)

pueden ser apl i c ada s a la converqencia fuer te de sucesio~es vectoriales de ~

dando l ug ar a l a convergencia fuer te de suc e sio ne s de s ubesoacios l inea les ce­

r r ado s (3) y pa ra le lame n te se n ueden de,:i rijrestos l í mi t e s oara la converaenc ia
débi l.

Defi ni ai ón . - Dada una s uc e s í ón ' (E( n ) In é N},

l....SE (n ) . { x é 1t I ::t X 6 E ( n ) ~ x - - - >x }
n . n

l....i E (n ) · !x G k l:l x
h

'" r:( h n) 1\ {¡o (h n ) } C. {p,( n) }

1s E (n ) = ' !x<o -X 1·j x n ", .. (n ) -. x _ _ "- x l
n e ." ~ n

1i E (n ) = {x <= kla x h E E (h n ) 7 x
h

- "'- x l
n n

Esto s límites exis te n siemnr.e va rrue o ~r: (n ) r-n .

Lema. ­

exis te

49

Demos t raci ón . - Sea Una s ucesión

c ua l q u i e r a · oero f i i o z 6. 11. ,
{En ln é " } 3

1r.11 = lo

Para El ex is t irá P l 3. I(X
P1

- x ] z) I
ver ificará I(x(n} - x j z l] < El '

° 1



E n

( V . )
X J. ,

°i

> v . ( P . ) ,
J. · :t

es u n sube s pa c i o l i ne a l

< 2

x (Vl- l ) , t e nd r emo s l a s uces i6n
° 1

( 1)
x ,

]:)1

50

Si E( n) = r:; ' (n ) @ En (n) y

s e ver if i ca ~E"( h n ) = F.' ' +

."r>oposic i ón 3 . ­

'Ja r a t o d o h n ,

De acuerdo c on l o an t erior ,e s fáci l adverti r qu e los límite s s uper i or,

fuerte y débil , de s ubespac ios son uniones de s ubespacios line ale s ce rrados ,

siendo u no d e e llo s e l límite( in f e rio r f uer t e ó d é h i l , re soec tivame n te .

Si ls E( h n) = cte rth } ¿ In } , es un suhesoacio linea~ cerrado . S i
( ~ n

t s E h n) = c t e vu, n } ':' In } es también un subesnacio l i n e a l cerrado .

- --------- - ------- - - -------- - --------- - ---- ----- - ---- --------

Demostrac ión : - Ev identemente es subespacio lineal . Se a x "= ~ i E (n ), como l a s

clausuras f uerte y débil co inciden al ser li E(n) suhespacto , :I x ~ li E(n)

> v. po r definición de li E (n ) t 1.<--;" N " x (n) _~ - x (n ) - - ....p x~3 x
p

--- x ..--=.. , =- ~ o · 7 P I?
Estamos en las c ondiciones del Lema V ' existe e ntonces una suc e s i ó n ' Ivn i n ~ N}

Yn ~_ E ( n ) ,} Y
n

- _ ':>- Y - = = > x~ !J..r:;(n) . f'l1

Propos i ci ón 2 . - Dada - {r:;(n)lnc=N } , l s F.(n) es fue rtemente cerrado .
.~

Obeeroa oi-án : « Dada u na s uces ión Iv (n) In <s ~l } , l¡; V (n ) , lj V (n ) s o n cer rado s ( 1) .

Demostraci ón . - Aná loqa a l a de la Prooosición 1, teniendo en c uenta aue al tra ­

tar se de ~ E(n) , l a s suc e sio nes parciales déb ilmente conve r qen tes p u e d en s er

di s j untas, l o q ue no interf iere oara encontrar una o a r c i a l {v h Ih n e N} ,
F.( h n) nYh ~ , , vh x ' nan n

Obse rvación . - Si V (n ) - - "'- E , F. e s s iempre c errado .

De acuerdo c on l o anterior , t e nd r e mo s

( i 1 , ... r p , .. . ) .

Compl e tando l a s uces i ó n con

buscada . rJI

n- .. , 1 . - Para toda suces ión -{ p,(n)lnéN } , li p,(n )
r rop os -w'wn --o-

cerrado .

Para E
i

, :¡ o i \(x o . - x l z i] < \I x
O j

_ - x ii < E i v -y'í;

I<x(n) - x \z)\ < E . . J.
P i P J.

Reiterando el n roc e s o , to~emos la sucesión
x( Vl) , . .. r x( v2 - 11 , x( V 2) , (vr l) (v3)

P l P l °2 x p 2 ' x0 3 '

x( Vi+l-l) , x( Vi+l) ,
P i °i+l



Demost ración . -

Des -

X " =

cons -

== >yll ~ E "

==>

x sobre esta
(n )

j Xn-==.E

x == > X l +

y "

--"'-

y ' <: E '

--"-

y " ,

x "
D

n

v ". k
n

y '--"-

x .:21. E (hn ) , J X!': e: E (kn ) (!':n) c. (h
n)

3> x
k

-- .:>. x .

E , ( k n ) E,,(kn)n '+ " x ' ~ p, ( kn )
y x k = x k x k ' ,. = ~ ,

n n n r'n '
ser acotadas ' { x ' k l , <X'\ } " los límites suoeriores

n n
~ x ' n --~ x ' I

• n

Sea

Sea . lE ( n ) In b N} una suce s i on de s u b e s oa c í o s t ale s eme

e n tonce s E(n ) -- - > E:

x " 6 E ,,(kn ) y al
k

n
tantes ~ { x' } , ' Ix " l , (p ) e; (k )

~n Pn n n
XAX ' ~ l s E ' (hn) x """ls E,,(hn).

Propos i ción 4. - lj E (hn: E ~ <= = > E (n ) -- - ) E .
n

li ET hn) F. .({hn
< ;:: ;:; ) E (n) E .

~

l s E (hn ) = E {h
.J. .l-rf;"Proposición 5. - Si = > J¡; E (hn) = E h

n
.

~ n

x -- - > x y {xv . +1 ' x } '- B(x , Ei) . Y!An v i + 11.

Corolario 1 . 1 . - E (n ) - -- > E <= => ls E( h n ) = E -Yth ).
-+ n

Reciprocamente I sea '! ~ E I + E 11 < = => v = y I +
== > y ' b. E, (k n ) v" EoE,,(kn) y '

k . k . k
n n n(h )

== >Y 'k
n

+ V '\ n --"- y == > YE. ~E n ·
1lZl

.~ xk -- - > X .

n
== > (xo I yp )

e n - n

5 1

a ) Sea

Demostraci ón . -

Demostméión . -
a ) Si x ~E(hn) - - - > x == > ~' l E(hn ) Eh x h x -= -+s. = • •

n n
i i) Se a x ~ o A x ~E. Toda bola de centro x , corta a ca si todos los

términos de la s uces ión ' {F. ( n ) l , oues s i exis tiese una bo la B (x , E ) Y ti na

sucesión parc i a l ' {E( h n)} 0ue verificasen B (x , E) 0E(hn ) = ~ , como

l s E(hn) E , . ex i s t i r í a una sucesión {x
k

}, x
k
6 .s (J~ n ) A l E ( !':n)¡ e {E( h n)}

.:¡ x
k

--- > X y ifn > 'l!, x ",B(x , El f)E( kg) n
n

Probado esto , construyamos las bolas de cen tro x v radio la sucesión

El T eorema an ter ior no se c umo le en l a converqencia débil Dor carecer

ésta d e b a s es numera b l e s de e ntornos .

compon iendo según

{ En I n 6.. N} En > E , E - - - > O . Tornemos El v consideremos l a bola
,}' n+1 n (n ) ' . ( 1) ( v 1)

B(x , El ) 1' n > El ' s oe , El ) (\ E ~ ~ v los subesoac í o s E ' oo ., E .
,~ - (n )

Pasemosalas iquientehola B(X, E
2)

V n > E
2

B(X , E
2)!lE

~~ y los

subespac ios E ( v 1+1) , . .. , E (v2) :

Re iterando el proceso obtenemos una sucesión E(l)

E( V1+l) , . . . , E(V2 - 1), E( V2) , ~' proyectando el vector

sucesión obtenemos l a de vectores correspondientes {x In~N }
n •

Teor ema 1. -

= E r( h
n

) r



x

u <sE .__ :;:lo". u ,

(u l x)_...:. _ >

==>

, en oarticular

--- > x

(k )E n 3 Y
k

--~ v. Desc om? o ng amos

, E O:g ).!. .. E E (k n ) l'asando
x k~ r x k

n
• .

x '
o.. n

VZé"Jt ==> (u [x )
Pn

c aso a nter ior .

Yk é::
n

+ x "k '
X~I; n

k
n- - - ----

u (u
o

' z ) - - - > ~ / 2 ,

• n
u(x 'p , x ) - - - >0 == >

n
== >

= :;;; >

rr/2

u = o

\.

1. K. KURATO¡'¡SKI , Topo loqy , vo L vL. Academic Press (1966) .
2 . ~1. C . , OBRAS , So b re converqencia en e l espacio de Hi lber t de suc e sione s de

subesp a c i os de d i mens ión o cod i men s i6n finita 1 1 . qev . Mat . lIi s ? - Ame r.,
n" 6 (1 97 4 ).

3 . A. , PLANS, Proniedades angu l a res de la converaencia en e l e spacio de Hi l ­
ber t. Rev . Ha t . Hisp . - Amer. , 4a Serie , T. xxr , n " 3-4 (1 9 61) .
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Este trabaj o e s u na pa r t e de mi Tesis Doctoral . Qu i e r o expresar mi a gra­

d ecimiento al Pro f . A . Plans director d e la misma por s u con t i nua ayuda .

Si ui'o , (u
p

[z ) --- > (u l z ) ,
n

u (u ,x) -- - > rr/ 2 . Es tamos en e l
Pn

El r ecíproc o en g e nera l no e s cierto ( 2) .

--- >

Si

a representan tes un itarios

b ) Si

según E (kn )
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SOBRE DUALIDAD EN ESPACIOS LOCALME NTE CU,l\SICONVEXOS·.

M. Soler

Departamento de Teoría de Funciones. Facul t ad de Ciencias. Zaragoza (España).

We s tudy a duality the o r y en locally quasi-convex spac e s. These anes co incide

with t he l ocally pseudo- convex space s .

INTRODUCCI ON

En 3 def i n imos l o que se e n tend ía como espacio loca lmente cuasiconvexo, y

vimos q u e este concepto c o incid e con e l de e spacio l o c a l ment e p s e ud o c o nv exo .

Es t ud i a mo s aqu í una teoría de dua lidad sohre esto s espacios l o c a l me nt e cuasi ­

convexos. El desarrol lo r e n er a l es similar al clásico, aunque a parecen a lru na s

d i f e r e nc i a s , debidas , por una parte , a q u e a hora no tiene por q u é ex i stir u n

entorno a b s olutament e convexo (d i s t i n t o del espacio total), y por o t r a , a que

sus tituimos e l c uerpo de esca l a res por u n cierto espacio v e c t o r i a l cuasiseminor ­

mado , con l o cua l i n flu y e la dimensión a l rebraica d e este espacio vectoria l e n

los r e su ltado s que se ohtien e n. Precisamente e n estas d iferenc ia s es donde

c reemos que radica e l i n t e r é s de este a r t í c u lo .

Sean E , F, G tres espac ios vec toria les sobr e e l cuer po ~ , que s u pondre ­

mo s e s R ó C . Su po n e mo s que ha y de fi nida en G una c u a s i s emi nor ma q , con

constan te de s ubadi tividad K .

Si tenemos d e finida una aplicación b i l i n ea l

B : E x F ----7 G

dec imos que ( E, F ) forman u n r, -pa~ re spec to d e B . ne~ ime s oue B , o e l r,-par

separa pu n tos e n [ si dado x e F. , x i, ex iste y e F tal que

B( x ,y ) i a . De fo r ma s i mi l a r se defi n e e n F . s i B separa pun to s en r y F ,

53
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se s irue sin d ific u l t ad que ( E,L(E ,G)) forman un G-pa r dual .

ljJ anter iormente

con un suhespacio

r En lo sucesi-

d o s espacios v e c t or i a l e s y L(E,G) el espacio v ec t or i a l de

l ineales de E en G . s i definimos la aplicación bilineal

Si q es la cuasi seminorma de G , las aplicaciones

r : E~ L<F, G)

r rx) = x1'

Py : E ----7 R.

d ef i n i das , para cada y e F , c omo

p/x ) 'l[R(x;y)j q o y v Cx)

e s t o e s , Py = 'l e y* , s o n cua s iseminormas, con la misma constante de s uba di t i ­

v idad K de '1 Por t a nto la f a mi l i a ( Py) ye F. d ef i ne en E una topoloría,

c on la cual E e s loca lmente c uasic on vexo .

y'" : E ----7 G

y '" (x ) = B( x ,y )

La d emostración de nuestro próximo resultado es inmediata.

1 . DEFINICION . - Se llama topolog~a débil en E a la definida por la familia

(Py)yeF d e cuas iseminormas . La representaremos po r o(E,F) .

Re s u l t a evidente que si q y '1' son dos cuasiseminormas en G , Y

0 'l( E,F) , 0q,(E,F) la s correspondientes topologías débiles, se verifica que

si la topología inducida po r q en G e s más fina que la inducida por '1'
, \

0q (E , F ) es mas fina qu e 0q,( E,F).

Si '1 es una cua s inorma, o(E,F) es d e Ha usd or f f si, y sólo si, B

s e pa r a pu ntos en E .

B E x L(E,G) ----7 G

B( x , fl = f Cx )

es tambi én l ineal. s i B separa puntos e n F, la a plicación

d ef i n ida , e s inyectiva, y po r tanto, se pued e ident i ficar F

lineal de L( E , G). Se tiene un resultado similar para E y

vo , indicar emos ljJ(y) ' por y*

'41 F - - :;> L< E,r,)

ljJ ( y) = y1'

a ue e s lineal. De f or ma t otalmente similar, a cada x e E le corre sponde un

elemento x * e L(F, G) y la a plicación

qu e , e v i dentemente, es un elemento d e L(E,G) . Podemos hacer corresponder a

cada y s u imaren y * , quedando definida una aplicación

Co n s i d er e mo s a hora un G-pa r ( E,F) respecto de una aplicación R . :nado

y e F , qu e da definida una aplicación

Sea n E , G

la s a plicaciones

usual

se d i c e que forma un G-pa~ dual. Veamos un e jemplo de G-par dua l :



t iene la forma 'a ~':

l a topología d ébi l v er i f i c a

déb~l e~ la m.l:n~ma que hae e

y e, F .

con ; Jnto:

55

ca s o c lás ico ,

La t opol og.l:a

yO , palla eacla

e l polar de un

r-- ,
a e R , la a plicació n

8 # O , la aplicacións i 8 e R

Pe r o como dado

g : E ~ G

yi< : E ---l> G

y*(x) = B(x, y)

B : E XI· F --» G

B« x n ) ,a ) = ( ax1,ax 2)

De igual forma que e n el

a quí una cond i c i ó n de mí n imo :

eont~nua~ a la~ apl~eae~one~

Pasamo s a hora a e studiar

e s lineal .y continua.

resulta que g # a* para t odo a e R . As í F no coi ncide c o n el espacio

Lc( E, G) de las apl i cac ione s lineales c ont inua s d e F e n G .

En e l caso par t icu l a r d e que l a d i mensión al~ebraica de G sea 1 y

q una c uasinor ma , e l rec í pr oco a nter i or es c ier t o , y l a demo stración es

similar a la clásica.

Por tanto , s i la dimens ión d e G e s 1 , q e s una c ua s i norma y R

s e para punt o s en F , F e s · isomorfo al es pa c i o v ec t or i a l de las a Dl i c a c i o­

ne s l ineales débilmente cont i nuas de E e n G

La topo l o gía débil v i e n e dada por l a seminor ma p

de f in i da como

La aplicación bilineal que c o n s ider a mos es:

2. PRO POSI CION. - Sea n . E, F un G-par. Para cada y e F , la a plicac i ón

Sin embargo , el recíproco no e s c ierto e n gene r al . Veremos 'un c ont r a e j em­

plo , e n el que la dime n s i ó n alge bra ica d e G e s 2:

Sea E el espac io de la s s uce sione s finitame nt e no nu la s , F = R Y

G = R2 , do t a do e s t e ú l timo de la norma

es débilmente continua. #



v i i i ) Si q es s emi c ontinua inferiormente, AO es débi l mente cerra do.

l/k

es absorbente~ O • Por l o tanto ,

Vy e A}

M e s débi l mente a cotado s i , y só lo si,

A~
~

~ e ~

(/
ieI

sup ( q [ R(x , y )] l v e M}

Defi n i rno s

( x e E I q [B ( x , y )] ~ 1

(u
ieI

Sea MSo F

si y sólo s i, A es dé bi lmente acotado .

Si /!, = rx e ~ I I ~ I ~ l } , entonces ( /!, A)o

A q. AOO

AO = A
OOO

AO es equilibrado y a b so l u t ame nt e cuasiconvexo, con c onstante

( siendo k la cons tante de su baditividad d e q ).

( ~ A ) o = t AO si

mo s que

Se ver i f i c a que pa r a c a da MS F coinc i d e n 'fM y el f unc iona l de Mi nkow sk i

d e MO Corno además, s i M e s un s ubcon j unto de F M es d é bilme n te

acot a do s i y sól o s i M e s a b sorbido por {x) o para c a da x e F. , tene-

4 . PROPOSIC ION. - Sea M5' F

f M es una cuasiseminorma .

DEMOSTRACI ON: Sea ~ e l f unc i o na l de Minkowski de MO . Si M es débil-
t1°

me nt e a cotado, r M es una cua siseminorma por ser MO a bsolutamente cuasi-

c onvexo , equilibrado y a bsorbente, y ~ o = f MM

Si ~ M es una cua s iseminorma , pa r a cada x " e E existe a > O tal que

5 6

y d e qu e a l s er q sem icont i nua inferior mente , (x e G I q (x) f l } es

c er r a do . #

AO = n ( y ,., ) -l { x e G I q Cx ) ~ l}
veA

vii)

vi )

En e fecto: i - v i i ) t iene n d emost r a c ione s similares a l a s clásicas . La

demo s t r a c i ó n d e v iii) se sip,ue de

v )

El po l a r ver i f ica

.i ) A <:B ::::;;. RO ~Ao

i i )

ii i)

iv )

3 . DEFI NICI ON . - Se a A un subconjunto de F. Se l lama po¿a~ "d e A al

con j u rrt o



Se sigue que M es a bsorbido por {xlo, y por tanto, qu e M e s débilmente

acotado. #

5. DEFINICION: s i M es una familia de pubconjuntos de F débilmente acota ­

dos, a la topología inducida por la familia (fM)MeM d e cuasisemi nor mas , se

le llama topolog~a pola4 d e M
Ademá s , s i M induce una t o pología po l a r , c a da M e M es d ébilme nte

acotado . Teniendo en cuenta qu e si E es un espacio vec toria l t o pológico l o -

calmente cuasiconvexo, y l a f a mi l i a de los su bconJunto s de F que son

equicontinuos (como a plicac iones de E en G) , M e E si, y s ó l o si, existe

un entorno del origen U e n E , a bso Lutame nt e cua s icon v e xo tal qu e U =-MO
,

obt e nemos ,

#

c omo a pl icac i one s

Lc[(E,T), G] ,

E •, deT
E
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" To pología s loca lm e nte convexa s e n espac ios v ec t or i a l e s t o po l ó g i­

cos ". Cur so d e d octor ado . 7a r ago za (1 97 2 ) .

"Topological vect or spa c es a nd distr i but i ons" ( 1). Addison -

Wesley, Pu b. Co . 1 9 6 6 .

"Una g e n er a l i zac i ón de l a conv ex idad y s u a plicación a l o s espa ­

cio s vec t or i a l e s t o po l óg ico s ". 1 Jor nada s Ma t emá t i ca s Hi s pa no ­

Lusitanas . Madr id ( 1973) .

2.- J . HORVATH :

3 .- M. SOLER:
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1. - J . GARAY:

Resu l t a evidente qu e T es más fi na qu e TE . En genera l , estas dos

topolo f,ía s no -coinciden. Como e jemplo ba s t a considerar e l espac io L
p[

O, l] ,
° < p < 1 , c on r e s pecto a l a medida d e Le besgue. Como su dual t opológico es

{el , los c on junto s e quicont inuos s e reduc e n a { e l. Por tanto TE es l a topo­

l o gía i ndisc r e ta , qu e es estr ic t a mente ~eno s f ina que l a t o po l ogía i nicia l de

Lp[O,lJ. Además , este mismo e jempl o s no s dice qu e no existe , e n ve ner a l, n inguna

fami lia d e conjuntos d e l dual ta l es qu e la t o polo gía po lar c orr e s pon di ente

coincida con la topología original del e spa c io .

S i n ~mbargo, c omo lo s elemento s de ~ ' con siderad o s

d e E e n G , son continuas pa ra TE ,re s u lta que si F =

6. PROPOSI CI ON. - Existe la topología po l a r
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Given a locally defined n-saturated Fitting c l a s s F , for each Sylow n-system

o f a n - s a l v a b l e grou p G on o b ta ins a s ubg roup o f G, b e ing its F-injectors al

s o F- i njecto r s o f G.

Revo Acad o Ciencias Zaragoza , 34 (1979)

En 5, D'Arcy estudia el comportamiento de un grupo resoluble G respecto

de una clase de Fitting F, tambien de grupos resolubles y definida localmente,

en t érminos de p -grupos que inducen el automorfismo trivial en ciertos cocien­

tes del F-radical de G. Este estudio constituye de alguna manera una dualiza­

ción de la teoria de formaciones de grupos definidas loca l mente, donde el com­

p or t a mi e n t o de un grupo' G respecto de la c lase viene determinado por los gru­

pos de G-automorfismos de los factores principales de G. En el presente traba­

jo se hace un estudio similar, dentro del universo de los grupos n- r e s o l ub l e s ,

pa r a las clases de Fitting n- s a t ur a d a s defindas localmente introducidas en 1

y se utilizan los resultados asi obtenidos para la determinación de los i nyec­

tores respecto d e las clases de los grupos n- c e r r a do s y de los grupos de n - lo~

g i t ud acotada . Todos los grupos aqui considerados se suponen finitos y n- r e s o ­

lubles . En todo lo q ue s i gue, F representa una clase de Fitting n- s a t ur a d a de­

f i n i d a localmente de la forma ~F(P)UpUp' . La notación general y todos los re

sultados utilizados referntes a estas clases pueden verse en 1 en particu­

lar , según las proposiciones (2 .1) y (2.2) de dicho artículo, s upondremos , sin

que ello constituya una pérdida de generalidad, que para los primos p en, las

clases de Fitting F (p ) que definen a F localmente, v e r i f i c a n : 1) Están integr~

das (F(p)~ F ) Y 2) F(p) = F(p) Up .

Dados H y K, subgrupos de un grupo G, K normal en H, el centralizador en G

de H/K es el subgrupo de G CG(H/K) = {g eG I hgK = hK \f h eH} . Si T e s un n uevo

subgrupo de G, escribiremos CT(H /K) = TnCG(H/K). Puesto que CG(H/K) es subgrupo



2 . EL CARACTER F-MAXIMAL

El Te~rema que sigue a continuación , objeto central de este párrafo, pro­

porciona un método para la construcción en un grupo G de una clase conjugada

de s ubgrupos F-maximales a partir de ciertos subgrupos de G.

(2.2) Lema

Sea G u n grupo n- r e s o l ub l e y S un p-subgrupo de G.

i) Si K es F-subgrupo de G, entonces KCS(K/KF(p» es tambien F-subgrupo de G.

ii) Dado K ~ G, para cualquier F-subgrupo H que contenga a K se verifica

con

Se tiene la situación representada en el

KF(p) car K ~ KC, q ue implica KF(p) ~ KC,

es decir, KC normaliza a KF(p') •

donde Vk EK, \1 CEC,b) [C , K] 5,. KF ( )' de
-1 -1 ~

k c kc E KF(p); ¡o equivalentemente, e l

jugado de c por k estli en K ()C , luego

\lhEKC se tiene (KF(p)C)h =F(~F(P))hCh
KF(p)C, es decir, el subgrupo

KF(p)C es normal en KC.diagrama 1

. fNG(K)
KC

K C

KF(p)

CS(H /HF(p» ~ CS(K/KF(p»·

Demostración . Sea C = CS(K/KF(p» .

diagrama 1 donde : a)

Este resultado es un caso particular 4el lema (2 .4) de 7 , pero la demo~

tración es distinta, n o involucra al subgr~po de Carter, y además , por el he­

cho de ser la clase de Fitting definida localmente, se ob t i e n e una mayor in­

f~rmación sobre la estructura de los subgrupos F-maximales.

Antes de aborpar la demostración de (2.11 precisamos el siguiente lema:

(2 . 1 ) Teorema

Sea G un grupo n- r e s o l ub l e y M un subgrupo normal de G tal que G/M es un

n ' - g r u po o bien un n-grupo nilpotente; si K es un subgrupo F-maximal de M y

S {Sp ' Sn' I pEn} un n- s i s t ema de Sylow de G que reduce en NG(K), entonces

C = fiJ, Cs (K/KF(p») (S n,nNG(K» es un subgrupo F-maximal de C; con
p

K = C n M. Ademá s , todo subgrupo F-maximal H de G con K ~ H es un conjugado de

C e n G.
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normal de ' N
G

(H), se sigue que T nCG (H/K) = CT (H/K) ~ NG(H), luego HCT (H/K) es

un subgrupo de G y está contenido en NG(H). Se dice que el subgrupo T c ubre al

cociente H/K si K(TnH) = H Y que T evita a H/K cuando K(TnH) ? K.

Un n- s i s t ema de Sylow de un grupo G es un conjunto S de subgrupos de G

formado por un n ' -subgrupo de Hall de G, S n ' , y para cada primo p -en un

(PU n')-subgrupo de Hall de G, S , verificando: 1) S I ~ Sp \1 p En, yp n .

2) SpSq = SqSp ' \1 p,qEn . Se escribirli S = {Sp ; Sn I I PE nI . En 2 se demuestra

q ue cualquier grupo G n-resoluble posee n-sistemas de Sylow que ad~mlis son con

jugados. Se dice que el n-sistema de Sy10w S reduce en el subgrupo .H de G si

s n a = {S nH, S ,nH I P En } es un n- s i s t ema de Sylow de H. "Dado H, siempre esp . tr

posible encontrar un n- s i s t ema de Sylow de G que reduzca en H, y s i H es nor-

mal en G, todos los n- s i s t e ma s de G reducen en H.



Como KF(p)C E F (p)Up~ F y K es un F-grupo, KC = KKF(p)C es un F-grupo,

con l o . q ue q u e d a demostrado i) .

Ahora K ~ G Y K ~ H E F , por lo que [ K r CS(H/HF(p»] ~ Kn[H , CS(H/HF(P»~

~ KnHF (p ) KF (p ) lo que nos d i c e q u e CS(H/HF(p» ~ CS(K/KF(p» '

Pa samo s ahora a d emos trar ( 2 .1 ).

Sea ~ = { Sp = Sn' ~ Sq I P En } e l n - s i s tema de complementos de G asocia-

do a S (Cf. 2) . Formamos Ca {J ((Sp n NG (K) ) ~G (K/K
F

(p) ) )

y notemos en p r i me r lug ar q u e Ca e s subgrupo de G, y a que: a) KF(p) car ,K ~ NG (K )

implica KF (p) ~ NG (K), b) CG (K/KF (P» ) '" NG (K) Y c ) C
NG

(K) (K /KF (p) )

NG (K ) n CG (K /KF (p) ) CG ( K/ KF (p) ) • Por todo ello , C
G

(K /KF (p) ... N
G

(K) ,

luego (SPnNG(K»CG(K/KF(p») e s un suhgrupo de G para cada p En, y por lo

tanto lo es la intersección d e t o d o s ellos.

Desta camos los d istintos pasos de l a demostración.

C = C
o

Para cada p En, puesto que S reduce en NG(K) y CG(K/KF (p» ... NG (K) ,

S redu c e en CG (K /KF(p», e s d e c i r {Sq n CG (K/KF (p ) , SnrnCG(K/KF(p»)1 q En }

es un n - s i s t ema de Sylow d e CG( K/KF(p») ' Como Sn,nCG(K/KF(p» '" SqnCG(K/KF(p))

V q En , se tien e' CG (K/KF (p) = q~VSq n CG (K / KF (p) ») = qlJn C
Sq

(K / KF (p) •

En e l c aso d e q ue e l c on j u n to n c o n s te de un solo pri mo p , s P = Sn' y

Sp = G con l o cua l Ca = ( Sp nNG (K ) CG (K/KF(p» = (S " ' nNG (K » CG (K/KF (p )

= C
Sp

(K /KF (p» (Srr ' nNG (K ) C .

Po r l o a nterior , podemos sup oner q u e existen a l menos d o s primos d i s t i n tos

en n , En e s te c aso, para t odo p , q En , p¡lq , S S sP, por lo que sP n N
G

(K ) contiene
- q pn

a S n CG (K/KF (P» - Cs ( K/ KF ( », y as i ( S NG (K) ) CG (K/ KF (p ) )
q q p

(Sp n NG (K ) ) (dJ, C
Sq

(K /KF (p») (S p n NG (K ) ) C
Sp

(K /KF (p) ) , y p o r tanto

Ca p~n( ( SpnNG (K»Cs (K/KF( p » )'
p ,

Ap l i c an d o ahora l a identidad d e Dedekind

C.

(B) K e s subgrupo normal de C .

Puesto q ue S reduce en NG (K), sP n NG (K) es un p-complemento de N
G

(K) " Y

siendo K un F-grupo , K E F(p)UpUp' = F(p)Up' de donde K/KF'(p) E Up' r luego

t odo p - c omp lemen to d e K c u b re a K/KF( ). En particular (SPnK)KF( ) = K .
n p ~ P n p ¿ , p

Dado que K S - S NG( K) Y KF(p) - CG( K/ KF(p» r esulta

K = (S P n K) KF( p) '" (SpnNG(K»)CG(K/KF(p» c u a lqu ier a que sea el primo p c n ,

l u ego K ~ !Jr( ( SP n NG ( K » CG (K/KF (p ») = C , y como C '" NG(K) , se concluye

que K !:! C.

(C) C e s un F-grupo y K = C nM ., .
Es c ribimos Ap = Cs ( K/KF(p» y distinguiremos dos ,c a s o s :

CASO 1: G/M es u n n' -gr Rp o .

Veamos en pr imer lugar que KAp/K es un n ' -grupo para todo p en n .
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En efecto, A
p

e s un (p U n I.) - grupo contenido en N
G

(K). Se a P ESy l ow p (Ap) ; se t i e­

n e P ESylow (C), KP/KESy l ow (KA / K ) y KP/K ESy low (C/ K) . Pu esto q u e :
p '" p P P.

a ) (C /C n M) € (CM/ M) = (G/M) es un n ' _ g r u p o , (CnM) /K contiene t o d o n- s u b g r u p o

d e Hall de G/K. En particular (KP /K) '" (Cn M) / K '" C/K •

b) P '" A
p

~ CG( K/KF (p)) implica, según el lema an terio r , KCp (K /KF (p ) )

K(pn CG(K/KF (p ) ) ) = KP E F

se deduce K :!· KP '" C n M .: M y por la F-maximal"idad de K en M, KP = K .

Teniendo en cuenta que JJn (KAp/K) (K ( Sn ' n NG (K ) ) / K ) = (K (S n' nNG (K) ) ¡JnApJ / K

.C/ K , resul ta que C/K e s u n n ' - g r up o , y c omo K EF y F es n- s a t u r a d a , C E F .

Siendo CnM ~ C, C nM es un F-grup o conteniend o a K, subgrupo F-maximal

de M, luego K = CnM.

.Di ag r ama 2

d
c

/
/ KA

-.. I P

/ K

Sn ' nN
G

(K) EHal l n , (C)

n- i n d i c e

Por otra parte s e tiene [Aq , K J ~ KF( q ) , de donde [ Aq , K , Ap] '"

[KF( q) , ApJ '" [K , Ap J ~ KF (p ) Y como [ KF(q) , ApJ '" KF( q) por s er este

úl t i mo n ormal en NG(K), q ue con t iene a A ,resulta [ A
q

, K A
p]

'"

KF (q ) n KF (p) . An á logamen te [K , Ap , Aq ] '" KF (q) nKF (p) y aplic ando e l

l ema de l os t res subgrup os s e ob t iene [ Ap Aq , K ] '" KF (p ) nKF (q) d e

donde [Ap , Aq] ~ CG (K/KF (p ) n KF (q ) ) ' Pero Ap Aq': Sp Sq , l u e g o

( 2 ) [ Ap' Aq l '" SpS q n CG( K/ KF (p ) n KF (q )) "' .Cs S ( K/ KF( p ) n KF(q ) )
i p q

Po r ( 1) y (2) t en emos [A , A J '" MnCs S (K /KF( ) n KF( )) . Ademá s
p q pq p q

Cs S (K/KF (p) nKF (q)) = SpS q n CG( K/ KF (p ) nKF(q))

Sp~q'/¡ C
NG

(K) (K /KF (p) n KF (q) ) (Sp Sq n NG (K ) ) n CN (K) (K /KF (p) n KF (q)) !!!

n n n G
SpS q NG (K ) y c omo Sp ( SpSq NG (K)) = Sp n NG (K) e s un (p U n ' ) - s ub g r u p o
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,CASO 11: G/M es un n-gr u p o nilpotente.

a) Probaremos que para cada pE n, K~p/K es un p-grupo, lo q u e equivale a decir

que ,Halln , (KAp/K) solo contiene al grupo trivial, pues KAp/K es siempre un

(p 0 n') -grupo.

En este c a s o , C/C nM ~ CM/M': G/M e s u n n- g r u p o nilpotente. Por r educir

e l n- s i s t ema de Sylow dado en N
G

(K), Sn' nN
G

(K) E Halln, (NG (K)) Y dado que

Sn'l nN
G

(K) '" C ~ N
G

(K), r esulta Sn' n NG (K) E Halln, (C). Por t anto s e sigue

que Sn, nNG(K) '" C nM. Pu e s to q ue K ( Sn ,n NG(K ) ) ~ NG (K ) , K es s ubqr upo nor­

mal d e K(Sn; nNG (K ) ) , y s ien d o la c l a s e de F i t ting F n- s a t u r a d a , e s t e último

e s u n F-subgrup o d e M q u e h a d e coincidir con K, F - ma x i ma l e n M, lue g o

Sn' nNG (K) '" K .

En e l d i a g r ama 2 , ' C/K es un n- g r u ­

po , y sien d o KAp/K u n (p U n ' ) - grup o se

s i gue q u e KAp/K e s u n p -grupo ; ma s to­

davia , - KAp/K E sylow
p

(C/ K) . con s e cueg

cia d e lo ante r i o r e s q u e C/K

JJ; (KA1?/K) ( n-gr upo).

b ) Demostraremos a c ontinuac ión q u e V p En , KA
p

es n o r mal en C. Si n = {p} ,

KA
p

= C y e l r esultad o es trivial. Sean p ,q en, p~q ; s e t i ene :

[ApM/M , AqM /M] :5 [ SpM/M , SqM/ M] = 1, ya q ue Sp M/ M, SqM/ l-I s on respec tiva­

mente p y q subgrup os d e Sylow de l n- g r up o n ilpotente G/M . Se deduce q ue

[ A
p

, A~ M/M = 1, q ue equ ivale a

(1) [ A
p

, Aq ] ~ M



K , luego de hecho K = C nM.
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p-subgrup o de Sylow de Ap ' Como KAp/K es un p - g r u p o , KAp/K = KP/K,

= KP. Puesto que P ~ Cs ( K/ KF ( p » ) ~ CG(K/KF (p») ' resulta
p

y por el lema (2 .2) KA
p

= KP E F ; l uego C = JC1(KA
p)

es un

e ) Sea P un

(D) C es F - maxima l en G y todo subgrupo F-ma x i mal d e G q ue contenga a K es con­

jugado de C .

Supongamos que H es u n s ubgrupo F-maximal d e G que contiene a K . Entonces

K ~ H nM e H, Y por F-maximalidad de K en M tenemos K = HnM ~ H.

Tomemos un n-sistema d e. Sylow d e G, T = { Tp r T n , l P E">' que reduzca en

NG (K) Y en NN (K) (H) r • el c ual reducirá tambien en H , p ues K ~ H implica

H ~ NG (K) rI NGYH) = NN (K) (H). Demostraremo s que H tiene la misma forma que C ,

con ' l o cual , en vi rtu~ de la con jugación de los n- s i s t ema s de Sylow de G, se

ob ten dr á la demostración d e este apartado final.

Ap lic a n d o l os ap a r tad o s (A) , (B) Y (C) anteriores con G y M sustituidos

por NG( K ) y H en lugar de K, resulta H e JJCTp rlNG( K) (H/HF(p» (T n , nNNG(K) (H)

e s decir KA
p

KP = KCp(K/KF(p»

F-grupo .

Fina lmente K es F-maximal en M y C n M es un F-subgrupo de M conteniendo a

de Hall de NG (K) , llegamos a q u e S rI Cs S (K /KF ( ) n KF ( ) es un (p U n ') - s ub g r E.
p p q p q

po d e Hall de C
Sp Sq

(K/ KF (p) rI KF (q) ) .

Ahor a bien , M n C
Sp Sq

(K/ KF (p) n KF (q) ) ~ Cs S (K/KF (p) rI KF (q ) ) y por

rI n n n p q n
t an to S (M Cs S (K/ KF (p ) KF ( » ) 1-1" Cs (K/ KF () KF ( ) es un

p pq q p p q

(p U n ' ) -s ubgrupo de Hall d e M n Cs S (K /K n K )" P . " t p odemos
p q F(p) F(q) · or c ons1gu1en e,

e s c o g e r un p -subgrupo de Sylow d e M n Cs S (K/ KF ( ) rI KF ( » ) que esté contenido
p q p CJ,

en M rI Cs (K /KF (p) rI KF (q) ) y a l q ue designaremos por X
p

' Como
p

[K , Cs (K/ KF (p) rI KF (q) )J ~ KF (p) n KF (q) "" KF (p) r se v e r if i c a
p

Cs (K/ KF (p) rI KF (q) '" Sp rI CG (K/KF (p) = Cs (K /KF (p)) , con lo cual
p p

Xp ~ C
Sp

(K /KF(p) = Ap , Y por e l lema (2.2) KX
p

es un F-subgrupo de M q ue coin

c i d e con K por ser este último F-maxima l en M. Por l o t an t o X ~ K .
P

An á l o g ame n t e " K contiene u n q-subgrupo de Sy low d e M rI Cs S (K/ K
F

( ) rI K
F

( »).
p q p q

Si Xn ' es un n ' - s ub g rup o de Hall de M rI C
Sp Sq

(K /KF (p) rI KF (q») , entonces

Xn ' ~ M rl NG (K) , luego K ~ KX
n,

,:; M, de donde KX
n,

E F por n- s a t u r a c i ón , y en

conse cuencia Xn ' '" K por s er K F-maxima l en M.

Hemos demostrado que K contiene un p-subgrupo de Sylow, un q - s u b g r upo d e

Sylow y un n ' - s ub g r u p o d e Hall del ( p, q }u n ') - grupo M nCs S (K/ K
F

( ) nK
F(

» ,
" p q p q

q u e por tanto está contenido en K. En consecuencia p odemos escribir V p, q En,

p¡iq, [ A , A J ,:; M nCs S (K/ KF( ) rl KF ( » ~ K , de donde se deduce que
p q p q p q

[ KAp / K , KAq/ K ] ~ 1 lue g o KAq /K ,:; NC/K (KAp /K ) \1 q En (trivialmente si q=p) ,

d e d onde C/ K = Tl (KA I K) ~ NC/K (KA / K ) '" C/K , con l o que KA / K ~ C/K, loq'E:' q p P
q ue equ iva l e a KA

p
~ C.

No temos que V P En , KAp / K es un p -subgrupo de Sylow de C/K, con lo q ue es­

t e grupo e s nilpotente .



3. EL SUBGRUPO B(S)
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S = { S , S, I PE") un ,,-sistema de Sylow de u n grupo G, y sea
p "

PE ") el ,,- s i s t ema de complementos de G definido univocamente por S.

a tales sistemas definimos el subgrupo B(S) de G según

Sea

'e = {SP I
Asociado

( 3.1 ) De f i nic i ón

B(S) = ~ (SPCG(GF/GF(P») o equivalentemente B(S) = JJ"cs (GF/GF(p»S " ,
p

para l a equival encia, vease la demostración del apartado (A) de (2.1».

Consecuencias:

a ) GF ~ B(S). En efecto : siendo GF/GF(p) un p ' -grupo se t i ene GF ~ SPGF (p ) ,

y puesto q ue GF(p) '" CG(GF/GF(p» ' resu lta GF '" SPCGIGF/GF(p » ' cualquiera que

sea el primo P E'" por lo que GF '" B(S) .

b ) y P E'" S,, ' C
s

(GF/Gp(P» es un (p u ,,' )- s ub g r u p o de Hall de B (S) que coincide

con Sp n B (S ) ; p trivialmente S " ,r1B(S ) = S" ' .

c) ~r1B(S) es un ,, - s i s t ema de complementos de B (S) . En efecto: sean P,q E'" piq.

y este último grupo per tenece a la c l a se F. Po r e l car acter F-ma x imal de H,

H '" J]CTpnNG (K ) (H/HF( p» (T,, ' nNNG(K) (H» = J:T/TpnNG(K) (H/HF(p» (T", n H).

El ,, - s i s tema d e Sylow T de G redu ce en NG(K) y por tan to e l s ubgrupo

C n C (K/K ( » (T , n N
G

(K) ) verifica l a s mismas propiedades que e l subgru­
p E" Tp .F P "

C anter ior. Probar emos a continuación que H = C . .

Se a P1 u n p-subgr upo de Sylow de CT n N
G

(K ) (H/ HF (p) ), q ue será t amb i e n
p .

p-subgrupo de Sylow de H , Y P un p - subgrupo de Sylow de T
p

n NG (K) conteniendo

a P1• De P1 ~ P y P1 "' CT n N (K ) (H/HF ( » se s i gu e P1 ~ Cp(H/HF ( ». Pero
p G P P

Cp (H/HF (p» es un p-subgrupo de CT n N (K) (H/HF (p» y contiene a P l ' que es
p G

p-subgrupo de Sylow de CT n N (K ) (H/HF ( » , l u e g o P1 = Cp (H/HF ( » , y como por
p G . P P

L -
el lema (2:2) Cp(H/HF(p» '" Cp(K/KF (p» ~ CT (K /KF(p» resulta P1 - C , e s

decir ,. YP E'" C contiene un p -subgrupo de sy18w de H .

Además T,,' o n es un ,, '-subgr upo de Hall de H contenido e n T,,' nNG (K ) ,

luego en C . Por tanto , HnC tiene ( ,, ' r1 ,,) -índice en H , o sea H ,.. C , y como C

es F7grupo , se concluye H = C.
L a conj ugación d e l os ,, -sistemas de Sylow de G completa l a demostración.

En efecto: S rI N
G

(K) Y Tri N
G

(K) son conj u g a d o s en N
G

(K ), es decir , existe un

g ENG(K) tal que V P E'" (SpnNG(K»g = (Tp n NG (K » y (S ,,, r1NG(K»g
(T ", r1 NG( K», por l o q ue

Cg n (C
S

(K/K
F(

»)g(S ,r1N
G(K»g

= TI (S r1CG(K/KF( »)g(S , r1 NG ( K » g
P E" p P " P E" P P "

D(SprlNG (K ) r1CG(K/KF(p»)g(S" , r1N G(K»g

D ((SprlNG(K»grlCG(K/KF(P» ) (S"' r1NG(K»g

J:1 (Tp rI ~G (K) n CG (K/KF (p) » (T ,, ' n NG (K» r. ,

MCTp(K/KF(p»(T",r1NG(K» = . C .



y que'\-,

e) Te n i e nd o e n c uenta q ue cada dos 1T - s i s t e ma s de G son conjugados , si gtG,
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d) El 1T - s i s t e ma de Sylow S r e d u c e en B(S) . Basta tener In c ue n t a l a consecuen­

cia anterior y el teorema (2 .4 ) de 2 .

Demostración. Sea 1 = Me ~.Ml ~ ... . ~ M
n- 1 ~ H

n
= G una serie d e c ompos i -

c ión de G obten i da por ref inamiento de una serie del t ipo de 1 ~

. .. ~ M ~ .• . . ~ G, Y sea k , e ~ k ~ n , tal que M
K

= M. Por rec urrencia sobre

k, podernos s uponer que M es un subgrupo normal de G. Puesto que

(3 .2 ) Proposic ión

Si H es un aubq r u po subnor ma l de G, e n t onc e s .~ n B '( S ) = B (S n H) .

[CS (GF/GF(), MFJ ~MIl[Cs (GF/GF(» , GF] ~MIlGF (P) = ~ (p )' se ded uce .
p p p p

que \/ P E1T " Cs (GF/GF( ) ~ Cs (~/~( » , y asi
p p P P

MnB(S) = .Mn (S , n Cs (GF/GF( )) ~ Mil (S , pJJ1TCSp(~/~(P» , subgrupo es-
1T P E1T P P 1T

te último que en lo sucesivo se designará por T .

Demostraremos a continuación q ue Mn B (S) T . Para ello notemos en primer

lugar que S1T' nM es un 1T '-subgrupo de Ha ll de M contenido en T ~ M Y en

B(S) nM, luego e s 1T ' - s ub g r u p o de Hall de ambos, T y B( 5) nM .

Sea P un p-subgrupo de Sylow de Cs tF/,\-(p» ) ; de esta forma pnM e s un
p G

p-subgrupo de Sy l ow de ~ . Llamemos A F/GF( ); A es un p ' -grupo s obre e l
(P Il M) G p

q ue opera el p-grupo 'F (P )/GF( ) , y , según e l t e o r e ma d e Sc hur- Zasse n-

haus , c ualquier extensión de A por P (P 11M) GF (p ) /G
F

(p) e s un prod u cto semi­

d irecto y se tiene (Cf . 6 , pag o 350 )

[GF r p nM]GF ( )/G' ", [GF/G
P ' F (p) F (p)

[ [
G (P 11M)G .

F/ GF( p ) , F( p ) / GF( p) J

[GF r P n M , P n MJGF ( ) /G
p F (p) ·

Te niendo en cuenta q ue [G
F

r P 11MI ~ Mil G
F

,pue s PIlM~CS ('\-/MF( », resulta
p p

pn M , pnM]G L [~ , pIlM]G '\- G
F (p) /GF (p) - . F (p) /GF (p ) ~ (p ) F (p ) / G

F
(p)

de donde [GF , pIlM] ~ GF(p)' e s deci r pnM.~ CSp(GF/GF(P» ) .

- G/) n ¿-Podernos to~ar ahora P E SyloWp(Cs ( F GF(p) de forma que P M -P .
. P

De este modo P E Sylow (B(S») y corno B(S) 11M <:1 B (S) tenernosp .

Sabernos que sp = {,;i, s r , luego Sp IlB (S ) = {,;i,(SrIlB(S ) . Se s i g ue por tanto que

\/qE1T."q;lp, sqIlB(S) contiene un (PU1T ') -subgrupo de Hall de B(S) , l ue g o

I B (S ) : Sq ()B(S) ! es necesariamente una potencia de q . Finalmente sqnB(S) es

un q'-grupo por serlo sq . Se concluye que sqnB(S) es un q-complemento de B(S)

para todo q E1T. Notar que en el caso de constar 1T de un solo primo , tal afirma­

ción es trivial, pues ~ queda reducido a un 1T ' - s ubg r u po de Hall de G contenido

en B(S) .
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E sylowp (T)

sea el

a S
n

B(S)

VnM

"p nM E Sy l ow (B(S )n M) :
p "-

~ T se concluye que P nM

Diagrama 3

Diagrama 4

r2i
" G

M B(5 )

MnB(S) V

" VnMnB(S)

IGI = 1 . Sea G contraejemplo minimal, t~

mando un subgrupo norma l maxima l M de "G ,

e n e l diagrama 4 vn M es P-inyector de

Mn B (S) = B (Sn M). Siendo G contraejem­

plo minimal y I MI < I GI r, la tes is es vá­

lida para M y VnM "e s P-inyector de M.

Por ello bastará "con demostrar que V es

P-maximal en G para concluir que V es F-inyector d~ d. Puesto que :

i) I G : vi = I G : B (S) I 1B (S) : v i es un n - n úme r o , pues B (S) contiene

n ' - s ubg r u po de Hall de G, y V, P-inyector de B(S) es de n - í n d i c e en

ii) V = N
G

(vn M) ya que vn M = V

iii) S reduce en VnM por hacerlo en V que contiene a vn M como subgrupo .

Demostración . Si V es P-inyector de G, V E P Y Gp ~ V,como S reduce en V, s~

gún ( 3. 3 ) se tiene V ~ B(S), y s iendo P n-saturada V "es P-inyector de B(S )

(Cf. 7) . Recíprocamente, supongamos que V es "P- i ny e c t o r de B (S ) . Uti lizaremos

el procedimiento de c o n t r a e j emp l o mini~l. La tesis es trivialmente cierta si

(3 .4) Teorema .

Sea G un grupo, S un n - s i s t e ma de Sylow de G y V un subgrupo de G en el

que reduce S, en esta situaci6n, V es P-inyector de G si y solo si V es P-in

yector de B (S) .

(3.3) Proposici6n '

Sea G un grupo y H un P-subgrupo de G tal que Gp ~ H; " si el ..-si,stema de

Sylow S de G reduce en H, entonces oH está contenido en B(S) .

Demostraci6n . Puesto que S reduce en H, H = (H ns ,) TI ( i:! nS ) . Demostraremos
G " n pe!n " p n

queVp-e: n, HnSp'" Sn 'CS (P/Gp(p» ' "c o n lo que H = (H n S n ' ) P En (H n Sp ) "

n G p
S ' " Cs ( P/Gp ( » = B'<S) •

n PEn p " p . G
p.?r un lado, tanto H n Sp como S n ' Cs ( P/Gp ( p ) !!on (p Un' ) - g r u po s , y

n p
además un n '-subgr upo "de Ha l l de H, S , H, está contenido en S , , n 'rsubgru -

n G n
po de Ha ll de G, y por tanto de Sn 'CS ( P/Gp(p» ' Por otra parte , podemos es-

p
coger P E sylowp (Sp) de forma que P n H

sea un p-subgrupo de Sylow de Sp nH . En ton

ces P n H es un p-subgrupo de Sylow de H. Se

tiene la situaci6n representada en el dia­

grama 3 , donde Hnp ~ Hp (p) por ser H/Hp(p)

un p' -grupo; pues HEP .

subgrupos nor~ales de H, [Hnp , Gp1 .. [Hp(p) , GpJ ..

cual prueba que P n H centraliza a Gp / Gp (p) ' es decir

p nB( S)n M

y B( S) nM

Puesto que ~ nM contiene a P nM

E sy Low (M nB (S», cualquiera que
p

primo pE n, y por consideraciones de orden se llega a que M nB(S) = T .

Por otra parte B(S nM) = (MnS",)lJnCs nM(~/~(P» ~

"M n (S nc (~/~ » T, con lo cual ~ = B(S(~M)= M()B(S).
" n' p En Sp (p)



norma l .

iv) VnM e s t p .rono rma L e n G (Cf. 7, l ema ( 3.6»

se verifican las hip6t esis de l a p rop osici6n (5.3) de 3, y en consecuencia el

n-sis tema de Sy l ow S reduce en NG (V n M) .

Sie ndo M normal maximal de G n- r e s o l ub l e , G/M es un n ' - g r up o o un grupo

p-elementa l abe l iano con p c n (4, p ag . 35) , Y de acuerdo c on (2.1 )

W = (S n' nNG (VnM» )~Cs (Mn V/(M.n V) F( p » ) es un subgrupo F-max imal d e G q ue
p

verifica W .", V n M. Además, s i P es un p- subgrupo de Sylow de V conte n i do en

Sp , P t amb i e n está contenido en VF(p) ' c on l o c ua l

[p , vnM] ,:€ Mn [p , V] 1f MnvF(p ) = (Mn V) nvF (p ) = (Mn V) F( p )' es de cir

P ,:; Cs (vnM/(v nM)F( » y asi V (S; nV) n (VnS) ,;;
p n p c n p

p TI VnM
lSn ' nNG( VnM»)penCs ( / (V n M) F (p » ) = w.

p
Claramen te S reduce e n W y corno V e s F-inyec tor de B(S ) , G

F
~ B (S ) F ~ V

Y V ~ W, luego podernos aplicar (3 .3) teniendo V ~W ~ B (S) , y s i e ndo V

F-maximal en B(S) , V co i ncide c on W y es F-maxima l e n G.

4 . APLICAC IONES

La clase de los grupos n- c e r r a do s , . extensiones de u n n-grupo r e s o luble p o r

un n '-g r upo, es de Fitt i ng n- s a t u r a d a y puede definirse loca lmente t orna ndo corno

clase F(p) la clase de l o s n- g r up o s c uanco p e n , y l a de todos l os g rupos cuando

p e n " ; v e r i f i c a n do s e claramente que V pen , F (p) = F (p ) Up S. F , . p ues para p e n , la

c lase F(p ) U
p

e s l a de los n-grupos .

Sabernos q ue dado un grupo G, GF 0 nn,(G) y \¡jp~n GF(p) = 0 n (G). Siendo

G n- r e s o l ub l e es ..r'-separable y se tiene (ver 8) CG ( F/ G l "; GF• Con el lo
F (p)

s i S (Sp' S n' I p s s } es un n- sis tema de Sy low de G

B (S ) J1cs (GF / GF (p) ) Sn ' = GFSn, , pue s GF ,,; B (S) .
P

Cl a r a me n t e GFSn , e F , con lo cual B( S) e s F-inyector de si mi s mo y por

t a n t o de G en virtud de (3 .4 ) .

Pues to que a l recorrer S todos l os n- s i s t e ma s de Sy low de G, Sn' reco­

rre todo el conjunto Hall n, (G) , se concluye q ue los F-inyectores de G s on

los subgr upos GFGn, , dond~ Gn , e Ha l l n , (G).

Estudiaremos ahora la clase de Fi tting n-saturada F = Pk fo rm ada por

todos los grupos n- r e s o l ub l e s de n- l ong i t ud menor o igual que k. Para k= O,

Po es l a c lase de los n '-g rupo s, y los inyectores s on justamente l os

n ' - s ub g r upo s de Ha l l .

Sabernos (Cf. 1) que para k >O la clase Pk puede definir se l o calme n t e

según F = r;' F (p) UpUp' , donde para l o s primos p zn , F (p ) = Pk:" l Un ' y e n

l o s res tan tes casos , F( p ) es la c lase de t odos l os grupos . Notemos que

para p e n se verifica F (p) = F( p ) Up ~ F .

Si 1 = P (G) ~ NO(G) ~ P1(G) ,;; es l a n- s e r i e as c e n de nte de
G O N (G)

un g rupo G, F/ GF(p) = k / Pk (G) 0n ' ·(G/ Pk (G» . Te ni e n do en c uenta q ue

P (G)· G
k / Nk _ 1 (G) = 0 n (G/ Nk_ 1 (G» r e s u lta F/Nk_1 (G) = 0nn· ' (G/ N

k_ 1 (G» Y
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G ·G
F(p) /Nk_l(G) = ° n(G/Nk_l(G» , con lo c ua l resulta (ver 8) CG( F/GF(p» ~

G
F

' Y razonando del mismo mod o q ue en el e jemplo anterior oe obtiene

que B(S) = GFS
n,

es F-inyector de G, y asi el conjunto de todos los

F-inyectores .de G es Nk (G) Gn , . do n de Gn, , Hall n , (G).
No t a r que siendo N

k
(G) / P

k
(G) un n·' -grupo , e ste resultado concuerda

con el obtenido en 1.
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In thi s p ape r we s t udy the family o f locally pseudoconvex spaces over a no n

t r i v ia l val ued fie l d . We de fine the " modu Lu s of concavity" , "t yp e ", Il u l t r a ­

rnul tipl i e r ll and "mu l t i p l i e r ll f o r the s e spaces , a nd deter mi ne the r elations

among t he f ou r concepts .

1. DEFI NI CI ON. - Un subc o n junt o U j;; X , no vac ío , es p6 eud o ~ onv e xe s i

U + U~cU para a l gún c e K Ic l ~ 1 Un espacio v ectorial t opológic o es lo -

c a l mente ps e udoconvexo si el or iv. e n po s e e una bas e d e entorno s p s e udoconvexo s y

eq u i l ibrados (no es ningun a restricción s u po n er la equi libración , pu e s e l núcleo

eau i l ibr ado de u n c onjunto ps eud oconv e x o es p s eud oc onvexo para el mismo e sca lar) .

Nót ese qu e el escalar c que d e be existir pa r a cada e ntorno d e la ba se , no

tiene por qué ser el mi smo .

Es f á c i l probar que todo e spa c io loca l mente a c otado (espacio v e c t or i a l t o ­

po l.ó g í co - ( e . v.t . ) - e n eOl que e l or í z e n po s e e un e ntor no acotado ), o localmente

K- c on v ex o (e . v.t. sobre un cuerpo no arquimediano con una bas e d e e ntornos d e l

origen que c umpler: 'aU + bU 5U , l/a, b e K , má x ( lal,l b ll f 1 , l/U, entorno

de la base ) o localmen t e c onv e xo ( e .v . t . en e l que existe una ba s e de entornos

In e s t e traba j o estudiamos l a fam i l i a de los e spac i o s l ocalMente pseudocon~

v exo s sohre u n cuerpo valor ado K , no t rivial, que i nc luy e , c omo ca s o part i c u­

l ar , l o s espacios l oca l me nt e convexos y l o s l o c a l mente acotad o s ; e n [SJ se les

llama espa c ios ~ ota 6u pe4i o4 ( "upper bo u nd ") y e n [3J 6emi~ on v exo6 c uando K

es e l cuerpo real o c omp l e j o . Defini remos l o s c onc e p t os d e módulo de c o nca v idad,

t ipo , u ltramultiplica d or y multip l i cador ya c onoc i d o s pa r a es pac i o s l ocalmente

acotados (v , [1], [6J , o [SJ) y est ud i aremos su s r ela c ion e s .

En l o qu e siv.ue X será u n e s pacio v ectoria l sobre un pu n to valorado K y

l · I l a v a lor a c i ó n , no tr i v ial, d e K .

UNA CLASIFICAC ION PARA LOS ESPACIOS LOCALMENTE PSEUDO CONVEXOS SOBRE UN CUERPO
VALORADO NO TRIV IAL



p < 1

Gue

s i

ta l

y

X

con

so bre

II Ix l l11 -l í lv l l l , s i p ~l

2
1

/
p

-1 [ ll lx ll l1 + Ill yll ll]

(2 .1) Evidente .

{Ui} , con

Ademá s III . 11· 1{ = 111. 1111 /p es una cuasiseminorma sobr e X , ta l que:

i l lx-vl l l, f 21/P máx { I II x l l 11 , IIl y lll l}

log

log

( 2. 4) Sea U ~X , ~bsorbente y equilibrado t a l que U + U~ U entonces,
exi s t e una s emi nor ma no arqu imediana 11 . I1 sobre X ta l que

{x e X; 11 x 1I < l } ~U c;{x e X ,l lx II ~ 1}

DEMOSTRAcrON .

pa ra t odo x ,y e X.

( 2 . 2) La pr imera pa rte e s evid ente; la segunda es análo f,a a l a demostración
del Teorema 2 de [8J .

ml llxll li ~ Il lx l l l f Ml ll x l l l i

con m,M > O cons tantes , para todo x e X
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( 2. 3)

c e K

c e K .

n
~ la. 1 ~ 1 , Vn nat~ral} , son localmente ps eudoconv exos . ( Ouizá ex t r añ e la
i=l 1

def i nic i ón d e espacio l ocalmente convexo ; s i n embargo, cuando K es un cuer po

valor ado denso, en par t i c u l a r ~ o e , co incide con l a ha bitual. Pue de ver s e

en [~ que esta defini ción propor c iona resultados a c eptables, c ua ndo K es

un cuerpo va l or ado p-discreto) .

Va mos a dar ahora un l ema que será de gran utili dad en lo que s i gue .

(2 .2) Si II 1·1 I 11 es una cuasiseminorma e n X c on I I Ix+ y l I 11 ~

~ C1 máx {l llxll11, Il l yl lll} (x, y e X) y C1 ~ 1 , el con junto
U = {x eX ; l l l x II1 1<1 }ver if i ca U-I:U ~cU si Ic l ?:C1 ,c e K. Además , s i

l l lv' vl l l ¡ ~ a[ III xl l11 + III Yllll1 a ~ 'j? x ,y e X , pa ra cada p > O

co n 21 / p -1 > a ,existe una p-seminorma " '111. 111

del origen

2. LEMA.- Sea X un espacio vectorial sobre K .

( 2.1) s i I I j . I I I es una p- s emi nor ma no nula de f i nida sobre X , P > O ,
el conjunto U = {x e X ; Il lxlll < 1} cumpl e , U + U~cU si [c ] ~ 21 / p

( p



( 2 .4) Po r ser U equilibrado, es K- c o nv ex o y puede aplicarse el Teorema 1

( p' g. 3 0 ) de [ SJ #

que, si p f 1

U a bsorbente y

K no t r i v i al ; son equivalentes

po r una f a mi l i a de cuasiseminormas .

(i e I ) , Pi > O • qu e en~endra la
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el produc to .Xrr
i eI

y en

m n
i) El conjunto C(U ) {¿ aix i ; x . e U , 2: la i IP f 1 , n e N} s c U

i=l l
i =l

n n
ii) La func ión l l l«I1I = inf {¿ Ibil P x e 2: biC(U) , b . e K, n e N}

i =l i=l l,

log ia l .
l

(3 .5 ) ) ( 3 .1 ) pues e l produc to de e s pac i o s l oc a l mente acot ado s es lo~

ca lmente pseudoconvexo y sus subespac ios s erá n, pue s , localmente pseu do c onve -

x o s , #

Bas'ndonos en este l ema daremo s la s iguiente caracter i za c ión de l o s espa­

cios l oc alme nte p seu do c o nv exo s .

DEMOSTRACI ON. 0.1 ) # ( 3. 2 ) # 0 .3) por e l Lema a nterior.

(3 .3) ~) ( 3 . 4) , porque l a topolog i a supremo de u na f amilia de t o po l o­

g i a s loca lm e nt e a cotadas { t i }ieI es la e n gend r ada por la fami lia d e Pi ­

seminormas ' {II. 1I i }i eI ' s iendo 11· 11 i la Pi - s eminorma que. e ngendr a ~ i .

(3 . 4) =) ( 3'.5) , llamado {~.} . I la f ami lia de t opo lop: ias localment e
. .L le

acotadas c uyo supremo es l a topo logia d e X , pu ede probarse que X está i n -

c l uido isomorfo y t o pológic ament e e n rr X , cons iderado e n cada X la topo­
i eI

(2.3) Este re s ultado está contenido impl ic itamente en [1] ; per~ como alli

no aparece l a demostración, daremos los pasos fu ndamenta les . Su po nga mo s U i X

( si no , caso triv i al).

3 . PROPOSIC I ON . - Se a X un e .v .t . sobre

( 3 .1) X es l o ca l me n t e pseudoconvexo .

(3 . 2) La topologia de X está e ngendr ada

{ 3 . 3) Ex i s t e una familia de Pi - s emi n or ma s

e s la p - s emi nor ma bu s c a da .

No t emo s que l a desigua ldad triangu l ar se cumple ya

(s+t) p ~ sP+tP Vs ,t ~ O , Y si p > 1 , debido a ser

U i X , I.I P debe ser un va l o r a bsoluto .

to po logia de X .

( 3 .4) La topo logia d e X es el s u premo, en el reticulo de las t o po l ogia s de

X , de una familia de topologia s l oc a l me nt e a cotadas (esto justifica el nombre

d e "espacios cota superior").

( 3 .5) X es topo lóg icamente isomorfo a un subespacio de un produc to de espa ­

cios loca lmente acotados .



Una clase pa r tic u l a r de espacios localmente p seudoc o nv e xos son l o s espa ­

cios p - c o nv exo s ( p > O).

Te ngamos e n cuenta lo siguiente :

(5 .1) Si X es p-c o nvexo , es tamb i é n p '-convexo para O < p ' ~ p .

( 5. 2) Esta def i n ición c oincide c o n la hab i t u a l pa ra e spac ios p-convexos

es un e ntorno del

l oca l mente K- c onvexos

siendo

U

es un valor a bsoluto

una f a mi l i a de espac io s l ocal-

l P( ! ) ' c o n la t o polo gía producto .rr
p>o

e 6 H (cuaternios) y Pl > P ( l ael va lor a b s oluto ord i na rio de R

reales o compl ej o s .

( 5. 3) Si la t o polog í a de X no es ind iscreta y

origen p - c o nv ex o con p > 1 , nec esariamente ó l · I
_ \. IPlno a rqu i mediano o existe Pl > o tal que

5. DEFIN ! C!ON . - Se a X un e; v. t. s o bre K ; diremos qu e X es l o c alment e

p-conv exo , p > O , s i el o r ige n posee una ba s e de e ntorno s p- c o nvexos , dond e

se ent i e nd e por con j unto p-conv exo , t od o U ~ X , no vac ío , t al que, .J!. a. U c; U,
n i =l ].

s i ~ la i lP ~ 1 , a i e K y n e ti .
i =l
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demos t r ac i ó n d e este hecho puede d educirse d e [l J ) .
( 5 .4 ) Lo s e spac ios l ocalmente K- c o nv exo s 6 l oc alment e convexos s o n espa ­

c i o s p - convexos para todo p > O 6 p ~ 1 , re spect ivament e .

( 5. 5) Lo s espac io s localmente acota d o s son p -convexos pa r a los p meno­

r es que su tipo (v . [lJ , [8J Y no lo s on, par a l o s p estrictament e ma yo­

r es que el mismo.

(5.6) Todo e spa c io p-convexo e s localment e ps eudoconv exo, pues, si U

e s un entorno p-conv e xo del origen U + U ~ c U s i Icl! 21/D .

(5.7) El espacio rr l P( I) n o e s p-convexo par a ningún p > o , pues
p> o

las a plicacionés lineales trans forman c on jun t o s p-convexos en p-convexos .

( 5. 8) La t o po l o gía d e u n espac i o p-conv e~o v iene e ng endrada por una ' f a ­

mi l i a d e p- s emi nor mas , c omo s e d educe apl icando ( 5 . ¡3 ) Y ada pta ndo e l razo­

na mi ento d e la d emostración de ( 2. 3). Re c í pr oc a me n t e u na familia de p -semi

normas engendra u na topología p- conv exa .

Los espacios l ocalmente p - conv exos se pueden u ti l iza r pa ra ' c l a s i f i c a r a

lo s espacios localmente ps eudoconv exos; pa r a ello vamos a defi n ir el mód ulo

rr x. , con Í a t opo lo­
ie I ].

g í a pr od uc t o es localmente p s e u do c o nv ex o. Si ! es infinito, y n inguno d e lo s

Xi es localmente· K- c o nv e xo ni localmen t e c onvexo, entonc e s X no e s loc a lme n ­

te acotado, ni loca lmente K- c o nv exo , ni localmente convexo ( ténga se e n c u enta

que l a imagen por una a plicación lineal d e un c on j unto K- c o nv ex o o c o nv e xo es

K- c o nv e xa o convexa r e s pectivamente).

(4. 3) Ca s o pa r tic u l a r del anterior, X

4. EJEMPLO S . (4.1) Los espacios localmente acotados,

y localmente convexos, ya citados anteriorment e .

(4. 2) Se a ! una famil ia de índices y {Xi}ieI

me n t e acotados no tr iviales s o bre K; el producto X



K , e n t o nc e s

ínfimo de lo s real e s

base de entor nos d el ori­

con, Icl ~ m y ~i e I .

p < 1

P 1

es un espac io l o calmente p-convexo, entonces s e t iene

(p.n-l < 21 / p ~ o n )

m
1

( X ) ~ 21/pp ,

{

l . s i

2(1 / p) -1 si

mod (x )

(6 .1 ) M6dulo de eo neQv,¿dQd de X , mód(X) , a l

IKI (va lor a c ión de K) para l o s que exi ste una

(Ui) i eI t ales que , Ui + Ui ~cUi' Vc e K

2 ~ mod Oc ) ,

(7 .2)

m
2

( X ) = 1

(7 . 3)

ge n

remos

Nec e sa r i ame nt e 1 ~ mod t x ) ~ ~ , si X e s no . í nd í scr-e-to .

( 6. 2) T,¿po de X , po(X) , a l supremo de l o s p > O par a los que ex iste

una fami l ia de Pi seminormas, ( Pi > p) , que e ngend re l a t o pología de X ' .
Es fácil ver que O ~ po (X ) ~ ~ .

( 6. 3) Ult4Qmu l t '¿pl '¿eQdo4 de X , m
1(

X) ( ó mul tiplica dor m
2

(X » , a l

ínf i mo de l o s real e s r > O para l o s qu e se puede e nc ont rar una f a mi lia de

cuasisemi no r mas c on ultramultiplicador ( o mult i pl i cado r ) men or que r , que

or ig i ne l a t o pología de X , (v er def i n i c ión de ul t ramultiplic ador y mu l t ipl i ­

cador de una cua si s eminor ma e n [1] ). F.s c l a ro que ,si X no e s i nd i scr e t o,

1 ~ m1(X) , 1 ~ m2 (X) y qu e l m
1

(X) ~ m
2(X)

~ m
1(X

) .

6 . DEFINICION . - Sea X u n espacio l oca l ment e pseudoco nvexo sobr e K , l lama-

de concavidad, ti po, ultramultiplicador y multiplicador de los mismo s.

7 . EJEMPLOS. - ( 7. 1) Cua ndo K es R ó e y l . I e l valor a h s olu t o or dina­

rio , se ti e n e n l a s siguientes desigua ldades, s i la topología de X no es i n - "
d isc r e t a :

m e
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Para e s pa c i o s localmente c onvexo s, ba s t a ha cer p = 1 ..La com probación d e

es tos resultado s se d ed uc e de S y del lema 2 •

(7.4 ) Se a X = rr l P(I) con la t opología producto y s upo ng a mos que K
p'o

es un c uerpo va lora do no a rquimedia no. Es f áci l ver que . mod ( X) = m
1(

X) =

8 . PROPO SICION. - Sea X un espac io l oca l men te ps e udoc o nvexo sobr e

po (X ) = sup ( p "> O ; X e s loca lmente p-convexo ) .



v,

es base de e n -

a c o t ado y ~ ' = mod (X)

po r d e f i nición de

U , Y un e scalar e c o n

es una suc esión de esc a la -

p ' , pu e s e s p- c onvexo só l o si

#( 5 • S ) •

X es p-conv exo, a plicand o ( 5. S ) se l lega a qu e po( X) ~p .

qu e p < p ( X) Y probemos qu e X e s p - conv e xo; po r defi ­

existe u nao fa"mil i a (II I•.11 1i' i e 1 J ,con 111 · 111 i una

i e l, que engendra la . t opología de X .

es una p - s emi no r ma equiva lente a I1 l· 11l i '

s i

l P, ( p ' > O) , con la t opo Io z Ie producto es

DEMOSTRACION . En [ S] s e pr ueba l a equivalencia para e l t ipo e n el c a s o d e

espa c i o s real e s y comple j o s ; c omo la d emostración es a náloga , para e spac io s

sobre c uer pos va l or a d o s .l a r emitimos allí. Vamos a proba r lo para el módu l o d e

conc av i da d y pa r a el ultr a mult i pl icad or (análogam ent e ·se r eal i za para el multi-

plic ador ) . .' .

i) Se a ~ = mod ( X) , como es pac i o localmente

como espacio localmente pseudoconv exo. Dado t > O ,

exi ste un entorno eq u ilibrado y acotado d el or igen,

~ f [c ] < ~ + e tales que U + U S'cU . Si (an)ne N

re s no nulos que tiende a O , l l a ma ndo Un anU

74

9. PROPOSI CION . - Se a X u n e s pac i o localmen t e a cotado sobr e K ; su módulo

de concavidad , ti po , u ltramultip licador y multi plicador c o inc i d en , tanto si

se l e cons i d era como e spac io localment e a cotado, com o l oca l ment e p s e ud oc o nv e xo .

(La d efi nició n d e esto s c oncepto s e n espa cios l oca lmente a c o t a d o s puede

v erse e n [lJ i ,

Si K e s un cuerpo va l orado no a rqu imediano, el tipo d el espacio

tornos equilibrados d el origen en X . Ad emás Un + Un S dnU, Vn e 'T , s i e ndo

d n = anca~l , y, c omo Id n l = [c ] < ~ + c , s e t eridr-á qu e ~ ' f [c ] < x + t .

De á quí se llega a que ~ , ~ ~ po r s er l o anter i or ivál i do cualqu i era que sea

e > O •

Rec í pr oc ame nt e , dado t > O , por def i nición de ~r , ex i ste una ba s e d e

entornos del origen {Ui J i e I, qu e cumplen Ui + Ui ~ cUi s i Ic l ~ m e Iy l

n "p >p '

P ~ p ' , como es f á c i l pr oba r .

Los conceptos d ef i n i d o s en 6 para espacios localmente ps e udoconvexos ya

eran conocidos para espacios localmente acota d o s (v , [1] , [ S] ) ; a c ont inua ­

ción pr o ba r emo s qu e la d ef i n i c i ón qu e hemos dado coinc i de con l a qu e ya se te­

nía pa r a estos espac ios .

Su po ng amo s , a hora ,

nic ión de po (X ) ,

Pi- s emi norm a y Pi > p parapl~~o

Es f á cil v er que (1I l . 1Il i) 1

Y por tanto, X s er á p-conv exo por

DEMOSTRACION .

(Vemos con esta propos1c10n cómo, efectivamente, l o s espacios l oca lmente p-co~

v e x o s s i r ven pa r a clasificar a l o s espacios loca l men te ps eud oconv exos ).



La ap l í.c ací ón 111.111 0 max 11 1•111 . es una cua sis emi nor ma que en-
l~ j.fn ~ j \

ge nd r a la topo log ía de X con ultra multip l i cad or menor o i gual que r Po r

tanto , m ~ r < m\ + e y , esto para todo e > O , l u e go m1
~ m' #1 . a 1

DEMOSTRACI ON. ( 1 0 . 1 ) s i PofX ) O aplic a ndo (2 .2 ) , necesariamente

m2 ( x ) = = . Se a , pues, po(X) > O dado O < p < po(X ) , por defini ción de

tipo , exi s te una fami l i a de p- s eminorma s que engendran la topología d e X ;

por tanto , segú n ( 2.1) exis te una f ami l i a d e c uas i s emi nor mas con mult i plica-

Vx , y e X , i e I

daremos l a s r elac i one s que ex isten e n ­

para un espacio l ocalment e pseudoco n ­

e n [lJ para e s pac i o s l oca lmente
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Como e l espacio es loca l mente a c o t a d o , alguno

y , por tanto, A ~ m < A' + e, con lo qu e se

A ~ A' .

IIlxlll · <ó) ~ v .
~j

de este t rabajo

m
1

( X) , m
2

( X )

l o s que aparecen

,
max

l ~ jfn

(x e X

(10 .3) Cuando la valoración d e K e s o - d i s c r e t a, s i [ lof,p m1 (X )1 <

[lo i!p 2J entonc e s m
2

(X) = 1 , y , si [logp m1 ( X)] ~ [ l o gó 2j , se t i ene

1 f m
2(X)

f min{ ~) m!(X)"2 m1 (X) 1 ,

(Notac ión: = i nf ( la 1; ·a e K , la I > 1 ) , [.] f u nc i ón part e e n t e r a ) .

En l a part e úl t ima

tre mod (x ) , po(X).,

v exo qu e son análogos a

acotado s .

10 . PROPOSI CIO N. - Se a X u n e s pa cio l ocalment e pseudoconvexo no i nd i s c r e t o

s obre !<:

Cl O.l) Si po (X ) > 1 , m2( X) 1 y si po(X) ~ 1 , m2( X)
ClI p ( X) )-1

2 o

( 1 0 .2) Cua ndo la valoració n d e K es densa, ~2(X ) = } máx (m1( X) , 2)

s i e ndo mi < r < mi + e • Como X es loca lm ente a cotado , sea 11 l . I 1l·· una

cua siseminorma que origine l a t o pología d e X ; para e l c on junto

V = (x e X ; 111 x l ] ] < 1 ) ,que es u n e ntor no acotado de l origen, · se pu ed e n e n ­

contrar u n Ó > O e i 1, . . . , i n e I ta le s que

Vi e I , siendo A' ~ m < A' +c .

de l o s Vi es un e ntor no acotado

co nc l uye (al va r i a r e > O ) que

ii ) Llamemo s m1 y mi a l o s ul tra mu l t ipl ica dor e s en sentido d e espa ­

cios loca lment e a c o t a do y l ocalmente p seudoconvexo , r espect i vamente . Es claro

qu e mi ~ m1 . Veamos la desigualdad cont raria. Dado e > O , por definic i ón de

mi ' , existe una f amil ia de cua siseminorma s ( I I I · 111i) i~.r , qu e e nge ndra n la

topolog ía de X , c umpl i e ndo



s i l a va -

mod (X)

m
1

( X)

's e ' o b t i e n e (10.2 ).

y cuando1

2) ,existe e e K tal que mi (X ) < Ie I f

s e ti e ne m2(X) ) . Ra zonando com o en

l o que u n i d o al h e cho de ser m2(X) f

#

21 / p -1 ,si p ~ 1 ó p < 1 .r e s p e c t i v a ­

X . Te n i e ndo en cuenta qu e m2 (X ) ~ 1 Y

s e llega al resultado.

f mod(X); ii i ) mod (X) f m
1

(X)

mod (X ) f p m1(X) , s i es p - d i s creta.

1lp (X)
e s d e nsa , m1(X) = 2 o

1 / p (Xl
m

1
(X ) f 2 o f · mod ( X) f P

1/p ( X )
2 o

K

f m
2(

X) y qu e 1 f m2( X)

[log 2] ', exi ste e e K
p

p - discreta ,

) .

Si es

si l a va lor a c i ó n de

, qu e def ine la topología de X . Tomando ínfimo s en r > m1( X) y

1
c uenta que 2 m1( X)

s i [logp mi ( X)] <

(11.1)

(11. 2)

(Entendemo s que cuando
1/po( X)

2

DEMOSTRAcrO N. Por a plicación directa del l ema 2 es f á c i l v e r que

mi ( X) = ~ <=) Po ( X) = O (=) mod ( X) = ~ , cualquiera qu e s e a l a va lor.a ción

de K . Su po ngamo s que m1( X) < ~ , po( X) > O y mod( X) < ~ • Pa remo s la de -

mo s t r a c i ón en cuatro apartados: I
1/po(X) 1lp (·X)

i) m
1

(X ) f 2 ii ) 2 o

loración de K es densa y iv)

11 . PROPOSrCrON . - Sea X un espac i o l oca l me nt e pseudoconvexo no t rivial sobre

K; entonces :

Cua ndo [ logp m
1(X

)] ~ [logp

f p .m
1

( X ) y [c ] > 2 ( si m1 ( X ) =

(1 0 . 2) se llega a qu e m2 (X ) f ~
2

f m
1

(X ) , acaba de pr oba r (10 .3) .

(1 0 . 3)

p = log 2

log Ic l

teniendo en

repitiendo e l razonamiento d el apar t ad o anter i or s e e ncuent r a una fami l ia d e

c uas iseminorm a s qu e engendra la t o polog í a de X c on mu l tip l i c adores menore s o

igua l es que 1 , lo qu e i mpl ica qu e m2 (X) = 1 .
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(1 0.2) Si m
1(

X) = ~ , cla r a ment e m2 (X ) ~ . Supongamo s que

1 ~ mi ( X) < ~ ; . da do r > mi ( X) ., por s er l a valor-a c í.ón d e K densa , e x i ste

u na familia de c uasiseminorma s {I I l . II l il i eT que engendran l a t o po l ogía de

X , c umpliendo Illx+y lll i f [c ] máx {lI lx l lli . l l lvl l l j ' , Vx, y e X, Vi e r,

siendo c e K con m
1

(X ) < Ic l < r • Lla ma ndo Ui = {x e X ; 1I Ixl I l i f 1} se

t i e n e U
i

+U
i

!: cU i Vi e r Como Ie I > - 1 , apl i c a ndo s uc e s iva mente ( 2 . 3) y.

(2 .1) existe una f ami l i a d e cuasis~minormas c on mul tipl i c a d or es menore s o

i guales que 1 ó 21 / p -1 s i p ~ 1 ó p < 1 r e s pectivamente, s iend o

dores menores o iguales que 1 ó

mente, que orig ina la topolo gía de

pasa ndo al supremo para p < po( X)
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i v) Cua nd o l a valoración d e K es o - d i s cr e t a es fáci l ver qu e existe
e e K tal qu e m1( X) e le I ~ p m

1
( X) ' ; repitiendo e l procedimiento anterior

se llega a que mod( X) ~ le I f p m
1

(X) . #
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iii) Fi j ado E > O , existe una f a mi l i a de euas isemi normas que engendra l a

topo logía de X con u ltramu l tipl ieadores menores o iguales que r , siendo

m1( X) < r < m1(X) +E . De ( 2. 2) s e deduce que existe una familia de e ntornos

d e l origen ( Ui }ie I qu e cum plen Ui+U i S" e Ui siempre que e e K y [c ] ~ r

por tanto , mod (X ) ~ inf ( Ie l; e e K , [c ] ! r) = r < m1(X) + E, Y e sto VE > O,

luego mod( X) ~ m1(X) .

tanto, po (X ) ! p

E > O , Y de aqu í

ii) Dado E > O , por definición de mod( X) , existé e e Y tal que

mod (X) ~ lel < mod( X) + E y una bas e de entornos del origen (Ui}ieT eumplie~

do Ui +Ui S e Ui Vi e I Como consecuencia de ( 2 . 3) se puede encontrar u na

f a mi l i a de p-seminorma s ( 2
1 / p = le l ) qu e orlglnan la t o po l o g í a de X , y , por

. 1 /po(X)
. En consecuencia 2 f iel < mod (X) + E, pa r a todo

1 / p (X)
2 o f mod(X) .

i) Sea p < po(X) ; por definición del ti po, existe una familia de p-s~

minormas en X que e ngendra su topología . Aplicando (2 .1) se encuentra una

familia de euasiseminormas, equivalentes a la anterior, con ultramultiplieado­

res me no r e s o i gual e s que 2
1 / p; entonces, m1(X) f 21 / p y, tomando supremo

1/p (X)
en p e po( X) , se llega a m1 (X ) f 2 o



It shou M b e taken int o accoun t that a Ba nach s p qce is p - uniforml y smooth
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n +rn y
1 r. (1. x . 11 , ex 1 ' ex 2 ' . •.. , exn +me: JR

i=l ~ ~

n
1 Xi - xn _ 1 11

i=l

n
11 1 o , x . 11 :: 11

i =1 ~ ~

n

1 1 1 Xi 11 :: 11
i=1

1 1x+y 1 Ip + 11x:-y 11p :: 2 1 [x ] Ip + k 11y 11p , Vx , y E E

We shal l d e a l with seq uence s (x
n)

o f E s uch t hat

J. Abaurrea, A . Novales y M. San Migu e l

Departa me n t o de Estadis t ica Matemática e Inv e s tig ació n Ope rati va . Fa cultad de
Ciencias . Univ ers idad de Zarag oza.

Con verg enc e resu lts for mo noton e ba s ic sequences of r an dom e lement s of

Lp(n~p;E), 1 < p ~ 2 , when E i s a p - un i formly s moo t h Banach space ~re ob ­

t aine d.

I t c an be seen that t ype 11 sequences a re t y p e 1 seque nces too , a nd that -­

t he monotone basic s e quence s b e l ong t o t ype 1 1 .

which we shall call s equenc e s of t y oe 1

n
The seque n c e s (xn) o f E with i~l xi o r t hogonal t o xm fo r a l l m > n , acco r -

ding t o J ame s definition (i. e. x 1 y i f f I Ixll < 1 1x+ ky 1 1 f or a l l the scalars

k) wi l l b e c alled t ype 11 s e q uence s

(1 < p :: 2 ) iff there is k > O s u ch t h a t

(s e e Woyc z ynski [5] , p . 247) .

MONOTONE BASIC SEQUENCES OF RANDOM ELEMENTS IN p-UNIFORMLY SMOOTH BANACH SPACES

1 . - Let E b e a separable r e al Banach space . A sequence o f e lements o f E --­

(x n) wh i c h is a oa s i s o f the closed linear s ub s pa c e [ x 1, x 2 , . .. , xn, . .. ] wh i ch

t hey ge n e rate , i s known a s a mono t one bas i c s equence of Po if t hey fúlfill



[ a. s.l

then :

Xn ; then
n - 1
í xi ano y

i= l
For an n , l et x

I f E .es p-un iformly s moo th (1 < p ~ 2)

DEFINITION

Let ( n,~,p) be a proh ability space . A sequenc e o f F -valued r a n dom elements ,

(Yn), adapted to an anc r ea s í nq sequence of s u b 0 - f iel<"s (Yn ) of j; is cal led a

norm - s upermartingale if

a nd by i ntegra tion

80

f or e a ch n , m .

OBSERVATION 2

It c an be see n that a sequence of norm supermartingale d i f f e r e n c e s of random

e leme nt s of LP (E) , is a s e quence o f ty~e I in LP( E) , q i ve n that , r.al l i ng the ~

differences Yn -Y ; -l Xn ,we have

is true for e ach n ¡::N •

n+m
11. í

i =n+1

In order to characterize the p-unifo r.mly sMooth Banach s~aces , we s hall - ­

c onsider the f ollowing t yp e o f sequenc~s 0:- random elements studied by Woyczyn~

ki

I t should be re~embe red that in the orev r c ushypothe sis abo ut E , g i ven a mo ­

no t o ne basit: s e quence t we h a ve :

OBSERVATI ON 1

Finally r t he required resul t i.s obtained by repe ;'It i ng t he p rocedu re . #

therefore :
n n n - 1

11 lo xi l l P ~ u: xiI IP+(1 1 í
i=l i =l i=l

fo r e a ch n a nd al l the type I seq uences congidered .

PROOF

PROPOSITION 1



#-

E I Ix·lr P
~

E l lx · I IP
~

n
E11xlii P + k L

i= 2

n
EII LX ·IIP ~

i=l ~

n
EIILx· IIP~

i=l ~

a type I aequerice- (Xn) in LP (E) for which nI
1

E I1 X
n

11 p < ce we ,h a v e -­

Xi} ,n=l. 2 " ' ~I'·'hich converges to O in probability a ri d in the LP (E) n orro.

n

1 1 L -. I Ipi=l

In [5 J it is. shown t hat

Given
n

{n -1 L
i=l

As has been shown i n propos ition 3 , if e = rná x (k,l) r for the sequerice
(X

n) we have :
n I l x. I IP

1 n e i~l. ~ p
1 1 L x·I IP 5 > 1)

n i=l ~ P
n P n

PROOF

hence

for each n . tf

A Banach space E is p-unifon~ly smooth iff fo r each nor rn-sup ermartingale­

i n LP(E) we have

PROPOSITION 2

A Ba nach space E is p-uni f0~ly s moo t h i ff a ny type I s e quence i n LP( E) fuI

fi U
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• Taking all this into account we can give the f o l l owi ng characterization of ­

p-uniformly srnooth spaces i n terms of a wi der t YOB n f r andorn e l e me nt s than tho

se . in proposition 2

The necessi t y has a l r e a dy bee n s e e n in p roposition 1 . On the o t h e r

ha nd , as the differe nces of norrn-supe rmartipgale a re s equence~ o f t ype I, as

has béen s e en in observation 2 , the sUffici~ncy c an be c onclud ed from .p r o po s i ­

tion 2 #

PP.OPOSITION 3

f o r e ach n

2.- In this part we shall consider a p' -uni f0~ly smoot h Banach s o aca E .The

oh aracterization given in proposition 3 rnakes i t oos s i b le f or us to ~ve t h e fo

llowing convergence results :

The convergence in p r obabili ty can t hen b e obta i ned aoply i ng the Ma r kov ine

qu ality. # .

PROPOSITION '4

PROOF



COROLLARY 1

REFERENCES

< ~ ,

a we ak mar-----
the s e q ue n ­

Yn·-Yn - 1= Xn

if n < m

if n < m

n ~ O ,
n+m

C . L Ellx·II P
i=n+1 ~

n+m
E I I L x ill

P
::

i =n+1

2

,7 n ) is an E-martingale wi t h YO = O and L n - P EllYn - Yn - 1 11P

\ n=1.A-Y
n j

converges to O [ a.s .) a nd in the LP (E ) norm. íT
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Finally it s hould be pointed o u t that the inequality in observation 1

COROLLARY

If (Y
n

then { n - l

Hence , we can s ay

If (Yn) i s a weak Ma~tingale i r LP(E) such t hat L E l IYn - Yn - 1 1IP < ~ , - ­

t hen {n - 1. Y
n}

converge!> \0 O in probab ility a nd in l!j)~ LP (E) norm . #
An E-martingale is evidently a weak mart i ngale , so i ts gequence o f differe,­

rences wil l be o f type 1 . Therefore c o r o l l a r y 1 allows us t o obtain a strong ­

law o f large numbers al ready proved by Woyczynski ( gee [ 5J) p a g e 25 2 ) :

In [ 1Jit i s proved that such mutual ly o r t hogon a l r andom elements forro a -­

basic monotone sequence in L1+ n (E) and from this a Rademache r - Mensov · s trong

l aw can be obtained by a p p l y i n g Doob 's reasoni~g i n the same way as Warren and

Howe l l do .

we h a ve

E [ Yn - X 1 Yn J = y [",.s}
m n '!l

and us ing the s ame procedure a s in observation 2

n n
11 L x · 1 1 :: 11 L x . - xmll pi =1 ~ P i=1 ~

If tHe sequence (Y
n)

of ele ]l'fmts o f LP (E ) under consideration i s

tingale (Le. E [Y
m

1 Y
n

] = Yn [a.s.J if n :: m; See [2] ,page 1685 )

ce o f differences is a t ype 11 sequence . In ef f ect , if we call

[ 5} -

(lJ ­
[2]. -

[ 3]'­
[4} -

applied h e r e t o a b a sic mo no t o n e sequenée of rando~ e l eme n t s i n LP(E ) , it is

an extension of the similar inequality obtained b y Wa~ren and Howell (4 ] when

. E is a G
n

- space and ( Xn) i9 a sequence of mutuallv 0 r t ho go n a l r andom elemen~

of L . 1+n (E) , O < n :: 1 "
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TRIS (ETHYLENEDIAMINE C-SUBSTITUTED) NICKEL (11) COMPLEXES
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en = e thylene di ami ne ¡ pn = propy lene d iam ine ¡ m-bn = meso-2 , 3 butanedi amin e ¡ 2-me p = 2-methyl - l ,
2-propaned~amine; m-stie~ = meso -l, 2 d ipheny l ethylenediami ne; dieti l -en = 2-ethyl - l , 2 butane ­
diami na; t etr ameen = 2, 3-dimethyl-2, 3 butanediam i ne .

*

Several tris-complexes of .ethylenediamine C-substituted wi th nickel (11) have

been prepared and characterized, and their properties have been defined. The

frequencies and absorption intensities of their infrared spe c t r a ar e e numera tep .

The complexes formed by C-substituted ethylenediamine* with different metal s

and anionic ligands are very interesting in relation to the complexes formed by the

o t he r ethylenediamine with a progressive increase in its C-substitution, because

slight v a r i a t i on ,i n this substitution leads to structural changes i n the complexes

obtained (i.e., complexes with nickel (I I ) ,1 . The resu1ts show th~t generally a

little C-substitution on ethylenediamine has onlyare1atively sma11 e ffect on its
r

coordination tendency toward nickel (I I ) Lons',' However, it is interesting to deter

mine wether additional substitutions may in fact have sorne effects on the chelating

tendency of the bidentate molecule. We have checked the fact that the bonding ch~

racteristics and even ,t he structure of the bis-complexes of ethylenediamines with

nickel (II) are very sensitive to structural var í a t t onao f the ligand o Ethylenedia­

mine it self and other ,derivatives wi c h are not highly substituted form blue, pa­

ramagnetic comple~es of octaedral configurations, where a s highly substituted l i­

gand form yellow, diamagnetic complexes of, planar configuration. The tendency to

form diamaqnetic compounds increase with increasing meth~lsubstitution;in [Ni{te-

J 2+ '
trameen) 2 _ there exists only a yellow formo The factors determining the nature o f

the different complexes formed have been studied by different authors 2-6 . They

ha ve' discussed the differences found up till now among the values of dissociation

constants, formation constants, basicity, magnetic susceptibility. Th e y have also

discussed the values of the entropy and the energy of activation for the Jo:i(letics of

dissociation of the complexes formed for the differ~nt ethylenediamine C- s ub s t i t u -
, I

ted, in order to state the causes determining the observed behaviours. The results

might be caused by a sterical effect, which would act e v e n preventing t.he :formation o f



t r is - complexes wi t h e t hylene d i amf ne hightl y C-substituted i. e ., stien and tetrameen.

It would ha v e also i nd uc t i v e effects s uch, t ha t the C- s u b s t i tu t ion increase the s trengt h

of t he metal bounding by polarizabil i t y1 In fac t , G.R . Gr aybi l l and a l t er
6

sugges t

t ha t i n t he p repa ration of t ri s - c omple xes the s ter i c hindranc e p r even t s t heir forma­

ti o n in t he case o f the nicke l (II) tetramet hylet hvlene d iami ne sys t ern .

Several tris (ethylenediamine C-substituted ) nickel ( I I) complexes have b e en pr~

v iou s ly prepared . Thus , adding t o ap aqueous solution of NiC1 2 .6H20 an exe c ss of the

appropr iate d iami ne so lved in wa ter , t ri s (d iami ne ) n icke l (Ir) c h lor i d e 2 hydrate,

for d iamine = en o r pn, has been obtained 7 . By the same me th~d , tris (diamine) n i c ke l

(II) per;hlorate, for diamine = dietil -en8 or m-stien9 and tri s (2 -mep) nickei (II)

c hlor ide 2- hydrate1 0 were p repared , u sing appropr iate so l utions . By ano t her method ,

Farago e t a l . 11 obtained tri s (e n ) nicke1 (I I) perchlora t e a nd tri s (diami ne) ' n i c ke l

(II) se1enocyanate comp1exes, for diamine = en , pn , 2-mep or m-bn ; t hu s , t o an aqueos

s01ution of the required Ni (diamine)2 C1 2 complex i s added sodium perchlorate or

po ta s s i um se l e nocya nate , respect ively . Th e preparat ion of t ris (diamine) n i cke l (II )

bromide and i odid e, fo r d iamine = en , pn o r dieti l -en , by r e action of NiBr¿ or Ni I 2
with an excess of d iamine , i ~ e thanolic s o l u t i on, has been reported l a t e r 1 2 .

Our me t hod fo r the prepara tion of tr i s - c o mple x e s of ethyle n edia mi ne C- s ubs titu­

t ed
l

based o n the h i g her s t rength of t he nitrogen- meta l bonding in b i s - complexes whe n

the C- substi t u tion of t hy l e ne d i a mi ne is h i g h e r, and it a l lows an e asy obtent ion of

t he s e k ind of complexes . A tri s (d iamine ) nickel (II) complex is obtained from t he

bi s-c omple x o f t hi s d iami ne by a d d itio n o f a nothe r e t hylened iami ne mo r e C-su bsti t uted.

Th e fina l p rodu c t s are isola ted by fracc iona ted crysta l li z a tion. I n all cases veri­

fies , t he bi s -complex crystallize f irs t and after the t ri s -complex is crystalli zed ,

e xc e pt fo r Ni (m- st i e n)3 (F3C -COO)2 .3H20 where the o rder is r e ver s e r e d. Th e fo llo

winq r e a ction ha s b e en carriet o u t :

"'rom the aqueous b lue solution of \N i en
2

C1
2

\ by reaction between a) 't h e

requ ired solution of t etr a rne e n o r b) the r e a u i r e d ouan tity oi t h e ,so l id m-st i e n;

with ma gnetic agi ta t ion a nd a t a temp e r ature of 40°C . The v iole t c omple xl}JienJ]

Cl.2H20 is a lways obtained and , moreover [Ni t e t r a me e n '2] C1
2

. 2H
20

(y e llo w) o r

~i m-stienj C1 2 ] . 2H20 (blue) " respectively. ~nal.%Cald. fo r ~i(en )3 ~12 .2H2o :

N 2 4 .29 ; C 20 .82; H 8 .09 . Found: N 24 . 76; C 21. 30; H 7 . 96 . Ca l d o f or N~(tetra­

meen) ~ C1 2 ·2 H20 : N 1 4 . 07 ; C 36 . 17 ; H 9 . 07. Fo u nd : N 13. 55; C 36 . 1 2 ; H 8 . 69 . Ca l d o

for \N i(m-stien)2C12 \.2H 20 : N 9 .56 ; C 56 :97 ; H 6 . 15 . Found : N 9.56; C 56 .8 0 ;
H 5 .99 .

From the aou eou s blue solu tion o f \ ''Ji (pn ) 2 Cl :i \.4H
2

0 by rea ction between : 1)

the required aqueous s olutio n o f t etra me e n, o r 2 ) the r e ouir ed o u a n t i ty of the

salid m-stien , t he violet complexo INi (pn))1 C1
2

.2H
20

is a lway s o b t a i n e d a nd , mo­

reov~r , \Ni (tetr ame en) i \C1 2 · 2H20 (ye llow), o r \Ni (m- s tien) 2Cli l '. 2H
20

, (b l u e ) , res­

pec t 1ve ly . Ana l.%Ca l d . fo r \ Ni( pn )3 Ic12 .2H20 : N 21 .6 4 ; C 27 .83 ; H 8 .74. Found :

N 20 .97 ; C 28 . 19 ; H 8 .51; Cald o f o r \Ni (tetrame en ) 2 \ C1
2

. 2H
2
0: N 14. 07; C 36.17;

H 9 .04. Found: N 1 3. 85; C 35. 88 ; H 8 .68. Ca l d o f or INi(m-stien)2 C1
2

1 . 2H
2

0 :

N 9 .56 ; C 56 .97 ; H 6 . 1 5 . Pound: N 9. 62; C 56 .86 ; H 5.60.

, From the ye l low s olution of\N i (m-stien ) 2 ("'3 C- COO) 2\ .4H
20

in water-aceton

(50%) by r eact i o n wi th t he required aqueou s s o l ut i o n of tetrameen , the viol e t

ItIi(m-s t ien)3 \(F 3C- COO ) 2'3H20 a nd t he yellowINi ( tetra~een ) 2 1 (1:0 3 C-COO )2 . H20 com-
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s Ta b l e 1. Tr i s-c omple xes, IR f r ecuen c i e s (c m- 1) a nd in t e nsities ob s e rve d .

\Ni(en) 3 Ic1 2 ·2H20 :

34BO m, 34 0 0 m, 333 0 m, 3 30 0 m, 3 26 0 m, 31 7 4 m, 1 65 0 w, 16 10 m,
1 600 m, 13 3 0 w, 1 2 BO m, 1 20 0 sh,11 60 s , 109 0 w, 1 05 0 w, 1 030 s ,
10 20 s , 940 m, 72 5 m, 66 5 m, 59 0 vw , 570 vw , 5 30 m, 500 m,

n 400 vt , 325 m, 310 w, 24 0 m.

!Ni (p n )3I c 1 2 ·2H2o:

·d . 343 0 33B O 33 2 0 330 0 32 7 0 31 70 1 640 1 60 0m, m, w, m, m, m, m, m,
1310 m, 12 BO w, 1 200 m, 11 62 s , l OBO m, 1 030 s , 1 0 20 s , 9B5 m,

72 3 m, 663 m, 590 sh , 57 0 vw , 530 m, 50 0 sh , 47 0 sh , 440 m,
360 m, 34 5 m, 24 2 m.

!Ni(m- s t i en i 3I (F3C-COO)2 .3H2o : ro' ,
34 27 s h , 33 35 s h , 33 20 m, 32 60 m, 32 4 0 vw , 31 60 w, 16 7 0 s, 161 0 w,
1600 s , 1 310 s h, 1 2 50 s h ,1 200 s , 1190 m , 11 BO m, 1160 sh, 1135 m,
l OBO w r 1 0 50 m , 1 020 s, 1 0 00 m, 990 rn , B30 m, BCD s , 72 0 s ,

700 ~.¡ , 660 sh.

(1 977) .
97 (19 37 ).
~, 956 (1 954 ).
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BIBLIOGRAFI A.-

s =s t rong , m=me d i um, w=weak , s h=sho u lder , v =very .

pl e xe s are ob t a ine d . Ana l .%Ca ld . for\Ni {m-stien) j \{P3C-C OO) 2 . 3H2o : N B. 61 ;

e 56 . 61 ; H 5 .53. Fo u nd: N B. 64 ; C 56. 55 ; H 5. 37. Ca ldo for\N i {t e tra me e n )i l (F , C-r.OO) 2'
H20 : N 10.47; C 35. 90 ; H 6, 35 . Po und: N 1 0 .2 2; C 35 .7 2 ; H 5 . 97. -

Init ia l c haracterisation Or t he r e actant bi s-comp l e xes were ma d e by elemen­

t ha l ana l yses , c onductiv ity meassurements , a nd infrar e d absorption s pectr a have

been perfor me d . Li k e wi s e, t h e c ha racterisation .we r e ma de ror the bis-complexes

ob ta i n e d .

Al l t h e tri s ~complexes are ob ta i ne d a s small v io l e t need les , solub l e s in w~

ter a nd insolubl~s in ethanol , except I N i( rn-s tien) 3 \{~ 3C-COO ) 2. 3H2n wh ich i s s lig~

t ly s o l uble in eth a nol, being t he solution y e l low. Li~ewise , a l l t he tr is -compl~

xe s are i n s o l u b l e in a ce t o n and c h l oro f orm . Infrared da t a are g i v e n i n t he Ta b le

1.

¡t h

85



1. INTRODUCTION

Rev . Acad. Ciencias Zaragoza, 34 (19 79)

A method has been elaborated for the numerical analysis by computer of experi ­

mental distribution functions. Treatments te increase the reliance in a partl

cular solution are applied to the different uncertainty sources. It ·has been

reali~ed fer electronic spectra and can be used in many others areas. The ex­

perimental contour second derivative ls used in the automatic' band detection.

A procedure te estimate appropriate sampling interval ls introduced te obtain

accurate derivative values . A method that refines initial parameters has been

developed using the experimental conteur and its first and second derivatives.

It produces significant improvements of the starting hypothesis. The final fit

ting can be attained by a least-squares procedure . The adequate estimation of

sampling intervals te calculate derivatives and the initial parameters refine­

ment eliminate the main difficulty in the spectral deconvelution.

SPECTRAL DECOMPOSITION BY COMPUTER IN ADVERSE ·CASES. I MATHEMATICAL OPERATING
PROCEDURE

F. G6mez Beltrán*, A. ·Sa l a s * .y A. Valero**

*Departamento de QUímica-Física. Universidad de Oviedo. Oviedo.
**Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales . Universidad de Zaragoza.
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Since the time in which computers reached the status of a "usual tool" for

scientific workers,the subject of the research here described has been treated

i n its different parts,but not always with the same thoroughness in every one.

The results from all these treatments appear in several scientific papers from

which it is already possible to elaborate a critical review of the actual situ

ation of the problem and o its proposed solutions .As one of the conclusions of

th is review emerges the fact that there exist three fundamental problems in

the numerical resolution of one complex spectrum.

The first problem is the selection of the mathematical mode l which will

represent the single bands which add up t o form the experimental envelope.The

adequacy of this model to the real situation puts a limit on the accuracy with

which the final solution can be obtained. The mathenatical picture 0<: the carponent

bands is made t h r o ug h several parameters and the improvement of the band mode1

is normally carried ·out by increasing t~e numb~r of parameters used .

The second problern lies in the determination of the number of component

bands actually present in each spectrum and in the estimation of the "start va

lues" for their parameters .

Finally,the third problem lies in the selection of the mathematical proc~

d u r e which will drive the calculations to their final solution. This procedure is,

normally ,a "least-squares"method.

If the appearance of the recorded spectrum is such that we can precisely

find o u t the number óf'its component bands,and the number of the inflection



pointswhich 'the spectrum shows is twice t h a t of the bands,we stay in the best

situation for solving our problem completelyl .ln this case,almost any va lue for

the "starting parameters "(the extinctions of the visible peaks ,for instance)

will be adequate for working them through the chosen" leas t -squares "method and

almost e v e r y " l e a s t - s q u a r e s "wi l l reach t he optimum solution .Moreover , this situ~

t ion de ma nd s 'f r o m the computer shorter calculation times than does any other .

The accuracy of this solution will then only rely on the suitability of the '

band model chosen,and on the size of the experiment and calculation errors .

Nevertheless,most time s t he spectrum is not so we ll behaved,and the calcu

lator is faced wi t h more complica ted situations .One of them appears when the

observed bands overlap s trongly mak ing d ub ious,even tpe s i mp l e existence of

any ,or s ome, o f the m. l n thi s ' c a s e, it i s a lmost i mposs ible t o determine re l iable

val ues for the starti~g parameters'of the bands a nd,therefore,the best solution

of t h e nu meric al analy si s may not p roperly r-epze'serrc the r eal spec t r um. Su c h an

unpredi c t able wrong r esul t i s a con sequence o f the fact that the l e a s t-squa r e s

method doe s no t arrive a t t he uni que solutionl - l ~ I n t his case i t the refore seems

advi sable t o u s e a spectra r eso l utio n method based on objec t ive criter i a i n

which,f rom evaluable magnitudes ,it is possib le to estimate t h e a dequacy o f the

result obtained.lt is also most de s i r a ble for such a method to h a v e safety de­

vices in o rder to drive t he calculation to its most realistic s o l u t i o n.

For answering very d ifficul t s i t u a t i o n s our band reso lution method must

be provided with procedures for f inding out the number and s t a r t i n g parameters

of the bands forming the spectrum as well as those based on simp l e guessing .

The most efficient procedure for do ing the first task is .t .ha t; b a s e d on

the ana lysis of the n -order derivatives of the measured contour,because i t has

good s e n s i b i l i t y for ascertaining properly the number of bands present.Theref~

re i t ' h a s been usually emp~oyed for thatl-1 5.This procedure i s an o b j e c t i v e to

01 fo r so lving spectra because it works indépendent ly o f t he shape assigned

to the bands which 'l oo k s for 3- 1 4 . , Moreover all these properties ,the n - o rder

derivatives of the cont o u r help to determine satisfy ing starting parameters

f or the bands which t h e y detect.Nevertheless ,this procedure sometimes works

in r e verse as a c ons e q uence of i t s very h i gh discr imination power ,recognizing

as a bso r p t i on peaks,smal l fl uctuations of t he instrument noise and giving fi na

lly a wrong p i c ture of t h e s pe c t r um unde r a na lysis.

For the practica l a pp lication o f t his b a nd detec t ion method every deri v a­

tive up t o the order o f f our
1 4

h as bee n employed .O f them ,the one of t he f ourt h

orde r is t he most sensi t i v e ,bu t it i s al so the mos t l i able to wrongly detec t

a s b ands t h e a fo r esaid i rregular fluctua t i ons of the spec t r ometer n o ise. ln ev~

ry case ,however ,the t hing that any derivat ive - based met hod o f f i nd ing bands

needs , for proper working i s a very good derivative-con tou r.

Th e roughe s t method f o r c a lculating der ivative con tours i s t hat called

" d i f f e r e nce s method" .This method renders on ly t he . f i r s t approx imation to the

rea l de rivative .More sophisticated methods , suc h as' the Fourier ' s t~ansform16 ,

arrive at better approximations of t h e real derivatives,but they a l so demand '

longer computing times from the computer1.A very popular method is that which

carries o u t the derivatives of s o rne predetermined polynomial function previou~

ly fi t ted to the experimental E-values situated in a chosen i n t e r v a l centered
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2 . 2 Smoothing of experimenta l data and contour der ivatives c a lculation .
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2 . 1 Band mode l chosen

2 . MATHEMAT ICAL I1ETHOO

in which h is the abscissa interval between two experimental. data ,~ is the n um

ber o f the intervals used i n the d e r iva t ive calculation for e ver y point ,~ is

Th ere are several p a pers;,lO,1 2-14 ,18-26which repo rt d i scu s s ion s about t h e

choosing o f thé best fun ctional fo rm for representin g the absorption bands whi ch

appear in the e l e c t ron i c s pectr a. Fro m them it i s pos s ible to c on c l u d e tha t the

mos t recornmend e d b a nd f o r ro fo r t h e s e b ands i s the Ga u ss 's f u n c tion(ene rqy s yrnme

tric g a u s s ian ) .In s pite o f t his,in order t o inc rease the possibi l i ti e s of our

calcu lat ing p rog r am ,i t was prep are d f or wo rk ing opt ion a l ly,o r success i ve l y, wi th

some ,or al1, of the f ollo wing f u n ctions :

I n o r d e r to calculate the derivatives of the spectrum line the program e m

p loy s the Savitzky and Golay procedure l 7 .The c a l c u l a t i o n cons ists of t h e appl~

c a t ion o f e very couple o f Ea n d A(o r V)va l u e s in the exp r es s i o n :

va l ues o f abs o r p t i o n s and the s usp e c ted model of the b ands e x i s t i ng. ~ I n d evelo­

ping such a method ,serious a tte n t i on has been paid to choose the best proced~

re for o btaining the d erivat ive con t o u r , to ascerta in t h e mos t adequ a te va lue of

the d isc r iminan t e mploy e d in t h e d etermination o f t h e number of component bands ,

a nd a l so t o s elect their b e s t sta rt ing p a r ame t ers .Part i c u lar ly , i n connection with

th i s lat t er pu rpo se ,we have e l abora t ed o n e r outine fo r r e fining t he sta rt ing

pa r a me t e r s initially e v aluat e d, which i mproves t heir rel i ance and adequac y as

feed f o r the leas t-squa r es f i na l c alculatio n .

We hav e wr i t t en th i s c omputing pro gram wi th t he pur p o s e o f making t h e p e ­

c u l i a r i t i e s of the a n a l ized spectrum ac t a s t h e c hie f d r ive r s during e very p a r t

o f the c a lcu l a t i on . Th i s developed p rogram is useful fo r an a lyz i n g many kinds

of spec t ra ,bu t because o u r actual ma in concern is the a na lysi s o f electroni c

spect ra o f metal complexes , we hav e tested it in th i s research area.

I n eve ry o n e o f t hes e fu~ctions the r e are thr e e dete rm ining p a r ame t e r s : t h e wa ­

ve leng t h in the maximum o f the band( Ao) , t h e ext i n c tion c oefic i ent in the maxi­

mum of t he band( Eo)and t he h a l f -band width(b).

Ou r p rog r a m ma y opt i o n a l ly a l so work takins i n to account the existence

of one c ontinuous background absorption oE p o lvnomial form o



17 f haround e v e r y recorded absorption .Nevertheless,having chosen any one o t e

existing methods it must comply with this basic requisit:it must not distort

the shape of the experimental spectrum .In order to improve the calculation o f

, t he derivative contour it is advisable t o smooth down , through sorne kind of ma­

thematical tre a tment,the random errors of the experimental absorption data
17

We must say in connection with this latter purpose that every calculation me­

t ho d for finding derivatives wor k i ng via least-squares impl ies sorne smoothing

down of t h e data emp loyed.

The number of bands f o und by a ny 'me thod of a u t oma t i c determination based

on the a nalysis of derivative contours r elies on the size of the d i s c r i mi n a n t

fed to the computer program ,because such a discriminant is t h e truly recognizing

t oo l of t he method .Therefore ,it seems advisable to use of a size as sma l l as p~

ssible f or this tool .Nevertheless,such a size has a lower limit ~ade b y the err~

tic noise of the spectrometer because if t h e size of the ~iscriminant employed

were "smaller than t his limit the method wou ld find high erroneous va lues for

the -numbe r o f bands . Similarly , if the v a l ue of s uch a d i s c r i mi n an t we r e higher

than neCessary the method would give low e r r on eou s v a l ue s for the number of

bands i n the c a s e s in which there were strong overlappings of neighbouring ab­

s orptions because, in these cases, the method wou l d not be able to recognize thes e

bands as different ones. Clearly , the overlapping d e gree also puts a limi t 'Ot o t h e

r e s o lvi n g power o f any derivative-based me t hod o f automatic determination of

t he number of bands p resent in one spectrum.As a consequence of the aforesaid

situation the size of the discriminant employed in every spectrum must be dedu

c e d f r om a c areful consideration o f the relative 'we i gh t s of the followin g f ac­

tors :overlapping of bands and erratic noise.

The number of component hands found f or a determined s pectrum being

correct , the adequacy of the c alculated envelo pe to t he experimental c u rve dep e nds

strongly on the q u a l i ty o f the starting param~ters of the bands fed to the pos
t " 1 1-3 5-8 1 0er10r east-squares me t hod ' , . Wh e n strong overlappings exist such sta~

tin g parameters differ strong l y from their final v a l ue s . Th i s f act marks awkwar~

l y the work o f t he least-squares,making "its convergence slow, and,therefore,

strongly increasing the calculation t i me .In t h e s e cases it is a lso possible fo r

the l e a s t -sq u a r e s method to s top the calculation in. a l o c a l mi nimum which does

no t represent the best" solution to t h e problem . "

Another awkward consequence o f these,difficulties is the possible diverge~

ce of t he l e a s t - s q u a r e s .The r e a r e powerful l e a s t- s q u a r e s met hods which g u a r a n ­

tee their convergence independently of the adequacy of the starting parameters

emp l oye d , bu t they do it b e c a u s e t hey l a ck r estrictiv e conditions.Such restric­

t ions normally stem out from the physics of the problem wh i c h t h e least-squares

is applied tO,and ,therefore,if they do not e x i s t , t h e minimum obtained cannot

correspond to any meaningful s ituation.

We can conclude ,after this d iscuss i on , t ha t th~ construct i on of a c alcula­

t ion"method able to refine the starting parameters d f the bands before f e ed i n g

them to the least-squares , seems to be worth,~hi le .

In t he following we wi l l present the f u nd a me n t a l s a nd t he results obt a i n ed

wi t h one computer method wh i c h is able to decompose a u t oma t ica l l y in its comp~

nent bands all kinds of spectra.Such a "method needs , as data,the expe r imental
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where ois the ordinate standard deviation .Imposing now the aforesaid condition

we o1;ltain:

(2)

( 3)

(4) and ( 5 )

of the corresponding

2. 8925

9 1

+k 2
E Al k r- k(rnh ) 2 Bk r

2.58 .12 0 1

t.E:~ax ~ las

s =

neighbouring maxima.

In the wa v e La nq t h g a u s s i a n model t.E:~ax

wi th formulae (2) a nd (3) ,we obtain:

m.h> 1.7 ~-: and m> \7 ~ :
2 E:
____o_ . Th i s magnitude, ~, measures the sharpness

b 2
bein ga =

band o

"being t. E:
ma x

the depth of the minimum which presents that isolated band in the

second derivative,such a d e p t h being measured relative to one of its two nea­

rest

ss i on

the degree of the polynomium employed , (2k+1) is the number of experimental po­

int s adjusted,and Al k r and Bl k r are the coeffi~~ents suitable for every couple

of ~ and r.These coefficients appear tabulated for lthe most frequent cases.

Fina l ly , ~ is the order of the derivative which is being calculated.All these

v a l ue s ~'~'E and ~ must be carefully chosen in o r d e r to a void contour deforrna­

tion s during the calculation.

I t is profitable to employ unique values of ~'E and ~ a l o n g all the spec­

t rum,but this procedure obl i ges one to estimate the mos~ a d e q ua t e value of t he

product(m .h)for every region of such a spectrum.In electronic spectra of . the

k i nd whi ch we have worked on v a lue s of k=4 and r=2 or 3 seem to be adequate

enough .

The selection of the best v a l u e of(m .h)comes after a careful analysis of

the form of the contour a n d corresponds to a balanced compromise between two

f a c t o rs : t h i s value must be small enough to enable it to recognize the narrowest

peak present as a' band ,and a lso high enough to enable it to neglect the de­

termined errors of the measurements as distinct absorptions .For these reasons

it is clear that every region of thé spectrum will require different values of

(m.h) in order to obtain the best problem solution .The uniforrn criterion that

we have employed for ascertaining the best(m .h)value corresponding to every r~

g ion in wh i c h the spectrum c an be v i s u a l l y divided ,entails a previous calcula­

tion o f it on condition t hat the deepest second derivative minimum coming from

the h igh e s t · error is at least ,ten times less d e e p than the min i mum coming f r om

the steepest band present in such a zone .This ratio(one to ten)seems to b e big

enough t o erase the afo resaid errors as detectable b ands.The v a l u e o f h,uni

que along the spectrum,is also previously calculated applying this conditi o n

t o the steepest and strongest band found making m=l.

I n paper
1 5

there a ppears a ma t h e ma t i c a l expression from wh i c h the va l ue

o f the barrier h e igh t which the second derivative minima mqst lsurpass,in order

t o be r e c ogn i z e d as coming from spectral bands, can be calculated.Applying such
J

an e xpre s s ion to one isolated b a n d , t a k i n g zero as the absciss a error,we will

obt a i n :
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2.3 Determinat ion of the number o f ban d s .
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The program a sso c i a t e s the existence of one band with the presence in t he

second deriva tive line of one minimum deepe r t h a n those coming from t h e erra t i c

dispe rsions of the measu rements .This e rror 's minimum(error 's threshold)can be

ca lculated from e xp r es s ion (2) . No r ma l l y,th e e r ror (o) emp loyed i n c alculati ng

this threshold i s t he standard deviation of the absorptions 15 ,the va lue ofwhich

is cons tant along a l l t h e spectrum .Never the less ,in orde r to im p rove t h e r ole

of this threshold in band detection we have t a k en as standard deviation o f the

measu~ements the fo l l owing s um of deviations : o . = o +0, (dE). in which o .
. 1 Ei A dA 1 E1

i s the s tandard dev iat i on o f the abso~ptions 'OAi i s the sta ndard devi a t ion of

the wave length s and (~~)i is °t h e slope of the c ont our i n every poi n t.Us i ng th is

express ion f or calculat i n g 0 i ,i t i s c l ear t h at we a re going t o employ one varia

ble thr e s hold for eve ry point o f t h e spectrum, a p rocedure wh i ch l ooks mor e rea

l i s tic than the use of a cons tan t on e , b e c a us e i t t a kes i n to account the f act

tha t the highest indetermination in the band detection wi l l a ppea r in those z~

ne s of steepest contour .Finally,because we · a r e going to take a s minimum depth,

the vertical dis tance between t his minimum and the nearest maximum,we thought

that the best threshold v alue i n e ve r y case would be the value of 5 calculated

in a f orm sirnila~ ( s= ( S i+s ~ ) 1/2 ) to that employed f o r calculating the mean stand

a rd devia t ion of two deviations .ln o u r case,these t wo deviations are the 5 va­

lues c a l c u l a t e d for the po i n t s o f the s econd derivative line, the ordinates of

whi c h a r e subtracted t o obta i n the aforesaid de pth o f the minimum .

The pro gram determines the numb er of bands p r e s e n t running along the spe~

trum in b o th possible direct i ons (up and down A or u v a l u e s) . Th i s procedure was

set up in o r d e r t o a void the pos s i b l e missing o f r eal exi s t ing bands as a con

s equence o f non syrnmet ric ove r lappings , and al50 i n o r d e r t o a void t he erroneo­

us de t e ction as ~and s o f t ho s e s trong erratic fl uctuations of t he me a s u r ements

which wou ld o ccas iona l ly appea r in the ascending branch o f v e ry steep r e g ions

O~tained from ( 5 ) , t h e bes t va lues o f ~ f or every region of t he s p e c t rum

and these va lues b eing on ly approximate e s t i ma t es of the n umber of ne ighbouring

points which mus t be émployed f o r better calculating the con tour de r ivatives

in every poin t , the i n t e ge r s ascertained i n suc h a way can be used in connection

with any other b and model different to that which they were estimated for o

Figures 1 ,2 and 3 show clearly the effect of employing improper values of

m in calculating the second derivat ive . Figu r e 1 s hows the second derivative li

ne calculated from one rea l s pectrum in which one strong ly erroneous absorpti ­

on existed(an occasional erro r of 5 .7 per cen t )and i n which ~ was no t carefully

e s t i ma t e d . F i gu r e 2 shows the same de r ivative but c a lcu lated wi th t he a dequate

~ value oFigure 3 a l so shows t h e sec ond derivat ive of t he same con tour a ft e r dis

carding t h a t e r roneous po int. Fina l ly ,w e mus t s a y tha t very high va l ue s of m

wi l l d is tort the calculated der ivat ives a nyway.

The s moo thing of the cont our l i n e o f t h e spectrum is carried o u t through

the same p roced u re (m=O) . p a pe r 1 7 empha s i zes the bene fici al ef f e cts o f thi s smoo

th i n g a nd g i ves o ne c ri te r ion fo r estimat i ng the tiMe s wh ich it is worthy of

do ing i t i n each case.



2 .4 Starting p arameters es t i mat i on

o f the second derivat ive .Becau s e of the possibil ity of both the afore said r uns

r endering d ifferent number of band s ,the program has been p repa red to f a c e

thi s s ituati on . l n t h is case, the best solution to the problem wi l l come after

a careful visual analysi s of th e - s econ d derivative curve ,a c u r v e that the pro­

g r a m c a n optionally sketch in but , in spite of that ,lit has alsa 'the po s s Lb í.L í t.y of

detecting automatically the best n umber of bands assigning opt ional l y to such

a numbe r the unlon or the intersection of the two s ets of bands dedu c e d f rom

the two aforesaid r un s .

The method based on t h e numerical anal ysis of t he second derivative h as

a t h e o r e t i c a l l imit in its reso l ving power of strong ~verlapping bands ,a limit

which r elates t o t he sizes of t h e meas urements e r ro r s.This l imit,howe ve r, c a n

neve r be r e a c h e d i n p ract i c e ,b e c ause t h e pos terio r fit t ing b y l eas t-s quares nor

ma l ly p resents indeter mi native troub les before 'that l .

(6) •
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b=(2.8925 E / óE ,,) 1/2 and b=(2 .5 E /ÓE ,,) 1/2
o - o o o

for wavelength curves

It is carried out f rom t h e second derivative and s pectrum con tours .

As A or V va l ues for the bands ,the program uses the wave length or frecue~

cies of the r e p r e s ent ative min ima p resent in t he s e c ond der ivative line,a nd as

initial values of t he ir a b s o r p t i on s emp loys the half of t he val ue o f the e x t i nc

tion read in e very position in which the band max ima are si t uate d . We h a ve cho­

sen t hi s c riterion for estimating E in order to eliminate troubles in t he foll o

wi ng stages of the calculation .The starting E v a l ue s est imated i n this wayseem,

anyhow ,to be more real istic than t h ose com ing from the complete spectral ex­

tinction s .

The values of t he half- width paraméter b are estimated,employing the fo r­

mula which r e l a t e s this magnitude t o t he value o f the second derivative i n the

mi n i mum,wh i c h represents t h e corresponding band .This formula reads b =(2 E I IE " I)1/2
- 1/ 2 o d

for wave length bands ,and b=(l/ Ao) (2E O /IE~ I) for frecuency bands .

Th e quality of t h e derivat ives strongly determines the adequacy of the b

values an d also ,th i s adequacy s t rongly depends on the overlapping degree of

the neighbouring bands ,becau se the above quoted formu lae correspond -on ly t o i ­

solated bands .ln o rder t o el im inate t h i s l a s t p r ob l e m as much a s po s s i b l e t h e

p rogr am works with a Ó E~ value ins t ead of t hat of I E~ I ,Ó E~ com ing out from t he

dif feren c e between t he I E~I v a l ue which corresponds to the s econd d e r i v a tiv e

minimum,and t he I E ~l value wh ich belongs t o the second derivat ive maximum s i t uated

n e xt t o it .We t h ink that this proce dur e f o r calculati ng b improve s t ha t r e f e­

r~d t o i n
1 5

,because i t e l iminates the POssibilit~ of obtai ning abs u r d val ues

for b ( i f I E ~ I tends t owa r d s zero b wi ll tend towards inf in i te ) in those cases

in wh ich t h e infl uence of one band upon a no t her determines t h e appearance of

minima wi th very small negative values of t heir E". Ev e n in t hose cases the va-
o

l ues of ÓE ~ never wi l l be very smal l because the program should never recogni -
ze as bands ' s uc h a minima. i

Using these ideas we have deduced for b,the fol lowing expressions :



( 8)

(9)

(10)

e: ': . =a (2u-1) exp (-u)
) , ~ ,

a :2 e: .b -:
2

O,) )
f or a n isolated band :

e: "t ,i

e:
o , i

: i s the height i n the max im um of t h e i-th bando

e: . :is the height o f the j -th band in the position of the maximum o f the
), i

i-th bando

where u= ( ). . - ). . ) 2b -:2 a nd
o ,) o , ~ )

From them we c a n wri t e

). . = A+ e: '.. e:-1 .
O , l. 1. 0 , 1

I n t he case o f e q u a t i on ( 8 ):

e: t , i : i s the expe rimental contour extinction in the position of the gra­

v i t i center o f t h e i -th b a nd o
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b ,= (2 e: ' . . e:,,- 1 . ) 1/2
1. "0 , 1. 0 , 1.

i n whi ch ). r e presents a n abs c i ssa v a l u e close enough t o t he po s tion of t h e ma-

2.5 5 t a rting parameters r efine ment

b=(l/ ).) (2. 89 25 e: / 6e: " ) 1/ 2 and .b= ( 1 / ).·) (2 . 5 e: /1I e:") 1/2 (7 )
o o o o o o

fo r f requency one s .

Thus ,we get s uita b le es tima t ions of t h e para meters,bearing in mi nd t ha t

the p rin c ipa l requireme n t we make t o the s e p aramete rs i s that they do not to

ob s t r uc t t h e work of t he next stage.

The s ymbolism in equations (9) and (10) is simi~ar to that in equation (8) but

r eierredto the corresponding derivatives.

The e xp r e s s i o n s for e . . , e: '. . and e: ': . should be, for instance, in the
) ,~ ) ,~ ),~

).-ga u s s i a n modeJ :

The b ad i nfluence that a n inaccurate s et of starting p a rame te r s ha~ onthe

accu r a cy of the fi riál result ,ha s fre quently b een d e alt with i n detail in s cien

t i f i c literature l - 3 ,5 - 8,1 8,27, especially in t h e c ase in wh i c h the erro neous p~

ramete r is the band posit i on .Normally the improv ement of a ny e r ron eou s starting

paramete r s is carried o u t through a trial and error me t ho d .b u t because we a r e

trying t o find an automatic procedure for solving a ge nera l band contour we must

s ub s t i t u t e the trial and error by another method b ased on the peculiarities of

th e contour .Lischka1 8 has p u t forward a method t o do s O,but i t refines only

b and widths and gives,moreover,poor r e s u l t s in the cas e o f over l a pp i n g bands .

To overcome these difficulties we have developed a p arameters im provement pro­

cedu re which imposes in every band,the conditions o f con s i s t e n c e to the conto ­

ur ( e: ) a nd to its first (e:' ) a nd second (e:") derivatives .In short ,from these
o o o

cond i t ions we may wri t e the equation s ystem :
n

e: .+ L e: . .
o , ~ i ;i j ),~

n
E l . + \' E l

o , ~ á j j , i

e: " . -+ ~ e: "
o , ~ i ;ij j ,i



2 .6 Final fit us ing the improved parameters

(13)

(11)

(12)

n
E = E - I E. .

o, i t ,i i/j J ,~

n 11 ~ 11 ·- 1
A .> A. + ( E ' .- I E.' .)( E. . - L E. . )

O, ~ ~ t, .i, i/j J , ~ ) ,~ i/j J , ~

n n /
b . = {2 (e: . - I E . .) (~' • - I f!J~ i) -1) 1 2
~ t ,~ ilj J, ~ t , ~ ilj ,

of the i - th band (A . ) to suppo s e thatE=Eo and Ei " i s the fi rst deriva-
. . 0 , 1. ..L.

of the i -th band at the A point .

F rom t h e latter relations and equations (8) ,(9) and (10) we can obtain:

The final fit of the improved parameters is carried o u t by a least-squares

p r o c edu r e . Be c a u s e the function to minimize is not linear,the solution can not

be obtained at once.It is necessary to use an iterative method forapproaching

the min imum methód which improves the expelimental curve fit .This process stops

when the system can no t produce a significant improvement of the fi t .

As a l e a st- s q u a r e s method ,we have used the powerful and quit~ commo nly

used Marquardt's method3,8,27 ,28.This method combines the complementary methods

of the gradient and that of the simple linearization . N

The function to minimize is one of the type: - Q= I ( E 1 (p:, ... ,A . ) _ E. ) 2
i=l ca ~ ~ .i,

The function is linearized by means of a Taylor's expansion,neglecting the

terms other than that of the first arder .

Minimizing Q and transforming the mathematica l express ions obta ined we

arrive at an equation system that we may wr ite in matr ix form as : B=A .C

where A
i

is the position of the maximum of the i-th band initially estimated

from the second derivative curve in the way described befare .

From the starting set of parameters obtained,following the procedure des ­

cribed in 2.4 and using t h e aforewritten expressions by an iterative process ,

we can improve t h e s e parameters as far as the limits imposed by t he accuracy

of the measurements,by the quality of the calculated derivatives and the ade ­

quacy to the problem of the band model employed .The process has two different

stages:firstly the program refines only the heights and band widths until con ­

ve rge n c e and,secondly,refines the pos itions.These two stages are carried out

sucessively until total convergence .

Interpolation is needed to calculate derivatives in intermediate positions .

where:

Cj = ÓP j

I n the Marqu ardt 's method t he system of equations to salve i s t he next:

B={A+AIA
1)C

where Ais a parameter used for the algoritm interpolation .A
1

is t h e matrix ob­

tained from A leaving only the principal diagonal elernents ,after neglecting t h e
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, exper-srroot . initial refined refinarent final ooservations
deviation pararreters pararreters evolution pararreters and 'f inal A
(G in %) ,agr eerrent agreerrent agreerrent value

Gauss( A) Q=.llxlO-4 Q=.42xl02 Q=:92xlO- l
2'cycles

-2
minimum atQ=.17xlO

0=.2 0=207 .3 0=31.9 7,3 it. 0=1.5 9-th it.

A =10- 1

Gauss( u) I dem Q=.42xl0
2

Q=:11 2 cycles Q=.26xlO- 3
minimum at

0=188.6 0=33.0 5,2 it. 0=1".1 17-th i t .

A=10-7

lDrentz (A) Idem Q=.63xl02 - 2
2 cycles Q=.14xlO- 2

minimum atQ=.78x10
0=445.3 0=10 .1 4 ,1 it. 0=5.2 12-th it .

A=10- 2

Lorerrtz Iu) Idem Q=.61xl02 Q=.11xl0-2 10 cycles Q=.15X10-4
mininum at

0=395.1 0=2 . 8 10,5,4,1 ,. 0= .3 6-th it•
•• , 1 it. A=10-8

TABLE 1

exper-srroot. initial refined refinarent final observations
deviation pararreters pararreters evolution pararreters and final A
(G Ln %) agreerrent agreement agreement value

1 Q=.llx10-4
Q=. 6lx102 -4

minirnum atQ=.15x10
G=.2 0=395.1 0=.3 36-th it.

A=10- 6

2 Idem Q=. 105x10 3 Q=.64xlO- 3
2 cycles

-4
minirnum atQ=.14x10

0=484 .0 0=2.2 10,4 it. 0= .3 30-th it.

A=10- 4

TABLE 2

exper-srroot . initial refined refinerrént final observations
deviation pararreters pararreters evoluticn pararreters and final A
(G in %) agr eemen t agreement agreement value

Gauss (A) Q=.68xlO- 5 Q=.43x102 Q=.16xlO-1 2 cycles
-5

100 it.Q=.87x10
0=.06 0=192 .1 0=3 .4 6 ,4 it. 0= .08 A=10- 4

Gauss(u) Idem Q=. 47x102 Q=.57xlO- 1 4 cycles Q=.8lx10-5
minirnum at

0=210.6 0=3 .6 6 ,4,i,2 it. 0=.07 88-th it .

A=10- 2

lDrentz(A) Idem Q=.82x102 Q=.42 5 cycles Q=.33 at 10-th it.
G=265.0 0=17.2 10,4,2,2,1 0=15 .9 diverges

it.

lDrentz(u) Idem Q=.9lx10
2 Q=.69 2 cycles Q=.56 at 21-th it .

0=384.7 0=24.3 6 ,10 it. 0=21. 7 diverges

TABLE 3

Tables 1,2,3.-Final result and evolution in the refinement procedure and least-squares rrethod "
for sinmlated spectra.Tab1es 1,2 : case of five lorentzian functions symretric
in energy . Tab 1e 1: Using the four band rrodels . Table 2 : In the case of the co-
rrect band mx1ei.Option 1: without refinarent.Option 2: including one fictitious
ccmp.:ment and refinning. Table 3 : case of six gaussian functions syrmetric in e -
nergy, using the four band mx1els .
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3 . RESULTS

mode l employed.

On the other hand ,table 2 surnmarizes the results from one study applied

to prove the effect of . the number of present bands on t h e suitability of the

fina l solution. The run that s tarts with the unrefined parameters s hows the p~

wer of the l e as t- s q u a r e s procedure used,proced~re that is able t o achieve the

correct solution even starting far away from the minimum (Q=. 61x l 0 2 , wh e r e Q

represents the square deviations sum). In these conditions,the tes t of the

parameter's meaning is necessary,because it a voids the fitting procedure sto­

pping in local minima.Without this test the run stoppedat a minimum correspon-
- 2ding to an unnacceptable agreement (Q=.l4xIO and ~=2.9%,where G repr!"sents the

me a n d eviation ).

Whenwe added o ne fictit ious band (six bands in total) the refinement p ro­

cedure achieved a qualitatively correct solution from a ve r y bad initial set

of parameters,decreasing the intensity of this band to a value ten times sma­

1ler than the stronger values of the real bands.The f inal result is correct in
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We have conducted this case with 'all the band models described ,and always

under the same work conditions.The r esults obtained appear in table 1 and allow

us to make sorne interesting cornments on the program's work .

In al l cases we have carried out a previous smoothing of t h e experimental

contour ,and also in a l l cases ,the deviation between"experimental"and smoothed

contours , have been u s e d as limiting precision criterion.

Employing the correct band model,the results show that the refinement of

the starting parameters improves the v a l ue of the quadratic deviation obtained

in mo r e than four orders of magnitude .Its evolution indicates theconsistency

of the solution whi ch is being handled.It may be observed that the program can

only be developed to its capacity when work~ng wi t h the correct band model.Then

the positions ref inement ne e d s a progress ively decreasing numbe r of i t era t i o n s

in the sucessive cycles.

The power of the least-squares fitting p r oc e d u r e allOlqS t o find lone minimum

i n all cases ,but the final results show the differences produced by the band
(

3.1.1 Case of t h e addition of five energy syrnmetric lorentzians .

3.1 Simulated spectra

. A lot of results are obtained from thé program 's work on 'simulated spec­

tra.These spectra were built b y mathematical addition of adequate functions .

They were v e r y llseful for unders tand ing c learly the advantages and shortcomings

of the developed computing p rocedure.

o ther ones .

The system of equations attained in this way i~ solved by the Gauss elimi

nation method .

This procedure includes a physical meaning test,in arder to prevent nega­

tive values for the parameters being obtained .
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this case ,in spite of the false band,specially in regar d i ng the real band pos~

tions . We must point o ut t h at the e volution i n the ref ineme n t p roced u r e revea ls ,

b e t t e r than t he final agr e eme n t , t he i n c o n s i s t e n cy o f the s olut i o ns.

3 . 1. 2 Case o f the s um o f s ix g a u s sian s syrnmetr i c in e nergy ~ o ne l i near back

g round .

We h a v e a simula t ed"e xperi mental contour conta i n i ng t wo automatÉally unde­

te c tab l e bands ,another one at the end of the s pe c t r um represe nte d by a s ma l l

numbe r o f points and a b a ckground whic h is hard t o estima t e. For a l l these rea ­

son s the initial est i mation on the startin g par ameter s wa s v e ry bad .

Figure 4 s hows t he t otal contour and the componen t b an d s of thi s example .

"F i gu r e 5 wh ich represents the secon~ derivative va lues a long t he spec trum,rev~

a l s the impossib ility o f discriminatíng two ban ds a t 508 a nd 5 20 nm.,s ince "

they appear me r ged into one minimum s ituated a t 51 3 nm.

Then,supposing that we know that two such ba nds ex ist , their in i t i a l pa ­

ranet~rs from the t abulated s e ond deriv at i v e we r e c alculated. I n thi s wa y we ­

handled six bands .Table 3 shows the result s obta i ned .

We must point o u t the fact t hat the refinement here c an d ras tica l ly impr~

v e t he f i t t ing (fr om Q=4 7 t o Q= . 057 ) in t h e c as e of both Gaus s ' s mode l s .

I t can a l so be ob serve d t hat i n hard condit ions t h e d iscr im i nating p owe r

on the kind of mode l empl oyed v a n i s hes i n t he refinemen t ,but , a t least , t he in­

d e t e rmina tion Gauss i an - Lore n tz i a n do not l as t t o t h e e nd o f t h e f itt i n g proce­

du re .

3 .2 Experime n t al s pe c t r a .

~

We dispose o f a great amount o f expe rimental ma t e r i a l e special ly r e f er i n g

t o c hem i cal compounds i n which the v -uv spectra were car ried o u t in s ol id s t a t e .

The results obtained wi l l be t he ma t ter of sorne future p ub l icat ion .

4. CONCLUSIONS

A c omputer program (ANALBANDAS)a comp r i s i ng 19 elements a n d writt en i n

FORTRAN-IV UNI VAC has b e en written.It bec ome s a ve ry use f u l tool in the s p e c­

tral resolution because o f its ver s a t i l i ty acqui r ed by the use of optional op~

rations and a lso bec ause of the complete i nformation wh i ch it produces t h rough

tables and drawings .
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A ma jar c orrespondence between theore tic al da ta of e mp í rica1 model Col~

Davidson an d expe r imenta l results i s establ ished from t he tre atm en t o f the

activation energy, v ariable of the r elaxati on process t hat r eflect the ano

malys o f the macr oscopie re l axa t ion t ime. Th is method has been applied t o

ethylene gly co l , g lycero l , amyl a l cohol , water and e t hy l acetate. Good

agreeme n t between theoret ica l and calcu lated val ues ha s been obtaí ned .

Rev. Acad. Ciencias zaragoza, 34 (1979)
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ANALISIS TERMICO DEL ESPECTRO DE RELAJACION DIELECTRICA COLE-DAVIDSON

Las desviaciones de la linealidad de In f máx respecto de l a temperatura a

l a que aparecen dichos máximos de absorci6n¡predominan en la regi6n d e bajas

temperaturas. En el presente trabajo se establece una mayor correspondiencia en

tre los valores te6ricos del modelo empírico de Cole-Davidson, y, los r esultados

experimentales modificados a partir del tratamiento de la energía de a c t ivaci6n,

variable del proceso que refleja las anomalías del tiempo d e relajaci6n macros­

c6pico .

En un artículo previo l se ha estudiado la evo l u c i 6 n del máximo de absorci6n

dieléctrica a diferentes frecuencias de microondas en funci6n de la temperatur~

para los procesos dieléctricos correspondientes a distribuciones del tié mpo de

relajaci6n Cole-Davidson .

Este comportamiento no es exclusivo de dieléctricos po l a r e s líquidos, sino

que se observa en diferentes polín eros , donde resulta ser más acusado por apar!

ci6n de efecto Maxwell - wagner2 . As ! mi s mo se h a encontrado a i s ladam e n t e en al

gu no s p r o c e s o s de rela jaci6n dieléctrica Cale - Ca l e , t al corno sucede en ferro­

eléctricos del tipo orden-desorden3

I NTRODUCCION



( S)

(3)

(6)

(2)

(1)
E - E

S '"

(l+j wT} B

cOS(B a rc t g( WT}) .
- E }

ce (1 + (wT} 2 ) B/ 2

sen(B a r c tg( WT})
( ES - E",)

(1 + (WT } 2) B/ 2

E " ( W)

E* ( w)

d e manera q u e el tiempo de relajaci6n T v i e ne dado por u na funci6n dependie~

te de la temperatura y de la energía de activaci6n WA, de acuerdo con la ex­

pr e s i 6n de Arrh e n i u s

d onde A es una constante d e pe nd i e n t e del medio dieléctrico y de la frecuen ­

cia, k la c on s t a n t e de Boltzmann, y WA se considera constante en el interva­

l o de temperaturas utilizado .

Esta r e presentaci6n p e r mi te analizar la evoluci6n del máximo de absorci6n

dieléc t rica E~ (w , TO ) ob t eni d o por variaciones de l a frecuencia a la tempera­

t ura constante TO . La relaci6n entre la absorci6n y dispersi6n para los

máximos de E " resulta ser

ecuaci6n d e un a recta en el plano ( E', E"), cuya intersecci6n con el eje real

tiene lugar p a r a E ' : E", ' y a que para cualquier frecuencia de trabajo el pr~

ducto WT O se mantiene constante .

Por otra parte, el comportamiento del máximo de absorci6n dieléctrica - ­

E"m( wo , T} obtenido a diferentes frecuencias fijas en funci6n de la temperat~

ra r esulta

La e c u a c i 6n anterior p e rm i te expresar las partes real e imaginaria de E*

baj o l a forma
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donde WOT ,dependiente de la temperatura, corresponde al valor que origina

una absorci6n dieléctrica máxima .

siendo B el parámetro de la distribuci6n (O < B < 1) y T,el tiempo de relaj~

ci6n más probable a la temperatura de trabajo. La frecuencia angular viene ­

r epresentada por W , mientras que Es corresponde al valor de l a cons tante -­

die léctrica a baj a frecuencia que en la mayoría de los casos depende lineal­

men te d e la inversa de la temperatura en un rango restringido de ella, en

t a nto q ue E", representa el correspondiente valor a frecuenc ias elevadas ( IR

l e j ano)

Para l os procesos dieléctricos Cole-Davison ,la representaci6n as imétrica

de la distribuci6n de los tiempos de relajaci6n obedece a la ecuaci6n .empír!

ca de l a permitividad dieléctrica compleja

FUNDAMENTO TEORICO



(8)

(9)

E'

E~{W.To)

, y cuya representaci6n es lineal respecto de --
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obtener la relaci6n

1

La ecuaci6n (8) permite

W1
l~ Tg = In Ag +

k

FIG.l

10

20

de tal forma que Ag
1/T-T'

La falta de linealidad de E"m<.wO,T) .r e s p e c t o de 1;: ' , . y en consecuencia de -­

I n T
m

frente a la inversa de la temperatura para una distribuciÓn del tipo Cole

Davidson, se refleja en la figura 1 • En ella se muestra la evoluciÓn

de manera que T' corresponde a 'u na temperatura a la cual lo~ dipolos el~ctric6s

se encuentran totalmente bloqueados. Las constantes W1 y W2 representan t~rmi ­

nos correctivosadectiados para ·reflejar una mayor correspondencia con los resul­

tados experimentales del tiempo de reiajaci6n deducido directamente a partir de

la permitividad diel~ctrica E* .

zado

de los máximos E"m(w, To) y E"m(wO, T) según las ecuaciones (5) y (6), poni~ndose

de manifiesto la anomalía de E" (wO, T) en la intersecci6n con el eje real E ' ,por

s u tendencia a un valor límite inaccesible compr~ndido entre EO y E~ , resulta­

do puesto en evidencia para el glicerol, alcoholes primarios, y , dialcoholes •

Al objeto de explicar estas desviaciones de carácter no lineal por efecto ­
r

de la temperatura, -hemos considerado un modeló de tiempo de relajaci6n general~

siendo A la constante .convencional dada por la ecuaci6n (4), mientras que Wg (T)

representa una energía de activaci6n generalizada dependiente de l~ temperatura

debida a la contribuci6n de los t~rminos
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F IG.2
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. El desarrollo precedente , efectuado a partir del análisis d e l máximo de ab­

sorci6n dieléctric a e:"m(wO,T) como v a l o r límite de comportamiento , permite su ­

generalizaci6n para c ualquier temperatura. Al objeto de efectu a r la comprobaci6n

del citado modelo, se han tratado compuestos ,po l a r e s como el gl icerol, penta­

nol-1, agua,y , acetato de etilo, mostrándose en la figura 2 las variaciones de

In T respect~ de l /T, pu d i é nd o s e apreciar la falta de linealidad . En el caso del

g l i c e r o l (Fig . 2.a) los resultados obtenidos en este trabajo es tán de acuerdo -

Las de s viac i one s del t iempo de r ela j a c i 6n e n la zona de ba ja t emp e r atur a - ­

respec to d el mode lo de Co le-Davi dson , están l iga das a l as análogas que se orig~

nan a muy al ta f rec uenc ia por inf luenc ia del g r upo hidroxi lo. El anál~s is espe~

tral efec tuado en alcoholes demues tra n que d i stribu c iones del tiemp o de re la ja­

ci6n que a semejan el t i p o de Cole-Davidson pueden expl icarse c omo s uperpos i ci6n

de dos dominios de dispersi6n elementales Debye (banda estática de frecuenc ias ,

y , ondas milimétricas), y u n tercer dominio a frecuencia muy elevada ( E . H . F.) d~

bido a la relajaci6n del g rupo hidrcxiloG

DISCUSION

de manera que para temperaturas de, trab a j o muy superiore s a T' (T » T ' ) , dicha

pendiente tiende al v a l o r constant~ dado por e l t i empo de rela jac i 6n c onvencio­

nal (f6rmula(4». En e l rango de u t iliza c i 6 n pr6ximo a T' , 'e l t iempo d e ' rela j~

ci6n T corresponde a un estado l ímite de sobreenfríamiento análogo al obt e nido
"'J, 5

por Macedo y Litovi tz a partir de me d idas v iscoelásticas •

El ·análisis de este c omportamiento viene ref l ejado por la pendient e de

In Tg respecto de l /T 'dado por
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comparándose dichos resultados con los e xperimentales . La validez del modelo se

mantiene hasta la zona previa a la solidificaci6n ,ya que en ésta el comportami~

to de la permitividad dieléctrica E* se aleja de la distribuci6n empírica Cole­

Davidson

En la figura 4 se representa In, respecto de l /T-T' segdn el modelo propu~

to, obedeciendo a la ecuaci6n

Un análisis más profundo se ha considerado para el etileneglfcol , de compo~

tamiento típicoB • La 10calizaci6n de los máximos de absorci6n E n (w ,T) en funm o
ci6n de la temperatura , ha permitido comparar los valores experimentales del - -

tiempo de rela jaci6n con los te6ricos de l modelo, determinando la temperatura - O
característica T' = 149~ R, con una energía de activaci6n efectiva W

e f=3
.B71 -­

Re a l / mo l a temperatura ambiente. La prepresentaci6n gráfica de ln( 'g)m ,y, W
e f

respecto de l/Tm se muestra en la figura 3 , donde se aprecia la desviaci6n de ­

ln('g)m r especto de l o s valores deducidos segdn la expresi6n (4). Asimismo , la

variaci6n de la energía de activaci6n efectiva se mantiene c onstante en el ran­

go de alta temperatura, mientras que varía notablemente en la regi6n de baja - ­

temperatura .
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En los procesos de relajaci6n dieléctrica se p tesentan dos posibilidades de

interpretaci6n s e gdn se trate de resultados efectuados a temperatura fija y fre­

cuencia variable, o recíprocamente. En este seguncb caso aparece un comportami~

to an6malo para el tiempo de relajaci6n macrosc6pico en la regi6n de baja temp~

' r a t ur a , que ref~eja un efecto similar para le energía de activaci6n .

7 '
con los deducidos por Ostrowsky a par t ir de medidas efectuadas por correlaci6n

' de ' f o t one s , y , u l t raso n i d os.



El'modelo de t i empo de relajaci6n propuest o , presenta u na mayor 'c oncordan ­

cia con los resultados experimentales deducidos del c ompo r t ami e n t o . dieléctrico

en la zona de baja temperatura . La temperatura característica T ',resulta ser -­

más baja que la de solidificaci6n, correspondiendo a un estado de sob reenfria ­

miento con exis tencia d e conformaciones molecu lare s d e d ife r ente s energías. El

tiempo de relajaci6n se mantiene comprendido entre e l c or r e s pond i ente a un va­

lor único en la zona de alta' temperatura debido a interacciones de molécula s ad

yacentes más de acuerdo con e~ modelo de Glarum10de dis~ontinuidades de .o r d e n =
local .

La energía de activaci6n e fectiva We f se puede considerar l i g a d a a l a s i nte

racciones propias de la estructura conformacional de l as moléculas polares (as~

ciaciones, movimiento bronwiano, y viscosidad), mientras q ue Wc corresponde a ­

una energía . relacionada al proceso de relajaci6n dieléctrica por intermedio de

la temperatura . Los grandes valores que s e obtienen para Wg en estado de sobre­

enf~iamiento indican qu e no representa un a energía de a ctivaci6n e n s u má s am­

plio sentido , sino que refleja los movimientos cooperativos de gran número de ­

moléculas .

Por otra parte, la extrapolaci6n de resultados experimentales para W~ ( T O , T )

respecto de e ' , pone de manifies to el valor lími te de l a dispersi6n , hecho --­

coherente con l a presencia de uno o varios dominios de dispersi6n en la regi6n

muy alta frecuencia .
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1. - REDES NEURONALES FORMALES COMO AUTOMATAS PROBABI LISTICOS

P. Mar t ! n e z , T. Pollán y V. Fernánde z

Z (t ) } = pmk ? O
m )

109

La fa lta de fiabi l idad de l a s neu ronas fué i ncorporada a los mode los for­

males por Mc Cul loch y colaboradore s , cara~terizando á cada neurona por su -­

probabilidad de ~ispar~ , e sto es , reempla~a~do la expresión funcional por - ­

una f unci6n probabi l ís tica 1. Como -una extens ión natural de l a Teor ía de Redes

Neuronales Determ inísticas , Moreno Díaz def ine una Red Probabi lística de N ~­

neuronas f o r male s y M var iables - exteriores como e l sis tema formado por N neuro

nas p robab i l ísticas , c uy a s entradas a cada una pueden ser l a s N salidas de la

r ed y l a s M variable~ exte riore~2. No obs tante, dicha teoría considera impli ­

c i tamente la i nd e p e nd enc i a e s tadís tica e n t re l a s sal idas de l a s neuronas , lo

que l a h ace i n ade cua d a para e l t r ata mi e n t o de l a conexi6n de redes y restringe

l a t e oría 3 •

- P es una funci6n de p rob abi l idad condicionada

La limitac i ó n a n terior se evita mediante l a introduc c i ó n del concepto de

Red Neurona l ba j o ent radas aleatorias -d e N neuronas y M variables exteriores 4,

defin ida como un~ terna (Z , S , P) ta l que :

- Z = { O, l}M , conj unto de entradas c uyos e lementos denotaremos por Zm
(m,:,l , 2, • •. ,2M)

- I
- S = {O, l} N , c on junto de estados , designando a sus elementos por S j

( j=1, 2 , .. . , 2N) :

)
This work deals with tbe generalization oí the concepts stability and oscilla-

tion in Formal Neur o nal Nets and Automata. Also, the neccessary and sufficient

condition fer the existence oí stable states and osci l lations oí determined

. l e ng th are shown . La s tly , the deterministic case in deduced and compared te

. the results ob tained .d i r e c t l y with the theory oí Deterministic Neural Nets.

De par tamento de Electricidad y Electrónica . Facultad de Ciencias. Un iversi~

dad de Zaragoza.

ESTABILIDAD YOSCILACIONES EN REDES DE NEURONAS FORMALES YAUTOMATAS PROBABILI~

ncos

ReJ) . Acad. ciencias Zaragoza, 34 (1979)



o

(m=l . 2, ... , 2
M)

pu~de e x p re s a rse ,. por tanto , en la forma :

N ·
E: (1,2 • . .• ,2 ) (1)

l . ( j =1 .2, ... , 2
N)

2
M

L
i=l

2
N

Ix l - IxlL 60 . T
J
·k qk ' siendo TJok la matriz de t r ans i c i ón equi -

k= l J
la e ntra d a x

2N

L
j =l

aso ciada a

La cond i c ión .de estabilidad

2
N I I

flk = L 6 · . T o ~ • Vk
j=l J J

La i nterp r etac ión de l a e c u a c i ón anterior e s l a s i guiente o. Corno 6 j es l a

p robabi l idad de a lcanz a r el estado determini:ta Sj de la red o del autómata

q = ( 61, 6 2 • .. .• 6 N) es tab le b a jo l a entrada x significa que l a probabil idad de
2

a lcan z a r cua lquier estad o Si ' descrito por los vec t o r e s base de dicho espacio,

es con s tante e n el tie mpo s i ma n t e nerno s fij a l a entrada x .

v a len t e

Si q = ( 61. 62 , .. .• 6
2N

) es estable b a jo l a e n t rada x ~ ( Bl' B2 • . ..• B
2M

)

poderno s poner

2 . - ESTABILIDAD Y OSCI LACI ONES

- La funci ón de transición ~ de l autómata v i e n e definida por

2N

~ ( x~ , q -Jo) L pmJok qk
k= l

De acuerdo c o n lo anterior, l a estabilidad · y oscilaciones e n Re des de --

Ne u r o n a s Formales pueden e s t ud i a r s e mediante su descripc ión corno Au t omata B i l~

nea l , lo q ue pe rrni~e generalizar este tratamiento a los Autómatas Probabilís ­

ticos 5 . La únic a l imitac i ón reside en que amb os conceptos deben r eferirse - ­

únic amente a l c onjunto d e vec t o r e s estados y entrada s que . s on combinac ión con­

vexa de los eleme ntos d e sus r espectivas bases ortonormales , conjuntos que de
2N 2M o

notare mos por C ( R ) y C( R ) , r espectiv amente. Ello se debe a q ue son ve c -

t o res d e pro babilid a d 6 • de mod o q ue si q = ( 6
1

' 62 , . .. , 6
2N

) es estado pred~

cible en e l i nsta nte de t iempo t + l , 6 i es la p r obabilidad de q ue s e alcance ­

en dicho instante e l e stado Si ' descrito por el v e c tor de la base qi ; análo­

gamen te suc e d e c o n laso e n trad as

De l a e cuación el} s e d educen fácilmente l as siguientes . propiedades

2N
De f i n i c i ó n Un e s t ado q e C(R ) d e una Red d e Ne u ron a s Formales o de un

o M
Au tómata Proba bilístico e s est ab l e b ajo una entrada x € C(R2 ) si los suces ivffi

e s tados predecibles coi n c iden c on q al mantener c o nstante dicha entra da .
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- Los e s t ados de l a r ed, S o , se describen corno vectores de la base ·or to
J N

norm a l d e Q y los des i gnaremos por q j • ( j= 1 ,2 , . .. • 2 )

- La función de salid a A es l a i d e n t i d a d .

De a c uerd o c on la de f i n ic ión anterior esta Red Ne u r o n a l puede describirse

corno un Au tómata Bi l inea l ( X , Q , y , ~ , A )5 tal que

- Los e l~mentos d e la b ase o r t o n o rrna l del espacio v e c t o r i a l de las entra­

das d el autómata , d e s ignados por x
m

• corresponden a los elementos Zm de la ­

r e d neuronal .



3 . - REDES NEURONALES DETERMINISTAS

1 1 1

unidad , tienen alguna componente distinta de cero .

0 i k ' es to es

(T lxl)T / a, siendo a factor primo de T excepto la -

De acuerdo con e llo qi ~ ( Sl, S2, · · · , S2N) , con Sk

1\ O Vk ;l i

Si J 1.

La condici6n de estabilidad d el e stado q i bajo l a entrada x m se reduce a:

- Los vectores q - q

Al particu larizar a este c aso l a s expresiones anteriores . , los únicos es­

tados alcanzables son los descritos por los . vectores de la base ortonormal ,e~

to es , vectores cuyas componentes son todas nulas excepto una qué es la uni ­

dad . Del mismo modo , las entradas posibles corresponderán a los vectores de

su base ortonormal y que se h a n des ignado por x
m

T~ . = o..
~J ~J

siendo Tm la matriz de transici6n correspondiente a dicha entrada .

La primera condic i6n indica que bajo dicha entrada,q está englobada en
r

u n a osci lac ión . de l o n gitud T , de u n d ivisor' de T , o bien , que q es un esta-

do estable La segunda condición expresa que el estado q no se ha alcanzado ­

en los T - 1 intervalos temporales anteriores

El estudio de osci laciones e n Redes de Neuronas Formales tiene una gran ­

importancia , ya que en ellas se basan l a mayor parte de los modelos desarro ­

llados para el estudio de \p r o c e s o s de aprendizaje ·8 •

El concepto de estado es tab le tiene una gran i mpo rta n c i a ya que constitu­

ye el fundamento de los Transformadores Digitales de Probabilidad 7 , sistemas

que actua lmente tienen un gran interés técnico .
_ 2N

De f i n ición: Un estado ;q € C (R ) está englobado en u n a osci laci6n de lon

gi t ud T , T > 1 , b a j o l a entrada x E C (R2M) si , partiendo de q , éste vuelve

a ser estado predecible , por primera vez , al cabo de T transiciones o inter ­

valos temporales , supuesto constante la entrada .

Si desi~namos por T l xl l a matriz de transici6n asociada a la entrada x , las

condiciones necesarias y s uficientes para que q esté englobado en una oscila ­

ción de longitud T son

- q = q . (Tlxl) T , siendo (Tlxl)T la potencia T - ésima de la matriz de

transic ión

1 . - Los es t a d o s es tables bajo una entrada x son vectores propios de v a l o r

pro p i o 1 d e l a transpuesta d e la matriz de t r ans i c i 6 n asociada a dicha entrada

2 . - Si e~isten d os es tados estables bajo una misma entrada, son estables

todas sus combinaciones convexas .

3. - Si una matriz de t r a n s i c i 6 n es doblemente estocástica existe un esta­

do estable bajo· la entrada correspondiente a dicha ma triz . Dicho estado esta­

ble t iene iguales todas sus componentes

4. - Si una matriz de transición es estocástica regular existe ·u n único es

tado estable s i n n inguna componente cero

o
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.n -e L
TI ( b - i)
i =U

1
,

(Tm), , l o que equivale a 0ik

lo que puede expresarse , asimi smo , en la forma

2M 2N! {1
2N- 1

1 V' }~ • L2N- 1 ~ 2
N

'[ =1 2N- 1+, °2N- 1

Procediendo .de e s ta forma r si M es e l númer o de v a r iab les ext e riores ne

cesarías para dicha J?ed :

2N
2N (2 N- 1 - 1 ) 2

N

2M
~ L (, - 1) ! ) + N- 1 )

, =2N- 1+1
, 2 2

Otro punto
O

i mp orta n t e es el d iseño de " Redes Neuronales Det e r mi nís tic a s

capaces de rea l izar t od o s l o s modos posibles de oscilación Para una red d e

N neuronas fo rmales d i cho número v iene expres ado por

2N 2N 2N

v = L ( , - 1 ) ~ L 1 V'
,=2 ,,=2' 2N

De " acuerd o con l o anteri or , las c ondiciones ne c e s arias y s uficiente s para ­

que e l e s taao Si "de u n a Red de Neuronas Determi n í s ticas , descrito por q i ' e s té

e n g l o b ad o en u n a o sc i lación d e longitud, son :

(Tm) : o = 1J.J.

(Tm ) : (~ = OV~ , factore s primos de , excepto l a un idad
J.J.

Dicho resultado concuerda con el o b t e n i d o mediante l a Teoría de Osci lac iones

en Re de s Neuronales Determinís t icas 9

2
N

L (T
m

) ']0k °i j
j=l

As í pues , la primera condición equivale a (Tm): oJ.J.

- 'i ~ factor p rimo de , , excepto la u n i d a d , todos l o s vec t ores qi

(Tm) , /~ deben tener alguna componente di s t inta d e cero

El lo equ í.v a Le a: ~N 0i ]O (Tm) : ~ ~ I '! O , V"e r c ond iciÓn a náloga a im -
x r« j=l J.]

poner (Tm) i i = O .

Para la síntesis de una reo de N neuronas c apaz de realiz ar t od o s los posi ­

bles modos de oscilación se puede proceder de l s i gui e n t e modo De la expres ión ­

(2) se de d uce qu e el número de osciones de longitud , , con , > 2N- 1 , e s mayor ­

que el correspondiente a oscilaciones de longi t ud 2N - , De acuerdo con l o an­

terior , para minimizar el número de variables exterJ.ores necesarias podemos a so­

ciar dos o s c i l a c i on e s a cada matriz de transición : una de l o ng itud , , c on, >zN-1,

y otra de long itud 2N - , , osci l a ción que , eviden temente , envuelv e a e s t a d o s no

englobados en l a p rimera <,

Número menor q ue e l obtenido mediante la "te o ría general de Re des Neuronales ­

De t e rminísticas 9 .

Es t e r esultad o , obtenido como u na s i mp le part icu lari z a c i 6 n d e la t eoría

elaborada , concuerda c on el de terminado por otros autores 9

As im ismo , l a s condic i ones necesar ias y sufic i entes p a r a que e l e s t a do q i ­

es té e nglobado e n un a o scilación de l ongitud , bajo l a e nt rad a xm s e r educen en

es te caso a :
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APARATO PARA LA MEDIDA DE SOLUBILIDADES DE GASES EN LIQU·IDOS. SOLUBILIDADES

DE HELIO, DEUTER IO, NITROG ENO y HEXAFLUORURO DE AZUFRE EN p-XILENO

J. Carnicer , F. Gibanel, J.S. Urieta y C. Gutierrez Losa

Departamento de Química Física. Facultad de Ciencias . Universidad de
Zaragoza .

An apparatus for solubility of gases in liquids measurements similar te that

designed by Ben Naim and Baer was built-up and tested . It is particuIarly

suitable for gas pressures ·near 1 atm and can be used in a wide range of tero

perature .

Solubilities of He, D
2,

N2 and SF6 in p-xileno between 15 and 30 , 35 ~c were

. determined and frem the temperature variation of experimental solubilities,

thermodynamic properties of these solutions at 25 Oc and 1 atm partial press~

r e of gas were calculated.

IN TRODUCCI ON

Es bien conocido el in terés tanto teórico como pr~ctico de las medidas de

solubilidad de g a s e s en l iquidos . Desde el punto de vista teórico , y mediante .

el empleo de relaciones teóricas y s emi e mp i r i c a s , pueden servir para l a inves

tigación de l a estructura de l o s liquidos y .de las fuerzas i n t e r mo l e c u l a r e s .

Desde el punto de vista pr~ctico,- son datos de interés en. numerosos proc~sos

técnicos, como pueden ser hidrogenación catalitica a escala industrial, es tu­

dio de s istemas refrigerantes, estudios b iológicos , etc .

Tanto las medidas de solubilidad a a ltas presiones como a presiones pró­

ximas a una atmósfera son de gran utilidad teó~ica y pr~ctica , pero los disp~

sitivos para esos dos tipos de medidas difieren esencialmen te debido a los dis

tintos materiales que es necesario emplear para su construcción .

Nosotros hemos puesto a punto un aparato del tipo de Ben Naih y Baer1) pa­

ra las medidas de solubilida?es que reune como mayores 'ventajas la de su sen­

ci l lez , exact i tud e n l a s me did a s y versati l idad. El dispo s i t ivo p uede s e r uti­

lizado en un amplio rango de temperaturas y , adem~s, puede operar c o n una am­

p l ia v a r i e d a d de liquidos y en condiciones de presión parcial de gas próximas

a la atmosférica . Con esta condición, los resultados p ueden representarse ade~

cuadam~nte ~n la forma s tandard propues ta por Ba ttino y Clever2~ como fracción

molar de l gas disuelto en la fase líquida bajo una presión parcial de gas de

una atmósfera .

Una vez comprobada la reproduc ibi l idad y exactitud de l a s medidas obteni­

das en este dispositivo mediante sistemas referenc1ales c uyos . datos aparecen
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DESCRIPCION DEL APARATO

v

d d '

A la bomba

Fi g ur a 1. - Aparato para la medida de solubi1idades de gases en l í qui dos.
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La ventaja de operar con gas s e c o es que permite el ma ne j o de ecuaciones

termodi námicas más correctas a l a hora de calcular la cantidad de -gas d i s u e lto

y d e q ue s e evita el prob lema de s i e l ,gas se hal la o n o c omp l eta mente satur~

do . Sin embargo , como resul ta inevitable l a presencia de u n c i erto "e s pa c i o per

j udicia l " donde el gas se satura de vapor , siempre resul ta necesar io hacer e l

cálculo de un a cierta cantidad de g as en estas condiciones. No obstante , estos

cálculos , en general , forzosamen te aproximados, se ref ieren a cantidades más

pequeñas que cuando se opera con t od a la masa de gas saturada. Esta forma de

operar es la obligada cuando se quiere determinar "9o n e ste d ispositivo s olubi ­

lidades a temperaturas muy por encima de las normales en e l ambiente .

S i se opera con el gas saturado de disolvente, es preciso un adecuado di­

seño de todo el aparato y , en especial , de la célula de disoluci6n para no pr~

longar demasiado , antes de la disoluci6n, el contacto entre la masa de disol ­

ve n t e y el gas, y evitar que éste difunda a tr~vés del liquido en cantidad

El aparato, construido en v idrio , se muestra en la fig . 1. Consta esen­

cialmente de un sistema de buretas para contener el gas y medir la cantidad di

suelta , una vasija para la disoluci6n y un man6metro de mercurio para la medi­

da absoluta de la presi6n . Se p uede operar con gas seco o con gas saturado de

vapor . La s medidas pueden hacerse a presi6n constante, midiendo directamente

el volumen de gas disuelto, o bien-manteniendo el volumen con stante y midiendo

la caida de presi6n.

en la b i b l i og r a f i a , se han determinado las solubilidades de cuatro - gases r He,

D
2,

N2 Y SF
6,

en p-xileno entre 15 y 30 -35 oC.



aprec iable an te s de provocar la agitaci6n . Tod o s e stos problemas se tuvie r on en

cuen ta en el d iseño de . nue stro aparato.

Acoplado al dispositivo de medida s e dispuso un sistema para la desgasif~

cación de disolventes volátiles que consta de dos recipientes de uno s 15 0 mI de

capacidad , d y d ' , adecuados para l a de s tilaci6n de l l iquido .

La vasij~ de disoluci6n (fig . 2 ) r es pond e básicamen te a l modelo diseñado

por Ben Naim y Bae¿); es de un o s 10 0 mI de volumen , posee una varilla magné­

tica para agi tación forrada de tef16n y l l e v a adosada un capilar c o n un bulbo

en l a par te superi or, s i endo la fina l idad de ambo s el f a cilita r el proceso de

d isolución del gas .

Figura 2 . - Vasija de d í so Lu c í.Sn. ..

El ma n6metro e s un tubo en U c uya s ramas tienen un d i áme t ro i nterior de

10 mm . La r ama corta s e une a l r esto del aparato mediante un tubo capilar de

2 mm de p aso. La rama l arga c omunica po r s u e xtremo superior con la linea pr i~

cipal de vacio a través d e l a llave L6 y de un pequeño d ep6sito ~diciona1 e n U

que, lleno p a rci alme n t e de mercurio al hacer e l man ómetro, p e r mi t e a segurar

el vacio d e Torricell i en dic h a rama .

El sistema de buretas1está c ompuesto por c ua tro ·buretas de 10, 10, 2 0 Y

40 mI g r aduadas en divi s iones de 0, 05, 0 , 05 , 0, 1 Y 0,5 mI r espe cti vamente. Por

, s u part e superio r s e hal l an conec tada s entre si y a l r esto d e l a parato media~

t e capilare s d e 2 mm de diámetr o inte rior, y por s u e xtremo i nferi or s e ha­

llan c one ctad as a un reservor io de mer c u r io , R, med i ante un t ubo flexible.

Mer ced al d e splazamiento vertical de e s te reservorio , s e puede v a r i a r l a can­

tidad de mercur i o que hac e de cierre den t ro de l as buretas y fi jar el v olumen

de gas en lasJmi s mas .
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A partir de L3 y has ta l as buretas , t odo el t ubo e s capilar c o n obje to d e

reducir al máximo el vo lumen de gas y hacer min i mas l as inf luencias de las pe­

queñas var iaciones de t e mpe r a tur a.

METODO OPERATORIO

Cuando el disolvente es volátil , se de sgasifica en l a parte del aparato

destinada a tal .fin. El l iquido s e destila varias veces de uno a otro recipie~

te , evacuándose de tiempo en t i e mpo la fase vapor con el gas desprendido y , m~

d iante un a última des tilaci6n , se pasa a la vaslJa de medi d a . Cuando se trat a

de liquido s muy poco volátiles , la desgasificaci6n se ·realiza en l a propia va­

s ija de medida , moviendo el l iquido y haciendo vacio de modo i n t e r mi t e n t e . A

tal fin , se añade algo de l iquido én exceso sobre la c a n tid a d necesaria para

enr~sarlo has ta la marca de calibrado , con objeto de compensar las pérdidas por

ev a po r a c i 6 n. Lo g r a d a l a desgasificaci6n , el liqui d o s obrante se e l i mina h a c i e n

do vacio .

En cualquier caso , a l comenzar la desgasificaci6n e s preciso evacuar me~

diante pequeños tirones , con objeto de evitar las 'salpicaduras del disolvente.

La desgas ificaci6n se compr ueba por medida de la presi6n y por la reproducibi­

l i d a d de las medidas . . Enrasado e l l iquido en l a vas i ja ·a l a t empe ratur a de me ­

did a, se in t roduce e l g as en e l aparato y se mide l a presi6n en e l man6metr o

con ayuda de un catet6metro (se utiliz6 un .a p a r a t o Wild K11 .33B) .

Las medidas que se consignan en este trabajo se han obtenido c o n el gas

saturado de vapor y una presi6n constante. Cuando se opera d e este m¿do , s e de

ja entrar el gas hasta que la presi6n parcial de este s e aproxima a l a atmosf~

rica y se espera a que se evapore totalmente e l v apor que habrá condensado par

cialmente , y se estabilice l a pres i6n perfectamente . Dur a n t e t odo este t i empo ,

~a cantidad de gas q ue se disuelve es práct{~amente despreciable , ya que el con

tacto gas-l iquido es a través de capilares muy finos y la difusi6n es lenta .

Una vez alcanzado e l equilibrio , se com ienza a mover el l i q u i d o mediante

e l agi tador . El movimiento de és te én ' l a parte b a j a impulsa a l l iquido por l a

rama la teral de la vásija , vertiéndose d e nuevo en el cuerpo de l a mi s ma a tra

vés del tubo central. Al mi s mo tiempo , s e origina una depresi6n del l iquido en

dicho cuerpo central que aumenta l a superficie de contacto ..gas-liquido. La i n­

terfase se renueva asi constantemente y favorece l a disoluci6~ .que se realiza

rápidamente . Conforme tie n e l ugar l a disoluci6ri se t iende a p roduc i r un· descen

s o de l a presi6n , l a c ua l s e res tablece, c uan tas veces s e a necesar io , abriendo

l as l laves LB y dejando a scender el mercurio por l a s buretas . Se cons igue asi

una disoluci6n de más del 90% en ·po c o s minutos , siendo necesarias unas cuatro

horas para asegurar la total saturaci6n.

~ara tener l a seguridad de que e l gas no q ueda .oc luido en pequeñas b u rbu­

j a s en é l d i s olv e n t e, despues de l a ~isoluci6n se procede a un a ' ag i tac ion sua­

ve , sin q ue e l l i q u i d? llene del t odo el bulbo exi~tente en el capilar lateral.

El volumen de gas disuelto se mide en las buretas previamente calibradas .

Antes de introducir el gas , e l mercurio de R se habrá llevado hasta los nive­

les adecuados , de modo que a l f inal de la disoluci6n el volumen del gas resi ­

d ual h a de ser minimo . Para el lo es , a vece s , necesar io un a medida de t a nteo.
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Si. se opera con el gas seco, la diferencia de vo l úme ne s nos da l a cantidad

de g as trasvasado a la iziquierda de L4" y debe entonces calcularse la cantidad

de g as que existe en e s t a parte , sobre la mas a liquida . En c ua lquier caso , el

volumen l eído en l as buretas 's e corrige a la t e mp e r atur a a la que el gas se en­

c uentra en ellas.

Los datos de presiones de vapor de l o s liquid o s puros, necesarios para l o s

cál culos de solubilidades , se t omaron de l a literatura3 ) .

PRECISION DE LAS MEDIDAS DE SOLUBILIDAD

Los limites d e p r e c i s i ó n de estas medidas v i enen determin ados esenc i almen­

t e por l os er~ores e n los datos d e l a p r e s ión , temperatura y volume n med ido en

las buretas . En nuestro aparato, la imprecisión en la medida de la presión vie­

ne a ser del orden de ± 0,04 mm. En la medida del vó lumen v i e n e dada fundamen ­

t a l me n t e por la l e c t u r a en l a s escalas de las buretas y puede darse como ± 0 ,01

mI , y , por último , el erro r en l a me did a de l a t emp e r atur a puede esti marse co ­

mo el intervalo de oscilación t é r mi c a en e l baño de a ire en que se ~allan las

buretas, y resulta ser de ± 0 , 1 oC. Sobre es t as bases, los c á lculos efectuados

para el s i s t e ma argo n- b e n c e no a 25 oC, que se utilizaron como referencia ade­

cuada para estimar l a reproducibilidad de las medidas con el apar~to , dieron

un margen teórico para e l error relati vo en la f r a c c i ó n molar del s oluto del

0 ,7 %. Las dos determinaciones exp eri mentales 'q u e se ·l l e v a r o n a cabo (l a medida :

x 2( 1 a t m) = 8 ,2 2'10- 4 2a medida: x 2 (1 atm) = 8,23.10- 4) dieron diferencias

muy por dentro de ese l i mite, 10 cual resulta muy satisfactorio si se tiene en

cuenta las condiciones desfavorables en q ue se real i zaron , a saber , presión de

vapor del l í quido r elat i vamente a l ta y ma s a gaseosa s atu r a d a de vapor . Para

solventes como e l benceno, con relativame nte a ltos v a l o r e s del vo l umen molar y

de la presión de v a po r a la t emp e r a t u r a de la experiencia, h a de t e n e r s e en

cuenta que existe una ' c ierta influencia de la pres ión del gas sobre la presión

de vapor del disolvente . No obstante , si se considera la expresión aproximada :

(1)

donde vo , l representa el v o l ume n molar del benceno , pi la presión de v a por de

~ste y P2 la pres ión parc ial de gas, se observa que l a s c orrecciones vienen a

s e r de l orden de O ,~ mm de mercurio, que supone u n e r ror e n l a s solubil idades

que cae , en nuestro caso , muy por dentro , de la imprecisión i nstrumental antes

c al c ul ad a.

Al representar el I n x 2 frente a In T y tomar l as distancias de los p untos

experimentales a la recta media en el intervalo térmico considerado, se obtie­

nen t ambién desviaciones standard, para las solubilidades , de ese mismo orden .

Fina~m~te, la exactitud de las medidas en el dispositivo experimental se

contrastó c omparando l os resultados po r nosotros obtenidos para el sistema ar ­
- 5gon-agua a 19,7 oC y 25,7 oC' (x 2(1 a t m, '1 9 , 7 OC) = 2, 76

9
.10 ,

-5x 2(1 atm , 25 ,7 OC) = 2 ,429 . 10 ) con los que aparecen como referencia en la bi-

liografia2). Las di éerencias halladas , de l 0 ,3% Y de l 0,7 % , para las respecti ­

vas so lubi lidades , resultan perfectamente aceptables para e ste sis t ema.
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T A B LA r

5,725,705,68

In T

7,94

~ 7,92
c:

7,90

7,88

5,72 5,66

In T

9,05

Tempero tura Oc
Gas 15 20 25 30 35-

He 0 ,965 3 1 ,04 2 1,1°1 , 1,711
- -

D2 3,4 86 3 ,6° 2 3,69 2 3,79 8 --
N2 6,1°4 6 , 22 7 6 ,29 0 6 ,37 2 --

, SF 6 39,64 37 ,55 36 , 57 35 ,°1 34,5 2

N 9,15
)(

c:

9,10

Fracc i ón molar del gas disuelto a una at m6sfe ra de presión parcial,
4

xZ·lO (1 a t m) , en p- x i 1e no .

9,20

12 0

9,25

Figura 3. - Var iaci ón co n la temperatura de l as s o l ub ili da de s de He y D
Z

e n p-xileno

Wil he lm y Battin04
) h a n medido l a s s olubilidades de He y SF 6 ' ambos en

p -xileno, y los resultados obtenidos a 25 oC, fueron x
He

= 1, 07 ,10- 4 Y

x = 3, 717 ,10- 3.
SF 6 En l a s figuras 3 y 4, se representa - l n x 2 ffente a ln T ajustándose

los valores media nte rectas cuyas ecuaciones son:

p- tci.l eno + He - I n x 2 (1 atm) 30,519 3,7569 In T

p- xi l eno + D2 - l n x 2 (1 atm) 17,371 1 ,662 In T

p-tci. leno + N2 -In x 2 (1 atm) 1 2 ,053 0 ,8 22 In T

p- tci leno + SF6 : -In x 2 (1 atm) -6,188 + 2 ,071 In T

SOLUBlLlDADES DE He, D2, N2 Y SF 6 EN p -XlLENO

El disolvente empleado en n ue s t ro estudio f ue p-xileno (Uu . .c.b. p u r " ; .

: -~ 9 9 , 5% ) , liquido no polar y de baja pr e s i ó n de v a p o r , y los solutos fue ron

He ( ;' 99 , 995% ) , D2 (~99,4 %), N2 (:>99,997%) Y SF 6 (;¡"99 ,5 %) , t odos e l los de

la firma S.E.O . Nue s t r a s me d i d a s de presió n de v a por del p - xileno ent r e 12,5

y 37 , 5 oC concuerdan satisfactoriamente con los d atos de la bibliogra fia3) .

L a s . temperaturas de experiencia f ueron 15, 20, 25, 30 Y 35 oC, y los r e ­

sultados ob t e n i d o s para l os cuatro sistemas estudiados se recogen en l a t abla l .



TAB L A Ir

(2 .a ,b ,c)

?,725,70

In T
5,685,66

--------~» M (solución " h ipt . x 2; 1 )

In T
5,68

LIG O ; - RT 1n x
2

lI R o ; RT [a ln x2{ s atl / aln T]

LISo; 'R {[n n x2{satl /aln T ] + I n x2{ sa tl ]

5,66

M (gas , h ipt . 1 a t m)

7,36

Figura 4 . - Variación con l a t emperatura de las sol ubilidades de N2 y SF6 en p-xileno .

Magnit udes t e rmodinami cas par a e l proces o de di s oluc i ón de l os ,gases He, D2,
N2 Y SF6 en p-xileno, a 25 Oc y 1 a tm de presión parcial del gas .
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7,38
N
)(

e
I 7,37

r:,rf' r:JP (;, SO (;, SH
GAS- -

kJ rroC 1 kJ rrol - 1 kJ .mol -1K- 1 kJ moC1K- 1

He 22 , 59 9 ,3 -0,044 0,031

° 2 1 9 , 5 9 4,1 - 0, 05 2 0 ,01 4

N2 18 ,27 2 ,0 - 0 , 054 0 , 007

SF 6 13,9 0 - 5 , 1 - 0 , 064 -0 , 01 7

e n las q ue x 2{ sa t ) e s el valor de - la fra c c i ó n molar de M.en la s o luci6 n a l a

p r e sión parcia l de una a t mós fe ra , e stimada a partir de l a p resi6n t o t a l de s­

preciando la no i dealidad d e la mezcla de l gas M c on e l vapor de l s olve n t e .

Uti l izando es tas e cuac iones se h a cal c ulado l os valo r e s de las magnitu~

de s termodinámi c a s para e l proceso h i poté tico de diso l ución,

Se c alcul aro n l os incrementos d e l a entalpía lib r e , en ta lpía y entropía

que , para e se proceso y admitiendo compo rtamiento ide a l para la fase gaseosa

y l a validez de las l e y es para las s oluciones d iluidas, .v i e n e n dadas por las

ecuaciones aproX imadag5) :
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OBTENCION DE LA CURVA DE EQUILIBRIO DEL SISTEMA AGUA/N-BUTANOL/ETANOL POR MEDI­
DAS DE LA CONDUCTIVIDAD -ENPRESENCIA DE PEQUENAS CANTIDADES DE ELECTROLITD

J. Beltrán* y A. Molina**

* Cátedra de Química Inorgan1ca. Facultad de Ciencias . Va l encia .
**Cátedra de Química y Quími ca Analítica. Escuela Té cn i ca SUper ior de Inge­

n ieros Ag r ónomos . Universidad Politécnica. Mad rid.

The equilibrium 'curve of the compo nen t s of the s ystem water / n- buthyl a lco­

ho l /et hy l alcoho l i s stud ied by thei r modifica tions when smal l amoun ts of an

e lectrolyte are ad de d . The i nversion process i s detecte d by conduc t ivity me~

s u r i ng .

/

INTRODUCCION

En nue s t r o laboratorio se ha utilizado la técnica de medidas de la conducti

v i d a d para el estudio de sistemas ternarios en los cuales al menos uno de sus

componentes se comportaba como electrolito1,2,3.

Como y a adelantamos en uno de nuestros trabajos anteriores1, se han amplia­

do las posibilidades dei método, pudiendo llegar a aplicarlo en sistemas donde ­

ninguno de los componentes sea electrolito.

Para realizar este estudio se ha elegido el sistema agua-n-butanol-etanol ­

por haber sido establecida a nteriormente su curva de equilibrio a partir de medi

d a s de índice d e re~racci6n3 y así poder comparar estos valores con los obteni­

dos por medidas de la conductividad.

La técnica de trabajo utili zada es la descrita en las publicaciones indica­

das; pero en este caso se ha medido la conductividad de las mezclas de los comp~

nentes del sistema en presencia de indicios de una sustancia electrolito.

En l a bibliografía se citan sistemas en los q u e la presencia de sustancias

e x t r a ñ a s alteran profundamente la miscibilidad de los componentes4. Sin embargo,

en las experiencias realizadas se ha podido comprobar que s i el electrolito se ­

encuentra en muy pequeña cantidad, la miscibilidad no se altera prácticamente y

s610, si su concentraci6n es relativamente alta, se observa un cambio en la sol~

bilidad respecto a la de los componentes puros, comprobándose que esta influen­

cia es distinta según la zona del diagrama que se considere.

El electrolito utilizado ha sido el NaCl y en experiencias realizadas con ~
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electrolitos distintos no se ha encontrado diferencia apreciable en s u compor- '

tamiento.

DISPOSITIVOS EXPERIMENTALES

Análogos ·a los de~critos en nuestro anterior trabajo1

TRABAJO EXPERIMENTAL

Se prepararon mezclas iniciales de agua y n-butanol de distintas propor­

ciones relativas, pero de cantidades totales semejantes y para tener el mismo

nGmero de moles de electrólito e~ todas ellas, parte de la masa de agua se to­

m6 una .disoluci6n de NaCl, de forma que se tuvieran en ~odos los casos 2 .10-6

moles de electrolito.

Para obtener el punto del diagrama correspondiente a la miscibilidad de ­

agua en n -butanol se parti6 de una mezcla monofásica de n-butanol y una peque­

ña cantidad de agua en la que se encontraba disuelto el NaCl, a la que se iba

añadiendo agua pura. Después 'de cada adici6n era necesario esperar unos minu­

tos hasta tener un valór de conductividad constante. Se observ6 q ue tenía lu­

gar un a disminuci6n del intervalo de tiempo necesario para alcanzar el equili­

brio al aumentar la cantidad de agua, llegando a obtenerse de forma .casi ins­

tantánea cuando e l sistema estaba cerca del l í mi t e de miscibilidad.

Este hecho se ha atribuido a la lentitud del proceso de difusi6n del agua

a través del n-butanol , siendo más rápido cuando aumenta la proporci6n del

agua en el n-butanol porque el medio tendrá unas características más afines

con ella.

Esta experiencia se encuentra represeñ~ada en la figura l. Los datos com~

plementarios,' así como los de las sucesivas experiencias se dan en la TABLA l .

TABLA I

COMPONEN COMPOSICION DEL PUNTO

EXPERIENCH COMPOSICION IN ICIAL IrE ARADIDC DE EQUIL IBR IO
"

gr A gr B % A % B Vlml) % A % B % E

1 2,0031 1 6 , 0 4 89 11 ,27 88,7 2,08 20,44 79,56 0,00

2 9,9530 0 ,0 100 ,0 0,0 1,03 92,30 7 , 70 0 ,00

3 2,9678 6,9173 30,03 69,9 1, 15 27,50 64 .,10 8,40

4 4,3213 6 ,4873 39,98 60,0 1,49 34,91 53,00 12,09

5 5,2299 5,2819 49 ,75 50,2ó 2,12- 42,92 43,34 13 ,74

6 14,7931 10,1720 59,25 40,7' 5,13
i

50,98 35,05 13,97

7 6,9956 3,0365 69 , 73 30,2 1 , 9 5 60,45 26,24 13,31

8 7,5672 2,2731 76,90 23,1C 1 ,88 67,12 19,80 13,08

9 7,7881 1 ,4732 84, 09 15,9 1,57 74 ,16 14,03 11,81

10 8,3345 1 , 05 1 2 88,8 0 11,2( 1,33 80,10 9,89 10,01
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12 5

Un estudio más amplio de e s te proceso se

verá en un articulo posterior.

La s lineas de puntos corre sponden a la ­

variaci6n que hubiera seguido la emulsi6n de

haber tenido s610 la inversi6n inicial.

Las experiencias 7 a 10 (representada la

primera de ellas en 'l a figura IV) ya corres-­

ponden a emulsiones del tipo O/W, donde se ~

tiene una disminuci6n de la conductividad de

la mezcla, .consecuencia de la que se produce

en la fase continua ( fase acuosa l . La va-­

riaci6n de la conductividad de esta fase es -

ponentes, obtenidas al adicionar etanol a mez

clas de agua con electrolito y n-butanol.

La s experiencias 3,4 y 5 corresponden a

emulsiones W/O, estando representada la últi-

2 50

350

La 'solubilidad de n-butanol en ' a gu a se '

obtuvo adicionado n-butanol a agua con elec­

trolito. ' Los valores de la conductividad van

disminuyendo al aumentar el volumen, hasta a l

canzar la miscibilidad, produciéndose a par­

tir de entonces un descenso mayor debido a­

que parte del electrolito pasará a la fase

emulsionada. Los v a l o r e s correspondientes a ­

esta experiencia se encuentran también repre-

300 sentados en la figura l.

Las siguientes experiencias corresponden

al cáculo de la miscibilidad de los tres com-
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ma de ellas en la figura 11 .

En la e xperiencia 6 se tiene el cambio ­

correspondiente al proceso de inversi6n, como

se deduce de su representaci6n, dada en la f~

gura 111; donde se observa que inicialmente ­

se obtiene una emulsi6n del tipo O/W, pero

después de adicionar 1 mI. de etanol se prod~

ce el proceso de invers i6n formándose una

emulsi6n W/O, c on un valor de la conductivi-
20 0

dad mucho más bajo . Pero en estas condiciones,

modificando la agitaci6n, dejando en reposo ­

el sistema y p on i é n do l o de nuevo en agitaci6n,

se present6 i nd i s t i n t ame n t e uno y otro tipo ­

de emulsi6n, lo cual indica que ambos tienen
O'6~¡;-----!----~2.~-----:FI50 estabilidades muy semejantes . Esto se observ6

FIG,- \
hasta la adici6n de 2 , 9 mI . a partir de la cua l s610 se obtuvo la emulsi6n W/O

independientemente de la agitaci6n. ,



I

El diagr~ma obtenido a partir de

ros.

INFLUENCIA DE LA CONCENTRACION DE

ELECTROLITO

misma experiencia partiendo de disolu

ciones con 10-4 y 2.10-5 moles de

NaCl los valores obtenidos son 18,70%

y 20,14%, respectivamente, es decir,

se aproximan al valor obtenido para ­

los componentes puros . .

Sin embargo, esta influencia del

electrolito no se observ6 en el . valor

de la soi~bilidad de n-butanol en

agua, ya que en todos los casos . se ­

lleg6 a un valor coincidente con el ­

de solubilidad de 16s componentes pu-

Para conocer la influencia de la

cantidad de electrolito presente, en

la solubilidad mutua de los componen­

tes del sistema, se han realizado ex­

periencias semejantes a las anterio-

12 6

2,5Vml2

4

1,5

debida a dos factores. Por una parte,

a que según se acerca la. mezcla a la

miscibilidad , la composici6n de la fa

se varía , aumentando suproporci6n en

n-butanol y disminuyendo la de agua ­

q ue irá pasando a la otra fase con

parte del electrolito y por otra a la

diluci6n del electrolito por aumentar

el volumen al ir adicionando etano l .

El diagrama as í obtenido se en­

cuentra representado en la figura

con trazo contínuo,comprobándose que

es coincidente con el obtenido por m~

didas de índice de refracci6n a par­

tir de los componentes puros .
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res , pero partiendo de mezclas con ma

yores concentraciones de NaCl.

r Así , al determinar el punto co­

rr~~pondiente a la solubilidad de

agua en n -butanol, partiendo de ·u na -

disoluci6n en la que existían 2 .10-4 moles de NaCl. el punto obtenido indica

que ha disminuido la solubidad desde

el 20,44% calculado anteriormente a ­

18,58% en este caso. Realizando la



datos correspondientes a estas ex­

periencias.

A r e sulta do s análogos h emo s l l e g a d o u t il i z a n do como electrolitos Cu (N03)2
y CaC1 2•

MOLES COMPONENTE COMPOSICION DEL PUNTO

ELECTROLITO COMPOSICION INICIAL A9ADIDO DE EQUILIBRIO

N° gr A . gr B % A % B V (ml) % A % B % E

2 . 1 0- 4 2 ,08 1 7 1 6, 3543 11,2 9 88 , 71 1 ,6 5 18,58 81 ,42 0,0
10 - 4 2,0264 16, 680 0 11 ,01 88,99 1 , 77 18 , 70 81 ,3 0 0 ,0

2 .10- 5 2 , 1038 16 ,6 6 61 1 1 ,2 1 88, 79 2 ,10 20 , 14 79 ,86 0 ,0

2. 1 0- 4 8 ,40 06 1 , 45 22 85 ,26 1 4 , 74 9 ,00 92 , 30 7 ,70 0 , 0

10-4 !J
3 ,03 11 6, 8 885 30 , 56 69,4 4 1,51 27,28 62 , 00 10 ,72

10-4 4 ,4416 5,47 50 44 , 79 5 5 , 20 2 , 11 38 ,35 47 ,28 14 , 37

1 0- 4 I

5, 9 495 4 ,02 45 59,65 40,3 5 2 , 10 51,14 34,60 14, 26

1 0- 4 7,4 641 2 ,4 604 75, 21 24 , 79 2, 0 64 ,88 ·21 , 39 13,73
1 0.-4 8 ,2 45 8 1, 6200 8 3 , 58 16,4 2 1,68 73, 67 14 ,47 11,86

10-5 3 , 0110 6 ,9111 30 ,3 5 69 ,65 1 , 25 2 7 , 60 63,37 9,0 3

10-5
,

5,2819 5 ,129 5 50,7 3 49,2 7 2 ,12 43 , 73 42 ,4 6 13,81

10-5 11,8531 7, 315 3 61, 84 39 , 1 6 3 ,82 5 3 , 46 3 3 ,00 13, 54

10-5 7,05 23 3 , 0 044 70 , 13 29, 87 1, 93 60,90 25 ,95 13,15
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TABLA 11

FIG.-V
A

e xperiencias en l as q ue e s taban presentes 2 . 1 0- 4 moles de Na Cl se ha represen~

t a do e n la figur a V, señalando con lfn e a discontf nu a cuando e mpiez a a s e para r­

se del obtenido c on l a mfn i ma cant idad de e lectro l i t o , r e presentado en l f ne a -

contf nua. Como s e observa, la di­

ferencia entre los dos diagrama s ­

es apreciable en la zo n a donde h a y

gran proporci6n de butano, aproxi­

mándose los resultados al aumentar

la cantidad de agua.

Calcu lando puntos de l diagra­

ma para l as concentraciones inter­

medias de electrolito indicadas an

t e r i o r me n t e, se observ6 que ambas

l f ne a s e mpiezan a coincidir antes ,

según di s minuye esta concentrac i6n.

En estos casos las gráficas ­

obteniaas son semejantes a las an­

t e r i o r e s , pero naturalmen te con v~

l o r e s muc h o ma yo r e s de la conduct~

B vidad. En la TABLA 11 se d an l o s -
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PROPIEDADES ELECTRICAS y PROCESO DE INVERSIO NEN LAS EMULS IONES DE SISTEMAS
TER NARIOS

J. Be l trán* y A. Molina**
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** Cáte dra de Qu im i c a y Qu ímic a Analítica . Es c ue l a Té c n i ca Sup eri o r d e Inge­

ni eros Agrónomos . Univer s i da d Politécnica . Madrid .

The c onductivity a nd inve rs ion process of the t ernar y s ystems : water/ n- b uthyl

a lcohol/acetid ac id; wa ter/ethyl ac etat e/ace t i d ac id and water/ n-buthyl alco­

hol/ethyl a lcohol are stud íed. The s e syst ems can b e c onsidered as e mulsions

if the ag i tation i s adec ua t ed.

I NTRODUCCI ON

El ob jet ivo d e e ste trabajo es exponer la i de a de que los siste mas polif!

sicos tales c omo el integrado po r las mezclas i~miscibles de agua/n-bu t a no1/­

ác id~ acét ico pueden ser c o nsiderados como emulsiones, si b ien , car ecen d e u na

de las p ropi e d a de s generales de e s t a s que e s e l de su e s t a b i l i d a d , siendo nece

sario mante ner e l s is tema e n a g i tac i 6 n para q ue una d e las f a s es se pueda con­

s i dera r d i spe r sa en e l s eno d e l a o tra .

Esta ide a se ha comprobado a p licando a los sis t emas ternari os e s t udiado s

e n traba jos anteriores l ,2 , 3 e c ua c ione s d esarrolladas par a las emu l sione s e n g~

ner a l , donde s e re lac iona l a c o nductividad d e c a da una de las f a s e s con la del

s i s t e ma en agitaci6n y e l volume n re lativo de éstas.

El c omportami e nto c omo tales emulsiones se confirma al o b s e r v a r que estos

sis t emas p r e s e n tan el f en6meno de inversi6n pudiendo pasarse de emulsiones W/ O

a O/ W y v iceve r s a .

PARTE EXPERI MENTAL

En l as ecuaciones propuestas p a r a sistemas dispersos, se relaciona e l va­

lor de la conductividad de la emulsi6n con el de cada una de las fases y el v~

lumen relat ivo d e é stas . Al aplicar e s t a s e c u ac i o ne s a nuestros sistemas, se ­

h a sustitui do el v a lor de l a conductividad d e la emuls i6n y los de cada una de

l a s f a s es por l os v a l o r e s e xperimentales, ca l c ulando el valor de volumen rela­

tivo, e l c ual se h a c ompa rado con e l calculado e x p erimenta l mente.
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q ue s e p repar6 un a mezcla inicial de 14,7931 gr . .de agua y 10,1720 gr . de n-bu

tanol y 2.10- 6 moles de NaCl , a la que se fue adicionando e tano l .

donde K es la conductividad de la emulsi6ri, Km la 'd e la fase cont1nua, Kp la ­

de la fase emulsionada y el volumen relativo de las fases.

Las ecuaciones simplificadas son ~m = (1 - <1» 3 / 2 para emulsiones O/W

para las emulsiones W/O en las cuales1

TABLA Ir

Tipo de K 106 'K 10 6
Km 10 6

<1> te6rico <1> experimental
emulsi6n ohm-1.cm-1 oRm-1 . c m- 1 ohm - 1 .cm-1

O/w 12,0 0,2 31,4 0,48 0,46

O/W 11,5 0 ,3 30,2 0,48 0,46

O/W 11,1 0,4 29,2 0,49 0 ,51

W/O 2,0 29,2 0,4 0 ,44 0,49

O/W 10,5 0,5 28 ,2 0,50 0,49

O/W 10 ,0 0,6 27,6 0,51 0,58

O/w 9 ,0 0 ,9 26,4 0,55 0 ,58

W/O 3,2 26 ,4 0,95 0,39 0 ,42
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TABLA I

Tipo de K 10 6 K 10 6 K 10 6
<1> te6rico <1> experimental

emulsi6n -1 -1 P - 1 -1 m -1 -1
ohm . cm ohm . cm ohm . cm

O/W 229 5,4 . 312 0,19 0,28

O/W 290 7,6 430 0,25 0,28

O/W 338 10,7 520 0,26 0,28

O/W 405 18,7 620 0,26 0,29

O/W 442 30 ,2 670 0,26 0,27

O/W 457 36,3 680 0, 25 0,31

O/W 461 46 ,2 685 0,26 0,32

O/W 460 66 ,0 670 0,26 0,31

O/W .45 1 87 , 0 640 0,26 0,26

En la TABLA Ir se dan los datos correspondientes a la experiencia en la -

Km« .Kp : Teniendo en c uenta . la n atur ale z a de las fases , estas suposiciones no

pueden hacerse en nu e str o s sis temas .

En la TABLA I se dan los datos obtenidos de la experiencia realizada par­

tiendo de 12,4670 gr. de agua y 6,9820 gr . de n -butanol a l o s que se fue adi­

c ionando ácido acético .

Pa r a las que K » K y __K__
m p Km

De esta forma, entre las ecuaciones propuestas por diversos autores4,5,6,

7 se ha comprobado que la dada por de la Rue y ;obia~5 es la que mejor se cum­

ple, pero sin aplicar las simplif~caciones propuestas por e stos autores.

La ecuaci6n es la siguiente:

K - K K 1/3
--;;-_~P,.- (_m_ _ ) = 1 _ <1>

Km -Kp K



I NVERSI ON

El estudio de nuestras emulsiones no puede hacerse en función de los age~

tes emulsionantes, como se indicó anteriormente. Por esto, para tener formada

la emulsión es necesario mantener las fases en agitación, y a que será este fac

tor el que aporte la energía necesaria para desarrollar la gran s up e r f i c i e in­

terfacial existente entre las fases e n emulsión , quedando en el sistema como ­

energía potencial, l o c ua l dará luga r a un s istema c on un grado considerable ­

de inestabilidad termodinámica . Por tanto , a l cesar' la agitación , el si stern~.­

tenderá a reducir la superficie interfacia l , rompiéndose la emulsión, y queda~

do las fases separadas segGn su densidad .

De acuerdo con esto , se ha comprobado que c ua nd o ambas fases .t i e ne n volG­

menes semejantes, se separan mucho antes que cuando una de el las está en pequ~

ña concentración .

Como se observa, el f a ctor volumen r e l a t i vo tiene importancia en el proc~

so de ruptura de l a emu lsión, y también se ha e ncontrado determinante del pro­

ceso de invers ión en nuestros s i s t e mas.

Para es tudiar este facto r vamos a considerar dos formas de evolución del

sistema . Una hacerlo a lo largo de una l ínea de enlace, y otra por adición a ­

los dos componentes parcialmente miscibles del tercer componente .

En el primer caso, cuando l a evolución se p roduce s iguiendo una línea de

e nlace , permane~erá constante l a c ompos i c i ón de l a s fase s y sólo cambia~á s u ­

proporción r e l a t i v a . Se ha observado que si la l ínea de enlace es muy próxima

a la base del triándulo, donde s e r e p r ese n t a la variac ión de compos ición de­

los dos componentes parcialmente miscibles, la inversión se produce de acuerdo

con la teoría de Ostwald, es decir , cuando $ = 0,74 (la fase disperfla tiene un

volumen del 74 % del volumen total del s i s t ema ).

Sin embargo , en experiencias semejantes, pero realizadas siguiendo líneas

de ' en lace p róximas a l punto del s istema , donde l a compos ición de l a s fases es

mucho más parecida, la i nv e r sión -t i e n e l ug a r para valores de $ próximos a 0 ,62 .

Este Gltimo hecho, también se observa cuando la evolución del sistema se prod~

ce por adición del tercer componente a la mezcla inmiscible de los otros dos .

'Es t o s valores pu e d e n interpretarse teniendo en cuenta que la teoría de

Ostwald se refiere a emulsiones con dos fases de naturaleza distinta , en las

cuales es necesario l legar a e mpaquetamiento denso p ara que las gotas que for­

man l a fase dispersa es tén en contacto y se prod uzca la i nve r s i ón.

Suponiendo q ue e sta diferencia entre l a s f a ses no existiera, caso ideal ­

de que . ambas tuvieran la misma composición, la inversión debería producirse en

el momento en el que una de ellas estuviera en una proporción superior al 50 %.

Cuanto más se separen las fases de este caso ideal, existirá mayor dife­

rencia entre ellas, tendrán mayor tensión interfacial y se~á necesario una ma ­

yor concentración de l a fase dispersa para producirse la inversión .

En nues tras exper iencias, c uanto mayor es l a concentración de l tercer com

ponente , más parecida es la compo sic ión de l a s fases , a c erc ándose e l sistema ­

al caso i deal antes indicado .

Cuando s e hace evolucionar al sistema s e g Gn un a línea de enla ce que c o ­

-rx e s p ond e a fases conjugadas 'con pequeño porcentaje del t e r c e r componente, l a
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c omp o s i c i6n de l a s fa s es es mucho má s d i f e r e n t e que cuando e s te componente es­

tá en mayor proporci6n, y por esto la inversi6n tiene lugar para una concentr~

ci6n de fase dispersa de acuerdo con la teoría de Ostwald o muy pr6xima a ella.

Cu a n do la evoluci6n se realiza por adici6n del tercer componente a los

dos parcialmente miscibles, la fase dispersa llega a tener mayor volumen que

la contínua cuando la composición de las fases-es muy pr6xima y por esto se

produce la inversi6n para valores menores de ~ = ~,74.

Se ha comprobado que también tiene influ~ci~ en el proceso de inversi6n

el factor mecánico de l a agitaci6n • . Así, cuando las fases "tienen volGrnenes se ­

mejantes , al iniciar la agitaci6n con el agitador magnético y girar el vástago

del agitador, éste h a c e que la fase inferior produzca un remolino y vaya engl~

bando a la fase superior , c on lo c ual ésta quedará dispersa , a unque s u vo l umen

sea algo ma y o r. Por ejemplo, en el sistema agua/n- butanol/ácido acético, cuan­

do inicialmente se parte de una mezcla agua/n-butanol en l a c ual la fase rica

en n - butanol presenta e l 55% de l vo l umen tota l , empieza a formarse un t i po de

e mulsi6n O/W y se presenta la i nv e r s i 6 n cuando es ta fase alcanza aproximadame~

te el 68%. Debido a esto , es pos i ble realizar la experiencia sin que se prese~

te inver si6n, si a l modificar la a gitaci6n inicialmente se fo rma la emulsi6n ­

W/O donde la fase más voluminosa sea la contínua.

Sin embargo, este factor no tiene influencia cuando la diferencia de volü

menes es mayor , por ejemplo que una fase presente el 65 % del volumen total,do~

de siempre se ha observado que empieza siendo fase c o n t í nu a la más vo luminosa .

También se ha comprobado que realizandó una experiencia manteniendo en un

caso la agitaci6n y en otro modificándola (dejando el sistema en reposo des - ­

pués de cada adici6n hasta que .las fases se han separado) , la inversi6n se pr~

duce en el .segundo caso para una concentraci6n de fase dispersa algo más pequ~

ña . Ocurre como si una vez formado un tip01e emulsi6n el sistema presentara

una cierta inercia a cambiar . Este hecho se produce para cualquier forma de

evoluci6n del sistema, incluso c uando se le hace evolucionar a lo largo de una

línea de enlace en uno u otro s e n t i do .

Este resultado e stá de acuerdo con las observaciones realizadas en emul ­

siones e stabilizadas por agentes emulsionantes, ~ara los cuales se encuentra ­

un a dependencia de l a inversi6n con la historia previa de la emuls i6n , que P .

Be cher 8 ha llamado "histére¡;is de la invers i6n".
\

Además de l a .a gita c i 6 n se ha enéontrado que existe otro fac tor , l a t e n - -

si6n interfacial , dete rminan te del t i p o de emu lsi6n c uando no h a y gran .difere~

c ia en l a concentraci6n de l a s f a s e s. As í cuando ambas f a s es están cerca del ­

50% en volumen, el tipo de emu ls i6n formado en los sistemas agua/n-butanol/ác~

do acético y en e l agua/n-butanol/etanol es O/W, es decir, l a fase más densa ­

es la fase contínua , de acuerdo con lo que se ha indicado anteriormente al es­

t udiar l a influencia de l a agitaci6n . Sin embargo , el sistema agua/acetato de

etilo/á cido acét i co, en las mismas condiciones presenta el tipo de emulsi6n

W/O.

Par a el agua y el n-butanol s u s tensiones superficiales s on semejantes , ­

por lo c u a l su tensi6n interfacial es mínima, factor que no se ve prácticamen­

te afectado por la presencia del tercer componente, ácido acético o etanol, al

repartirse é ste casi por igual entre las dos fases. Por el contrario, existe -
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gran difere n c i a entre ~as tensiones· s uperficiales de l agua y el acetato de et!

lo, por l o que l a tensión interfacial es considerable siempre que las fases no

tengan un a composición muy parecida. Si inicia l mente se tie n e una mezcla de

agua y acetato de e ti lo , l a tensión interfacial tiene el va lor máximo y el ti­

po de emu lsiones .que se f orma cuando no hay diferencia en el vo lumen de las fa

ses está determinado por este factor , q uedando emulsionada l a fase de ma y o r

tensión s uperficia l , es decir, l a fase acuosa. Al adicionar ácido a cético la ­

tens ión interfacial empieza a disminuir , y cuando este componen te ha modifica­

do la composición de las fases y l a relación de las tensiones s uperficiales se

aproxima a la u n i d a d, e l sistema tiene un comportamiento análogo a l de l o s

otros dos.

Por otra parte, en este sistema , al ser las líneas de enlace casi parale­

las a l a base de l · triángu lo y la c urva prácticamente simétrica , la variación ­

del vo l umen relat ivo de l a s fases es muy pequeña cuando se le hace evolucionar

perpend icu larmen te a l a s lín e a s de enlace. As í, c uando l a inversión se produce

en es tos casos, es debido , p rec isamente, a que h a disminuido la t e n s i ó n inter­

facia l por l o que si l a f ase má s vo l uminosa hasta ahora ha sido la emulsionada,

pasará a ser fase contínua .

El efecto de l a temperatura en e l p roceso de i nv e r sió n de l a s emulsiones

ha s ido meno s es tudiado en l a b i b liografía, r ela c i on á ndo s e , en general, con la

solubi lidad de l emu lsionante s iendo este un facto r decisivo en a lgu nos casos 9 ,

10,11 . En nuestros s is temas no se h a observado ninguna influencia en interva­

l o s semejantes a l o s cons iderados en l o s t r a ba j o s i nd i c a do s. Así , se ha calcu­

lado l a curva de equilibrio del s istema agua/n-butano l / á c i do acético a 26,7° C

y a 35°C obteniendo r es u l t a do s análogos respecto a la inversión , no encontrán­

dose, por otra parte , gran modi fi c a c i ón en la solubi lidad de l o s componentes.

Otro hecho a considerar es l a re lación de l o s electrol itos con el proceso

de i nversión . Cua ndo se h a n a d ic ionado l a s cantidades de electro l i t o necesa- -
d

r ias para detec tar variaciones de conduc tividad no se ha observado ninguna mo-

d i ficación, tanto si l os e lectrol i to s eran monova len tes , como de carga s upe- ­

rior , p roduciéndose l a i nv e r sión para i gu a l e s concentraciones de fases que es­

tando l o s compo nentes puros .
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In ar de r te construc t the phases-diagram for the ter~ary syst em water -ethyl

alcohol-is oamyl alcohol by means of conductivity measure s, we ha ve adde d qua~

titie s of sodi um chloride, small en ough, so as not influe nc ing i n th e mi scibi

l i t Y r elations a nd making the s ys t em condu c tor .

Rev . Acad. Ciencias Zaragoza , 34 (1979 )

ESTUDIO DE SISTEM~S TERNARIOS MEDIANTE MEDIDAS DE CONDUCTIVIDAD ; USO DE ELEC­
TROLITOS INDICADORES

Las medidas de la variaci6n ·q ue experimenta el indice de refracci6n o la ­

conductividad de u n sistema, cuando tiene lugar un cambio en la miscibilida d al

ir v a r i a nd o de forma continua su composici6n total, pasando de e s tar forma do

po r dos fases a una o viceversa, permiten construir l a curv a de e q u ilibrio d e

sistemas ternarios!. -

Hay sistemas para los que la conductividad ~l~ctrica de las fases que los

integran es tan pequeña que resulta dificil detectar los cambios de fas e por m~

didas de conductividad. Por ejemplo, el sistema formado por agua-alcohol et11i­

co-alcohol isoam11ico. En estos casos, se .pu e d e usar el m~todo de medidas de

conductividad agregando una cantidad suficientemente pe queñ a de un electrolito

para no ~l terar las relaciones de miscibilida d y sin emb a rgo comunicar a l siste

ma una conductividad suficiente.

Para ello se ha utilizado en lugar de a gu a , disoluc i ones diluidas de c lor u

ro s6dico que al aumentar la c onductividad del s r Ttema nqs h a permi t ido ca lcu ­

lar la curva de equilibrio del sistema anteriormente ci tado po r medio d e me di ­

das de conductividad.

Para poder deterMinar la influencia d e c a ntid a d e s p e queñas de e lec t ro l i t o ,

se ha construido et 4iagrama en identidad de condiciones y a usenc i a de cloruro

s6dico por medidas de indice de refracci6n.
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Me d i a n t e los datos r e

presentados en l a fig . 2 ­

se pueden construir l a s l f

neas de enlace del diagra­

ma. A partir de la mezcla

a que nos hemos referido e n

la cons trucción de la ~ig .

1, a la que se añaden can­

tidades crecientes de eta­

nol , se obtienen una serie

de puntos situados en la ­

región bifásica (has ta ll~

gar al punto singu lar) . La

etanol añadida es la s uficiente par a q ue s e p roduzca una sola fase , aparece un

pun t o singular en l a c urva que representa l o s í nd i c es d e refracción f r e n te a l

vo l ume n de etanol añadido (fig. 1).

Reiterando l a s medidas para otras me zclas de dos de l o s c ompone ntes, por

adic ión de un tercero , s e obtiene la c u rva d e equilib r i o del sis tema .

Representando gráficamente el índice de refracción correspondiente a los

pu n t o s singulares de las distintas curvas experimentales f rente al porcentaje

en agua de l o s mi smo s s e obtiene l a fig. 2.

En la fig. 3 se repr~

senta la curva de equili-­

brio del sistema agua-alc~

ho l etílico-alcohol isoamí

OBTEN0ION DE LA CURVA DE EQUILIBRIO POR MEDI DAS DE INDICE DE ~FRACCION

Utilizando medidas de

índice de refracción se ha

construido la c urva de e ­

q u i l i b r i o del sistema agua­

a lcoho l etí lico-alcohol

i s o amíl i c o a 25°C.

Para l a construcción

se ha seguido el siguiente

procedimiento: s upongamos

una me zcla bifásica forma ­

da por 19 ,52 g de agua y ­

8,25 g de alcohol isoamí li

co . Mantenida en ag i tac ión

se mide el í nd i c e de re­

f r a c c i ó n y se determinana

las variaciones que exper~

menta c uando se añaden vo­

lúmenes crecientes de eta­

no l . Cuando la cantidad de



mez cla bifá s i ca se de s dobla e n d os f a s e s y la medida del í ndic e de refracción

de una de las f a ses nos da, utilizando l a fig. 2 ; e l porcen ta je en agua de es­

ta , q ue corr e sponde a un punto s i t u a do en l a Curva de equ i l i b r i o . Uniendo el

pu n to f igu r a t ivo de esta fase con e l correspondiente a la composición de la -­

mezc la q ue s e ha des doblado, y p rolong a ndo la recta hasta que corte por el otro

e x t r e mo a la cur v a d e e q uil i bri o s e obtienen las líneas de enlac e que aparecen

en la fig . 3.

INFL UENC IA DE LA I NTRODUCCI ON DE CLORURO SODICO EN LA CURVA DE EQUILIBRIO DEL

SISTEMA

Como ya hemos dicho , par a c onstruir la curv a -de equilibrio correspondien­

te al sis tema agua-a l c oho l e t í l ico-alcohol i s oamí lico por medidas de conducti­

v i d a d se p uede añadir un a pequeña c a n t idad de un electr o l ito " i ndic a dor" . Como

q u i e r a que la presencia de impurezas i n f l uye en l a miscibilidad mu t ua de los -
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componentes del s istema, es muy importante determinar cual es la concentración

de e lectrolito que no altera apreciablemente el diagrama.

Se han realizado distintas experiencias p o r medidas de índice de re f r a c ­

c ión utilizando en lugar de agua disoluciones diluidas de cloruro s6dico con ­

el fin de det~rminar para cada región del diagrama, l a cantidad q ue p uede a ña­

dirse , sin que se "mod i f i q u e el comportamiento'del sistema de f.o rm a apreciable.

_Se ha observado q u e la influencia-del cloruro sódico es apreciable en la

región del diagrama próxima al v~rtice correspondiente al alcohol isoamílico,
-4'

e n -l a que la concentración del " i nd i c a do r " no debe ~uperar a 10 M, mientra s

q u e la influencia es menor en las regiones ricas en agua en que pueden u s a r s e

s in provocar cambios en la miscibilidad de los componentes del sistema incluso

d i s o l uc i on e s lO-2M.
.» La curva de equilibrio del sistema se ha c onstruido por medio de medidas

de conductividad utilizando en l u g a r de agua, una disolución 10-SM de cloruro

s ódico.

Los resultados obtenidos son del mismo orden que los obtenidos mediante

medidas del índice de refracción .

CONCLUSIONES

. He mo s construido media nte me d i das de í ndice de r e f r a c c i ón y de conductiv~

dad e l diagrama de f a s e s a 2So C del sistema agua-alcohol e t íl i c o - alcohol iso ­

amí l i c o.

Este sistema h a sido estudiado por var ios a u tore s po r m~todos distintos 2-?
l os resultados d e l a c u r v a de equilibr~o obteni dos por nos o t r o s , utilizando e l

m~todo ·descrito, no dif i e ren de los e ncontra dos e n l a b i b liog r a f í a .
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