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2.2.4. Término colisional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.3. Función de distribución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.1. Criterios generales de elección . . . . . . . . . . . . . . 44

ix



2.3.2. Funciones base mediante polinomios ortogonales clásicos 46
2.3.3. Momentos de la función de distribución . . . . . . . . . 48
2.3.4. Restricción del problema a un subespacio . . . . . . . . 51
2.3.5. Bases mal adaptadas al problema . . . . . . . . . . . . 53
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matemáticas, y sobre todo, por no haber huido de ellas. También a Pierpaolo
Bruscolini, por motivos muy parecidos.
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Resumen

En esta tesis se presenta un nuevo código de cálculo numérico diseñado
para obtener la evolución de la función de distribución de iones y electrones
en dispositivos toroidales de fusión por confinamiento magnético. El trabajo
viene motivado por la necesidad de estudiar aspectos inabordables para los
códigos tradicionales de transporte. Éstos se basan en que las distintas magni-
tudes del plasma pueden describirse como promedios a las superficies de flujo
magnético cuya existencia, pues, se da por hecha en todo el plasma. Puesto
que también los elementos métricos se promedian para obtener, a su vez,
descripciones razonables de los gradientes promedio y diversas magnitudes
integrales, se habla a menudo de códigos de “dimensión 1,5”, o 1,5-D. Ejem-
plos de tales aspectos prohibidos son (i) cualquier estudio relacionado con la
presencia de islas magnéticas o, en general, con la ruptura del anidamiento
perfecto de las superficies magnéticas, (ii) la presencia de fuentes que alteran
directamente la función de distribución, como los efectos cinéticos a menudo
asociados a las fuentes de calentamiento, (ii) o simplemente la consideración
de las variaciones de las magnitudes del plasma (densidad, temperatura, ...)
sobre las superficies magnéticas bien formadas, cuyo efecto en los flujos no
tiene por qué ser despreciable.

El programa concebido es muy amplio, pero no por ello se ha desconside-
rado tomarlo como marco para un trabajo de tesis. En la presente memoria
se ha pretendido establecer una base sólida desde la cual se pueda acceder a
los estudios que la han motivado: la dif́ıcil f́ısica de los plasmas del stellarator
TJ-II. Como es lógico, la puerta quedará igualmente abierta para estudiar
cualquier otra máquina de geometŕıa toroidal. Aśı pues, como mı́nimo se ha
pretendido (i) mostrar claramente el fundamento teórico del código de cálcu-
lo; (ii) escoger y probar las herramientas numéricas necesarias; (iii) codificar
consecuentemente las ecuaciones y el software de apoyo para el análisis de sus
resultados (p. ej. la interfaz con el usuario a través de herramientas avanza-
das de visualización tridimensional ); y (iv) contrastar los resultados de todo
el ensamblaje con la teoŕıa básica. En el resto de la memoria presentaremos
todos estos aspectos siguiendo el orden siguiente:
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En primer lugar, en el caṕıtulo introductorio, se dará una breve pero gene-
ral visión de la fusión por confinamiento magnético. En ella se introducirán
conceptos tan importantes como el transporte radial, los flujos de calor y
part́ıculas y, por supuesto, el confinamiento magnético como mecanismo pa-
ra conseguir fusión. Además se introducirán los diferentes modelos y métodos
de computación utilizados en el área de plasmas de alta temperatura para
aśı encuadrar el código presentado.

En el caṕıtulo 2 se estudian los fundamentos f́ısicos del modelo y se pre-
para para ser resuelto mediante técnicas de computación. Entonces se hace
posible, bajo las condiciones de trabajo, hallar la evolución de la ecuación
cinética de deriva en máquinas complejas teniendo en cuenta todas las ca-
racteŕısticas cinéticas.

En el caṕıtulo 3 se presenta el método computacional para resolver las
ecuaciones establecidas. En él se detalla la forma de construir las mallas so-
bre las que se resolverá el problema, cómo se hace la convección de la función
de distribución, qué condiciones de contorno se adoptan, cómo se hace la
evolución temporal y se alcanzan los estados estacionarios, etcétera.

En el caṕıtulo 4 se llevan a cabo las comprobaciones, esenciales para en-
tender si el código está funcionando como debe. Para ello se realizan pruebas
de convergencia, ambipolaridad y comparación con la teoŕıa Neoclásica en el
caso de un tokamak axisimétrico.

En el caṕıtulo 5 se muestra la capacidad del código a la hora de simular
aquello para lo que está diseñado: geometŕıas complejas tales como la del
TJ-II. Se presentan algunos resultados preliminares para dicha geometŕıa,
aśı como el futuro en esta ĺınea.

Por último en el caṕıtulo 6 se establecen las conclusiones finales.

Varios aspectos colaterales pero que deben ser documentados por su im-
portancia se han incluido a modo de apéndices:

• En el apéndice A se establece un puente entre las ecuaciones desarrolla-
das a lo largo de la tesis, y la forma final en la que han sido codificadas.
A lo largo de este proceso se pueden reconocer qué términos son los
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responsables de las excursiones radiales grandes de los centros gúıa,
qué términos son lineales y cuales no.

• Un problema muy importante a la hora de obtener resultados relevantes
es encontrar un modo eficiente de invertir las matrices del modelo para
alcanzar estados estacionarios. En el apéndice B se mostrarán unas
nociones de cómo conseguirlo.

• Aunque los detalles de la implementación del código fuente no son
relevantes desde un punto de vista f́ısico, śı es interesante dar algunos
datos y estad́ısticas al respecto. El apéndice C se encarga de ello.

• Existe otro trabajo desarrollado paralelamente a la construcción del
código (apéndice D): una plataforma hardware de realidad expandida
y el software ad hoc. El dispositivo permite representar datos en tres
dimensiones y lanzar simulaciones de diferentes tipos relacionados o no
con la fusión. El usuario tiene capacidad de interacción mediante varios
sensores de posición.

A continuación se resumen las contribuciones cient́ıficas realizadas duran-
te la elaboración de esta tesis.

Art́ıculos en revistas:

J. M. Reynolds, D. López-Bruna, “Evolution of the drift kinetic equation in guiding
center approximation: numerical aspects of a new 3-D code”, Special Issue of the IEEE
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J. Sánchez et al., “Confinement transitions in TJ-II under Li-coated wall conditions”,
Nucl. Fusion, Vol 49, pp 104018, 2009.

F. Castejon, J.M. Reynolds, F. Serrano, A. Tarancon, R. Valles, J.L. Velasco, “Fu-
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261-270, 2008.
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V. I. Vargas, D. López-Bruna, J. M. Reynolds, T. Estrada, J. L. Velasco, J. Guasp,
“Electron difusivity profiles in ECH plasmas of the TJ-II Heliac”, 34th EPS Plasma Physcs
Conference. Hersonissos (Varsovia, Polonia), July 2-6 2007.
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J. M. Reynolds, D. López-Bruna, “Cálculo numérico del transporte mediante la ecua-
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formes Técnicos Ciemat no 1165, ISSN 1135-9420. mayo, 2009.
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r Coordenadas espaciales
v Coordenadas velocidad
ψ Flujo poloidal dividido por 2π
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción a la f́ısica básica de plasmas

de fusión

El confinamiento magnético se presenta como uno de los métodos más
prometedores a la hora de explotar, de forma rentable, la enerǵıa de fu-
sión. Como es bien sabido, si dos núcleos ligeros desprovistos de sus capas
electrónicas (completamente ionizados) colisionan entre śı apropiadamente,
el resultado es la fusión de ambos núcleos en uno de número atómico mayor:
es la (tan deseada en otros tiempos) transmutación. Puesto que el núcleo
atómico resultante posee menos masa que la suma de los reactivos, la reac-
ción es tremendamente exotérmica, siendo la enerǵıa del producto resultante
∆E = ∆mc2. Dicha reacción será más o menos eficiente en función del núme-
ro atómico de los núcleos que colisionan [1].

El gran problema es cómo mantener los núcleos atómicos totalmente io-
nizados y a las altas temperaturas requeridas (en torno a los 10 keV). Se
puede conseguir su confinamiento utilizando un intenso campo magnético
como “botella magnética” responsable del aislamiento de las paredes. Si el
aislamiento es bueno, basta con suministrar al combustible enerǵıa de forma
continuada para poder alcanzar las temperaturas deseadas y, una vez alcan-
zadas las condiciones de trabajo, el responsable principal del calentamiento
serán las propias reacciones de fusión. En el caso de que sea totalmente res-
ponsable se dice que se ha alcanzado la ignición, pues, al igual que una cerilla,
la reacción se basta de combustible (y aislamiento) para auto-sostenerse.

1
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Figura 1.1: Superficies magnéticas de un dispositivo de confinamiento
magnético.

El combustible a las altas temperaturas requeridas se encuentra en estado
de plasma, es decir, una sopa disgregada de núcleos ionizados y electrones
libres, semejante a un metal1 pero sin red cristalina: los núcleos poseen li-
bertad en lo que a su movimiento se refiere. Pero tal libertad se ve limitada
por el hecho de que el plasma está compuesto por cargas eléctricas que, bajo
situaciones complejas, pueden dar lugar a fenómenos colectivos complicados:
ondas de plasma, inestabilidades, turbulencia...

Por desgracia, una de las situaciones en las que la complejidad no es des-
deñable resulta ser a altas temperaturas y en presencia de un campo magnéti-
co de intensidad media. Consideremos un campo magnético B generado por
bobinas externas que han sido diseñadas para que las ĺıneas del campo for-
men superficies magnéticas toroidales anidadas (figuras 1.1 y 1.2). Esto quiere
decir que, en esas superficies, al seguir una ĺınea de campo magnético se re-
llena de forma densa una superficie bidimensional con topoloǵıa toroidal en
el espacio.

En un primer análisis del problema, el plasma debeŕıa verse confinado
en presencia del campo definido, pues toda part́ıcula cargada sigue de forma
aproximada las ĺıneas magnéticas y por tanto queda atrapada en una de
las superficies. Pero los experimentos y estudios muestran que en realidad
existen una infinitud de detalles a tener en cuenta. A medida que se tratan
de conseguir las condiciones de trabajo requeridas para la fusión, se vuelve
más y más dif́ıcil alcanzar la meta.

1De hecho los plasma son buenos conductores eléctricos.
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Figura 1.2: Detalle de la figura 1.1. Las superficies magnéticas están anidadas.

• En primer lugar, las “part́ıculas” (iones o electrones) cargadas perciben
a las vecinas a través del campo eléctrico generado por estas últimas.
Esto provoca un fenómeno de choques estocásticos que da lugar a di-
fusión. Aśı, el confinamiento pasa de ser perfecto en el sentido de que
toda part́ıcula situada en una superficie magnética permanece siempre
en ella, a una situación en la que la part́ıcula poco a poco se traslada
a las superficies colindantes, y aśı hasta escapar del dispositivo. Este
mecanismo de transporte de materia al exterior, y por tanto también
de la enerǵıa asociada a ella, es el denominado transporte Clásico [2].

• Además, las part́ıculas no siguen de forma exacta las ĺıneas de campo,
sino que poseen derivas perpendiculares que añaden un mecanismo de
escape de las superficies magnéticas. El resultado es un transporte de
enerǵıa significativamente mayor al Clásico: el denominado transporte
Neoclásico [3].

• Sin embargo, los experimentos muestran un confinamiento mucho peor
(es decir, un transporte mucho mayor) de lo que las teoŕıa Clásica y
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Neoclásica describen, por lo que se puede hablar del denominado trans-
porte Anómalo [4] para reflejar este hecho. Los responsables de este in-
cremento son los llamados fenómenos colectivos del plasma. Aqúı entran
en juego las muy rápidas perturbaciones del campo magnético genera-
das por el propio plasma2 que dan lugar a inestabilidades y turbulencia
magnética. Por otro lado el campo eléctrico, también generado por el
plasma, da lugar a nuevas inestabilidades y a turbulencia electrostática.

Estos fenómenos, junto a algunos otros, dan lugar a un mecanismo de es-
cape de enerǵıa que el plasma “aprovecha” para reducir los fuertes gradientes
de presión e intentar alcanzar el equilibrio térmico con el exterior del dispo-
sitivo. El resultado es una pérdida muy significativa del buen confinamiento
esperado por un análisis simplificado del problema.

La conclusión que se debe extraer es la existencia de una extensa gama de
fenómenos que afectan al confinamiento. Esto es un gran inconveniente a la
hora de indagar en su comprensión y el diseño de máquinas y experimentos.
En la actualidad, la tendencia de la comunidad cient́ıfica debido a la com-
plejidad, parece ser un creciente interés en el desarrollo de herramientas de
simulación por computador que modelice parte o, en última instancia, el con-
junto de dichos fenómenos. A partir de las simulaciones, y con los resultados
de los experimentos en la mano, se puede seguir la pista de qué ingredientes
son más importantes para describir globalmente el problema.

Por tanto, el desarrollo de herramientas de simulación se ha convertido en
pieza fundamental en la investigación en plasmas [5]. Sin embargo no es po-
sible, con la capacidad de cómputo actual, llevar a cabo un análisis de todos
los fenómenos arriba mencionados. El principal responsable es la separación
de escalas temporales a tratar: las inestabilidades y la turbulencia magnética
pueden aparecer en tiempos tan cortos como 10−10 segundos mientras que los
fenómenos electrostáticos rondan las escalas de 10−6 segundos en los dispo-
sitivos de fusión actuales. En el otro lado de la escala se tiene el transporte
Clásico y el Neoclásico en torno a 10−3 segundos y el tiempo de confinamien-
to, del orden de décimas o incluso segundos. Puesto que los algoritmos de
las simulaciones requieren de una discretización temporal cuyo incremento
es del orden o más pequeño que el más rápido de los fenómenos a estudiar,
se comprende la primera fuente de problemas: una simulación que abarque

2Al ser un fluido conductor, pueden aparecer corrientes que generan campos magnéticos.
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todos los problemas requeriŕıa del orden de 1010 pasos del algoritmo de simu-
lación. Pero no es éste el peor de los problemas pues, a medida que se indaga
en la forma de simular la f́ısica, aparecen cuestiones de ı́ndole numérica tales
como la inestabilidad en los algoritmos que dan lugar a fenómenos no f́ısi-
cos, falta de conservación en cantidades tan importantes como la enerǵıa, el
número de part́ıculas o el momento lineal, o incluso la difusividad numérica3

que estropea o enmascara el estudio del transporte de enerǵıa al exterior del
dispositivo de estudio.

La presente tesis se enmarca en el desarrollo de herramientas de simu-
lación, particularmente en la creación de un código cinético que cubra las
escalas de tiempo desde 10−6 hasta el segundo, y tenga en cuenta el trans-
porte Neoclásico en geometŕıas de campo magnético genéricas, incluyendo
dispositivos tan complejos como el TJ-II [6]. Desde el punto de vista f́ısico,
la idea es poder ofrecer herramientas para estudiar propiedades tridimen-
sionales asociadas a dicho transporte. A pesar de ser restringido en la f́ısica
modelizada, visto el panorama de fenómenos arriba mostrado, la máxima que
se ha intentado seguir es la de dejar siempre abierta la puerta a la inclusión
de otros fenómenos. Tanto en el desarrollo teórico como en la selección de
métodos numéricos e implementación se ha tenido cuidado de no imponer
restricciones estrictas que impidan la introducción futura de tales añadidos.
Otro de los requerimientos obligados por cuestiones prácticas es una alta efi-
ciencia en la computación, pues de otro modo no seŕıa posible abarcar las
escalas requeridas en tiempos razonables.

1.2. Ecuaciones esenciales de transporte en

plasmas confinados

La dinámica fundamental del plasma viene determinada por la función
de distribución a una part́ıcula f(r,v, t) (a partir de ahora FdD). Gracias a
ella, se puede conocer la densidad de probabilidad de encontrar una part́ıcula,
dada una posición en las coordenadas espaciales r y de velocidad v para un
instante temporal t. Gran parte de la información relativa al plasma se puede
obtener de ella a partir de los momentos de la FdD. Los momentos se obtienen

3Fenómeno numérico que puede ser modelizado añadiendo al problema un término
artificial de difusividad.
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a partir de la reducción en velocidad (integral a todas las velocidades) y los
más comunes son la densidad

n(r, t) =

∫
f(r,v, t)d3v,

y la velocidad media

n(r, t)v̂(r, t) =

∫
vf(r,v, t)d3v.

La temperatura y presión se relacionan mediante

p(r, t) = n(r, t)T (r, t) =
m

3

∫
(v − v̂(r, t))2f(r,v, t)d3v,

y aśı con cualquier otro observable que dependa solo de la función de distri-
bución a una sola part́ıcula.

Dada una condición inicial para la FdD, es decir, dada una distribu-
ción inicial de part́ıculas, es posible hallar una ecuación de evolución para la
misma que ofrece, en instantes de tiempo posteriores, la nueva densidad de
probabilidad. En general se puede decir, para una sola especie de part́ıculas,

∂f(r,v, t)

∂t
+

dr

dt
· ∇f(r,v, t) +

dv

dt
· ∇vf(r,v, t) = C(f(r,v, t), f(r,v, t)),

donde el primer término de la izquierda está asociado a las variaciones tempo-
rales, el segundo refleja los desplazamientos o derivas asociados a las part́ıcu-
las y el tercero los cambios de velocidad debidos a fuerzas provenientes de
campos promedio. Los campos promedio pueden ser por ejemplo magnéticos
o eléctricos. Dichos campos pueden estar producidos externamente (impues-
tos al problema) o internamente, a través de momentos de la FdD.

El segundo miembro de la ecuación, C(f(r,v, t), f(r,v, t)), es el operador
de colisión y tiene en cuenta las interacciones entre part́ıculas cercanas. Dicha
interacción es debida a los campos electrostáticos generados en la vecindad
de las part́ıculas4. Puesto que la distancia de interacción, de tipo coulom-
biana, es relativamente amplia, la interacción se puede describir mediante
un término de difusión en el espacio de velocidades. Aśı, los operadores de

4En los plasmas, el campo eléctrico de part́ıculas más lejanas que la denominada lon-
gitud de Debye es apantallado.



1.2 Ecuaciones esenciales de transporte en plasmas confinados 7

colisión asociados a plasmas de alta temperatura poseen caracteŕısticas di-
ferentes a las habituales de los fluidos de alta densidad. Esto modifica en
gran medida los métodos utilizados para resolver la dinámica de la FdD y
los resultados de la misma.

Una derivación detallada de la FdD y su ecuación de evolución para
plasmas de fusión se puede encontrar en [7]. Se observará que toda la ar-
gumentación se basa en la f́ısica clásica. La razón es que las interacciones
(coulombianas) que afectan a la dinámica de la FdD no involucran términos
de muy corto alcance ni enerǵıas tan altas que necesiten de un tratamiento
relativista. Basta con comparar las velocidades de las part́ıculas con la de
la luz5 para descartar correcciones relativistas y, a continuación, estimar la
longitud de onda asociada a las part́ıculas del plasma mediante la expresión
λ = h/

√
2mE para darse cuenta de lo lejos que está el sistema del ámbito

cuántico. Aqúı hemos usado la constante de Planck h, siendo m y E respec-
tivamente la masa y la enerǵıa de la part́ıcula. Incluso si se consideran los
propios procesos de fusión nuclear, estos sólo aparecen como pequeñas fuen-
tes o sumideros de especies de part́ıculas (p. ej., desaparecen deuterones y
aparecen núcleos de helio) cuya ulterior evolución sigue pudiéndose describir
de manera clásica. La mecánica cuántica queda oculta en las distintas seccio-
nes eficaces (procesos de fusión, pérdidas radiativas... ) de los términos fuente
en general. En definitiva, el ámbito del presente estudio es netamente clásico.

Además de las cantidades asociadas a las part́ıculas, es conveniente hablar
sobre las coordenadas curviĺıneas usadas para describir el sistema (Fig. 1.3):

• La coordenada toroidal φ es, como su propio nombre indica, la asociada
al ángulo toroidal en geometŕıa ciĺındrica y vaŕıa entre 0 y 2π al dar
una vuelta al toroide en torno a su eje mayor.

• La coordenada poloidal θ vaŕıa entre 0 y 2π entorno al eje menor del
toro y define, junto a la coordenada toroidal, una parametrización de
las superficies magnéticas.

5Esta discusión se refiere al ámbito del presente estudio. Hay fenómenos espećıficos,
como la generación de “electrones fugitivos” o algunos métodos de calentamiento por ra-
diación electromagnética, que pueden necesitar cálculos relativistas; pero en cualquier caso
se trata de estudios especializados que no alteran la naturaleza “clásica” de las ecuaciones
cinéticas del plasma confinado.
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Figura 1.3: Coordenadas que caracterizan las superficies magnéticas.

• La coordenada radial ψ etiqueta las superficies magnéticas y por ello
su gradiente su gradiente es perpendicular en todo punto a la superficie
magnética.

Si bien es cierto que hay derivas y comportamientos que obligan a las
part́ıculas a salirse de las superficies magnéticas, alĺı las cantidades principa-
les del plasma tales como la densidad, la presión o la temperatura son apro-
ximadamente constantes. Puede decirse que el campo magnético actúa de
lazo conductor por las superficies y homogenéıza las propiedades del plasma
sobre ellas. Es por ello que resulta conveniente hablar de cantidades prome-
diadas a dichas superficies, en especial cuando se habla de transporte radial,
pues resulta más fácil aproximar resultados integrales de las ecuaciones de
evolución.

A partir de los flujos tridimensionales de part́ıculas y calor

Γ(x, t) =

∫
vf(x,v, t)d3v, Q(x, t) =

∫
mv2

2
vf(x,v, t)d3v. (1.1)
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se pueden definir los flujos radiales,

Γ(ψ, t) =

∫
S
Γ(x, t) · dS∫

S
dS

, Q(ψ, t) =

∫
S
Q(x, t) · dS∫

S
dS

(1.2)

que pueden verse como algo proporcional en cada punto a Γ · ∇ψ y Q · ∇ψ
(el factor de proporcionalidad lo da el factor de escala de la coordenada ψ).

Las cantidades definidas en este apartado son fundamentales en el estudio
de plasmas [8], y serán utilizadas a lo largo de la tesis con frecuencia.

1.3. Métodos de simulación y otras cuestio-

nes numéricas

En primer lugar se va a describir muy someramente esta extensa área: la
resolución de ecuaciones provenientes de modelos f́ısicos de plasmas median-
te técnicas computacionales. Después se pasará a algunos de los problemas
concretos en el área de fusión.

1.3.1. Métodos de computación

A la hora de encontrar el mejor método numérico para resolver unas ecua-
ciones determinadas, generalmente hay que llegar a un equilibrio entre coste
computacional (recursos y tiempo necesarios para llevar a cabo la simulación)
y precisión obtenida. Con suficiente capacidad de cómputo, el problema de
simular un plasma seŕıa trivial: bastaŕıa con seguir todas las part́ıculas del
plasma (en un orden de magnitud cercano a 1020), sus interacciones mu-
tuas y con los campos externos, usando un paso temporal en el algoritmo
de simulación suficientemente pequeño y una discretización6 de las variables
suficientemente buena como para que se tenga la precisión requerida en los
resultados. Pero, lógicamente, esto no es posible.

Las técnicas utilizadas dependen mucho de qué cuestiones deben ser cui-
dadas y cuáles no. Por ejemplo, si se requiere una conservación estricta de las
cantidades a estudiar, es conveniente un método que garantice dicha conser-
vación localmente. Los métodos de elementos discontinuos (ya se verá mas
adelante en qué consisten) cumplen esta propiedad y seŕıan los ideales en

6Cualquier cantidad debe de caracterizarse mediante un número de d́ıgitos finito, en
una base numérica predeterminada, para poder ser almacenado o computado.
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este caso [9]. Si lo importante es una buena conservación de las cantidades,
aunque no estricta, y una gran precisión y baja difusividad numérica, los
métodos espectrales [10] toman un papel protagonista, con el coste añadido
de un gran consumo de recursos y baja eficiencia en computadores parale-
los. Si se tienen muchas dimensiones y se buscan soluciones bajo equilibrios
térmicos, los métodos de Monte-Carlo son muy eficientes [11]. Vemos por
tanto que es muy importante conocer los requisitos del problema.

En general, antes de elegir un método es importante conocer la capaci-
dad de computación de la que se puede disponer y el tipo de paralelización
posible. Existen métodos que no son fácilmente paralelizables, lo cual quiere
decir que el algoritmo que implementa el método, al ser paralelizado de la
forma más óptima posible, requiere de mucha comunicación entre los dife-
rentes procesadores hasta tal punto que la mayoŕıa del tiempo de ejecución
se utiliza en comunicación y no en computación. Aśı, para una simulación
dada, existe un número de procesadores por encima del cual el tiempo de
computación no disminuye a medida que se añaden más procesadores, sino
que aumenta. En función de cuantos procesadores sean, y de cuantos se dis-
ponga para el problema dado, el método propuesto será mejor o peor (por
ejemplo un algoritmo que no escala bien con el número de procesadores a
partir de 100 no tiene mucho sentido ejecutarlo en una máquina con 10000
procesadores). Por supuesto esto cambia si es necesario estudiar un modelo
mediante muchas simulaciones con diferentes parámetros. En este caso cada
simulación es independiente de las demás y no necesitan comunicación.

Se pueden distinguir dos grandes familias de métodos en la literatura: los
estad́ısticos y los que discretizan la ecuación de evolución en las dimensiones
del problema. Aunque existen muchas alternativas no presentadas aqúı, se
han mencionado sólo las más comunes. Aun aśı, en un último apartado se
hablará de algunos métodos espećıficos para problemas concretos.

Métodos estad́ısticos

Se puede intentar seguir de forma lo más exacta posible la trayectoria
de una proporción del total de part́ıculas, teniendo en cuenta las interaccio-
nes mutuas. Esto supone un coste computacional enorme, pero a cambio se
tiene toda la información del sistema si la fracción simulada es significativa.
Lamentablemente, como ya se ha comentado, en plasmas de fusión con 1020

part́ıculas esto no es posible.
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Una solución de compromiso consiste en resolver la ecuación de Langevin
[12]: se simula una pequeña porción de marcadores que reproducen la dinámi-
ca de las part́ıculas, pero sin tener en cuenta el efecto de las interacciones con
el resto de part́ıculas. Para modelizar este efecto, se reúne en un operador de
colisión todas las interacciones a varias part́ıculas. Dicho operador se modela
en la simulación mediante un fondo estocástico que modifica la velocidad de
cada marcador. Esto se hace de modo tal que al hallar promedios estad́ısti-
cos (observables) el comportamiento de éstos converge y es equivalente, en
el ĺımite de muchos marcadores, a resolver la ecuación de evolución con el
operador de colisión mencionado.

En las estimaciones bajo equilibrios termodinámicos es donde son excelen-
tes7 los algoritmos estad́ısticos; pero cuando es necesario estudiar dinámica o
estados fuera del equilibrio, se pierde parte de su eficiencia. Y por desgracia
los plasmas son estados fuera del equilibrio y tremendamente dinámicos.

Cabe mencionar que al elegir las condiciones iniciales hay que tener cuida-
do, pues podŕıa darse el caso de dejar una parte significativa de la dinámica
fuera de la “visión” de los marcadores8.

Una vez desarrollados los algoritmos, estos métodos se caracterizan por
su sencillez de implementación y la buena estimación del error final sobre la
solución. Pero poseen el inconveniente de requerir gran capacidad de compu-
tación para alcanzar soluciones con barras de error reducidas, especialmente
en determinados casos patológicos pero importantes9.

La eficiencia de paralelización, que mide el aprovechamiento del hardware
en función del número de procesadores, es perfecta si no hay interacción entre
marcadores a través de un campo externo o promedio, pero se reduce cuando
śı la hay (algo indispensable en f́ısica de plasmas). La ventaja de la sencillez
de implementación se degrada considerablemente a medida que se mejora la
eficiencia de paralelización en los casos de fuerte interacción.

7Una prueba de ello es el gran avance logrado por los algoritmos de Metrópolis y
HeatBath en simulaciones de ciencias de los materiales o cromodinámica cuántica [13]

8Por ejemplo, una zona de part́ıculas atrapadas en un plasma puede constituir una frac-
ción del espacio de velocidades reducida, pero su dinámica puede alterar significativamente
el comportamiento global.

9Por ejemplo el cálculo de la velocidad toroidal de las especies en dispositivos de fusión
[14].
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Métodos basados en discretizar la ecuación de evolución

En función del tipo de discretización se distinguen:

• Métodos espectrales, que parten de la caracterización de las variables
a resolver como expansión en una familia de funciones cuyo dominio
es el recinto de estudio completo. La familia de funciones utilizada de-
penderá del tipo de ecuación a resolver, de las condiciones de contorno
deseadas, del recinto de estudio etc. Desde un punto de vista algebrai-
co, en general estos problemas requieren la resolución de sistemas de
ecuaciones con un número de variables del orden del número de elemen-
tos en la familia de funciones. Además, las matrices que caracterizan
tales sistemas de ecuaciones suelen ser “densas” (la gran mayoŕıa de
sus elementos son no nulos), lo cual requiere un trabajo de resolución
muy grande para altas precisiones. Un problema añadido es un número
de condición de dichas matrices alto10, lo cual dificulta el hallar solu-
ciones mediante los denominados solvers iterativos11. Otro problema
adicional es la baja eficiencia a la hora de paralelizar.

Dentro de los métodos espectrales [15] se encuentran el método de los
momentos (MoM) [16], Expansiones en familias tales como Fourier, La-
place, Laguerre, Hermite, métodos pseudoespectrales que aprovechan
la eficiencia de transformaciones rápidas tales como FFT (transforma-
da rápida de Fourier) [17] o FMM (Fast Multipole Method) [18] para
resolver un problema etc.

En general, en la comunidad cient́ıfica, los métodos espectrales se usan
asiduamente por su claridad en los resultados y precisión. Pero tienen
como grandes enemigos la eficiencia en máquinas masivamente paralelas
y la dificultad de encontrar familias de funciones adecuadas a recintos
complicados.

• En el otro extremo de la balanza se tienen métodos de elementos que
aproximan la función mediante funciones de bajo orden en recintos que
son mucho menores que el de estudio. Cada uno de los pequeños recin-
tos en los que tiene vigencia una de estas aproximaciones se denomina

10El número de condición indica la relación entre el mayor y el menor de los autovalores
de una matriz dada.

11Un tipo de algoritmo que permite hallar una solución aproximada a un sistema sin
tener que invertir de forma directa la matriz.



1.3 Métodos de simulación y otras cuestiones numéricas 13

elemento. Por tanto, la función puede ser aproximada mediante nume-
rosos elementos y dentro de cada elemento por una aproximación de
bajo orden. A medida que crece el número de elementos, se incremen-
ta la precisión. La obtención de una solución suele limitarse, una vez
más, a resolver un sistema de ecuaciones caracterizado por matrices.
Dichas matrices suelen ser “dispersas“ (un gran número de los valores
que las componen son nulos) y esto supone una ventaja tanto para la
paralelización como para la resolución mediante solvers iterativos. El
número de condición de las matrices depende del problema de estudio,
pero en general se comportan mejor que el equivalente espectral. Tam-
bién es cierto que el número de elementos necesarios para alcanzar una
precisión dada es mayor que en el caso de los métodos espectrales pero,
si se dispone de una máquina masivamente paralela para el cálculo, a
efectos prácticos, un método espectral es menos eficiente (en el sentido
del tiempo requerido para obtener una precisión dada).

Dentro de esta gama de métodos [19] entraŕıan los de elementos finitos
(FEM), volúmenes finitos (FVM) y otras variedades. También existe el
método de las diferencias finitas (FDM) que, si bien no tiene elementos
bien caracterizados, se basa en el mismo principio de aproximar las
variables por funciones locales y no globales.

Como ya se ha comentado, la eficiencia de paralelización suele ser bue-
na. El hecho de ser los métodos más utilizados en aplicaciones de in-
genieŕıa hace que se haya invertido mucho esfuerzo y tiempo en mejo-
rarlos (soluciones con precisión variable dentro del recinto, estimación
de errores...) y adaptarlos a muchas clases de problemas, por lo que a
menudo es posible encontrar software desarrollado si las ecuaciones a
simular se pueden expresar de forma equivalente a otros problemas ya
implementados.

• Entre ambos extremos se hallan los métodos de elementos espectrales,
que utilizan familias de funciones complejas (normalmente polinomios
de interpolación de alto orden) y elementos al mismo tiempo: el recinto
de estudio se divide en elementos de geometŕıa más simple y, dentro de
cada uno, se utiliza una familia de funciones para alcanzar una precisión
espectral. La unión entre recintos se hace de modo que, globalmente,
no se pierda la precisión alcanzada dentro de cada recinto. Si se toma
un alto orden en la familia de funciones y solo un elemento para ca-
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racterizar el recinto de estudio se tienen los métodos espectrales. En
el otro extremo, bajo orden en la familia y gran número de elementos,
se tienen los métodos tales como FEM. Los métodos de elementos es-
pectrales son relativamente jóvenes dentro del panorama numérico. No
obstante, poco a poco están ganando terreno y convirtiéndose en una
fracción importante de la literatura. Esto es debido a su flexibilidad a
la hora de abordar problemas, por ejemplo, debido a la capacidad de
incorporar al mismo tiempo zonas con elementos de orden alto y otras
de orden bajo (esto es útil en simulaciones muy inhomogéneas donde en
una parte del recinto la solución sea fácilmente interpolable y resoluble
pero en otra requiera gran precisión).

Dentro de los métodos de elementos espectrales se tiene la versión clási-
ca (SEM) [20] pero también otras más nuevas como el método de Ga-
lerkin discontinuo (DGM) [21], el método de los volúmenes espectrales
(SVM, que es la contrapartida de volúmenes finitos) [22] o el método
de las diferencias espectrales (SDM, que es la contrapartida al método
de las diferencias finitas) [23].

La eficiencia de paralelización en los métodos de elementos espectrales
depende del orden dentro de cada elemento y del número de elementos,
y por tanto depende de la arquitectura de hardware disponible. En
cualquier caso, abarca los dos extremos estudiados más arriba (códigos
espectrales - códigos de elementos)

Métodos espećıficos

Hasta aqúı se han mostrado los métodos numéricos convencionales, pero
existe otra infinitud más espećıfica. Un ejemplo es el método de los elemen-
tos de contorno (BEM) [24] donde el recinto de estudio se supone compuesto
por volúmenes con propiedades homogéneas separados por discontinuidades.
Existen también mezclas entre métodos de part́ıculas y continuos tales como
los meshless12 [25] donde entraŕıan por ejemplo SPH (Smoothed Particle Hy-
drodynamics)[26]; los métodos PIC podŕıa entrar dentro de esta categoŕıa.
Una gama importante que tal vez en un futuro tenga algo que decir en el
ámbito de la fusión es LBM o el método de Lattice Boltzmann [27].

El LBM en cierto modo se puede ver como un método de part́ıculas o
trazadores: si se toman part́ıculas a velocidades muy espećıficas que cum-

12Sin malla.
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plen determinadas propiedades y se hacen evolucionar en el tiempo se tiene
el algoritmo básico del LBM. La particularidad de las velocidades consiste
en que, en su conjunto, el problema de avance de las part́ıculas equivale a
resolver las ecuaciones para los momentos de orden más bajo de la ecuación
de Boltzmann. Dichos momentos provienen de una integral en velocidad. Si
la integral se lleva a cabo de forma numérica mediante cuadraturas de Gauss,
es equivalente a la suma ponderada de la FdD en determinadas velocidades
que coinciden con las que se hacen avanzar por LBM. Por tanto, el LBM
equivale a evolucionar marcadores de la FdD que serán usados en cuadra-
turas de Gauss para obtener las ecuaciones de los momentos de orden más
bajo (densidad, velocidad, temperatura). Además la eficiencia del LBM es
muy grande, pues la cuadratura se elige de tal modo que la convección por
cada paso temporal de los marcadores consista tan solo en desplazarlos de su
posición actual a una de las vecinas en una rejilla. Aśı el algoritmo de LBM
consiste en pasos de convección y colisión sucesivos cuya eficiencia permite
simular tiempos muy largos.

Los modelos de ret́ıcula tipo LBM inicialmente se utilizaban sólo para re-
solver casos sencillos de las ecuaciones de Navier-Stokes en condiciones muy
restringidas, pero han conseguido ser aplicados en campos cada vez más cer-
canos a los problemas relevantes para la fusión, como por ejemplo problemas
de MHD [28], resolución del potencial electrostático [29], electromagnético
[30] e incluso la turbulencia electrostática [31].

Propiedades conservativas

Además de la separación en función de la discretización del problema,
es importante otra caracterización en base a propiedades de conservación.
Existen casos donde se requiere una conservación estricta de las cantidades
de estudio con precisión equivalente a la de la discretización binaria de la
plataforma hardware. Un ejemplo son los casos donde los tiempos de estu-
dio son mucho mayores que el paso utilizado en el algoritmo de integración
temporal: un error pequeño en la conservación de cantidades tales como la
enerǵıa o el número de part́ıculas puede llevar en última instancia a solu-
ciones disparatadas e incluso inestabilidades. Por tanto aqúı resulta esencial
que el método numérico, por construcción, no permita la “variación de los
invariantes”.

Los métodos de part́ıculas, si están bien diseñados, deben mantener los
invariantes como tales, pues todas las propiedades de cada part́ıcula depen-
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den del modelo que se utilice para ella. Los métodos espectrales no son es-
trictamente conservativos, pero el error en la conservación es muy pequeño
debido a la alta precisión. En el otro lado, los métodos de elementos y los
de elementos espectrales, pueden o no ser conservativos. Para poder tener
dicha capacidad deben aprovechar el hecho de que las variables a modelizar
se aproximan por funciones diferentes en cada elemento del recinto y, por
tanto, se pueden introducir discontinuidades entre elementos vecinos. Dichas
discontinuidades deben tratarse apropiadamente para garantizar la conser-
vación. Aśı, por ejemplo, los métodos FVM, DGM, SVM y SDM son a la vez
discontinuos y conservativos.

1.3.2. Métodos utilizados en el área de fusión

El mundo de la computación en el área de fusión por confinamiento
magnético es un entramado complejo de códigos que simulan diferentes as-
pectos de la f́ısica y que tratan de abarcar la dinámica en todas las escalas
temperales posibles. Dicha extensión puede sin embargo escindirse en varias
áreas de trabajo más o menos diferenciadas que se van a introducir aqúı.

Como ya se ha comentado, la descripción completa de la FdD requiere de
un escalar definido en un espacio de 6 dimensiones. Los códigos PIC [32] se
utilizan en las aplicaciones que requieren toda la información cinética de la
función de distribución, y el campo eléctrico generado por todas las part́ıculas
simuladas. En esencia consisten en evolucionar la mayor proporción posible
de las part́ıculas del plasma y calcular el campo eléctrico (y magnético) en
cada paso. La estimación de los campos es la parte más costosa y suele ace-
lerarse mediante técnicas Multigrid [33]. En general este tipo de códigos se
restringe a situaciones sencillas donde, para reducir el problema, se explotan
simetŕıas en algunas de las dimensiones. Aśı por ejemplo se puede hablar de
un problema 2+2 donde solo se tienen en cuenta dos dimensiones espaciales
y dos en velocidad.

En el momento actual, no es posible simular la evolución de las inesta-
bilidades y turbulencia magnéticas (los fenómenos más rápidos) teniendo en
cuenta todos los detalles de la FdD en 5 ó 6 dimensiones durante tiempos
suficientemente largos como para resultar de utilidad. Es por ello que, al es-
tudiar estos fenómenos, se utiliza la aproximación MHD [34]. Ésta tiene en
cuenta, al igual que para un fluido convencional, tan solo los momentos más
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importantes de la FdD tales como: densidad, velocidad, temperatura, flujo
de calor, viscosidades... Las ecuaciones deben tener un cierre correcto de los
momentos. Desde un punto de vista computacional, esto equivale a resolver
ecuaciones integrodiferenciales no lineales acopladas:

• Acopladas porque los momentos dependen los unos de los otros.

• No lineales en su parte convectiva por usar la expansión en momentos.
Además, el hecho de que las velocidades de convección dependan de los
campos magnéticos y eléctricos que, a su vez, dependen del estado del
plasma, es otra fuente de no linealidad.

• Son integrales por que los campos magnético y eléctrico en cada punto
dependen del estado global de todas las part́ıculas del plasma.

Habitualmente se trabaja con códigos que aproximan la función de distri-
bución con funciones anaĺıticas de mayor o menor complejidad. Puesto que
se requiere gran precisión, es habitual trabajar con métodos espectrales, pero
también con FEM, SEM o FDM o mezclas de éstos últimos en la coordenada
radial y espectrales dentro de la superficie magnética. Un ejemplo de código
se encuentra en [35].

Subiendo en la escala temporal, se tiene la turbulencia electrostática
[36, 37] que muestra un panorama parecido al de MHD. Se tienen ecuaciones
aproximadas para los momentos de la función de distribución que deben ser
resueltas en presencia de un campo magnético y otro eléctrico. Pero ahora
se tiene la diferencia esencial de que el campo magnético se supone fijado
y por tanto no existen perturbaciones magnéticas. No ocurre lo mismo con
el campo eléctrico. Una dificultad añadida es la incursión de algunas pro-
piedades cinéticas de la función de distribución que no son correctamente
modelizadas por los modos más bajos y que deben ser tenidos en cuenta a
través de modelos teóricos adicionales [38]. Sin embargo, para simplificar el
problema, en las escalas temporales implicadas es posible aplicar la condi-
ción de cuasineutralidad. Aplicar cuasineutralidad equivale a suponer que
la separación de carga es despreciable en cada punto. Con ello, resolver el
problema del potencial se simplifica de un problema integral (no local), en
el que cada punto requeŕıa “ver” todo el resto del plasma para estimar el
campo eléctrico, a un problema local en el que el potencial puede describirse
mediante una ecuación diferencial que cumple que el plasma se comporta de
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tal modo que la densidad de iones es igual a la de electrones en todo punto
del plasma.

Aśı, si bien en parte es necesario tener en cuenta algunas caracteŕısticas
cinéticas de la función de distribución, se relajan las exigencias computacio-
nales al limitarse ahora el cálculo a ecuaciones acopladas diferenciales no
lineales.

En estudios de turbulencia electrostática es común trabajar con métodos
espectrales [39].

A un nivel todav́ıa más alto en la escala temporal, se tienen los códigos
de transporte [40]. En general, limitan el número de dimensiones espaciales
a una: la coordenada radial. Esto permite alcanzar las escalas temporales
del confinamiento de la máquina y aśı ofrecer las contrapartidas teóricas de
los perfiles medidos en los experimentos. No obstante, por el camino se ha
perdido gran parte de la f́ısica debido al número de aproximaciones llevado a
cabo. El resultado es que los términos de transporte de estos códigos pueden
tener diferentes enfoques o propósitos:

• Códigos derivados a partir de modelos de teoŕıa neoclásica, limitados
a geometŕıas no muy complejas bajo condiciones de trabajo restringi-
das que están lejos de las experimentales. A pesar de la simplicidad de
la geometŕıa y las restricciones, detrás se esconde una tremenda com-
plejidad teórica para obtener las soluciones. A cambio, se alcanza una
comprensión profunda de los fenómenos que hay detrás [8].

• Por otro lado, un código de transporte puede utilizarse de manera in-
terpretativa e incluir términos que provienen de los experimentos para
hallar los perfiles de conductividad térmica o flujos de calor, etc. Igual-
mente se pueden incluir perfiles de otras simulaciones mucho más de-
talladas pero que no pueden alcanzar las escalas de tiempo requeridas
para ofrecer datos de estacionarios (a tiempos de transporte).

• También pueden ser modelos matemáticos que buscan ahondar en la es-
tructura de las propias ecuaciones de transporte con objeto de explicar
algunos de los extraños comportamientos de la dinámica de plasmas,
como la aparente no localidad del transporte, o la autorregulación de
los gradientes de los perfiles termodinámicos [41].
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Al ser problemas en general de una dimensión, las exigencias computacio-
nales no son tan altas13 como en otras áreas. Es común trabajar con métodos
básicos o semi-anaĺıticos.

Al margen de lo anterior, en la actualidad están surgiendo códigos que
tienen en cuenta las 5 dimensiones de la FdD bajo la aproximación de cen-
tro gúıa. Su ámbito de estudio abarca: casos de muy baja colisionalidad,
fenómenos colectivos que requieran tener en cuenta dinámicas muy diferen-
tes, situaciones en las que las condiciones de trabajo son extremas14... En
estos casos una expansión en pocos momentos no es correcta y hay que tener
en cuenta las propiedades cinéticas de la FdD. En general, estos códigos tra-
bajan con el campo magnético fijado. El campo eléctrico puede establecerse a
partir de una ecuación de cuasineutralidad de carga. Debido al alto número
de dimensiones, suelen ser códigos de trazado de part́ıculas o marcadores,
como por ejemplo [42]. No obstante, existen también códigos continuos [43]
(es decir que aproximan la función de distribución no como un conjunto de
part́ıculas sino como una interpolación más o menos compleja de funciones
anaĺıticas en 5 dimensiones).

Una extensión de la anterior situación se da cuando la aproximación de
centro gúıa no es suficiente y se hace necesario tener en cuenta correcciones
a la misma: son los denominados códigos girocinéticos [44, 45, 46, 47, 48]
que, se podŕıa decir, son capaces de caracterizar la función de distribución
en un espacio de entre 5 y 6 dimensiones, pues tienen en cuenta parte de la
variación de la función de distribución con el ángulo de giro de Larmor (la
sexta dimensión en la que se supone simetŕıa bajo la aproximación de centro
gúıa). Si se descarta la evolución del campo magnético, posiblemente éstos
son los códigos que mejor consideran la dinámica. Solo es necesario acudir a
este detalle en la descripción cuando se requiere tener en cuenta dinámica de
escalas espaciales pequeñas en comparación con el radio de Larmor, o varia-
ciones muy rápidas en el tiempo, en comparación con el tiempo de giro de
Larmor. Ejemplos de ello son la microturbulencia en el fluido electrónico, es-
tudios con gradientes muy abruptos o en el estudio part́ıculas con gran radio

13Si bien es cierto que algunos de los modelos son complejos en su resolución, no es en
general un problema de capacidad de cómputo. Cuestión aparte son los términos fuente
que pueden requerir un tratamiento costoso de por śı, como sucede con las fuentes de
calentamiento o part́ıculas, la radiación, etc.

14Por ejemplo debido a una fuente que afecta sólo a zonas localizadas de la función de
distribución, tal y como el calentamiento por resonancia ciclotrónica.
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de Larmor como los iones pesados o las part́ıculas muy energéticas. Compu-
tacionalmente, puede tratarse de códigos continuos, PIC, de marcadores, etc.

Hasta aqúı, se han pincelado algunas de las grandes áreas de computación
en f́ısica de plasmas. No obstante, existen modelos que tienen en cuenta otros
problemas no mencionados, tales como cuestiones relativistas, part́ıculas neu-
tras, múltiples especies, radiación, intercambio de carga, inestabilidades...
Además puede haber solapamientos entre varias de las áreas mencionadas,
donde algunos de los códigos pueden llegar a adentrarse en las áreas veci-
nas. Por ejemplo, los códigos de turbulencia electrostática están llegando ya
a escalas de transporte, o los de turbulencia magnética al régimen de los
electrostáticos e incluso un poco mas allá.

Desde el punto de vista computacional, existen áreas “exóticas” que tra-
tan de usar métodos tales como el LBM y otros no convencionales para
describir la evolución del plasma.

Como se puede imaginar, todo esto convierte el problema en una tarea
formidable que roza lo computable aún con la enorme capacidad actual y
que, d́ıa a d́ıa, no para de evolucionar.

El código presentado en esta tesis se basa para su discretización espacial
en un método de elementos espectrales, en concreto SDM. La elección vie-
ne dada por la complejidad de las geometŕıas espaciales a estudiar, por la
conservación local que ofrece dicho método y por las buenas caracteŕısticas
computacionales. Otro motivo para seleccionar SDM es la eficiencia de pa-
ralelización. En las coordenadas de velocidad se lleva a cabo una expansión
espectral que permite alcanzar una alta precisión a la hora de obtener momen-
tos de la FdD. En concreto, estos últimos vendrán dados por combinaciones
lineales de unos pocos modos de la expansión espectral en velocidad.

1.4. Objetivos y planificación

Para el importante problema del estudio de plasmas de fusión por confi-
namiento magnético, se hace indispensable disponer de herramientas de si-
mulación que estudien la dinámica global de las cantidades más significativas,
tales como perfiles de densidad, temperatura o corriente. En la presente tesis
se introduce una herramienta desarrollada a tales efectos, que nace con la
intención de aprovechar los nuevos recursos informáticos disponibles y las ar-
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quitecturas de supercomputación actuales. El objetivo principal del código es
estudiar fenómenos de transporte tridimensional en máquinas con geometŕıas
complejas, tales como el TJ-II. De las caracteŕısticas concretas del método,
tan solo se menciona por ahora que se utiliza SDM para la discretización
espacial de la función de distribución.

En los siguientes caṕıtulos se introducirán poco a poco el modelo con-
creto que se tomará (caṕıtulo 2), algunas cuestiones numéricas incluida la
discretización espacial (caṕıtulo 3), comprobación del código en máquinas de
geometŕıa sencillas del tipo tokamak (caṕıtulo 4) y algunos resultados preli-
minares en geometŕıas complejas (caṕıtulo 5). Igualmente se darán algunos
detalles de la codificación (caṕıtulo C), conclusiones y apéndices aclaratorios.

Una cuestión que no se ha despreciado es la representación de resultados,
pues no siempre es sencillo trabajar con modelos en tres dimensiones, ya
sean los mallados necesarios para representar la geometŕıa, resultados etc.
De hecho, una visualización rápida de resultados ha demostrado ser útil a
la hora de detectar fallos o incongruencias, que de otro modo podŕıa llevar
tiempo encontrar. Por ello, se incluye un apéndice espećıfico (apéndice D)
sobre una plataforma avanzada de visualización estereográfica que ha sido
implementada dentro de esta tesis, tanto en su parte software como hardware.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos teóricos

En este caṕıtulo se detallan los fundamentos teóricos y, con objeto de
aclarar la conexión entre la teoŕıa y el cálculo, se introduce lo esencial del
método numérico. Tras una breve introducción al modelo, en la sección 2.2
se describe el problema que se desea resolver: la ecuación cinética del centro
gúıa. Aqúı se prepara la ecuación para su posterior resolución, en coorde-
nadas espaciales cartesianas y de enerǵıa cinética normalizada y ángulo de
ataque en la velocidad; y se introduce el operador de colisión, tomado de la
bibliograf́ıa y que se adapta muy bien a nuestro tratamiento de la función
de distribución. En la sección 2.3 se explica la forma en que la función de
distribución es expresada, su expansión en polinomios ortogonales clásicos y
algunas de sus caracteŕısticas. A continuación se describe el tratamiento de
la temperatura en torno a la cual se realiza la normalización: al estar cer-
ca de una maxwelliana se supone que dicha temperatura existe y aproxima
bien la función de distribución. En la sección 2.4 se explica resumidamente
el método numérico, también extráıdo de la literatura, para la convección.
Tiene la particularidad de ser localmente conservativo. Con ello se conservan
las cantidades en convección hasta la precisión de la máquina de cómputo.

2.1. Introducción al modelo teórico

Como ya se ha comentado, la meta es el desarrollo de un código cinético
que permita introducir geometŕıas de campo magnético y eléctrico con pocas
restricciones y que abarque escalas temporales t́ıpicas del transporte en el
plasma. Un trabajo parecido, aunque menos ambicioso debido a la limitada

29
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potencia de cálculo disponible, se realizó con el código DKES [1]. Estas he-
rramientas son fundamentales para aproximarse a la descripción cualitativa
de los resultados experimentales y, en muchos casos, suponen un considera-
ble apoyo para la teoŕıa. De hecho, el transporte de enerǵıa y part́ıculas en
los dispositivos de fusión por confinamiento magnético sigue siendo un pro-
blema abierto de sumo interés: tanto el diseño como el control de un futuro
reactor de fusión nuclear por confinamiento magnético deberá pasar por un
conocimiento suficiente de la dinámica del plasma confinado. Hoy por hoy,
este conocimiento es limitado debido a la extraordinaria complejidad del sis-
tema f́ısico. Aunque se puede hacer un tratamiento clásico de buena parte
de la f́ısica de estos plasmas, sus caracteŕısticos fenómenos colectivos dan
lugar a una dinámica altamente no lineal de extraordinaria riqueza y, a la
vez, dificultad para la descripción cuantitativa. Por este motivo, el cálculo
numérico es una herramienta indispensable. Durante el último medio siglo se
han ido haciendo sucesivas aproximaciones según la disponibilidad no sólo de
recursos de cálculo, sino también de elementos teóricos. Los distintos códi-
gos de cálculo presentes en la literatura suelen especializarse para resolver
determinadas escalas espaciotemporales. Aqúı pretendemos disponer de una
herramienta de cálculo suficientemente flexible como para, mediante el uso
de las nuevas plataformas computacionales, resolver problemas de transporte
en plasmas desde primeros principios relajando las condiciones t́ıpicas de los
códigos neoclásicos. A cambio, no podremos llegar al detalle de los modernos
códigos cinéticos que se centran en resolver la microturbulencia.

Normalmente, cuando se trata de hacer evolucionar las ecuaciones de ba-
lance en una descripción por fluidos del plasma, el transporte se describe
en base a una coordenada “radial” que simplifica notablemente el problema.
En estos códigos, que podemos llamar “unidimensionales” (1-D), se explotan
principalmente dos hipótesis: (i) que el campo magnético de la configuración
confinadora consiste en un anidamiento de tubos vectoriales; y que (ii) las
magnitudes transportadas (e.g., densidad, temperatura, momentos angula-
res) se distribuyen homogéneamente en sus superficies, llamadas superficies
de flujo; de manera que las dependencias espaciales pueden reducirse a la
coordenada que etiqueta cada tubo vectorial. Ésta suele ser una cantidad
proporcional al flujo magnético toroidal –o su ráız cuadrada– encerrado por
cada tubo de flujo. Otras elecciones son el flujo magnético poloidal o simple-
mente el volumen encerrado [2].

Hay muchas ocasiones en las que la condición (i) anterior no se da ni si-
quiera aproximadamente. Aśı es cuando la topoloǵıa magnética de superficies
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de flujo anidadas no se preserva debido a la presencia de valores racionales de
bajo orden en la transformada rotacional ῑ = ι/2π (véase, p. ej. [3]). Esto da
lugar, en la sección transversal del tubo magnético, a la existencia de nodos
y vientres asociados a islas magnéticas que rompen localmente el anidamien-
to. La presencia de una fuente de part́ıculas en la zona de islas no puede
ser tratada unidimensionalmente porque la zona es de medida nula en la
coordenada radial. Por otro lado, el hecho es que las islas no necesariamente
impiden la existencia de gradientes espaciales, convección, etc.

La condición (ii), es decir, la homogeneidad en las superficies de flujo
de las magnitudes transportadas, es menos restrictiva. Desde luego, sin tal
homogeneidad la interacción con las fuentes (que, en general, no tienen una
distribución por superficies de flujo) daŕıa lugar a una evolución distinta a
la que se obtendŕıa si se usaran los valores promedio en una descripción
unidimensional. El ejemplo paradigmático de ruptura de homogeneidad es
la turbulencia, en la que se tienen perturbaciones a las magnitudes trans-
portadas con notable efecto en el transporte. Para evaluarlo, en la actuali-
dad existen códigos girocinéticos que albergan todos los ingredientes para el
cálculo según determinadas aproximaciones y suposiciones (véase, p. ej., las
referencias [4, 5] o el art́ıculo recopilatorio [6]). Otro nivel de descripción del
transporte se centra en el efecto de las colisiones y la geometŕıa magnética
sobre los flujos de las especies del plasma. Éste es el ámbito de la teoŕıa
neoclásica, en la que se hace la aproximación básica de expresar la función
de distribución mediante desarrollo perturbativo en torno a una maxwellia-
na. En cualquier caso, acudir a la función de distribución para describir el
transporte implica acudir a los preceptos de la teoŕıa cinética, un nivel de
descripción mucho más próximo a primeros principios que las ecuaciones de
fluido. El conocimiento de la función de distribución permite, mediante in-
tegración en el espacio de velocidades, obtener las magnitudes objeto del
problema del transporte: las distintas magnitudes f́ısicas del plasma y sus
flujos.

El papel fundamental que desempeña la función de distribución maxwe-
lliana en este problema puede encontrarse en numerosas referencias desde
antiguo [7]. Un tratamiento completo basado en la mecánica hamiltoniana
puede encontrarse en los libros [8, 9]. Hagamos aqúı un breve resumen del
problema para enmarcar las capacidades y limitaciones del código objeto de
este trabajo. Puesto que el problema del transporte en los plasmas de fusión
es altamente no lineal, para abordar el tratamiento anaĺıtico es t́ıpico echar
mano de aproximaciones sucesivas. Esto requiere encontrar los parámetros
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adecuados para acercarse sistemáticamente a la solución. Las escalas espacio-
temporales de interés vienen dadas por la dinámica de las propias part́ıculas,
que en un campo magnético intenso se mueven en primera aproximación si-
guiendo órbitas helicoidales en torno a las ĺıneas de campo magnético. Como
es sabido, la proyección de este movimiento al plano perpendicular al campo
da trayectorias muy parecidas a una circunferencia cuyo radio, el llamado
radio de Larmor ρL, es pequeño frente a las dimensiones macroscópicas o
hidrodinámicas, LH . Éstas pueden asociarse a las escalas espaciales t́ıpicas
del campo magnético –radios de curvatura, escalas del rotacional, etc.– y de
las magnitudes transportadas –inversas de gradientes. Otras dos longitudes
de escala fundamentales en el problema son la longitud de Debye λD, que
viene a limitar la distancia a la que las interacciones electrostáticas entre las
part́ıculas es relevante; y el recorrido libre medio1, λmfp, que como su nombre
sugiere da idea de las distancias que puede recorrer la part́ıcula sin sufrir
interacciones con otras. Sea el parámetro ε = ρL/LH . Entonces, los plasmas
que nos interesan se caracterizan por λD ¿ ρL ¿ LH , λmfp; es decir, las lon-
gitudes LH y λmfp son considerablemente mayores que ρL. Además, la propia
frecuencia del giro de Larmor, ΩL = qB/m, donde q es la carga y m la masa
de la part́ıcula, y B la intensidad del campo magnético, da lugar a una escala
temporal natural en la dinámica de las part́ıculas.

La ecuación cinética que expresa la evolución de la función de distribu-
ción de las part́ıculas –ecuación de Liouville– presenta una parte relacionada
con su movimiento libre y otra que tiene en cuenta las correlaciones entre las
part́ıculas. Esta última parte se puede sistematizar aprovechando las escalas
antes mencionadas. Lo habitual es trabajar con la función de distribución a
una part́ıcula, de manera que finalmente queda una ecuación con tres par-
tes básicas: el propagador libre basado en el hamiltoniano del sistema, la
acción de un campo medio sobre las part́ıculas, y el término de interaccio-
nes binarias entre ellas, o término colisional, que es lo que da lugar a lo
que llamamos “ecuación cinética” [10]. Aún aśı, el giro de Larmor complica
extraordinariamente el álgebra. Sin embargo, la pequeñez del parámetro ε
permite encontrar coordenadas en las que los coeficientes en la evolución de
f no dependen –hasta el orden ε– de la fase del giro de Larmor. En otras
palabras, se obtiene una formulación en la que es fácil promediar el rápido
movimiento de giro de Larmor. En resumen, el procedimiento es como sigue:

1En inglés “mean free path”, motivo por el que se suelen usar las siglas “mfp”.
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para cada especie de part́ıculas se expande f en función de ε,

f =
∑

i

εifi (2.1)

y se aprovecha la variedad de escalas temporales, donde la más rápida co-
rresponde a Ω−1

L , para estudiar la evolución de f en ellas. Esta escisión en
diferentes escalas temporales se justifica al observar que, cuando ε ¿ 1, el
movimiento de las part́ıculas individuales puede aproximarse (orden ε) por
el movimiento del centro gúıa más un giro de radio muy pequeño frente a
las escalas espaciales de interés y muy rápido con respecto a las derivas del
centro gúıa. En otras palabras, puede promediarse la parte rápidamente osci-
lante del movimiento sin perder la dinámica esencial para el comportamiento
macroscópico. En la Ref. [2] esto se expresa comparando la frecuencia de
tránsito ω = vth/ρL, definida a través de la velocidad térmica vth, con la
frecuencia de Larmor: se tiene

ε =
ρL

LH

=
ω

ΩL

¿ 1. (2.2)

La ecuación de evolución puede jerarquizarse entonces2 considerando f como
dependiente de parámetros temporales separados, f = f(x,v; t−1, t0, t1, ...)
tales que dti/dt = εi. La sustitución de f expandida en potencias de ε da
lugar a varias ecuaciones cuyos órdenes sucesivos en ε se pueden tratar sis-
temáticamente. En particular resulta conveniente considerar que cada orden
de f contiene una parte promediada a la fase del giro de Larmor, más una
parte oscilante. En el orden más bajo se encuentra que f0 no tiene parte osci-
lante y depende sólo de las variables de centro gúıa. Al estudiar las ecuaciones
que debe satisfacer f0 en estado estacionario –ecuación de evolución con t0–
se encuentra que f0 no vaŕıa a lo largo de las ĺıneas de campo magnético
(por lo tanto se distribuye según las coordenadas de flujo) y, muy importan-
te, por argumentos termodinámicos resulta que f0 debe ser una función de
distribución maxwelliana cuyo tiempo de evolución caracteŕıstico es t1 (es
decir, su evolución es lenta en comparación con las escalas de tiempos de las
derivas y mucho más lenta en comparación con las escalas de tiempo del giro
de Larmor),

f0 = f0(x,v; t1) ∝ n0e
− (1/2)mv2

T0 ,

2No se trata de la única manera de proceder. Aqúı estamos resumiendo el procedimiento
expuesto en la Ref. [9].
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donde, necesariamente, la densidad n0 y la temperatura T0 evolucionan en la
misma escala de tiempo y son homogéneas a lo largo de las ĺıneas de campo
magnético.

El parámetro ε es suficientemente pequeño en muchos casos de interés3,
lo que justifica el usar una ecuación cinética de deriva siguiendo la dinámica
del centro gúıa de las part́ıculas. Denominaremos f cg a la FdD de los cen-
tros gúıa, pues su dinámica es sólo una aproximación precisa hasta orden ε
de f, la FdD para las part́ıculas4. Sea la expansión f cg =

∑
i ε

if cg
i , que no

debe confundirse con (2.1), expansión utilizada previamente sobre la FdD
de las part́ıculas. No siempre es inmediato5 llevar a cabo un ordenamiento
en escalas en ε adecuado sobre la dinámica de f cg. Por esto, y porque en
el problema no lineal (con campos autoconsistentes) las correcciones a la
maxwelliana pueden tener efectos drásticos en los flujos, que sea pequeño no
implica necesariamente que los efectos asociados a las correcciones dadas por
f cg

2 y superiores sean despreciables en el problema del transporte. Por ello,
la ecuación resuelta por el código śı se basa en la pequeñez de ε (resolvemos
la ecuación cinética de deriva) pero no en cortar la serie en ningún orden
espećıfico, pues el método utilizado para describir f cg no se basa en una je-
rarquización en ε. Esto es una diferencia esencial con cualquier código 1-D:
por consistencia con el detalle de descripción de f cg en nuestro problema, no
asumimos homogeneidad en las superficies de flujo –que además pueden estar
“rotas”– ni estado de equilibrio local (dado por f cg

0 ) como se hace cuando se
describe el transporte en plasmas mediante las ecuaciones de fluidos. Sin em-
bargo, la solución numérica a las ecuaciones cinéticas de deriva –habrá una
por cada especie del plasma– no será completa. Si bien se ha diseñado un
esquema numérico capaz, en principio, de resolver la ecuación con campos
eléctricos autoconsistentes, el propósito inicial no es competir con los códigos
girocinéticos espećıficamente diseñados para resolver la dinámica de la tur-
bulencia. Como hemos señalado al principio, esto se debe fundamentalmente
a otro requisito del código: que resuelva tiempos del orden de los tiempos de
confinamiento para poder alcanzar estados estacionarios compatibles con las
fuentes.

En definitiva, el código aqúı introducido pretende convertirse en un puen-

3Son excepción a esto, por ejemplo, las especies iónicas muy pesadas –impurezas– o de
muy alta enerǵıa cinética, como los iones de helio producto de la fusión.

4Puesto que el resto de la tesis tratará sobre la ecuación de centro gúıa, esta distinción
se hará solo aqúı.

5En el caṕıtulo 4 se hablará más extensamente a este respecto.
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te entre los mundos de la teoŕıa neoclásica y de los códigos cinéticos, de modo
que se puedan añadir o eliminar ingredientes paulatinamente para aproximar-
se a un extremo u otro. Esto permitirá avanzar desde la comparación directa
con los resultados bien fundados de la teoŕıa neoclásica hasta, en último caso,
su acoplo a la turbulencia de longitud de onda larga. Por el camino, podrán
estudiarse facetas relacionadas con las part́ıculas atrapadas –p. ej. la corrien-
te de bootstrap– y el transporte colisional; también las situaciones en las que
el plasma contenga caracteŕısticas fuertemente cinéticas, como en el borde
del plasma, en los divertores, en las zonas de deposición de la potencia de
calentamiento; o en general donde la geometŕıa magnética no sea sencilla,
como en el TJ-II o en cualquier equilibrio magnetohidrodinámico con islas.
Concretamente, proponemos en este trabajo calcular la evolución del plasma
en el espacio tridimensional mediante un código cinético capaz de resolver
el transporte colisional en geometŕıas toroidales complejas (con aplicación al
TJ-II) y cuyo esquema numérico permita introducir campos eléctricos auto-
consistentes. Gran parte del método que seguiremos está basada en técnicas
bien conocidas, como la de expandir la función de distribución, en cada punto
espacial, en modos expresados mediante polinomios de Legendre y de Lague-
rre generalizados (a menudo llamados polinomios de Sonine) en torno a la
función de distribución maxwelliana [11]. No obstante, por un lado, se resuel-
ve la ecuación cinética de centro gúıa completa sin asumir el ansatz de que
la perturbación de la maxwelliana es de orden ε, lo que permite considerar
facetas del transporte asociadas a excursiones radiales de los centros gúıa y
actualizar el fondo colisional de manera continua. Por otro lado, la forma en
la que se integra con métodos numéricos, las arquitecturas de hardware dis-
ponibles y algunas ideas nuevas en el modelo numérico hacen que el ámbito
de aplicación del código sea amplio: como se ha comentado antes, compar-
te facetas de los códigos de transporte neoclásico y de los cinéticos. Esto,
por supuesto, supone también un alto coste computacional, pero la creciente
paralelización de las máquinas de proceso casi obliga a desarrollar códigos
teniendo en mente esto: un código que permita la paralelización masiva en
miles de procesadores sin perder demasiada eficiencia, puede ser, después de
todo, factible y práctico si se dispone de los recursos adecuados.
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2.2. Ecuación de evolución

El código hace evolucionar una ecuación cinética. Como se ha comentado
en la introducción, se simplifica mucho el problema considerando la función
de distribución fa de las pseudopart́ıculas cuyo movimiento describen las
ecuaciones del centro gúıa, lo que se conoce como aproximación de centro
gúıa o teoŕıa cinética de deriva. En esta descripción, el espacio de fase se re-
duce a las tres dimensiones espaciales más dos magnitudes relacionadas con
la velocidad de los centros gúıa mediante una transformación de coordenadas
del espacio de fases, como pueden ser la enerǵıa total y el momento magnético
u otras elecciones [8, 9]. En nuestro caso resulta conveniente usar dos com-
ponentes de la velocidad, paralela v‖ y perpendicular v⊥ al campo magnético
en cada punto. Por tanto, las velocidades v y aceleraciones a = Fa/ma de
cada part́ıcula de la especie a (electrones o iones) se refieren al centro gúıa de
su movimiento. Recordemos que, aunque las coordenadas del espacio de fase
suelen ser las coordenadas espaciales y los momentos, es t́ıpico estudiar los
plasmas tomando las velocidades en vez de los momentos como coordenadas
[10]. La conservación del número de part́ıculas en un elemento de volumen
en el espacio de fases se expresaŕıa, si J es el jacobiano, como d(Jf)/dt = 0.
Si la métrica es eucĺıdea tenemos

∂fa

∂t
+∇x · (fav) +∇v · (faa) = Cab (2.3)

donde Cab es el término colisional que resume las correlaciones establecidas
entre las part́ıculas debido a la interacción culombiana. Los śımbolos ∇x y
∇v se refieren respectivamente a las derivadas en el espacio de las posiciones
x y de las velocidades v.

Por tratarse de una dinámica derivada de un hamiltoniano, la Ec. 2.3
puede expresarse también como

∂fa

∂t
+ v · ∇xfa + a · ∇vfa = Cab, (2.4)

pero aqúı se preferirá la primera forma porque, como se verá, es más conve-
niente para nuestro esquema numérico.

2.2.1. Coordenadas

Vamos a trabajar con un espacio de fase en el que la parte espacial consis-
te en las coordenadas eucĺıdeas, mientras que la parte cinética (el espacio de
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velocidades) se despliega en cada punto en función del vector de orientación
del campo magnético en ese punto, b = B/|B| = B/B. En términos gene-
rales, nuestra transformación puede verse en dos pasos: (i) de coordenadas
eucĺıdeas x,v a eucĺıdeas en un espacio x′ = x para la parte espacial, pero a
esféricas en la parte cinética, (v, ϕ, θ), donde v = |v|, ϕ = arc cos (v · b/v) y θ
define la orientación de v⊥, o componente de v perpendicular a b; seguida de
(ii) una transformación a las coordenadas espaciales originales x para la par-
te espacial, pero a unas nuevas coordenadas para la parte cinética, (β, λ, θ),
que definimos como:

v = vt

√
β

ϕ = arc cosλ (2.5)

θ = θ

Obsérvese que ϕ y θ dependen de la posición espacial x porque son coorde-
nadas relativas a b(x), pero no v; mientras que en el sistema final, las tres
coordenadas pueden depender de la posición espacial porque β se define co-
mo coordenada adimensional a través de una velocidad de referencia vt que,
en general, es un campo escalar vt(x). La razón para hacerlo aśı es que, co-
mo veremos, nuestra descripción de f como combinación lineal de funciones
base resulta más fácil cuando se usa β como coordenada en vez de v o v2.
También veremos que, en el caso particular de que f sea maxwelliana, po-
dremos interpretar vt como la velocidad térmica, definida precisamente como
un coeficiente en la exponencial de la maxwelliana. La relación θ(r) no es un
problema porque en la descripción de centro gúıa se elimina este grado de
libertad. En cuanto a ϕ o, equivalentemente, λ = v · b/v = v‖/v, el valor
concreto no es importante6 dado que su utilidad es que es una variable de
integración apropiada. De hecho, al tratarse de la proyección normalizada
sobre el campo magnético, aparece naturalmente en las expresiones de v y
a. La única coordenada cuya dependencia con x hay que tratar con cuidado
es β debido a su normalización por vt(x). Volveremos a este asunto en las
secciones 2.3 y 2.4.

6Se ha contemplado la posibilidad de que el tratamiento numérico necesite el uso de
una función de distribución maxwelliana centrada en una velocidad paralela V‖ 6= 0, lo
que implicaŕıa tratar λ de manera análoga a β, es decir, como una función dependiente de
la posición espacial. La aproximación de centro gúıa indica que V‖ es de orden ε y cabe
esperar que las correcciones de este orden y superiores queden suplidas por las correcciones
que luego haremos a una maxwelliana con V‖ = 0.
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La matriz de transformación correspondiente al cambio propuesto es la
composición de las dos transformaciones. Por tratarse de un espacio de fase,
x no depende de la parte cinética y tenemos, para la primera transformación
(eucĺıdeas → esféricas en velocidad),

JE→V =
∂(x,v)

∂(x′, v, θ, ϕ)
=

(
1 0
0 ∂v

∂(v,θ,ϕ)

)
. (2.6)

A continuación, pasemos a las coordenadas del centro gúıa,

JV→G =
∂(x′, v, θ, ϕ)

∂(x, β, λ, θ)
=

(
1 0

∂(v,θ,ϕ)
∂x

∂(v,θ,ϕ)
∂(β,λ,θ)

)
, (2.7)

y construyamos la matriz jacobiana de la transformación completa:

JE→G = JE→VJV→G =
∂(x,v)

∂(x, β, λ, θ)
=

(
1 0

∂v
∂(v,θ,ϕ)

· ∂(v,θ,ϕ)
∂x

∂v
∂(v,θ,ϕ)

· ∂(v,θ,ϕ)
∂(β,λ,θ)

)
.

(2.8)
Observamos que, al mantenerse en definitiva la misma parte espacial el

jacobiano de la transformación, o determinante JE→G = |JE→G|, sólo contiene
las nuevas variables Ec. 2.5.

Obtengamos expĺıcitamente la segunda caja de la diagonal de la matriz
Ec. 2.8. La transformación primera es un cambio a coordenadas esféricas:

vx′ = v cos θ sinϕ

vy′ = v sin θ sinϕ

vz′ = v cos θ = v‖,

a la que corresponde un jacobiano JE→V = v2 sinϕ. En cuanto a la transfor-
mación Ec. 2.5, tenemos

∂(v, θ, ϕ)

∂(β, λ, θ)
=




v2
t

2v
0 0

0 − 1√
1−λ2 0

0 0 1


 (2.9)

de donde obtenemos el jacobiano de nuestra transformación total:

JE→G = −1

2
vv2

t (2.10)
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y, en las nuevas coordenadas, el determinante del tensor métrico es

√
g =

1

2
v3

t β
1
2 . (2.11)

El elemento de volumen correspondiente es

dV =
√
gdxdβdλdθ =

1

2
v3

t β
1
2 dxdβdλdθ. (2.12)

Como hemos visto, las velocidades que pretendemos introducir en la Ec.
2.4 corresponden a las derivas del centro gúıa. Aśı, no interesa mantener la
coordenada cinética θ y podemos reducir el espacio de velocidades a un plano
(β, λ) teniendo en cuenta que la parte cinética del elemento de volumen queda

dVv =

∫ 2π

0

√
gdβdλdθ = πv3

t β
1/2dβdλ. (2.13)

La forma de la Ec. 2.4, al presentar productos escalares de elementos
covariantes y contravariantes, permite una expresión inmediata en las nuevas
coordenadas,

∂fa

∂t
+

dr

dt
· ∇ (fa(x, β, λ)) +

dβ

dt

∂fa(x, β, λ)

∂β
+

dλ

dt

∂fa(x, β, λ)

∂λ
= Cab, (2.14)

donde el producto escalar es eucĺıdeo y r = (x, y, z; t) es la trayectoria de una
part́ıcula general, motivo por el que usamos la notación r ya que x se refiere
a las coordenadas, que no son funciones dinámicas. Como hemos señalado
antes, aqúı nos es más conveniente usar la forma:

∂f(x, β, λ)

∂t
+∇ ·

(
f(x, β, λ)

dr

dt

)
+

1√
β

∂

∂β

(√
βf(x, β, λ)

dβ

dt

)
+

∂

∂λ

(
f(x, β, λ)

dλ

dt

)
= Cab, (2.15)

tal como se obtiene al hacer la derivada covariante directamente en la Ec.
2.3 con el jacobiano 2.11. Recordemos que hay que considerar una métrica
eucĺıdea para la divergencia, que la geometŕıa magnética de vaćıo es fija y
que dejamos la libertad de usar distintos vt en distintas zonas del espacio.

Antes de cerrar esta sección, retomemos el asunto de la “dependencia”
espacial de β. En las transformaciones de coordenadas no hemos escrito en
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ningún caso vt = vt(x) porque hemos tratado vt como una constante con
dimensiones de velocidad. Veremos que, si f es maxwelliana, vt debe ser la
velocidad térmica y en un plasma como los que nos ocupan es obvio que
vt = vt(x). En tanto haya una variación espacial de vt, la habrá para β(x)
y para cualquier magnitud que involucre β, como el elemento de volumen
2.13. Aśı, si hubiera que calcular un gradiente espacial de cualquier función
dependiente de β, habŕıa que considerar que

d

dx
=

∂

∂x
+∇β(x)

∂

∂β
= ∇− 2β∇ ln vt(x)

∂

∂β
. (2.16)

Normalmente consideraremos vt como una constante, al menos por regiones
o “cartas” del espacio, y usaremos la notación vt(x) cuando sea necesario
recordar esta dependencia.

2.2.2. Derivas del centro gúıa

En Ec. 2.15 debemos evaluar las derivadas totales. En un tratamiento sis-
temático, las derivas de centro gúıa se pueden obtener a partir de un hamil-
toniano [8]. Tras el procedimiento, se obtienen dos contribuciones principales
a la velocidad perpendicular de part́ıcula: la deriva eléctrica (o deriva ExB)
sin correcciones de radio de Larmor,

vE =
E×B

B2
, (2.17)

y las derivas por curvatura y por gradiente de la intensidad del campo
magnético, que aunamos en la expresión conocida [12, 13]

v∇B =
m

(
2v2
‖ + v2

⊥
)

2qB3
B×∇B. (2.18)

En cuanto a la velocidad paralela, expresémosla de momento como v‖ = v ·b.
Tenemos, entonces, que la velocidad de los centros gúıa en la Ec. 2.14 es

vcg =
dr

dt
= vE + v∇B + v‖b. (2.19)

Expresemos vcg en términos de nuestras coordenadas del espacio de fase. De
las definiciones de β y λ sacamos inmediatamente

v‖ = λv = λvtβ
1/2
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v2
t β = v2 = v2

⊥ + v2
‖ = v2

⊥ + λ2v2 =⇒ v2
⊥ = v2

t β
(
1− λ2

)
,

de manera que la Ec. 2.19 queda

vcg =
E×B

B2
+
mv2

t

2

β (1 + λ2)

qB3
B×∇B + vt

√
βλb. (2.20)

2.2.3. Aceleraciones

En la primera versión del código consideramos que el potencial elec-
trostático φ es macroscópico, en el sentido de que sus variaciones espaciales
vienen dadas por las longitudes de escala del sistema. De esta manera, es-
tamos eliminando la posibilidad de que haya fluctuaciones a la escala t́ıpica
de la turbulencia de deriva. En este supuesto, podemos despreciar las va-
riaciones expĺıcitas de φ frente a las variaciones debidas a la velocidad de
deriva ∂tφ¿ vcg · ∇φ, lo que simplifica la expresión de la variación de β que
obtenemos mediante la constancia de la enerǵıa total E = (1/2)mv2 + qφ:

1

2
mv2

t

dβ

dt
= −qdφ

dt
≈ −qvcg · ∇φ,

esto es,
dβ

dt
≈ 2q

mv2
t

vcg · E. (2.21)

Mediante un razonamiento análogo obtenemos la derivada de λ. Aqúı nos
basamos en la conservación del llamado primer invariante adiabático, un
momento generalizado que puede traducirse en la conservación del momento
magnético considerando el orden más bajo en una expansión por radio de
Larmor (véase, p. ej. [3]),

µ =
mv2

⊥
2B

=
mv2

t

2B
β(1− λ2).

Derivando esta expresión resulta

dµ

dt
= 0 =

mv2
t

2B

[
(1− λ2)

dβ

dt
− 2βλ

dλ

dt

]
− mv2

t

2B2
β(1− λ2)

dB

dt
.

De aqúı podemos despejar dλ/dt. Las part́ıculas exploran distintos campos
magnéticos conforme se desplazan por la configuración magnética, de manera
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que sustituimos7 dB/dt = v · ∇B:

dλ

dt
=

1− λ2

2βλ

(
dβ

dt
− βvcg · ∇ lnB

)
,

donde podemos introducir la Ec. 2.21 para obtener

dλ

dt
=

1− λ2

2βλ
vcg ·

(
2q

mv2
t

E− β∇ lnB

)
. (2.22)

Al sustituir la Ec. 2.20 en las expresiones Ec. 2.21 y Ec. 2.22 se simplifican
algunos términos por perpendicularidad, de manera que

dβ

dt
=

[
β(1 + λ2)

B3
B×∇B +

2q

mvt

β1/2λb

]
· E (2.23)

y
dλ

dt
=

1− λ2

2

[(
λ
B×∇B
B3

+
2q

mvtβ1/2
b

)
· E

− +vtβ
1/2b · ∇ lnB

]
. (2.24)

Usaremos estas fórmulas en la ecuación de evolución, Ec. 2.15.

2.2.4. Término colisional

La ecuación de Boltzmann que vamos a resolver es, estrictamente, una
ecuación de Vlasov para el centro gúıa a la que añadimos un término colisional
que, esperamos, representará en la mejor manera posible las modificaciones
de f debidas a las interacciones binarias no consideradas en la ecuación de
Vlasov [14]. En ésta, los campos E y B son promedios a tiempos suficien-
temente largos y a volúmenes suficientemente grandes en torno a x (aunque
despreciables en las respectivas escalas de nuestro problema) de la influencia
de las part́ıculas en un punto dado8. Todo lo no tenido en cuenta en este
proceso de promediado se traspasa, de acuerdo con las aproximaciones del
problema, al término colisional Cab –usamos sub́ındices a y b para referirnos
a las especies de part́ıculas que colisionan, sean la misma o no. Cuando Cab

7se supone campo magnético estacionario y por tanto ∂B/∂t = 0
8Una discusión rigurosa sobre cómo y en qué condiciones se llega a la ecuación de

Vlasov puede encontrarse, p. ej., en la referencia [10].
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adopta la forma del operador de colisión de Landau se habla de la ecua-
ción de Vlasov-Landau, pero aqúı nos referimos siempre de manera general a
una ecuación de Boltzmann porque Cab no tiene por qué respetar una forma
concreta. Otras imposiciones al operador de colisión tienen que ver con la
conservación de part́ıculas, momento y enerǵıa en los procesos elásticos que
no involucran cambio de especie [2].

En este trabajo se adopta el método de la Ref. [15] para Cab. Alĺı se trata
la función de distribución de manera semejante a como lo haremos en la
sección 2.3, de manera que dejamos los detalles para entonces y ahora sólo
vamos a dar algunas indicaciones generales sobre el operador de colisión que
se va a usar. Insistimos en que el sistema numérico objeto de este trabajo no
depende de la elección del operador de colisión, aunque si éste es apropiado
se facilitarán los cálculos.

De momento estamos interesados en operadores de colisión que involucran
electrones e iones, de manera que, en general, la ecuación de evolución para
los electrones presentará el operador de colisión

Ce = Cei + Cee = C(fe, fi) + C(fe, fe);

y la de los iones

Ci = Cii + Cie = C(fi, fi) + C(fi, fe).

A su vez, podemos aprovechar la proximidad de las funciones de distribución
a las respectivas maxwellianas para descomponerlas como fe = fMe + f̃e y
fi = fMi + f̃i donde la tilde es la perturbación a la maxwelliana. Por ejemplo,
sea el operador Ci. El operador de colisión es bilineal y es aniquilador de fMi;
es decir, C(fMi, fMi) = 0 y podemos usar la descomposición para escribir

Ci = C(fMi, fMe) + C(f̃i, fMe)+

+C(fMi, f̃e) + C(f̃i, fMi) + C(fMi, f̃i) + C(f̃i, f̃e) + C(f̃i, f̃i).

En este trabajo usaremos un operador de colisión linealizado, significando con
esto que los dos últimos términos del sumatorio anterior se desprecian con
respecto a los demás. Obsérvese, no obstante, que el operador en śı es no lineal
en las funciones de distribución: las colisiones se producen entre cada especie
en continua evolución. No se trata de truncar f de una especie al orden
lineal en su expansión en pequeño radio de Larmor, haciéndola colisionar
luego con un fondo maxwelliano, sino que en las colisiones entre dos especies
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que evolucionan simultáneamente, se desprecia sólo la interacción entre sus
respectivas partes no maxwellianas. En resumen, para cualesquier especies
involucradas en el problema:

Cab ≈ C(fMa, fMb) + C(f̃a, fMb) + C(fMa, f̃b)

y, por supuesto,
Caa ≈ C(f̃a, fMa) + C(fMa, f̃a).

2.3. Función de distribución

Una vez descrita la ecuación de evolución (Ec. 2.15) y hechos expĺıcitos
sus ingredientes (2.23 y 2.24), vamos a dedicar esta sección a describir la
función de distribución.

2.3.1. Criterios generales de elección

Avanzábamos al principio de este caṕıtulo que el método hace evolucio-
nar las componentes de f en alguna base apropiada de un espacio lineal P ,
motivo por el cual realmente estamos adoptando un método espectral. La
hipótesis de trabajo es que f nunca será “demasiado” diferente de una fun-
ción maxwelliana fMaxw. Interesa, por tanto, poder expandir la parte de f
que representa cualquier desviación con respecto a fMaxw de manera que sea
fácil evaluar sus integrales en el espacio de velocidades, pues aśı obtenemos
las magnitudes f́ısicas. Esta manera de proceder es lo que en la literatura se
conoce como “expansión en momentos de la función de distribución”. Se ha
utilizado con éxito en la teoŕıa del transporte en plasmas [16] y puede en-
contrarse en muchas referencias generales, como [9], pero haremos aqúı una
breve introducción para ayudar también a fijar la notación.

Sea una función de distribución maxwelliana (normalizada a la densidad)

fMaxw(v) =

(
1√
πvth

)3

e
− v2

v2
th , (2.25)

donde vth se interpreta como la velocidad térmica correspondiente a la tem-
peratura T ,

vth =

√
2T

m
,
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que denotamos vth para distinguirla de la velocidad vt usada para definir β en
la sección precedente. En adelante describiremos una función de distribución
cualquiera mediante una función formalmente igual a una maxwelliana, y
modulada por otra función f̂ de manera que

f(β, λ) = f̂(β, λ)fM(β)

donde, por definición, fM es una maxwelliana en tanto tomemos vt = vth:

fM(β) = KMe
−β (2.26)

dada la constante

KM =

(
1√
πvt

)3

.

Tenemos entonces que nuestras funciones de distribución son

f(β, λ) = KMe
−β f̂(β, λ), (2.27)

donde debemos recordar que vt y β pueden tomar valores distintos en distin-
tos puntos del espacio. Para lo que sigue, consideraremos que vt es constante.

Describamos de manera simplificada la descomposición “espectral” que
vamos a usar y su justificación. Podemos considerar que f̂ admite en todo su
dominio de definición una expansión en funciones linealmente independientes
Ji a través de algún producto escalar:

|f̂〉 =
∑

i

ai|Ji〉 =
∑

i

〈Ji|f̂〉|Ji〉.

Los coeficientes ai = 〈Ji|f̂〉 son “coordenadas” de f̂ en la base formada por
los objetos |Ji〉 de un espacio métrico P , el cual denotamos aśı porque usare-
mos polinomios. Si mantenemos la misma base durante el cálculo, conforme
avanza el tiempo las coordenadas ai irán variando. En principio son infinitas
las componentes necesarias para describir en P una función integrable. La
hipótesis es que sólo un pequeño subespacio PS ⊂ P basta para describir con
suficiente precisión las modulaciones esperables de una función maxwelliana
conforme evoluciona el plasma, es decir, f̂ . En este supuesto, nos basta con
calcular cómo evoluciona la proyección de f̂ sobre PS. Por otro lado, espera-
mos poder expresar de manera razonablemente sencilla las potencias k-ésimas
de la velocidad, vk, pues aśı calcularemos cómodamente los momentos de la
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función de distribución y las magnitudes f́ısicas que de ellos se derivan. Sea
vk =

∑
i bi|Ji〉 y sea que queremos hallar9 el momento mk =

∫
vkfdVv. Si en-

contramos unos |Ji〉 ortogonales por un producto escalar en P que involucre
el factor e−β (ver la Ec. 2.27), mk se expresará en una manera formalmente
semejante a:

mk =
∑

i

ai〈Ji|
∑

j

bj|Jj〉 =
∑
i,j

aibj〈Ji|Jj〉 =
∑
i,j

aibjδij =
∑

i

aibi, (2.28)

donde los sumatorios se extenderán como mucho a la dimensión de PS.
A continuación detallamos los aspectos recién descritos.

2.3.2. Funciones base mediante polinomios ortogonales
clásicos

A menudo tendremos que promediar diversas funciones w(β, λ) pesándo-
las con la función de distribución, lo que equivale a evaluar integrales de
volumen en el espacio de velocidades:

∫
dVvw(β, λ)f(β, λ) =

∫
dβdλπv3

t β
1
2wf =

KMπv
3
t

∫ ∞

0

dβ

∫ 1

−1

dλβ
1
2w(β, λ)f̂(β, λ)e−β.

Con respecto a la integración en β, el factor e−β y los ĺımites de integración
sugieren usar polinomios de Laguerre L(β) para expandir esta parte de f̂ . El
hecho de que no aparezcan expĺıcitamente términos en λ y el intervalo finito
[−1,+1], por otro lado, sugiere el uso de polinomios de Legendre P (λ) para
la parte en λ. Para eso, recordemos las propiedades [17]10:

∫ ∞

0

dβe−ββjLj
m(β)Lj

n(β) =
Γ(n+ j + 1)

n!
δmn (2.29)

∫ 1

−1

dλPm(λ)Pn(λ) =
2

2n+ 1
δmn, (2.30)

9Aqúı estamos suponiendo que las funciones de P son reales.
10Puede consultarse cualquier otra referencia sobre la materia, p. ej. [18, 19] o las refe-

rencias [20, 21, 22] en la red.
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donde conviene recordar que Γ(n+1) = n! si n es un número entero. Aqúı ex-
presamos la norma al cuadrado de Lj

n usando Γ porque, como veremos, nues-
tra familia de polinomios de Laguerre corresponderá normalmente a j semi-
entero.

La sugerencia para elegir la base de funciones ortogonales es que la fun-
ción peso que las ortogonaliza incluya los factores obligados mencionados
antes: el jacobiano11 √g, la normalización de la pseudomaxwelliana fM y su
exponencial (Ec. 2.26):

K(β, λ) = K(β) = 2π
√
gfM = 2π

√
gKMe

−β =
1√
π
β1/2e−β (2.31)

Comprobemos ahora que podemos definir una expansión apropiada de f̂
para su uso en integrales del estilo de la Ec. 2.28:

f̂(β, λ) =
∑
i,j

CijJij(β, λ), (2.32)

dadas las siguientes funciones de P basadas en polinomios de Laguerre ge-
neralizados, L(β); y de Legendre, P (λ):

Jij(β, λ) = kijβ
j/2L

j+1/2
i (β)Pj(λ). (2.33)

Aqúı hemos introducido unas constantes de normalización kij para que la
base de las Jij sea ortonormal. Obsérvese que el orden del polinomio de Le-
gendre (igual al grado del polinomio) está ligado a la familia del polinomio
de Laguerre. Esto es necesario precisamente para garantizar la ortogonali-
dad. Aśı, con el núcleo Ec. 2.31 tenemos definido un producto escalar que
ortogonaliza las Jij:

〈Jij|Jkl〉 =

∫ ∞

0

dβ

∫ 1

−1

dλK(β)Jij(β, λ)Jkl(β, λ) =

∫ ∞

0

dβ

∫ 1

−1

dλπ−1/2β1/2e−βkijβ
j/2L

j+1/2
i (β)Pj(λ)kklβ

j/2L
l+1/2
k (β)Pl(λ) =

π−1/2kijkkl

∫ ∞

0

dββj+1/2e−βL
j+1/2
i (β)L

l+1/2
k (β)

∫ 1

−1

dλPj(λ)Pl(λ) =

11El jacobiano aparece en el elemento de volumen en el espacio de velocidades, Ec. 2.13.
Si usamos el jacobiano, conviene recordar que en el elemento de volumen ya se ha hecho
una integración; de ah́ı que escribamos dVv = 2π

√
gdβdλ.
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π−1/2kijkkl

∫ ∞

0

dββj+1/2e−βL
j+1/2
i (β)L

l+1/2
k (β)δjlhjhl =

π−1/2kijkklδjlhjhl

∫ ∞

0

dββj+1/2e−βL
j+1/2
i (β)L

j+1/2
k (β) =

π−1/2kijkklδjlhjhlδikpipk, (2.34)

valores no nulos sólo cuando i = k, j = l, es decir, cuando se trata del
cuadrado de una función Jij. En tal caso, el producto escalar resulta

〈Jij|Jij〉 = π−1/2k2
ijp

2
ih

2
j

y los valores p2
i y h2

j se obtienen12 respectivamente de las Ecs. 2.29 y 2.30.
Eligiendo los factores kij adecuadamente para que la expresión anterior valga
la unidad13,

kij =

√
i!(2j + 1)

√
π

2Γ(i+ j + 3/2)
, (2.35)

obtenemos una base de funciones ortonormales:

〈Jij|Jkl〉 = δikδjl. (2.36)

Ahora podemos expresar f̂ como

|f̂〉 =
∞∑
i,j

Cij|Jij〉, (2.37)

y, en tanto la base formada por los |Jij〉 permanezca durante el cálculo, la
evolución de f vendrá dada por la de los coeficientes de la expansión, Cij.

2.3.3. Momentos de la función de distribución

Ahora que hemos establecido un formalismo, veamos su conveniencia eva-
luando algunas cantidades f́ısicas. Por ejemplo, la densidad es la integral de

12Hay que tener cuidado con el hecho de que un sub́ındice j en las funciones Jij realmente
se corresponde con j + 1/2 en la familia de los L

j+1/2
i .

13Sabiendo que Γ(3/2) =
√

π/2 vemos inmediatamente que k00 = 1. Hacemos esta
observación porque será útil más adelante.
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la función de distribución a todo el espacio de velocidades. Recordando el
elemento de volumen Ec. 2.13, tenemos14

n =

∫
dVvf(v) =

∫ ∞

0

dβ

∫ 1

−1

dλπv3
t β

1/2KMe
−β f̂(β, λ) =

=

∫ ∞

0

dβ

∫ 1

−1

dλK(β)f̂(β, λ)

pero esto, en la notación que hemos adoptado, es el valor 〈1|f̂〉. En general
aprovecharemos que, como corresponde a haber elegido una base ortonormal,

Cij = 〈Jij|f̂〉. (2.38)

Aśı, sea que queremos evaluar el promedio a la función de distribución de
cualquier función w:

〈w〉 =

∫
dVvw(v)f(v).

Tal como hemos definido el producto escalar, observamos que cualquier in-
tegral de volumen en el espacio de velocidades como la anterior, es una pro-
yección

〈w〉 = 〈w|f̂〉. (2.39)

Si podemos expresar w como combinación lineal de los Jij, por la Ec. 2.38
el resultado será una combinación lineal de coeficientes Cij. Normalmente
nos van a interesar funciones w que son polinomios en β y λ (pues lo nor-
mal será buscar momentos de la función de distribución), de manera que su
expresión en función de los Jij es exacta y no requerirá muchos términos
salvo que se trate de un momento de orden muy alto (correspondiendo a un
polinomio de grado igualmente alto).

Antes de evaluar algunos momentos de los órdenes más bajos usando la
expresión Ec. 2.39, recordemos algunas definiciones (véase, p. ej., [2]):

• Densidad: n =
∫

dVvf .

• Flujo de part́ıculas: nu =
∫

dVvvf .

• Tensor de esfuerzos: P =
∫

dVvmvvf .

14Obsérvese que, si no hay dependencia de f con λ (velocidades isótropas), esta integral
se identifica inmediatamente con la integral en coordenadas esféricas

∫
4πv2dvf(v).
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• Presión: p = nT = 1
3
Tr{P}.

Aqúı hemos usado la notación vv para simbolizar la d́ıada u objeto de com-
ponentes (vv)ij = vivj, y Tr para la traza de un tensor.

En nuestra notación tenemos, por ejemplo:

n = 〈1〉 = 〈1|f̂〉 (2.40)

nu‖ = 〈v‖〉 = vt〈β1/2λ|f̂〉 (2.41)

nT =
1

3
m〈v2〉 =

1

3
mv2

t 〈β|f̂〉 (2.42)

y para evaluar de manera sencilla estos momentos hay que expresar los po-
linomios en β y λ como combinación lineal de los Jij. Puesto que por la
definición Ec. 2.33 resultan

J00 = k00L
1/2
0 P0 = k00 (2.43)

J01 = k01β
1/2L

3/2
0 P1 = k01β

1/2λ (2.44)

J10 = k10L
1/2
1 P0 = k10

(
3

2
− β

)
(2.45)

J11 = k11β
1/2L

1/2
1 P1 = k11

(
5

2
− β

)
β1/2λ, (2.46)

tenemos:

1 =
J00

k00

(2.47)

β1/2λ =
J01

k01

(2.48)

β =
3

2
− J10

k10

(2.49)

y, recordando la Ec. 2.38, las cantidades 2.40, 2.41 y 2.42 deben ser

n =
C00

k00

(2.50)

u‖ = vt
C01

C00

k00

k01

(2.51)

T =
mv2

t

3

(
3

2
− k00

k10

C10

C00

)
(2.52)
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Señalemos por último que para una función de distribución maxwelliana
debe darse FM = nfM = fMf̂ (véase la ec. 2.25), es decir, f̂ = n = C00k00, en
aparente contradicción con la Ec. 2.50 salvo que se cumpla, como es el caso,
que k00 = 1.

2.3.4. Restricción del problema a un subespacio

Se busca la evolución de la función de distribución f . Esto supone, para
cada punto espacial x, calcular la evolución de las componentes de f̂ en
P . La hipótesis de trabajo es que la aproximación de f̂ en base a los |Jij 〉
de menor grado es buena, de manera que restringimos el problema a un
subespacio PS ⊂ P dado por i ≤ NL, j ≤ NP . Como vemos en la Ec. 2.33,
NL y NP son los grados máximos de los polinomios de Laguerre y Legendre,
respectivamente, que admitiremos en el problema. Dadas las dimensiones NL

y NP tendremos

|f̂〉 ≈
NL∑
i=0

NP∑
j=0

Cij|Jij〉, (2.53)

y la precisión numérica del problema dependerá de la dimensión de PS. Lla-
maremos modo a cada sumando en esta expansión y, en adelante, supondre-
mos que los sumatorios se extienden a la dimensión (NL +1)×(NP +1) como
en la Ec. 2.53.

Un problema inherente a este método es que la expansión de f en el espa-
cio PS se apoya en su proximidad a una maxwelliana de velocidad promedio
nula, es decir, en la preponderancia del modo C00|J00〉. En las ecuaciones
2.50–2.52 se ve claramente lo que esto significa: si sólo es no nulo el coefi-
ciente C00, no hay velocidad paralela y la temperatura se corresponde con la
definición T = mv2

t /2. Pero es totalmente de esperar que la función de distri-
bución evolucione dando lugar a cambios tanto en v‖ como en T , de manera
que el vt original ya no es representativo del concepto de “velocidad térmica”
y f se va extendiendo en PS hasta ser de mayor dimensión. Una opción para
evitar el problema consiste en ir variando la base en PS de manera que el
subespacio subtendido por el nuevo elemento |J∗00〉 se vaya alineando con f
en la medida de lo posible. Este cambio de base no es posible de manera
general sin complicar demasiado los cálculos. Por un lado, hacer un cambio
de coordenadas que elimine C01 significa trasladar la función de distribución
de manera que la nueva variable no sea v sino v − v‖, lo que involucra tanto
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a β como a λ. Por otro lado, no es costoso recalcular la velocidad térmica
con el objeto de anular C10 en la nueva base como se explica a continuación.

Partiendo de un vt inicial, sea que se han calculado los modos a partir de
la velocidad normalizada β = v2/v2

t y se actualiza la velocidad térmica para
la especie de masa m, v∗t =

√
2T/m. La nueva velocidad v∗t es más apropiada

que vt para expandir f̂ , de manera que conviene redefinir la base espectral
usando una nueva coordenada β∗ = v2/(v∗t )

2. En la base que utiliza β como
coordenada cinética se tiene la expansión 2.53. Ahora buscamos los nuevos
coeficientes C∗lm tales que la misma f̂ se expresa en función de polinomios
J∗lm(β∗):

|f̂〉 ≈
∑

l,m

C∗lm|J∗lm〉

donde C∗lm = 〈J∗lm|f̂〉. Expandiendo las funciones J según su definición Ec.
2.33 tenemos

C∗lm = 〈klmβ
∗m/2L

m+1/2
l (β∗)Pm(λ)|

∑
ij

Cijkijβ
j/2L

j+1/2
i (β)Pj(λ)〉.

Aqúı es útil recordar que las familias L y P son por separado de polinomios
ortogonales, pero en el caso de los L

j+1/2
i el núcleo del producto escalar debe

ser proporcional a βj+1/2e−β, y no es en principio válido definir la parte en
β del producto escalar mediante la Ec. 2.31. Sin embargo, puesto que β∗

es proporcional a β, observamos que esto no es un problema: definamos los
productos escalares separando las dependencias en β y λ, donde entendemos
que el núcleo del producto escalar en los bra-ket de los L es K(β) y la unidad
en el de los P :

C∗lm =
∑
ij

Cijkij〈Pm(λ)|Pj(λ)〉〈klmβ
∗m/2L

m+1/2
l (β∗)|βj/2L

j+1/2
i (β)〉 =

∑
ij

(
v∗t
vt

)j

δmjCijkijklm〈β∗m/2L
m+1/2
l (β∗)|β∗j/2L

j+1/2
i (β)〉 =

(
v∗t
vt

)m ∑
i

Cimkimklm〈β∗mLm+1/2
l (β∗)|Lm+1/2

i (β)〉. (2.54)

Este producto escalar puede realizarse bien numéricamente porque los po-
linomios L

m+1/2
i (β), cuando se expresen en función de β∗, seguirán siendo

polinomios de grado i en la variable β∗.
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Por último, es obvio que conviene hacer los menos cambios de base. El
código debeŕıa tener una cierta robustez frente a la disparidad entre vt y la
velocidad térmica que se obtendŕıa de la Ec. 2.52.

2.3.5. Bases mal adaptadas al problema

Vamos a hacer una primera aproximación al problema del valor de vt. El
cambio de base recién comentado podŕıa no ser necesario en tanto se dispon-
ga del número suficiente de modos para describir la función de distribución ¡a
menos que esto sea imposible! Tal seŕıa el caso si, siendo f maxwelliana (Ec.
2.25, a la que correspondeŕıa una velocidad térmica vt = vth), la intentamos
describir numéricamente mediante una exponencial Ec. 2.26 donde vt 6= vth.
La cuestión puede plantearse de la siguiente manera: si f es estrictamen-
te maxwelliana y se usa la correspondiente vth tanto para β como para la
constante KM, entonces por construcción f̂ es una constante en el espacio
de velocidades –que tomaremos igual a 1 para simplificar; pero si para la
misma f se usa una vt 6= vth, entonces necesariamente f̂ , que es una función
polinómica, debe aproximar una exponencial y quizás nuestros polinomios
no sean suficientes a poco que vt se separe de vth. Esto es lo que podŕıamos
llamar “mala adaptación de f a la base”. En lo que sigue de esta sección
vamos a ver hasta qué punto, al menos en principio, nos podemos alejar de
vth manteniendo la base de la expansión espectral.

Sea

f = fM(v, vth) =

(
1

vth

√
π

)3

e
− v2

v2
th

la función que se va a describir mediante otra f ∗M(v, vt) donde vt 6= vth.

Entonces f = f ∗Mf̂ con f̂ 6= 1. Concretamente, y dado que β = v2/v2
t ,

tendremos

f̂ =

(
vt

vth

)3

eβe
−β

v2
t

v2
th =

(
vt

vth

)3

eδβ,

donde definimos la desviación de la velocidad térmica

δ = 1−
(
vt

vth

)2

tal que vt = vth ⇒ δ = 0 ⇒ f̂ = 1. Por definición, δ < 1. Además, tenemos
vt > vth ⇒ δ < 0; y vt < vth ⇒ δ > 0.
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La función f̂ debe describirse mediante una expansión en la base de tra-
bajo y quizás para algunos δ los coeficientes no converjan a cero conforme se
aumenta n, el grado de la expansión. Vamos a estudiar este aspecto proyec-
tando f̂ sobre la base que usa vt en vez de vth. Puesto que la maxwelliana es
simétrica respecto a λ, los modos asociados a Jnj con j 6= 0 son nulos y sólo
nos interesan las proyecciones

〈eδβ|Jn0〉 =

∫ 1

−1

dλ

∫ ∞

0

dβ
β1/2

√
π
e−βkn0L

1/2
n (β)eδβ =

=
2ki0√
π

∫ ∞

0

dββ1/2e−(1−δ)βL1/2
n (β). (2.55)

Podemos resolver esta integral usando la fórmula de Rodrigues15 para los
polinomios generalizados de Laguerre:

Lα
n(β) =

1

n!
βαeβ dn

dβn

(
e−ββn+α

)

e integrando por partes:

∫ ∞

0

dββ1/2e−(1−δ)βL1/2
n (β) =

1

n!
eδβ dn−1

dβn−1

(
e−ββn+1/2

)∣∣∣∣
∞

0

− 1

n!

∫ ∞

0

dβ
dn−1

dβn−1

(
e−ββn+1/2

)
δeδβ.

El primer sumando es nulo porque por definición δ < 1 y β > 1. Iterando
hasta n veces la integración por partes resulta

∫ ∞

0

dββ1/2e−(1−δ)βL1/2
n (β) =

(−1)n

n!

∫ ∞

0

dβδne−(1−δ)ββn+1/2.

Puesto que 1− δ > 0, podemos volver a integrar por partes definiendo dv =
e−(1−δ) y u = βn+α para obtener, también iteradamente

∫ ∞

0

dββ1/2e−(1−δ)βL1/2
n (β) = (−1)n δ

n

n!

(n+ 1/2)!

(1− δ)n+1/2+1
.

15En este párrafo usaremos fórmulas que pueden encontrarse en [17].
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Sustituyendo este resultado y los coeficientes de normalización kn0 (Ec. 2.35)
en la Ec. 2.55, tenemos

〈eδβ|Jn0〉 = 2
(−1)n

√
π

√
n!
√
π

2Γ(n+ 3/2)

(n+ 1/2)!

n!

δn

(1− δ)n+3/2
=

(−1)n

√
π

1

(1− δ)3/2

√√
πΓ(n+ 3/2)

Γ(n+ 1)

(
δ

1− δ

)n

.

Recordando la propiedad

ĺım
N→∞

Γ(N + 3/2)

Γ(N + 1)
N1−3/2 = 1,

tenemos en nuestro caso

ĺım
N→∞

〈eδβ|Jn0〉 =
1

π1/4(1− δ)3/2
ĺım

N→∞

(
δ

δ − 1

)n

N1/4.

Esta expresión es convergente si δ < 1/2. En consecuencia, la importancia de
los grados sucesivamente mayores en la expansión de f̂ es creciente si δ > 1/2,
en cuyo caso la función de distribución está “mal adaptada”. Como mı́nimo,
entonces, exigimos que δ < 1/2. La condición no es demasiado restrictiva,
pues

δ < 1/2 ⇒ vt >
1√
2
vth (2.56)

o, en términos de temperatura, el plasma (cuasimaxwelliano) no debe tener
una temperatura mayor al doble de la que estamos utilizando en f ∗M(v, vt).
Curiosamente, sin embargo, este resultado indica que podemos tener una
temperatura tan grande como queramos con respecto a la “correcta”. Puesto
que no se trata de una verdadera demostración de la condición de estabilidad
del desarrollo de f frente a los valores δ 6= 0, consideraremos la condición 2.56
como orientativa de que no existe una dificultad intŕınseca en usar vt 6= vth

para plasmas cuasimaxwellianos.

2.3.6. Expansión del término colisional

Como se ha dicho, usaremos el operador linealizado de la Ref. [15]. Éste
se expresa mediante momentos tensoriales que generalizan nuestros Cij y en
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esta sección veremos la relación entre ambos. Es razonable usar un operador
linealizado si, como viene siendo el caso, la función de distribución que evo-
luciona no es muy distinta de FM = nfM (una maxwelliana). Gracias a que el
operador de colisión es bilineal, la expansión Ec. 2.37 permite escribirlo aśı:

Cab = C(fa, fb) ≈ C(FMa, FMb) +
∑
ij

[C(f ij
a , FMb) + C(FMa, f

ij
b )

]
, (2.57)

donde se ha prescindido ya de la parte no lineal
∑

ij

∑
kl C(f ij

a , f
kl
b ), y donde

(ver las Ecs. 2.32 o 2.37)

f ij
α = fMαf̂

ij = fMαCijJij.

Recordemos aqúı que f 00
α = nα y que fMα está normalizada a la densidad nα.

De la Ref. [15] queremos obtener las proyecciones del operador linealizado
Ec. 2.57 sobre la base Jij, pero la notación en la Ref. [15] es algo distinta de
la nuestra y debemos interrelacionarlas, cosa que hacemos a continuación.

En [15] se expande la función de distribución de la siguiente manera:

fα(v) = FMα

∑
ij

1

σj
i

L
l+1/2
k (v2/v2

t )P
j(v) ·mji

α (2.58)

donde Pj(v) pertenece a la familia de polinomios armónicos irreducibles de-
pendientes de las tres componentes del vector velocidad v [8]. Los coeficientes
de normalización de las funciones base son los σj

i ; los mji son momentos nor-
malizados de la función de distribución cuya contracción con los Pj da lugar
a unos coeficientes análogos a nuestros Cij. En primer lugar, nuestro espacio
de velocidades no tiene dependencia con el ángulo de giro de Larmor, θ, por-
que estamos en la aproximación de centro gúıa (véanse la introducción y los
comentarios antes de la Ec. 2.13). Vamos a eliminar esta dependencia en la
Ec. 2.58 aprovechando la propiedad siguiente de los Pj(v). Si θ es un ángulo
acimutal en torno a un eje dado por el cursor cualquiera b̂, entonces

∫ 2π

0

dθPj(v) = 2πβj/2Pj(cosφ)Pj(b̂)

siendo Pj, como hasta ahora, un polinomio de Legendre. Además, y dado que
los Pj tienen todas sus componentes del mismo grado j, resulta que

Pj(v/v) = v−jPj(v)
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y el promedio al ángulo acimutal es

∫ 2π

0

dθPj(v/v) = 2πPj(cosφ)Pj(b̂). (2.59)

Los momentos del operador de colisión Ec. 2.57 involucrarán integrales de
los potenciales de Rosenbluth que dependen de |v−v′|, siendo v′ la velocidad
en la función maxwelliana, la cual no depende de λ. Entonces, el promedio
acimutal del potencial de Rosenbluth se refiere al ángulo que forma v en la
función cuasi-maxwelliana con el campo magnético, esto es, λ, de manera
que en la expresión anterior podemos identificar θ con el ángulo de giro de
Larmor y b̂ con el vector de campo magnético normalizado. Para hacer la
aproximación de centro gúıa, eliminamos la dependencia acimutal de la Ec.
2.58:

fα(v2/v2
t , λ) =

1

2π

∫ 2π

0

dθfα(v2/v2
t , λ, θ)

y puesto que la única dependencia acimutal se encuentra en los propios Pj(v),
tenemos

fα(β, λ) = FMα

∑
i,j

1

σj
i

L
l+1/2
k (β)

[
1

2π

∫
dθPj(v)

]
·mji

α

= nαfMα

∑
i,j

1

σj
i

βj/2L
j+1/2
i (β)Pj(λ)Pj(b̂) ·mji

α . (2.60)

Recordando ahora nuestra expansión de fα (Ecs. 2.27 y 2.32),

fα(β, λ) = fMα

∑
i,j

Cijkijβ
j/2L

j+1/2
i (β)Pj(λ),

y por comparación con la Ec. 2.60 obtenemos la relación de nuestros coefi-
cientes Ec. 2.38 –para la especie α– con los de la referencia [15]:

Cα,ij =
nα

kijσ
j
i

Pj(b̂) ·mji
α . (2.61)

Según la Ref. [15], las distintas partes del sumatorio en la Ec. 2.57 pueden
expresarse como

C(f ij
a (β, λ, θ), FMb) = FMa

1

σj
i

Pj(v/v) ·mji
a ν

(ji,0)
ab
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C(FMa, f
ij
b (β, λ, θ)) = FMa

1

σj
i

Pj(v/v) ·mji
b ν

(0,ji)
ab

donde las funciones ν
(ji,0)
ab y ν

(0,ji)
ab dependen –aparte de los ı́ndices– de: los

coeficientes de los L
j+1/2
i ; los coeficientes adimensionales mb/ma, Tb/Ta y

vtb/vta; y la frecuencia de colisión νab. Promediemos también estas expresiones
mediante la Ec. 2.59 para eliminar la dependencia acimutal:

C(f ij
a (β, λ), FMb) = FMa

1

σj
i

Pj(λ)Pj(b) ·mji
a ν

(ji,0)
ab

C(FMa, f
ij
b (β, λ)) = FMa

1

σj
i

Pj(λ)Pj(b) ·mji
b ν

(0,ji)
ab

La Ec. 2.61 nos permite por fin obtener la expansión del término colisional
conocidas las de fa y fb mediante los respectivos Ca,ij y Cb,ij:

C(f ij
a , FMb) = fMaCa,ijkijPj(λ)ν

(ji,0)
ab (2.62)

C(FMa, f
ij
b ) =

(
na

nb

)
fMaCb,ijkijPj(λ)ν

(0,ji)
ab . (2.63)

2.4. Adaptación al esquema numérico

El problema que se quiere resolver es tridimensional en el espacio de posi-
ciones y bidimensional en el de velocidades. Como hemos visto en la sección
anterior, vamos a trabajar en un espacio de velocidades discreto de muchas
más dimensiones a cambio de facilitar la integración numérica. Esta es la
esencia de los métodos de elementos espectrales, en los que la representación
numérica de las funciones se hace mediante uno o unos pocos dominios de
dimensión alta. En nuestro caso se trata de dos dominios considerando co-
mo tales los espacios respectivos en β y λ, mientras que la dimensión es el
número de elementos de las bases respectivas. En cuanto a la parte espacial
seguiremos un método más cercano a los llamados de elementos o volúmenes
finitos, en los que se interpola utilizando polinomios de bajo orden pero en
multitud de dominios o celdas espaciales.

En esta sección vamos a introducir algunos elementos necesarios para el
esquema numérico con el que resolveremos la ecuación cinética 2.15. Como
veremos, un aspecto importante es separar las partes espacial y cinética de la
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ecuación para acomodarla al esquema numérico elegido, que se basa en dis-
tribuir f y los flujos de manera apropiada en el espacio. Esto permite obtener
las divergencias de los flujos como sumas ponderadas de los propios flujos.
Por eso, empezaremos por presentar someramente el esquema de integración
numérica. En el resto de la sección indicamos cómo:

1. Distribuir espacialmente las magnitudes y sus derivadas espaciales.

2. Separar los términos de la ecuación de evolución que involucran deri-
vadas espaciales, o términos de “flujo”.

3. Obtener las ecuaciones de evolución en el espacio espectral.

Resultarán de utilidad algunas referencias sobre métodos numéricos que
incluyan interpolación, polinomios ortogonales y cuadraturas, como [23] o la
referencia más aplicada [24].

2.4.1. Discretización espacial y distribución de magni-
tudes

La Ec. 2.15 presenta una estructura semejante a la de Navier-Stokes (ésta
se obtiene de la ecuación cinética tomando los momentos apropiados), donde
la incógnita evoluciona en función de la divergencia de unos “flujos” no li-
neales. Por este motivo hemos preferido usar la forma conservativa Ec. 2.15.
Existen en la literatura muchos métodos numéricos apropiados para resolver
ecuaciones de este estilo [25] dependiendo de las exigencias de cada problema.
Normalmente se busca un compromiso entre varios requisitos importantes,
como que las leyes de conservación de las que se obtiene la propia ecuación
de evolución sean respetadas al máximo por el esquema numérico. Como es
lógico, se busca también que el cálculo presente propiedades de estabilidad
numérica, baja disipación y precisión suficiente. Aqúı se ha elegido un método
reciente llamado método de diferencias espectrales [26, 27], al que aludiremos
por sus siglas en inglés, SDM, y que esbozamos a continuación para justificar
luego la manera en que escindimos la ecuación cinética.

El SDM se basa en dividir el espacio en celdas conexas dentro de las cuales
se expande la función incógnita C(x, t) usando polinomios de interpolación.
La incógnita evoluciona dependiendo de la variación espacial de los flujos
F. El método es eficiente si se distribuyen apropiadamente en el espacio
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Figura 2.1: Ejemplo en 2D para interpolación con Np = 2: en rojo se muestra
la posición de los nodos que definen espacialmente la función f ; en azul, la
posición de los nodos que definen el flujo. Se observa que algunos nodos del
flujo están en la frontera, lo que permite compartirlos con los de otras celdas.

los nodos de interpolación de C y F. En la Fig. 2.1 se muestra un ejemplo
ilustrativo, en dos dimensiones, de distribución de nodos en una celda. Sea

∂C(x, t)

∂t
+∇ · F(x, t) = S(x, t) (2.64)

y sea que queremos calcular la evolución de C en la celda i-ésima. Sean
`j,i(x) los polinomios de la base cardinal asociada a los Np puntos xj,i donde
conocemos Cj,i = C(xj,i):

Ci(x) =

Np∑
j=1

`j,i(x)Cj,i.

En esta expresión tenemos una función Ci(x) definida en toda la celda, si bien
realmente sólo calcularemos la evolución de los Cj,i. Pero obsérvese que, dado
un instante temporal, los Cj,i son meros coeficientes. Sean ahora los flujos
en la misma celda. De ellos queremos obtener derivadas espaciales, motivo
por el que usaremos polinomios de un orden (grado) mayor. La localización
de sus nodos también va a ser distinta (ver Fig. 2.1), principalmente porque
queremos localizar sus derivadas espaciales en los puntos xj,i. Entonces, dada
otra base cardinal mk,i(x), tenemos

Fi(x) =

Np+1∑

k=1

mk,i(x)Fk,i
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donde los vectores de flujo Fk,i tienen por componentes los coeficientes de la
interpolación polinomial. Algunos de los Fk,i toman el valor del flujo en las
fronteras de las celdas, y es gracias a esto que la información se comparte
entre celdas: en las fronteras entre dos de ellas, el flujo es bivaluado (un
valor por cada celda). Para que el método sea conservativo, el flujo debe
ser el mismo en ambas. Se requiere por tanto una función Ftotal(Fa,Fb) que
sustituya a los flujos en las celdas respectivas a y b. Aqúı se opta por usar
solvers de Riemman del tipo Rusanov o Roe, asunto al que nos dedicaremos
en el caṕıtulo 3.

Puesto que la dependencia espacial se encuentra en la base cardinal, en
cada punto xj,i obtenemos la divergencia del flujo como

∇ · Fi(xj,i) =

Np+1∑

k=1

∇mk,i(x) · Fk,i.

Volviendo a la Ec. 2.64, tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones de evo-
lución en cada celda i-ésima:

∂Cj,i

∂t
+

Np+1∑

k=1

∇mk,i · Fk,i = Sj,i, (2.65)

donde Sj,i = S(xj,i).
Es importante notar que la evolución de los coeficientes Cj,i se obtiene

directamente a partir de la Ec. 2.65 sin que haga falta invertir ningún tipo de
matriz. Esto es equivalente, en nomenclatura de métodos de elementos finitos,
a que la matriz de masas es diagonal, en concreto la identidad. Gracias a esto
se pueden usar integradores temporales expĺıcitos (p. ej. Euler directo, Runge
Kutta), es decir, no es necesario invertir matrices para calcular la evolución
temporal.

2.4.2. Separación de los términos de flujo

La Ec. 2.64 y el subsecuente esquema numérico exigen escindir la ecuación
cinética en una suma de términos de “flujo” (los términos F en 2.65) más otros
términos que se considerarán términos fuente. Además, esta separación hay
que hacerla en nuestra verdadera ecuación de evolución, que es la ecuación
cinética en el espacio transformado; esto es, en la ecuación de evolución del
desarrollo espectral de f̂ . Entonces conviene distinguir, en el término de
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flujo ∇ · (vcgf) (ver las Ecs. 2.15, 2.19 y 2.20), qué factores involucran sólo
dependencias expĺıcitas en x y cuáles sólo en β y λ. Por un lado,

∇ · (fvcg) = ∇ ·
(
fMf̂vcg

)
= fM∇ ·

(
f̂vcg

)
+ f̂vcg · ∇fM. (2.66)

Para pasar a la notación de PS (Ec. 2.53) hay que recordar que la expansión
sólo tiene sentido si se va a hacer una proyección sobre los duales, pues
entonces intervendrá el núcleo Ec. 2.31 del producto escalar, que es lo que
convierte f̂ en f . El primer sumando en la expresión Ec. 2.66, quitando fM,
puede expresarse como

∇ ·
(∑

i,j

Cijvcg|Jij〉
)

= ∇ ·
(∑

i,j

Cijvcg

)
|Jij〉+

(∑
i,j

Cijvcg

)
· ∇|Jij〉.

Para simplificar los desarrollos expresamos la velocidad del centro gúıa (Ec.
2.20) como vcg =

∑3
k=1Ak(x)Bk(β, λ). Recordando la expresión para las

derivadas espaciales (Ec. 2.16), tenemos

∇ ·
(∑

i,j

Cijvcg

)
=

∑
i,j

∑

k

[
∂

∂x
· (CijAk)Bk − 2CijAk · ∇ ln vt

∂Bk

∂β
β

]
,

y

∇|Jij〉 = −2∇ ln vtβ
∂

∂β
|Jij〉,

de donde se tiene que

∇·
(∑

i,j

Cijvcg|Jij〉
)

=
∑
ij

3∑

k=1

[(
∂

∂x
· (CijAk)Bk − 2CijAk · ∇ ln vtβ

∂Bk

∂β

)
|Jij〉

−2CijAk · ∇ ln vtBkβ
∂

∂β
|Jij〉

]
.

Evaluemos ahora el segundo sumando de la Ec. 2.66. Para ello recordemos las
dependencias espaciales de la pseudomaxwelliana fM = KM(x) exp(−β(x)),
de donde sacamos que ∇fM = −fM∇ (3 ln vt + β). Quitando fM, pues como
antes se tendrá en cuenta en el núcleo del operador integral, tenemos la
expresión

−f̂vcg · ∇(3 ln vt + β) = −
∑
i,j

3∑

k=1

CijBkAk · ∇(3 ln vt + β)|Jij〉
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que podemos sumar a la anterior expresión antes de proyectarla sobre cada
modo. De esta manera obtenemos la expansión de los términos a que cada
|Jij〉 da lugar tras calcularse la divergencia del flujo correspondiente. Re-
agrupando términos apropiadamente y proyectando sobre el elemento 〈Jlm|,
vemos que cada |Jij〉 origina el siguiente término de evolución tras la trans-
formación integral de la Ec. 2.66:

∇ · (fvd) −→
3∑

k=1

∂

∂x
· (CijAk)〈Jlm|Bk|Jij〉+

2
3∑

k=1

CijAk·∇ ln vt

[
〈Jlm|β (1− ∂βBk) |Jij〉 − 〈Jlm|Bkβ∂β|Jij〉 − 3

2
〈Jlm|Bk|Jij〉

]
.

(2.67)
Resumimos en el cuadro 2.1 algunas de las funciones que aparecen en la

Ec. 2.67. La mayoŕıa de éstas se integran con exactitud porque son polinomios
en β y λ. Además recordemos que, habida cuenta de que |Jij〉 ∈ PS, entonces
también ∂β|Jij〉 ∈ PS porque la derivación disminuye el orden del polinomio.

Cuadro 2.1: Funciones Ak y Bk que aparecen en la Ec. 2.67.
k Bk β∂βBk Bkβ Ak

1
√
βλ 1

2

√
βλ β3/2λ vtb̂

2 1 0 β E×B
B2

3 β(1 + λ2) β(1 + λ2) β2(1 + λ2) 1
2
mv2

t
B×∇B

qB3

En la Ec. 2.67 es fácil observar que sólo sobrevive el primer sumatorio
si no hay dependencia espacial de vt. Además, si vt se distribuye en las su-
perficies de flujo los términos con k = 1 (ver cuadro 2.1) desaparecen por
perpendicularidad. Lo mismo se aplica a k = 2 si el potencial electrostático
es función de la superficie de flujo.

2.4.3. Evolución del desarrollo espectral

La evolución de las componentes Cij (Ec. 2.38) tiene que deducirse de
la Ec. de Boltzmann (Ec. 2.15), en la que aparecen funciones relacionadas
con las derivas del centro gúıa y con las aceleraciones que éste experimenta.
Como se hace cuando se pasa a cualquier espacio transformado para resolver
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un problema, vamos a ver cómo se transforma la ecuación de evolución al pa-
sarla al espacio espectral. Recordemos que esto sólo afecta a las dimensiones
asociadas al momento de las part́ıculas (a las velocidades, en nuestro caso),
lo que nos ha permitido sacar las dependencias espaciales en los bra-ket de
la Ec. 2.67. Ésta es ya una parte de la evolución. Veamos las otras dos, que
son la derivada temporal y el término fuente.

La derivada temporal en la Ec. 2.15 se obtiene directamente, pues los
modos no dependen expĺıcitamente del tiempo:

∂tf → ∂t〈Jlm|
∑
ij

Cij|Jij〉 = ∂tClm. (2.68)

El término de “aceleraciones” pasa en el esquema numérico, como hemos
visto arriba, a ser un término fuente. Según la Ec. 2.15 le corresponden dos
partes, una involucrando ∂β y otra ∂λ. Empecemos con la primera:

1√
β
∂β

(√
βf

dβ

dt

)
=

1√
β
∂β

(√
βKMe

−β f̂
dβ

dt

)

donde expandimos f̂ como siempre (Ec. 2.53) y expresamos la derivada total
en función de β y λ (Ec. 2.23). Entonces la expresión anterior resulta

KM
B×∇B
B3

· E
∑
ij

Cij
1√
β
∂β

[
e−ββ3/2(1 + λ2)|Jij〉

]
+

KMb · E 2q

mv2
t

∑
ij

Cij
1√
β
∂β

[
e−ββλ|Jij〉

]

de donde, sin más que derivar y proyectar luego sobre el elemento 〈Jlm|, se
tiene a qué da lugar cada modo Jij a través de este término:

− 1√
β
∂β

(√
βf

dβ

dt

)
→

−Cij
B×∇B
B3

·E
[
3

2
〈Jlm|(1 + λ2)|Jij〉+ 〈Jlm|(1 + λ2)β∂β|Jij〉 − 〈Jlm|(1 + λ2)β|Jij〉

]

−Cij
2q

mvt

b · E [〈Jlm|λβ−1/2|Jij〉+ 〈Jlm|λβ1/2∂β|Jij〉 − 〈Jlm|λβ1/2|Jij〉
]
.

(2.69)
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Pasemos ahora al término de derivación en λ. Procediendo similarmente,
usamos la Ec. 2.24 para expresar dλ/dt en función de β y λ y derivamos
fdλ/dt. Aśı, obtenemos la transformación del término

− ∂

∂λ

(
f(r, β, λ)

dλ

dt

)
→

−Cij
B×∇B

2B3
· E [〈Jlm|(1− 3λ2)|Jij〉+ 〈Jlm|λ(1− λ2)∂λ|Jij〉

]

+Cij
2q

mvt

b · E
[
〈Jlm|λβ−1/2|Jij〉 − 1

2
〈Jlm|(1− λ2)β−1/2∂λ|Jij〉

]

+Cijvtb · ∇ lnB

[
−〈Jlm|λβ1/2|Jij〉+

1

2
〈Jlm|(1− λ2)β1/2∂λ|Jij〉

]
. (2.70)

La ecuación de Vlasov en nuestro esquema numérico se obtiene al juntar
la Ec. 2.68 y los sumatorios en los ı́ndices (i, j) de la Ec. 2.67 para el término
de flujo con las Ecs. 2.69 y 2.70 para las aceleraciones. Obsérvese que se
cancela la contribución de 〈Jlm|λβ−1/2|Jij〉 al añadir la Ec. 2.69 a la Ec. 2.70.
Sólo falta añadir la parte colisional, que también se considera término fuente.

2.4.4. Proyección del término colisional

Proyectemos el término colisional sobre la base formada por los |Jij〉.
Puesto que las componentes del operador de colisión (Ecs. 2.62 y 2.63) tam-
bién incluyen funciones maxwellianas, es posible integrar usando el kernel
que ortogonaliza los |Jij〉. Para hacer más fácil la comparación con los resul-
tados de la Ref. [15] vamos a expresar la proyección de las componentes de
Cab expĺıcitamente. En el desarrollo espectral necesitaremos los términos

∫
dvJlm(β, λ)C(f im

a , FMb) (2.71)
∫

dvJlm(β, λ)C(FMa, f
im
b ) (2.72)

el primero de los cuales es, usando las Ecs. 2.12 y 2.33 para el elemento de
volumen y para Jim respectivamente; y la Ec. 2.62:

∫
dβdλπv3

taβ
1/2klmβ

m/2L
m+1/2
l (β)Pm(λ)fMaCa,ijkijPj(λ)ν

(ji,0)
ab =
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∫
dβdλπv3

taβ
1/2βm/2L

m+1/2
l (β)fMaν

(mi,0)
ab Pm(λ)Pj(λ)klmkimCa,im.

Expresamos la proyección aśı porque en la Ref. [15] se dan fórmulas numéricas
expĺıcitas para los coeficientes:

Amli
ab = na

∫
dβdλπv3

taβ
1/2βm/2L

m+1/2
l (β)fMaν

(mi,0)
ab (2.73)

Bmli
ab = na

∫
dβdλπv3

taβ
1/2βm/2L

m+1/2
l (β)fMaν

(0,mi)
ab , (2.74)

de manera que podemos escribir la proyección Ec. 2.71 aśı:
∫

dvJlm(β, λ)C(f im
a , FMb) =

1

2m+ 1
Amli

ab klmkim
Ca,im

na

. (2.75)

Procediendo igualmente pero usando Bmli
ab en la Ec. 2.72, tenemos

∫
dvJlm(β, λ)C(FMa, f

im
b ) =

1

2m+ 1
Bmli

ab klmkim
Cb,im

nb

. (2.76)

Usando el kernel Ec. 2.31 podemos expresar estos resultados de la siguien-
te manera:

〈Jlm|Ca,ijkijPj(λ)ν
(ji,0)
ab 〉 =

1

2m+ 1
Amli

ab klmkim
Ca,im

na

(2.77)

〈Jlm|Cb,ijkijPj(λ)ν
(0,ji)
ab 〉 =

1

2m+ 1
Bmli

ab klmkim
Cb,im

nb

. (2.78)

2.4.5. Evaluación de integrales por cuadraturas

Por lo visto hasta ahora, el esquema numérico requiere hacer numerosas
integraciones de términos como

• Coeficientes del desarrollo espectral: Cij = 〈Jij(β, λ)|f̂(β, λ)〉 (Ec. 2.38)

• Funciones dinámicas macroscópicas: 〈g(β, λ)〉 = 〈g(β, λ)|f̂(β, λ)〉 (Ec. 2.39)

• Proyecciones: 〈Jij(β, λ)|g(β, λ)|Jkl(β, λ)〉

En general, la descomposición espectral de f̂ implica que las integrales en
última instancia son del tipo 〈Jij|g〉, donde g podŕıa ser a su vez una com-
binación lineal de las propias Jij. En muchos casos g(β, λ) será el producto
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de polinomios en estas variables g = gβ(β)gλ(λ). Si se usan cuadraturas,
las integraciones en el espacio de velocidades (β, λ) de polinomios de gra-
dos respectivos inferiores o iguales a 2NL + 1 y 2NP + 1 (ver las Ecs. 2.3.4 y
2.53) serán exactas. Esto significa que las integrales del tipo 〈Jij|g〉 se pueden
evaluar de forma exacta mientras el grado de g no supere NL para la parte
dependiente de β ni NP para la de λ. Habida cuenta de esto y recordando el
núcleo del producto escalar (Ec. 2.31), tendremos integrales

〈Jij(β, λ)|g(β, λ)〉 =

∫ ∞

0

∫ 1

−1

dβdλe−ββ1/2 kij√
π
βj/2L

j+1/2
i (β)Pj(λ)g(β, λ)

=
kij√
π

∫ ∞

0

dβe−ββj+1/2L
j+1/2
i (β)β−j/2

∫ 1

−1

dλPj(λ)g(β, λ). (2.79)

Aqúı podemos hacer la integración numérica por cuadraturas. Sean αP
l las

ráıces o ceros del polinomio PNP +1(λ) y sean wP
l los pesos correspondientes

a la cuadratura de Gauss:

wP
l =

‖PNP
(λ)‖2

PNP
(αP

l ) [∂λPNP +1] (αP
l )

(2.80)

donde ‖ · · · ‖ es la norma (Ec. 2.30); y, análogamente, sean αL
l las ráıces

de LNL+1(β) y wL
l los pesos de la cuadratura de Gauss-Laguerre (ver en la

Ec. 2.29 la expresión de la norma):

wL
k =

‖LNL
(β)‖2

L
j+1/2
NL

(αL
k )

[
∂βL

j+1/2
NL+1

]
(αL

k )
. (2.81)

Con esto podemos resolver la integral 2.79 mediante los sumatorios

〈g(β, λ)|Jij(β, λ)〉 =
kij√
π

NL∑

k=0

NP∑

l=0

wL
kw

P
l

L
j+1/2
i (αL

k )

(αL
k )

j/2
Pj(α

P
l )g(αL

k , α
P
l ). (2.82)

Por ejemplo, en cada punto x de la malla espacial calcularemos los coeficientes
del desarrollo

Cij(x) =
kij√
π

NL∑

k=0

NP∑

l=0

wL
kw

P
l

L
j+1/2
i (αL

k )

(αL
k )

j/2
Pj(α

P
l )f̂(x, αL

k , α
P
l ). (2.83)
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Caṕıtulo 3

Métodos numéricos

En este caṕıtulo se va a profundizar en los aspectos numéricos. En la
sección 3.2 se avanzará en el conocimiento de SDM (el método utilizado
para resolver la convección). Las condiciones de contorno se comentan en la
sección 3.3. En el apartado 3.4.1 se describe el modo en que se lleva a cabo el
proceso de integración temporal señalando después (3.4.2) la manera en que
se obtienen los estados estacionarios. Como se verá, un punto importante
en la precisión de la convección es un correcto mallado, y para ello se ha
desarrollado una herramienta de software que completa el presente código
y genera mallas adecuadas para las simulaciones, como explicaremos en la
sección 3.5. Por último, algunos detalles de la paralelización se dan en la
sección 3.6.

3.1. Introducción a las técnicas numéricas

En problemas de fluidos convencionales es común resolver las ecuaciones
de la densidad n, la velocidad u (que involucra un momento para cada com-
ponente, p. ej. ui =

∫
fvidv) y la temperatura T , que son los cinco momentos

básicos de la función de distribución f . Esto es posible porque dichos fluidos
suelen ser altamente colisionales y su función de distribución es en esencia
una maxwelliana, la cual queda localmente definida mediante n, u y T . Sin
embargo, recordemos que la dinámica de un momento de la función de distri-
bución depende de los momentos de orden superior, por lo que es imposible
un cálculo exacto sin conocer los infinitos momentos que la definen. Si el flui-
do es muy colisional, se puede “cerrar” el sistema de ecuaciones: se hace una

73
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estimación de los momentos de orden superior que aparecen en las ecuaciones
de los momentos de orden inferior (normalmente densidad, velocidad y tem-
peratura). Aśı el problema se reduce a resolver varias ecuaciones acopladas
de convección en el espacio, es decir, ecuaciones del tipo ∂tC+∇·F = S (ver
Ec. 2.64) donde C es la magnitud en convección que en nuestro caso serán los
coeficientes del desarrollo espectral de la función de distribución; F son los
flujos y S involucra los términos de “convección en el espacio de velocidades”.
Dichas ecuaciones pueden resolverse mediante métodos convencionales tales
como elementos, diferencias o volúmenes finitos; o bien códigos espectrales.

En los fluidos en los que es necesaria una mayor precisión, pues la distancia
media entre colisiones no es tan pequeña en comparación con el sistema a
estudiar (es decir, las colisiones no son tan frecuentes como para que sea
suficiente la descripción mediante densidad, velocidad y temperatura), se
pueden aplicar aproximaciones de mayor orden. Un método muy potente es
el de los 13 momentos de Grad [1], que añade ecuaciones para la evolución de
las tres componentes del flujo de calor y las cinco componentes del tensor de
presiones, esto es, otros ocho momentos de f . Entonces se hacen evolucionar
13 momentos en lugar de 5, por lo que el cálculo permite alejarse más de la
distribución maxwelliana.

En el caso de fluidos como los plasmas de fusión, donde la colisionalidad
es tan baja que la distancia media entre colisiones puede ser mayor que las
dimensiones de la máquina que contiene al plasma, se hace necesario estudiar
más momentos. Aśı, Balescu habla de expansiones de hasta 29 momentos [2].

Ya se ha comentado que, al expresar la FdD en el espacio de velocida-
des, se ha optado por expandir su dependencia con las componentes de la
velocidad en series de polinomios de Legendre-Laguerre. La razón es que la
expresión de los momentos clásicos de la función de distribución, como la
densidad, la temperatura y la velocidad, son combinaciones lineales de pocos
términos de la serie. Por lo tanto, no se hacen evolucionar momentos de la
velocidad en el sentido habitual sino combinaciones lineales de ellos a los que
hemos llamado “modos” en el caṕıtulo anterior por analoǵıa con los desarro-
llos espectrales. Podemos hablar sin embargo de equivalencia entre modos y
momentos, pues la hay en lo que respecta a grado del polinomio en las varia-
bles del espacio de velocidades. Entonces, el presente método trata de hacer
una aproximación con un número de modos indeterminado a priori, dejan-
do que el cierre no sea establecido de forma anaĺıtica sino por convergencia
espectral. Es decir, si se usan suficientes modos de la función de distribu-
ción, es de esperar que el método converja puesto que los modos de orden
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alto son cada vez más pequeños y añadir más modos al cálculo no modifica
sustancialmente el resultado: si la expansión que se calcula es conservativa
numéricamente, también lo serán la temperatura (enerǵıa), la densidad y los
flujos.

Una limitación de la expansión en modos es el requisito de que la veloci-
dad de normalización esté cerca de la correspondiente a la maxwelliana por
la que se aproxima la función de distribución. En caso contrario, el número
de modos necesarios para expresarla crece demasiado. Aśı, si en una coor-
denada radial hay una temperatura y en otra es diez veces inferior, pero
se usa la misma temperatura de normalización, la simulación requerirá un
número ingente de modos y será inabordable. Por tanto, es necesario que la
temperatura de normalización (que, recordemos, es un parámetro de la base
de polinomios en la que se expande f) vaŕıe con la posición. En definitiva, el
problema es que la base depende de las coordenadas espaciales a través de la
normalización porque los polinomios tienen dicha dependencia a través de β
(ver ecuación (2.33)). Como la forma de obtener las ecuaciones de avance es
proyectar la ecuación de Boltzmann sobre la base, y ello supone la multipli-
cación por dichos polinomios, nos encontramos con un doble problema:

– Si la base depende del espacio (es decir, la temperatura de normaliza-
ción depende del espacio), no será posible expresar, de forma inmediata, las
ecuaciones de manera conservativa:

∂Q(x)

∂t
+∇ · F(x) = S(x),

la cual tiene ventajas computacionales, como ya veremos.
La solución a este problema consiste en dejar que la temperatura de nor-

malización sea constante en el interior de cada elemento de la malla, pero que
pueda variar de un elemento a otro. Esto requiere tener en cuenta el cambio
de base cada vez que se necesite un valor por parte de un elemento vecino
cuya normalización es distinta; pero, a cambio, dejan de aparecer términos
que no se pueden expresar de forma conservativa.

– Si la base depende del tiempo (es decir, la temperatura de normaliza-
ción depende del tiempo), un problema lineal en su parte convectiva puede
pasar a ser no lineal. Esto mismo ocurre en la obtención de las ecuaciones
de Navier-Stokes o del método de Grad a partir de la de Boltzmann para un
problema sin fuerzas que dependan de la función de distribución (por ejemplo
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un campo magnético o uno eléctrico). En este caso, la parte convectiva de
la ecuación de Boltzmann es lineal. La parte convectiva de las ecuaciones de
Navier-Stokes o las del método de Grad, sin embargo, no lo son. La linealidad
se pierde en el momento en que la base usada para expandir la función de
distribución vaŕıa con el tiempo, pues en los citados ejemplos ambas bases
toman como parámetros las velocidades y temperaturas medias de la función
de distribución que, obviamente, cambian con el espacio y el tiempo. Aśı,
al proyectar sobre la base para obtener la dinámica de los modos, aparecen
términos no lineales. La solución a este problema es evitar que la base (por
tanto la normalización de la temperatura) vaŕıe a medida que el tiempo evo-
luciona. Esto no impide que, en el caso de requerir un reajuste de las bases
a medida que se modifique la temperatura en un punto, se pueda parar la
simulación, modificar las bases, estimar los nuevos coeficientes y continuar
con la simulación. Obsérvese que en ningún momento se efectúan cambios de
base según una dependencia con el tiempo f́ısico del problema simulado, sino
como una conveniencia en tiempo de computación. Esto mantiene lineal el
problema de la convección con las consecuentes ventajas a la hora de resol-
verlo numéricamente.

Cabe destacar que este método podŕıa aplicarse a fluidos más convecio-
nales. De hecho, se puede establecer cierta similitud con el método de Lattice
Boltzmann (LBM)[3]. Se puede demostrar [4] que el LBM equivale a resolver
la ecuación de Boltzmann usando polinomios de Laguerre como base para
la función de distribución e integrando numéricamente por cuadraturas de
Gauss. Las ecuaciones resultantes, en lugar de establecer la dinámica de los
momentos de la función de distribución, establecen la dinámica de los nodos
de integración de Gauss, que son puntos con una velocidad concreta. Sin
entrar en más detalles sobre el LBM, lo importante es notar que el método
aqúı presentado es equivalente al LBM en el caso de expandir la función de
distribución en pocos modos y usar una temperatura de normalización cons-
tante en todo el espacio. De hecho, se podŕıa pensar en un método mixto
entre el actual y el LBM, ya que uno de los principales inconvenientes del
LBM es que la temperatura de la función de distribución no debe alejarse
mucho de la de normalización, pues se desestabiliza. Esto se entiende al recor-
dar, como se ha mencionado en el caṕıtulo anterior, que las bases utilizadas
no se comportan bien cuando la temperatura de la función de distribución
es muy diferente a la de normalización. Una opción intermedia seŕıa, por
tanto, el LBM con una temperatura de normalización que pueda ser distinta
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en diferentes recintos, si bien al hacer esto se pierde parte de la eficiencia de
LBM, una de sus mayores virtudes.

3.2. Método SDM

El SDM, o “método de las diferencias espectrales” [5, 6], es una solución
mixta entre los métodos de volúmenes finitos, que tienen la bondad de ser
localmente conservativos, y los de diferencias finitas, más sencillos de imple-
mentar y más escalables a la hora de usar polinomios de orden alto para
expresar la función a resolver. Un esquema del método se dio en la sección
2.4.

La propiedad de que el método sea conservativo localmente para las va-
riables en convección quiere decir que si se lleva a cabo una integración de
dichas variables, el resultado, a medida que avanza el tiempo, es constante
en la precisión de la máquina. Con ello, por ejemplo, se evita una variación
artificial de la enerǵıa o del número de part́ıculas por efectos numéricos. Co-
mo avanzábamos en 1.3, para conseguir dicha conservación local es a menudo
necesario que la función aproximada sea discontinua entre los elementos1. En
nuestro caso esto no sólo se debe a las diferencias –pequeñas– que se originan
a ambos lados de las superficies colindantes entre celdas debido a la discreti-
zación inherente al cálculo numérico, sino también debido a la dependencia
de f con la velocidad térmica, ver Ec. 2.25.

Otra de las caracteŕısticas mencionadas del SDM es el uso de polinomios
de orden (grado) arbitrario como bases de aproximación para la solución.
Esto permite aumentar la precisión de la simulación sin tener que aumentar
el número de elementos de la malla. Es por ello que se puede considerar este
método como de “elementos espectrales” puesto que el error decrece de forma
exponencial a medida que se incrementa el grado del polinomio de aproxi-
mación, es decir, el número de polinomios de las bases (en contraposición al
decrecimiento geométrico del error con el aumento del número de elementos
de malla).

Para mantener la conservación local de las cantidades en convección, el
flujo a ambos lados de las discontinuidades entre elementos de malla debe ser

1No hay que confundir la función de aproximación con la función real. El que se apro-
xime con algo discontinuo una función continua no quiere decir nada sobre ésta, es tan
solo un método de aproximación numérica.
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el mismo. Puesto que el flujo obtenido en cada lado depende de las propie-
dades locales a cada elemento de malla, no tiene por qué coincidir a ambos
lados de la discontinuidad. Esto obliga a tomar una decisión sobre qué flujo
se considera. Para garantizar la estabilidad del método, es común tomar el
flujo dado por un solver de Riemann [7]. En concreto aqúı usaremos uno de
tipo Roe [8]. En esencia se trata de llevar a cabo la diagonalización por au-
tovalores de la matriz jacobiana del flujo y, en el sistema de referencia de los
autovectores, o subespacios propios, seleccionar el flujo en función del signo
de la velocidad: si es positiva se toma el de un lado y si es negativa el del
otro. Veamos esto con más detalle (figura 3.1).

Sea Q(x) el vector de cantidades en convección (en lo que sigue elimi-
namos la dependencia con la posición espacial x para aligerar la notación y
consideraremos vectores “columna”, salvo que se especifique su trasposición):

Q = (Q1, Q2, · · · , Qn)T . (3.1)

Sea Fi(Q) el vector flujo asociado a cada una de las cantidades Qi en con-
vección. Aśı, se puede escribir

∂Qi

∂t
+∇ · Fi(Q) = Si,

donde Si son las fuentes, de las cuales ahora no nos preocuparemos aunque
las sintetizaremos también en un vector S = (S1, · · · , Sn)T . Las componentes
de estos vectores se refieren a las cantidades sobre las que se resuelve el
problema de convección, relacionadas con el desarrollo espectral de f (Ec.
2.65).

De una forma más compacta, la anterior ecuación se puede expresar como:

∂Q

∂t
+ (∇ · F(Q))T = S, (3.2)

donde F(Q) es la matriz de flujo cuyas columnas están formadas por los
vectores Fi:

F = (F1,F2, · · · ,Fn). (3.3)

El problema de Riemann se resuelve por separado en cada una de las tres
dimensiones espaciales. Por eso convendrán las siguientes definiciones: por
un lado, tres vectores L, M y N cuyas n componentes son las filas de F; por
ejemplo, para la primera componente espacial x (coordenada cartesiana x)
tenemos el vector L dado por (F1x, · · · , Fnx)

T . Definamos además la matriz
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Figura 3.1: Esquema del método de estabilización tomando como ejemplo un
flujo lineal.
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jacobiana a partir del flujo asociado a cada dimensión espacial, esto es, el
juego de matrices jacobianas n× n

JL =
∂L

∂Q
; JM =

∂M

∂Q
; JN =

∂N

∂Q
. (3.4)

Por ejemplo, los elementos de JL tomarán el valor

JL,ij =
∂Li(Q)

∂Qj

y análogamente los demás. Para simplificar, centrémonos en el caso de JL.
Se puede definir la matriz diagonal de autovalores AL que obtenemos de la
matriz RL de autovectores

JL = RLALR−1
L .

Consideremos el valor absoluto de JL como:

|JL| = RL|AL|R−1
L ,

donde |AL| simboliza la matriz diagonal AL con los autovalores tomados en
módulo. Entonces, aplicar un solver de Roe es equivalente a utilizar en ambas
superficies colindantes de los elementos de malla el flujo modificado:

L =
1

2
[L(Qder) + L(Qizq)− |JL|(Qizq −Qder)] (3.5)

donde Qder y Qizq son los valores tomados por Q a cada lado de la interfaz,
que no tienen por qué ser iguales en el método SDM como venimos dicien-
do. Igualmente se procede con las jacobianas JM y JN asociadas a las otras
dimensiones espaciales.

Para comprender el significado de (3.5), supongamos que F es lineal con
respecto a las cantidades en convección Qi. Entonces, las tres matrices ja-
cobianas aplicadas sobre Q equivalen a la matriz de flujo, lo que podemos
simbolizar aśı:

F =




LT

MT

NT


 =




(JLQ)T

(JMQ)T

(JNQ)T


 .

Fijémonos en la dimensión espacial asociada a L y contemplemos el pro-
blema de convección en la base de los subespacios propios de JL, esto es, sean
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L′ = R−1
L L y Q′ = R−1Q. Entonces tenemos L′ = ALQ

′. Las componentes de
este nuevo objeto son L′i = αiQ

′
i donde los αi son autovalores de AL. Pues

bien, la Ec. 3.5 indica que el criterio para elegir el flujo en la frontera es
considerar cada componente Qder,i o bien Qizq,i dependiendo del signo de αi.
Análogo razonamiento haŕıamos para M y N. Todo esto puede interpretarse
como que aplicar la Ec. 3.5 a cada dimensión espacial equivale a tomar el flujo
correspondiente al elemento de malla de donde viene la velocidad. Con ello se
garantiza la estabilidad. Esta manera de entender el solver de Roe se esque-
matiza en la figura 3.1. En realidad, en la ecuación de conservación para cada
Qi se encuentran acopladas todas las componentes espaciales, pero el solver
garantiza la estabilidad numérica gracias a realizar una selección adecuada,
Ec. 3.5, del flujo en las interfaces en base a los signos de los autovalores de
las jacobianas 3.4.

Como vemos, el cálculo del flujo en las fronteras es costoso, pues requiere
la diagonalización de la matriz de flujo en todos los nodos de los contornos
de los elementos de malla. No obstante, hay que observar que el problema
numérico recién expuesto se aplica a los flujos dados por la Ec. 2.67, donde
está claro que dependen linealmente de los coeficientes del desarrollo espec-
tral de f (que desempeñan el papel de los Qi en este párrafo), al menos
en tanto los campos eléctrico y magnético sean estacionarios. Por lo tanto,
sólo es necesario rehacer la diagonalización cada vez que se modifique la ma-
triz jacobiana debido a su dependencia con las velocidades de deriva: si los
campos electrostáticos y magnéticos están fijados, y la normalización con la
velocidad térmica también, se puede tener precalculada. A la dependencia
con la normalización nos referiremos un poco más adelante.

El código se ha preparado preveyendo la posible variación temporal de los
campos eléctricos y magnéticos. En tal caso es necesario recalcular el flujo en
cada iteración temporal, lo que se resuelve mediante la solución de compro-
miso de aplicar el solver de Roe a los flujos por separado. Siguiendo con el
ejemplo de la dimensión espacial asociada al vector L, la matriz jacobiana,
en el caso de la ecuación cinética de deriva, se puede expresar en términos
generales como:

JL =
∑

k

W k
L(x, t)Jk

L,

donde los valores W k
L(x, t) son escalares y las Jk

L son matrices constantes
asociadas a cada término Ak de las derivas (véanse la Ec. 2.67 y la tabla
2.1). El aplicar el solver de Roe a cada una de las partes equivale a usar
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∑
k |W k

L(x, t)||Jk
L| en lugar de |JL| (y análogamente con JM y JN). Esto au-

menta ligeramente la difusividad numérica, pero en las simulaciones se com-
prueba que sigue garantizando la estabilidad. La ventaja de hacer esto es
que tan solo hay que diagonalizar al principio de la simulación las matrices
Ji

L etc, lo que supone un ahorro considerable desde el punto de vista compu-
tacional. Si bien es cierto que en el ejemplo visto los flujos son lineales con
respecto a Q, los solvers de Roe son utilizados con asiduidad en sistemas no
lineales, tales como las ecuaciones de Navier-Stokes en reǵımenes turbulen-
tos. Un ejemplo se tiene en la referencia [9], donde se utiliza este solver para
estabilizar el SDM en una simulación LES2.

Hay una cuestión adicional a considerar, y es que a cada lado de la dis-
continuidad puede existir una normalización diferente: hay que transformar
los coeficientes de la magnitud en convección a la base en la temperatura de
normalización del otro elemento antes de realizar el cálculo o la compara-
ción de flujos a ambos lados de la interfaz. Esto obliga a realizar una ligera
modificación del solver de Roe. Veámosla esquemáticamente.

Como antes, pensemos en una única componente espacial (la asociada a
L), si bien vamos a prescindir del sub́ındice L para aligerar la notación. La
transformación de los modos de la base en un elemento a la vecina se puede
expresar como:

Qizq
der = Tizq

derQ
der
der

Qder
izq = Tder

izq Q
izq
izq,

donde:

Qder
der es el vector de modos en la superficie del elemento derecho expresado

en la base del derecho
Qizq

izq es el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre-
sado en la base del izquierdo

Qizq
der es el vector de modos en la superficie del elemento derecho expresado

en la base del izquierdo
Qder

izq es el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre-
sado en la base del derecho

Tder
izq es la matriz que transforma los modos del lado izquierdo al derecho

2Large Eddy Simulation: simulaciones de fluidos turbulentos en las que las escalas
espaciales inferiores al tamaño de malla se resuelven en base a modelos teóricos.
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Tizq
der es la matriz que transforma los modos del lado derecho al izquierdo

Al expresar los modos Q en la base de autovalores Q′ = R−1Q (no con-

fundir con la transformación por la normalización) tenemos Q
′der
der y Q

′izq
izq . Los

modos asociados a autovalores de un signo (velocidad saliente del elemento)
permanecerán fijos, y los del otro signo se fijarán al otro lado de la interfaz.
Por tanto habrá una serie de modos fijados en Q

′der
der y el resto estará fijado

en Q
′izq
izq (ver figura 3.2).

Expresando ambos vectores en la misma base, por ejemplo en la de la
izquierda, tenemos:

Q
′izq
der = R−1Tizq

derQ
der
der = R−1Tizq

derRQ
′der
der = T

′izq
der Q

′der
der

siendo

T
′izq
der = R−1Tizq

derR.

Los modos que deban ser transmitidos de izquierda a derecha se fijarán en
Q
′izq
der , y el resto (los que deban ser transmitidos de derecha a izquierda) se

fijan en Q
′der
der . El resultado es un sistema de ecuaciones en el que parte de las

variables están en un lado y parte en el otro, algo que podŕıamos simbolizar
aśı: [

T11 T12

T21 T22

] [
xa

yb

]
=

[
ya

xb

]
.

Siendo la diferencia entre ambas bases pequeña, la matriz de transformación
es cercana a la diagonal (se supone que la normalización es parecida para ele-
mentos vecinos). Se puede por tanto encontrar en general una solución válida
para (xa, xb) en este problema de bases mixtas. Se ha comprobado que esta
última transformación añadida al solver de Roe no altera sus propiedades de
estabilidad numérica.

Un problema inherente al uso de métodos numéricos tipo elementos fi-
nitos, volúmenes finitos o elementos espectrales del que no está exento el
SDM, es la aparición de difusividad numérica. La difusividad numérica, co-
mo su nombre bien indica, es el equivalente numérico a la difusión f́ısica. Esto
quiere decir que si tenemos una cantidad que queremos poner en convección
mediante una velocidad uniforme en el espacio, al cabo del tiempo, si dicha
cantidad estaba espacialmente contenida, terminará difundiéndose por todo
el recinto de integración a pesar de que esto no ocurre en la solución f́ısica.
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Figura 3.2: Estabilidad con bases diferentes.
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La difusividad numérica disminuye a medida que incrementamos el orden
de aproximación de la base o el número de elementos que componen la malla.
Como ejemplo, en la figura 3.3 se puede apreciar el buen comportamiento
del SDM ante la difusividad numérica: para una condición inicial dada, se
puede recorrer el recinto diez veces sin que apenas se difunda la cantidad
arrastrada convectivamente. En la figura 3.4 se observa la convección frente
a una distribución compleja de velocidades. La alta filamentación indica que
la difusividad numérica es baja, puesto que una alta difusividad impediŕıa
fuertes gradientes espaciales.

Puesto que el efecto de la difusividad numérica depende del problema
a resolver, el análisis cuantitativo de cómo afectan tanto el orden de los
polinomios espaciales como el número de elementos de malla a la solución
f́ısica se verá en un caṕıtulo posterior. No obstante, los solvers que estamos
usando son de uso común en problemas de ondas de choque o cuando existen
discontinuidades fuertes –sofisticaciones del problema de Riemann– y cabe
esperar un buen comportamiento en el tipo de problema numérico que se
resuelve aqúı. Durante la preparación del código se han realizado numerosas
pruebas, como las mostradas en las Figs. 3.3 y 3.4, para verificar la bondad de
los solvers elegidos en lo que a estabilidad y difusividad numérica respecta.

3.3. Condiciones de contorno

No es fácil establecer unas condiciones de contorno óptimas en este pro-
blema porque las mallas usadas se cortan no en la cámara de vaćıo, sino en
el borde del plasma en la última superficie cerrada de flujo (LCFS). En un
futuro la solución ideal seŕıa extender la malla hasta la pared de la cáma-
ra de vaćıo: esto facilitaŕıa las condiciones de contorno, pero complicaŕıa el
cálculo entre la LCFS y dicha pared. Por ahora restringimos el cálculo hasta
la LCFS.

En el estado actual del código, el método en la frontera es, en esencia, un
problema de convección igual al tratado en el apartado anterior, solo que con
las cantidades en un lado fijadas3. Volviendo a la interpretación de la Fig. 3.1
podemos decir que existen dos zonas de frontera, dada una dirección espacial,
para cada una de las cantidades en convección: tenemos flujo entrante en el
recinto de simulación y flujo saliente. En las zonas en las que el flujo sale
(como antes, nos referimos al sistema de referencia de los autovalores) no

3Esto es equivalente a aplicar las condiciones de contorno de Dirichlet.
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Figura 3.3: Convección uniforme de una magnitud (densidad, p. ej.) toman-
do una gaussiana por condición inicial (arriba) y condiciones de contorno
periódicas. La figura de abajo muestra el resultado después de que la convec-
ción ha hecho pasar la distribución 10 veces por el recinto de integración en
la dirección diagonal: la difusividad numérica es baja.
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Figura 3.4: Convección no uniforme desde una condición inicial dada y con
condiciones de contorno periódicas. Las diferentes figuras muestran la evo-
lución temporal (de izquierda a derecha y de arriba a abajo) en un recinto
bidimensional.

hay mayor problema, puesto que no es necesario establecer la condición de
contorno: como ya se ha comentado, en las fronteras es necesario resolver
un problema de Riemann y, de los dos flujos a cada lado de la frontera, se
toma aquél en función del signo del autovalor. Puesto que el flujo sale del
recinto, esto quiere decir que el flujo de la frontera se descarta y se toma el
proveniente del elemento interior a la frontera. Por otro lado, en las zonas en
las que el flujo correspondiente a cierto autovalor entra se toma el flujo de la
frontera, el cual depende directamente del valor de la función de distribución
en la frontera porque el flujo es función de ella. En estos casos es necesario
establecer en el exterior un valor de las cantidades transportadas. Éstas son,
en nuestro caso, los coeficientes Cij del desarrollo espectral de f . La opción
más sencilla es que la densidad sea nula en el borde. Aśı, la condición de
contorno no es un problema puesto que se puede suponer que fuera de la
frontera también será nula y esto se corresponde con tomar un valor nulo
para todos los coeficientes Cij.

En el caso en que la densidad en la frontera no sea nula, se puede esta-
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blecer un valor fijo constante para la misma en toda la frontera. El problema
que queda por resolver es qué valor dar al resto de coeficientes. F́ısicamente
el problema es saber qué forma tiene la función de distribución del plasma
mas allá de la última superficie cerrada. Aqúı se ha optado por tomar como
solución el de una función de distribución maxwelliana con temperatura y
densidad fijadas, en manera semejante a lo que se hace en los códigos de trans-
porte unidimensionales. Estas condiciones de contorno ad hoc adoptadas son,
en principio, válidas en tanto el problema f́ısico a resolver sea razonablemen-
te local en lo que a coordenada radial se refiere. De hecho la gran mayoŕıa
de códigos de transporte son locales en el sentido de que interpretan el flu-
jo como una función exclusiva de los gradientes termodinámicos del plasma
(fuentes constantes y fijas) en la misma coordenada radial [10]. Hay que te-
ner en cuenta que la condición de contorno se transporta por convección al
interior sólo a través de las derivas (de orden radio de Larmor) ya que no se
tiene en cuenta la turbulencia electrostática. Se podŕıa argumentar por tanto
que la condición de contorno no debeŕıa tener demasiado peso en la solución
final salvo para el borde del plasma. En caso contrario, es decir, en el caso
en que las cantidades a medir para toda coordenada radial dependan en gran
medida de las condiciones de contorno, estaŕıamos diciendo que el problema
es fuertemente no local, lo cual es contrario a la hipótesis de partida.

Si en algún caso se observa la mencionada sensibilidad inusual a las con-
diciones de contorno, se deja para el futuro un estudio más detallado, puesto
que en tal caso el comportamiento de la SOL (scrape-off layer) influirá de
forma transcendente al interior del plasma y esto queda fuera del objetivo
inicial de este código –aunque no de sus capacidades.

3.4. Obtención de soluciones

Si bien en el estado actual del código el avance temporal sólo se ha usado
para alcanzar situaciones estacionarias, está previsto que el código se em-
plee para estudiar la evolución del sistema cuando un estado estacionario
se perturba por algún medio. Por lo tanto es necesario tener una evolución
temporal bien implementada para su uso posterior. Por otro lado, puesto que
algunos de los reǵımenes estacionarios a alcanzar se obtienen mediante mo-
delos no lineales, el avance temporal impĺıcito puede servir como algoritmo
para encontrarlos.
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3.4.1. Avance temporal

El avance temporal puede llevarse a cabo de dos maneras: de forma
expĺıcita o impĺıcita. Como es bien sabido, los métodos impĺıcitos son estables
para cualquier paso temporal pero requieren de la inversión de una matriz,
mientras que los expĺıcitos no. También ocurre en el método impĺıcito que
añade difusividad numérica a medida que se incrementa el paso temporal.
No obstante, para alcanzar estados estacionarios esto no importa mientras
la solución matemática al problema estacionario sea única. En tal caso, la
solución alcanzada se verá afectada por la difusividad numérica asociada a
la discretización espacial, pero no a la discretización temporal, que sólo afec-
tará a la v́ıa por la cual se llega a la solución y a su rapidez en converger a
ella.

En el caso expĺıcito se puede optar por un algoritmo de Euler directo
simple,

C
tk+1

ij = Ctk
ij + ∆t

∂Cij(t)

∂t

∣∣∣∣
tk

,

o un Runge-Kutta TVD (o SSP) de orden alto [11, 12].
En el caso impĺıcito se usa un Euler inverso de primer orden:

C
tk+1

ij = Ctk
ij + ∆t

∂Cij(t)

∂t

∣∣∣∣
tk+1

.

A la hora de invertir la matriz se ha optado por métodos iterativos, pues-
to que hablamos de matrices dispersas (con muchos ceros) y órdenes por
encima de 10.000. Un método directo de resolución (por ejemplo mediante
factorización LU) no permite abordar de forma cómoda estas matrices con la
capacidad de computación actual. Los iterativos, sin embargo, son ideales en
estos casos siempre que la convergencia sea buena, es decir, que se requieran
pocas iteraciones para alcanzar la solución. Puesto que la matriz a resolver
no es simétrica, se ha elegido un algoritmo de gradientes biconjugados estabi-
lizado [13], que es la versión no simétrica del conocido método de gradientes
conjugados (CG) [14, 15].

Cabe mencionar que la convergencia del método iterativo empeora a me-
dida que se incrementa el número de elementos de la malla, el orden de los
elementos espectrales o el número de modos en los que se expande la función
de distribución. Una posible mejora en el futuro es garantizar una correcta
convergencia mediante el uso de un precondicionador: éste consiste en conocer
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una solución aproximada de la matriz a resolver, mediante una aproximación
poco costosa de la inversa de dicha matriz. Un método podŕıa ser usar un
código de transporte 1D como precondicionador del 3D4.

3.4.2. Estados estacionarios

Ya se ha comentado que en las primeras aplicaciones del código sólo se
han buscado estados estacionarios, y que se utiliza el avance temporal impĺıci-
to como método para alcanzarlos. Se podŕıa pensar que esto no es lo más
adecuado y que, para problemas lineales, seŕıa mejor invertir la matriz del
sistema correspondiente a ∂t = 0. No obstante, como también se ha comen-
tado, el número de condición de la matriz es grande y eso significa una mala
convergencia debido a la existencia de autovalores muy pequeños. Incluso se
puede dar en determinadas circunstancias la existencia de autovalores nulos
que deben ser eliminados antes de la resolución del sistema. Es cierto que tal
vez se pueda encontrar un método más eficiente, pero el uso de la evolución
temporal para alcanzar soluciones estacionarias ofrece buenas caracteŕısticas
de convergencia sin introducir componentes asociadas a autovalores nulos
siempre que no existan en la condición inicial (normalmente nula), además
de poder abordar problemas con cierto carácter no lineal sin demasiados pro-
blemas. En un futuro podŕıan estudiarse técnicas más complejas en las que
intervenga la descomposición espectral de la matriz y un estudio exhaustivo
de la misma, o bien métodos iterativos tipo GMRES[16] que garantizan la
solución de mı́nimo residuo.

Una cuestión interesante es el avance de los electrones. En el caso de
querer encontrar una solución estacionaria, y no importando el modo en que
se alcanza, se acelera el cálculo y se mejora la convergencia de la matriz si
el paso temporal de los electrones se hace más corto que el de los iones: en

concreto se toma ∆ti =
√

mi

me
∆te, puesto que la velocidad térmica electrónica

es
√

mi

me
veces la iónica para una misma temperatura. Como la dinámica

electrónica es mucho más rápida que la iónica, con esto se evita una lenta
convergencia a la solución al utilizar el avance temporal. Es fácil ver con
el siguiente ejemplo que la solución estacionaria es la misma. Aqúı usamos
sub́ındices respectivos e, i para referirnos a electrones e iones.

4Relacionado con esto está la gran dispersión espectral de los autovalores (número de
condición), que se debe a la diferencia enorme entre transporte paralelo y perpendicular.
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Sea el problema lineal de avance tal que:

∂

[
Ci(t)
Ce(t)

]

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
t0

=

[
Mii Mie

Mei Mee

] [
Ci(t)
Ce(t)

]
.

El problema del estacionario:

∂

[
Ci

Ce

]

∂t
= 0

es equivalente a: [
Mii Mie

Mei Mee

] [
Ct0

i

Ct0
e

]
= 0.

Apliquemos, para alcanzar la solución, un Euler inverso con pasos temporales
diferentes para iones y electrones:

[
Ct0+∆ti

i

Ct0+∆te
e

]
=

[
Ct0

i

Ct0
e

]
+

[
∆tiMii ∆tiMie

∆teMei ∆teMee

] [
Ct0+∆ti

i

Ct0+∆te
e

]

Al llegar a un estacionario se cumple que

[
Ct0

i

Ct0
e

]
=

[
Ct0+∆ti

i

Ct0+∆te
e

]
=

[
Ci

Ce

]

y el Euler inverso da como resultado

[
∆tiMii ∆tiMie

∆teMei ∆teMee

] [
Ci

Ce

]
= 0,

que simplificando los factores ∆t es equivalente a resolver el problema esta-
cionario. La demostración para el caso no lineal es equivalente, pero sustitu-
yendo las matrices por operadores. La dinámica obtenida aplicando distintos
pasos de tiempo no será la correcta pero, como se argumentaba al principio
de este apartado, esto no es un problema para obtener estados estacionarios.
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Figura 3.5: Ejemplo de malla bidimensional orientada correctamente: mı́nima
difusividad numérica (izquierda); y orientada incorrectamente: alta difusivi-
dad numérica cruzada (derecha). Se simboliza con flechas la desproporción
entre las velocidades de convección en cada eje.

3.5. Mallado

Como se comentó en la sección (3.2), el método sufre de cierta difusividad
numérica que, si bien se reduce a medida que se incrementa el orden de las
bases, sigue existiendo. Una propiedad de la difusividad numérica es que si
la malla está orientada en la dirección de la velocidad, no existe difusividad
numérica en las direcciones ortogonales. Veamos un ejemplo en el plano 2D
para aclararlo:

Malla incorrectamente orientada Si la velocidad de convección en la
dirección coordenada mediante x es mucho más intensa que la existente en
la y, el que la malla consista en cuadrados orientados incorrectamente en el
plano x–y (figura 3.5, dcha.) implica un acoplamiento de las difusividades.
Esto quiere decir que la convección asociada a la velocidad en el eje x va a
generar difusividad numérica en ambos ejes, pues si la malla no está correc-
tamente orientada relativa al vector velocidad de convección, la convección
en una dirección implica difusividad en todas las direcciones. Considerando
que la convección es dominante en la dirección x, el efecto de la difusividad
numérica en esa dirección es comparativamente despreciable. Pero esta di-
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fusividad pequeña con respecto a la velocidad en el eje x puede originar un
transporte grande comparado con la convección debida a la velocidad f́ısica
en el eje y. Entonces la difusividad cruzada, la generada por la convección
en el eje x pero sufrida en el eje y, es comparable a la convección en el eje y.
La dinámica en el eje y resulta falseada por el método numérico.

Malla correctamente orientada Por otro lado, si la malla está correc-
tamente orientada (figura 3.5, izda.), la componente de velocidad vx gene-
rará difusividad numérica en el eje x pero no en el eje y, puesto que la
orientación correcta de los elementos de malla evita el acoplamiento de di-
fusividades. Esto implica que, aunque las velocidades vx y vy sean muy di-
ferentes, no va a haber un acoplamiento numérico entre ellas que impida el
estudio de la dinámica más lenta.

El efecto de la orientación se puede apreciar en la simulación bidimen-
sional llevada a cabo mediante SDM en la figura 3.6. En ella se integra la
ecuación ∂tf = ∇ · (fv) donde el campo v es de módulo constante y sigue la
dirección vertical con un pequeño rizado horizontal. Las condiciones de con-
torno son periódicas. Inicialmente se tiene una distribución de la densidad
como la mostrada en el panel izquierdo. Para exagerar la difusividad numéri-
ca se ha usado orden 1 (el orden más bajo) para describir f en cada celda, es
decir, f es constante dentro de cada celda. Conforme avanza t, la distribución
se mueve hacia arriba en la figura siguiendo las ĺıneas de v. El panel del me-
dio muestra un tiempo posterior en el que la distribución está “saliendo” por
arriba y “entrando” por abajo. Ya se aprecia que la distribución inicial ha
variado su forma debido a la difusividad numérica –pues la ecuación que se
integra sólo daŕıa lugar a un desplazamiento de la distribución inicial. Al ca-
bo de suficientes iteraciones, la distribución inicial se ha difundido siguiendo
la malla a lo largo de la dirección paralela, pero no de la perpendicular.

Todo lo anterior encuentra su sentido cuando hablamos del problema del
transporte, donde la componente radial es mucho menor que la paralela,
y hay que tener cuidado con que no existan artefactos numéricos que aco-
plen ambos transportes y contaminen la solución f́ısica. Para evitarlos seŕıa
deseable tener una malla orientada según la convección intensa. En nuestro
problema este aspecto queda bien definido, especialmente en la aproximación
de pequeño radio de Larmor inherente a las ecuaciones que se desea resolver:
la convección intensa se encuentra en las superficies magnéticas, donde habi-
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Figura 3.6: Evolución temporal (de izquierda a derecha) de la convección en
una malla correctamente orientada con respecto a la velocidad. La condición
inicial es una gaussiana y la velocidad se ha tomado en el eje y (vertical)
con un ligero rizado en el x (horizontal). La difusividad paralela provoca la
homogeneización a lo largo de las ĺıneas de flujo, pero no en la dirección
perpendicular, ya que la malla sigue las ĺıneas de flujo.

ta el transporte paralelo. Al mismo tiempo, el SDM requiere que las mallas
sean conformes, es decir, que los nodos de los elementos coincidan entre śı (fi-
gura 3.7). Para cumplir estos dos requisitos (mallas orientadas y conformes)
se ha implementado un software gráfico que ayuda a generar las mallas co-
rrespondientes a una geometŕıa magnética dada. Esta parte aneja al código
es crucial para convertirlo en una herramienta útil en cualquier geometŕıa
toroidal: el software de mallado hace de puente entre la solución numérica de
la ecuación cinética y la máquina de confinamiento magnético cuyo plasma
se desea estudiar. Las figuras que siguen se basan en la geometŕıa magnéti-
ca del Heliac TJ-II e ilustran la potencia del software para adaptarse a una
geometŕıa compleja. El proceso de generación de mallas es el siguiente:

1. El usuario debe facilitar una función que defina el campo magnético
a partir de un punto espacial (x, y, z). Su cálculo es independiente del
software y puede ser anaĺıtico o mediante interpolación en una malla
precalculada.

2. A partir del campo magnético, se toma un punto del espacio selecciona-
do por el usuario manualmente y se sigue la ĺınea de campo durante un
número de vueltas al toro (obviamente la máquina debe ser topológica-
mente un toro). El usuario es el encargado de encontrar una superficie
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Figura 3.7: Diferencia entre mallas conformes y no conformes.

magnética cuya transformada rotacional sea un número racional, es de-
cir, que tras dar k vueltas al toro se cierre sobre śı misma la curva. Esta
labor no se ha automatizado porque en el caso de campos magnéticos
no anaĺıticos, obtenidos mediante interpolación en una malla precalcu-
lada, el cierre de la ĺınea de campo tras k vueltas puede tener varias
soluciones, o incluso no ocurrir de forma exacta. El usuario es el en-
cargado de juzgar si el cierre es suficientemente correcto o no (figura
3.8).

3. De las anteriores trayectorias en superficies racionales de la transfor-
mada rotacional, el software tomará los puntos de corte de la ĺınea de
campo con el plano definido por un ángulo toroidal φ constante (esto
es el diagrama de Poincaré). Dichos puntos se usarán como nodos en
una interpolación trigonométrica del tipo:

~r =
∑

i

~Ai sin(2πiα) +
∑

i

~Bi cos(2πiα) (3.6)
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Figura 3.8: Seguimiento de ĺınea de campo. A la izquierda visión 3D, a la
derecha sección de Poincaré para un corte toroidal φ dado.

que servirá para definir un corte de la superficie magnética en dicho
plano de φ. Lo mismo se repite para diferentes planos y aśı obtener
secciones de la superficie magnética (figura 3.9).

4. El mismo proceso de encontrar una superficie racional se repite en tan-
tas superficies como coronas radiales se requieran para caracterizar co-
rrectamente la máquina o los gradientes del problema.

5. Una vez obtenidas las superficies magnéticas de forma aproximada, se
establecerá el número de elementos de malla que queremos. Para ello,
cada corona se rellenará con N ×M elementos en ambas direcciones
poloidal y toroidal. Puesto que previamente se conocen los puntos que
definen la superficie magnética, es fácil obtener los nodos de los ele-
mentos de la malla (figura 3.10).

6. Además, el código es flexible a la hora de añadir una transformada
rotacional a los elementos y permitir que la malla siga siendo confor-
me. Veamos esto con más detalle: si los elementos de malla siguieran el
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Figura 3.9: Ejemplo sencillo en el que se ve cómo se realiza la interpolación
trigonométrica en un plano de φ concreto (en gris) a partir de pocos puntos
obtenidos mediante seguimiento de la ĺınea de campo (en rojo).

campo magnético de forma exacta, al dar una vuelta toroidal no coin-
cidiŕıan con ninguno de los nodos de partida, salvo que la transformada
rotacional del plasma fuese constante y del valor racional apropiado.
Esto daŕıa una malla no conforme. Lo que hace el software es obviar
la transformada rotacional del campo magnético y generar una trans-
formada rotacional constante para todos los elementos de malla lo más
cercana posible a la del plasma (figura 3.11). Por aśı decirlo, la “cizalla
magnética” del mallado es prácticamente nula.

El resultado es una malla correctamente orientada en la dirección radial
(es decir, no hay acoplo entre transporte radial y paralelo) y que sigue apro-
ximadamente las ĺıneas de campo magnético. El hecho de que la malla no
tenga exactamente la misma transformada rotacional que las ĺıneas de campo
magnético no significa que el cálculo sea erróneo o mal aproximado, ya que
posteriormente la convección se efectuará con el campo magnético real: la
malla es independiente de la simulación, salvo por la cuestión de la difusivi-
dad numérica. Se podŕıa decir que las coordenadas locales de los elementos
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Figura 3.10: Proceso de mallado. En gris se observan secciones para un plano
de φ concreto de las diferentes superficies magnéticas. Igualmente se puede
apreciar el mallado de la corona exterior.

de malla son “casi-magnéticas”(figura 3.11). Obsérvese que si tenemos una
cizalla magnética alta, como sucede normalmente con los campos magnéticos
de tokamak, el mallado no será paralelo al campo magnético en la mayoŕıa
de las coronas radiales, pero se seguirá preservando el requisito de que la
convección intensa permanezca en las superficies de flujo.

Puesto que la geometŕıa magnética se ha obtenido por medio de poli-
nomios de interpolación trigonométrica (Ec. 3.6) que son anaĺıticos, dicha
geometŕıa puede usarse para obtener los jacobianos de la transformación de
coordenadas globales a coordenadas locales en cada elemento, requeridos por
el SDM.

El resultado de todo esto son mallas como las mostradas en las figuras
3.12 y 3.13.
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Figura 3.11: Se puede observar cómo la malla (ĺıneas blancas) sigue tanto el
rizado como las ĺıneas de campo magnético (ĺıneas verdes) de forma aproxi-
mada.

Figura 3.12: Ejemplo de malla para una configuración magnética del TJ-II.
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Figura 3.13: Ejemplo de malla para un tokamak.

3.6. Paralelización

Aunque la distribución del cálculo en distintos procesadores no es en este
código tan clara como, por ejemplo, en los códigos Monte-Carlo, se han pre-
visto esquemas de paralelización con objeto de aprovechar bien los recursos
de hardware. La paralelización del código depende del algoritmo de integra-
ción temporal: expĺıcito o impĺıcito.

Avance expĺıcito En este caso la paralelización es trivial: se reparten
grupos de elementos de malla entre los procesadores, de modo que cada uno
se encargue de todo lo relativo a su grupo de elementos. La parte convectiva
es la única que requiere el conocimiento de cantidades en los elementos de
malla vecinos, en concreto del flujo. Basta por tanto con compartir entre
procesadores el valor del flujo en las interfaces de los elementos vecinos que
están en diferentes procesadores.

Por el momento, a la hora de compartir grupos de elementos, se hace por
cortes toroidales (figura 3.14) puesto que es la más simple. Si es necesaria
una mayor paralelización en un futuro se pueden enviar a cada procesador
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coronas independientes.

Puesto que el método es de elementos espectrales, para obtener una buena
eficiencia en la paralelización se puede optar por órdenes polinómicos rela-
tivamente altos (3–4). Con ello el número de elementos para alcanzar una
precisión requerida es menor y eso obliga a que la mayor parte del cálculo se
realice dentro de cada elemento, siendo por tanto el coste de env́ıo del valor
del flujo en las discontinuidades una cantidad de menor importancia. Veamos
esto con mayor detalle en un ejemplo:

Supongamos que el campo eléctrico y el magnético están fijados durante
la simulación y la única comunicación entre elementos de la malla es el flujo
de convección. Sea el orden de interpolación espacial Np y el de la expansión
espectral Nv. El número de datos a compartir entre dos elementos de malla
en cada iteración es proporcional a N2

pNv (es decir, el número de nodos en
una superficie espacial por el número de modos de velocidad). Este coste
de comunicación es bidireccional por parte de los elementos vecinos, ya que
cada uno requiere el flujo del otro. Por otro lado, el coste computacional en
el interior del elemento de malla crece proporcionalmente a N3

pN
2
v . Para una

precisión requerida, es equivalente tener menos elementos de malla y un ma-
yor orden de interpolación. Por tanto, si reducimos el número de elementos y
aumentamos el orden Np, el crecimiento del cálculo dentro del elemento crece
más rápido que el de comunicación, y llegará un punto (en función de la arqui-
tectura de computación) en que el tiempo de comunicación sea despreciable
frente al de cálculo. Vemos por tanto que el método es flexible en este sentido.

Avance impĺıcito En el caso de avance temporal impĺıcito, tanto el núme-
ro de procesadores como el modo en que se reparten las variables entre los
nodos es flexible. Ya se ha comentado que la esencia del avance impĺıcito es
obtener la solución a un sistema de ecuaciones a partir de una matriz que
debe ser invertida. La paralelización se lleva a cabo dividiendo la matriz del
sistema de ecuaciones entre todos los procesadores. Un paso del algoritmo
iterativo consiste en que cada procesador aplique su “trozo” de matriz al vec-
tor de incógnitas que al final debe poseer la solución del sistema. Al final de
cada paso del algoritmo, los procesadores deben comunicarse los unos con los
otros para saber los cambios sobre el vector de incógnitas efectuado por los
otros. No obstante, debido a que la matriz no es densa sino que tiene muchos
elementos nulos, realmente no todos los procesadores requieren la informa-
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Figura 3.14: Separación de la malla en elementos que se env́ıan a cada pro-
cesador.

ción del vector completo de incógnitas. Por ejemplo, las variables asociadas a
un elemento de la malla sólo necesita la información de los elementos vecinos.
Aśı, se puede llevar a cabo una redistribución inteligente de la matriz (y por
tanto de las incógnitas) de modo que no sea necesario comunicar a todos
los demás procesadores las modificaciones sobre el vector de incógnitas, sino
sólo a algunos de ellos. Con ello la comunicación entre nodos se reduce y se
aumenta la eficiencia de paralelización. La flexibilidad del algoritmo iterativo
desarrollado viene por tanto de la capacidad de redistribución de variables
entre los procesadores de forma arbitraria. En función de la red hardware
de comunicación y de la mencionada “necesidad” de cada procesador por las
variables de los demás, se puede obtener un buen rendimiento.
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Caṕıtulo 4

Convergencia y
comprobaciones: tokamak
axisimétrico

En caṕıtulos anteriores se han introducido el fundamento teórico y los as-
pectos numéricos del código. Procede ahora presentar los primeros estudios
de convergencia y hacer comparaciones con la teoŕıa. Lo último es dif́ıcil y
poco concluyente si no se acude a los supuestos más sencillos. En el caso del
código que nos ocupa, concebido para estudiar plasmas confinados magnéti-
camente en geometŕıa toroidal general, tales supuestos corresponden al trans-
porte neoclásico en campos axisimétricos de tokamak con sección transversal
circular. Como corresponde a un código numérico de gran complejidad, sus
resultados habrán de ser revisados cŕıticamente de manera continuada, pero
el objetivo de este caṕıtulo es establecer la base de posteriores comprobacio-
nes.

En lo que sigue empezaremos describiendo las condiciones de las simula-
ciones numéricas (sección 4.1) y haremos expĺıcitos los términos de compa-
ración con la teoŕıa (sección 4.2), para pasar a estudiar la convergencia en
función de la precisión espacial y en espacio de velocidades del código (sección
4.3). Acabaremos con el objetivo propuesto: comparar resultados numéricos
y teóricos (sección 4.4) en las condiciones previamente descritas.
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4.1. Condiciones de trabajo

4.1.1. Geometŕıas magnéticas

Como se apuntaba en la Introducción, para poder efectuar las primeras
comparaciones es fundamental reducir el estudio a una geometŕıa magnética
sencilla. La parte de este informe dedicada a la comparación con los mo-
delos teóricos de transporte colisional se basa en dos modelos de tokamak
con simetŕıa axial que denominamos simplemente Tokamak-I y Tokamak-II
(abreviados T-I y T-II respectivamente), cuya diferencia esencial es que T-II
es de sección circular. La mayoŕıa de las simulaciones se efectuarán con T-II
por su sencillez, si bien T-I se comporta de forma muy parecida.

En los tokamak, el confinamiento se debe al campo magnético generado
externamente por bobinas junto al campo asociado a la corriente del propio
plasma. Este último es necesario para que haya una transformada rotacio-
nal1, sin la que el confinamiento es imposible en una geometŕıa toroidal.
Gran parte de dicha corriente procede de la fuerza electromotriz inducida
desde el exterior mediante variación del flujo magnético, si bien la llamada
corriente de bootstrap [1], generada por el propio plasma, puede proveer un
porcentaje considerable de la corriente necesaria [2]. El tokamak opera en
torno a un equilibrio magnetohidrodinámico (MHD) en el que los campos
magnéticos externos e internos son consistentes con la presión del plasma.
En las condiciones relevantes para este trabajo podemos usar las ecuaciones
de la MHD ideal con flujos de plasma nulos: ∇p = J × B, de manera que
la fuerza termodinámica debida al gradiente de la presión, p, y la fuerza de
Lorentz expresada colectivamente a través de la densidad de corriente del
plasma, J, y el campo magnético B, deben estar equilibradas. Aqúı vemos
que la propia presión puede servir de coordenada “radial”, pues normalmente
disminuye monótonamente desde el centro del plasma y el campo magnético
es perpendicular a ∇p. Por este motivo, pueden de igual manera usarse otras
coordenadas radiales ψ tales que p = p(ψ). Las otras dos ecuaciones en las
que se basa la MHD ideal son ∇×B = µ0J y ∇ ·B = 0 (puede consultarse
el art́ıculo recopilatorio [3]).

Considerando un radio ciĺındrico R referido al eje mayor del toro, es
sabido que el equilibrio MHD es solución a la denominada ecuación de Grad-

1 En la literatura sobre tokamak es común usar su inversa, el llamado factor de se-
guridad, q, una función dependiente de la superficie de flujo que relaciona la intensidad
promedio de los campos toroidal y poloidal en ella.
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Shafranov (Ec. 7.10 en [4] y [5]),

R2∇ ·
(∇ψ
R2

)
= −µ0R

2 dp

dψ
− I

dI

dψ
, (4.1)

donde I = I(ψ) es una función relacionada con la corriente poloidal del
plasma, ψ es la función poloidal (equivalente al flujo magnético poloidal, ψpol,
dividido por 2π y que más adelante se usará como coordenada pseudorradial)
y µ0 es la permeabilidad magnética del vaćıo.

Es sabido que la Ec. 4.1 presenta algunos casos ĺımite sencillos, por ejem-
plo cuando dp/dψ y dI/dψ son proporcionales a ψ (si la presión del plasma
es suficientemente baja). Nos basaremos en esto para construir geometŕıas
magnéticas consistentes con un equilibrio MHD, como se hace a menudo en
la teoŕıa del transporte neoclásico. Obsérvese que el operador del miembro
izquierdo de la Ec. 4.1 involucra derivadas con respecto a la coordenada
ciĺındrica z,

R2∇ ·
(∇ψ
R2

)
= R

∂

∂R

(
1

R

∂ψ

∂R

)
+
∂2ψ

∂z2
.

La solución a la ecuación de Grad–Shafranov es la función ψ(R, z) mediante
la cual puede construirse el campo magnético axisimétrico B compatible con
la condición de equilibrio ∇p = J×B y, como vemos (Ec. 4.1), el equilibrio
bidimensional (axisimétrico) depende de los perfiles de presión y corriente
poloidal –condiciones de contorno aparte–, que pueden en principio tomarse
como grados de libertad independientes.

Tokamak I (T-I)

Si en el volumen del plasma dI/dψ y dp/dψ son constantes, se tiene uno
de los pocos casos en los que la Ec. 4.1 puede resolverse anaĺıticamente. Con
estos supuestos, la función poloidal solución es (Ec. 7.11 en [4]),

ψ =
ψpol

2π
=

1

(2π)2

∫
∇θ ·BdV =

ψ0

R4
0

[(
R2 −R2

0

)2
+
z2

E2

(
R2 −R2

x

)

− τR2
0

(
R2 ln

R2

R2
0

− (
R2 −R2

0

)− (R2 −R2
0)

2

2R2
0

)]
, (4.2)

donde R0 es el radio mayor del plasma y ψ0 es una constante que define la
magnitud de ψ. También hemos usado la relación

ψpol =

∫

sup. poloidal

B · dS =
1

2π

∫

volumen

B · ∇θdV.
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Las constantes Rx, E y τ caracterizan las superficies de flujo. En concreto
para este ejemplo vamos a tomar τ = 0, es decir, un plasma cuyas secciones
toroidales para las superficies magnéticas tienden a ser elipses concéntricas
conforme ψ → 0 (cuando E = 1/2 estas secciones tienden a circulares).
Tomaremos también Rx = 0, pues esta constante viene a ser la posición
radial donde empieza la región de superficies anidadas. La función poloidal
se puede expresar entonces como

ψ =
ψ0

R4
0

[(
R2 −R2

0

)2
+
z2

E2
R2

]
. (4.3)

En la figura 4.1 vemos los contornos de ψ que corresponden a esta ecuación
usando parámetros que encontraremos a continuación.

Figura 4.1: Solución anaĺıtica Ec. 4.3 a la ecuación de Grad-Shafranov. Se
muestran los ejes de las coordenadas R y z en perspectiva, con ψ en la
dimensión vertical. R0 = 2,8, ψ0 = 0,525, E = 1/2.

Cerca del eje magnético (R→ R0 y z → 0), la Ec. 4.3 se puede aproximar
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por

ψ = 4
ψ0

R2
0

(
(R−R0)

2 +
z2

4E2

)
, (4.4)

donde se ve más claramente que alĺı las secciones en el plano toroidal son
elipses cuya relación de ejes depende de E. Si, además, E = 1/2, la función
de flujo poloidal puede expresarse sencillamente en función del radio menor
del toroide, ρ =

√
(R−R0)2 + z2:

ψ = 4
ψ0

R2
0

ρ2, (4.5)

de manera que el radio geométrico ρ sirve también como coordenada para las
superficies magnéticas. La condición de “proximidad al eje magnético” puede
interpretarse como una condición de alta relación de aspecto A = R0/ρÀ 1.

Una vez obtenida una geometŕıa para las superficies de flujo, o funciones
ψ(R, z), vamos a construir el campo magnético que usaremos en los cálculos.
En términos generales, un campo magnético axisimétrico puede expresarse
según sus componentes a lo largo de la dirección de simetŕıa (tal que ∂ϕ = 0);
y perpendicular a ella, pero a su vez perpendicular a las superficies de flujo.
Por ejemplo, puede demostrarse fácilmente que es válida la relación (Ec. 7.2
en [4]),

B = I(ψ)∇ϕ+∇ϕ×∇ψ = BT + BP , (4.6)

donde el primer sumando es la componente toroidal (paralela al vector unita-
rio toroidal R∇ϕ) y el segundo la poloidal. Como vemos, en esta formulación
la componente toroidal depende de la corriente poloidal, |BT | = BT = I/R,
que en la geometŕıa magnética que estamos usando puede ser constante y el
campo toroidal vaŕıa ∼ 1/R.

Calculemos expĺıcitamente las componentes del campo. En coordenadas
cartesianas, se tiene:

∇ϕ =
1

R2




y
−x
0


 .

Obsérvese que el ángulo está definido en sentido contrario al habitual en
coordenadas ciĺındricas, lo que se hace para que la base del sistema de coorde-
nadas toroidales, {∇ψ,∇θ,∇ϕ}, forme un triedro a derechas2 en cada punto

2 Aqúı no haremos uso expĺıcito del llamado ángulo poloidal θ, pero el convenio de signo
para definir ϕ responde a, como se ha dicho, tener el triedro orientado convencionalmente.
No siempre se hace aśı (véase [3], p. 828).
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del plasma. Con ello, y calculando el gradiente de ψ dado por la Ec. 4.3, el
campo magnético Ec. 4.6 tiene por componentes

BT = I∇ϕ =
I

R2




y
−x
0


 , (4.7)

BP = ∇ϕ×∇ψ =
2ψ0

R4
0




−xz/E2

−yz/E2

z2/E2 + 2(R2 −R2
0)


 .

Particularizando al caso E = 1/2, tenemos el campo poloidal

BP =
8ψ0

R4
0




−xz
−yz

z2 + (R2 −R2
0)/2


 . (4.8)

Sólo queda adoptar unas constantes R0, ψ0 e I. En el caso de R0, y puesto
que haremos comparaciones con el trabajo [6], adoptamos ya R0 = 2, 8 m
considerando que los plasmas tienen una relación de aspecto A = 3. En
cuanto a ψ0 e I, nos basaremos en definir el valor de parámetros t́ıpicos,
como el propio radio mayor R0 y el factor de seguridad q. Nuevamente, nos
compararemos con la Ref. [6] tomando q = 2. Puesto que basta con tener
valores razonablemente consistentes, vamos a basarnos en las relaciones que
se encuentran en el ĺımite de secciones circulares de las superficies de flujo.

Recordemos que el flujo toroidal se define como

φtor =

∫

sup.toroidal

B · dS =
1

2π

∫

volumen

B · ∇ϕdV.

Siguiendo la notación dada en [7] definimos la función de flujo toroidal como
φ = φtor, donde no se divide por 2π como hemos hecho con el flujo poloidal.
Esta magnitud, en el ĺımite de baja relación de aspecto, permite definir una
coordenada radial ρ efectiva equivalente al radio menor de un toro de sección
circular (Ec. 5.35 en [7]),

φ = BT0πρ
2, (4.9)

donde BT0 es un valor representativo del campo magnético toroidal, normal-
mente el valor en el eje magnético. En nuestro caso

BT0 =
I

R0

(4.10)
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con I constante.
Definamos también el campo magnético poloidal efectivo asociado a cada

superficie magnética (Ec. 5.36 en [7]),

BP0(ρ) =
1

R0

∂ψ

∂ρ
, (4.11)

que, calculado a partir de la Ec. 4.5, resulta

BP0(ρ) =
8ψ0

R3
0

ρ. (4.12)

Ahora, el factor de seguridad viene dado por (Ec. 2.50 en [7])

q(ρ) =
1

2π

dφ

dψ
, (4.13)

que con las definiciones adoptadas para las funciones de flujo ψ (Ec. 4.5) y
φ (Ec. 4.9) resulta constante. Mediante la Ec. 4.11 obtenemos

BP0(ρ) =
1

R0

∂ψ

∂φ

∂φ

∂ρ
=
BT0

qR0

ρ, (4.14)

que coincide con la expresión ciĺındrica para el factor de seguridad, q =
(ρ/R0)(BT0/BP0).

En suma, hemos obtenido un valor para ψ0 en función del factor de segu-
ridad y del radio mayor, quedando caracterizados tanto el campo magnético
como los flujos. Recordando que particularmente tomaremos q = 2, I = 3 y
R0 = 2,8 m, tenemos:

-A partir de (4.10), BT0 = 1,0714 T.
-A partir de (4.14), BP0 = 0,1913ρ T.
-A partir de (4.12), ψ0 = 0,5250 T/m2.
Con esto se tienen todos los parámetros necesarios para caracterizar tanto

la coordenada radial ρ y los flujos ϕ y ψ como B y sus derivadas. Insistimos en
que el objetivo de este apartado es definir una geometŕıa magnética semejante
a las que suelen usarse para hacer aproximaciones neoclásicas al transporte
en los tokamak.

Tokamak II (T-II)

En este caso se va a usar un campo simplificado pero con las mismas
propiedades que el extráıdo de un equilibrio MHD axisimétrico. De hecho,
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las ecuaciones que siguen son el caso anterior en el ĺımite de gran relación
de aspecto, en el cual R ≈ R0; es decir, las que resultan de considerar que
la función de flujo poloidal es la Ec. 4.5, ψ = 4ψ0ρ

2/R2
0. Volviendo a la

expresión general Ec. 4.6 y calculando los gradientes con esta función poloidal
simplificada, resulta

BP = 8
ψ0

R2
0




zx/R2

zy/R2

−(R−R0)/R


 ,

cuyo módulo es

BP =
8ψ0

R2
0

ρ

R
(4.15)

de acuerdo con el campo efectivo Ec. 4.11. Este campo poloidal puede expre-
sarse (Ec. 5.37 en [7]) como

BP = ûθ
R0

R
BP0 (4.16)

siendo ûθ el vector unitario en la dirección poloidal (es decir, dentro de las
superficies magnéticas y ortogonal a la coordenada toroidal) y

BP0(ρ) =
1

R0

∂ψ

∂ρ
= 8

ψ0

R3
0

ρ.

El campo toroidal es idéntico al anterior (Ec. 4.7):

BT = I∇ϕ =
I

R2




y
−x
0


 .

Ahora se pueden obtener anaĺıticamente las cantidades

B = |B| = 1

R

√
I2 +K2((R−R0)2 + Z2)

∇B =
1

R4B




x(−I2 +K2(R0R−R2
0 − Z2)

y(−I2 +K2(R0R−R2
0 − Z2)

K2ZR2




∇×B =
K(R0 +R)

R3



−y
x
0



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donde, para simplificar, sustituimos K = 8ψ0/R
2
0.

En la geometŕıa de T-II tomaremos los mismos parámetros que para el
ejemplo T-I: q = 2, I = 3 y R0 = 2,8 m. Pero recordemos que con T-I hemos
obtenido las relaciones entre ψ0, q y R usando precisamente la aproximación
de gran relación de aspecto, de manera que las ecuaciones son las mismas y
ahora obtenemos igualmenteBT0 = 1,0714 T,BP0 = 0,1913ρ T y ψ0 = 0,5250
T/m2.

4.1.2. Parámetros de las simulaciones

En las simulaciones que siguen se mostrarán los resultados tras alcanzar
un estacionario en el que los perfiles promedio de densidad y de temperaturas
iónica y electrónica permanecen fijos. Esto se puede considerar desde otro
punto de vista pensando que, en el estacionario alcanzado, actúan las fuentes
de part́ıculas y enerǵıa necesarias para mantener esos perfiles. Los estados
estacionarios se obtienen mediante el algoritmo descrito en la Sección 3.4, es
decir, utilizando como herramienta la evolución temporal. El campo eléctrico
radial se considera nulo por simplicidad.

Se van a estudiar varios casos, todos basados en el mismo perfil de den-
sidad

n(ρ) = n0e
− ρ2

1,86 ,

con n0 = 1018 m−3. Se ha tomado una densidad pequeña para obtener co-
lisionalidades suficientemente bajas. Éstas se consiguen mediante perfiles de
temperatura

T (ρ) = T0e
− ρ2

0,62 ,

donde las distintas colisionalidades se obtendrán utilizando T0 = 10, 50, 100,
150 y 200 eV. Aunque 10 eV es una temperatura demasiado baja para un
plasma de las densidades elegidas (por debajo de la enerǵıa de ionización),
en los estudios de convergencia y comparación aqúı realizados esto no es
importante. Estos perfiles (normalizados) de densidad y temperatura se re-
presentan en la figura 4.2 frente al radio normalizado.

Como parámetros de las especies del plasma se toman los correspondientes
a un plasma de hidrógeno puro: la masa iónica, a menos que se indique lo
contrario, es la del protón. En los cálculos se respeta la gran diferencia entre
esta masa y la electrónica, que se toma según su valor real como se hace con
las cargas. Con todas estas elecciones de parámetros y usando los perfiles
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Figura 4.2: Perfiles normalizados de densidad y temperatura utilizados en las
simulaciones.

de la figura 4.2, las simulaciones cubren los intervalos de colisionalidad que
aparecen en la figura 4.3. La colisionalidad viene expresada como la inversa
del tiempo de colisión entre iones, νii = 1/τii. La at́ıpica normalización por
el factor 0,93/

√
2vthi, donde vthi es la velocidad térmica iónica, es necesaria

para facilitar la comparación de nuestros resultados con los de la referencia
[6], en la que nos basaremos más adelante. Las constantes se deben a las
distintas definiciones de la temperatura térmica y a los distintos radios medios
utilizados.

4.1.3. Mallas

La axisimetŕıa de las configuraciones magnéticas simplifica notablemente
los cálculos al permitir que la resolución espacial en la coordenada toroidal se
reduzca a un solo elemento. No obstante, se ha hecho la comprobación básica
de verificar que el esquema numérico preserva de hecho la axisimetŕıa cuan-
do se cuenta con un número mayor de elementos en la dimensión toroidal.
Los resultados que siguen se basan en cálculos realizados en un cuadrante
del toro, el cual se describe mediante un único elemento para cada división
radial y poloidal. Habida cuenta de este detalle, para hacer pruebas de con-
vergencia con la malla de cálculo en los “dispositivos” T-I y T-II usaremos
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Figura 4.3: Colisionalidades correspondientes a los diferentes perfiles de tem-
peratura estudiados.

los siguientes mallados espaciales. En primer lugar, se estudian tres mallas
para la geometŕıa T-II (todas ellas van de ρ = 0 a ρ = 1 m, ver figura 4.4):

1. La primera (a partir de ahora G1) está compuesta por 6 coronas en la
dirección radial y 8 elementos poloidales en cada corona radial.

2. La segunda malla (G2) consta también de 6 coronas en la dirección
radial pero 16 elementos poloidales en cada corona radial.

3. La malla G3 consta de 8 coronas y 16 elementos poloidales por corona.

Hemos dispuesto dos mallas adicionales (figura 4.5) que servirán para ha-
cer cálculos a mayor relación de aspecto. Limitando la coordenada ρ máxima
a ρ = 0,7 m pero con el mismo radio mayor, se tienen casos con relación de
aspecto mayor –y, en particular, semejante a los usados en la Ref. [6]–, más
apropiados para hacer comparaciones con la teoŕıa. Entonces definimos:

1. Malla G4 con 6 coronas y 8 elementos por corona.

2. Malla G5 con 6 coronas y 16 elementos por corona.
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Figura 4.4: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, sección de las mallas
G1, G2 y G3 (geometŕıa T-II hasta ρ = 1 m).
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Figura 4.5: Sección de las mallas G4 (izquierda) y G5 (derecha) en la geo-
metŕıa T-II hasta ρ = 0,7 m.

Finalmente, para los estudios con el campo más complejo T-I se usará la
malla G6 representada en la figura 4.6. Como vemos, la resolución radial es
semejante a la de G4 o G5.

4.2. Reducción de las ecuaciones a los supues-

tos de la teoŕıa

En un caṕıtulo anterior se obtuvieron las ecuaciones dinámicas de las di-
ferentes especies (ver Sec. 2.2) que el código de transporte debe resolver. Pero
el propósito aqúı es realizar comparaciones con modelos teóricos que funcio-
nan en condiciones más restringidas, motivo por el que hemos desarrollado
los campos magnéticos y mallas anteriores. Ahora, además, vamos a lineali-
zar las ecuaciones cinéticas para que el código haga cálculos comparables con
las aproximaciones t́ıpicas de la teoŕıa.

4.2.1. Ordenamiento de escalas

Un aspecto fundamental en la teoŕıa cinética es la solución al estado de
equilibrio en torno a la cual se plantean los desarrollos perturbativos. Recor-
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Figura 4.6: Sección de la malla G6 en la geometŕıa T-I. Corresponde a los
mismos parámetros de la figura 4.1.

demos que suele contemplarse la circunstancia de campo magnético fuerte,
por la que el radio de Larmor, ρL, de las part́ıculas es pequeño frente a las
dimensiones macroscópicas del sistema, LH . Ya hemos aprovechado esto al
usar la ecuación cinética de deriva, por lo que estamos en circunstancias
en las que ε = ρL/LH ¿ 1 o, equivalentemente, ωt/ΩL ∼ ε ¿ 1, donde
la frecuencia de tránsito es el cociente entre la velocidad térmica y la lon-
gitud caracteŕıstica del sistema, ωt = vt/LH =

√
2T/m/LH , mientras que

ΩL ∼ vt/ρL es la frecuencia de Larmor. Ahora, considérese una expansión de
la función de distribución para la especie a, fa, en potencias de ε,

fa =
∑

k

fka; fka = O(εk).

Ahora, en lugar de una sola función fa, se requiere resolver una serie
infinita de funciones fka. Por tanto será necesario un número igualmente
extenso de ecuaciones para determinar la solución al conjunto de fka. Para
explicar el proceso y expresar algunas ideas al respecto, se propone trabajar
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sobre un ejemplo. Sea una ecuación de evolución para fa del tipo

T0(fa) + Tε(fa) = 0,

donde T0(fa) y Tε(fa) son operadores lineales que contienen términos de orden
cero y ε respectivamente. Recuérdese que la ecuación de centro gúıa utilizada
sólo es precisa hasta orden ε, por lo que su expresión será muy semejante a
la propuesta en este ejemplo para casos en que no evolucionen ni el campo
eléctrico ni el magnético, y se tome una versión linealizada del operador de
colisión. A partir de la expansión de fa puede escribirse

T0(f0a) + T0(f1a) + T0(f2a) + · · ·+ Tε(f0a) + Tε(f1a) + Tε(f2a) + · · · = 0.

Para obtener solución a todas las funciones fka, se propone la serie infinita
de ecuaciones3

T0(f0a) = 0,

T0(f1a) + Tε(f0a) = 0, (4.17)

T0(f2a) + Tε(f1a) = 0,

. . .

que pueden ser resueltas en cadena y que, entre todas, cumplen la ecuación
de centro gúıa original. Obsérvese que en cada ecuación los miembros son
todos del mismo orden. Por ejemplo, para la segunda ecuación de 4.17 se
tienen dos términos:

1. un operador de orden cero sobre f1a (esperada de orden uno), dando
como resultado un término de orden uno.

2. un operador de orden uno sobre f0a (esperada de orden cero), dando
como resultado un término de orden uno.

Una vez obtenidas las soluciones numéricas, cada fka debe ser, respecti-
vamente, εk veces más pequeña que f0a. En tal caso, resolver las N primeras
ecuaciones de 4.17 (asociadas a los N primeros ordenes) permite obtener una
solución aproximada a fa cuyo error es de orden εN+1. Lo fundamental para
que la afirmación anterior sea correcta es la precisa escisión de la dinámica

3Se necesitan tantas ecuaciones como funciones para obtener un sistema completo.
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entre los operadores T0(fa) y Tε(fa). El problema con la ecuación de evolu-
ción de los centro gúıa es que, bajo determinadas condiciones4, los términos
de dinámica pueden no ser fácilmente separables en órdenes de ε. Esto im-
plica que la serie de ecuaciones 4.17 no presente una separación adecuada
de órdenes. El resultado final, es que las funciones fka no tienen por qué ser
εk veces más pequeñas que f0a. Tal situación se puede resolver mediante los
procedimientos:

• buscar una separación clara en órdenes de un nuevo parámetro de pe-
queñez o, caso de ser posible, llevar a cabo una mejor distribución de
la dinámica en órdenes de ε.

• Resolver un mayor número de ecuaciones en la serie 4.17. A medida
que se resuelven más ecuaciones, se obtendrán términos nuevos en la
expansión de fa. Cuando los términos añadidos sean del orden de ε
veces f0a se puede decir, por un criterio de convergencia, que el error
es de ese orden también. Es decir, se ha encontrado una solución con
un error del mismo orden que la ecuación de centro gúıa (ε).

• Usar un método no basado en un ordenamiento de escala, como el
presentado en esta tesis.

Por supuesto, en cualquier ordenamiento de escala, la solución es exacta si
fa se forma a partir de los infinitos términos fka, sea cual sea la forma de
escindir la ecuación de evolución.

Hagamos un inciso aqúı para evitar confusiones entre la precisión de la
expansión y la de la ecuación de centro gúıa: resolver, por ejemplo, la ecuación
de segundo orden en ε asociada a f2a no parece congruente con una ecuación
cinética de centros gúıa que solo es exacta en primer orden. No obstante,
esto solo es cierto si la solución numérica a f2a efectivamente toma valores
ε2 más pequeños que f0a. Como se ha explicado más arriba, esto no es cierto
cuando la separación de la dinámica en órdenes de ε no sea adecuada. Una
mala elección en la separación no quiere decir que la solución obtenida sea
errónea, simplemente que habrá que resolver más términos que el cero y el
uno para una solución suficientemente aproximada.

Por tanto, es importante percibir que aunque puedan hacer falta términos
en la expansión de fa de orden dos o incluso superiores, no necesariamente

4Máquinas complejas tales como TJ-II o reǵımenes donde las part́ıculas muestran gran-
des excursiones radiales en sus trayectorias [8].
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es incongruente con la ecuación de centro gúıa. A veces, la separación de
la dinámica en órdenes de ε no es adecuada y son necesarios más términos
que los dos primeros en la serie de fa =

∑
k fka para alcanzar una solución

precisa hasta orden ε, al igual que la ecuación de centro gúıa.

En los ejemplos de este caṕıtulo (tokamak axisimétrico con gran relación
de aspecto), se toman reǵımenes de trabajo donde es posible una buena sepa-
ración de los términos de la ecuación de evolución en órdenes de ε. Entonces,
para obtener flujos correctos hasta orden ε (el mismo que la precisión de la
ecuación de centro gúıa) es necesario resolver sólo f0a y f1a. Además, los flu-
jos dependerán sólo de f1a, puesto que los correspondientes a f0a son nulos:
esto es debido a que f0a, en los casos a estudiar, toma la forma de funciones
maxwellianas homogéneas (esto se obtendrá en 4.2.5).

4.2.2. Ecuación de centro gúıa

En el caṕıtulo 2 se desarrolló la ecuación cinética pensando en plasmas de
stellarator, donde la corriente del plasma, no siendo obligatoria para que la
geometŕıa magnética sea confinadora, es poco importante. El campo magnéti-
co de vaćıo cumple ∇×B = 0 en la zona de confinamiento y en esas circuns-
tancias se pueden agrupar (ver, p.ej., [9]) las derivas por curvatura,

vκ =
v2
‖

ΩL

b× (b · ∇b)

y por gradiente de B,

vgradB =
v2
⊥

2ΩL

B×∇B
B2

en el término que nosotros hemos llamado v∇B en la Ec. 2.20. Por otro
lado, las comparaciones con la teoŕıa neoclásica se van a basar en la geo-
metŕıa y los plasmas de tokamak, en los que la corriente paralela al cam-
po magnético da lugar a la correspondiente deriva. Según esto, debeŕıamos
incluir la contribución a las derivas dada por ∇ × B 6= 0. Puesto que
∇× b = (∇×B + b×∇B)/B, obtenemos la contribución de la corriente a
la deriva por curvatura5,

mv2
‖

eB
b× (b · ∇b) =

mv2
‖

eB2
(∇×B)⊥ +

mv2
‖

e

B×∇B
B3

.

5 Usando la identidad vectorial A × (∇ × B) = (∇B) · A − (A · ∇)B, se demuestra
fácilmente la relación (∇× b̂)⊥ = b̂× (b̂ · ∇b̂). Véase también la Ec. 3.79 en [7].
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Más sutil es la contribución de la componente paralela de la corriente. En las
Ec. 3.16 y 3.17 de la Ref. [7] aparecen los términos

vJ =
v2
⊥

2ΩL

(∇×B)‖ +
v2
‖

ΩLB
(∇×B)⊥ = vJ‖ + vJ⊥, (4.18)

igual que en la Ec. 12 de la Ref. [6] con cuyos cálculos haremos comparaciones
más adelante. El término vJ⊥ procede de la deriva por curvatura y de momen-
to lo añadiremos directamente a nuestras derivas. Éste aparece naturalmente
al obtener la ecuación cinética mediante transformación a las coordenadas
de centro gúıa. Al respecto, es importante tener en cuenta que en la Ref. [6]
se utiliza una descripción de ecuación cinética (basada en la Ref. [7]) dife-
rente a la considerada en este trabajo, pues procede de un proceso distinto
de promediado al giro de Larmor. A la vista, una diferencia inmediata es
que aqúı consideramos µ constante mientras que en la Ref. [6] esta magnitud
tiene evolución temporal. Como puede comprobarse en [10] (ver Tabla 8.1
y comentarios relacionados), nuestras variables de centro gúıa, v‖ y v⊥, son
consecuencia de una transformación de coordenadas que las hace un poco
distintas (por un término de orden ε) de las correspondientes componentes
de la velocidad de las part́ıculas. Por lo tanto, es importante tener presen-
te que nuestro momento magnético, que śı se conserva en orden ε, no es el
momento magnético tal como se obtendŕıa usando la verdadera componente
perpendicular de la velocidad de las part́ıculas, el cual sólo se conserva en
ausencia de campo eléctrico y si el campo magnético es homogéneo. Esta sutil
diferencia entre el significado de las coordenadas de centro gúıa –obtenidas
mediante una transformación adecuada de las coordenadas del espacio de
fase– y las obtenidas mediante promedios de las velocidades microscópicas,
da lugar a diferentes formulaciones que requieren análisis e interpretaciones
algo distintas, como se discute en la Ref. [11]. Otra consecuencia de las di-
ferentes maneras de obtener la ecuación cinética es la presencia o no del
término que nos ocupa: la contribución de la deriva paralela. En nuestra des-
cripción, dicho término no aparece expĺıcitamente por muy grande que sea la
corriente, lo que se debe a la propia definición de v‖. En efecto, la expresión
de vJ‖ en la Ec. 4.18 es incongruente con nuestra ecuación cinética y no debe
aparecer. De todas formas es fácil comprobar que, si el cociente entre las
presiones termodinámica y magnética es pequeño, βplasma ∼ ε, y la corriente
paralela es del orden de la corriente perpendicular, J‖ ∼ J⊥, la deriva para-
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lela en la descripción de Hinton y Hazeltine resulta ser de segundo orden6:
vJ‖ ∼ (ωt/ΩL)LHvtb · ∇ × b = (ωt/ΩL)εvt = ε2vt. Lo mismo se puede decir
de vJ⊥.

Por tanto vJ‖ no debe aparecer, por definición. Sin embargo, vJ⊥ se man-
tendrá de forma expĺıcita, a pesar de ser un término de segundo orden7 bajo
el criterio de baja β. Dicho criterio se aplicará sólo al final del proceso, por
generalidad. Aśı, la ecuación cinética 2.14, una vez incluida la nueva deriva
vJ⊥, puede expresarse como

∂tf + (vD + v‖b + vJ⊥) · ∇f+

(β̇‖ + β̇D + β̇E‖ + β̇J)∂βf + (λ̇‖ + λ̇D + λ̇E‖ + λ̇J)∂λf =
∑

b

Cab (4.19)

donde ahora se incluyen los términos de deriva adicionales en la convección

vd = vE + v∇B + v‖b + vJ⊥ = vD + v‖b + vJ⊥.

En cuanto a los términos de aceleraciones, se va a separar la dinámica del
centro gúıa en componentes asociadas al trasporte paralelo (‖), a las derivas
descritas en el caṕıtulo 2 (D), a la deriva por la corriente (J), y al campo
eléctrico paralelo (E‖). Para ello definimos:

β̇‖ = 0

β̇D =
q

T0

(vE + v∇B) · E =
q

T0

v∇B · E

β̇J =
q

T0

vJ⊥ · E

β̇E‖ =
q

T0

v‖E‖

λ̇‖ = −1− λ2

2λ
v‖b · ∇ lnB (4.20)

λ̇D =
1− λ2

2λ

(
−vE · ∇ lnB +

q

βT0

v∇B · E
)

λ̇J =
1− λ2

2λ

(
−vJ⊥ · ∇ lnB +

q

βT0

vJ⊥ · E
)

λ̇E‖ = (1− λ2)
q

mvtβ1/2
E‖,

6 Tenemos b · ∇ × b = B−2B · ∇ ×B = µ0B · J/B2 ∼ µ0∇p/B2 ∼ βplasma/LH ∼ ε.
7La dinámica de la ecuación de centro gúıa es sólo válida hasta primer orden en ε, por

lo que no tiene sentido mantener una corrección de segundo orden.
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4.2.3. Campo eléctrico

Por último, se llevará a cabo una expansión del potencial electrostático
con los mismos criterios que la de fa:

φ =
∑

k=0

φk, (4.21)

siendo φk ∼ εk y φ0 ∼ T/q. Hay que tener en cuenta que el campo eléctri-
co puede venir a través del potencial electrostático, o por la inducción de
corrientes desde fuera del plasma, por lo que el campo eléctrico completo
vendrá dado por:

E = −∇φ+ Einducido

El efecto f́ısico del campo inducido consiste en añadir una corriente eléctrica
paralela y una compresión radial asociados a las componentes paralela y
perpendicular de Einducido respectivamente.

En la f́ısica de plasmas para fusión por confinamiento magnético no puede
haber una contribución de orden cero al campo paralelo (E‖0 = 0). Esto se
traduce en que φ0 es constante en las superficies magnéticas. Para entender
el motivo de esta última afirmación, es necesario hacer un inciso sobre la
importancia de E‖. En la Ref. [7] (ver ah́ı la Ec. 5.10) se aduce que en
condiciones del plasma lejos de producir una corriente masiva de electrones
fugitivos, dicho campo es E‖ ∼ mvt/(qτe)

√
me/mi, donde τe es el tiempo

caracteŕıstico de las colisiones electrónicas; de manera que en las expresiones
anteriores tenemos, para los electrones,

2q

mvt

E‖ ∼ ε

τe
; (4.22)

y un término considerablemente menor para los iones. Es decir, E‖0 debe ser
nulo. Esto se refiere tanto al campo inducido como al procedente del potencial
electrostático. En el caso electrostático implica que φ0 = φ0(ρ).

A partir de ahora vamos a eliminar el campo eléctrico inducido de las
ecuaciones, tanto por simplicidad como por hacer un análisis semejante al de
la Ref. [6]. Tenerlo en cuenta no haŕıa más que añadir un término adicional
que no tiene relevancia en lo que sigue.

4.2.4. Estimación del orden de los términos

Para cada especie, electrones o iones, podemos evaluar la importancia
relativa entre sumandos de la Ec. 4.19 según ε. Por ejemplo, la deriva |v∇B| ∼
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(m/2q)(v2
t /BLH) ∼ v2

t /LHΩL ∼ εvt. En cuanto a la deriva eléctrica, en el
orden inferior, |vE| ∼ E/B ∼ φ0/LHB ∼ T/eBLH ∼ ωtvt/ΩL ∼ εvt, como
la deriva v∇B. Sin embargo, el movimiento paralelo es v‖ ∼ vt, de manera
que se trata de un término que domina a las derivas.

En cuanto a las aceleraciones (Ecs. 4.20), β̇E‖ y β̇D son de orden ε admi-
tiendo un campo de orden cero −∇φ0. Se ha visto que tanto vJ‖ ∼ ε2 como

vJ⊥ ∼ ε2, de donde β̇J es de orden ε2. Algo parecido sucede con los térmi-
nos de variación de λ: resulta un término de orden cero λ̇‖ ∼ vt/LH = ωt,

mientras que λ̇D y λ̇E‖ son de orden ε y λ̇J es ∼ ε2.

4.2.5. Ecuación de evolución en orden cero

Como primer paso vamos a extraer “la parte de orden cero” en nuestra
formulación de la ecuación cinética para comprobar que se obtiene cierta-
mente la ecuación cuya solución estacionaria es una maxwelliana.

Tomando de la ecuación cinética 4.19 sólo los términos en orden cero para
la especie a (teniendo en cuenta que E‖0 = 0), se debe cumplir:

∂tf0a + v‖b · ∇f0a − 1− λ2

2
β1/2vtab · ∇ lnB∂λf0a =

∑

b

C(f0a, f0b). (4.23)

Hemos aprovechado la bilinealidad del operador de colisión considerando
términos de orden cero los que contienen funciones f0a y f0b. El sumato-
rio en b se refiere a todas las especies presentes, incluida la a. Aqúı sólo
trabajaremos con electrones y una especie iónica.

La solución estacionaria para la Ec. 4.23 es una maxwelliana. Esto se
reconoce mejor expresando la ecuación en función de la enerǵıa cinética,
E = (1/2)mv2 = (1/2)mv2

t β, lo que haremos tomando E , µ como variables
dinámicas en vez de β, λ. Para simplificar la notación, sea T0a

.
= mv2

ta/2.
Entonces E = T0aβ, µ = T0aβ(1− λ2)/B, de donde se obtienen las derivadas

∂β
∂E = T0,

∂β
∂µ

= T0

B
(1− λ2)

∂λ
∂E = 0, ∂λ

∂µ
= −2λβ T0

B
.

Entonces

∂β = T0∂E + (1− λ2)
T0

B
∂µ

∂λ = −2λβ
T0

B
∂µ.
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Es importante tener presente que µ es función de las coordenadas espaciales
a través del campo magnético, de manera que aunque usemos las mismas
coordenadas espaciales x′ = x, el gradiente en las nuevas coordenadas debe
transformarse aśı:

∂

∂x
=
∂x′

∂x

∂

∂x′
+
∂E
∂x

∂

∂E +
∂µ

∂x

∂

∂µ
= ∇′ +∇′µ

∂

∂µ
.

Para no complicar la notación, y dado que no se cambian las coordenadas
espaciales, suprimiremos la prima en el gradiente.

Teniendo lo anterior en cuenta, basta con sustituir en la Ec. 4.23 para
comprobar que, tras varias cancelaciones, se obtiene

v‖b · ∇f0a =
∑

b

C(f0a, f0b), (4.24)

expresión que podemos encontrar comúnmente en la literatura y cuya bien
conocida solución, tras promediar y aplicar el teorema H, es una maxwelliana8

(luego depende de β pero no de λ). Por supuesto, esto es cierto siempre y
cuando se pueda hablar de acoplo colisional débil entre las especies. En las
Refs. [10] (véase su §6.1) y [12] (§10.5) se recuerda que el plasma debe poderse
considerar quiescente en las escalas de tiempo de la Ec. 4.24 para poder
asegurar que

∑
b C(f0a, f0b) = 0 con b 6= a. En general, la Ec. 4.24 se presenta

equivalentemente con el operador de colisión en la forma C(f0a, f0a), es decir,
considerando o bien que el plasma es isotermo o que el acoplo colisional
entre las distintas especies es lo bastante débil. En cualquier caso, la función
solución –la maxwelliana– pertenece al núcleo del operador de colisión, por
tanto 4.24 se traduce en

∇‖f0a = 0, (4.25)

donde ∇‖ = b ·∇; es decir, f0a es constante a lo largo de las ĺıneas de campo
magnético, o lo que es lo mismo, depende de los parámetros locales en cada
superficie de flujo. Aśı, f0a = f0a(n0a, T0a), donde n0a = n0a(ρ) y T0a = T0a(ρ)
y la única dependencia espacial de f0a es la coordenada radial que etiqueta
las superficies de flujo (Sec. 4.1): f0a(x, β) = f0a(ρ, β). Ahora podemos volver
a la Ec. 4.23 y reescribirla sabiendo que ∂λf0a = 0 obteniendo, de nuevo, la
Ec. 4.25.

8El desarrollo de la FdD mediante polinomios ortogonales modulando una maxwellia-
na explota precisamente el que esta función represente un buen estado estacionario de
referencia.
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En resumen, las expansiones de la FdD para cualquier especie del plasma
pueden expresarse como

fa(ρ, θ, φ, β, λ, t) = f0a(ρ, β) + f1a(ρ, θ, φ, β, λ, t) + . . . , (4.26)

donde, como ya se ha comentado, f1 es una función de orden ε y donde los
puntos suspensivos se refieren a los órdenes superiores.

4.2.6. Ecuación de evolución en primer orden

La ecuación de orden uno se construye, de modo semejante a la de or-
den cero, a partir de los términos de primer orden en 4.19. Aśı la ecuación
de evolución para f1a, teniendo en cuenta la aproximación de baja β, debe
cumplir:

∂tf1a + v‖b · ∇f1a + vD · ∇f0a + (β̇D + β̇E‖)∂βf0a (4.27)

+(λ̇D + λ̇E‖)∂λf0a + λ̇‖∂λf1a =
∑

b

[C(f1a, f0b) + C(f0a, f1b)] .

Observando que f0a ∝ e−β, tenemos ∂βf0a = −f0a; además ∂λf0a = 0, de
manera que la función f1a estacionaria debe cumplir

v‖b · ∇f1a + vD · ∇f0a − (β̇D + β̇E‖)f0a + λ̇‖∂λf1a

=
∑

b

(C(f1a, f0b) + C(f0a, f1b)) . (4.28)

De nuevo, podemos relacionar esta expresión con la comúnmente usada en
la literatura sin más que volver a aplicar el cambio a las coordenadas E y µ
del espacio de velocidades. Para esto es útil recordar que v2

⊥ = v2
t β(1− λ2) y

que ∇µ = −µ∇ lnB. Entonces resulta la expresión

v‖b · ∇f1a + vD · ∇f0a + T0a(β̇D + β̇E‖)∂Ef0a

=
∑

b

(C(f1a, f0b) + C(f0a, f1b)) ,

que, sustituyendo E‖ = −b · ∇φ1 y las definiciones Ec. 4.20, queda

v‖b · ∇f1a + vD · ∇f0a − q(vD · ∇φ0 + v‖·∇φ1)
∂f0a

∂E
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=
∑

b

(C(f1a, f0b) + C(f0a, f1b)) . (4.29)

De la expansión del potencial electrostático 4.21, en la ecuación de primer
orden sólo aparecerán φ0(ρ) y φ1(ρ, θ, ϕ). Por un lado, la componente φ0(ρ)
origina el campo eléctrico radial promedio, homogéneo en las superficies de
flujo, mientras que φ1(ρ, θ, ϕ) será responsable de mantener la ambipolari-
dad local en cada superficie. Este último no suele considerarse en los estudios
teóricos [13], motivo por el que vamos a preparar nuestras ecuaciones agru-
pando dentro de una nueva función g1a el potencial y la FdD de orden cero
como también se hace en la Ref. [6],

g1a = f1a − f0a
qa
T0a

φ1,

donde conviene recordar que f0a = f0a(ρ), T0a = T0a(ρ). Sustituyendo direc-
tamente en la Ec. 4.28 y dado que b · ∇f0 = 0, b · ∇T0 = 0, se obtiene

v‖b · ∇g1a +
q

T0a

f0av‖b · ∇φ1 + vD · ∇f0a − (β̇D + β̇E‖)f0a + λ̇‖∂λg1a

=
∑

b

(C(f1a, f0b) + C(f0a, f1b)) ,

expresión que se simplifica un poco al considerar la definición de β̇E‖ (Ec.
4.20):

v‖b · ∇g1a + vD · ∇f0a − β̇Df0a + λ̇‖∂λg1a =
∑

b

C(g1a, f0b) +
∑

b

C(f0a, g1b).

(4.30)
Aqúı hemos considerado, como en la Ref. [13], que C(qf0a/T, f0b) ≈ 0.

Para obtener la solución a la Ec. 4.30, en el código haremos evolucionar
hasta el estado estacionario las ecuaciones

∂g1a

∂t
+ vtλβ

1/2b · ∇g1a + λ̇‖
∂f1a

∂λ
−

∑

b

C(g1a, f0b)−
∑

b

C(f0a, g1b) =

−vD · ∇f0a + β̇Df0a (4.31)

para electrones e iones. Hemos expresado aśı la ecuación para hacer expĺıcito
el que se trata de un cálculo local, entendiendo por esto que las g1a dependen
estrictamente de los valores del plasma establecidos en la correspondiente
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superficie de flujo: en el miembro derecho de la Ec. 4.31 aparece un término
que puede considerarse “fuente” en la evolución de g1a, pero la solución que
se obtenga no alterará en absoluto el valor de g1a en otra posición radial
(nótese que b · ∇g1a = ∇‖g1a).

Una vez obtenidas las soluciones estacionarias g1e y g1i, es fácil obtener
φ1 y las f1a a partir de la condición de ambipolaridad

∑
a

qan0a = 0,

que equivale a ∑
a

q2
an0a

T0a

φ1 =
∑

a

qa

∫
g1ad

3v.

4.2.7. Órdenes superiores

El proceso se podŕıa continuar indefinidamente para las ecuaciones de
orden superior, pero no se requiere en los casos presentados en este caṕıtulo.
En el apéndice A se dan más detalles del tratamiento de la ecuación de
evolución, desde un punto de vista más expĺıcito y cercano a las ecuaciones
implementadas en el código. De hecho, en caso de ser necesario, el código
puede ofrecer la precisión equivalente a incluir todos los órdenes superiores,
sin tener que añadir ecuaciones sucesivas, porque está preparado para hacer
evolucionar la ecuación cinética completa.

4.2.8. Flujos de part́ıculas y calor

Hemos visto que, en el orden inferior en una expansión tomando ε co-
mo parámetro de pequeñez, la densidad, la temperatura y el potencial elec-
trostático son funciones de la superficie de flujo. Puede decirse que el campo
magnético actúa de lazo conductor por las superficies y homogenéıza las pro-
piedades del plasma sobre ellas. No obstante, hay derivas y comportamientos
que obligan a las part́ıculas a salirse de las superficies magnéticas e interesa
cuantificar el transporte radial correspondiente, lo que se hace en términos
de promedios a la superficie de flujo.

Si ψ es una coordenada general para las superficies magnéticas, se define
el promedio de la cantidad G(ψ, θ, ϕ) a la correspondiente superficie como

Ḡ(ψ) = 〈G(ψ, θ, ϕ)〉 =

∫
∆V

G(ψ, θ, ϕ)dV∫
∆V

dV
, (4.32)



130 Caṕıtulo 4: Convergencia y comprobaciones

donde el recinto de integración ∆V es una corona de volumen diferencial que
abarca la superficie magnética sobre la que se desea promediar. Una propie-
dad interesante y muy utilizada [7] del operador de promedio es que aniquila,
para toda G(x) continua en el espacio, el operador B · ∇ de derivación a lo
largo de la dirección del campo,

〈B · ∇G(x)〉 = 0;

es decir, el promedio a una superficie magnética de las variaciones de G a lo
largo del campo magnético es nulo. Es para preservar esta propiedad que se
define aśı el promedio a la superficie de flujo y no, por ejemplo, en la manera
más inmediata ∫

S
G(ψ, θ, ϕ)dS∫

S
dS

.

donde S representa la superficie magnética sobre la que se promedia. Como
es lógico, las integrales en coronas diferenciales que aparecen en la Ec. 4.32
no son equivalentes en el ĺımite a la integral sobre la superficie magnética,
pues la corona siempre posee información de su anchura relativa, aún en el
ĺımite diferencial, a través del jacobiano J . Se puede decir que el operador de
promedio es una integral de superficie pesada por el grosor local de la corona.

A partir de los flujos tridimensionales de part́ıculas y calor (Ecs. 1.1)

Γ(x, t) =

∫
vf(x,v, t)d3v, Q(x, t) =

∫
mv2

2
vf(x,v, t)d3v, (4.33)

y recordando además que los elementos de superficie y de volumen pueden,
respectivamente, expresarse como dV = Jdψdθdφ y dS = J∇ψdθdφ, se
comprueba que en el ĺımite ∆V → 0

〈Γ · ∇ψ〉 =
1

dV/dψ

∫
Γ · ∇ψ|∇ψ|dS =

1

V ′

∫
Γ · dS. (4.34)

Para calcular los flujos radiales (Ecs. 1.2)

Γ(ψ, t) =

∫
S
Γ(x, t) · dS∫

S
dS

, Q(ψ, t) =

∫
S
Q(x, t) · dS∫

S
dS

,

promediaremos la cantidad Γ·∇ψ/|∇ψ|. Obsérvese que en geometŕıa ciĺındri-
ca las dos definiciones de promedio coinciden, 〈Γ · ∇r〉 = (1/S)

∫
Γ ·dS. Usa-

remos la fórmula Ec. 4.34 para obtener los flujos promedio usando ψ = ρ (ver
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Sec. 4.1.1) como coordenada radial. Aśı, para las part́ıculas tenemos

Γ(ψ, t) = 〈Γ(x, t) · ∇ρ〉 =
1

ψ′
〈Γ(x, t) · ∇ψ〉 ; (4.35)

y en el caso del calor,

Q(ψ, t) = 〈Q(x, t) · ∇ρ〉 =
1

ψ′
〈Q(x, t) · ∇ψ〉 . (4.36)

donde ψ′ = ∂ψ/∂ρ.

Sustituyendo las Ecs. 4.33, tendŕıamos las expresiones exactas para los
flujos en la precisión de la ecuación cinética de centro gúıa. No obstante,
estamos interesados en comparar los resultados del código con las expresiones
para los flujos al más bajo orden en la teoŕıa (ε2), de manera que usaremos
las velocidades hasta orden ε, esto es,

Γa =
1

ψ′

〈∫
fa (vD · ∇ψ) d3v

〉

Qa =
1

ψ′

〈∫
mv2

2
fa (vD · ∇ψ) d3v

〉
,

donde vD = vE + v∇B (ver 4.2.2).

Estos flujos tienen en cuenta la variación del potencial electrostático den-
tro de las superficies magnéticas [6, 13]. Sin embargo, en la teoŕıa conven-
cional [7] es común despreciar dicho potencial. Observando las Ecs. 4.30 y
4.31 se puede llegar a la conclusión de que ignorar el potencial es equivalente
a tomar como función de distribución resultante g1a en lugar de f1a. En los
trabajos [13, 14] se demuestra que, en tal caso, los flujos de part́ıculas son
idénticos pero no ocurre lo mismo con los de calor, pues aunque el flujo de
calor iónico es del mismo orden, el electrónico se demuestra que es

√
mi/me

mayor teniendo en cuenta el potencial electrostático. Por esto se definen unos
flujos de calor modificados [13] usando ga en vez de fa, cuyos valores coinci-
den con los obtenidos por la teoŕıa neoclásica convencional, la cual desprecia
las perturbaciones del potencial electrostático dentro de una misma superficie
magnética. En definitiva, los flujos de las simulaciones que calcularemos para
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hacer comparaciones con los resultados teóricos son las versiones modificadas

ΓNC
a =

1

ψ′

〈∫
g1a (vD · ∇ψ) d3v

〉
(4.37)

QNC
a =

1

ψ′

〈∫
mav

2

2
g1a (vD · ∇ψ) d3v

〉
, (4.38)

de acuerdo con los estimados en la teoŕıa neoclásica, como se señala en la
Ref. [13].

4.3. Estudios de convergencia

4.3.1. Convergencia espacial

Como primera comprobación, se va a estudiar la convergencia de flujos
y corrientes del plasma a medida que se incrementa el número de elementos
de malla o el orden de los polinomios que interpolan espacialmente las mag-
nitudes. Aunque veremos que a medida que los flujos convergen también se
van acercando a la condición de ambipolaridad, ΓNC

i = ΓNC
e , la importante

cuestión del flujo ambipolar se tratará mas adelante.
En cada gráfica de la figura 4.7 mostramos los perfiles radiales de ΓNC

i

y ΓNC
e en función de la coordenada radial normalizada obtenidos usando

grados 2 y 3 para la interpolación espacial. La misma información se repite
usando las mallas G1 (arriba), G2 (centro) y G3 (abajo) y dos temperaturas
(100 eV, izda.; 150 eV, dcha.). La observación clave es que la convergencia
aumenta a medida que crece el número de elementos de malla o el orden
polinómico de interpolación, pero es el orden polinómico el elemento más
significativo. El paso de N = 2 a N = 3 tiene un efecto drástico en la mejora
de la convergencia (y la ambipolaridad), lo que se hace más notable a mayor
temperatura. Se tomará orden 3 como compromiso entre cantidad de cálculo
y precisión. Otro factor importante para obtener una buena convergencia es
el número de elementos en cada corona radial, ya que la mayor diferencia se
observa al pasar de G1 a G2 (recuérdese la figura 4.4), donde se incrementan
los elementos por corona. Sin embargo, al pasar de G2 a G3 (incremento de
coronas) los resultados son similares y sólo se suavizan.

En la figura 4.8 observamos el mismo comportamiento en los flujos de ca-
lor QNC

i (arriba) y QNC
e (centro); y en la corriente paralela JNC

‖ (abajo). En
cada gráfica superponemos los resultados obtenidos con las distintas mallas
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Figura 4.7: Convergencia en función de la malla para el dispositivo T-II a
100 eV (izquierda) y 150 eV (derecha) y mallas G1, G2 y G3 (de arriba a
abajo). En cada gráfica se muestra el flujo normalizado de iones y electrones
con interpolación espacial 2 y 3.
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y órdenes de interpolación. Como antes, las figuras de la izquierda corres-
ponden a 100 eV y las de la derecha a 150 eV. Es interesante notar que las
mayores disparidades a baja resolución se encuentran en QNC

i , mientras que
el comportamiento de la corriente es bastante robusto. De nuevo, el efecto
del orden de interpolación espacial es muy importante.

Los resultados análogos para las mallas G4 y G5 son similares, por lo que
no se muestran para evitar redundancia.

El comportamiento del dispositivo T-I es cualitativamente similar y por
lo tanto el orden polinómico es el factor más importante en la convergencia.
A modo de ejemplo, la figura 4.9 muestra el flujo de part́ıculas (arriba) y
QNC

i (abajo) obtenidos con la geometŕıa T-I y la malla G6 (figura 4.6). De
nuevo, el orden 3 de interpolación espacial parece suficiente.

4.3.2. Convergencia en el espacio de velocidades

En base a los resultados del §4.3.1, adoptamos para las siguientes com-
probaciones la malla G2 y un orden polinómico de interpolación espacial
N = 3.

Estudiemos la convergencia en el espacio de velocidades, cuya precisión
viene dada por losNβ×Nλ modos en que está expandida la FdD. Presentamos
en las figuras 4.11 y 4.12 los perfiles de los flujos y la densidad de corriente
paralela obtenidos con dos temperaturas, 100 eV y 200 eV. Se observa que
la convergencia es más rápida en el caso de 100 eV, lo cual es lógico puesto
que las colisiones actúan en el espacio de velocidades como un operador de
difusión que tiende a aniquilar los modos de orden alto. A bajas temperaturas
las colisiones dominan sobre la dinámica de convección y, por tanto, basta
con un número menor de modos para alcanzar la convergencia.

En adelante usaremos siempre, al menos, Nβ ×Nλ = 5× 8. Como antes,
para no ser redundantes no mostramos las simulaciones análogas para el caso
T-I, donde se aprecia un comportamiento de los perfiles cualitativamente
similar al de T-II.
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Figura 4.8: Convergencia en función de la malla en la geometŕıa T-II a 100
eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de calor iónico
normalizado, flujo de calor electrónico normalizado y corriente toroidal. En
cada gráfica se muestra el resultado correspondiente a las mallas G1, G2, G3
y usando órdenes de interpolación espacial 2 y 3.
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Figura 4.9: Convergencia en función de la malla G6 para el dispositivo T-I a
100 eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de part́ıculas
y flujo de calor iónico normalizado. En cada gráfica se muestra el resultado
usando órdenes de interpolación espacial 2 y 3.

4.4. Comparación con la teoŕıa neoclásica

4.4.1. Fórmulas

Las fórmulas que se han empleado para hacer comparaciones entre teoŕıa y
resultados numéricos pueden encontrarse en la revista de Hinton y Hazeltine
[7] o, igualmente, en el trabajo numérico de la Ref. [6] que se basa en esta
misma formulación. Para facilitar la lectura la resumimos aqúı.

Recordemos que en la teoŕıa del transporte neoclásico de Hinton y Ha-
zeltine se hace un estudio para cada régimen de colisionalidad y finalmente
(sección VI en [7]) se unifican las expresiones mediante un ajuste válido para
cualquier colisionalidad en la aproximación de acoplo débil, que desprecia el
efecto sobre los iones de sus colisiones con los electrones. Otro aspecto impor-
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Figura 4.10: Mismas condiciones que en la Fig. 4.9 para el flujo de calor
electrónico normalizado (arriba) y la corriente toroidal (abajo).

tante es que, como los autores advierten, se trata de expresiones obtenidas en
condiciones de geometŕıa magnética axisimétrica y alta relación de aspecto.
En particular, hacen uso de los campos efectivos y las condiciones que dan
lugar al dispositivo que hemos llamado T-I en el apartado 4.1.1.

Los flujos neoclásicos de part́ıculas y calor se expresan en función de las
fuerzas termodinámicas asociadas a los diversos gradientes del plasma para
cada especie a = {e, i} (temperatura, T0a; presión, p0a). Llamando r en vez
de ρ a la coordenada radial para evitar confusión con el radio de Larmor,
tenemos

Γe

n0e

= −√εq
2ρ2

e0

τeε2

(
K11A

′
1e +K12

∂ lnT0e

∂r

)
(4.39)

Qe

n0eT0e

= −√εq
2ρ2

e0

τeε2

(
K12A

′
1e +K22

∂ lnT0e

∂r

)
, (4.40)
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Figura 4.11: Convergencia en función del número de modos de velocidad
para el dispositivo T-II a 100 eV (izquierda) y 200 eV (derecha). De arriba a
abajo: flujo de part́ıculas y flujo de calor iónico. En cada gráfica se muestran
los resultados para [Nβ, Nλ] = [4, 6], [4, 8], [4, 10], [5, 8] y [6, 8] modos en el
espacio de velocidades.

siendo

A′1e =
∂ ln p0e

∂r
− 5

2

∂ lnT0e

∂r
+
T0i

T0e

(
∂ ln p0i

∂r
− A0

1 + ν2∗eε2
∂ lnT0i

∂r

)
,

A0 =

(
1,17− 0,35

√
ν∗i

1 + 0,7
√
ν∗i − 2,1ν2

∗iε3

)
1

1 + ν2
∗iε3

.

En estas expresiones se han hecho algunas simplificaciones –igual que en
la Ref. [6]– con respecto a las dadas por Hinton y Hazeltine, como apro-
ximar (r/R0)

2 ≈ ε2 y desconsiderar el término relacionado con 〈E‖/BP0〉.
La frecuencia ciclotrónica se define aqúı con respecto al campo efectivo,
Ω0a = qaBT0/ma. Los radios de Larmor para cada especie están expresa-
dos mediante la velocidad térmica en base a esta frecuencia ciclotrónica,
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Figura 4.12: Mismas condiciones que en la fig. 4.11 para el flujo de calor
electrónico normalizado y la densidad de corriente toroidal.

ρ0a = vta/Ω0a, y las frecuencias de colisión se presentan en forma adimensio-
nal,

ν∗a =

√
2qR0

τaε3/2vta

, (4.41)

donde q es el factor de seguridad. Para no confundirlo con las cargas de las
especies, éstas llevan el correspondiente sub́ındice. Ahora el parámetro ε es la
inversa de la relación de aspecto A y aparece en la teoŕıa por su relación con
la fracción de part́ıculas atrapadas en una geometŕıa axisimétrica sencilla.

Tomando la temperatura en unidades de enerǵıa, los tiempos de colisión
en el sistema CGS son

τ−1
ab =

√
2πq2

aq
2
bn0b

m
1/2
a T

3/2
0a

ln Λ,
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y en el sistema SI se expresan como

τ−1
ab =

√
2q2

aq
2
bn0b

ε2016πm
1/2
a T

3/2
0a

ln Λ.

siendo ε0 la constante dieléctrica del vaćıo. Además usaremos

τ−1
i =

(
4

3

1√
2π

)
τ−1
ii

τ−1
e =

(
4

3

1√
π

)
τ−1
ei .

Las constantes adicionales que faltan vienen dadas por:

Kmn = K(0)
mn

[
1

1 + amn
√
ν∗e + bmnν∗e

+
ε3/2(c2mn/bmn)ν∗eε3/2

1 + cmnν∗eε3/2

]
,

donde deben tomarse los valores numéricos[
K

(0)
11 , a11, b11, c11

]
= [1,04, 2,01, 1,53, 0,89]

[
K

(0)
12 , a12, b12, c12

]
= [1,20, 0,76, 0,67, 0,56]

[
K

(0)
22 , a22, b22, c22

]
= [2,55, 0,45, 0,43, 0,43] .

El flujo de calor iónico viene dado por

Qi

n0iT0i

= −√εq
2ρ2

i0

τiε2
K

(0)
2

[
1

1 + a2
√
ν∗i + b2ν∗i

+
(c22/b2)ν∗iε

3

1 + c2ν∗iε3/2

]
∂ lnT0i

∂r
,

(4.42)
con las constantes [

K
(0)
2 , a2, b2, c2

]
= [0,66, 1,03, 0,31, 0,74]

según corresponden al modelo de Hinton y Hazeltine.
Una cantidad dif́ıcil de estimar habitualmente, pero muy importante, es la

corriente del plasma. Una contrapartida teórica se encuentra en la ecuación
6.122 de [7], derivada para máquinas tokamak de gran relación de aspec-
to. Si se tiene en cuenta que en dicha referencia E‖ es el campo inductivo
(despreciado en este caṕıtulo, ver 4.2.3) se obtiene

J =
〈
J‖B

〉
/BT0 = −n0eT0e

√
ε

q

ε2εBpo

(
K13A

′
1e +K23

∂ lnT0e

∂r

)
(4.43)
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donde K13 = 2,30, K23 = 4,19 y A′1e se ha definido arriba. Esta corriente,
en los reǵımenes acolisionales, tiene una fuerte contribución de la llamada
corriente de bootstrap. Por otro lado, la corriente toroidal promedio es

Jtor = 〈J · ûφ〉 = 〈Jφ〉

donde ûφ es el vector unitario en la dirección toroidal. Puesto que vamos a
calcular en casos de alta relación de aspecto, puede aproximarse B ' BT0.
Aśı b ' ûφ y la corriente puede estimarse numéricamente como

J =
〈
J‖B

〉
/BT0 '

〈
J‖

〉 ' 〈Jφ〉 = Jtor.

Se han programado todas estas expresiones para obtener los valores teóri-
cos que mostraremos en el §4.4.3.

4.4.2. Ambipolaridad

Como es sabido, los flujos colisionales de las distintas especies del plasma
no son en general intŕınsecamente ambipolares, ni siquiera para un tokamak
axisimétrico [15]. Sin embargo, este último caso śı permite deducir la condi-
ción de ambipolaridad, aunque aproximadamente, usando las ecuaciones del
movimiento. Recordemos brevemente el porqué [7].

Si, como debe ser, el operador de colisión Cab entre las distintas especies
conserva la enerǵıa y el momento en las colisiones electrostáticas, la fuerza de
fricción colisional Fa =

∑
b

∫
d3vmavCab, sumada a todas las especies, debe

ser nula: ∑
a

Fa = 0.

En consecuencia, la suma de flujos “clásicos”

ΓC = − 1

qB
b× F

da lugar a la condición
∑

a qaΓ
C
a = 0. En el caso particular de los sistemas

axisimétricos, la conservación del momento colisional permite afirmar que los
flujos totales son igualmente ambipolares hasta el segundo orden. En la Ref.
[7] se expresa aśı: ∑

a

qa 〈Γa · ∇ψ〉 = 0,
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donde los corchetes indican promedio a la superficie de flujo etiquetada por
la coordenada ψ y Γa representa el flujo colisional neoclásico de part́ıculas
de la especie a. Estas condiciones (simetŕıa, orden en el parámetro de radio
de Larmor y propiedades de conservación en el operador de colisión) se dan
en las ecuaciones que haremos evolucionar, de manera que la ambipolaridad
“intŕınseca” es una primera condición que el código debe verificar. Por su-
puesto, en cálculos más avanzados la ambipolaridad debe ser consecuencia
de los campos eléctricos autoconsistentes.

4.4.3. Comparaciones

Vamos ahora a comparar los flujos de part́ıculas y de calor, aśı como la co-
rriente toroidal, con la teoŕıa neoclásica. En este apartado se usa como masa
iónica la del deuterio para que los resultados sean directamente comparables
con los resultados numéricos de la Ref. [6]. Antes de seguir advertimos de
que en los desarrollos teóricos se hacen expansiones de la FdD que no son
iguales a las del cálculo numérico. En éste, la precisión de la perturbación
a la maxwelliana que se toma como estado de referencia viene dada por el
número de modos tomados en la expansión, es decir, por los valores Nβ y Nλ

como se explica en el §2.3.4. En la obtención de las fórmulas Ecs. 4.39, 4.40
y 4.42 se ha usado [7] una expansión de g1 en potencias de la colisionalidad
para resolver la Ec. 4.29 y, posteriormente, una expansión en la relación de
aspecto (inversa) para el caso toroidal axisimétrico. Otro aspecto importante
es que los resultados son sensibles al operador de colisión (véase, precisamen-
te, la Ref. [6], donde se estudian las diferencias entre varios operadores de
colisión comúnmente aceptados) y las comparaciones se basan en operadores
diferentes. Como se expuso en el caṕıtulo 2, nuestras simulaciones se basan
en un operador de colisión bastante reciente [16], distinto tanto al usado en
las formulaciones teóricas como en las simulaciones de la Ref. [6]. Pese a to-
do, si las comparaciones se efectúan en condiciones t́ıpicas de colisionalidad
cabe esperar que los resultados de teoŕıa y simulaciones se encuentren clara-
mente dentro del mismo orden de magnitud y, lo que es más importante, que
muestren un comportamiento semejante frente a la colisionalidad.

Ambipolaridad

En primer lugar, en la figura 4.13 se comparan los perfiles de los flujos
de part́ıculas ΓNC

i y ΓNC
e para estudiar la ambipolaridad en simulaciones con
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temperatura electrónica central de 10, 50, 100, 150 y 200 eV (ver §4.1.2). Para
la discretización se utiliza la malla G5, orden 3 en interpolación espacial y
Nβ × Nλ = 6 × 10 modos en el espacio de velocidades. Los flujos se han
calculado mediante las Ecs. 4.37 y 4.38 y se observa una pequeña desviación
de la ambipolaridad a medida que aumenta la temperatura. Como se ha
visto en el §4.3.1, esto es debido a la discretización espacial, en concreto a
la resolución en la coordenada poloidal θ. Debemos advertir que la aparente
no ambipolaridad no se debe a que el operador de colisión no conserve el
momento lineal. Estimando los flujos a partir del operador de colisión, éstos
son exactamente ambipolares –precisión de máquina de cómputo– porque
el operador de colisión utilizado garantiza la conservación del momento. A
cambio, en el cálculo de las integrales Ecs. 4.37 y 4.38 se usa un número
limitado de modos de la función de distribución y se evalúa una integral en
cuya precisión interviene la malla de cálculo. A medida que se incrementa
la precisión geométrica, la ambipolaridad a través de las Ecs. 4.37 y 4.38 se
observa mejor.

Flujos de part́ıculas y calor

Una vez hecha la comprobación fundamental de la ambipolaridad, vamos
a comparar los resultados de las simulaciones (mantenemos los parámetros de
antes: malla G5, interpolación N = 3 y Nβ ×Nλ = 5× 8) con los resultados
obtenidos mediante las fórmulas del §4.4.1. A partir de aqúı no haremos
distinción entre electrones e iones para el flujo de part́ıculas y nos referiremos
sin más al flujo de part́ıculas ΓNC. En el caso de los flujos de calor, mostrados
en la figura 4.15 para los iones y en la 4.16 para los electrones, se encuentra
un comportamiento parecido, aunque con mayor discrepancia para el flujo
de calor iónico. En este caso, el flujo de calor QNC

i según la Ec. 4.42 es
notablemente inferior en la mitad exterior del plasma.

La figura 4.14 muestra los perfiles de ΓNC obtenidos por simulación (izda.)
a varias temperaturas. En la figura de la derecha se representan los mismos
perfiles según se obtienen de la fórmula 4.39. Se observa mayor concordancia a
baja colisionalidad (altas temperaturas), probablemente porque la diferencia
entre operadores de colisión es menos importante aqúı.
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Figura 4.13: Estudio de ambipolaridad. Se muestran los perfiles de los flujos
neoclásicos de electrones e iones usando perfiles de temperatura con distinto
valor central.
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Figura 4.14: Flujos de part́ıculas obtenidos por simulación (izquierda) y me-
diante la fórmula teórica Ec. 4.39 (derecha).
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Figura 4.15: Flujos de calor iónico obtenidos por simulación (izquierda) com-
parados con los obtenidos mediante la fórmula Ec. 4.42 de la teoŕıa (derecha).
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Figura 4.16: Flujos de calor electrónico obtenidos por simulación (izquier-
da) comparados con los obtenidos mediante la fórmula Ec. 4.40 de la teoŕıa
(derecha).

Corriente toroidal

Uno de los usos más importantes para los que se ha diseñado el código
de transporte es el cálculo de la corriente toroidal neoclásica. Ésta es muy
costosa de calcular en cuanto la geometŕıa magnética es complicada, y hoy
por hoy imposible de estimar razonablemente por medios anaĺıticos en geo-
metŕıas tan complejas como, por ejemplo, las configuraciones de tipo Heliac
[17]. Por otro lado, el tratamiento del transporte paralelo es muy delicado
incluso en códigos que lo contemplan, como el nuestro. Es, entonces, del todo
relevante establecer comparaciones con los casos en los que existen estima-
ciones teóricas aceptables.
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Figura 4.17: Densidad de corriente toroidal obtenida por simulación numérica
(izquierda) comparados con la teoŕıa (derecha).

Los perfiles de la densidad de corriente toroidal, tanto simuladas como
teóricas, se muestran en la figura 4.17 para el mismo conjunto de perfiles de
temperatura que en los casos anteriores. De nuevo las tendencias y valores
son similares en todas las temperaturas, aunque el máximo de la corriente,
cerca del eje magnético, viene a ser en torno a un 25% mayor según las
simulaciones.

Colisionalidad

Para comprender mejor las propiedades de los plasmas, suele ser habitual
estudiar los flujos y la corriente en función de la colisionalidad (Ec 4.41). En
la figura 4.18 se muestran los resultados provenientes de las simulaciones y
de la teoŕıa. Se ha usado en el eje de abscisas una variable proporcional a la
colisionalidad con el objetivo de hacer más sencilla la comparación con los
resultados numéricos de [6].

Tanto en los flujos como en las corrientes, las curvas son parecidas pe-
ro no idénticas. Las diferencias pueden achacarse principalmente al uso de
operadores de colisión diferentes. No obstante, las pequeñas aproximaciones
efectuadas durante el desarrollo teórico en el modelo, y las necesarias para
obtener resultados teóricos, pueden dar lugar también a una ligera discrepan-
cia. Por lo demás, de los datos obtenidos puede mencionarse el crecimiento de
los flujos con la colisionalidad, algo bien conocido. Para observar el régimen
de “plateau” es necesario añadir simulaciones a menor colisionalidad que las
estudiadas en este caṕıtulo, algo que se deja para el futuro. Sin embargo es
de destacar que usando las mismas unidades y radio medio que en la Ref. [6]
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se obtiene un resultado muy semejante en las colisionalidades exploradas.

4.4.4. Excursiones radiales de los centros gúıa

Una manera indirecta de ver la validez del primer orden en los cálculos
es comprobar que la anchura de las órbitas, consecuencia de las derivas por
curvatura, son despreciables en el problema de los tokamaks estudiados. La
excursión radial de las llamadas “órbitas banana” (Ec. 7.23 en [4])

∆ρ = ε1/2ρp,

donde el radio de giro poloidal se define, usando el campo poloidal BP , como
ρp = mvt/qBP y, recordemos, ε aqúı representa la inversa de la relación de
aspecto del tokamak. Teniendo en cuenta los resultados de la sección 4.1.1,
BP0 = 0,1913ρ para ambos dispositivos T-I y T-II, se puede sintetizar

∆ρ =
1

0,1913

√
2m

qR0

√
(T/q)

ρ
.

Para iones se tiene

(∆ρ)i = 6,38 · 10−4

√
Ti

ρ
,

y para electrones

(∆ρ)e = 1,05 · 10−5

√
Te

ρ
.

dadas T en eV y ρ en m; cantidades que son despreciables frente a las longi-
tudes caracteŕısticas del sistema, en las condiciones estudiadas salvo para ρ
muy cercano al eje.

Por otro lado, las orbitas denominadas de patata no tenidas en cuenta en
la teoŕıa Neoclásica viven en ρ menor que ρmax dado por (Ec. 7.28 en [4])

ρ3
max = ρ2

pε
2R = (∆ρ)2εR,

que puede aproximarse para cada especie por

(ρmax)i = 7,41 · 10−3T
1/3
i

(ρmax)e = 4,80 · 10−4T 1/3
e ,

dada la temperatura otra vez en eV. De nuevo, en comparación con el sistema,
∆ρ toma valores despreciables en las condiciones estudiadas.
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Caṕıtulo 5

Cálculos en una geometŕıa
compleja: TJ-II

Por último, vamos a mostrar algunos resultados preliminares obtenidos
para una máquina con una complejidad geométrica significativa: el stellarator
TJ-II [1]. El objetivo de este caṕıtulo no es tanto obtener resultados de
f́ısica como comprobar la capacidad del código para simular este problema.
Además, en el caso del TJ-II es dif́ıcil encontrar contrapartidas teóricas,
precisamente por la complejidad de la máquina. Los cálculos que se muestran
a continuación representan el estado actual del código y prueban que se tiene,
de hecho, una herramienta con la que pueden empezarse a encarar trabajos
de f́ısica. En la última sección se darán indicaciones sobre algunas de las
tareas que se pueden hacer en un futuro inmediato.

5.1. Geometŕıa magnética

El campo magnético se precalcula en la inicialización de las simulaciones
lo más exactamente posible en los puntos de la malla necesarios. Esta es
una clara ventaja con respecto a métodos de part́ıculas, donde el cálculo del
campo magnético se hace tan a menudo (en cada iteración temporal de cada
part́ıcula) que se utilizan interpolaciones y simplificaciones para el cómpu-
to del campo. El método utilizado para el cálculo del campo magnético es
la integración numérica en hilos de corriente que representan la geometŕıa
completa [2, 3, 4]. Las bobinas de campo toroidal, campo vertical y bobina
central circular (ver figura 5.1) se simulan como anillos de corriente indivi-
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Figura 5.1: A la izquierda, cámara de vaćıo del TJ-II; a la derecha, bobinas
y trayectoria de un ion confinado en el interior del dispositivo

duales. Por otro lado, en la bobina helicoidal es necesario tener más cuidado
y se hacen necesarios un mı́nimo de 10 hilos de corriente para el modelo si
se quiere tener una transformada rotacional fidedigna.

El campo magnético modelizado describe una configuración magnética
de vaćıo, pues los dispositivos del tipo stellarator no requieren de corriente
interna en el plasma para obtener superficies magnéticas y por tanto confina-
miento [5]. Las descargas t́ıpicas en el dispositivo TJ-II no alcanzan valores
de β superiores al 1%. De hecho los valores más altos en la actualidad están
en torno al 0.5%, luego es de suponer que no hay una desviación significativa
del campo magnético de vaćıo1.

Se ha escogido la configuración más t́ıpica del dispositivo, denominada
“100 44 64”, donde los números proceden de la corriente que pasa por las
distintas bobinas.

1Se recuerda que β indica la proporción entre la presión del plasma, y por tanto la
posible corriente generada por el mismo, y la presión magnética. Cuanto mayor es β, más
significativos seŕıan los efectos del plasma sobre el campo magnético
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Figura 5.2: Perfiles radiales de densidad (arriba) y temperatura (abajo) para
descargas del tipo NBI (izquierda) o ECH (derecha).

5.2. Condiciones de trabajo

Se han llevado a cabo simulaciones con plasmas t́ıpicos de descargas NBI2

y ECH3. En la figura 5.2 se muestran modelos de los correspondientes perfiles
radiales.

El mallado utilizado en la discretización espacial se obtiene gracias al
software descrito en el caṕıtulo 3. Se toman dos mallas diferentes, una para
NBI y otra para ECH (figuras 5.3 - 5.6). En el caso de ECH se prefirió tomar
un mallado que no llegara al borde para alcanzar una mayor precisión en la

2NBI (Neutral Beam Injection) es un tipo de calentamiento consistente en inyectar
part́ıculas neutras a gran velocidad que incrementen la temperatura del plasma mediante
transferencia de enerǵıa por intercambio de carga con los iones del haz [6].

3ECH (Electron Cyclotron Heating), otro modo de calentamiento basado en el incre-
mento de la enerǵıa de las part́ıculas del plasma mediante una fuente de microondas en
resonancia con el giro de Larmor de los electrones [7].
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Figura 5.3: Sección transversal de mallado para ECH (izquierda) y NBI (de-
recha). Obsérvese que la malla de ECH tiene una sección menor, pues solo
cubre un 85 % en radio menor que el caso NBI.

zona central y agilizar también las simulaciones, motivo por el cual la sección
del plasma es menor en este caso pese a que la configuración magnética es la
misma.

En cada elemento de la malla se usan polinomios de orden 2 para aproxi-
mar las variaciones espaciales de la FdD (en las tres coordenadas espaciales).

El estudio se ha llevado a cabo con el mismo modelo de transporte local
que en el caṕıtulo 4, algo no del todo justificado, pues existen evidencias de
que el transporte no local cumple un papel relevante aún por determinar en
este tipo de máquinas [8, 9, 10].
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Figura 5.4: Detalle de mallado NBI (un cuadrante de la corona exterior).

5.3. Estudio de convergencia

Se utilizará siempre la misma malla espacial para cada tipo de descargas
(NBI o ECH) y el mismo número de modos en velocidad, Nβ=4. En cuan-
to a Nλ se estudiará en tres valores (6,8,10) pues se ha encontrado en la
práctica que es la discretización más lenta en converger. En las figuras 5.7 y
5.8 se muestran perfiles de flujos y corriente obtenidos por simulación para
descargas ECH y NBI respectivamente (sin campo eléctrico radial).

El número de modos en λ necesarios para describir la función de distri-
bución, como era de esperar, es ahora superior al del caso tokamak. Esto es
lógico puesto que el TJ-II posee un fuerte rizado [9, 11] y una variación sig-
nificativa de campo desde el hard core (zona de alto campo) al exterior (zona
de bajo campo), además de una complicada geometŕıa. Parece necesario para
tener una correcta convergencia utilizar Nλ & 10. No obstante, los perfiles
son cualitativamente parecidos (salvo factor constante) a medida que crece
el número de modos, excepto en la corriente toroidal que presenta un cambio
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Figura 5.5: Mallado de la corona exterior y ĺınea de campo (en magenta)
para el caso ECH.

muy significativo al pasar de 6 a 8 modos. Un estudio más riguroso de la
convergencia se deja para el futuro (ver último apartado).

Interpretando los resultados obtenidos en [Nβ, Nλ]=[4, 10] sin campo
eléctrico, tanto el flujo de calor como el de part́ıculas es un orden de magnitud
superior para los iones que para los electrones en el caso NBI. En el caso ECH
el flujo de part́ıculas iónico es mayor que el electrónico, pero sin embargo el
flujo de calor es del mismo orden en ambas especies.

5.4. Influencia del campo eléctrico radial

Otra cuestión interesante es comprobar el comportamiento de los flujos
frente a variaciones del campo eléctrico radial Er. En el estado actual del
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Figura 5.6: Detalle de mallado ECH (sección de corona exterior).

código, dicho campo se fija desde el exterior, pero no resulta dif́ıcil añadir
un bucle que, iterativamente, busque la solución estacionaria en la que los
flujos sean ambipolares. En todo caso es interesante obtener una idea del
comportamiento, motivo por el que se han efectuado simulaciones con dife-
rentes campos eléctricos para ver la tendencia de los flujos en función de Er.
Se han usado los perfiles de potencial de la figura 5.9 basados en descargas
NBI y ECH experimentales. Se toman dos perfiles por cada tipo de descarga
para visualizar la sensibilidad de los flujos radiales frente a las variaciones del
campo eléctrico. Es de esperar que, usando un campo eléctrico más próximo
al experimental se produzca un acercamiento entre los flujos de electrones e
iones con respecto al caso sin campo eléctrico.

El comportamiento de los flujos bajo la acción de los potenciales elec-
trostáticos ECH1 y ECH2 en las descargas del tipo ECH se muestra en la
figura 5.10. En el caso de NBI se toman los potenciales NBI1 y NBI2 y los
resultados se muestran en la figura 5.11 para simulaciones con Nβ=4 y Nλ=8.
En efecto, en ambos casos se aprecia la tendencia de los potenciales a igualar
los flujos de iones y electrones. El flujo de electrones es más insensible ante
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Figura 5.7: Flujos radiales de part́ıculas (arriba) y calor (centro); y densidad
de corriente (abajo) para descargas del tipo ECH. En cada caso se muestran
resultados con [Nβ, Nλ]=[4, 6], [4, 8] y [4, 10] modos en velocidad. Notar la
diferencia de escalas entre iones y electrones.
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Figura 5.8: Flujos radiales de part́ıculas (arriba) y calor (centro); y densidad
de corriente (abajo) para descargas del tipo NBI. En cada caso se muestran
resultados con [Nβ, Nλ]=[4, 6], [4, 8] y [4, 10] modos en velocidad.
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Figura 5.9: A la izquierda, dos perfiles radiales de potencial electrostático
denominados ECH1 y ECH2 para descargas del tipo ECH. A la derecha se
muestran otros dos (NBI1 y NBI2) para las descargas del tipo NBI.

la presencia del potencial que el iónico.

Ya que el transporte se está calculando de modo local, es inmediato de-
terminar el punto radial en el que el campo eléctrico es nulo: allá donde, en
la simulación sin campo eléctrico alguno, el flujo es ambipolar. Comparan-
do las gráficas de flujos de part́ıculas para iones y electrones en la descarga
ECH, este punto se encuentra cerca de ρ/ρmax = 0,4, coincidiendo acepta-
blemente bien con la zona en la que el potencial electrostático extráıdo de
los experimentos presenta pendiente nula, lo cual se corresponde con Er = 0.
En el caso de NBI (de nuevo en la curva correspondiente a campo eléctrico
nulo) los flujos de part́ıculas de iones y electrones no se cruzan en el inte-
rior del plasma, lo cual se corresponde con la ausencia de extremos en el
potencial electrostático, tal y como muestra en los datos experimentales. En
cambio, cuando el campo es NBI1 se ve que existe ambipolaridad en torno
a ρ/ρmax = 0,5, que se corresponde con un campo Er ∼ 2,5 kV/m, lo cual
es razonable si nos atenemos a los valores experimentales [12]. En el caso de
la corriente eléctrica, se hace necesario un número mayor de modos en velo-
cidad para hacer siquiera un estudio cualitativo de los perfiles y, por tanto,
se muestran las figuras sólo con propósitos documentales. Como se ha visto
en la sección precedente, la corriente es una magnitud que no ha llegado a
converger pero, en todo caso, su valor integrado resulta del orden del kA, lo
cual es también comparable a los valores experimentales.
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Figura 5.10: Flujos radiales de part́ıculas (arriba) calor (mitad) y corriente
(abajo) para descargas del tipo ECH. En cada caso se muestran resultados
con [Nβ, Nλ]=[4, 6], [4, 8] y [4, 10] modos en velocidad
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Figura 5.11: Flujos radiales de part́ıculas (arriba) y calor (centro); y densidad
corriente (abajo) para descargas del tipo NBI. En cada caso se muestran
resultados con [Nβ, Nλ]=[4, 6], [4, 8] y [4, 10] modos en velocidad.
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5.5. Resultados 3D

Por último, es interesante estudiar algunas figuras que muestren cantida-
des tridimensionales. Y es que una de las claves del código es su capacidad
para obtener medidas precisas en el espacio 5D. En un principio podŕıa pen-
sarse que para alcanzar precisión numérica en los resultados espaciales hace
falta mucha más finura en el cálculo (tanto en la malla como en el número
de modos) que en el caso de los perfiles, pero ocurre justamente lo contrario:
Los perfiles requieren una discretización muy precisa porque surgen como
promedio de los flujos o corrientes tridimensionales, que presentan grandes
variaciones locales. La ligera no cancelación de los flujos o corrientes al inte-
grar en una corona de plasma da lugar a promedios pequeños pero no nulos,
y es por ello que se requiere una alta precisión. Sin embargo, si lo interesante
son las propiedades puramente 3D, el número de modos en velocidad y ele-
mentos de malla necesarios puede ser muy inferior al del estudio de perfiles.
Como el método es continuo y carece de estad́ıstica, no afecta el hecho de
tomar un solo punto espacial. Los códigos de part́ıculas lo tienen más dif́ıcil
aqúı porque, si se quiere un valor local en el espacio, hay que llevar a cabo
simulaciones masivas que garanticen un mı́nimo de estad́ıstica en el entorno
del punto requerido.

En las figuras 5.12 y 5.13 se muestra la variación de temperatura iónica
dentro de una superficie magnética cercana al borde. Recuérdese que, si bien
se fijan los perfiles de densidad y temperatura en las simulaciones, se hace
sólo sobre su valor promedio. Las máximas variaciones mostradas en las figu-
ras se sitúan entre el ±1 % cerca del eje y el ±10 % en el borde. Más allá de
los datos concretos de la simulación es interesante ver que, cerca del borde,
las bobinas toroidales actúan como espejos magnéticos locales que introdu-
cen propiedades cinéticas en la función de distribución. Además, también
influye la mayor intensidad de campo magnético en la zona próxima al hard
core. El resultado es una pequeña variación de la temperatura dentro de la
superficie magnética. Un fenómeno parecido se encuentra en las anisotroṕıas
en la temperatura, es decir, en las diferencias entre las temperaturas paralela
y perpendicular.

Otro ejemplo de la capacidad de esta herramienta para poder estudiar
propiedades tridimensionales en modos de la función de distribución es la
figura 5.15. En ella se muestra la velocidad toroidal iónica para un caso ECH
sin campo eléctrico (simulación con 4 x 8 modos en velocidad) usando si-
metŕıa de 4 periodos. Los datos muestran una superficie magnética cerca de
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Figura 5.12: Anisotroṕıa en temperatura iónica. Se muestra el valor del modo
C1,0 en velocidad, proporcional a la perturbación en temperatura (ver Ec.
2.52). Valores rojos son altos y azules bajos (solo se muestran los valores
positivos).
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Figura 5.13: Otra representación de los datos de la figura 5.12 en coordenadas
helicoidales (en todos los casos rojo indica un valor alto y azul uno bajo). De
arriba a abajo: vista desde el hard core de valores positivos, vista desde el hard
core de valores negativos, vista posterior de valores positivos, vista posterior
de valores negativos. Se aprecia la simetŕıa entre valores positivos/negativos,
que refleja la simetŕıa de la máquina.



166 Caṕıtulo 5: Resultados en una geometŕıa compleja: TJ-II

Figura 5.14: Sección del plasma donde se muestran los puntos del mapa de
Poincaré (unidos por ĺıneas rojas) correspondientes a 5 vueltas toroidales de
la ĺınea de campo al dispositivo. Esto se corresponde con el valor racional
8/5 de la transformada rotacional

la racional 8/5 (figura 5.14). Se observa una serie de “tubos” en la velocidad
iónica que se corresponden con los pasos de la racional. Algo a estudiar es si
la aparición de este fenómeno es estrictamente numérica (por la discretiza-
ción del campo magnético) o subyace un principio f́ısico. El comportamiento
se repite para electrones pero con velocidad de signo opuesto dando lugar,
junto a los iones, a una corriente eléctrica. En caso de haber un principio
f́ısico detrás, el campo magnético generado por la corriente podŕıa alterar
significativamente el campo en las proximidades de la racional.
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Figura 5.15: Superficie magnética cercana a la racional 8/5 en coordenadas
helicoidales. Arriba se muestra el valor de la corriente y abajo la estructura de
malla con algunas ĺıneas de campo magnético (en verde) correspondientes a
la racional. Se puede apreciar la correspondencia entre los tubos de corriente
y las ĺıneas de campo.

5.6. Trabajo futuro

Como se indicó en la introducción, el objetivo principal de este caṕıtulo
no es tanto obtener resultados f́ısicamente relevantes como mostrar que el
código permite estudiar geometŕıas tan complejas como la del TJ-II. Las
simulaciones mostradas en los anteriores apartados requirieron cada una 3–6
d́ıas de simulación en 24 procesadores con memoria compartida (ver apéndice
C). El grueso de la computación se reduce a invertir una matriz cada paso
temporal ficticio para alcanzar un estado estacionario (ver caṕıtulo 3). Por
tanto, el paso siguiente para ejecutar simulaciones interesantes en el TJ-II
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de forma rutinaria consistiŕıa en conseguir una inversión más rápida, o una
eficiencia de paralelización mejor (que permita más de 100 procesadores con
alta eficiencia, ver apéndice C). A pesar de quedar fuera de la tesis dicha fase
del desarrollo del código, se ha querido incluir el apéndice B, donde se dan
algunas ideas (no desarrolladas aún) sobre cómo hacerlo posible. A partir de
ah́ı es posible llevar a cabo, para el TJ-II y otros stellarators, estudios mucho
más rigurosos de convergencia que daŕıan paso a la explotación del código.
Una propuesta de estudios consecutivos es:

• Cálculo del campo eléctrico radial autoconsistente que obligue a la am-
bipolaridad.

• Importancia de los términos habitualmente despreciados al suponer el
transporte radial difusivo (es decir, resolver la ecuación 4.19 en lugar
de la 4.27).

• Incidencia de las inhomogeneidades del potencial dentro de una super-
ficie de flujo, caracterizadas por φ1, sobre el transporte (ver caṕıtulo
3).

• Evaluación de la corriente bootstrap en descargas ECH y NBI.

• Efectos de β sobre la configuración magnética y sobre el transporte.

• Estudio de efectos tridimensionales: variaciones de cantidades dentro de
superficies magnéticas, islas, efecto de la corriente en la configuración
magnética, etc.
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A. López-Fraguas, L. Garćıa, V. I. Krivenski, R. Mart́ın, A. P. Navarro,
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha presentado un código de transporte en plasmas toroi-
dales con los propósitos de (i) que sirva de nexo entre teoŕıa y simulaciones
complejas, y (ii) que ayude por tanto a la explicación cuantitativa de los
resultados experimentales en la investigación de los plasmas de fusión por
confinamiento magnético. Este código es capaz de resolver escalas de tiem-
pos del transporte permitiendo obtener estados estacionarios compatibles con
las fuentes de calor y part́ıculas. Además, la geometŕıa magnética abarca des-
de los casos axisimétricos t́ıpicos de los tokamak hasta los de máquinas tan
complejas al respecto como el TJ-II. El código es capaz de describir el trans-
porte neoclásico en estas condiciones, pero su diseño no excluye la inclusión
de fenómenos de turbulencia en un futuro.

El transporte se describe resolviendo la función de distribución de una
o varias especies del plasma en geometŕıa toroidal arbitraria y hallando los
correspondientes momentos. Las aproximaciones esenciales de partida son
que: (i) se considera la dinámica de los centros gúıa de las part́ıculas; y (ii) el
campo magnético no evoluciona o lo hace con suficiente lentitud. La primera
aproximación limita el uso a los fenómenos de escala espacial mayor que el
radio de Larmor de las especies de part́ıculas consideradas.

Se ha descrito el modelo teórico manteniendo un paralelismo con la teoŕıa
neoclásica, para no perder de vista la procedencia de los términos ni su sig-
nificado. La función de distribución se desarrolla en torno a una maxwelliana
usando polinomios clásicos para la parte cinética, de manera que es inmediata
la obtención de los sucesivos momentos de la función de distribución –es de-
cir, las cantidades macroscópicas de interés– usando cuadraturas. El esquema
numérico del código es localmente conservativo. De momento no se resuelve
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una ecuación de Poisson para tratar campos eléctricos autoconsistentes, si
bien se ha elegido un método de cálculo que admite esta posibilidad.

En cuanto a la geometŕıa espacial, basta con tener una descripción del
campo magnético para, a través de otra herramienta de software desarrolla-
da, obtener las correspondientes mallas adaptadas a la geometŕıa concreta
de modo tal que la malla sigue lo mejor posible las ĺıneas de B. Esto es
importante para minimizar la difusividad numérica radial debida a la fuerte
convección paralela.

La codificación del modelo (mediante lenguajes C/C++) y su paraleliza-
ción presenta una buena eficiencia con hasta 40 procesadores. La extensión a
más procesadores sin perder eficiencia se muestra plausible mediante técnicas
que serán incorporadas en el futuro (ver final de este caṕıtulo).

Una vez implementado el código, se han particularizado el modelo y las
simulaciones al caso de un tokamak axisimétrico, para poder comparar con la
teoŕıa existente. Después de hacer algunas pruebas de convergencia numérica,
los cálculos muestran buen acuerdo con la teoŕıa neoclásica.

Las simulaciones en el caso del TJ-II muestran la prometedora capacidad
del código para abordar geometŕıas complejas de forma rutinaria.

La presente tesis ha servido tanto para tomar experiencia en el complejo
mundo de la f́ısica de plasmas y su simulación, como para ofrecer una herra-
mienta útil a la comunidad cient́ıfica. De hecho, inmediatamente se podŕıan
comenzar las siguientes ĺıneas de investigación:

• Obtención del campo eléctrico radial autoconsistente: básico para es-
tudiar correctamente los estados estacionarios.

• Estudio de corrientes toroidales: existen pocas herramientas que ofrez-
can la capacidad de calcular las corrientes en máquinas complejas.

• Efectos de las excursiones radiales de los centros gúıa sobre el trans-
porte: la opción de tener en cuenta este efecto está ya implementada en
el código, por lo que seŕıa interesante estudiar su importancia en casos
tales como TJ-II.

• Influencia de racionales o islas sobre el transporte: estudiar en qué casos
mejora y en cuales empeora el confinamiento.

• Comparaciones con otros códigos.
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• Extensión a otras geometŕıas: Wendelstein 7-X, LHD, ITER, etc.

• Acelerar la búsqueda de soluciones estacionarias: mejorando el tiempo
de computación de inversión de las matrices correspondientes al avance
temporal (ver apéndice B).
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Apéndice A

Tratamiento de la ecuación de
deriva

En el caṕıtulo 2 se obtuvo la ecuación que rige la dinámica de las dife-
rentes especies (ver Ec. 2.15). No obstante, el resolver directamente dicha
expresión no es lo convencional, pues los reǵımenes de trabajo habituales
en fusión permiten simplificarla, algo ya comentado en la sección 4.2. Este
apéndice muestra unos desarrollos más expĺıcitos, y también más cercanos
a las ecuaciones implementadas en el código, de la ecuación de evolución.
Se redistribuirán términos en función de su procedencia y propiedades. Por
último, una vez expandidos todos los términos se llevará a cabo la misma sim-
plificación explicada en 4.2. El objetivo del apéndice es adentrarse lo máximo
posible en las ecuaciones realmente codificadas.

A.1. Ecuación de evolución desarrollada

En el código se trabaja en variables (x, v, λ) en lugar de (r, β, λ), de modo
que la Ec. 2.15 se convierte en

∂f

∂t
+∇ · (vgcf) +

∂

∂λ

(
dλ

dt
f

)
+

1

2v2

∂

∂v

(
dv2

dt
vf

)
= C(f, f).

Separando la dinámica del centro gúıa en tres componentes asociadas al
trasporte paralelo (‖), a las derivas (D) y al campo eléctrico paralelo (E‖) se
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obtiene1

∇ · (vgcf) +
∂

∂λ

(
dλ

dt
f

)
+

1

2v2

∂

∂v

(
dv2

dt
vf

)
=

∇ · (v‖f
)

+
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf

)

∇ · (vDf) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf

)

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf

)
, (A.1)

donde:

v‖ = vλb

vD = α1v
2(1 + λ2)

m

q

B×∇B
2B3

+ α2
E×B

B2

[
dλ

dt

]

‖
= −v(1− λ2)

b · ∇B
2B

[
dλ

dt

]

E‖

=
1− λ2

v

q

m
b · E

[
dλ

dt

]

D

=

+α1α2
1

2
λ(1− λ2)

B×∇B
B3

· E
[
dv2

dt

]

‖
= 0

[
dv2

dt

]

E‖

=
2q

m
vλb · E

[
dv2

dt

]

D

= α1α2v
2(1 + λ2)

B×∇B
B3

· E

1Los términos asociados al rotacional de B no se tienen cuenta por ser de segundo
orden en plasmas de baja β (ver 4.2.2).
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siendo α1, α2 constantes de valor unidad indicadoras de a qué derivas están
asociados los términos. Aśı por ejemplo, si en un término aparece α1, forma
parte de la deriva de curvatura por gradiente del campo. En el caso de ser
α2 se estaŕıa hablando de la deriva eléctrica. Estas constantes tan solo se
muestran como traza de a qué deriva está asociado cada término y no tienen
ningún significado f́ısico.

En el apartado A.3 se comprueba que las diferentes partes en (A.1) cum-
plen por separado:

-El primer término

∇ · (v‖f
)

+
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf

)
=

v‖ · ∇f +

[
dλ

dt

]

‖

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

‖

1

2v

∂f

∂v
(A.2)

-El segundo

∇ · (vDf) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf

)
=

vD · ∇f +

[
dλ

dt

]

D

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

D

1

2v

∂f

∂v
(A.3)

-Y el tercero

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf

)
=

[
dλ

dt

]

E‖

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

E‖

1

2v

∂f

∂v
, (A.4)

que, en conjunto, demuestran la equivalencia entre las Ecs. 2.3 y 2.4 como
corresponde a que la ecuación de centro gúıa procede de un Hamiltoniano.

Por otro lado, la FdD puede escindirse en dos términos: una parte que
supondrá un fondo fijado maxwelliano (más adelante se verá su expresión
expĺıcita) y otra la perturbación2:

f(ρ, θ, φ, v, λ, t) = f0(ρ, v) + f1(ρ, θ, φ, v, λ, t)

2Esto no significa una aproximación mientras no se eliminen términos.
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siendo (ρ, θ, φ) unas coordenadas magnéticas predeterminadas 3. f0 se supone
homogénea en superficies de flujo y constante en el tiempo. Observar que la
expansión de f es diferente que la presentada en el caṕıtulo 4: mientras que
alĺı se haćıa una expansión en infinitos términos, aqúı solo hay dos.

Ahora la Ec. A.1 puede expresarse del siguiente modo

∂f0a

∂t
+∇ · (v‖f0a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf0a

)
+

∂f1a

∂t
+∇ · (v‖f1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf1a

)
+

∇ · (vDf0a) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf0a

)
+

∇ · (vDf1a) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf0a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf1a

)
+

=
∑

b

C(f0a, f0b) +
∑

b

C(f1a, f0b) +
∑

b

C(f0a, f1b) +
∑

b

C(f1a, f1b),

donde los sub́ındices a y b se refieren a la especie tratada (iones o electrones).
Teniendo en cuenta que

∂f0a

∂t
+∇ · (v‖f0a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf0

)
=

∂f0a

∂t
+ v‖ · ∇f0a +

[
dλ

dt

]

‖

∂f0a

∂λ
+

[
dv2

dt

]

‖

1

2v

∂f0a

∂v
,

3En caso de no existir superficies magnéticas, se tomará un campo aproximado en que
śı las haya. De nuevo es necesario especificar que esto no es una aproximación: como f0 es
solo parte de la función de distribución se puede tomar cualquier valor arbitrario siempre
que no se cancele ningún término.
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se puede reescribir

∂f0a

∂t
+ v‖ · ∇f0a +

[
dλ

dt

]

‖

∂f0a

∂λ
+

[
dv2

dt

]

‖

1

2v

∂f0a

∂v
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf0a

)
+

∇ (vDf0a) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf0a

)
+

∂f1a

∂t
+∇ (

v‖f1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf1a

)
+

∇ (vDf1a) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf1a

)
+

=
∑

b

C(f0a, f0b) +
∑

b

C(f1a, f0b) +
∑

b

C(f0a, f1b) +
∑

b

C(f1a, f1b). (A.5)

Tomando como solución para f0a una función maxwelliana

f0a = Kae
−(v/vta)2 ,

donde Ka y vta =
√

2T0a/ma son constantes en el tiempo. Ahora puede
cancelarse el primer término de (A.5) pues f0a es, por definición, constante
en el tiempo. Si existen superficies magnéticas, f0a es constante en ellas y el
segundo se cancelaŕıa (no obstante por generalidad se dejará entre corchetes).
Como f0a es independiente de λ el tercer término se cancela. El cuarto es
nulo por definición de [dv2/dt]‖.

Ahora (A.5) puede expresarse como

∂f1a

∂t
+∇ · (v‖f1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f0a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf0a

)
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∇ · (vDf1a) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf1a

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f1a

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2
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]

E‖

vf1a

)

−
∑

b

C(f1a, f0b)−
∑

b

C(f0a, f1b) =
∑

b

C(f0a, f0b)

−∇ · (vDf0a)− ∂

∂λ

([
dλ
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]

D

f0a

)
− 1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf0a

)
− [

v‖ · ∇f0a

]
,

(A.6)
donde se ha tomado una aproximación al eliminar el término de colisiones
no lineal

∑
bC(f1a, f1b) (esto es equivalente a trabajar con el operador de

colisión linealizado). Usando de forma extensiva las propiedades (A.2), (A.3)
y (A.4) se obtiene

∂f1a

∂t
+ v‖ · ∇ (f1a) +

[
dλ

dt

]

‖

∂f1a

∂λ
−

[
dv2

dt

]

E‖

ma

2T0a

f0a

vD · ∇f1a +

[
dλ

dt

]

D

∂f1a

∂λ
+

[
dv2

dt

]

D

1

2v

∂f1a

∂v
+

[
dλ

dt

]

E‖

∂f1a

∂λ
+

[
dv2

dt

]

E‖

1

2v

∂f1a

∂v

−
∑

b

C(f1a, f0b)−
∑

b

C(f0a, f1b) =
∑

b

C(f0a, f0b)

−vD · ∇f0a +

[
dv2

dt

]

D

ma

2T0a

f0a −
[
v‖ · ∇f0a

]
, (A.7)

donde se han pasado al miembro derecho las fuentes. Además, se ha tenido
en cuenta que

1

2v

∂f0a

∂v
= − 1

(vta)2
f0a = − ma

2T0a

f0a.

Numéricamente se resolverá (A.6) pues es la más adecuada en términos de
conservación. Por otro lado, la Ec. A.7 es más compleja que la original (A.1)
pero es equivalente, salvo por el operador de colisión linealizado. En la nue-
va representación es fácil identificar los términos con los habituales en la
literatura. Como ejemplo, se va a reducir al caso de transporte suponiendo
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excursiones radiales pequeñas por los centros gúıa, utilizado en el caṕıtulo 4
(y en la teoŕıa neoclásica). No obstante debe quedar claro que el código im-
plementa las ecuaciones completas (A.6), aunque un caso particular de ellas
sea el ejemplo que viene a continuación.

A.2. Ejemplo: Reducción a la ecuación de evo-

lución para teoŕıa Neoclásica

Siguiendo el argumento de la sección 4.2, sean los casos en que f1a pueda
considerarse de primer orden en ε frente a f0a, que es de orden cero. Del mismo
modo, las derivas son de primer orden frente al orden cero de la convección
paralela. Entonces, regresando a (A.7), los términos cuadráticos en f1a y los
términos deriva de f1a son considerados de segundo orden en ε y por tanto
despreciables. Esto es aśı porque la ecuación de centro gúıa sólo es exacta
en primer orden en ε, como ya se comentó en la introducción. Además, el
término de colisión entre maxwellianas de diferentes especies

∑
bC(f0a, f0b)

se supone despreciable (de nuevo se refiere al lector a 4.2). Por supuesto se
presupone que existen superficies magnéticas y el término entre corchetes se
anula. Aśı se puede reescribir

∂f1a

∂t
+ vλb · ∇f1a + v‖ · ∇f1a +

[
dλ

dt

]

‖

∂f1a

∂λ

−vλb · ∇φ qa
T0a

f0a −
∑

b

C(f1a, f0b)−
∑

b

C(f0a, f1b) =

−vD · ∇f0a +

[
dv2

dt

]

D

ma

2T0a

f0a. (A.8)

Esto puede compararse directamente con la literatura de transporte neoclási-
co.

Con el potencial electrostático se lleva a cabo una separación similar en
un fondo fijo y una parte de perturbación

φ(ρ, θ, φ) = φ0(ρ) + φ1(ρ, θ, φ) → E = E0 + E1.

La componente φ0(ρ) contendrá el campo radial promediado (homogéneo
en las superficies de flujo) y φ1(ρ, θ, φ), que será responsable de mantener la
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ambipolaridad local dentro de cada superficie. Para ello, se agrupa dentro de
una nueva función g1a el potencial y la FdD [1, 2]

g1a = f1a − f0a
qa
T0a

φ1.

Una vez sustituida g1a, la ecuación de evolución (A.8) queda expresada ahora
como 4

∂g1a

∂t
+ vλb · ∇g1av‖ · ∇f1a +

[
dλ

dt

]

‖

∂f1a

∂λ

−
∑

b

C(g1a, f0b)−
∑

b

C(f0a, g1b) = −vD · ∇f0a +

[
dv2

dt

]

D

ma

2T0a

f0a.

Es fácil obtener f1a y φ1 a partir de la condición de ambipolaridad

∑
a

qan0a = 0,

lo que equivale a ∑
a

q2
an0a

T0a

φ1 =
∑

a

qa

∫
g1ad

3v.

A.3. Anexo: Términos conservativos en for-

ma equivalente

De un lado se tiene

∇ · vgc = vλ∇ · b + v2(1 + λ2)
m

q
∇ ·

(
B×∇B

2B3

)
+∇ ·

(
E×B

B2

)
. (A.9)

Trabajando con el primer término

∇ · b = ∇ · B
B

=
1

B
∇ ·B + B · ∇

(
1

B

)
= −B · ∇B

B2
.

4Se ha eliminado el potencial electrostático φ0 por ser homogéneo dentro de las super-
ficies magnéticas, y por tanto con gradiente paralelo a b nulo
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En el segundo término

∇ ·
(

B×∇B
2B3

)
= ∇

(
1

2B

)
·
(

B×∇B
B2

)
+

1

2B
· ∇

(
B×∇B
B2

)
=

−
(∇B

2B2

)
·
(

B×∇B
B2

)
+

1

2B
∇·

(
∇× b− ∇×B

B

)
= − 1

2B
∇·

(∇×B

B

)
= 0.

en el tercero:

∇·
(

E×B

B2

)
=
∇ · (E×B)

B2
+(E×B) ·∇

(
1

B2

)
=

B · ∇ × E− E · ∇ ×B

B2

−2 (E×B) ·
(∇B
B3

)
= −

(
E×B

B2

)
· 2∇B
B

.

Finalmente la ecuación A.9 se reduce a

∇ · vgc = −vλB · ∇B
B2

−
(

E×B

B2

)
· 2∇B
B

. (A.10)

Realizando un procedimiento parecido con el término de fuerza asociado al
pitch

∂

∂λ

(
dλ

dt

)
=

∂

∂λ

(
−v(1− λ2)

b · ∇B
2B

+
1− λ2

v

q

m
b · E +

1

2
λ(1− λ2)

B×∇B
B3

· E
)

=

vλ
b · ∇B
B

− 2λ

v

q

m
b · E +

1

2
(1− 3λ2)

B×∇B
B3

· E (A.11)

y el asociado a la velocidad:

1

2v2

∂

∂v

(
dv2

dt
v

)
=

1

2v2

∂

∂v

(
2q

m
v2λb · E + v3(1 + λ2)

B×∇B
B3

· E
)

=

2q

m

1

v
λb · E +

3

2
(1 + λ2)

B×∇B
B3

· E (A.12)

Reuniendo los resultados parciales (A.10), (A.11) y (A.12)

∂

∂λ

(
dλ

dt

)
+

1

2v2

∂

∂v

(
dv2

dt
v

)
= vλ

b · ∇B
B

− 2λ

v

q

m
b·E+

1

2
(1−3λ2)

B×∇B
B3

·E
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+
2λ

v

q

m
b ·E+

3

2
(1+λ2)

B×∇B
B3

·E = vλ
b · ∇B
B

+2
B×∇B
B3

·E = −∇·vgc.

En resumen

∇ · vgc +
∂

∂λ

(
dλ

dt

)
+

1

2v2

∂

∂v

(
dv2

dt
v

)
= 0,

donde es fácil seguir los términos y ver que cumplen por separado

∇ (
v‖f

)
+

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

‖
f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

‖
vf

)
=

v‖ · ∇f +

[
dλ

dt

]

‖

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

‖

1

2v

∂f

∂v

∇ (vDf) +
∂

∂λ

([
dλ

dt

]

D

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

D

vf

)
=

vD · ∇f +

[
dλ

dt

]

D

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

D

1

2v

∂f

∂v

∂

∂λ

([
dλ

dt

]

E‖

f

)
+

1

2v2

∂

∂v

([
dv2

dt

]

E‖

vf

)
=

[
dλ

dt

]

E‖

∂f

∂λ
+

[
dv2

dt

]

E‖

1

2v

∂f

∂v
.
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Apéndice B

Método matricial para el
desacoplo de modos

Las simulaciones llevadas a cabo para obtener resultados en esta tesis
han sido ejecutadas sin precondicionador alguno, y ello limita la precisión
de los resultados que se pueden obtener en un tiempo razonable. El obtener
un precondicionador adecuado no es algo inmediato, y queda como siguiente
paso a desarrollar en el futuro. No obstante, en este apéndice se ofrece una
sugerencia de cómo se podŕıa agilizar considerablemente la resolución del
sistema de ecuaciones proveniente del avance temporal impĺıcito para llegar
a estacionarios. Incluso podŕıa ser aplicado en otros ámbitos de simulación,
algunos de los cuales se pincelarán.

El principio se basa en una sencilla técnica, pero no es común ver en la
bibliograf́ıa detalles tan concretos de la resolución de matrices provenientes
de simulaciones numéricas1, por eso en este apéndice no se dan citas. No
obstante, debido al sencillo principio subyacente, es probable que no sea algo
nuevo.

En esencia, la idea consiste en aplicar un desarrollo matricial determinado
a la matriz que debe ser invertida en cada paso impĺıcito de avance temporal.

En primer lugar se mostrará la técnica aplicada a una matriz genérica
(sección B.1). A continuación se definirá una nomenclatura y propiedades
determinadas para matrices en bloque espećıficas, y se resolverán sistemas
bajo dicha forma (sección B.2). Por último se aplica la técnica a la matriz

1Por supuesto se podŕıa hacer una búsqueda extensiva en todas las tesis y revistas
escritas, pero no es ése el objetivo de esta tesis.
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del sistema concreto del código presentado en esta tesis (sección B.3).
Este apéndice pretende ser más didáctico que riguroso en las demostra-

ciones: un estudio pormenorizado se deja para el futuro.

B.1. Introducción

En esta sección se introducirán elementos claves de la técnica. A pesar
de que para el ejemplo propuesto pueda parece redundante y complejo, el
objetivo es comprender algunas nociones previas.

Sean las matrices genéricas A1 y A2 y los escalares α1 y α2. Supongamos
que se quiere resolver un sistema lineal

(α1A1 + α2A2) · x = b, (B.1)

con la particularidad de que deben hallarse soluciones para A1 y A2 fijas pero
múltiples valores de α1 y α2. Un ejemplo seŕıa el caso de avance impĺıcito en
el tiempo donde αi = αi(t). Llevando a cabo la descomposición espectral de
A1:

(α1ΓA1 · λA1 · Γ−1
A1

+ α2A2)

donde ΓA es la matriz de autovectores de A1 y λA1 la matriz diagonal for-
mada por los autovalores de la misma2. Continuando con el proceso:

ΓA1 · λA1 · (α1IN + α2Γ
−1
A1
· λ−1

A1
·A2 · ΓA1) · Γ−1

A1
(B.2)

donde IN es la matriz identidad. Sea ahora la descomposición espectral

B2 = Γ−1
A1
· λ−1

A1
·A2 · ΓA1 = ΓB2 · λB2 · Γ−1

B2

que, aplicado a la ecuación (B.2)

ΓA1 · λA1 · (α1IN + α2ΓB2 · λB2 · Γ−1
B2

) · Γ−1
A1
. (B.3)

Gracias a que la identidad puede ser llevada a cualquier espacio de autovec-
tores y permanece igual, (B.3) se puede expresar como

ΓA1 · λA1 · ΓB2 · (α1IN + α2λB2) · Γ−1
B2
· Γ−1

A1
.

2De aqúı en adelante y mientras que no se indique lo contrario, se supondrá que no
existen autovalores nulos y, por tanto, todas las matrices que se citen son invertibles.
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Introduciendo esta expresión en el sistema de ecuaciones original (B.1)

ΓA1 · λA1 · ΓB2 · (α1IN + α2λB2) · Γ−1
B2
· Γ−1

A1
· x = b

que puede representarse como

(α1IN + α2λB2) · x′ = b′

siendo
x′ = Γ−1

B2
· Γ−1

A1
· x

y
b′ = Γ−1

B2
· λ−1

A1
· Γ−1

A1
· b.

El detalle importante es que el sistema de ecuaciones a resolver para x′ es
trivial, pues la matriz del sistema pasa a ser diagonal. Por lo tanto, todo
el coste de resolver el sistema de este modo se centra en las descomposicio-
nes espectrales necesarias, y los productos matriz-vector. La clave es que en
dichas descomposiciones no entran los escalares αi. De ah́ı la ventaja para
los casos en que es necesario resolver el mismo sistema de ecuaciones para
muchos valores de αi.

B.2. Matrices en bloque

El siguiente paso para comprender el algoritmo, es suponer que la ma-
triz del sistema está compuesta por multiplicación de matrices bloques con
determinada estructura. Por ello se define una notación espećıfica y ciertas
propiedades de dichas matrices antes de pasar a ejemplos concretos.

B.2.1. Notación y propiedades

Sea A una matriz cuadrada de orden N ·M que puede ser descompuesta
en el producto de otras dos

A = dαe · bBc

donde dαe y bBc son, de nuevo, dos matrices cuadradas3 de orden N ·M :

3A partir de ahora todas las matrices que se definan se supondrán cuadradas, salvo que
se indique lo contrario, por lo que no se especificará más esta propiedad.
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• Sea la estructura en bloques de una matriz del tipo dαe (caracterizada
por los corchetes cerrados por arriba):

dαe =




α 0 · · · 0
0 α · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · α




donde α es una matriz genérica de orden N. El número de bloques
diagonales es M .

• Mientras que las del tipo tipo bBc (caracterizada por los corchetes
cerrados por abajo) están compuestas por los bloques:

bBc =




b1,1IN b1,2IN · · · b1,MIN
b2,1IN b2,2IN · · · b2,MIN

...
...

. . .
...

bM,1IN bM,2IN · · · bM,MIN




donde IN representa a la matriz identidad de orden N y bij las compo-
nentes de una matriz genérica B de orden M.

Por lo tanto:

A =




b1,1α b1,2α · · · b1,Mα
b2,1α b2,2α · · · b2,Mα

...
...

. . .
...

bM,1α bM,2α · · · bM,Mα




Veamos ahora algunas propiedades que se utilizarán más adelante. Dadas las
matrices genéricas α1 α2 y B, es fácil verificar que

dα1 · α2e = dα1e · dα2e (B.4)

además de
dα1e+ dα2e = dα1 + α2e (B.5)

y
dα1e · bBc = bBc · dα1e (B.6)

y por último
dα1e−1 = dα−1

1 e y bBc−1 = bB−1c (B.7)

Estas propiedades serán útiles más adelante.
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B.2.2. Resolución de suma de matrices en bloque

Supongamos un sistema de ecuaciones del tipo

(dα1e · bB1c+ dα2e · bB2c) · x = b. (B.8)

Puede parecer un caso muy particular, pero en realidad existen numerosas
situaciones en las que un modelo f́ısico ofrece esta forma. Un ejemplo se
encuentra en las ecuaciones del problema de reacción-difusión [1] donde hay
convección espacial entre M nodos y reacciones entre N especies. En dicho
sistema de reacción-difusión el sistema vendŕıa modelado por

(dRe · bdMc+ ddNe · bDc) · x = b.

donde R es la matriz de orden N que caracteriza las reacciones entre
especies, y D es la discretización del operador de difusión entre los diferentes
nodos en el espacio, caracterizado por una matriz de orden M. Por otro
lado dN es una matriz diagonal de orden N que aplica determinado peso
a las reacciones en cada nodo espacial y dM ofrece la posibilidad de aplicar
diferentes constantes difusivas a las diferentes especies a través de otra matriz
de orden M.

Otro ejemplo de problema prototipo se encuentra en los métodos que con-
tienen discretizaciones espectrales en unas dimensiones y de elementos finitos
o diferencias finitas en otras. En algunos casos sencillos podŕıa expresarse de
este modo igualmente.

Ahora es posible aplicar la técnica del apartado anterior para reducir el
coste computacional del problema. Comenzamos por reescribir la matriz del
sistema (B.8) como

dα1e · bB1c+ dα2e · bB2c = dΓα1e · dλα1e · dΓ−1
α1
e · bB1c+ dα2e · bB2c

donde se ha aplicado la descomposición espectral

α1 = Γα1 · λα1 · Γ−1
α1

y la propiedad (B.4).
A continuación, aplicando extensivamente las propiedades (B.4),(B.6) y

(B.7)

dΓα1λα1e · (dINe · bB1c+ dλ−1
α1

Γ−1
α1
α2Γα1e · bB2c) · dΓ−1

α1
e. (B.9)
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Sea la matriz β2 y su descomposición espectral

β2 = λ−1
α1
· Γ−1

α1
· α2 · Γα1 = Γβ2 · λβ2 · Γ−1

β2
.

En tal caso, se aplica a (B.9) para obtener:

dΓα1 · λα1e · (dINe · bB1c+ dΓβ2 · λβ2 · Γ−1
β2
e · bB2c) · dΓ−1

α1
e

que puede expresarse, usando de nuevo las propiedades (B.4) y (B.6) como

dΓα1 · λα1 · Γβ2e · (dINe · bB1c+ dλβ2e · bB2c) · dΓ−1
β2
· Γ−1

α1
e

donde se ha tenido en cuenta de nuevo que la identidad no vaŕıa ante cambios
de sistemas de referencia a otro espacio de autovectores.

El sistema de ecuaciones inicial (B.8), por tanto, puede expresarse como

(dINe · bB1c+ dλβ2e · bB2c) · x′ = b′

donde

x′ = dΓ−1
β2
· Γ−1

α1
e · x

y

b′ = (dΓ−1
β2
· λ−1

α1
· Γ−1

α1
e · b.

Este largo desarrollo no es en vano pues en el sistema a resolver se ha desaco-
plado en N sistemas, pues las matrices del tipo d e son todas diagonales y las
de tipo b c, por construcción, están desacopladas (están compuestas a partir
de identidades). Esto supone una ventaja enorme en la resolución numérica:
por ejemplo el número de iteraciones de un método iterativo crece con el
orden de la matriz y será mucho más eficiente en el caso de N submatrices
de tamaño M que en una de N ·M .

Obsérvese también que en este caso no es necesario más de una resolución
del sistema para aprovechar las bondades del método. Podŕıa pensarse que el
coste real se ha desplazado a la obtención de b′ a partir de b y x a partir de
x′ puesto que es necesario invertir matrices y descomposiciones espectrales.
Pero dichas inversiones de matrices de bloques se obtienen por repetición a
partir de otras de tamaño N, con lo que el coste es reducido (en problemas
habituales N << M si bien los casos N >> N también pueden aprovecharse
de este método trabajando sobre las matrices tipo b c, en lugar de sobre las
tipo d e).
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La importancia en el caso de un problema reacción difusión es inmediata,
pues se resuelve con N sistemas independientes. En el segundo ejemplo de
métodos mixtos espectrales-diferencias finitas, ocurre lo mismo. Esta ventaja
es muy significativa sobre todo porque las matrices de reacción o espectrales
son muy densas y dan lugar a muy malas eficiencias de paralelización. Este
método permite desacoplar casi por completo los diferentes modos o especies.

Parece entonces que la técnica aqúı presentada podŕıa ser útil en tales
situaciones. El estudio de la bibliograf́ıa en dichos ámbitos es otra posibilidad
que se deja abierta para el futuro.

B.3. Encontrando estacionarios en el sistema

real

Una vez vistos algunos ejemplos didácticos pasamos ahora al problema
real que se desea resolver, un poco más complejo. El objetivo es alcanzar si-
tuaciones estacionarias mediante avance temporal impĺıcito de modelos pro-
puestos en esta tesis.

La matriz de avance temporal impĺıcito es dif́ıcil de invertir principal-
mente por la diferencia de escalas temporales que aparecen en el cálculo del
transporte radial. La idea es avanzar mediante un paso impĺıcito los términos
más rápidos, asociados al transporte paralelo y las colisiones4. Los términos
adicionales, incluidas las correcciones de alto orden en radio de Larmor (ver
caṕıtulo 4), se avanzarán expĺıcitamente. A pesar de contar sólo con dos
términos (colisiones y transporte paralelo), la matriz de avance temporal re-
sultante del método impĺıcito presenta una mezcla de todos los modos de
la función de distribución, cada uno de ellos asociado a una velocidad de
convección espacial diferente y, por tanto, el problema es multiescala. Esto
se traduce en una matriz cuyo condicionamiento empeora a medida que se
aumenta el número de modos de expansión en velocidad de la FdD.

El problema de avance impĺıcito puede expresarse como

(I− dtC− dtR) · x = b (B.10)

4Puede pensarse que el término colisional muestra una dinámica lenta en un régimen
no colisional, pero esto no es cierto para modos altos de la expansión en la función de
distribución. Esto es aśı por que gradientes muy intensos en velocidad son suavizados
rápidamente por las colisiones.
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donde dt es el paso temporal (un escalar), C la matriz asociada a colisiones
y R la asociada a convección paralela. Todas las componentes de avance
expĺıcito se esconden dentro de b.

B.3.1. Adaptación del problema

Cada una de las matrices C y R, correspondientes a los operadores de
colisión y convección respectivamente, se puede expresar como sigue:

• La matriz C relaciona entre śı los diferentes modos de las FdD de iones
y electrones para un punto espacial dado. Por lo tanto se puede expresar
como

C = dαCe · bDCc
donde DC es una matriz diagonal de orden M (el numero de nodos
espaciales). Por otro lado αC es una matriz llena de orden 2N (siendo
N el número total de modos en que se expande la FdD en velocidad
para cada una de las dos especies). Es importante pararse un momento y
estudiar la separación que se está llevando a cabo. Por un lado, la matriz
αC, al ser llena, indica que todos los modos en velocidad se relacionan
entre śı al colisionar. Por otro lado, la matriz DC es diagonal, lo que
indica que no hay correlación entre los diferentes nodos espaciales, pues
el operador de colisión no depende de las derivadas espaciales.

• El término asociado a la convección paralela, es más complejo. Su ma-
triz R se puede descomponer en

R = dαRe · bBRc+ dα̂Re · bB̂Rc

donde αR y α̂R son matrices llenas de orden 2N que modelizan los aco-
plamientos entre modos provocados por la parte dependiente de veloci-
dad del término convectivo. En el otro lado, BR y B̂R son las matrices
de acoplamiento entre nodos espaciales procedentes de la discretización
de las derivadas espaciales (parte dependiente del espacio del término
convectivo). El hecho de separar R en dos miembros sumados, proviene
de la estabilización numérica necesaria en la convección: la estabiliza-
ción en las discontinuidades mediante un solver de Roe es equivalente,
como ya se ha visto (ver caṕıtulo 3), a la suma de un término asociado
a las matrices de transferencias de modos (modelado aqúı como αR) y
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otro asociado a su valor absoluto (α̂R = |αR|). Esta expresión solo es
válida en los casos en que la velocidad de normalización no presenta
discontinuidades entre elementos. De lo contrario, las matrices αR y α̂R

no tendŕıan una estructura semejante en los diferentes nodos espaciales,
lo cual se traduciŕıa en que no son expresables en un término del tipo
d e · b c y no seŕıa posible el desacoplo en la forma aqúı presentada.

Aśı, el sistema de ecuaciones (B.10) puede expresarse como:

(dINe·bIMc−dtdαCe·bDCc−dtdαRe·bBRc−dtdα̂Re·bB̂Rc) ·x = b (B.11)

siendo IN la matriz identidad de orden N (el número de modos en velocidad)
y IM la matriz identidad de orden M (el número de nodos espaciales).

Antes de proceder al desacoplo de modos, es importante abordar una
última adaptación de las matrices. Sea F la expresión de la FdD discretizada,
es decir, un vector. Sea la transformación sobre F de sistema de referencia
mediante F = bD−1

C c · F′. Naturalmente, este proceso se realiza antes de
aplicar el algoritmo de avance temporal de Euler impĺıcito. Esto implica (al
expresar la ecuación de evolución para F′) la multiplicación por bD−1

C c de los
términos en que aparećıa F en la ecuación original. Aśı, (B.11) se convierte
en5:

(dINe · bIMc − dtbD−1
C c · dαCe · bDCc

− dtbD−1
C c · dαRe · bBRc − dtbD−1

C c · dα̂Re · bB̂Rc) · x = b,

donde el término identidad no vaŕıa, pues se busca la evolución de F′. Apli-
cando las propiedad (B.4)

(dINe · bIMc − dtdαCe · bD−1
C c · bDCc

− dtdαRe · bD−1
C c · bBRc − dtdα̂Re · bD−1

C c · bB̂Rc) · x = b.

Usando ahora las propiedades (B.5) y (B.6)

(dIN− dtαCe · bIMc− dtdαRebD−1
C c · bBRc− dtdα̂Re · bD−1

C c · bB̂Rc) ·x = b.
(B.12)

5Por simplicidad no se desarrolla expĺıcitamente, pero dentro del vector b hay que llevar
a cabo la misma modificación alĺı donde sea necesario.
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En esencia, se ha aplicado un avance temporal en cada nodo tal que el
operador de colisión aplicado es igual en todos los nodos. Por ello aparece la
matriz identidad en la parte b c asociada a las colisiones.

De forma más compacta (B.12), puede expresarse como

(dα′Ce · bIMc+ dαRe · bB′
Rc+ dα̂Re · bB̂′

Rc) · x = b (B.13)

siendo
α′C = IN − dtαC

y
bB′

Rc = −dtbD−1
C c · bBRc = b−dtD−1

C ·BRc
bB̂′

Rc = −dtbD−1
C c · bB̂Rc = b−dtD−1

C · B̂Rc
Por aligerar la notación, las tildes se eliminarán a partir de ahora. Aśı, la

matriz del sistema (B.13) queda como

dαCe · bIMc+ dαRe · bBRc+ dα̂Re · bB̂Rc (B.14)

donde deben recordarse las tildes a la hora de desarrollar las matrices corres-
pondientes.

B.3.2. Resolución

Ahora se procede de modo similar al de los apartados anteriores. Apli-
cando a (B.14) la descomposición espectral

αC = ΓC · λC · Γ−1
C

y las propiedades (B.4-B.7):

dΓCe · dλCe · bΓ−1
C e · bIMc+ dαRe · bBRc+ dα̂Re · bB̂Rc

Se ha de notar que la matriz αC contiene una identidad sumada, por lo que
se puede evitar, a través de dt, la aparición de autovalores nulos. Operando
un poco más,

dΓCe · dλCe · (bINe · bIMc+ dλ−1
C e · dΓ−1

C e · dαRe · bBRc · dΓCe+
dλ−1

C e · dΓ−1
C e · dα̂Re · bB̂Rc · dΓCe) · dΓ−1

C e.
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Reorganizando mediante las propiedades se obtiene

dΓC · λCe · (dINe · bIMc+ dλ−1
C · Γ−1

C · αR · ΓCe · bBRc
+ dλ−1

C · Γ−1
C · α̂R · ΓCe · bB̂Rc) · dΓ−1

C e

La idea ahora es tomar una descomposición tal que

ΓZ · λZ · Γ−1
Z = λ−1

C · Γ−1
C · αR · ΓC,

ΓZ · λẐ · Γ−1
Z = λ−1

C · Γ−1
C · α̂R · ΓC.

Obsérvese que los autovalores son diferentes pero las matrices de autovectores
son las mismas. Esto no parece posible para el caso de matrices generales. Sin
embargo si lo es en el caso trivial de que todos los autovalores de la matriz
original αR tengan el mismo signo. Sin entrar en detalles, se puede llevar a
cabo un proceso sobre la ecuación de evolución para conseguir esto: un cambio
de sistema de referencia sobre la expansión de la FdD, mediante una matriz
del tipo d e, antes de aplicar el algoritmo de resolución. Gracias a esto, se
pueden alterar los autovalores asociados a la matriz de convección αR de un
modo conveniente (naturalmente, la matriz de colisión αC se verá modificada
pero, como ya se ha visto, no hay restricciones sobre su forma).

Continuando con el proceso:

dΓC · λCe·(dINe·bIMc+dΓZ · λZ · Γ−1
Z e·bBRc+dΓZ · λẐ · Γ−1

Z e·bB̂Rc)·dΓ−1
C e

y por tanto

dΓC · λC · ΓZe · (dINe · bIMc+ dλZe · bBRc+ dλẐe · bB̂Rc) · dΓ−1
Z · Γ−1

C e

Volviendo al sistema de ecuaciones (B.13), se puede expresar como

(bINe · bIMc+ dλZe · bBRc+ dλẐe · bB̂Rc) · x′ = b′

donde
x′ = dΓ−1

Z · Γ−1
C e · x

y
b′ = dΓ−1

Z · λ−1
C · Γ−1

C e · b
En primer lugar, se observa que tanto las matrices dINe como dλZe y dλẐe

son diagonales. Esto se traduce en que los diferentes modos de la función
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de distribución aparecen desacoplados entre śı, y el sistema de ecuaciones
puede escindirse en N subsistemas (en casos prácticos N << M). Se obtiene
aśı una ventaja computacional muy significativa (el coste computacional crece
linealmente con el número de modos, pero el error decrece exponencialmente,
debido al método numérico espectral). De nuevo, al igual que ocurŕıa en
apartados anteriores, las inversas asociadas al cálculo de x a partir de x′ y b
a partir de b′ son reducidos debido a la naturaleza diagonal por bloques de
las matrices asociadas a dichos cambios (todas del tipo d e).
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Apéndice C

Detalles de implementación

La codificación y los detalles informáticos de los métodos y modelos no es
algo relevante desde un punto de vista f́ısico, pero no se deben menospreciar
pues son parte importante del trabajo. Igualmente son importantes los tiem-
pos de computación y la eficiencia de paralelización. De todo ello se habla
aqúı.

C.1. Paralelización

Para la paralelización se ha usado MPI, por ser cada vez más común
y por su simplicidad de programación. MPI es el estándar que define una
interfaz para poder enviar mensajes de forma transparente al usuario entre
procesadores interconectados. Existen diferentes métodos de comunicación
utilizados en supercomputación que ofrecen los requisitos de alta velocidad
y baja latencia. Se puede tener desde una red Ethernet o Infiniband1 en un
cluster de ordenadores que ofrecen prestaciones medias-altas, hasta máquinas
de memorias compartidas y cableadas entre los procesadores que ofrecen la
mayor conectividad y prestaciones.

Por tanto, es conveniente fijar una serie de funciones que definan accesos
de forma estándar. Los más utilizados son OPENMP [1] y MPI [2]. MPI se
utiliza en máquinas de memoria distribuida, tales como clusters de ordena-
dores. OPENMP es quizás más espećıfico pues está mas orientado a compu-
tadoras con memoria compartida, o al uso entre diferentes núcleos dentro

1Estándares de comunicación.
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de un mismo procesador, ofreciendo en estos casos igual o superior eficiencia
que MPI.

Cada vez parece más común el uso de clusters con redes de alta velocidad
en contraposición a las máquinas de memoria compartida, principalmente
por el elevado coste de adquisición y mantenimiento en estas últimas.

C.1.1. Eficiencia

Se entiende por eficiencia de paralelización el comportamiento de un códi-
go paralelo frente al incremento de procesadores. Una eficiencia óptima in-
dicaŕıa un tiempo de computación T = T0/NCPU donde T0 es el tiempo de
cálculo que correspondeŕıa a trabajar con un solo núcleo de un procesador y
NCPU es el número de núcleos usados. Esta situación teórica rara vez se da
en aplicaciones prácticas, pues la comunicación entre procesos requiere un
porcentaje de tiempo. En la gráfica (C.1) se muestra la eficiencia de paraleli-
zación para una simulación t́ıpica basada en el dispositivo TJ-II con avance
temporal impĺıcito. La simulación se ejecutó en una máquina de memoria
compartida2.

La eficiencia hasta 40 procesadores es aceptable. En cualquier caso, el
resultado se puede mejorar, por ejemplo, usando precondicionamiento en los
solvers de resolución de las matrices, o un reordenamiento óptimo de las
variables en función de la red de comunicación y de la “cercańıa” entre pro-
cesadores (se entiende cercańıa en términos de ancho de banda y latencia).

C.2. Codificación

En última instancia, cualquier modelo f́ısico, matemático o método numéri-
co debe convertirse en un conjunto de ĺıneas de código mejor o peor optimi-
zadas en alguno de los lenguajes de programación existentes en la actualidad.

En la comunidad cient́ıfica es común trabajar en Fortran: desde su versión
IV hasta las más comunes hoy en d́ıa, tales como 90-95, u otros perfecciona-
mientos posteriores (2003-2008). Esto se debe por un lado a la buena adap-
tación de este lenguaje a aplicaciones cient́ıficas, pues es inmediato trabajar
con vectores, matrices o números complejos de forma transparente. A esto se
añade que la eficiencia en el código máquina producido por los compiladores

2Altix 3700, de Silicon Graphics.
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Figura C.1: Eficiencia normalizada en función del número de procesadores.
Notar que el eje de abscisas se expresa en escala logaŕıtmica.

es muy buena, pues el desarrollo de Fortran siempre ha mantenido una sim-
biosis con el mundo cient́ıfico. Un incentivo adicional es el gran número de
libreŕıas y códigos cient́ıficos accesibles en este lenguaje.

Sin embargo, comienza a ser común encontrar códigos escritos en C o
C++. Por un lado en el mundo no cient́ıfico es más común usar estos lengua-
jes, debido a su posición de lenguaje de medio nivel, entre los muy eficientes
de bajo nivel como el ensamblador, y los de alto nivel y menos eficientes como
BASIC. Esto los hace ideales para tareas dispares, incluso en el desarrollo de
sistemas operativos. Por otro lado, la eficiencia de los compiladores C/C++
está ya a la altura de los de Fortran, siendo necesario un estudio estricto para
proclamar un vencedor entre ellos. Por último están las preferencias subje-
tivas por parte de los programadores, un parámetro no desdeñable. Hoy en
d́ıa los códigos son tan complejos que no todo es optimización en vistas a
la ejecución rápida, sino también a la modularidad, la minimización de los
errores de programación, depuración y un largo etcétera de factores en los
que la subjetividad interviene. Al fin y al cabo, un código realmente útil
desde el punto de vista cient́ıfico debe permanecer en continuo cambio para
ser mejorado y completado. Esto hace que el programador y sus preferencias
formen parte del mismo.
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C.2.1. Código de simulación

El lenguaje de programación elegido para el código es una mezcla entre
C y C++ donde las capas superiores están codificadas en C++ orientado a
objetos [3] y las inferiores en C. Por capas inferiores se entienden los núcleos
en los algoritmos que contengan la mayor carga de computación y las capas
superiores aquellas que rigen el comportamiento de los núcleos de cálculo des-
de un punto de vista más conceptual. Con ello se tiene un equilibrio entre la
eficiencia ofrecida por C y la modularidad y reutilización de la programación
orientada a objetos.

C.2.2. Software de visualización

El software visual para la generación de mallas está implementado en
C++ no solo por su mayor modularidad, sino también para poder funcionar
con las API3 visuales con las que interactúa el usuario. En este caso el modo
de programación es orientado a eventos para permitir tal interacción. Esto
quiere decir que, si bien el modo de ejecución sigue siendo secuencial, median-
te interrupciones en cualquier punto de la ejecución el usuario puede alterar
la secuencia de órdenes: cuando el usuario pulsa cualquier botón de la API
se genera un evento que interrumpe un bucle de ejecución predeterminado y
entra en subrutinas que resuelven dicha interrupción, es decir, llevan a cabo
la tarea asociada con la pulsación del botón. Posteriormente se continúa con
la ejecución del bucle genérico.

La API utilizada es Fox-Toolkit [4] pues muestra una curva de aprendizaje
óptima y es multiplataforma (actualmente puede funcionar tanto en Linux
como en Macintosh o Windows).

C.2.3. Otros detalles

• La enerǵıa total consumida es de 2 personas y media · año (es decir,
una persona a tiempo completo durante 2,5 años).

• Como arquitectura hardware se ha usado Intel, por ello el compilador
más óptimo encontrado y el utilizado ha sido el propietario de Intel.

3Libreŕıa de herramientas de programación que abstraen al usuario de su funcionamien-
to. Normalmente se utilizan para facilitar la programación de aplicaciones visuales.
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• El número de ĺıneas de código implementadas ronda las 100.000, de
donde 10.000 pertenecen al generador de mallas visual y unas 4.000 al
solver paralelo de sistemas matriciales. También se incluyen unas 7.000
ĺıneas de un solver de Poisson desarrollado para cálculos más precisos
del potencial tridimensional que podrá ser utilizado en un futuro: so-
porta geometŕıas generales 3D y diferentes bases para los elementos de
las mallas, entre ellas las de elementos finitos y espectrales.

• Los tiempos de simulación caracteŕısticos para un caso tokamak anaĺıti-
co, como los mostrados en el caṕıtulo 4, rondan las 20-40 horas de
proceso en un solo núcleo de CPU.

• Las simulaciones del TJ-II requieren mucha más precisión en el mallado
y por tanto mayor número de elementos. Los tiempos requeridos para
las simulaciones del caṕıtulo 5 rondan las 40-150 horas en 24 procesa-
dores, es decir, el equivalente a 1000-3500 horas en una solo núcleo de
CPU (incluidas las pérdidas por paralelización).



206 Caṕıtulo C: Implementación



Referencias

[1] http://openmp.org/wp/

[2] http://www.mpi-forum.org/

[3] Schach, Stephen, Object-Oriented and Classical Software Engineering,
Seventh Edition. McGraw-Hill. ISBN 0-073-19126-4, (2006).

[4] http://www.fox-toolkit.org/

207
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Apéndice D

Sistema de visualización en
estéreo

Un aspecto importante a la hora de estudiar los resultados de simula-
ciones complejas es la visualización de los resultados. En un problema bien
conocido, es fácil mostrar con gráficas o incluso numéricamente las cantida-
des más interesantes que caracterizan dicho problema. Pero esto no es posible
en todas las ocasiones; podŕıa darse el caso de ser necesario estudiar con pro-
fundidad la mayor cantidad posible de los datos obtenidos en la simulación
para entender determinada cuestión de la dinámica del sistema. Esto no es
fácil si los datos a analizar poseen, como es el caso, cinco dimensiones. Por
ello, se creyó conveniente desde un principio no menospreciar la importancia
de la visualización de resultados.

Para llevar a cabo dicha labor de visualización, esta tesis incluye el desa-
rrollo de una plataforma tanto hardware como software para simular y re-
presentar datos en tres dimensiones. Dicha plataforma no está restringida a
resultados del código aqúı presentado, sino que se ha generalizado su uso para
hacerla útil en diferentes tareas. Aśı, en la actualidad se utiliza tanto para el
seguimiento de trayectorias dentro de una configuración magnética dada (por
ejemplo TJ-II o ITER) como para la representación de datos pertenecientes
a otros campos de investigación (por ejemplo protéınas) o incluso didáctica.
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Figura D.1: El cerebro sintetiza dos imágenes para construir una ilusión tri-
dimensional.

D.1. Plataforma Hardware

El hardware se puede dividir en dos partes bien diferenciadas, por un
lado los dispositivos para la visualización propiamente dicha y por otro la
detección y el seguimiento de sensores para interactuar con el usuario.

Dispositivos de visualización

La forma más natural para estudiar datos en tres dimensiones es utilizar
la capacidad del cerebro para fundir dos imágenes bidimensionales en una
representación 3D: en esto consiste la técnica de visualización en estéreo
(fig. D.1). Esta idea se remonta a la primera mitad del siglo XIX, cuando
el profesor de filosof́ıa y f́ısico experimental Charles Wheatstone inventó la
cámara estereoscópica con la que era posible tomar una instantánea con este
efecto. En esencia, lo único necesario es mostrar a cada ojo del usuario una
imagen de la escena desde un punto de vista diferente a la del otro. A mayor
distancia entre puntos de vista, mayor será la sensación de tridimensionalidad
pero, al mismo tiempo, mayor el esfuerzo “subconsciente” para mezclar las
imágenes. En el equilibrio entre ambos extremos se encuentra la mı́nima
molestia a la vez que máxima inmersión por parte del usuario. Este punto es
bastante subjetivo y por tanto experimental.



D.1 Plataforma Hardware 211

Figura D.2: Esquema del hardware de visualización.

La escena a visualizar en 3D se genera en el ordenador por el software
correspondiente. El software también es el encargado de proyectar la escena
desde el punto de vista de los ojos del usuario y env́ıa esa imagen al hardware.

El hardware de visualización (figura D.2) consiste en dos proyectores que
reciben cada uno una imagen diferente. Ambos dispositivos están alineados
de tal forma que proyectan las imágenes sobre la misma pantalla, superpues-
tas. Inmediatamente después de la salida de los proyectores se sitúan sendos
polarizadores que le dan propiedades ópticas diferenciadoras a las imágenes.
La luz difundida por las pantallas de proyección convencionales no conserva
la polarización, pues la luz difundida pierde parte de sus propiedades. Por
ello, se utiliza un material metálico en la construcción de la tela de proyec-
ción, de manera que la luz difundida conserve gran parte de la polarización
de la luz incidente, a cambio de una direccionalidad mayor. Se llega aśı a un
equilibrio entre máximo ángulo desde el que se puede observar la pantalla y
conservación de la polarización que preserve las imágenes que ha de percibir
cada ojo.

Para evitar que el usuario obstruya la proyección, se utiliza retroproyec-
ción. Otro detalle importante es que, para mantener una alineación precisa
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Figura D.3: Es necesaria una ubicación precisa de los proyectores con respecto
a la pantalla (izquierda) mediante soportes (derecha).

Figura D.4: Diferentes modelos de gafas polarizadas.

de los proyectores hace falta un soporte resistente (fig. D.3)

El último paso consiste en que el usuario utilice unas gafas polarizadas
(fig. D.4) cuya polarización es complementaria a la de las imágenes proyec-
tadas. Aśı, el ojo izquierdo ve la imagen izquierda pero no la derecha, y
viceversa. Naturalmente, la polarización cruzada no es perfecta y existe un
fenómeno de imagen fantasma por el que cada ojo ve su imagen y un pequeño
residuo de la del otro. A mejores polarizadores, menor efecto.

Finalmente el usuario percibe una imagen tridimensional (fig. D.5).

Una cuestión interesante es el tipo de polarización utilizada. Existen dos
opciones comunes: polarización lineal o circular. En el caso de la polariza-
ción lineal, el fenómeno de imágenes fantasma es ligeramente menor pero el
usuario debe mantener las gafas en una posición completamente horizontal,
pues un ligera inclinación de la cabeza ya no cancelaŕıa la luz polarizada
verticalmente por el polarizador horizontal y viceversa. En el caso de la po-
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Figura D.5: Esquema de la ruta óptica de las imágenes. A la izquierda las
imágenes emitidas por los proyectores. En el centro la imagen entremezclada
en la pantalla, a la derecha las imágenes discriminadas por las gafas. En rojo
y azul se indican la orientación de la polarización.

larización circular esto no ocurre, pues no depende del giro del polarizador1.
Aśı, la ligera ganancia ofrecida teóricamente por la polarización lineal, en la
práctica no es significativa y por ello se ha elegido la circular como opción.

La técnica aqúı descrita se denomina estéreo pasivo y ofrece gran calidad
en la visualización. En el otro lado se tienen plataformas de estéreo activo que
ofrecen aún mas calidad pues se basan en la multiplexación de las imágenes
en el tiempo, en lugar de en la polarización. Para ello se necesita un solo
proyector o pantalla CRT/TFT que sea capaz de emitir al menos dos veces el
número imágenes por segundo perceptibles por el ojo. Las imágenes para cada
ojo se emiten alternativamente. El usuario posee unas gafas sincronizadas con
el ordenador que emite al proyector o pantalla las imágenes de tal modo que
oscurecen la visión a los ojos en función de qué imagen se está mostrando
en un instante de tiempo dado: si es la del ojo izquierdo, impide ver al
ojo derecho y viceversa. La forma en que se oscurecen los cristales de las
gafas, mediante cristal ĺıquido en la tecnoloǵıa actual, es de gran calidad y
el fenómeno de imágenes fantasma disminuye hasta ser casi inapreciable. Es
por ello que los dispositivos de estéreo activo ofrecen mayor claridad pero
tienen la desventaja de necesitar un mayor presupuesto, sobre todo para
grandes audiencias, porque cada usuario requiere de unas gafas sincronizadas.

1Si bien esto no es estrictamente cierto en la práctica, donde se aprecia una imagen des-
colorida y atenuada cuando los polarizadores giran. No obstante, el efecto es despreciable
frente al sufrido en el caso de polarización lineal
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Sin embargo, la reducción de costes de tecnoloǵıa difumina cada vez más la
frontera entre las técnicas de estéreo activo y pasivo, en la cuestión monetaria.

Control de la posición

Otra consideración importante a la hora de visualizar en tres dimensiones
es qué posición se toma como punto de vista del usuario. Si dicha posición
es fija, no hay mayor problema: basta con introducirla con antelación en el
software. Sin embargo, seŕıa deseable que el usuario pudiera moverse dentro
de la escena e interactuar con ella. Para conseguir este efecto es imprescindible
que el software conozca la posición de todos los puntos que requieran de
interacción. El más importante de todos es la posición de los ojos que, con
buena precisión, se puede extraer de un sensor unido a las gafas o la cabeza2.
También es interesante poder captar la posición de las manos y la orientación.
Sólo con el seguimiento de estos 3 puntos con 6 grados de libertad cada uno de
ellos (tres coordenadas y tres ángulos), la interactividad con las aplicaciones
mejora sustancialmente:

• El sensor de cabeza permite mantener continuamente el punto de vista
desde los ojos del usuario, y aśı poder atravesar el escenario para acer-
carse a un detalle o girar la cabeza para ver datos ocultados por otros
en una perspectiva dada. Esto permite acercarse mucho a la sensación
percibida observando una imagen holográfica. Se pierde sin embargo el
punto de enfoque, pues en la proyección los ojos siempre deben estar
enfocados en la pantalla: en los hologramas incluso el enfoque debe
realizarse sobre la imagen virtual. Hay que mencionar que la inmersión
solo puede percibirla un usuario, pues la proyección sólo es válida desde
su punto de vista. De nuevo en un holograma esto no es aśı.

• Los sensores de posición de las manos pueden utilizarse para girar o
ampliar la escena, interactuar con los elementos de la simulación o los
parámetros de datos representados, etc.

Es importante hacer notar las capacidades de la plataforma de visualiza-
ción en lo relativo al término realidad expandida recientemente acuñado. Un

2La desviación t́ıpica en altura y profundidad de la cabeza no es significativa a efectos
prácticos. Por simetŕıa, la anchura no afecta. La desviación t́ıpica en la distancia entre
ojos igualmente se considera despreciable, si bien en casos extremos se pueden modificar
los parámetros.
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ejemplo es la mejor explicación: en una de las aplicaciones implementadas, el
usuario puede coger con su mano una raqueta con la que podrá lanzar una
part́ıcula a diferentes velocidades y direcciones según la fuerza con la que
golpee. Al margen del valor cient́ıfico de la misma, el punto importante es
que el usuario ve la raqueta sobre su mano, unida a ella. Y cuando da un
golpe a la pelota con la raqueta, parte del mundo real (la mano del usuario
y su movimiento) se ven entremezclados con el mundo virtual (la paleta y la
pelota). A esto se refiere el término “realidad expandida”. Existen situacio-
nes al representar datos o en simulaciones rápidas en que dichas capacidades
podŕıan ser útiles, al igual que un ratón de ordenador se ha convertido en
algo imprescindible para cualquier trabajo profesional.

Existen diferentes formas de capturar la posición de los sensores. Las más
habituales son:

• Mediante ultrasonidos: se mide el tiempo de vuelo de un pulso de ultra-
sonidos y se obtienen las distancias entre diferentes puntos que carac-
terizan de forma uńıvoca la posición y la orientación del sensor. Es un
método preciso pero, al ser los posicionadores la parte económicamente
más costosa, las ampliaciones de los mismos son caras.

• Mediante ondas electromagnéticas: en este caso se utiliza el tiempo
de vuelo de una señal de radiofrecuencia. Tiene como inconveniente el
que los elementos conductores en la zona de trabajo pueden perturbar
las mediciones. Económicamente la situación es parecida al caso de
ultrasonidos, el número de posicionadores caracteriza el precio final y
por tanto las ampliaciones son caras.

• Seguimiento mediante cámaras: los posicionadores son esferas reflectan-
tes iluminadas por destellos infrarrojos. Un conjunto de cámaras detec-
tan las posiciones de las esferas y procesan internamente las imágenes
para enviar en tiempo real la interpretación de los datos a un orde-
nador que centraliza la información de todas las cámaras y ofrece la
ubicación y la orientación de los posicionadores. La precisión de este
mecanismo depende del número de cámaras utilizas (de 10 a 20). El
coste de incrementar el número de posicionadores es reducido, pues to-
das las cámaras monitorizan a todos los posicionadores, y éstos no son
más que reflectores.
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Se ha elegido la opción de seguimiento mediante cámaras ofrecido por la
compañ́ıa OptiTrack [1] por tener un coste similar a las otras tecnoloǵıas pero
un sobrecoste de ampliación bajo. Eso permitiŕıa en un futuro la capacidad
de interacciones precisas a través de, por ejemplo, el seguimiento de varios
dedos de las manos o parte de los brazos del usuario.

D.2. Software

Un código desarrollado en C++ traduce las escenas tridimensionales ge-
neradas, a partir de datos y simulaciones a representar, en proyecciones bidi-
mensionales para cada ojo. Dicha traducción la lleva a cabo la tarjeta gráfica
del ordenador principal mediante una implementación libre (Mesa) de la es-
pecificación OpenGL. Ya se ha dicho que en la proyección es necesario tener
en cuenta la posición del usuario para situar su imagen en el mundo virtual
de la simulación, pero también es necesario para compensar la distorsión cau-
sada por el hecho de que el usuario no ve la pantalla de proyección de frente,
sino desde su punto de vista.

Un detalle interesante es el modo de extraer las dos imágenes del PC para
enviarlas a los procesadores. La mayoŕıa de las tarjetas gráficas actuales dis-
ponen de salida para dos monitores, dividiendo el escritorio en dos mitades.
Esta propiedad se ha aprovechado del siguiente modo: una vez generadas las
imágenes de cada ojo, se sitúan en pantalla una al lado de la otra ocupando
por completo el escritorio. Si ambas salidas de la tarjeta gráfica se env́ıan a
los proyectores (fig. D.6), cada uno de ellos recibirá una imagen de un ojo.
Este sencillo sistema permite la máxima compatibilidad con el hardware con-
vencional.

En un ordenador secundario se ejecuta el software propietario del sistema
de posicionamiento bajo Windows que puede comunicarse mediante sockets
con otros procesos. Esta capacidad se utiliza para comunicarse, mediante
un proceso puente, con en ordenador principal bajo Linux y aśı integrar el
software de representación, simulación y visualización con el de posiciona-
miento. Aśı, el software de las cámaras ofrece la posición tridimensional de
los posicionadores del usuario. A partir de dichos datos y las simulaciones,
se procesan las imágenes para cada ojo que, posteriormente, se env́ıan a la
plataforma de visualización y, de nuevo, llegan al usuario.

Puesto que es un PC el que controla los posicionadores y otro la visualiza-
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Figura D.6: Env́ıo de imágenes a cada proyector.

ción, la expansión de la plataforma a un sistema CAVE3 es inmediata: basta
con añadir un PC por cada nueva pantalla. Todas estas nuevas máquinas
se conectan al ordenador central que contiene la información de los posicio-
nadores gracias a las cámaras. Aśı, cada PC esclavo conoce la distancia y
posición relativa a los posicionadores y podrá calcular, de forma indepen-
diente, la proyección sobre la pantalla asociada a dicha máquina.

D.3. Resultado

Finalmente, se muestran algunas imágenes de la plataforma. Por ejemplo,
el detalle de una cámara de seguimiento de posición (fig. D.7) donde se aprecia
en ćırculo la serie de diodos led infrarrojos que actúan de flash y en el centro el
objetivo con filtro que solo permite el paso de luz en el infrarrojo cercano, más
allá del espectro visible4. En la figura D.8 se aprecia en detalle los proyectores
junto a sus filtros polarizadores y soporte.

La configuración de la constelación de cámaras se puede ver en la figu-
ra D.9. Se tienen dos ćırculos principales a diferentes alturas que permiten

3Habitáculo compuesto por entre 3 y 6 pantallas en lugar de paredes, techo y suelo,
sobre las cuales se emiten proyecciones que provocan la sensación, a un usuario en su
interior, de estar inmerso por completo en un mundo virtual [2].

4Los dispositivos de captura de imágenes convencionales (ya sean CCD o CMOS) pre-
sentan una sensibilidad en el espectro mayor que la del ojo humano.
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Figura D.7: Detalle de cámara usada para ubicar los posicionadores.

observar los posicionadores aunque el usuario tape parcialmente la configu-
ración.

Algunas simulaciones son de carácter más cient́ıfico, para el seguimiento
de part́ıculas dentro de un dispositivo de fusión (fig. D.10) y otras tienen un
carácter más didáctico (figs. D.11 y D.12).

Por último, la plataforma puede utilizarse sin seguimiento para presenta-
ciones 3D a grupos numerosos (fig. D.13).
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Figura D.8: Proyectores con filtros polarizadores y soporte.
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Figura D.9: Detalle de la constelación de cámaras.
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Figura D.10: Simulación a tiempo real de part́ıculas lanzadas dentro de la
cámara de vaćıo del TJ-II. En la pantalla se aprecia la “imagen doble” ca-
racteŕıstica de los sistemas de proyección en estéreo pasivo: cada una de las
imágenes se emite en polarización ortogonal a la otra.
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Figura D.11: Simulación de part́ıculas cargadas y visualización del campo
eléctrico que provocan.
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Figura D.12: Representación de los resultados de una simulación de difusión
de tritio en red cristalina.
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Figura D.13: Nutrido grupo de público con gafas polarizadas.
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