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RESUMEN

En esta tesis se presenta un nuevo cédigo de calculo numérico disenado
para obtener la evolucién de la funcion de distribucion de iones y electrones
en dispositivos toroidales de fusién por confinamiento magnético. El trabajo
viene motivado por la necesidad de estudiar aspectos inabordables para los
codigos tradicionales de transporte. Estos se basan en que las distintas magni-
tudes del plasma pueden describirse como promedios a las superficies de flujo
magnético cuya existencia, pues, se da por hecha en todo el plasma. Puesto
que también los elementos métricos se promedian para obtener, a su vez,
descripciones razonables de los gradientes promedio y diversas magnitudes
integrales, se habla a menudo de cédigos de “dimensién 1,57, o 1,5-D. Ejem-
plos de tales aspectos prohibidos son (i) cualquier estudio relacionado con la
presencia de islas magnéticas o, en general, con la ruptura del anidamiento
perfecto de las superficies magnéticas, (ii) la presencia de fuentes que alteran
directamente la funcién de distribucién, como los efectos cinéticos a menudo
asociados a las fuentes de calentamiento, (ii) o simplemente la consideracién
de las variaciones de las magnitudes del plasma (densidad, temperatura, ...)
sobre las superficies magnéticas bien formadas, cuyo efecto en los flujos no
tiene por qué ser despreciable.

El programa concebido es muy amplio, pero no por ello se ha desconside-
rado tomarlo como marco para un trabajo de tesis. En la presente memoria
se ha pretendido establecer una base solida desde la cual se pueda acceder a
los estudios que la han motivado: la dificil fisica de los plasmas del stellarator
TJ-I1. Como es logico, la puerta quedara igualmente abierta para estudiar
cualquier otra maquina de geometria toroidal. Asi pues, como minimo se ha
pretendido (i) mostrar claramente el fundamento tedrico del cédigo de célcu-
lo; (ii) escoger y probar las herramientas numéricas necesarias; (iii) codificar
consecuentemente las ecuaciones y el software de apoyo para el andlisis de sus
resultados (p. ej. la interfaz con el usuario a través de herramientas avanza-
das de visualizacién tridimensional ); y (iv) contrastar los resultados de todo
el ensamblaje con la teoria basica. En el resto de la memoria presentaremos
todos estos aspectos siguiendo el orden siguiente:
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En primer lugar, en el capitulo introductorio, se dara una breve pero gene-
ral vision de la fusion por confinamiento magnético. En ella se introduciran
conceptos tan importantes como el transporte radial, los flujos de calor y
particulas y, por supuesto, el confinamiento magnético como mecanismo pa-
ra conseguir fusién. Ademds se introduciran los diferentes modelos y métodos
de computacion utilizados en el area de plasmas de alta temperatura para
asi encuadrar el cédigo presentado.

En el capitulo 2 se estudian los fundamentos fisicos del modelo y se pre-
para para ser resuelto mediante técnicas de computacion. Entonces se hace
posible, bajo las condiciones de trabajo, hallar la evolucién de la ecuacién
cinética de deriva en maquinas complejas teniendo en cuenta todas las ca-
racteristicas cinéticas.

En el capitulo 3 se presenta el método computacional para resolver las
ecuaciones establecidas. En él se detalla la forma de construir las mallas so-
bre las que se resolvera el problema, como se hace la conveccién de la funcién
de distribucién, qué condiciones de contorno se adoptan, cémo se hace la
evolucion temporal y se alcanzan los estados estacionarios, etcétera.

En el capitulo 4 se llevan a cabo las comprobaciones, esenciales para en-
tender si el cddigo estd funcionando como debe. Para ello se realizan pruebas
de convergencia, ambipolaridad y comparacién con la teoria Neoclasica en el
caso de un tokamak axisimétrico.

En el capitulo 5 se muestra la capacidad del cédigo a la hora de simular
aquello para lo que esta disenado: geometrias complejas tales como la del
TJ-II. Se presentan algunos resultados preliminares para dicha geometria,
asi como el futuro en esta linea.

Por 1ltimo en el capitulo 6 se establecen las conclusiones finales.

Varios aspectos colaterales pero que deben ser documentados por su im-
portancia se han incluido a modo de apéndices:

e En el apéndice A se establece un puente entre las ecuaciones desarrolla-
das a lo largo de la tesis, y la forma final en la que han sido codificadas.
A lo largo de este proceso se pueden reconocer qué términos son los
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responsables de las excursiones radiales grandes de los centros guia,
qué términos son lineales y cuales no.

e Un problema muy importante a la hora de obtener resultados relevantes
es encontrar un modo eficiente de invertir las matrices del modelo para
alcanzar estados estacionarios. En el apéndice B se mostraran unas
nociones de como conseguirlo.

e Aunque los detalles de la implementacién del cédigo fuente no son
relevantes desde un punto de vista fisico, si es interesante dar algunos
datos y estadisticas al respecto. El apéndice C se encarga de ello.

e Existe otro trabajo desarrollado paralelamente a la construccion del
cédigo (apéndice D): una plataforma hardware de realidad expandida
y el software ad hoc. El dispositivo permite representar datos en tres
dimensiones y lanzar simulaciones de diferentes tipos relacionados o no
con la fusion. El usuario tiene capacidad de interaccion mediante varios
sensores de posicion.

A continuacién se resumen las contribuciones cientificas realizadas duran-
te la elaboracion de esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién a la fisica basica de plasmas
de fusion

El confinamiento magnético se presenta como uno de los métodos mas
prometedores a la hora de explotar, de forma rentable, la energia de fu-
sion. Como es bien sabido, si dos nicleos ligeros desprovistos de sus capas
electrénicas (completamente ionizados) colisionan entre si apropiadamente,
el resultado es la fusién de ambos nticleos en uno de niimero atémico mayor:
es la (tan deseada en otros tiempos) transmutacién. Puesto que el nucleo
atémico resultante posee menos masa que la suma de los reactivos, la reac-
cion es tremendamente exotérmica, siendo la energia del producto resultante
AE = Amc?. Dicha reaccién serd més o menos eficiente en funcién del ntiime-
ro atémico de los nicleos que colisionan [1].

El gran problema es cémo mantener los niicleos atémicos totalmente io-
nizados y a las altas temperaturas requeridas (en torno a los 10 keV). Se
puede conseguir su confinamiento utilizando un intenso campo magnético
como “botella magnética” responsable del aislamiento de las paredes. Si el
aislamiento es bueno, basta con suministrar al combustible energia de forma
continuada para poder alcanzar las temperaturas deseadas y, una vez alcan-
zadas las condiciones de trabajo, el responsable principal del calentamiento
seran las propias reacciones de fusion. En el caso de que sea totalmente res-
ponsable se dice que se ha alcanzado la ignicion, pues, al igual que una cerilla,
la reaccién se basta de combustible (y aislamiento) para auto-sostenerse.
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Figura 1.1: Superficies magnéticas de un dispositivo de confinamiento
magnético.

El combustible a las altas temperaturas requeridas se encuentra en estado
de plasma, es decir, una sopa disgregada de nicleos ionizados y electrones
libres, semejante a un metal’ pero sin red cristalina: los niicleos poseen li-
bertad en lo que a su movimiento se refiere. Pero tal libertad se ve limitada
por el hecho de que el plasma estd compuesto por cargas eléctricas que, bajo
situaciones complejas, pueden dar lugar a fenémenos colectivos complicados:
ondas de plasma, inestabilidades, turbulencia...

Por desgracia, una de las situaciones en las que la complejidad no es des-
denable resulta ser a altas temperaturas y en presencia de un campo magnéti-
co de intensidad media. Consideremos un campo magnético B generado por
bobinas externas que han sido disenadas para que las lineas del campo for-
men superficies magnéticas toroidales anidadas (figuras 1.1y 1.2). Esto quiere
decir que, en esas superficies, al seguir una linea de campo magnético se re-
llena de forma densa una superficie bidimensional con topologia toroidal en
el espacio.

En un primer andlisis del problema, el plasma deberia verse confinado
en presencia del campo definido, pues toda particula cargada sigue de forma
aproximada las lineas magnéticas y por tanto queda atrapada en una de
las superficies. Pero los experimentos y estudios muestran que en realidad
existen una infinitud de detalles a tener en cuenta. A medida que se tratan
de conseguir las condiciones de trabajo requeridas para la fusién, se vuelve
mas y mas dificil alcanzar la meta.

IDe hecho los plasma son buenos conductores eléctricos.
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Figura 1.2: Detalle de la figura 1.1. Las superficies magnéticas estan anidadas.

e En primer lugar, las “particulas” (iones o electrones) cargadas perciben
a las vecinas a través del campo eléctrico generado por estas tltimas.
Esto provoca un fenémeno de choques estocasticos que da lugar a di-
fusion. Asi, el confinamiento pasa de ser perfecto en el sentido de que
toda particula situada en una superficie magnética permanece siempre
en ella, a una situacion en la que la particula poco a poco se traslada
a las superficies colindantes, y asi hasta escapar del dispositivo. Este
mecanismo de transporte de materia al exterior, y por tanto también
de la energia asociada a ella, es el denominado transporte Clésico [2].

e Ademas, las particulas no siguen de forma exacta las lineas de campo,
sino que poseen derivas perpendiculares que anaden un mecanismo de
escape de las superficies magnéticas. El resultado es un transporte de
energia significativamente mayor al Clasico: el denominado transporte
Neoclésico [3].

e Sin embargo, los experimentos muestran un confinamiento mucho peor
(es decir, un transporte mucho mayor) de lo que las teoria Clésica y
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Neoclasica describen, por lo que se puede hablar del denominado trans-
porte Anémalo [4] para reflejar este hecho. Los responsables de este in-
cremento son los llamados fenémenos colectivos del plasma. Aqui entran
en juego las muy réapidas perturbaciones del campo magnético genera-
das por el propio plasma? que dan lugar a inestabilidades y turbulencia
magnética. Por otro lado el campo eléctrico, también generado por el
plasma, da lugar a nuevas inestabilidades y a turbulencia electrostatica.

Estos fendmenos, junto a algunos otros, dan lugar a un mecanismo de es-
cape de energia que el plasma “aprovecha” para reducir los fuertes gradientes
de presién e intentar alcanzar el equilibrio térmico con el exterior del dispo-
sitivo. El resultado es una pérdida muy significativa del buen confinamiento
esperado por un analisis simplificado del problema.

La conclusion que se debe extraer es la existencia de una extensa gama de
fenémenos que afectan al confinamiento. Esto es un gran inconveniente a la
hora de indagar en su comprensién y el diseio de maquinas y experimentos.
En la actualidad, la tendencia de la comunidad cientifica debido a la com-
plejidad, parece ser un creciente interés en el desarrollo de herramientas de
simulacién por computador que modelice parte o, en tltima instancia, el con-
junto de dichos fenémenos. A partir de las simulaciones, y con los resultados
de los experimentos en la mano, se puede seguir la pista de qué ingredientes
son mas importantes para describir globalmente el problema.

Por tanto, el desarrollo de herramientas de simulacion se ha convertido en
pieza fundamental en la investigacion en plasmas [5]. Sin embargo no es po-
sible, con la capacidad de cémputo actual, llevar a cabo un analisis de todos
los fenémenos arriba mencionados. El principal responsable es la separacién
de escalas temporales a tratar: las inestabilidades y la turbulencia magnética
pueden aparecer en tiempos tan cortos como 107! segundos mientras que los
fenémenos electrostaticos rondan las escalas de 1075 segundos en los dispo-
sitivos de fusion actuales. En el otro lado de la escala se tiene el transporte
Clésico y el Neocldsico en torno a 1072 segundos y el tiempo de confinamien-
to, del orden de décimas o incluso segundos. Puesto que los algoritmos de
las simulaciones requieren de una discretizacién temporal cuyo incremento
es del orden o mas pequeno que el mas rapido de los fenémenos a estudiar,
se comprende la primera fuente de problemas: una simulaciéon que abarque

2 Al ser un fluido conductor, pueden aparecer corrientes que generan campos magnéticos.
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todos los problemas requeriria del orden de 10 pasos del algoritmo de simu-
lacién. Pero no es éste el peor de los problemas pues, a medida que se indaga
en la forma de simular la fisica, aparecen cuestiones de indole numérica tales
como la inestabilidad en los algoritmos que dan lugar a fenémenos no fisi-
cos, falta de conservacién en cantidades tan importantes como la energia, el
nimero de particulas o el momento lineal, o incluso la difusividad numérica3
que estropea o enmascara el estudio del transporte de energia al exterior del
dispositivo de estudio.

La presente tesis se enmarca en el desarrollo de herramientas de simu-
lacién, particularmente en la creacion de un codigo cinético que cubra las
escalas de tiempo desde 107 hasta el segundo, y tenga en cuenta el trans-
porte Neoclasico en geometrias de campo magnético genéricas, incluyendo
dispositivos tan complejos como el TJ-II [6]. Desde el punto de vista fisico,
la idea es poder ofrecer herramientas para estudiar propiedades tridimen-
sionales asociadas a dicho transporte. A pesar de ser restringido en la fisica
modelizada, visto el panorama de fenémenos arriba mostrado, la maxima que
se ha intentado seguir es la de dejar siempre abierta la puerta a la inclusién
de otros fenémenos. Tanto en el desarrollo tedrico como en la seleccion de
métodos numéricos e implementacién se ha tenido cuidado de no imponer
restricciones estrictas que impidan la introduccién futura de tales anadidos.
Otro de los requerimientos obligados por cuestiones practicas es una alta efi-
ciencia en la computacién, pues de otro modo no seria posible abarcar las
escalas requeridas en tiempos razonables.

1.2. Ecuaciones esenciales de transporte en
plasmas confinados

La dindmica fundamental del plasma viene determinada por la funcion
de distribucién a una particula f(r,v,t) (a partir de ahora FdD). Gracias a
ella, se puede conocer la densidad de probabilidad de encontrar una particula,
dada una posicion en las coordenadas espaciales r y de velocidad v para un
instante temporal ¢. Gran parte de la informacion relativa al plasma se puede
obtener de ella a partir de los momentos de la FdD. Los momentos se obtienen

3Fenémeno numérico que puede ser modelizado afadiendo al problema un término
artificial de difusividad.
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a partir de la reduccién en velocidad (integral a todas las velocidades) y los
méas comunes son la densidad

n(r,t):/f(r,v,t)dgv,

y la velocidad media

n(r, 1)o(r, £) = / Vv, Dd*.

La temperatura y presién se relacionan mediante

(e, 1) = nlr, )T(c, 1) = 7 / (v = 9(r, )2 f(r, v, )%,

y asi con cualquier otro observable que dependa solo de la funcién de distri-
bucién a una sola particula.

Dada una condicién inicial para la FdD, es decir, dada una distribu-
cién inicial de particulas, es posible hallar una ecuacion de evolucién para la
misma que ofrece, en instantes de tiempo posteriores, la nueva densidad de
probabilidad. En general se puede decir, para una sola especie de particulas,

W + % V(e v,t) + i—‘t’ YV f (v, 1) = C(f(r,v, 1), f(r, v, 1)),
donde el primer término de la izquierda esta asociado a las variaciones tempo-
rales, el segundo refleja los desplazamientos o derivas asociados a las particu-
las y el tercero los cambios de velocidad debidos a fuerzas provenientes de
campos promedio. Los campos promedio pueden ser por ejemplo magnéticos
o eléctricos. Dichos campos pueden estar producidos externamente (impues-
tos al problema) o internamente, a través de momentos de la FdD.

El segundo miembro de la ecuacién, C(f(r,v,t), f(r,v,t)), es el operador
de colisiéon y tiene en cuenta las interacciones entre particulas cercanas. Dicha
interaccién es debida a los campos electrostaticos generados en la vecindad
de las particulas*. Puesto que la distancia de interaccién, de tipo coulom-
biana, es relativamente amplia, la interacciéon se puede describir mediante
un término de difusién en el espacio de velocidades. Asi, los operadores de

4En los plasmas, el campo eléctrico de particulas més lejanas que la denominada lon-
gitud de Debye es apantallado.
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colisién asociados a plasmas de alta temperatura poseen caracteristicas di-
ferentes a las habituales de los fluidos de alta densidad. Esto modifica en
gran medida los métodos utilizados para resolver la dinamica de la FdD y
los resultados de la misma.

Una derivacién detallada de la FdD y su ecuaciéon de evolucion para
plasmas de fusién se puede encontrar en [7]. Se observara que toda la ar-
gumentacion se basa en la fisica clasica. La razon es que las interacciones
(coulombianas) que afectan a la dindmica de la FdD no involucran términos
de muy corto alcance ni energias tan altas que necesiten de un tratamiento
relativista. Basta con comparar las velocidades de las particulas con la de
la luz® para descartar correcciones relativistas y, a continuacién, estimar la
longitud de onda asociada a las particulas del plasma mediante la expresion
A = h/V/2mFE para darse cuenta de lo lejos que estd el sistema del &mbito
cuantico. Aqui hemos usado la constante de Planck h, siendo m y E respec-
tivamente la masa y la energia de la particula. Incluso si se consideran los
propios procesos de fusion nuclear, estos s6lo aparecen como pequenas fuen-
tes o sumideros de especies de particulas (p. ej., desaparecen deuterones y
aparecen nucleos de helio) cuya ulterior evolucién sigue pudiéndose describir
de manera clasica. La mecanica cudntica queda oculta en las distintas seccio-
nes eficaces (procesos de fusion, pérdidas radiativas... ) de los términos fuente
en general. En definitiva, el ambito del presente estudio es netamente clasico.

Ademas de las cantidades asociadas a las particulas, es conveniente hablar
sobre las coordenadas curvilineas usadas para describir el sistema (Fig. 1.3):

e La coordenada toroidal ¢ es, como su propio nombre indica, la asociada
al dngulo toroidal en geometria cilindrica y varia entre 0 y 27 al dar
una vuelta al toroide en torno a su eje mayor.

e La coordenada poloidal # varia entre 0 y 27 entorno al eje menor del
toro y define, junto a la coordenada toroidal, una parametrizacion de
las superficies magnéticas.

5Esta discusién se refiere al &mbito del presente estudio. Hay fendmenos especificos,
como la generacion de “electrones fugitivos” o algunos métodos de calentamiento por ra-
diacién electromagnética, que pueden necesitar cdlculos relativistas; pero en cualquier caso
se trata de estudios especializados que no alteran la naturaleza “clasica” de las ecuaciones
cinéticas del plasma confinado.
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Eje magnético

Superficie

Figura 1.3: Coordenadas que caracterizan las superficies magnéticas.

e La coordenada radial 1) etiqueta las superficies magnéticas y por ello
su gradiente su gradiente es perpendicular en todo punto a la superficie
magnética.

Si bien es cierto que hay derivas y comportamientos que obligan a las
particulas a salirse de las superficies magnéticas, alli las cantidades principa-
les del plasma tales como la densidad, la presion o la temperatura son apro-
ximadamente constantes. Puede decirse que el campo magnético actia de
lazo conductor por las superficies y homogeneiza las propiedades del plasma
sobre ellas. Es por ello que resulta conveniente hablar de cantidades prome-
diadas a dichas superficies, en especial cuando se habla de transporte radial,
pues resulta més facil aproximar resultados integrales de las ecuaciones de
evolucién.

A partir de los flujos tridimensionales de particulas y calor

I'(x,t) = /Vf(xvt) v, Q(x,t) = /—fovt)d (1.1)
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se pueden definir los flujos radiales,

R S Q) - . LR

que pueden verse como algo proporcional en cada punto a I' - V¢ y Q - Vo
(el factor de proporcionalidad lo da el factor de escala de la coordenada ).

Las cantidades definidas en este apartado son fundamentales en el estudio
de plasmas [8], y serdn utilizadas a lo largo de la tesis con frecuencia.

(1.2)

1.3. Meétodos de simulacién y otras cuestio-
nes numéricas

En primer lugar se va a describir muy someramente esta extensa area: la
resolucion de ecuaciones provenientes de modelos fisicos de plasmas median-
te técnicas computacionales. Después se pasara a algunos de los problemas
concretos en el area de fusion.

1.3.1. Métodos de computacion

A la hora de encontrar el mejor método numérico para resolver unas ecua-
ciones determinadas, generalmente hay que llegar a un equilibrio entre coste
computacional (recursos y tiempo necesarios para llevar a cabo la simulacién)
y precision obtenida. Con suficiente capacidad de computo, el problema de
simular un plasma seria trivial: bastaria con seguir todas las particulas del
plasma (en un orden de magnitud cercano a 10?°), sus interacciones mu-
tuas y con los campos externos, usando un paso temporal en el algoritmo
de simulacién suficientemente pequefio y una discretizacién® de las variables
suficientemente buena como para que se tenga la precision requerida en los
resultados. Pero, logicamente, esto no es posible.

Las técnicas utilizadas dependen mucho de qué cuestiones deben ser cui-
dadas y cuales no. Por ejemplo, si se requiere una conservacion estricta de las
cantidades a estudiar, es conveniente un método que garantice dicha conser-
vacién localmente. Los métodos de elementos discontinuos (ya se vera mas
adelante en qué consisten) cumplen esta propiedad y serian los ideales en

6Cualquier cantidad debe de caracterizarse mediante un nimero de digitos finito, en
una base numérica predeterminada, para poder ser almacenado o computado.
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este caso [9]. Si lo importante es una buena conservacién de las cantidades,
aunque no estricta, y una gran precisién y baja difusividad numérica, los
métodos espectrales [10] toman un papel protagonista, con el coste anadido
de un gran consumo de recursos y baja eficiencia en computadores parale-
los. Si se tienen muchas dimensiones y se buscan soluciones bajo equilibrios
térmicos, los métodos de Monte-Carlo son muy eficientes [11]. Vemos por
tanto que es muy importante conocer los requisitos del problema.

En general, antes de elegir un método es importante conocer la capaci-
dad de computaciéon de la que se puede disponer y el tipo de paralelizacién
posible. Existen métodos que no son facilmente paralelizables, lo cual quiere
decir que el algoritmo que implementa el método, al ser paralelizado de la
forma mas 6ptima posible, requiere de mucha comunicacién entre los dife-
rentes procesadores hasta tal punto que la mayoria del tiempo de ejecucién
se utiliza en comunicacién y no en computacién. Asi, para una simulacion
dada, existe un ntimero de procesadores por encima del cual el tiempo de
computacién no disminuye a medida que se anaden mas procesadores, sino
que aumenta. En funciéon de cuantos procesadores sean, y de cuantos se dis-
ponga para el problema dado, el método propuesto serd mejor o peor (por
ejemplo un algoritmo que no escala bien con el niimero de procesadores a
partir de 100 no tiene mucho sentido ejecutarlo en una maquina con 10000
procesadores). Por supuesto esto cambia si es necesario estudiar un modelo
mediante muchas simulaciones con diferentes parametros. En este caso cada
simulacion es independiente de las demas y no necesitan comunicacion.

Se pueden distinguir dos grandes familias de métodos en la literatura: los
estadisticos y los que discretizan la ecuacion de evoluciéon en las dimensiones
del problema. Aunque existen muchas alternativas no presentadas aqui, se
han mencionado sélo las mas comunes. Aun asi, en un ultimo apartado se
hablara de algunos métodos especificos para problemas concretos.

Métodos estadisticos

Se puede intentar seguir de forma lo mas exacta posible la trayectoria
de una proporcion del total de particulas, teniendo en cuenta las interaccio-
nes mutuas. Esto supone un coste computacional enorme, pero a cambio se
tiene toda la informacion del sistema si la fraccién simulada es significativa.
Lamentablemente, como ya se ha comentado, en plasmas de fusién con 102°
particulas esto no es posible.
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Una solucion de compromiso consiste en resolver la ecuaciéon de Langevin
[12]: se simula una pequena porcién de marcadores que reproducen la dindmi-
ca de las particulas, pero sin tener en cuenta el efecto de las interacciones con
el resto de particulas. Para modelizar este efecto, se retine en un operador de
colisién todas las interacciones a varias particulas. Dicho operador se modela
en la simulacién mediante un fondo estocastico que modifica la velocidad de
cada marcador. Esto se hace de modo tal que al hallar promedios estadisti-
cos (observables) el comportamiento de éstos converge y es equivalente, en
el limite de muchos marcadores, a resolver la ecuaciéon de evolucién con el
operador de colision mencionado.

En las estimaciones bajo equilibrios termodinamicos es donde son excelen-
tes” los algoritmos estadisticos; pero cuando es necesario estudiar dindmica o
estados fuera del equilibrio, se pierde parte de su eficiencia. Y por desgracia
los plasmas son estados fuera del equilibrio y tremendamente dinamicos.

Cabe mencionar que al elegir las condiciones iniciales hay que tener cuida-
do, pues podria darse el caso de dejar una parte significativa de la dinamica
fuera de la “visién” de los marcadores®.

Una vez desarrollados los algoritmos, estos métodos se caracterizan por
su sencillez de implementacion y la buena estimacién del error final sobre la
solucion. Pero poseen el inconveniente de requerir gran capacidad de compu-
tacién para alcanzar soluciones con barras de error reducidas, especialmente
en determinados casos patolégicos pero importantes®.

La eficiencia de paralelizacion, que mide el aprovechamiento del hardware
en funcién del nimero de procesadores, es perfecta si no hay interaccién entre
marcadores a través de un campo externo o promedio, pero se reduce cuando
si la hay (algo indispensable en fisica de plasmas). La ventaja de la sencillez
de implementaciéon se degrada considerablemente a medida que se mejora la
eficiencia de paralelizacion en los casos de fuerte interaccion.

"Una prueba de ello es el gran avance logrado por los algoritmos de Metrdpolis y
HeatBath en simulaciones de ciencias de los materiales o cromodindmica cudntica [13]

8Por ejemplo, una zona de particulas atrapadas en un plasma puede constituir una frac-
cién del espacio de velocidades reducida, pero su dindmica puede alterar significativamente
el comportamiento global.

9Por ejemplo el calculo de la velocidad toroidal de las especies en dispositivos de fusién
[14].



12 Capitulo 1: Introduccién

Métodos basados en discretizar la ecuacion de evoluciéon

En funcién del tipo de discretizacion se distinguen:

e Métodos espectrales, que parten de la caracterizacién de las variables
a resolver como expansiéon en una familia de funciones cuyo dominio
es el recinto de estudio completo. La familia de funciones utilizada de-
pendera del tipo de ecuacién a resolver, de las condiciones de contorno
deseadas, del recinto de estudio etc. Desde un punto de vista algebrai-
co, en general estos problemas requieren la resolucién de sistemas de
ecuaciones con un nimero de variables del orden del niimero de elemen-
tos en la familia de funciones. Ademas, las matrices que caracterizan
tales sistemas de ecuaciones suelen ser “densas” (la gran mayorfa de
sus elementos son no nulos), lo cual requiere un trabajo de resolucién
muy grande para altas precisiones. Un problema anadido es un niimero
de condicién de dichas matrices alto!®, lo cual dificulta el hallar solu-
ciones mediante los denominados solvers iterativos!!. Otro problema
adicional es la baja eficiencia a la hora de paralelizar.

Dentro de los métodos espectrales [15] se encuentran el método de los
momentos (MoM) [16], Expansiones en familias tales como Fourier, La-
place, Laguerre, Hermite, métodos pseudoespectrales que aprovechan
la eficiencia de transformaciones rapidas tales como FFT (transforma-
da rapida de Fourier) [17] o FMM (Fast Multipole Method) [18] para
resolver un problema etc.

En general, en la comunidad cientifica, los métodos espectrales se usan
asiduamente por su claridad en los resultados y precision. Pero tienen
como grandes enemigos la eficiencia en maquinas masivamente paralelas
y la dificultad de encontrar familias de funciones adecuadas a recintos
complicados.

e En el otro extremo de la balanza se tienen métodos de elementos que
aproximan la funcién mediante funciones de bajo orden en recintos que
son mucho menores que el de estudio. Cada uno de los pequenios recin-
tos en los que tiene vigencia una de estas aproximaciones se denomina

10FE] niimero de condicién indica la relacién entre el mayor y el menor de los autovalores
de una matriz dada.

HUn tipo de algoritmo que permite hallar una solucién aproximada a un sistema sin
tener que invertir de forma directa la matriz.
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elemento. Por tanto, la funcién puede ser aproximada mediante nume-
rosos elementos y dentro de cada elemento por una aproximacién de
bajo orden. A medida que crece el nimero de elementos, se incremen-
ta la precision. La obtencién de una solucion suele limitarse, una vez
mas, a resolver un sistema de ecuaciones caracterizado por matrices.
Dichas matrices suelen ser “dispersas® (un gran numero de los valores
que las componen son nulos) y esto supone una ventaja tanto para la
paralelizacion como para la resoluciéon mediante solvers iterativos. El
numero de condicién de las matrices depende del problema de estudio,
pero en general se comportan mejor que el equivalente espectral. Tam-
bién es cierto que el nimero de elementos necesarios para alcanzar una
precision dada es mayor que en el caso de los métodos espectrales pero,
si se dispone de una maquina masivamente paralela para el calculo, a
efectos practicos, un método espectral es menos eficiente (en el sentido
del tiempo requerido para obtener una precisiéon dada).

Dentro de esta gama de métodos [19] entrarian los de elementos finitos
(FEM), volimenes finitos (FVM) y otras variedades. También existe el
método de las diferencias finitas (FDM) que, si bien no tiene elementos
bien caracterizados, se basa en el mismo principio de aproximar las
variables por funciones locales y no globales.

Como ya se ha comentado, la eficiencia de paralelizacion suele ser bue-
na. El hecho de ser los métodos mas utilizados en aplicaciones de in-
genieria hace que se haya invertido mucho esfuerzo y tiempo en mejo-
rarlos (soluciones con precision variable dentro del recinto, estimacion
de errores...) y adaptarlos a muchas clases de problemas, por lo que a
menudo es posible encontrar software desarrollado si las ecuaciones a
simular se pueden expresar de forma equivalente a otros problemas ya
implementados.

e Entre ambos extremos se hallan los métodos de elementos espectrales,
que utilizan familias de funciones complejas (normalmente polinomios
de interpolacién de alto orden) y elementos al mismo tiempo: el recinto
de estudio se divide en elementos de geometria més simple y, dentro de
cada uno, se utiliza una familia de funciones para alcanzar una precisién
espectral. La unién entre recintos se hace de modo que, globalmente,
no se pierda la precisién alcanzada dentro de cada recinto. Si se toma
un alto orden en la familia de funciones y solo un elemento para ca-
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racterizar el recinto de estudio se tienen los métodos espectrales. En
el otro extremo, bajo orden en la familia y gran ntimero de elementos,
se tienen los métodos tales como FEM. Los métodos de elementos es-
pectrales son relativamente jovenes dentro del panorama numérico. No
obstante, poco a poco estan ganando terreno y convirtiéndose en una
fraccién importante de la literatura. Esto es debido a su flexibilidad a
la hora de abordar problemas, por ejemplo, debido a la capacidad de
incorporar al mismo tiempo zonas con elementos de orden alto y otras
de orden bajo (esto es 1til en simulaciones muy inhomogéneas donde en
una parte del recinto la solucién sea facilmente interpolable y resoluble
pero en otra requiera gran precision).

Dentro de los métodos de elementos espectrales se tiene la versiéon clési-
ca (SEM) [20] pero también otras mds nuevas como el método de Ga-
lerkin discontinuo (DGM) [21], el método de los volimenes espectrales
(SVM, que es la contrapartida de volimenes finitos) [22] o el método
de las diferencias espectrales (SDM, que es la contrapartida al método
de las diferencias finitas) [23].

La eficiencia de paralelizacion en los métodos de elementos espectrales
depende del orden dentro de cada elemento y del ntimero de elementos,
y por tanto depende de la arquitectura de hardware disponible. En
cualquier caso, abarca los dos extremos estudiados més arriba (c6digos
espectrales - c6digos de elementos)

Métodos especificos

Hasta aqui se han mostrado los métodos numéricos convencionales, pero
existe otra infinitud mas especifica. Un ejemplo es el método de los elemen-
tos de contorno (BEM) [24] donde el recinto de estudio se supone compuesto
por volimenes con propiedades homogéneas separados por discontinuidades.
Existen también mezclas entre métodos de particulas y continuos tales como
los meshless'? [25] donde entrarfan por ejemplo SPH (Smoothed Particle Hy-
drodynamics)[26]; los métodos PIC podria entrar dentro de esta categoria.
Una gama importante que tal vez en un futuro tenga algo que decir en el
ambito de la fusion es LBM o el método de Lattice Boltzmann [27].

El LBM en cierto modo se puede ver como un método de particulas o
trazadores: si se toman particulas a velocidades muy especificas que cum-

12Gin malla.
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plen determinadas propiedades y se hacen evolucionar en el tiempo se tiene
el algoritmo béasico del LBM. La particularidad de las velocidades consiste
en que, en su conjunto, el problema de avance de las particulas equivale a
resolver las ecuaciones para los momentos de orden mas bajo de la ecuacion
de Boltzmann. Dichos momentos provienen de una integral en velocidad. Si
la integral se lleva a cabo de forma numérica mediante cuadraturas de Gauss,
es equivalente a la suma ponderada de la FdD en determinadas velocidades
que coinciden con las que se hacen avanzar por LBM. Por tanto, el LBM
equivale a evolucionar marcadores de la FdD que seran usados en cuadra-
turas de Gauss para obtener las ecuaciones de los momentos de orden més
bajo (densidad, velocidad, temperatura). Ademads la eficiencia del LBM es
muy grande, pues la cuadratura se elige de tal modo que la conveccién por
cada paso temporal de los marcadores consista tan solo en desplazarlos de su
posicién actual a una de las vecinas en una rejilla. Asi el algoritmo de LBM
consiste en pasos de conveccion y colision sucesivos cuya eficiencia permite
simular tiempos muy largos.

Los modelos de reticula tipo LBM inicialmente se utilizaban sélo para re-
solver casos sencillos de las ecuaciones de Navier-Stokes en condiciones muy
restringidas, pero han conseguido ser aplicados en campos cada vez mas cer-
canos a los problemas relevantes para la fusion, como por ejemplo problemas
de MHD [28], resolucién del potencial electrostatico [29], electromagnético
[30] e incluso la turbulencia electrostética [31].

Propiedades conservativas

Ademas de la separacion en funcion de la discretizacién del problema,
es importante otra caracterizaciéon en base a propiedades de conservacion.
Existen casos donde se requiere una conservacion estricta de las cantidades
de estudio con precision equivalente a la de la discretizacion binaria de la
plataforma hardware. Un ejemplo son los casos donde los tiempos de estu-
dio son mucho mayores que el paso utilizado en el algoritmo de integracién
temporal: un error pequeno en la conservacion de cantidades tales como la
energia o el nimero de particulas puede llevar en ultima instancia a solu-
ciones disparatadas e incluso inestabilidades. Por tanto aqui resulta esencial
que el método numérico, por construccién, no permita la “variacion de los
invariantes”.

Los métodos de particulas, si estan bien disenados, deben mantener los
invariantes como tales, pues todas las propiedades de cada particula depen-
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den del modelo que se utilice para ella. Los métodos espectrales no son es-
trictamente conservativos, pero el error en la conservacién es muy pequeno
debido a la alta precision. En el otro lado, los métodos de elementos y los
de elementos espectrales, pueden o no ser conservativos. Para poder tener
dicha capacidad deben aprovechar el hecho de que las variables a modelizar
se aproximan por funciones diferentes en cada elemento del recinto y, por
tanto, se pueden introducir discontinuidades entre elementos vecinos. Dichas
discontinuidades deben tratarse apropiadamente para garantizar la conser-
vacién. Asi, por ejemplo, los métodos FVM, DGM, SVM y SDM son a la vez
discontinuos y conservativos.

1.3.2. Meétodos utilizados en el area de fusion

El mundo de la computacién en el area de fusién por confinamiento
magnético es un entramado complejo de cddigos que simulan diferentes as-
pectos de la fisica y que tratan de abarcar la dindmica en todas las escalas
temperales posibles. Dicha extension puede sin embargo escindirse en varias
areas de trabajo mas o menos diferenciadas que se van a introducir aqui.

Como ya se ha comentado, la descripcion completa de la FdD requiere de
un escalar definido en un espacio de 6 dimensiones. Los c6digos PIC [32] se
utilizan en las aplicaciones que requieren toda la informacion cinética de la
funcién de distribucion, y el campo eléctrico generado por todas las particulas
simuladas. En esencia consisten en evolucionar la mayor proporcion posible
de las particulas del plasma y calcular el campo eléctrico (y magnético) en
cada paso. La estimacién de los campos es la parte més costosa y suele ace-
lerarse mediante técnicas Multigrid [33]. En general este tipo de cédigos se
restringe a situaciones sencillas donde, para reducir el problema, se explotan
simetrias en algunas de las dimensiones. Asi por ejemplo se puede hablar de
un problema 242 donde solo se tienen en cuenta dos dimensiones espaciales
y dos en velocidad.

En el momento actual, no es posible simular la evolucion de las inesta-
bilidades y turbulencia magnéticas (los fenémenos més réapidos) teniendo en
cuenta todos los detalles de la FdD en 5 6 6 dimensiones durante tiempos
suficientemente largos como para resultar de utilidad. Es por ello que, al es-
tudiar estos fenémenos, se utiliza la aproximacién MHD [34]. Esta tiene en
cuenta, al igual que para un fluido convencional, tan solo los momentos mas
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importantes de la FdD tales como: densidad, velocidad, temperatura, flujo
de calor, viscosidades... Las ecuaciones deben tener un cierre correcto de los
momentos. Desde un punto de vista computacional, esto equivale a resolver
ecuaciones integrodiferenciales no lineales acopladas:

e Acopladas porque los momentos dependen los unos de los otros.

e No lineales en su parte convectiva por usar la expansién en momentos.
Ademas, el hecho de que las velocidades de conveccién dependan de los
campos magnéticos y eléctricos que, a su vez, dependen del estado del
plasma, es otra fuente de no linealidad.

e Son integrales por que los campos magnético y eléctrico en cada punto
dependen del estado global de todas las particulas del plasma.

Habitualmente se trabaja con cédigos que aproximan la funcién de distri-
bucién con funciones analiticas de mayor o menor complejidad. Puesto que
se requiere gran precision, es habitual trabajar con métodos espectrales, pero
también con FEM, SEM o FDM o mezclas de éstos tltimos en la coordenada
radial y espectrales dentro de la superficie magnética. Un ejemplo de cédigo
se encuentra en [35].

Subiendo en la escala temporal, se tiene la turbulencia electrostatica
[36, 37] que muestra un panorama parecido al de MHD. Se tienen ecuaciones
aproximadas para los momentos de la funcion de distribucion que deben ser
resueltas en presencia de un campo magnético y otro eléctrico. Pero ahora
se tiene la diferencia esencial de que el campo magnético se supone fijado
y por tanto no existen perturbaciones magnéticas. No ocurre lo mismo con
el campo eléctrico. Una dificultad anadida es la incursién de algunas pro-
piedades cinéticas de la funcién de distribucion que no son correctamente
modelizadas por los modos mas bajos y que deben ser tenidos en cuenta a
través de modelos tedricos adicionales [38]. Sin embargo, para simplificar el
problema, en las escalas temporales implicadas es posible aplicar la condi-
ciéon de cuasineutralidad. Aplicar cuasineutralidad equivale a suponer que
la separacion de carga es despreciable en cada punto. Con ello, resolver el
problema del potencial se simplifica de un problema integral (no local), en
el que cada punto requeria “ver” todo el resto del plasma para estimar el
campo eléctrico, a un problema local en el que el potencial puede describirse
mediante una ecuacion diferencial que cumple que el plasma se comporta de
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tal modo que la densidad de iones es igual a la de electrones en todo punto
del plasma.

Asi, si bien en parte es necesario tener en cuenta algunas caracteristicas
cinéticas de la funcién de distribucién, se relajan las exigencias computacio-
nales al limitarse ahora el calculo a ecuaciones acopladas diferenciales no
lineales.

En estudios de turbulencia electrostatica es comin trabajar con métodos
espectrales [39)].

A un nivel todavia més alto en la escala temporal, se tienen los cédigos
de transporte [40]. En general, limitan el nimero de dimensiones espaciales
a una: la coordenada radial. Esto permite alcanzar las escalas temporales
del confinamiento de la maquina y asi ofrecer las contrapartidas tedricas de
los perfiles medidos en los experimentos. No obstante, por el camino se ha
perdido gran parte de la fisica debido al niimero de aproximaciones llevado a
cabo. El resultado es que los términos de transporte de estos cédigos pueden
tener diferentes enfoques o propésitos:

e Codigos derivados a partir de modelos de teoria neoclasica, limitados
a geometrias no muy complejas bajo condiciones de trabajo restringi-
das que estan lejos de las experimentales. A pesar de la simplicidad de
la geometria y las restricciones, detras se esconde una tremenda com-
plejidad tedrica para obtener las soluciones. A cambio, se alcanza una
comprensién profunda de los fenémenos que hay detras [8].

e Por otro lado, un cédigo de transporte puede utilizarse de manera in-
terpretativa e incluir términos que provienen de los experimentos para
hallar los perfiles de conductividad térmica o flujos de calor, etc. Igual-
mente se pueden incluir perfiles de otras simulaciones mucho més de-
talladas pero que no pueden alcanzar las escalas de tiempo requeridas
para ofrecer datos de estacionarios (a tiempos de transporte).

e También pueden ser modelos matematicos que buscan ahondar en la es-
tructura de las propias ecuaciones de transporte con objeto de explicar
algunos de los extranos comportamientos de la dindmica de plasmas,
como la aparente no localidad del transporte, o la autorregulacion de
los gradientes de los perfiles termodindmicos [41].
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Al ser problemas en general de una dimension, las exigencias computacio-
nales no son tan altas'® como en otras dreas. Es comun trabajar con métodos
basicos o semi-analiticos.

Al margen de lo anterior, en la actualidad estan surgiendo cédigos que
tienen en cuenta las 5 dimensiones de la FdD bajo la aproximaciéon de cen-
tro guia. Su ambito de estudio abarca: casos de muy baja colisionalidad,
fenémenos colectivos que requieran tener en cuenta dinamicas muy diferen-
tes, situaciones en las que las condiciones de trabajo son extremas'... En
estos casos una expansion en pocos momentos no es correcta y hay que tener
en cuenta las propiedades cinéticas de la FdD. En general, estos codigos tra-
bajan con el campo magnético fijado. El campo eléctrico puede establecerse a
partir de una ecuacion de cuasineutralidad de carga. Debido al alto ntimero
de dimensiones, suelen ser codigos de trazado de particulas o marcadores,
como por ejemplo [42]. No obstante, existen también cddigos continuos [43]
(es decir que aproximan la funcién de distribucién no como un conjunto de
particulas sino como una interpolacién mas o menos compleja de funciones
analiticas en 5 dimensiones).

Una extension de la anterior situacion se da cuando la aproximacion de
centro guia no es suficiente y se hace necesario tener en cuenta correcciones
a la misma: son los denominados cédigos girocinéticos [44, 45, 46, 47, 48]
que, se podria decir, son capaces de caracterizar la funcion de distribuciéon
en un espacio de entre 5 y 6 dimensiones, pues tienen en cuenta parte de la
variacién de la funcién de distribucién con el angulo de giro de Larmor (la
sexta dimension en la que se supone simetria bajo la aproximacion de centro
gufa). Si se descarta la evolucién del campo magnético, posiblemente éstos
son los codigos que mejor consideran la dindmica. Solo es necesario acudir a
este detalle en la descripcién cuando se requiere tener en cuenta dindmica de
escalas espaciales pequenas en comparacion con el radio de Larmor, o varia-
ciones muy rapidas en el tiempo, en comparacién con el tiempo de giro de
Larmor. Ejemplos de ello son la microturbulencia en el fluido electrénico, es-
tudios con gradientes muy abruptos o en el estudio particulas con gran radio

13Gi bien es cierto que algunos de los modelos son complejos en su resolucién, no es en
general un problema de capacidad de computo. Cuestién aparte son los términos fuente
que pueden requerir un tratamiento costoso de por si, como sucede con las fuentes de
calentamiento o particulas, la radiacion, etc.

4Por ejemplo debido a una fuente que afecta sélo a zonas localizadas de la funcién de
distribucién, tal y como el calentamiento por resonancia ciclotrénica.
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de Larmor como los iones pesados o las particulas muy energéticas. Compu-
tacionalmente, puede tratarse de codigos continuos, PIC, de marcadores, etc.

Hasta aqui, se han pincelado algunas de las grandes areas de computacion
en fisica de plasmas. No obstante, existen modelos que tienen en cuenta otros
problemas no mencionados, tales como cuestiones relativistas, particulas neu-
tras, multiples especies, radiacion, intercambio de carga, inestabilidades...
Ademads puede haber solapamientos entre varias de las areas mencionadas,
donde algunos de los cédigos pueden llegar a adentrarse en las areas veci-
nas. Por ejemplo, los cédigos de turbulencia electrostética estan llegando ya
a escalas de transporte, o los de turbulencia magnética al régimen de los
electrostaticos e incluso un poco mas alla.

Desde el punto de vista computacional, existen areas “exoticas” que tra-
tan de usar métodos tales como el LBM y otros no convencionales para
describir la evolucién del plasma.

Como se puede imaginar, todo esto convierte el problema en una tarea
formidable que roza lo computable atin con la enorme capacidad actual y
que, dia a dia, no para de evolucionar.

El cédigo presentado en esta tesis se basa para su discretizacion espacial
en un método de elementos espectrales, en concreto SDM. La eleccion vie-
ne dada por la complejidad de las geometrias espaciales a estudiar, por la
conservacion local que ofrece dicho método y por las buenas caracteristicas
computacionales. Otro motivo para seleccionar SDM es la eficiencia de pa-
ralelizacion. En las coordenadas de velocidad se lleva a cabo una expansiéon
espectral que permite alcanzar una alta precisiéon a la hora de obtener momen-
tos de la FdD. En concreto, estos ultimos vendran dados por combinaciones
lineales de unos pocos modos de la expansién espectral en velocidad.

1.4. Objetivos y planificacion

Para el importante problema del estudio de plasmas de fusién por confi-
namiento magnético, se hace indispensable disponer de herramientas de si-
mulacién que estudien la dinamica global de las cantidades mas significativas,
tales como perfiles de densidad, temperatura o corriente. En la presente tesis
se introduce una herramienta desarrollada a tales efectos, que nace con la
intencion de aprovechar los nuevos recursos informéaticos disponibles y las ar-
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quitecturas de supercomputaciéon actuales. El objetivo principal del cédigo es
estudiar fenémenos de transporte tridimensional en maquinas con geometrias
complejas, tales como el TJ-II. De las caracteristicas concretas del método,
tan solo se menciona por ahora que se utiliza SDM para la discretizacion
espacial de la funcién de distribucion.

En los siguientes capitulos se introducirdn poco a poco el modelo con-
creto que se tomard (capitulo 2), algunas cuestiones numéricas incluida la
discretizacién espacial (capitulo 3), comprobacién del cédigo en méquinas de
geometria sencillas del tipo tokamak (capitulo 4) y algunos resultados preli-
minares en geometrias complejas (capitulo 5). Igualmente se dardn algunos
detalles de la codificacién (capitulo C), conclusiones y apéndices aclaratorios.

Una cuestién que no se ha despreciado es la representacion de resultados,
pues no siempre es sencillo trabajar con modelos en tres dimensiones, ya
sean los mallados necesarios para representar la geometria, resultados etc.
De hecho, una visualizacién rapida de resultados ha demostrado ser 1util a
la hora de detectar fallos o incongruencias, que de otro modo podria llevar
tiempo encontrar. Por ello, se incluye un apéndice especifico (apéndice D)
sobre una plataforma avanzada de visualizacion estereografica que ha sido
implementada dentro de esta tesis, tanto en su parte software como hardware.
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Capitulo 2

Fundamentos tedricos

En este capitulo se detallan los fundamentos teéricos y, con objeto de
aclarar la conexién entre la teoria y el cdlculo, se introduce lo esencial del
método numérico. Tras una breve introduccién al modelo, en la seccion 2.2
se describe el problema que se desea resolver: la ecuacion cinética del centro
guia. Aqui se prepara la ecuacién para su posterior resolucion, en coorde-
nadas espaciales cartesianas y de energia cinética normalizada y dngulo de
ataque en la velocidad; y se introduce el operador de colision, tomado de la
bibliografia y que se adapta muy bien a nuestro tratamiento de la funcién
de distribucién. En la seccion 2.3 se explica la forma en que la funcién de
distribucién es expresada, su expansién en polinomios ortogonales clasicos y
algunas de sus caracteristicas. A continuacién se describe el tratamiento de
la temperatura en torno a la cual se realiza la normalizacion: al estar cer-
ca de una maxwelliana se supone que dicha temperatura existe y aproxima
bien la funcién de distribucién. En la seccién 2.4 se explica resumidamente
el método numérico, también extraido de la literatura, para la conveccion.
Tiene la particularidad de ser localmente conservativo. Con ello se conservan
las cantidades en conveccion hasta la precision de la maquina de computo.

2.1. Introduccion al modelo tedrico

Como ya se ha comentado, la meta es el desarrollo de un cédigo cinético
que permita introducir geometrias de campo magnético y eléctrico con pocas
restricciones y que abarque escalas temporales tipicas del transporte en el
plasma. Un trabajo parecido, aunque menos ambicioso debido a la limitada
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potencia de célculo disponible, se realizé con el cédigo DKES [1]. Estas he-
rramientas son fundamentales para aproximarse a la descripcion cualitativa
de los resultados experimentales y, en muchos casos, suponen un considera-
ble apoyo para la teoria. De hecho, el transporte de energia y particulas en
los dispositivos de fusién por confinamiento magnético sigue siendo un pro-
blema abierto de sumo interés: tanto el disefio como el control de un futuro
reactor de fusion nuclear por confinamiento magnético debera pasar por un
conocimiento suficiente de la dindmica del plasma confinado. Hoy por hoy,
este conocimiento es limitado debido a la extraordinaria complejidad del sis-
tema fisico. Aunque se puede hacer un tratamiento cldsico de buena parte
de la fisica de estos plasmas, sus caracteristicos fenémenos colectivos dan
lugar a una dinamica altamente no lineal de extraordinaria riqueza y, a la
vez, dificultad para la descripciéon cuantitativa. Por este motivo, el calculo
numérico es una herramienta indispensable. Durante el iltimo medio siglo se
han ido haciendo sucesivas aproximaciones segin la disponibilidad no sélo de
recursos de calculo, sino también de elementos tedricos. Los distintos codi-
gos de calculo presentes en la literatura suelen especializarse para resolver
determinadas escalas espaciotemporales. Aqui pretendemos disponer de una
herramienta de célculo suficientemente flexible como para, mediante el uso
de las nuevas plataformas computacionales, resolver problemas de transporte
en plasmas desde primeros principios relajando las condiciones tipicas de los
cédigos neoclasicos. A cambio, no podremos llegar al detalle de los modernos
codigos cinéticos que se centran en resolver la microturbulencia.

Normalmente, cuando se trata de hacer evolucionar las ecuaciones de ba-
lance en una descripcion por fluidos del plasma, el transporte se describe
en base a una coordenada “radial” que simplifica notablemente el problema.
En estos c6digos, que podemos llamar “unidimensionales” (1-D), se explotan
principalmente dos hipétesis: (i) que el campo magnético de la configuracién
confinadora consiste en un anidamiento de tubos vectoriales; y que (ii) las
magnitudes transportadas (e.g., densidad, temperatura, momentos angula-
res) se distribuyen homogéneamente en sus superficies, llamadas superficies
de flujo; de manera que las dependencias espaciales pueden reducirse a la
coordenada que etiqueta cada tubo vectorial. Esta suele ser una cantidad
proporcional al flujo magnético toroidal —o su raiz cuadrada— encerrado por
cada tubo de flujo. Otras elecciones son el flujo magnético poloidal o simple-
mente el volumen encerrado [2].

Hay muchas ocasiones en las que la condicién (i) anterior no se da ni si-
quiera aproximadamente. Asi es cuando la topologia magnética de superficies
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de flujo anidadas no se preserva debido a la presencia de valores racionales de
bajo orden en la transformada rotacional + = +/27 (véase, p. €j. [3]). Esto da
lugar, en la seccién transversal del tubo magnético, a la existencia de nodos
y vientres asociados a islas magnéticas que rompen localmente el anidamien-
to. La presencia de una fuente de particulas en la zona de islas no puede
ser tratada unidimensionalmente porque la zona es de medida nula en la
coordenada radial. Por otro lado, el hecho es que las islas no necesariamente
impiden la existencia de gradientes espaciales, conveccién, etc.

La condicién (ii), es decir, la homogeneidad en las superficies de flujo
de las magnitudes transportadas, es menos restrictiva. Desde luego, sin tal
homogeneidad la interaccién con las fuentes (que, en general, no tienen una
distribucién por superficies de flujo) daria lugar a una evolucién distinta a
la que se obtendria si se usaran los valores promedio en una descripcién
unidimensional. El ejemplo paradigmatico de ruptura de homogeneidad es
la turbulencia, en la que se tienen perturbaciones a las magnitudes trans-
portadas con notable efecto en el transporte. Para evaluarlo, en la actuali-
dad existen cédigos girocinéticos que albergan todos los ingredientes para el
célculo segin determinadas aproximaciones y suposiciones (véase, p. €j., las
referencias [4, 5] o el articulo recopilatorio [6]). Otro nivel de descripcién del
transporte se centra en el efecto de las colisiones y la geometria magnética
sobre los flujos de las especies del plasma. Este es el ambito de la teorfa
neoclasica, en la que se hace la aproximacion basica de expresar la funcién
de distribucién mediante desarrollo perturbativo en torno a una maxwellia-
na. En cualquier caso, acudir a la funcién de distribucion para describir el
transporte implica acudir a los preceptos de la teoria cinética, un nivel de
descripcion mucho mas préximo a primeros principios que las ecuaciones de
fluido. El conocimiento de la funciéon de distribucién permite, mediante in-
tegracién en el espacio de velocidades, obtener las magnitudes objeto del
problema del transporte: las distintas magnitudes fisicas del plasma y sus
flujos.

El papel fundamental que desempena la funcién de distribuciéon maxwe-
lliana en este problema puede encontrarse en numerosas referencias desde
antiguo [7]. Un tratamiento completo basado en la mecdnica hamiltoniana
puede encontrarse en los libros [8, 9]. Hagamos aqui un breve resumen del
problema para enmarcar las capacidades y limitaciones del codigo objeto de
este trabajo. Puesto que el problema del transporte en los plasmas de fusion
es altamente no lineal, para abordar el tratamiento analitico es tipico echar
mano de aproximaciones sucesivas. Esto requiere encontrar los parametros
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adecuados para acercarse sistematicamente a la solucion. Las escalas espacio-
temporales de interés vienen dadas por la dinamica de las propias particulas,
que en un campo magnético intenso se mueven en primera aproximacion si-
guiendo érbitas helicoidales en torno a las lineas de campo magnético. Como
es sabido, la proyeccién de este movimiento al plano perpendicular al campo
da trayectorias muy parecidas a una circunferencia cuyo radio, el llamado
radio de Larmor pr, es pequeno frente a las dimensiones macroscopicas o
hidrodinamicas, Lg. Estas pueden asociarse a las escalas espaciales tipicas
del campo magnético —radios de curvatura, escalas del rotacional, etc.—y de
las magnitudes transportadas —inversas de gradientes. Otras dos longitudes
de escala fundamentales en el problema son la longitud de Debye \p, que
viene a limitar la distancia a la que las interacciones electrostaticas entre las
particulas es relevante; y el recorrido libre medio®, Ay, que como su nombre
sugiere da idea de las distancias que puede recorrer la particula sin sufrir
interacciones con otras. Sea el pardmetro € = pr/Ly. Entonces, los plasmas
que nos interesan se caracterizan por Ap < pr, < Ly, Amgp; es decir, las lon-
gitudes Ly y Amgp son considerablemente mayores que pr,. Ademas, la propia
frecuencia del giro de Larmor, Q; = ¢B/m, donde q es la carga y m la masa
de la particula, y B la intensidad del campo magnético, da lugar a una escala
temporal natural en la dindmica de las particulas.

La ecuacién cinética que expresa la evolucién de la funcion de distribu-
cion de las particulas —ecuaciéon de Liouwville— presenta una parte relacionada
con su movimiento libre y otra que tiene en cuenta las correlaciones entre las
particulas. Esta iltima parte se puede sistematizar aprovechando las escalas
antes mencionadas. Lo habitual es trabajar con la funcién de distribucion a
una particula, de manera que finalmente queda una ecuacién con tres par-
tes basicas: el propagador libre basado en el hamiltoniano del sistema, la
accion de un campo medio sobre las particulas, y el término de interaccio-
nes binarias entre ellas, o término colisional, que es lo que da lugar a lo
que llamamos “ecuacién cinética” [10]. Aun asi, el giro de Larmor complica
extraordinariamente el algebra. Sin embargo, la pequenez del parametro e
permite encontrar coordenadas en las que los coeficientes en la evolucién de
f no dependen —hasta el orden - de la fase del giro de Larmor. En otras
palabras, se obtiene una formulacién en la que es facil promediar el rapido
movimiento de giro de Larmor. En resumen, el procedimiento es como sigue:

'En inglés “mean free path”, motivo por el que se suelen usar las siglas “mfp”.
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para cada especie de particulas se expande f en funcién de e,
=S¢, (2.1)

y se aprovecha la variedad de escalas temporales, donde la méas rapida co-
rresponde a Qzl, para estudiar la evolucién de f en ellas. Esta escision en
diferentes escalas temporales se justifica al observar que, cuando € < 1, el
movimiento de las particulas individuales puede aproximarse (orden €) por
el movimiento del centro guia mas un giro de radio muy pequeno frente a
las escalas espaciales de interés y muy rapido con respecto a las derivas del
centro guia. En otras palabras, puede promediarse la parte rapidamente osci-
lante del movimiento sin perder la dinamica esencial para el comportamiento
macroscopico. En la Ref. [2] esto se expresa comparando la frecuencia de
transito w = wvy,/pr, definida a través de la velocidad térmica vy, con la
frecuencia de Larmor: se tiene

e=LL -2 <. (2.2)
Ly  Qp

La ecuacién de evolucién puede jerarquizarse entonces? considerando f como
dependiente de pardmetros temporales separados, f = f(x,v;t_q,tg,t1,...)
tales que dt;/dt = €'. La sustitucién de f expandida en potencias de € da
lugar a varias ecuaciones cuyos ordenes sucesivos en € se pueden tratar sis-
tematicamente. En particular resulta conveniente considerar que cada orden
de f contiene una parte promediada a la fase del giro de Larmor, mas una
parte oscilante. En el orden mas bajo se encuentra que fy no tiene parte osci-
lante y depende sélo de las variables de centro guia. Al estudiar las ecuaciones
que debe satisfacer fy en estado estacionario —ecuacién de evolucién con ty—
se encuentra que fy no varia a lo largo de las lineas de campo magnético
(por lo tanto se distribuye segin las coordenadas de flujo) y, muy importan-
te, por argumentos termodinamicos resulta que fy debe ser una funcién de
distribucién maxwelliana cuyo tiempo de evolucién caracteristico es t; (es
decir, su evolucién es lenta en comparacion con las escalas de tiempos de las
derivas y mucho mas lenta en comparacion con las escalas de tiempo del giro

de Larmor),
_(1/2)ma?
fO :f()(XJV;tl) X Nnpé o,

2No se trata de la tinica manera de proceder. Aqui estamos resumiendo el procedimiento
expuesto en la Ref. [9].
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donde, necesariamente, la densidad ng y la temperatura Ty evolucionan en la
misma escala de tiempo y son homogéneas a lo largo de las lineas de campo
magnético.

El pardmetro € es suficientemente pequenio en muchos casos de interés®,
lo que justifica el usar una ecuacién cinética de deriva siguiendo la dinamica
del centro guia de las particulas. Denominaremos f“ a la FdD de los cen-
tros guia, pues su dinamica es sélo una aproximacion precisa hasta orden e
de f, la FdD para las particulas?. Sea la expansién [ = > € f¥, que no
debe confundirse con (2.1), expansion utilizada previamente sobre la FdD
de las particulas. No siempre es inmediato® llevar a cabo un ordenamiento
en escalas en € adecuado sobre la dindmica de f%. Por esto, y porque en
el problema no lineal (con campos autoconsistentes) las correcciones a la
maxwelliana pueden tener efectos drasticos en los flujos, que sea pequeno no
implica necesariamente que los efectos asociados a las correcciones dadas por
157 v superiores sean despreciables en el problema del transporte. Por ello,
la ecuacién resuelta por el cddigo si se basa en la pequenez de € (resolvemos
la ecuacién cinética de deriva) pero no en cortar la serie en ningin orden
especifico, pues el método utilizado para describir f% no se basa en una je-
rarquizaciéon en e. Esto es una diferencia esencial con cualquier coédigo 1-D:
por consistencia con el detalle de descripcion de f“ en nuestro problema, no
asumimos homogeneidad en las superficies de flujo —que ademas pueden estar
“rotas”— ni estado de equilibrio local (dado por f3?) como se hace cuando se
describe el transporte en plasmas mediante las ecuaciones de fluidos. Sin em-
bargo, la solucién numérica a las ecuaciones cinéticas de deriva —habra una
por cada especie del plasma— no sera completa. Si bien se ha disenado un
esquema numérico capaz, en principio, de resolver la ecuacion con campos
eléctricos autoconsistentes, el proposito inicial no es competir con los codigos
girocinéticos especificamente disenados para resolver la dindmica de la tur-
bulencia. Como hemos senalado al principio, esto se debe fundamentalmente
a otro requisito del codigo: que resuelva tiempos del orden de los tiempos de
confinamiento para poder alcanzar estados estacionarios compatibles con las
fuentes.

En definitiva, el codigo aqui introducido pretende convertirse en un puen-

3Son excepcién a esto, por ejemplo, las especies idnicas muy pesadas —impurezas— o de
muy alta energia cinética, como los iones de helio producto de la fusién.

4Puesto que el resto de la tesis tratard sobre la ecuacién de centro guia, esta distincién
se hara solo aqui.

5En el capitulo 4 se hablard més extensamente a este respecto.
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te entre los mundos de la teoria neoclasica y de los cédigos cinéticos, de modo
que se puedan anadir o eliminar ingredientes paulatinamente para aproximar-
se a un extremo u otro. Esto permitira avanzar desde la comparacién directa
con los resultados bien fundados de la teoria neoclasica hasta, en ultimo caso,
su acoplo a la turbulencia de longitud de onda larga. Por el camino, podran
estudiarse facetas relacionadas con las particulas atrapadas —p. ej. la corrien-
te de bootstrap— y el transporte colisional; también las situaciones en las que
el plasma contenga caracteristicas fuertemente cinéticas, como en el borde
del plasma, en los divertores, en las zonas de deposicién de la potencia de
calentamiento; o en general donde la geometria magnética no sea sencilla,
como en el TJ-II o en cualquier equilibrio magnetohidrodinamico con islas.
Concretamente, proponemos en este trabajo calcular la evolucién del plasma
en el espacio tridimensional mediante un cédigo cinético capaz de resolver
el transporte colisional en geometrias toroidales complejas (con aplicacién al
TJ-II) y cuyo esquema numérico permita introducir campos eléctricos auto-
consistentes. Gran parte del método que seguiremos esta basada en técnicas
bien conocidas, como la de expandir la funcién de distribucion, en cada punto
espacial, en modos expresados mediante polinomios de Legendre y de Lague-
rre generalizados (a menudo llamados polinomios de Sonine) en torno a la
funcién de distribucién maxwelliana [11]. No obstante, por un lado, se resuel-
ve la ecuacién cinética de centro guia completa sin asumir el ansatz de que
la perturbacién de la maxwelliana es de orden ¢, lo que permite considerar
facetas del transporte asociadas a excursiones radiales de los centros guia y
actualizar el fondo colisional de manera continua. Por otro lado, la forma en
la que se integra con métodos numéricos, las arquitecturas de hardware dis-
ponibles y algunas ideas nuevas en el modelo numérico hacen que el ambito
de aplicacién del cédigo sea amplio: como se ha comentado antes, compar-
te facetas de los codigos de transporte neoclasico y de los cinéticos. Esto,
por supuesto, supone también un alto coste computacional, pero la creciente
paralelizacion de las maquinas de proceso casi obliga a desarrollar cédigos
teniendo en mente esto: un cédigo que permita la paralelizacién masiva en
miles de procesadores sin perder demasiada eficiencia, puede ser, después de
todo, factible y practico si se dispone de los recursos adecuados.
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2.2. Ecuacion de evolucion

El c6digo hace evolucionar una ecuacion cinética. Como se ha comentado
en la introduccién, se simplifica mucho el problema considerando la funcién
de distribucién f, de las pseudoparticulas cuyo movimiento describen las
ecuaciones del centro guia, lo que se conoce como aprorimacion de centro
guia o teoria cinética de deriva. En esta descripcion, el espacio de fase se re-
duce a las tres dimensiones espaciales mas dos magnitudes relacionadas con
la velocidad de los centros guia mediante una transformacion de coordenadas
del espacio de fases, como pueden ser la energia total y el momento magnético
u otras elecciones [8, 9]. En nuestro caso resulta conveniente usar dos com-
ponentes de la velocidad, paralela v y perpendicular v, al campo magnético
en cada punto. Por tanto, las velocidades v y aceleraciones a = F,/m, de
cada particula de la especie a (electrones o iones) se refieren al centro guia de
su movimiento. Recordemos que, aunque las coordenadas del espacio de fase
suelen ser las coordenadas espaciales y los momentos, es tipico estudiar los
plasmas tomando las velocidades en vez de los momentos como coordenadas
[10]. La conservacién del nimero de particulas en un elemento de volumen
en el espacio de fases se expresaria, si J es el jacobiano, como d(Jf)/dt = 0.
Si la métrica es euclidea tenemos

9fa
ot

donde Cg4 es el término colisional que resume las correlaciones establecidas
entre las particulas debido a la interacciéon culombiana. Los simbolos Vy y
V., se refieren respectivamente a las derivadas en el espacio de las posiciones
x y de las velocidades v.

Por tratarse de una dindmica derivada de un hamiltoniano, la Ec. 2.3
puede expresarse también como

dfa
ot

pero aqui se preferira la primera forma porque, como se vera, es mas conve-
niente para nuestro esquema numeérico.

+ Vi - (fav) + Vv : (faa) = Cab (23)

+v- vxfa +a- vvfa = Caba (24)

2.2.1. Coordenadas

Vamos a trabajar con un espacio de fase en el que la parte espacial consis-
te en las coordenadas euclideas, mientras que la parte cinética (el espacio de
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velocidades) se despliega en cada punto en funcién del vector de orientacién
del campo magnético en ese punto, b = B/|B| = B/B. En términos gene-
rales, nuestra transformacién puede verse en dos pasos: (i) de coordenadas
euclideas x, v a euclideas en un espacio X' = x para la parte espacial, pero a
esféricas en la parte cinética, (v, ¢, 0), donde v = |v|, ¢ = arccos (v - b/v) y 0
define la orientacion de v, o componente de v perpendicular a b; seguida de
(ii) una transformacién a las coordenadas espaciales originales x para la par-
te espacial, pero a unas nuevas coordenadas para la parte cinética, (3, A, 0),
que definimos como:

U:’l)t\/ﬁ

@ = arccosA\ (2.5)
6 = 6

Obsérvese que ¢ y 6 dependen de la posicién espacial x porque son coorde-
nadas relativas a b(x), pero no v; mientras que en el sistema final, las tres
coordenadas pueden depender de la posicion espacial porque 3 se define co-
mo coordenada adimensional a través de una velocidad de referencia v; que,
en general, es un campo escalar v,(x). La razén para hacerlo asi es que, co-
mo veremos, nuestra descripcion de f como combinacién lineal de funciones
base resulta méas facil cuando se usa 3 como coordenada en vez de v o v
También veremos que, en el caso particular de que f sea maxwelliana, po-
dremos interpretar v; como la velocidad térmica, definida precisamente como
un coeficiente en la exponencial de la maxwelliana. La relacién 6(r) no es un
problema porque en la descripcién de centro guia se elimina este grado de
libertad. En cuanto a ¢ o, equivalentemente, A = v - b/v = v /v, el valor
concreto no es importante® dado que su utilidad es que es una variable de
integracion apropiada. De hecho, al tratarse de la proyeccion normalizada
sobre el campo magnético, aparece naturalmente en las expresiones de v y
a. La unica coordenada cuya dependencia con x hay que tratar con cuidado
es [ debido a su normalizacién por v;(x). Volveremos a este asunto en las
secciones 2.3 y 2.4.

6Se ha contemplado la posibilidad de que el tratamiento numérico necesite el uso de
una funcién de distribucién maxwelliana centrada en una velocidad paralela V|| # 0, lo
que implicaria tratar A\ de manera andloga a (3, es decir, como una funcién dependiente de
la posicién espacial. La aproximacion de centro gufa indica que V) es de orden € y cabe
esperar que las correcciones de este orden y superiores queden suplidas por las correcciones
que luego haremos a una maxwelliana con V} = 0.
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La matriz de transformacion correspondiente al cambio propuesto es la
composicion de las dos transformaciones. Por tratarse de un espacio de fase,
x no depende de la parte cinética y tenemos, para la primera transformacion
(euclideas — esféricas en velocidad),

d(x,V) 1 0
Jgpv=-—r2’t = ( v ) . (2.6)
o, v,60,0)  \ 0 Fusy
A continuacién, pasemos a las coordenadas del centro guia,
o(x',v,0,p) 1 0
Jvoe =570 = | ooy owow |- (2.7)
a(Xu 67 )\7 9) BXSO 6([3,)\,9;)

y construyamos la matriz jacobiana de la transformacion completa:

J oyl O, v) ! 0
E—-G — JE=VJV-G — 57 5 ~ o\ ov A(v,0,p) ov O(v,0,¢) .
9(x, 3, A, 0) b7 ox . i) AN

(2.8)
Observamos que, al mantenerse en definitiva la misma parte espacial el
jacobiano de la transformacion, o determinante Jg_.¢ = |Jg_g|, sélo contiene
las nuevas variables Ec. 2.5.
Obtengamos explicitamente la segunda caja de la diagonal de la matriz
Ec. 2.8. La transformacion primera es un cambio a coordenadas esféricas:

vy = wvcosfsingp
vy = wvsinfsing
vy = wvcosl =,

a la que corresponde un jacobiano Jg_yv = v?sin . En cuanto a la transfor-
macién Ec. 2.5, tenemos

A
8<U767g0) 2v 1
— = = 0 — 0 (2.9)
o3, )\, 0 1-A2
(8,2.9) 0 0 1

de donde obtenemos el jacobiano de nuestra transformacion total:

1
JEog = —§w§ (2.10)
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y, en las nuevas coordenadas, el determinante del tensor métrico es

Vi =it (2.11)

El elemento de volumen correspondiente es
dV = /gdxdBdAdf = —vtﬁ dxdgdAdo. (2.12)

Como hemos visto, las velocidades que pretendemos introducir en la Ec.
2.4 corresponden a las derivas del centro gufa. Asi, no interesa mantener la
coordenada cinética 6 y podemos reducir el espacio de velocidades a un plano
(4, A) teniendo en cuenta que la parte cinética del elemento de volumen queda

2w
dy, = VgdBdAdl = ol 3 2dBdN. (2.13)
0
La forma de la Ec. 2.4, al presentar productos escalares de elementos
covariantes y contravariantes, permite una expresion inmediata en las nuevas
coordenadas,

Ofa .
81&

dBof.(x,8,\)  dXOf.(x,0,N) -
V (fa(x,8,A)) + ET + G- an Cap, (2.14)

donde el producto escalar es euclideo y r = (x,y, 2;t) es la trayectoria de una
particula general, motivo por el que usamos la notacién r ya que x se refiere
a las coordenadas, que no son funciones dindmicas. Como hemos senalado
antes, aqui nos es mas conveniente usar la forma:

Of (x,5,)) dr
R (f(x,ﬁ,/\)a) +

3% <\/_f><ﬁ ﬁ) . (f( w)%):c@, (2.15)

tal como se obtiene al hacer la derivada covariante directamente en la Ec.
2.3 con el jacobiano 2.11. Recordemos que hay que considerar una métrica
euclidea para la divergencia, que la geometria magnética de vacio es fija y
que dejamos la libertad de usar distintos v; en distintas zonas del espacio.
Antes de cerrar esta seccion, retomemos el asunto de la “dependencia”
espacial de . En las transformaciones de coordenadas no hemos escrito en
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ninglin caso v; = v;(x) porque hemos tratado v; como una constante con
dimensiones de velocidad. Veremos que, si f es maxwelliana, v; debe ser la
velocidad térmica y en un plasma como los que nos ocupan es obvio que
vy = v(x). En tanto haya una variacién espacial de v;, la habrd para §(x)
y para cualquier magnitud que involucre (3, como el elemento de volumen
2.13. Asi, si hubiera que calcular un gradiente espacial de cualquier funcién
dependiente de (3, habria que considerar que

(;ix = %+Vﬂ(x)% :V—Qﬁvmvt(x)%. (2.16)
Normalmente consideraremos v, como una constante, al menos por regiones
o “cartas” del espacio, y usaremos la notacién v;(x) cuando sea necesario
recordar esta dependencia.

2.2.2. Derivas del centro guia

En Ec. 2.15 debemos evaluar las derivadas totales. En un tratamiento sis-
tematico, las derivas de centro guia se pueden obtener a partir de un hamil-
toniano [8]. Tras el procedimiento, se obtienen dos contribuciones principales
a la velocidad perpendicular de particula: la deriva eléctrica (o deriva ExB)
sin correcciones de radio de Larmor,

ExB
VE: B2 )

y las derivas por curvatura y por gradiente de la intensidad del campo
magnético, que aunamos en la expresién conocida [12, 13]

(2.17)

m <21}ﬁ + Ui)

25 BXVE (2.18)

VvB =

En cuanto a la velocidad paralela, expresémosla de momento como v = v-b.
Tenemos, entonces, que la velocidad de los centros guia en la Ec. 2.14 es

dr
Veg = m =vg+vys +yb. (2.19)

Expresemos v, en términos de nuestras coordenadas del espacio de fase. De
las definiciones de 3 y A sacamos inmediatamente

v = A= v, 342
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vy 202:vi+vﬁ:vi+)\2v2:>vi:vf (1-X?),
de manera que la Ec. 2.19 queda

E><B+mvtﬁ(1+)\2)

B x VB Ab. 2.2
52 SETL VB + /B (2.20)

Veg =

2.2.3. Aceleraciones

En la primera version del codigo consideramos que el potencial elec-
trostatico ¢ es macroscopico, en el sentido de que sus variaciones espaciales
vienen dadas por las longitudes de escala del sistema. De esta manera, es-
tamos eliminando la posibilidad de que haya fluctuaciones a la escala tipica
de la turbulencia de deriva. En este supuesto, podemos despreciar las va-
riaciones explicitas de ¢ frente a las variaciones debidas a la velocidad de
deriva 0y < vy - V@, lo que simplifica la expresion de la variacién de 8 que
obtenemos mediante la constancia de la energia total £ = (1/2)mv? + q¢:

L ,dfp d¢>

2 T T Y e VO
esto es,
a6
s - E. 2.21
dat mu? vl (221)

Mediante un razonamiento analogo obtenemos la derivada de \. Aqui nos
basamos en la conservacion del llamado primer invariante adiabatico, un
momento generalizado que puede traducirse en la conservacion del momento
magnético considerando el orden mas bajo en una expansiéon por radio de
Larmor (véase, p. €j. [3]),

2 2
mv  mu;
L -1y

_2
2B 2B (1 =A%),

M:

muv? dB

dx
— 28| — LB(1 — .
G|~ 2™ )\)dt

Derivando esta expresion resulta
2
_m;

dp 5 df
dt_o_ 2B ( )dt

De aqui podemos despejar dA/dt. Las particulas exploran distintos campos
magnéticos conforme se desplazan por la configuracion magnética, de manera
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que sustituimos” dB/dt = v - VB:

dA 1-X% [/dg
. ¥ By, VB
at 28 (dt FVeg - Vin )

donde podemos introducir la Ec. 2.21 para obtener

dx 1 )2 2q
— =—V, | ——SE—-0VInB). 2.22
dt 206\ Veg (mvt2 fVin ) (2:22)
Al sustituir la Ec. 2.20 en las expresiones Ec. 2.21 y Ec. 2.22 se simplifican

algunos términos por perpendicularidad, de manera que

s [ﬁ(l + A?)

2
- B x VB + —qﬁl/zAb] E (2.23)

B3 muy

Ay 1- )2 B x VB 2q
_— = )\ b * E
dt 2 K B muy31/2 )

— +1,8*b - VIn B] . (2.24)

Usaremos estas formulas en la ecuacion de evolucion, Ec. 2.15.

2.2.4. Término colisional

La ecuacion de Boltzmann que vamos a resolver es, estrictamente, una
ecuacion de Vlasov para el centro guia a la que anadimos un término colisional
que, esperamos, representard en la mejor manera posible las modificaciones
de f debidas a las interacciones binarias no consideradas en la ecuacién de
Vlasov [14]. En ésta, los campos E y B son promedios a tiempos suficien-
temente largos y a volimenes suficientemente grandes en torno a x (aunque
despreciables en las respectivas escalas de nuestro problema) de la influencia
de las particulas en un punto dado®. Todo lo no tenido en cuenta en este
proceso de promediado se traspasa, de acuerdo con las aproximaciones del
problema, al término colisional C,, —usamos subindices a y b para referirnos
a las especies de particulas que colisionan, sean la misma o no. Cuando Cg,

"se supone campo magnético estacionario y por tanto dB/dt = 0

8Una discusién rigurosa sobre cémo y en qué condiciones se llega a la ecuacién de
Vlasov puede encontrarse, p. €j., en la referencia [10].
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adopta la forma del operador de colisién de Landau se habla de la ecua-
cién de Vlasov-Landau, pero aqui nos referimos siempre de manera general a
una ecuacién de Boltzmann porque C,; no tiene por qué respetar una forma
concreta. Otras imposiciones al operador de colisién tienen que ver con la
conservacion de particulas, momento y energia en los procesos elasticos que
no involucran cambio de especie [2].

En este trabajo se adopta el método de la Ref. [15] para Cy,. Allf se trata
la funciéon de distribuciéon de manera semejante a como lo haremos en la
seccion 2.3, de manera que dejamos los detalles para entonces y ahora sélo
vamos a dar algunas indicaciones generales sobre el operador de colision que
se va a usar. Insistimos en que el sistema numérico objeto de este trabajo no
depende de la eleccion del operador de colision, aunque si éste es apropiado
se facilitardan los calculos.

De momento estamos interesados en operadores de colision que involucran
electrones e iones, de manera que, en general, la ecuacion de evolucién para
los electrones presentard el operador de colision

Ce - Cei +Cee = C(feafi) +C<feafe>;

y la de los iones
Ci = Cii + Cie = C(fi, fi) + C(fi, fo)-

A su vez, podemos aprovechar la proximidad de las funciones de distribucién
a las respectivas maxwellianas para descomponerlas como f. = fae + fo v
f; = fui+ f; donde la tilde es la perturbacion a la maxwelliana. Por ejemplo,
sea el operador C;. El operador de colisién es bilineal y es aniquilador de fyg;
es decir, C(fumi, fmi) = 0 y podemos usar la descomposicién para escribir

Ci = C(fatir fate) + C(fi, fate)+
+C(sz7fe) + C(f‘lv fMZ) +C(fM7,7 fl) +C(flu fe> + C(fu fl)

En este trabajo usaremos un operador de colisién linealizado, significando con
esto que los dos tultimos términos del sumatorio anterior se desprecian con
respecto a los demés. Obsérvese, no obstante, que el operador en si es no lineal
en las funciones de distribucién: las colisiones se producen entre cada especie
en continua evoluciéon. No se trata de truncar f de una especie al orden
lineal en su expansiéon en pequeno radio de Larmor, haciéndola colisionar
luego con un fondo maxwelliano, sino que en las colisiones entre dos especies
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que evolucionan simultaneamente, se desprecia sélo la interaccién entre sus
respectivas partes no maxwellianas. En resumen, para cualesquier especies
involucradas en el problema:

Cab = C(friay fo) +C(]?a, Jaw) + C(frtas fb)

Y, por supuesto,

Caa ~ C(faa fMa) + C(fMau fa)-

2.3. Funciéon de distribucion

Una vez descrita la ecuacién de evolucién (Ec. 2.15) y hechos explicitos
sus ingredientes (2.23 y 2.24), vamos a dedicar esta seccién a describir la
funcién de distribucioén.

2.3.1. Ciriterios generales de eleccion

Avanzabamos al principio de este capitulo que el método hace evolucio-
nar las componentes de f en alguna base apropiada de un espacio lineal P,
motivo por el cual realmente estamos adoptando un método espectral. La
hipdtesis de trabajo es que f nunca sera “demasiado” diferente de una fun-
cién maxwelliana fyacy. Interesa, por tanto, poder expandir la parte de f
que representa cualquier desviacién con respecto a fy.xw de manera que sea
facil evaluar sus integrales en el espacio de velocidades, pues asi obtenemos
las magnitudes fisicas. Esta manera de proceder es lo que en la literatura se
conoce como “expansion en momentos de la funcion de distribucion”. Se ha
utilizado con éxito en la teorfa del transporte en plasmas [16] y puede en-
contrarse en muchas referencias generales, como [9], pero haremos aqui una
breve introduccion para ayudar también a fijar la notacion.

Sea una funcién de distribucién maxwelliana (normalizada a la densidad)

1\’ -y
fMaXW(U) = (ﬁvth) e "ih, (225)

donde vy, se interpreta como la wvelocidad térmica correspondiente a la tem-
peratura T’
2T

Uth = ;
m
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que denotamos vy, para distinguirla de la velocidad v; usada para definir 3 en
la seccion precedente. En adelante describiremos una funcion de distribucién
cualquiera mediante una funcion formalmente igual a una maxwelliana, y
modulada por otra funcion f de manera que

~

F(B,A) = F(8, A) fu ()

donde, por definicién, fy; es una maxwelliana en tanto tomemos v; = vyy,:

fa(B) = Kye™ (2.26)

dada la constante

fe = (\/71_”%)3.

Tenemos entonces que nuestras funciones de distribucién son

F(B,N) = Kne P £(8, ), (2.27)

donde debemos recordar que v; y 3 pueden tomar valores distintos en distin-
tos puntos del espacio. Para lo que sigue, consideraremos que v; es constante.

Describamos de manera simplificada la descomposicion “espectral” que
vamos a usar y su justificaciéon. Podemos considerar que f admite en todo su
dominio de definiciéon una expansion en funciones linealmente independientes
J; a través de algin producto escalar:

’JE> = Z%’Ui) = Z<Jz|f>|<]z>

K3 1

Los coeficientes a; = (J;] f ) son “coordenadas” de f en la base formada por
los objetos |J;) de un espacio métrico P, el cual denotamos asi porque usare-
mos polinomios. Si mantenemos la misma base durante el calculo, conforme
avanza el tiempo las coordenadas a; irdan variando. En principio son infinitas
las componentes necesarias para describir en P una funcién integrable. La
hipdtesis es que sélo un pequeno subespacio Ps C P basta para describir con
suficiente precision las modulaciones esperables de una funcién maxwelliana
conforme evoluciona el plasma, es decir, f . En este supuesto, nos basta con
calcular cémo evoluciona la proyeccion de f sobre Pg. Por otro lado, espera-
mos poder expresar de manera razonablemente sencilla las potencias k-ésimas
de la velocidad, v¥, pues asi calcularemos cémodamente los momentos de la
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funcion de distribucién y las magnitudes fisicas que de ellos se derivan. Sea
oP =37 bi|J;) v sea que queremos hallar el momento m;, = J V¥ fdV,. Si en-
contramos unos |J;) ortogonales por un producto escalar en P que involucre
el factor e=# (ver la Ec. 2.27), m;, se expresard en una manera formalmente
semejante a:

i = aili| D bilp) = D aibi ) = D aibidy =Y Jaibi, (2.28)
? J 2,] 1,7 [

donde los sumatorios se extenderan como mucho a la dimensién de Pg.
A continuacion detallamos los aspectos recién descritos.

2.3.2. Funciones base mediante polinomios ortogonales
clasicos

A menudo tendremos que promediar diversas funciones w(3, A) pesando-
las con la funcién de distribucion, lo que equivale a evaluar integrales de
volumen en el espacio de velocidades:

[ 0560 = [asarmisius =

e’} 1
Kymvp / A8 [ daBzw(B,\) f(B, Ne .
0 —1

Con respecto a la integracién en (3, el factor e™® y los limites de integracién
sugieren usar polinomios de Laguerre L(/3) para expandir esta parte de f.El
hecho de que no aparezcan explicitamente términos en A y el intervalo finito
[—1, +1], por otro lado, sugiere el uso de polinomios de Legendre P(\) para
la parte en \. Para eso, recordemos las propiedades [17]:

| asersn e - D, (2.29)
0 .
! 2
/_ PPN = b (2.30)

9 Aqui estamos suponiendo que las funciones de P son reales.
10Pyede consultarse cualquier otra referencia sobre la materia, p. ej. [18, 19] o las refe-
rencias [20, 21, 22| en la red.
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donde conviene recordar que I'(n+1) = n! si n es un nimero entero. Aqui ex-
presamos la norma al cuadrado de L’ usando I' porque, como veremos, nues-
tra familia de polinomios de Laguerre corresponderd normalmente a j semi-
entero.

La sugerencia para elegir la base de funciones ortogonales es que la fun-
cién peso que las ortogonaliza incluya los factores obligados mencionados
antes: el jacobiano'! V9, la normalizacién de la pseudomaxwelliana fy y su
exponencial (Ec. 2.26):

K(B,\) = K(B) =2r\/gfu = 21 /gKue ™" = %51/26% (2.31)

Comprobemos ahora que podemos definir una expansién apropiada de f
para su uso en integrales del estilo de la Ec. 2.28:

FBA) =D Cydii(8,N), (2.32)

dadas las siguientes funciones de P basadas en polinomios de Laguerre ge-
neralizados, L(3); y de Legendre, P(\):

Ti(B,X) = kyB2LI 2 (B) Py (). (2.33)

Aqui hemos introducido unas constantes de normalizacién k;; para que la
base de las J;; sea ortonormal. Obsérvese que el orden del polinomio de Le-
gendre (igual al grado del polinomio) estd ligado a la familia del polinomio
de Laguerre. Esto es necesario precisamente para garantizar la ortogonali-
dad. Asi, con el ntcleo Ec. 2.31 tenemos definido un producto escalar que
ortogonaliza las J;;:

0 1
(sl ) = /0 a3 / AN (8.0) Ju(3.) =
/ T as / 1 AT 2312 Pk g1 LIV (8) Py (N k2L (B) PN =
0 —1

00 ) 1

-1

11E] jacobiano aparece en el elemento de volumen en el espacio de velocidades, Ec. 2.13.
Si usamos el jacobiano, conviene recordar que en el elemento de volumen ya se ha hecho
una integracion; de ahi que escribamos dV, = 2m,/gd3dA.
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V2 kg / dBEITY2e= B LITV2(B) L2 3)5 0k by =
0

W_l/Qkijkk’l(Sjlhjhl / dﬁﬁj+1/2€—ﬂLz+l/2(ﬁ)Li-‘rl/?(ﬁ) _
0

T 2 ki ka0 Sk pipr, (2.34)

valores no nulos sélo cuando ¢ = k, 7 = [, es decir, cuando se trata del
cuadrado de una funcién J;;. En tal caso, el producto escalar resulta

(Jij|Jizy = 7 PR pih
y los valores p; y h? se obtienen'? respectivamente de las Ecs. 2.29 y 2.30.

Eligiendo los factores k;; adecuadamente para que la expresién anterior valga
la unidad!?,

(25 + 1
kij = . <.] + VT ; (2.35)
2I(i + 7+ 3/2)
obtenemos una base de funciones ortonormales:
(JijlJk) = darbiji- (2.36)
Ahora podemos expresar f como
1) =" Cil i), (2.37)
,J

y, en tanto la base formada por los |J;;) permanezca durante el célculo, la
evoluciéon de f vendra dada por la de los coeficientes de la expansion, Cj;.

2.3.3. Momentos de la funcion de distribucion

Ahora que hemos establecido un formalismo, veamos su conveniencia eva-
luando algunas cantidades fisicas. Por ejemplo, la densidad es la integral de

12Hay que tener cuidado con el hecho de que un subindice j en las funciones Ji; realmente
se corresponde con j + 1/2 en la familia de los LgH/Q.
13Sabiendo que I'(3/2) = /7/2 vemos inmediatamente que koo = 1. Hacemos esta

observacién porque serd util més adelante.
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la funcién de distribucion a todo el espacio de velocidades. Recordando el
elemento de volumen Ec. 2.13, tenemos'*

o] 1
n= / AV, f(v) = /0 dg / 1d)\7rvfﬁl/2KMe‘ﬁ (BN =

[T AAK (B)F(5, )

pero esto, en la notacién que hemos adoptado, es el valor (1] f) En general
aprovecharemos que, como corresponde a haber elegido una base ortonormal,

Cij = (Ji|f)- (2.38)

Asi, sea que queremos evaluar el promedio a la funcién de distribucion de
cualquier funcion w:

(w) = / AV, w(v) f(v).

Tal como hemos definido el producto escalar, observamos que cualquier in-
tegral de volumen en el espacio de velocidades como la anterior, es una pro-
yeccion R
(w) = (w[f). (2.39)

Si podemos expresar w como combinacién lineal de los J;;, por la Ec. 2.38
el resultado serd una combinacién lineal de coeficientes Cj;. Normalmente
nos van a interesar funciones w que son polinomios en 3 y A (pues lo nor-
mal serd buscar momentos de la funcién de distribucién), de manera que su
expresion en funcién de los J;; es exacta y no requerird muchos términos
salvo que se trate de un momento de orden muy alto (correspondiendo a un
polinomio de grado igualmente alto).

Antes de evaluar algunos momentos de los érdenes mas bajos usando la
expresion Ec. 2.39, recordemos algunas definiciones (véase, p. €j., [2]):

e Densidad: n= [dV,f.
e Flujo de particulas: nu= [dV,v /.

e Tensor de esfuerzos: P = [ dV,mvvf.

14 Obsérvese que, si no hay dependencia de f con A (velocidades isétropas), esta integral
se identifica inmediatamente con la integral en coordenadas esféricas [ drv3dvf(v).
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e Presién: p = nT = :Tr{P}.

Aqui hemos usado la notacion vv para simbolizar la diada u objeto de com-
ponentes (VV)ij = v;v;, y Tr para la traza de un tensor.
En nuestra notacién tenemos, por ejemplo:

no= W=qlf) (2.40)
nup = (v)) = (BN f) (2.41)
W= () = s (A1) (2.42)

y para evaluar de manera sencilla estos momentos hay que expresar los po-
linomios en B y A como combinacién lineal de los J;;. Puesto que por la
definicién Ec. 2.33 resultan

Joo = kooLi*Py = koo (2.43)
J()l = k01ﬂl/2Lg/2P1 - k()lﬁl/Q)\ (244)
3
Jio = kioLY*Py = kyg (5 - ﬁ) (2.45)
5
Jiu = knﬁl/zLi/Qﬂ = ki (5 — 5) B2, (2.46)
tenemos:
R (2.47)
Koo
1/2 o JOl
GBEN = — (2.48)
ko1
3 Juo
- Z_ 710 2.49
o= 5 (2.49)

y, recordando la Ec. 2.38, las cantidades 2.40, 2.41 y 2.42 deben ser

n = % (2.50)
00
001 kOO
= L0 2.51
T G (2351)

o~ T (§—@@) (2.52)
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Senalemos por 1ltimo que para una funcién de distribucion maxwelliana
debe darse Fyy = nfy = fuf (véase la ec. 2.25), es decir, f = n = Cyokoo, en
aparente contradiccion con la Ec. 2.50 salvo que se cumpla, como es el caso,

que kop = 1.

2.3.4. Restriccién del problema a un subespacio

Se busca la evolucion de la funcién de distribucién f. Esto supone, para
cada punto espacial x, calcular la evolucién de las componentes de f en
P. La hipotesis de trabajo es que la aproximacion de f en base a los | J;;)
de menor grado es buena, de manera que restringimos el problema a un
subespacio Pg C P dado por i < Ny, 7 < Np. Como vemos en la Ec. 2.33,
Ny, y Np son los grados maximos de los polinomios de Laguerre y Legendre,
respectivamente, que admitiremos en el problema. Dadas las dimensiones Ny,
y Np tendremos

N, Np

’J?> ~ ZZCMUU% (2.53)

i=0 j=0

y la precision numérica del problema dependera de la dimension de Pg. Lla-
maremos modo a cada sumando en esta expansion y, en adelante, supondre-
mos que los sumatorios se extienden a la dimensién (N +1) x (Np+1) como
en la Ec. 2.53.

Un problema inherente a este método es que la expansion de f en el espa-
cio Pg se apoya en su proximidad a una maxwelliana de velocidad promedio
nula, es decir, en la preponderancia del modo Cyo|Jyo). En las ecuaciones
2.50-2.52 se ve claramente lo que esto significa: si s6lo es no nulo el coefi-
ciente Cyp, no hay velocidad paralela y la temperatura se corresponde con la
definicién T' = mwv? /2. Pero es totalmente de esperar que la funcién de distri-
bucién evolucione dando lugar a cambios tanto en v como en T', de manera
que el v; original ya no es representativo del concepto de “velocidad térmica”
v f se va extendiendo en Pg hasta ser de mayor dimensiéon. Una opcion para
evitar el problema consiste en ir variando la base en Ps de manera que el
subespacio subtendido por el nuevo elemento |Jj,) se vaya alineando con f
en la medida de lo posible. Este cambio de base no es posible de manera
general sin complicar demasiado los célculos. Por un lado, hacer un cambio
de coordenadas que elimine Cy; significa trasladar la funcién de distribucién
de manera que la nueva variable no sea v sino v — vy, lo que involucra tanto



52 Capitulo 2: Fundamentos tedricos

a # como a A. Por otro lado, no es costoso recalcular la velocidad térmica
con el objeto de anular (' en la nueva base como se explica a continuacion.

Partiendo de un v; inicial, sea que se han calculado los modos a partir de
la velocidad normalizada 3 = v?/v? y se actualiza la velocidad térmica para
la especie de masa m, v} = /27 /m. La nueva velocidad v; es més apropiada
que vy para expandir f , de manera que conviene redefinir la base espectral
usando una nueva coordenada 3* = v?/(v;)?. En la base que utiliza 3 como
coordenada cinética se tiene la expansion 2.53. Ahora buscamos los nuevos
coeficientes Cf; tales que la misma f se expresa en funcién de polinomios

I3 (87):
Z m"]lm

donde C%. = (J= |f). Expandiendo las funciones J segin su definicién Ec.
2.33 tenemos

Ci = (k8" 2L 28 PuN] Y ik LE2(B) Py (V).
Ly
Aqui es util recordar que las familias L y P son por separado de polinomios
ortogonales, pero en el caso de los L] +1/2 o] niicleo del producto escalar debe
ser proporcional a #11/2¢=# v no es en principio valido definir la parte en
{ del producto escalar mediante la Ec. 2.31. Sin embargo, puesto que 3*
es proporcional a (3, observamos que esto no es un problema: definamos los
productos escalares separando las dependencias en § y A, donde entendemos

que el niicleo del producto escalar en los bra-ket de los L es K(f3) y la unidad
en el de los P:

Crrn = Z%y NPy )Y (i 2L V2 (84 672 LI 2 () =

pi\ o s
Z (_t> S Cighsihun (32 L2 (57| 892 LI 2 () =

— Ut
ij
(“t> §  Clhmimbin (B L7287 LI (8)). (2.54)

Este producto escalar puede realizarse bien numéricamente porque los po-

+1/2 ., S
linomios L. / (B), cuando se expresen en funcién de 3*, seguirdn siendo
polinomios de grado ¢ en la variable 3*.
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Por 1ltimo, es obvio que conviene hacer los menos cambios de base. El
cbdigo deberia tener una cierta robustez frente a la disparidad entre v; y la
velocidad térmica que se obtendria de la Ec. 2.52.

2.3.5. Bases mal adaptadas al problema

Vamos a hacer una primera aproximacion al problema del valor de v;. El
cambio de base recién comentado podria no ser necesario en tanto se dispon-
ga del nimero suficiente de modos para describir la funcién de distribucién ja
menos que esto sea imposible! Tal serfa el caso si, siendo f maxwelliana (Ec.
2.25, a la que corresponderia una velocidad térmica vy = vy, ), la intentamos
describir numéricamente mediante una exponencial Ec. 2.26 donde v; # vy,.
La cuestién puede plantearse de la siguiente manera: si f es estrictamen-
te maxwelliana y se usa la correspondiente vy, tanto para (3 como para la
constante Ky, entonces por construccién f es una constante en el espacio
de velocidades —que tomaremos igual a 1 para simplificar; pero si para la
misma f se usa una v; # vy, entonces necesariamente f, que es una funcién
polinémica, debe aproximar una exponencial y quizas nuestros polinomios
no sean suficientes a poco que v; se separe de vy,. Esto es lo que podriamos
llamar “mala adaptacién de f a la base”. En lo que sigue de esta seccion
vamos a ver hasta qué punto, al menos en principio, nos podemos alejar de
vy, manteniendo la base de la expansién espectral.

Sea,

3.2
f=fu(v,vm) = <Uth1\/%) e i

la funcién que se va a describir mediante otra fy(v,v;) donde vy, # vy,.
Entonces f = fi;f con f # 1. Concretamente, y dado que 3 = v*/v?,

tendremos
R o\ 3 s v? v, 3
Uth Uth
donde definimos la desviacién de la velocidad térmica
2
51— (v_>
Uth

tal que v, = vy, = 6 =0 = f = 1. Por definicién, 6 < 1. Ademads, tenemos
Ve > v =0 <0,y v < vy, = 0> 0.
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La funcién f debe describirse mediante una expansion en la base de tra-
bajo y quizas para algunos 0 los coeficientes no converjan a cero conforme se
aumenta n, el grado de la expansiéon. Vamos a estudiar este aspecto proyec-
tando f sobre la base que usa v; en vez de vy,. Puesto que la maxwelliana es
simétrica respecto a A, los modos asociados a J,,; con j # 0 son nulos y sélo
nos interesan las proyecciones

(2P| o) = / dA / d@—e—ﬁk oLY2(B)e’?

2k
=

Podemos resolver esta integral usando la férmula de Rodrigues!® para los
polinomios generalizados de Laguerre:

T g 19112 () (2,55
0

d”

a _ Qo ﬁ

(e7767%)
e integrando por partes:

/oo dﬂﬁl/ze_(l_é)ﬁLrlz/Q(ﬁ) —

0

R 1 /°° a—t
il - _ d—— B an+1/2 5 ey
n! € dgn—1 ) 0 n! Jo ﬁdﬁ”—l (e g ) ¢

El primer sumando es nulo porque por definicién § < 1y § > 1. Iterando
hasta n veces la integracién por partes resulta

(efﬁﬂnJrl/Z

/oo B2~ (9B L1/2(g) — (—1)" /oo d3sme (=98 gn+1/2
0

0 n!

Puesto que 1 — 6 > 0, podemos volver a integrar por partes definiendo dv =
—(1-9)

e y u = " para obtener, también iteradamente
> 6" (n+1/2)!
12 —(1-8)B71/2(ay _ (_ 1y
/0 dﬁﬁ € Ln (6) - ( 1) 7’L‘ (1 - 5)n+1/2+1'

15En este parrafo usaremos férmulas que pueden encontrarse en [17].
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Sustituyendo este resultado y los coeficientes de normalizacién ko (Ec. 2.35)
en la Ec. 2.55, tenemos

5 (—1)" n'\/_ (n+1/2)! o B
< ﬁ’JnO> =2 \/— Tl + 3/2) n! (1 _ §)n+3/2 o

cyr 3/4”::5/”(:9"-

Recordando la propledad

D(N +3/2
i LN 3/2)

N1-3/2 — 1

tenemos en nuestro caso

1 J \"
Y . e
J\l1_r>r<1>o<e | Jno) TU/A(1 — 6)3/2 ]}1_120 (5 _ 1) N=,

Esta expresién es convergente si § < 1/2. En consecuencia, la importancia de
los grados sucesivamente mayores en la expansiéon de f es creciente si d > 1/2,
en cuyo caso la funcién de distribucion estd “mal adaptada”. Como minimo,
entonces, exigimos que § < 1/2. La condicién no es demasiado restrictiva,
pues

§<1/2= v > %vth (2.56)
0, en términos de temperatura, el plasma (cuasimaxwelliano) no debe tener
una temperatura mayor al doble de la que estamos utilizando en f;, (v, vy).
Curiosamente, sin embargo, este resultado indica que podemos tener una
temperatura tan grande como queramos con respecto a la “correcta”. Puesto
que no se trata de una verdadera demostracion de la condicién de estabilidad
del desarrollo de f frente a los valores § # 0, consideraremos la condicion 2.56
como orientativa de que no existe una dificultad intrinseca en usar v; # vy
para plasmas cuasimaxwellianos.

2.3.6. Expansion del término colisional

Como se ha dicho, usaremos el operador linealizado de la Ref. [15]. Este
se expresa mediante momentos tensoriales que generalizan nuestros Cj; y en
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esta seccién veremos la relacién entre ambos. Es razonable usar un operador
linealizado si, como viene siendo el caso, la funcion de distribucién que evo-
luciona no es muy distinta de Fyy = n fyr (una maxwelliana). Gracias a que el
operador de colision es bilineal, la expansién Ec. 2.37 permite escribirlo asi:

Cab = C(far fo) = C(Frias Fan) + ) [C(f7, Fan) + C(Fua /)] (257)

]

donde se ha prescindido ya de la parte no lineal 3.5, C(f/, ), v donde
(ver las Ecs. 2.32 0 2.37)

féj = fMafij = fMaCijJij'

Recordemos aqui que fO° = n, y que fuqo estd normalizada a la densidad n,,.
De la Ref. [15] queremos obtener las proyecciones del operador linealizado

Ec. 2.57 sobre la base J;;, pero la notacién en la Ref. [15] es algo distinta de

la nuestra y debemos interrelacionarlas, cosa que hacemos a continuacion.
En [15] se expande la funcién de distribucién de la siguiente manera:

fa¥) =Fa Y %Lﬁjl/ (W /u2)PI(v) - ml (2.58)

ij (

donde P’(v) pertenece a la familia de polinomios armdnicos irreducibles de-
pendientes de las tres componentes del vector velocidad v [8]. Los coeficientes
de normalizacién de las funciones base son los o7; los m’* son momentos nor-
malizados de la funcién de distribucién cuya contraccién con los P/ da lugar
a unos coeficientes analogos a nuestros C;;. En primer lugar, nuestro espacio
de velocidades no tiene dependencia con el angulo de giro de Larmor, 6, por-
que estamos en la aproximacién de centro guia (véanse la introduccién y los
comentarios antes de la Ec. 2.13). Vamos a eliminar esta dependencia en la
Ec. 2.58 aprovechando la propiedad siguiente de los P7(v). Si § es un dngulo
acimutal en torno a un eje dado por el cursor cualquiera B, entonces

/27r iy (V> _ 27rﬁj/2Pj(COS (b) pJ(B)
0

siendo P;, como hasta ahora, un polinomio de Legendre. Ademas, y dado que
los P7 tienen todas sus componentes del mismo grado j, resulta que

Pi(v/v) = v 7PI(v)
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y el promedio al dngulo acimutal es
2m
/ 0PI (v /v) = 2P (cos )P (B). (2.59)
0

Los momentos del operador de colisién Ec. 2.57 involucraran integrales de
los potenciales de Rosenbluth que dependen de |v —v’|, siendo v’ la velocidad
en la funcién maxwelliana, la cual no depende de A. Entonces, el promedio
acimutal del potencial de Rosenbluth se refiere al angulo que forma v en la
funciéon cuasi-maxwelliana con el campo magnético, esto es, A\, de manera
que en la expresién anterior podemos identificar 6 con el angulo de giro de
Larmor y b con el vector de campo magnético normalizado. Para hacer la
aproximaciéon de centro guia, eliminamos la dependencia acimutal de la Ec.

2.58:

Rl 2.0 = 5= [ 00,022 00)

y puesto que la tinica dependencia acimutal se encuentra en los propios P7(v),
tenemos

8.0 = Fua 30 S10) |5 [ aopiw)] i

1 . . y
= nafua Y LB PP (D) - mi (2:60)
ij i
Recordando ahora nuestra expansion de f, (Ecs. 2.27 y 2.32),
1alB, ) = fata D Cighig 2L (D)0,
1,J

y por comparacién con la Ec. 2.60 obtenemos la relacion de nuestros coefi-
cientes Ec. 2.38 —para la especie a— con los de la referencia [15]:

P’(b) - m7. (2.61)

Segtin la Ref. [15], las distintas partes del sumatorio en la Ec. 2.57 pueden
expresarse como

C(f7 (B, M, 6), ) = FMaijpf (v/v) - mii 0

a “ab
0;
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C(Futar [ (B, 0)) = Faia—P?(v/0) - mi'y (37"

donde las funciones I/C%i’o) y Vég’ji) dependen —aparte de los indices— de: los

. i+1/2 . . )
coeficientes de los Lg+ / ; los coeficientes adimensionales my,/m,, T,/T, y
U/ Vta; ¥ 1a frecuencia de colision vg,. Promediemos también estas expresiones
mediante la Ec. 2.59 para eliminar la dependencia acimutal:

C(féj(ﬁ, /\), FMb) = FMaij.Pj(/\)Pj(b) . mjiy(ji,())
g

a “ab
7

C(Fyiar 17 (8. 2) = Fata— By (A)PY(b) - ' 577
La Ec. 2.61 nos permite por fin obtener la expansién del término colisional
conocidas las de f, y f, mediante los respectivos Cyi; v Cp ;-

C(f7, Fws) = fuaCoyijki; P (/\)V[%i’o) (2.62)
] Ng ii
C(Fua, fy)) = (n—b) FrtaCoijksy Py (Vw07 (2.63)

2.4. Adaptacion al esquema numérico

El problema que se quiere resolver es tridimensional en el espacio de posi-
ciones y bidimensional en el de velocidades. Como hemos visto en la seccion
anterior, vamos a trabajar en un espacio de velocidades discreto de muchas
mas dimensiones a cambio de facilitar la integraciéon numérica. Esta es la
esencia de los métodos de elementos espectrales, en los que la representacién
numérica de las funciones se hace mediante uno o unos pocos dominios de
dimensiéon alta. En nuestro caso se trata de dos dominios considerando co-
mo tales los espacios respectivos en 3 y A, mientras que la dimension es el
numero de elementos de las bases respectivas. En cuanto a la parte espacial
seguiremos un método mas cercano a los llamados de elementos o volumenes
finitos, en los que se interpola utilizando polinomios de bajo orden pero en
multitud de dominios o celdas espaciales.

En esta seccion vamos a introducir algunos elementos necesarios para el
esquema numérico con el que resolveremos la ecuacién cinética 2.15. Como
veremos, un aspecto importante es separar las partes espacial y cinética de la
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ecuacion para acomodarla al esquema numérico elegido, que se basa en dis-
tribuir f y los flujos de manera apropiada en el espacio. Esto permite obtener
las divergencias de los flujos como sumas ponderadas de los propios flujos.
Por eso, empezaremos por presentar someramente el esquema de integracion
numérica. En el resto de la seccién indicamos cémo:

1. Distribuir espacialmente las magnitudes y sus derivadas espaciales.

2. Separar los términos de la ecuacion de evolucion que involucran deri-
vadas espaciales, o términos de “flujo”.

3. Obtener las ecuaciones de evolucion en el espacio espectral.

Resultaran de utilidad algunas referencias sobre métodos numéricos que
incluyan interpolacién, polinomios ortogonales y cuadraturas, como [23] o la
referencia mas aplicada [24].

2.4.1. Discretizaciéon espacial y distribucién de magni-
tudes

La Ec. 2.15 presenta una estructura semejante a la de Navier-Stokes (ésta
se obtiene de la ecuacién cinética tomando los momentos apropiados), donde
la incégnita evoluciona en funciéon de la divergencia de unos “flujos” no li-
neales. Por este motivo hemos preferido usar la forma conservativa Ec. 2.15.
Existen en la literatura muchos métodos numéricos apropiados para resolver
ecuaciones de este estilo [25] dependiendo de las exigencias de cada problema.
Normalmente se busca un compromiso entre varios requisitos importantes,
como que las leyes de conservacién de las que se obtiene la propia ecuacién
de evolucion sean respetadas al maximo por el esquema numérico. Como es
l6gico, se busca también que el célculo presente propiedades de estabilidad
numeérica, baja disipacién y precision suficiente. Aqui se ha elegido un método
reciente llamado método de diferencias espectrales [26, 27], al que aludiremos
por sus siglas en inglés, SDM, y que esbozamos a continuacion para justificar
luego la manera en que escindimos la ecuacién cinética.

El SDM se basa en dividir el espacio en celdas conexas dentro de las cuales
se expande la funcién incégnita C'(x,t) usando polinomios de interpolacién.
La incognita evoluciona dependiendo de la variacién espacial de los flujos
F. El método es eficiente si se distribuyen apropiadamente en el espacio



60 Capitulo 2: Fundamentos tedricos

Figura 2.1: Ejemplo en 2D para interpolacién con N, = 2: en rojo se muestra
la posicion de los nodos que definen espacialmente la funcién f; en azul, la
posicién de los nodos que definen el flujo. Se observa que algunos nodos del
flujo estan en la frontera, lo que permite compartirlos con los de otras celdas.

los nodos de interpolacion de C' y F. En la Fig. 2.1 se muestra un ejemplo
ilustrativo, en dos dimensiones, de distribucion de nodos en una celda. Sea
0C(x,t)

o + V- -F(x,t) = S(x,t) (2.64)

y sea que queremos calcular la evolucion de C en la celda i-ésima. Sean
?;;(x) los polinomios de la base cardinal asociada a los N, puntos x;,; donde
conocemos C;; = C(x;,):

Np
Ci (X) = Z gj,i (X)Cjﬂ'.
j=1

En esta expresion tenemos una funcién C;(x) definida en toda la celda, si bien
realmente sélo calcularemos la evolucién de los Cj ;. Pero obsérvese que, dado
un instante temporal, los C;; son meros coeficientes. Sean ahora los flujos
en la misma celda. De ellos queremos obtener derivadas espaciales, motivo
por el que usaremos polinomios de un orden (grado) mayor. La localizacién
de sus nodos también va a ser distinta (ver Fig. 2.1), principalmente porque
queremos localizar sus derivadas espaciales en los puntos x;,;. Entonces, dada
otra base cardinal my ;(x), tenemos

Np+1

Fi(x) = Y myi(x)Fr,
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donde los vectores de flujo Fj,; tienen por componentes los coeficientes de la
interpolacién polinomial. Algunos de los Fy; toman el valor del flujo en las
fronteras de las celdas, y es gracias a esto que la informacién se comparte
entre celdas: en las fronteras entre dos de ellas, el flujo es bivaluado (un
valor por cada celda). Para que el método sea conservativo, el flujo debe
ser el mismo en ambas. Se requiere por tanto una funcion Fi..1(F,, Fy) que
sustituya a los flujos en las celdas respectivas a y b. Aqui se opta por usar
solvers de Riemman del tipo Rusanov o Roe, asunto al que nos dedicaremos
en el capitulo 3.

Puesto que la dependencia espacial se encuentra en la base cardinal, en
cada punto x;,; obtenemos la divergencia del flujo como

Np+1

V- Fi(Xj,i) = Z me(x) . Fkﬂ'.
k=1

Volviendo a la Ec. 2.64, tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones de evo-
lucién en cada celda i-ésima:

oC Np+1
/i) S Fri=S;, 9.
81& + ; mG, k, S], s ( 65)

donde Sj,i = S(Xjﬂ‘).

Es importante notar que la evolucién de los coeficientes Cj; se obtiene
directamente a partir de la Ec. 2.65 sin que haga falta invertir ningtin tipo de
matriz. Esto es equivalente, en nomenclatura de métodos de elementos finitos,
a que la matriz de masas es diagonal, en concreto la identidad. Gracias a esto
se pueden usar integradores temporales explicitos (p. ej. Euler directo, Runge
Kutta), es decir, no es necesario invertir matrices para calcular la evolucién
temporal.

2.4.2. Separaciéon de los términos de flujo

La Ec. 2.64 y el subsecuente esquema numérico exigen escindir la ecuacién
cinética en una suma de términos de “flujo” (los términos F en 2.65) més otros
términos que se consideraran términos fuente. Ademas, esta separacién hay
que hacerla en nuestra verdadera ecuacién de evolucién, que es la ecuacion
cinética en el espacio transformado; esto es, en la ecuaciéon de evolucién del
desarrollo espectral de f . Entonces conviene distinguir, en el término de
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flujo V - (v f) (ver las Ecs. 2.15, 2.19 y 2.20), qué factores involucran sélo
dependencias explicitas en x y cudles s6lo en § y A. Por un lado,

V- (fvey) = V- ( far fvcg) — V- ( fvcg) + FVeg - Vin. (2.66)

Para pasar a la notacién de Pg (Ec. 2.53) hay que recordar que la expansion
solo tiene sentido si se va a hacer una proyecciéon sobre los duales, pues
entonces intervendra el nicleo Ec. 2.31 del producto escalar, que es lo que
convierte f en f. El primer sumando en la expresion Ec. 2.66, quitando fyr,
puede expresarse como

V. (Z Cz‘chg!Jzﬁ) =V (Z Cijvcg) | Jij) + (Z Cichg) -V Jig).-
1,) 2,J 2y}

Para simplificar los desarrollos expresamos la velocidad del centro guia (Ec.
2.20) como Ve, = sy Ar(x)Bi(3,)). Recordando la expresién para las
derivadas espaciales (Ec. 2.16), tenemos

B
V- (Z cijvcg> ZZ{ (CyyAr) By — 20 Ay - vmvt%ﬁ’“ﬁ],
i,J

V\|Jij) = =2V Invp3 ﬁ| ii)s

de donde se tiene que

V(Z CijVeg|Jij) ) ZZ K - (CiiAr) By — 2C35A, - Vlﬂvtﬁa%k> | Jij)

ij k=1

—QCUAk VhlvtBkﬁ |J,]>

Evaluemos ahora el segundo sumando de la Ec. 2.66. Para ello recordemos las
dependencias espaciales de la pseudomaxwelliana fy = Ky (x) exp(—/5(x)),
de donde sacamos que V fyy = —fuV (3lnwv + ). Quitando fy, pues como
antes se tendra en cuenta en el nucleo del operador integral, tenemos la
expresion

3
—fVeg - V@BInv + 8) = =Y > CyBpAg - V(3Inv, + B)| ;)

ij k=1
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que podemos sumar a la anterior expresion antes de proyectarla sobre cada
modo. De esta manera obtenemos la expansion de los términos a que cada
|;j) da lugar tras calcularse la divergencia del flujo correspondiente. Re-
agrupando términos apropiadamente y proyectando sobre el elemento (.J;,|,
vemos que cada |J;;) origina el siguiente término de evolucién tras la trans-
formacion integral de la Ec. 2.66:

Mw

0
fvd a_ Cz]Ak <Jlm|Bk|Jw>

k=1

3
3
2% CyAr-Vinu, {(Jlm\ﬁ (1= 85Bi) [ij) = (Jum| BiB0s| Jis) = 5 (Jum| BrlJig)
k=1

(2.67)

Resumimos en el cuadro 2.1 algunas de las funciones que aparecen en la
Ec. 2.67. La mayoria de éstas se integran con exactitud porque son polinomios
en §y A. Ademés recordemos que, habida cuenta de que |J;;) € Pg, entonces
también 0g|.J;;) € Ps porque la derivacién disminuye el orden del polinomio.

Cuadro 2.1: Funciones Ay y By que aparecen en la Fc. 2.67.

k| B 305 By B, A,
Ll VBA 3V 32N ub
2 1 0 ﬁ EE>;<2B
3| BL+N) | BL+N) | B(L+N) | gmop BEEP

En la Ec. 2.67 es facil observar que solo sobrevive el primer sumatorio
si no hay dependencia espacial de v;. Ademds, si v; se distribuye en las su-
perficies de flujo los términos con k = 1 (ver cuadro 2.1) desaparecen por
perpendicularidad. Lo mismo se aplica a k£ = 2 si el potencial electrostético
es funcién de la superficie de flujo.

2.4.3. Evolucion del desarrollo espectral

La evolucién de las componentes C;; (Ec. 2.38) tiene que deducirse de
la Ec. de Boltzmann (Ec. 2.15), en la que aparecen funciones relacionadas
con las derivas del centro guia y con las aceleraciones que éste experimenta.
Como se hace cuando se pasa a cualquier espacio transformado para resolver
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un problema, vamos a ver como se transforma la ecuacién de evolucién al pa-
sarla al espacio espectral. Recordemos que esto sélo afecta a las dimensiones
asociadas al momento de las particulas (a las velocidades, en nuestro caso),
lo que nos ha permitido sacar las dependencias espaciales en los bra-ket de
la Ec. 2.67. Esta es ya una parte de la evolucion. Veamos las otras dos, que
son la derivada temporal y el término fuente.

La derivada temporal en la Ec. 2.15 se obtiene directamente, pues los
modos no dependen explicitamente del tiempo:

Ouf = 0Tl Y _ CijlTij) = 0Clpm. (2.68)
ij

El término de “aceleraciones” pasa en el esquema numérico, como hemos
visto arriba, a ser un término fuente. Segin la Ec. 2.15 le corresponden dos
partes, una involucrando ds y otra dy. Empecemos con la primera:

o () o ()

donde expandimos f como siempre (FEc. 2.53) y expresamos la derivada total
en funcién de §y A (Ec. 2.23). Entonces la expresion anterior resulta

KMB;ﬂ EZCZ\/_ 5 [e P B33 (1 + N2)|J;5)] +

Kyb-E— 2 ch 5 [e BN Ji3)]

de donde, sin més que derivar y proyectar luego sobre el elemento (J,|, se
tiene a qué da lugar cada modo J;; a través de este término:

| a3
_ﬁaﬁ (\/Bfa) -
—Cij——7—E <Jlm|(1 + M) Jij) 4 (Jin | (L + N)BOs| Ji) — (Tim| (1 + N*)B]Ji5)

2 _
v tb - E [(Jin| A7\ Ji5) + (i | ABY205] i) — (| ABY21 T3] -
(2.69)
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Pasemos ahora al término de derivacion en A. Procediendo similarmente,
usamos la Ec. 2.24 para expresar d\/dt¢ en funcién de 5y Ay derivamos
fdA/dt. Asi, obtenemos la transformacién del término

0 dA
_a_/\ (f(raﬁa )‘)E) -

BXNVE [ nl(1 = 3N J) + (i AL — A5 J35)]

T
2 1

+Cz‘j—qb -‘E {<JZm|A6‘”Q|Jw> — o {Jm|(1 = /\2)5_1/25A|Jz‘j>}
muy 2

1
+Cijvb - VIn B {—<Jlm|wl/2uij) + 5<Jlmy(1 - AQ)ﬁl/ZaAme] . (2.70)

La ecuacién de Vlasov en nuestro esquema numérico se obtiene al juntar
la Ec. 2.68 y los sumatorios en los indices (7, j) de la Ec. 2.67 para el término
de flujo con las Ecs. 2.69 y 2.70 para las aceleraciones. Obsérvese que se
cancela la contribucién de {J;,,|A\371/2|J;;) al afiadir la Ec. 2.69 a la Ec. 2.70.
Soélo falta anadir la parte colisional, que también se considera término fuente.

2.4.4. Proyeccion del término colisional

Proyectemos el término colisional sobre la base formada por los |J;;).
Puesto que las componentes del operador de colisién (Ecs. 2.62 y 2.63) tam-
bién incluyen funciones maxwellianas, es posible integrar usando el kernel
que ortogonaliza los |J;;). Para hacer mas facil la comparacién con los resul-
tados de la Ref. [15] vamos a expresar la proyeccién de las componentes de
Cup explicitamente. En el desarrollo espectral necesitaremos los términos

/va,m(ﬁ, MNC(f™ Fa) (2.71)
/ AV T (B, NC (P, £7) (2.72)

el primero de los cuales es, usando las Ecs. 2.12 y 2.33 para el elemento de
volumen y para J;, respectivamente; y la Ec. 2.62:

/ dﬁd)\ﬂvfaﬁl/zklmﬁm/QLGHm (B)Pn(A) fr1aClaijki Py (/\)I/gi’(]) =
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/ dBdrred 826202 (8) fata T Py (A) Py (A ki ki Cla i

Expresamos la proyeccién asi porque en la Ref. [15] se dan férmulas numéricas
explicitas para los coeficientes:

AT =, / dpdarul, B2 L A (8) fuarly ™ (2.73)
B = n, / dBdamd 31282 L2 (8) faar 0. (2.74)

de manera que podemos escribir la proyeccién Ec. 2.71 asi:

, 1 , Clai
d NC(fim, Fup) = P K Ky —— 2.
/ VJlm(ﬁv )C( a Mb) om + 1 ab MlmMim N ( 75)
Procediendo igualmente pero usando B7% en la Ec. 2.72, tenemos
/ AV Jin (8, NC(Futa, fi™) = L pmiig, g, Cham (2.76)
lm ) Mas Jb - om + 1 ab MlmMNim e . .

Usando el kernel Ec. 2.31 podemos expresar estos resultados de la siguien-
te manera:

1 Oa,im

<Jlm|0a,z'j/€z'jpj(A)Vc%i’o)> s —— 1Agihklmk¢m - (2.77)
)1 1 mli O m
(il Coashi PO ™) = 5o B ki = (2.78)

2.4.5. Evaluacion de integrales por cuadraturas

Por lo visto hasta ahora, el esquema numérico requiere hacer numerosas
integraciones de términos como

e Coeficientes del desarrollo espectral: Cy; = (Ji;(6, \)|f(3,\)) (Ec. 2.38)

e Funciones dindmicas macroscépicas: (g(8, A)) = (g(3, \)|f(5,\)) (Ec. 2.39)

e Proyecciones: (J;;(8, A)[g(3, M)|Ju(3,N))

En general, la descomposiciéon espectral de f implica que las integrales en
ultima instancia son del tipo (J;;|g), donde g podria ser a su vez una com-
binacién lineal de las propias J;;. En muchos casos g(f3, A) serd el producto
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de polinomios en estas variables g = g¢3(5)gr(A). Si se usan cuadraturas,
las integraciones en el espacio de velocidades (3, \) de polinomios de gra-
dos respectivos inferiores o iguales a 2Ny + 1y 2Np + 1 (ver las Ecs. 2.34 y
2.53) seran exactas. Esto significa que las integrales del tipo (J;;|g) se pueden
evaluar de forma exacta mientras el grado de g no supere Ny, para la parte
dependiente de 3 ni Np para la de X\. Habida cuenta de esto y recordando el
nicleo del producto escalar (Ec. 2.31), tendremos integrales

(T8, 019 (3 / / dBdre7512 \/Ziﬁ”/QLJ“/Z(ﬁ)B(A)g(B,A)
kig [ o aici iz g a0
=2 [Capetem L et [ an . )

Aqui podemos hacer la integracion numérica por cuadraturas. Sean af las
raices o ceros del polinomio Py, .1(\) y sean w/ los pesos correspondientes
a la cuadratura de Gauss:

P 1P, (M1
w; = 2.80
" Pl 03Pl @) 250
donde |---|| es la norma (Ec. 2.30); y, andlogamente, sean «f las raices

de Ly, 11(8) y wt los pesos de la cuadratura de Gauss-Laguerre (ver en la
Ec. 2.29 la expresion de la norma):

1/2 1/2
L35 (ab) 03 13] (o)

Con esto podemos resolver la integral 2.79 mediante los sumatorios

1/2
ok & LJ+/( k,’)P P L P 282
NP 50 )glay,ap ). (2.82)
k 0 1=0 ak)

(9(8, V)] Ji5(6,A)

Por ejemplo, en cada punto x de la malla espacial calcularemos los coeficientes
del desarrollo

N Np Jj+1/2 .
PLE O b ok afaf). (2.89)

N7 E
k 0 1=0 ak)
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Capitulo 3

Métodos numeéricos

En este capitulo se va a profundizar en los aspectos numéricos. En la
seccién 3.2 se avanzard en el conocimiento de SDM (el método utilizado
para resolver la conveccién). Las condiciones de contorno se comentan en la
seccién 3.3. En el apartado 3.4.1 se describe el modo en que se lleva a cabo el
proceso de integracién temporal senalando después (3.4.2) la manera en que
se obtienen los estados estacionarios. Como se vera, un punto importante
en la precisiéon de la convecciéon es un correcto mallado, y para ello se ha
desarrollado una herramienta de software que completa el presente cédigo
y genera mallas adecuadas para las simulaciones, como explicaremos en la
seccion 3.5. Por 1ltimo, algunos detalles de la paralelizacion se dan en la
seccién 3.6.

3.1. Introduccién a las técnicas numéricas

En problemas de fluidos convencionales es comun resolver las ecuaciones
de la densidad n, la velocidad u (que involucra un momento para cada com-
ponente, p. ej. u; = [ fv;dv) y la temperatura T', que son los cinco momentos
bésicos de la funcién de distribucién f. Esto es posible porque dichos fluidos
suelen ser altamente colisionales y su funcién de distribucion es en esencia
una maxwelliana, la cual queda localmente definida mediante n, u y 7. Sin
embargo, recordemos que la dinamica de un momento de la funcién de distri-
bucién depende de los momentos de orden superior, por lo que es imposible
un calculo exacto sin conocer los infinitos momentos que la definen. Si el flui-
do es muy colisional, se puede “cerrar” el sistema de ecuaciones: se hace una

73
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estimacion de los momentos de orden superior que aparecen en las ecuaciones
de los momentos de orden inferior (normalmente densidad, velocidad y tem-
peratura). Asi el problema se reduce a resolver varias ecuaciones acopladas
de conveccién en el espacio, es decir, ecuaciones del tipo 0;C +V -F = § (ver
Ec. 2.64) donde C' es la magnitud en conveccién que en nuestro caso seran los
coeficientes del desarrollo espectral de la funcién de distribucién; F son los
flujos y S involucra los términos de “conveccion en el espacio de velocidades”.
Dichas ecuaciones pueden resolverse mediante métodos convencionales tales
como elementos, diferencias o volimenes finitos; o bien coédigos espectrales.

En los fluidos en los que es necesaria una mayor precision, pues la distancia
media entre colisiones no es tan pequena en comparacion con el sistema a
estudiar (es decir, las colisiones no son tan frecuentes como para que sea
suficiente la descripcién mediante densidad, velocidad y temperatura), se
pueden aplicar aproximaciones de mayor orden. Un método muy potente es
el de los 13 momentos de Grad [1], que aniade ecuaciones para la evolucién de
las tres componentes del flujo de calor y las cinco componentes del tensor de
presiones, esto es, otros ocho momentos de f. Entonces se hacen evolucionar
13 momentos en lugar de 5, por lo que el calculo permite alejarse mas de la
distribucién maxwelliana.

En el caso de fluidos como los plasmas de fusién, donde la colisionalidad
es tan baja que la distancia media entre colisiones puede ser mayor que las
dimensiones de la maquina que contiene al plasma, se hace necesario estudiar
mé&s momentos. Asi, Balescu habla de expansiones de hasta 29 momentos [2].

Ya se ha comentado que, al expresar la FdD en el espacio de velocida-
des, se ha optado por expandir su dependencia con las componentes de la
velocidad en series de polinomios de Legendre-Laguerre. La razon es que la
expresiéon de los momentos clasicos de la funciéon de distribucién, como la
densidad, la temperatura y la velocidad, son combinaciones lineales de pocos
términos de la serie. Por lo tanto, no se hacen evolucionar momentos de la
velocidad en el sentido habitual sino combinaciones lineales de ellos a los que
hemos llamado “modos” en el capitulo anterior por analogia con los desarro-
llos espectrales. Podemos hablar sin embargo de equivalencia entre modos y
momentos, pues la hay en lo que respecta a grado del polinomio en las varia-
bles del espacio de velocidades. Entonces, el presente método trata de hacer
una aproximacion con un numero de modos indeterminado a priori, dejan-
do que el cierre no sea establecido de forma analitica sino por convergencia
espectral. Es decir, si se usan suficientes modos de la funcion de distribu-
cion, es de esperar que el método converja puesto que los modos de orden
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alto son cada vez mas pequenos y anadir mas modos al calculo no modifica
sustancialmente el resultado: si la expansién que se calcula es conservativa
numéricamente, también lo serdn la temperatura (energia), la densidad y los
flujos.

Una limitacién de la expansion en modos es el requisito de que la veloci-
dad de normalizaciéon esté cerca de la correspondiente a la maxwelliana por
la que se aproxima la funcién de distribucién. En caso contrario, el ntimero
de modos necesarios para expresarla crece demasiado. Asi, si en una coor-
denada radial hay una temperatura y en otra es diez veces inferior, pero
se usa la misma temperatura de normalizacién, la simulaciéon requerird un
nimero ingente de modos y serd inabordable. Por tanto, es necesario que la
temperatura de normalizacién (que, recordemos, es un pardametro de la base
de polinomios en la que se expande f) varfe con la posicién. En definitiva, el
problema es que la base depende de las coordenadas espaciales a través de la
normalizacion porque los polinomios tienen dicha dependencia a través de 3
(ver ecuacién (2.33)). Como la forma de obtener las ecuaciones de avance es
proyectar la ecuacién de Boltzmann sobre la base, y ello supone la multipli-
cacion por dichos polinomios, nos encontramos con un doble problema:

— Si la base depende del espacio (es decir, la temperatura de normaliza-
cién depende del espacio), no serd posible expresar, de forma inmediata, las
ecuaciones de manera conservativa:

862—()() + V. F(x) = 95(x),
ot
la cual tiene ventajas computacionales, como ya veremos.

La solucién a este problema consiste en dejar que la temperatura de nor-
malizacion sea constante en el interior de cada elemento de la malla, pero que
pueda variar de un elemento a otro. Esto requiere tener en cuenta el cambio
de base cada vez que se necesite un valor por parte de un elemento vecino
cuya normalizacién es distinta; pero, a cambio, dejan de aparecer términos
que no se pueden expresar de forma conservativa.

— Si la base depende del tiempo (es decir, la temperatura de normaliza-
cién depende del tiempo), un problema lineal en su parte convectiva puede
pasar a ser no lineal. Esto mismo ocurre en la obtenciéon de las ecuaciones
de Navier-Stokes o del método de Grad a partir de la de Boltzmann para un
problema sin fuerzas que dependan de la funcién de distribucion (por ejemplo
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un campo magnético o uno eléctrico). En este caso, la parte convectiva de
la ecuacion de Boltzmann es lineal. La parte convectiva de las ecuaciones de
Navier-Stokes o las del método de Grad, sin embargo, no lo son. La linealidad
se pierde en el momento en que la base usada para expandir la funcién de
distribuciéon varia con el tiempo, pues en los citados ejemplos ambas bases
toman como parametros las velocidades y temperaturas medias de la funcion
de distribuciéon que, obviamente, cambian con el espacio y el tiempo. Asi,
al proyectar sobre la base para obtener la dinamica de los modos, aparecen
términos no lineales. La solucién a este problema es evitar que la base (por
tanto la normalizacién de la temperatura) varie a medida que el tiempo evo-
luciona. Esto no impide que, en el caso de requerir un reajuste de las bases
a medida que se modifique la temperatura en un punto, se pueda parar la
simulacion, modificar las bases, estimar los nuevos coeficientes y continuar
con la simulaciéon. Obsérvese que en ningtin momento se efectiian cambios de
base segiin una dependencia con el tiempo fisico del problema simulado, sino
como una conveniencia en tiempo de computacién. Esto mantiene lineal el
problema de la conveccién con las consecuentes ventajas a la hora de resol-
verlo numéricamente.

Cabe destacar que este método podria aplicarse a fluidos méas convecio-
nales. De hecho, se puede establecer cierta similitud con el método de Lattice
Boltzmann (LBM)[3]. Se puede demostrar [4] que el LBM equivale a resolver
la ecuacién de Boltzmann usando polinomios de Laguerre como base para
la funcién de distribucion e integrando numéricamente por cuadraturas de
Gauss. Las ecuaciones resultantes, en lugar de establecer la dinamica de los
momentos de la funcién de distribucion, establecen la dinamica de los nodos
de integracién de Gauss, que son puntos con una velocidad concreta. Sin
entrar en mas detalles sobre el LBM, lo importante es notar que el método
aqui presentado es equivalente al LBM en el caso de expandir la funcién de
distribucién en pocos modos y usar una temperatura de normalizacion cons-
tante en todo el espacio. De hecho, se podria pensar en un método mixto
entre el actual y el LBM, ya que uno de los principales inconvenientes del
LBM es que la temperatura de la funcién de distribucion no debe alejarse
mucho de la de normalizacién, pues se desestabiliza. Esto se entiende al recor-
dar, como se ha mencionado en el capitulo anterior, que las bases utilizadas
no se comportan bien cuando la temperatura de la funcién de distribucion
es muy diferente a la de normalizaciéon. Una opcién intermedia seria, por
tanto, el LBM con una temperatura de normalizacién que pueda ser distinta
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en diferentes recintos, si bien al hacer esto se pierde parte de la eficiencia de
LBM, una de sus mayores virtudes.

3.2. Método SDM

El SDM, o “método de las diferencias espectrales” [5, 6], es una solucién
mixta entre los métodos de volimenes finitos, que tienen la bondad de ser
localmente conservativos, y los de diferencias finitas, mas sencillos de imple-
mentar y mas escalables a la hora de usar polinomios de orden alto para
expresar la funcion a resolver. Un esquema del método se dio en la seccion
2.4.

La propiedad de que el método sea conservativo localmente para las va-
riables en conveccién quiere decir que si se lleva a cabo una integracién de
dichas variables, el resultado, a medida que avanza el tiempo, es constante
en la precision de la maquina. Con ello, por ejemplo, se evita una variacién
artificial de la energia o del nimero de particulas por efectos numéricos. Co-
mo avanzabamos en 1.3, para conseguir dicha conservacion local es a menudo
necesario que la funcién aproximada sea discontinua entre los elementos'. En
nuestro caso esto no solo se debe a las diferencias —pequenas— que se originan
a ambos lados de las superficies colindantes entre celdas debido a la discreti-
zacion inherente al calculo numérico, sino también debido a la dependencia
de f con la velocidad térmica, ver Ec. 2.25.

Otra de las caracteristicas mencionadas del SDM es el uso de polinomios
de orden (grado) arbitrario como bases de aproximacién para la solucién.
Esto permite aumentar la precision de la simulacion sin tener que aumentar
el nimero de elementos de la malla. Es por ello que se puede considerar este
método como de “elementos espectrales” puesto que el error decrece de forma
exponencial a medida que se incrementa el grado del polinomio de aproxi-
macién, es decir, el nimero de polinomios de las bases (en contraposicién al
decrecimiento geométrico del error con el aumento del nimero de elementos
de malla).

Para mantener la conservacién local de las cantidades en conveccion, el
flujo a ambos lados de las discontinuidades entre elementos de malla debe ser

INo hay que confundir la funcién de aproximacién con la funcién real. El que se apro-
xime con algo discontinuo una funcién continua no quiere decir nada sobre ésta, es tan
solo un método de aproximacién numérica.
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el mismo. Puesto que el flujo obtenido en cada lado depende de las propie-
dades locales a cada elemento de malla, no tiene por qué coincidir a ambos
lados de la discontinuidad. Esto obliga a tomar una decision sobre qué flujo
se considera. Para garantizar la estabilidad del método, es comin tomar el
flujo dado por un solver de Riemann [7]. En concreto aqui usaremos uno de
tipo Roe [8]. En esencia se trata de llevar a cabo la diagonalizacién por au-
tovalores de la matriz jacobiana del flujo y, en el sistema de referencia de los
autovectores, o subespacios propios, seleccionar el flujo en funcién del signo
de la velocidad: si es positiva se toma el de un lado y si es negativa el del
otro. Veamos esto con mas detalle (figura 3.1).

Sea Q(x) el vector de cantidades en conveccién (en lo que sigue elimi-
namos la dependencia con la posicion espacial x para aligerar la notacion y
consideraremos vectores “columna’, salvo que se especifique su trasposicién):

Q= (Q17Q27 T aQn)T' (3~1)

Sea F;(Q) el vector flujo asociado a cada una de las cantidades @); en con-
veccién. Asi, se puede escribir

0.
Gty Fi(Q) = S;
ot
donde S; son las fuentes, de las cuales ahora no nos preocuparemos aunque
las sintetizaremos también en un vector S = (Sy,--- ,S,)?. Las componentes

de estos vectores se refieren a las cantidades sobre las que se resuelve el
problema de conveccidn, relacionadas con el desarrollo espectral de f (Ec.

2.65).
De una forma maéas compacta, la anterior ecuacién se puede expresar como:
0Q
- T (V-FQ)" =5, (3.2)

donde F(Q) es la matriz de flujo cuyas columnas estdn formadas por los
vectores F;:
F=(F,Fy- - F,). (3.3)

El problema de Riemann se resuelve por separado en cada una de las tres
dimensiones espaciales. Por eso convendran las siguientes definiciones: por
un lado, tres vectores L, M y N cuyas n componentes son las filas de F; por
ejemplo, para la primera componente espacial x (coordenada cartesiana )
tenemos el vector L dado por (Fi,,- - , F,.)T. Definamos ademés la matriz
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A cada lado los modos son diferentes

Elemento Izq Elemento Der
Base izq Base Der
| P |t
| |
Qi —> | o
Qi Q}'ter
Qs Kder

Segun el signo del autovalor se toma
un modo de la izquierda o de la derecha

Elemento Izq Elemento Der
Base "z;l - - Base Der
1Z 1Z
.l‘izq _D Q'l.izqq ;d;;r
Q:,!".:q —D Q'".:q rder
izq 2‘7lzq QZ der
Qi | =D | i der
sy i |, | B
Qi Qilger |<4—| Q35
vizq der
Qs Q'der sder

El resultado final es un flujo tinico a ambos lados
de la interfaz formado por modos de los dos lados

Elemento Izq Elemento Der

Qi | > |F@i, rder.

Q"?;l F .i?q der

| 5 [y | f oz,

ptd I 21 B K

i der r

ini A F(Q.%d.fer) Qi

- iZ raer r

> 14 .F(QS der) 4 :::ddeer

Figura 3.1: Esquema del método de estabilizacién tomando como ejemplo un
flujo lineal.
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jacobiana a partir del flujo asociado a cada dimension espacial, esto es, el
juego de matrices jacobianas n X n

oL oM ON
oo M T o Y T aQ (3:4)
Por ejemplo, los elementos de J;, tomaréan el valor
by = 0L;(Q)
»4] 8Q]

y analogamente los deméds. Para simplificar, centrémonos en el caso de Jg.
Se puede definir la matriz diagonal de autovalores Aj, que obtenemos de la
matriz R; de autovectores

J, = RLALR;.
Consideremos el valor absoluto de J;, como:
Ul = Ro|ALIRLY,

donde |Ap| simboliza la matriz diagonal A;, con los autovalores tomados en
modulo. Entonces, aplicar un solver de Roe es equivalente a utilizar en ambas
superficies colindantes de los elementos de malla el flujo modificado:

L= [L<Qder‘) + L(szq) - |JL’(Qizq - Qder)] (35)

DO | —

donde Qger ¥ Qizq son los valores tomados por Q a cada lado de la interfaz,
que no tienen por qué ser iguales en el método SDM como venimos dicien-
do. Igualmente se procede con las jacobianas Jj; y Jy asociadas a las otras
dimensiones espaciales.

Para comprender el significado de (3.5), supongamos que F es lineal con
respecto a las cantidades en conveccion ();. Entonces, las tres matrices ja-
cobianas aplicadas sobre Q equivalen a la matriz de flujo, lo que podemos
simbolizar asi:

L Q)"
F=| M7 | = | JuQ)
N* Q)"

Fijémonos en la dimension espacial asociada a L y contemplemos el pro-
blema de conveccion en la base de los subespacios propios de J, esto es, sean
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L' =R;'Ly Q' = R'Q. Entonces tenemos L’ = A, Q. Las componentes de
este nuevo objeto son L, = ;@) donde los «; son autovalores de Aj. Pues
bien, la Ec. 3.5 indica que el criterio para elegir el flujo en la frontera es
considerar cada componente Qger; 0 bien Q);.,; dependiendo del signo de ;.
Anélogo razonamiento hariamos para M y IN. Todo esto puede interpretarse
como que aplicar la Ec. 3.5 a cada dimension espacial equivale a tomar el flujo
correspondiente al elemento de malla de donde viene la velocidad. Con ello se
garantiza la estabilidad. Esta manera de entender el solver de Roe se esque-
matiza en la figura 3.1. En realidad, en la ecuacion de conservaciéon para cada
Q; se encuentran acopladas todas las componentes espaciales, pero el solver
garantiza la estabilidad numérica gracias a realizar una seleccion adecuada,
Ec. 3.5, del flujo en las interfaces en base a los signos de los autovalores de
las jacobianas 3.4.

Como vemos, el calculo del flujo en las fronteras es costoso, pues requiere
la diagonalizacion de la matriz de flujo en todos los nodos de los contornos
de los elementos de malla. No obstante, hay que observar que el problema
numeérico recién expuesto se aplica a los flujos dados por la Ec. 2.67, donde
esta claro que dependen linealmente de los coeficientes del desarrollo espec-
tral de f (que desempenan el papel de los @Q; en este parrafo), al menos
en tanto los campos eléctrico y magnético sean estacionarios. Por lo tanto,
solo es necesario rehacer la diagonalizacion cada vez que se modifique la ma-
triz jacobiana debido a su dependencia con las velocidades de deriva: si los
campos electrostaticos y magnéticos estan fijados, y la normalizacion con la
velocidad térmica también, se puede tener precalculada. A la dependencia
con la normalizacién nos referiremos un poco mas adelante.

El codigo se ha preparado preveyendo la posible variacion temporal de los
campos eléctricos y magnéticos. En tal caso es necesario recalcular el flujo en
cada iteracion temporal, lo que se resuelve mediante la solucién de compro-
miso de aplicar el solver de Roe a los flujos por separado. Siguiendo con el
ejemplo de la dimension espacial asociada al vector L, la matriz jacobiana,
en el caso de la ecuacion cinética de deriva, se puede expresar en términos
generales como:

Jo=) Wi 1)},
k

donde los valores WE(x,t) son escalares y las J% son matrices constantes
asociadas a cada término Ay de las derivas (véanse la Ec. 2.67 y la tabla
2.1). El aplicar el solver de Roe a cada una de las partes equivale a usar
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S IWE(x, 1)]|J%] en lugar de |Jz| (v andlogamente con Jur v Jy). Esto au-
menta ligeramente la difusividad numérica, pero en las simulaciones se com-
prueba que sigue garantizando la estabilidad. La ventaja de hacer esto es
que tan solo hay que diagonalizar al principio de la simulacion las matrices

' etc, lo que supone un ahorro considerable desde el punto de vista compu-
tacional. Si bien es cierto que en el ejemplo visto los flujos son lineales con
respecto a Q, los solvers de Roe son utilizados con asiduidad en sistemas no
lineales, tales como las ecuaciones de Navier-Stokes en regimenes turbulen-
tos. Un ejemplo se tiene en la referencia [9], donde se utiliza este solver para
estabilizar el SDM en una simulacién LES?.

Hay una cuestién adicional a considerar, y es que a cada lado de la dis-
continuidad puede existir una normalizacién diferente: hay que transformar
los coeficientes de la magnitud en conveccién a la base en la temperatura de
normalizacion del otro elemento antes de realizar el calculo o la compara-
cion de flujos a ambos lados de la interfaz. Esto obliga a realizar una ligera
modificacién del solver de Roe. Veamosla esquematicamente.

Como antes, pensemos en una unica componente espacial (la asociada a
L), si bien vamos a prescindir del subindice L para aligerar la notacién. La
transformacién de los modos de la base en un elemento a la vecina se puede

expresar como:
izq __ T12q (der
der — Tder der

der __ TderQizq

12q 12q "Vizq)
donde:
der o el vector de modos en la superficie del elemento derecho expresado

en la base del derecho
QZZ es el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre-
sado en la base del izquierdo
Q;ii es el vector de modos en la superficie del elemento derecho expresado
en la base del izquierdo
f;;" es el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre-
sado en la base del derecho

Tffg es la matriz que transforma los modos del lado izquierdo al derecho

2Large Eddy Simulation: simulaciones de fluidos turbulentos en las que las escalas
espaciales inferiores al tamano de malla se resuelven en base a modelos teéricos.
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TZI’Z es la matriz que transforma los modos del lado derecho al izquierdo
Al expresar los modos Q en la base de autovalores Q' = R™'Q (no con-

. . . <2 'd '3
fundir con la transformacién por la normalizacién) tenemos Q" vy Q7' Los
modos asociados a autovalores de un signo (velocidad saliente del elemento)
permaneceran fijos, y los del otro signo se fijaran al otro lado de la interfaz.
Por tanto habrd una serie de modos fijados en Q%" y el resto estara fijado

i der
en Q..' (ver figura 3.2).
Expresando ambos vectores en la misma base, por ejemplo en la de la
izquierda, tenemos:
"izg _ p—1Tizq ~der _ p—1Tizq "der __ T'izq ' der
der — R Tder der — R TderRQder - Tder der

siendo
T2 = RTITHR,

der der

Los modos que deban ser transmitidos de izquierda a derecha se fijaran en
Q:;;? , v el resto (los que deban ser transmitidos de derecha a izquierda) se
fijan en Q:féef. El resultado es un sistema de ecuaciones en el que parte de las
variables estan en un lado y parte en el otro, algo que podriamos simbolizar

asi:
Ty Tio Lq _ Ya,
Tor T Up Ty |-

Siendo la diferencia entre ambas bases pequena, la matriz de transformacién
es cercana a la diagonal (se supone que la normalizacién es parecida para ele-
mentos vecinos). Se puede por tanto encontrar en general una solucién valida
para (z,, ) en este problema de bases mixtas. Se ha comprobado que esta
ultima transformacion anadida al solver de Roe no altera sus propiedades de
estabilidad numérica.

Un problema inherente al uso de métodos numéricos tipo elementos fi-
nitos, volumenes finitos o elementos espectrales del que no esta exento el
SDM, es la aparicion de difusividad numérica. La difusividad numérica, co-
mo su nombre bien indica, es el equivalente numérico a la difusion fisica. Esto
quiere decir que si tenemos una cantidad que queremos poner en conveccién
mediante una velocidad uniforme en el espacio, al cabo del tiempo, si dicha
cantidad estaba espacialmente contenida, terminara difundiéndose por todo
el recinto de integracion a pesar de que esto no ocurre en la solucién fisica.
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El elemento de la izquierda
y el de la derecha no estin en la misma base

Elemento Izq Elemento Der
Base izq Base Der
1 Il
i I
ol —> | i
Qi Qe
ol o,

Se resuelve un sistema de ecuaciones
que fuerce que cada elemento "vea" lo que debe

Elemento Izq _ Elemento Der
Base izq Base izq Base Der
iz ) Base Der
Ql izq _D vizq X yder
Q'izq Q.li:qq X Ql der
Z.ilq 2izq Quder
g Pl || T [=] x aer
Qri'zq 3izq vder Q3 der
poid I ikl i
= der
5 izq X Qs'der Quler

El resultado es un flujo comin a ambos
elementos (el mismo solo que en base diferente)

Elemento Izq Elemento Der
Base izq Base izq Base Der

vizgq iz Base Der
1izq _D F(Q'[ izqq Fp] Q{dder
viz D iz er

Qf;i’:" F(Qs5,) T |- Fp2 Qer,

o[ freagiz) =| s oyl

Qi 4 FQis Qi
Fp3 FQ:) U

Figura 3.2: Estabilidad con bases diferentes.
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La difusividad numérica disminuye a medida que incrementamos el orden
de aproximacion de la base o el niimero de elementos que componen la malla.
Como ejemplo, en la figura 3.3 se puede apreciar el buen comportamiento
del SDM ante la difusividad numérica: para una condicién inicial dada, se
puede recorrer el recinto diez veces sin que apenas se difunda la cantidad
arrastrada convectivamente. En la figura 3.4 se observa la conveccion frente
a una distribucién compleja de velocidades. La alta filamentacién indica que
la difusividad numérica es baja, puesto que una alta difusividad impediria
fuertes gradientes espaciales.

Puesto que el efecto de la difusividad numérica depende del problema
a resolver, el andlisis cuantitativo de céomo afectan tanto el orden de los
polinomios espaciales como el nimero de elementos de malla a la solucién
fisica se vera en un capitulo posterior. No obstante, los solvers que estamos
usando son de uso comun en problemas de ondas de choque o cuando existen
discontinuidades fuertes —sofisticaciones del problema de Riemann-— y cabe
esperar un buen comportamiento en el tipo de problema numérico que se
resuelve aqui. Durante la preparaciéon del cédigo se han realizado numerosas
pruebas, como las mostradas en las Figs. 3.3 y 3.4, para verificar la bondad de
los solvers elegidos en lo que a estabilidad y difusividad numérica respecta.

3.3. Condiciones de contorno

No es facil establecer unas condiciones de contorno 6ptimas en este pro-
blema porque las mallas usadas se cortan no en la camara de vacio, sino en
el borde del plasma en la tltima superficie cerrada de flujo (LCFS). En un
futuro la solucion ideal seria extender la malla hasta la pared de la cama-
ra de vacio: esto facilitaria las condiciones de contorno, pero complicaria el
calculo entre la LCFS y dicha pared. Por ahora restringimos el cdlculo hasta
la LCFS.

En el estado actual del codigo, el método en la frontera es, en esencia, un
problema de conveccién igual al tratado en el apartado anterior, solo que con
las cantidades en un lado fijadas®. Volviendo a la interpretacién de la Fig. 3.1
podemos decir que existen dos zonas de frontera, dada una direccién espacial,
para cada una de las cantidades en conveccién: tenemos flujo entrante en el
recinto de simulacién y flujo saliente. En las zonas en las que el flujo sale
(como antes, nos referimos al sistema de referencia de los autovalores) no

3Esto es equivalente a aplicar las condiciones de contorno de Dirichlet.
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Figura 3.3: Conveccién uniforme de una magnitud (densidad, p. €j.) toman-
do una gaussiana por condicién inicial (arriba) y condiciones de contorno
periédicas. La figura de abajo muestra el resultado después de que la convec-
cion ha hecho pasar la distribucion 10 veces por el recinto de integracion en
la direccién diagonal: la difusividad numérica es baja.
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Figura 3.4: Conveccién no uniforme desde una condicién inicial dada y con
condiciones de contorno periddicas. Las diferentes figuras muestran la evo-
lucién temporal (de izquierda a derecha y de arriba a abajo) en un recinto
bidimensional.

hay mayor problema, puesto que no es necesario establecer la condicion de
contorno: como ya se ha comentado, en las fronteras es necesario resolver
un problema de Riemann y, de los dos flujos a cada lado de la frontera, se
toma aquél en funcién del signo del autovalor. Puesto que el flujo sale del
recinto, esto quiere decir que el flujo de la frontera se descarta y se toma el
proveniente del elemento interior a la frontera. Por otro lado, en las zonas en
las que el flujo correspondiente a cierto autovalor entra se toma el flujo de la
frontera, el cual depende directamente del valor de la funciéon de distribucién
en la frontera porque el flujo es funcién de ella. En estos casos es necesario
establecer en el exterior un valor de las cantidades transportadas. Estas son,
en nuestro caso, los coeficientes Cj; del desarrollo espectral de f. La opcién
mas sencilla es que la densidad sea nula en el borde. Asi, la condicién de
contorno no es un problema puesto que se puede suponer que fuera de la
frontera también serd nula y esto se corresponde con tomar un valor nulo
para todos los coeficientes Cj;.

En el caso en que la densidad en la frontera no sea nula, se puede esta-
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blecer un valor fijo constante para la misma en toda la frontera. El problema
que queda por resolver es qué valor dar al resto de coeficientes. Fisicamente
el problema es saber qué forma tiene la funcion de distribucion del plasma
mas alla de la dltima superficie cerrada. Aqui se ha optado por tomar como
solucién el de una funciéon de distribucion maxwelliana con temperatura y
densidad fijadas, en manera semejante a lo que se hace en los cédigos de trans-
porte unidimensionales. Estas condiciones de contorno ad hoc adoptadas son,
en principio, vélidas en tanto el problema fisico a resolver sea razonablemen-
te local en lo que a coordenada radial se refiere. De hecho la gran mayoria
de cédigos de transporte son locales en el sentido de que interpretan el flu-
jo como una funcién exclusiva de los gradientes termodinamicos del plasma
(fuentes constantes y fijas) en la misma coordenada radial [10]. Hay que te-
ner en cuenta que la condiciéon de contorno se transporta por conveccién al
interior s6lo a través de las derivas (de orden radio de Larmor) ya que no se
tiene en cuenta la turbulencia electrostatica. Se podria argumentar por tanto
que la condicién de contorno no deberia tener demasiado peso en la solucion
final salvo para el borde del plasma. En caso contrario, es decir, en el caso
en que las cantidades a medir para toda coordenada radial dependan en gran
medida de las condiciones de contorno, estariamos diciendo que el problema
es fuertemente no local, lo cual es contrario a la hipdtesis de partida.

Si en algiin caso se observa la mencionada sensibilidad inusual a las con-
diciones de contorno, se deja para el futuro un estudio mas detallado, puesto
que en tal caso el comportamiento de la SOL (scrape-off layer) influird de
forma transcendente al interior del plasma y esto queda fuera del objetivo
inicial de este codigo —aunque no de sus capacidades.

3.4. Obtencidon de soluciones

Si bien en el estado actual del cédigo el avance temporal solo se ha usado
para alcanzar situaciones estacionarias, esta previsto que el codigo se em-
plee para estudiar la evolucién del sistema cuando un estado estacionario
se perturba por algin medio. Por lo tanto es necesario tener una evolucién
temporal bien implementada para su uso posterior. Por otro lado, puesto que
algunos de los regimenes estacionarios a alcanzar se obtienen mediante mo-
delos no lineales, el avance temporal implicito puede servir como algoritmo
para encontrarlos.
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3.4.1. Avance temporal

El avance temporal puede llevarse a cabo de dos maneras: de forma
explicita o implicita. Como es bien sabido, los métodos implicitos son estables
para cualquier paso temporal pero requieren de la inversion de una matriz,
mientras que los explicitos no. También ocurre en el método implicito que
anade difusividad numérica a medida que se incrementa el paso temporal.
No obstante, para alcanzar estados estacionarios esto no importa mientras
la soluciéon matematica al problema estacionario sea tunica. En tal caso, la
solucion alcanzada se vera afectada por la difusividad numérica asociada a
la discretizacion espacial, pero no a la discretizacién temporal, que sélo afec-
tara a la via por la cual se llega a la solucién y a su rapidez en converger a
ella.

En el caso explicito se puede optar por un algoritmo de Euler directo
simple,

ciye = ot + a2 Ol
122
o un Runge-Kutta TVD (o SSP) de orden alto [11, 12].
En el caso implicito se usa un Euler inverso de primer orden:

9C, (1)
t 1 t 1
Oyt = Cl + A=

tpa

A la hora de invertir la matriz se ha optado por métodos iterativos, pues-
to que hablamos de matrices dispersas (con muchos ceros) y 6rdenes por
encima de 10.000. Un método directo de resolucién (por ejemplo mediante
factorizacién LU) no permite abordar de forma cémoda estas matrices con la
capacidad de computacion actual. Los iterativos, sin embargo, son ideales en
estos casos siempre que la convergencia sea buena, es decir, que se requieran
pocas iteraciones para alcanzar la solucién. Puesto que la matriz a resolver
no es simétrica, se ha elegido un algoritmo de gradientes biconjugados estabi-
lizado [13], que es la versién no simétrica del conocido método de gradientes
conjugados (CG) [14, 15].

Cabe mencionar que la convergencia del método iterativo empeora a me-
dida que se incrementa el niimero de elementos de la malla, el orden de los
elementos espectrales o el nimero de modos en los que se expande la funcion
de distribucién. Una posible mejora en el futuro es garantizar una correcta
convergencia mediante el uso de un precondicionador: éste consiste en conocer
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una solucién aproximada de la matriz a resolver, mediante una aproximacion
poco costosa de la inversa de dicha matriz. Un método podria ser usar un
codigo de transporte 1D como precondicionador del 3D*.

3.4.2. Estados estacionarios

Ya se ha comentado que en las primeras aplicaciones del cédigo sélo se
han buscado estados estacionarios, y que se utiliza el avance temporal implici-
to como método para alcanzarlos. Se podria pensar que esto no es lo mas
adecuado y que, para problemas lineales, seria mejor invertir la matriz del
sistema correspondiente a d; = 0. No obstante, como también se ha comen-
tado, el niimero de condicién de la matriz es grande y eso significa una mala
convergencia debido a la existencia de autovalores muy pequenos. Incluso se
puede dar en determinadas circunstancias la existencia de autovalores nulos
que deben ser eliminados antes de la resolucién del sistema. Es cierto que tal
vez se pueda encontrar un método mas eficiente, pero el uso de la evolucion
temporal para alcanzar soluciones estacionarias ofrece buenas caracteristicas
de convergencia sin introducir componentes asociadas a autovalores nulos
siempre que no existan en la condicién inicial (normalmente nula), ademas
de poder abordar problemas con cierto caracter no lineal sin demasiados pro-
blemas. En un futuro podrian estudiarse técnicas mas complejas en las que
intervenga la descomposicion espectral de la matriz y un estudio exhaustivo
de la misma, o bien métodos iterativos tipo GMRES[16] que garantizan la
solucion de minimo residuo.

Una cuestiéon interesante es el avance de los electrones. En el caso de
querer encontrar una solucién estacionaria, y no importando el modo en que
se alcanza, se acelera el cdlculo y se mejora la convergencia de la matriz si
el paso temporal de los electrones se hace mas corto que el de los iones: en

concreto se toma At; = | /7 At,, puesto que la velocidad térmica electrénica

es /- veces la iénica para una misma temperatura. Como la dindmica
e

electronica es mucho mas rapida que la idnica, con esto se evita una lenta
convergencia a la solucion al utilizar el avance temporal. Es facil ver con
el siguiente ejemplo que la solucion estacionaria es la misma. Aqui usamos
subindices respectivos e, ¢ para referirnos a electrones e iones.

4Relacionado con esto estd la gran dispersién espectral de los autovalores (nimero de
condicién), que se debe a la diferencia enorme entre transporte paralelo y perpendicular.
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Sea el problema lineal de avance tal que:

es equivalente a:

Mii Mie Cfo .
Mei Mee CEO _0

Apliquemos, para alcanzar la solucién, un Euler inverso con pasos temporales
diferentes para iones y electrones:

Clotanh Cpe At My At M, | [ Clotat
CéO +Ate = Céo + AteMe/L' Ate Mee C£0+At5

Al llegar a un estacionario se cumple que
C?ﬁo Cto-i-Ati .
|G ] -] -]

y el Euler inverso da como resultado

Q

Athm AtiMie Cz o 0
At M, At.M,, c, | 7

que simplificando los factores At es equivalente a resolver el problema esta-
cionario. La demostracion para el caso no lineal es equivalente, pero sustitu-
yendo las matrices por operadores. La dindmica obtenida aplicando distintos
pasos de tiempo no sera la correcta pero, como se argumentaba al principio
de este apartado, esto no es un problema para obtener estados estacionarios.
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Malla orientada: Malla no orientada:
baja difusividad numérica cruzada alta difusividad numérica cruzada

VyA

> =<
<
e
> =<

>X > X

Figura 3.5: Ejemplo de malla bidimensional orientada correctamente: minima
difusividad numérica (izquierda); y orientada incorrectamente: alta difusivi-
dad numérica cruzada (derecha). Se simboliza con flechas la desproporcién
entre las velocidades de conveccién en cada eje.

3.5. Mallado

Como se comentd en la seccion (3.2), el método sufre de cierta difusividad
numeérica que, si bien se reduce a medida que se incrementa el orden de las
bases, sigue existiendo. Una propiedad de la difusividad numérica es que si
la malla esta orientada en la direccién de la velocidad, no existe difusividad
numérica en las direcciones ortogonales. Veamos un ejemplo en el plano 2D
para aclararlo:

Malla incorrectamente orientada Si la velocidad de conveccion en la
direccion coordenada mediante x es mucho mas intensa que la existente en
la y, el que la malla consista en cuadrados orientados incorrectamente en el
plano z—y (figura 3.5, dcha.) implica un acoplamiento de las difusividades.
Esto quiere decir que la conveccién asociada a la velocidad en el eje x va a
generar difusividad numérica en ambos ejes, pues si la malla no esta correc-
tamente orientada relativa al vector velocidad de conveccion, la conveccion
en una direccién implica difusividad en todas las direcciones. Considerando
que la conveccién es dominante en la direccion z, el efecto de la difusividad
numeérica en esa direcciéon es comparativamente despreciable. Pero esta di-
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fusividad pequena con respecto a la velocidad en el eje = puede originar un
transporte grande comparado con la conveccién debida a la velocidad fisica
en el eje y. Entonces la difusividad cruzada, la generada por la conveccion
en el eje x pero sufrida en el eje y, es comparable a la conveccion en el eje y.
La dindmica en el eje y resulta falseada por el método numérico.

Malla correctamente orientada Por otro lado, si la malla esta correc-
tamente orientada (figura 3.5, izda.), la componente de velocidad v, gene-
rard difusividad numérica en el eje x pero no en el eje y, puesto que la
orientacion correcta de los elementos de malla evita el acoplamiento de di-
fusividades. Esto implica que, aunque las velocidades v, y v, sean muy di-
ferentes, no va a haber un acoplamiento numérico entre ellas que impida el
estudio de la dindmica mas lenta.

El efecto de la orientacion se puede apreciar en la simulacién bidimen-
sional llevada a cabo mediante SDM en la figura 3.6. En ella se integra la
ecuacién 0y f = V- (fv) donde el campo v es de mddulo constante y sigue la
direccion vertical con un pequeno rizado horizontal. Las condiciones de con-
torno son periddicas. Inicialmente se tiene una distribucién de la densidad
como la mostrada en el panel izquierdo. Para exagerar la difusividad numéri-
ca se ha usado orden 1 (el orden més bajo) para describir f en cada celda, es
decir, f es constante dentro de cada celda. Conforme avanza t, la distribucién
se mueve hacia arriba en la figura siguiendo las lineas de v. El panel del me-
dio muestra un tiempo posterior en el que la distribucion estd “saliendo” por
arriba y “entrando” por abajo. Ya se aprecia que la distribucion inicial ha
variado su forma debido a la difusividad numérica —pues la ecuacion que se
integra solo daria lugar a un desplazamiento de la distribucion inicial. Al ca-
bo de suficientes iteraciones, la distribucion inicial se ha difundido siguiendo
la malla a lo largo de la direccién paralela, pero no de la perpendicular.

Todo lo anterior encuentra su sentido cuando hablamos del problema del
transporte, donde la componente radial es mucho menor que la paralela,
y hay que tener cuidado con que no existan artefactos numéricos que aco-
plen ambos transportes y contaminen la solucion fisica. Para evitarlos seria
deseable tener una malla orientada segin la conveccién intensa. En nuestro
problema este aspecto queda bien definido, especialmente en la aproximacion
de pequeno radio de Larmor inherente a las ecuaciones que se desea resolver:
la conveccién intensa se encuentra en las superficies magnéticas, donde habi-
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Figura 3.6: Evolucién temporal (de izquierda a derecha) de la conveccién en
una malla correctamente orientada con respecto a la velocidad. La condicién
inicial es una gaussiana y la velocidad se ha tomado en el eje y (vertical)
con un ligero rizado en el = (horizontal). La difusividad paralela provoca la
homogeneizacion a lo largo de las lineas de flujo, pero no en la direccién
perpendicular, ya que la malla sigue las lineas de flujo.

ta el transporte paralelo. Al mismo tiempo, el SDM requiere que las mallas
sean conformes, es decir, que los nodos de los elementos coincidan entre si (fi-
gura 3.7). Para cumplir estos dos requisitos (mallas orientadas y conformes)
se ha implementado un software grafico que ayuda a generar las mallas co-
rrespondientes a una geometria magnética dada. Esta parte aneja al cédigo
es crucial para convertirlo en una herramienta 1til en cualquier geometria
toroidal: el software de mallado hace de puente entre la solucién numérica de
la ecuacion cinética y la maquina de confinamiento magnético cuyo plasma
se desea estudiar. Las figuras que siguen se basan en la geometria magnéti-
ca del Heliac TJ-II e ilustran la potencia del software para adaptarse a una
geometria compleja. El proceso de generacion de mallas es el siguiente:

1. El usuario debe facilitar una funcién que defina el campo magnético
a partir de un punto espacial (x,y, z). Su cdlculo es independiente del
software y puede ser analitico o mediante interpolaciéon en una malla
precalculada.

2. A partir del campo magnético, se toma un punto del espacio selecciona-
do por el usuario manualmente y se sigue la linea de campo durante un
nimero de vueltas al toro (obviamente la méquina debe ser topoldgica-
mente un toro). El usuario es el encargado de encontrar una superficie
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L

Malla Conforme Malla No Conforme

EJ[;.DDU
[]

Figura 3.7: Diferencia entre mallas conformes y no conformes.

magnética cuya transformada rotacional sea un ntiimero racional, es de-
cir, que tras dar k vueltas al toro se cierre sobre si misma la curva. Esta
labor no se ha automatizado porque en el caso de campos magnéticos
no analiticos, obtenidos mediante interpolacién en una malla precalcu-
lada, el cierre de la linea de campo tras k vueltas puede tener varias
soluciones, o incluso no ocurrir de forma exacta. El usuario es el en-

cargado de juzgar si el cierre es suficientemente correcto o no (figura
3.8).

. De las anteriores trayectorias en superficies racionales de la transfor-
mada rotacional, el software tomara los puntos de corte de la linea de
campo con el plano definido por un dngulo toroidal ¢ constante (esto
es el diagrama de Poincaré). Dichos puntos se usardn como nodos en
una interpolacion trigonométrica del tipo:

7= Z A, sin(2miar) + Z B cos(2mia) (3.6)
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Figura 3.8: Seguimiento de linea de campo. A la izquierda visiéon 3D, a la
derecha seccion de Poincaré para un corte toroidal ¢ dado.

que servira para definir un corte de la superficie magnética en dicho
plano de ¢. Lo mismo se repite para diferentes planos y asi obtener
secciones de la superficie magnética (figura 3.9).

4. El mismo proceso de encontrar una superficie racional se repite en tan-
tas superficies como coronas radiales se requieran para caracterizar co-
rrectamente la maquina o los gradientes del problema.

5. Una vez obtenidas las superficies magnéticas de forma aproximada, se
establecerd el nimero de elementos de malla que queremos. Para ello,
cada corona se rellenara con N x M elementos en ambas direcciones
poloidal y toroidal. Puesto que previamente se conocen los puntos que
definen la superficie magnética, es facil obtener los nodos de los ele-
mentos de la malla (figura 3.10).

6. Ademas, el cédigo es flexible a la hora de anadir una transformada
rotacional a los elementos y permitir que la malla siga siendo confor-
me. Veamos esto con mas detalle: si los elementos de malla siguieran el
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Figura 3.9: Ejemplo sencillo en el que se ve cémo se realiza la interpolacion
trigonométrica en un plano de ¢ concreto (en gris) a partir de pocos puntos
obtenidos mediante seguimiento de la linea de campo (en rojo).

campo magnético de forma exacta, al dar una vuelta toroidal no coin-
cidirfan con ninguno de los nodos de partida, salvo que la transformada
rotacional del plasma fuese constante y del valor racional apropiado.
Esto daria una malla no conforme. Lo que hace el software es obviar
la transformada rotacional del campo magnético y generar una trans-
formada rotacional constante para todos los elementos de malla lo méas
cercana posible a la del plasma (figura 3.11). Por asi decirlo, la “cizalla
magnética” del mallado es practicamente nula.

El resultado es una malla correctamente orientada en la direccién radial
(es decir, no hay acoplo entre transporte radial y paralelo) y que sigue apro-
ximadamente las lineas de campo magnético. El hecho de que la malla no
tenga exactamente la misma transformada rotacional que las lineas de campo
magnético no significa que el célculo sea erréneo o mal aproximado, ya que
posteriormente la conveccién se efectuard con el campo magnético real: la
malla es independiente de la simulacién, salvo por la cuestion de la difusivi-
dad numérica. Se podria decir que las coordenadas locales de los elementos
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Figura 3.10: Proceso de mallado. En gris se observan secciones para un plano
de ¢ concreto de las diferentes superficies magnéticas. Igualmente se puede
apreciar el mallado de la corona exterior.

de malla son “casi-magnéticas” (figura 3.11). Obsérvese que si tenemos una
cizalla magnética alta, como sucede normalmente con los campos magnéticos
de tokamak, el mallado no serd paralelo al campo magnético en la mayoria
de las coronas radiales, pero se seguird preservando el requisito de que la
conveccién intensa permanezca en las superficies de flujo.

Puesto que la geometria magnética se ha obtenido por medio de poli-
nomios de interpolacién trigonométrica (Ec. 3.6) que son analiticos, dicha
geometria puede usarse para obtener los jacobianos de la transformacién de

coordenadas globales a coordenadas locales en cada elemento, requeridos por
el SDM.

El resultado de todo esto son mallas como las mostradas en las figuras
3.12 y 3.13.
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Figura 3.11: Se puede observar cémo la malla (lineas blancas) sigue tanto el
rizado como las lineas de campo magnético (lineas verdes) de forma aproxi-
mada.

Rho Tot=1.075e+00
N1=1 N2=8

Figura 3.12: Ejemplo de malla para una configuraciéon magnética del TJ-II.
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Rho Tot=2.000e+00
N1=1 Nz=10

Figura 3.13: Ejemplo de malla para un tokamak.

3.6. Paralelizacion

Aunque la distribucion del calculo en distintos procesadores no es en este
codigo tan clara como, por ejemplo, en los codigos Monte-Carlo, se han pre-
visto esquemas de paralelizacion con objeto de aprovechar bien los recursos
de hardware. La paralelizacion del codigo depende del algoritmo de integra-
cion temporal: explicito o implicito.

Avance explicito En este caso la paralelizacién es trivial: se reparten
grupos de elementos de malla entre los procesadores, de modo que cada uno
se encargue de todo lo relativo a su grupo de elementos. La parte convectiva
es la unica que requiere el conocimiento de cantidades en los elementos de
malla vecinos, en concreto del flujo. Basta por tanto con compartir entre
procesadores el valor del flujo en las interfaces de los elementos vecinos que
estan en diferentes procesadores.

Por el momento, a la hora de compartir grupos de elementos, se hace por
cortes toroidales (figura 3.14) puesto que es la mas simple. Si es necesaria
una mayor paralelizaciéon en un futuro se pueden enviar a cada procesador
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coronas independientes.

Puesto que el método es de elementos espectrales, para obtener una buena
eficiencia en la paralelizacion se puede optar por 6rdenes polinémicos rela-
tivamente altos (3—4). Con ello el numero de elementos para alcanzar una
precisién requerida es menor y eso obliga a que la mayor parte del calculo se
realice dentro de cada elemento, siendo por tanto el coste de envio del valor
del flujo en las discontinuidades una cantidad de menor importancia. Veamos
esto con mayor detalle en un ejemplo:

Supongamos que el campo eléctrico y el magnético estan fijados durante
la simulacién y la tinica comunicacion entre elementos de la malla es el flujo
de conveccién. Sea el orden de interpolacién espacial N, y el de la expansién
espectral N,. El nimero de datos a compartir entre dos elementos de malla
en cada iteracién es proporcional a NI?NU (es decir, el numero de nodos en
una superficie espacial por el nimero de modos de velocidad). Este coste
de comunicacion es bidireccional por parte de los elementos vecinos, ya que
cada uno requiere el flujo del otro. Por otro lado, el coste computacional en
el interior del elemento de malla crece proporcionalmente a NS’NE. Para una
precision requerida, es equivalente tener menos elementos de malla y un ma-
yor orden de interpolacién. Por tanto, si reducimos el nimero de elementos y
aumentamos el orden NV, el crecimiento del calculo dentro del elemento crece
més rapido que el de comunicacién, y llegard un punto (en funcién de la arqui-
tectura de computacién) en que el tiempo de comunicacién sea despreciable
frente al de calculo. Vemos por tanto que el método es flexible en este sentido.

Avance implicito En el caso de avance temporal implicito, tanto el niime-
ro de procesadores como el modo en que se reparten las variables entre los
nodos es flexible. Ya se ha comentado que la esencia del avance implicito es
obtener la solucién a un sistema de ecuaciones a partir de una matriz que
debe ser invertida. La paralelizacién se lleva a cabo dividiendo la matriz del
sistema de ecuaciones entre todos los procesadores. Un paso del algoritmo
iterativo consiste en que cada procesador aplique su “trozo” de matriz al vec-
tor de incégnitas que al final debe poseer la solucion del sistema. Al final de
cada paso del algoritmo, los procesadores deben comunicarse los unos con los
otros para saber los cambios sobre el vector de incognitas efectuado por los
otros. No obstante, debido a que la matriz no es densa sino que tiene muchos
elementos nulos, realmente no todos los procesadores requieren la informa-
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Figura 3.14: Separacién de la malla en elementos que se envian a cada pro-
cesador.

cion del vector completo de incognitas. Por ejemplo, las variables asociadas a
un elemento de la malla s6lo necesita la informacién de los elementos vecinos.
Asi, se puede llevar a cabo una redistribucién inteligente de la matriz (y por
tanto de las incdgnitas) de modo que no sea necesario comunicar a todos
los demas procesadores las modificaciones sobre el vector de incégnitas, sino
solo a algunos de ellos. Con ello la comunicacién entre nodos se reduce y se
aumenta la eficiencia de paralelizacion. La flexibilidad del algoritmo iterativo
desarrollado viene por tanto de la capacidad de redistribucién de variables
entre los procesadores de forma arbitraria. En funcién de la red hardware
de comunicacién y de la mencionada “necesidad” de cada procesador por las
variables de los demas, se puede obtener un buen rendimiento.
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Capitulo 4

Convergencia y
comprobaciones: tokamak
axisimétrico

En capitulos anteriores se han introducido el fundamento tedrico y los as-
pectos numeéricos del cdédigo. Procede ahora presentar los primeros estudios
de convergencia y hacer comparaciones con la teorfa. Lo tltimo es dificil y
poco concluyente si no se acude a los supuestos mas sencillos. En el caso del
codigo que nos ocupa, concebido para estudiar plasmas confinados magnéti-
camente en geometria toroidal general, tales supuestos corresponden al trans-
porte neoclasico en campos axisimétricos de tokamak con seccion transversal
circular. Como corresponde a un cédigo numérico de gran complejidad, sus
resultados habran de ser revisados criticamente de manera continuada, pero
el objetivo de este capitulo es establecer la base de posteriores comprobacio-
nes.

En lo que sigue empezaremos describiendo las condiciones de las simula-
ciones numéricas (seccién 4.1) y haremos explicitos los términos de compa-
raciéon con la teorfa (seccion 4.2), para pasar a estudiar la convergencia en
funcién de la precision espacial y en espacio de velocidades del c6digo (seccién
4.3). Acabaremos con el objetivo propuesto: comparar resultados numéricos
y tedricos (seccién 4.4) en las condiciones previamente descritas.
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4.1. Condiciones de trabajo

4.1.1. Geometrias magnéticas

Como se apuntaba en la Introduccion, para poder efectuar las primeras
comparaciones es fundamental reducir el estudio a una geometria magnética
sencilla. La parte de este informe dedicada a la comparacion con los mo-
delos tedricos de transporte colisional se basa en dos modelos de tokamak
con simetria axial que denominamos simplemente Tokamak-I y Tokamak-II
(abreviados T-1 y T-1II respectivamente), cuya diferencia esencial es que T-11
es de seccién circular. La mayoria de las simulaciones se efectuaran con T-II
por su sencillez, si bien T-I se comporta de forma muy parecida.

En los tokamak, el confinamiento se debe al campo magnético generado
externamente por bobinas junto al campo asociado a la corriente del propio
plasma. Este tltimo es necesario para que haya una transformada rotacio-
nal', sin la que el confinamiento es imposible en una geometria toroidal.
Gran parte de dicha corriente procede de la fuerza electromotriz inducida
desde el exterior mediante variacién del flujo magnético, si bien la llamada
corriente de bootstrap [1], generada por el propio plasma, puede proveer un
porcentaje considerable de la corriente necesaria [2|. El tokamak opera en
torno a un equilibrio magnetohidrodindmico (MHD) en el que los campos
magnéticos externos e internos son consistentes con la presién del plasma.
En las condiciones relevantes para este trabajo podemos usar las ecuaciones
de la MHD ideal con flujos de plasma nulos: Vp = J x B, de manera que
la fuerza termodinamica debida al gradiente de la presién, p, y la fuerza de
Lorentz expresada colectivamente a través de la densidad de corriente del
plasma, J, y el campo magnético B, deben estar equilibradas. Aqui vemos
que la propia presién puede servir de coordenada “radial”, pues normalmente
disminuye mondétonamente desde el centro del plasma y el campo magnético
es perpendicular a Vp. Por este motivo, pueden de igual manera usarse otras
coordenadas radiales ¢ tales que p = p(1). Las otras dos ecuaciones en las
que se basa la MHD ideal son V x B = ppoJ y V- B = 0 (puede consultarse
el articulo recopilatorio [3]).

Considerando un radio cilindrico R referido al eje mayor del toro, es
sabido que el equilibrio MHD es solucién a la denominada ecuacion de Grad-

1 En la literatura sobre tokamak es comun usar su inversa, el llamado factor de se-
guridad, ¢, una funcién dependiente de la superficie de flujo que relaciona la intensidad
promedio de los campos toroidal y poloidal en ella.
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Shafranov (Ec. 7.10 en [4] y [5]),

R’V - (%) = —MORZS—Z - Jg—i, (4.1)

donde I = (%)) es una funcién relacionada con la corriente poloidal del
plasma, 1 es la funcién poloidal (equivalente al flujo magnético poloidal, ¥y,
dividido por 27 y que més adelante se usard como coordenada pseudorradial)
y po es la permeabilidad magnética del vacio.

Es sabido que la Ec. 4.1 presenta algunos casos limite sencillos, por ejem-
plo cuando dp/dvy y dI/di son proporcionales a 1 (si la presién del plasma
es suficientemente baja). Nos basaremos en esto para construir geometrias
magnéticas consistentes con un equilibrio MHD, como se hace a menudo en
la teoria del transporte neoclasico. Obsérvese que el operador del miembro
izquierdo de la Ec. 4.1 involucra derivadas con respecto a la coordenada

cilindrica z,

\Y o (10 0?

R2V . Vv — R— 19 _i__w'

R? OR \ ROR 072
La solucién a la ecuacién de Grad—Shafranov es la funcién ¢ (R, z) mediante
la cual puede construirse el campo magnético axisimétrico B compatible con
la condicién de equilibrio Vp = J x By, como vemos (Ec. 4.1), el equilibrio
bidimensional (axisimétrico) depende de los perfiles de presién y corriente
poloidal —condiciones de contorno aparte—, que pueden en principio tomarse
como grados de libertad independientes.

Tokamak I (T-I)

Si en el volumen del plasma d7/dy y dp/di son constantes, se tiene uno
de los pocos casos en los que la Ec. 4.1 puede resolverse analiticamente. Con
estos supuestos, la funcién poloidal solucién es (Ec. 7.11 en [4]),

_ 77Upol o 1 ¢O

2,2

. _ %o 2 p2\2 | % (p2  p2
V== 22 / Vo - BdV Al [(R Ro)" + 4 (R° = R])
2 2 p2)\2
— TR} (Rﬂn%— (R* - R}) —%)], (4.2)

donde Ry es el radio mayor del plasma y 1y es una constante que define la
magnitud de ¢. También hemos usado la relacién

1
¢p01=/ B-dS=— B -VadV.
sup. poloidal

27 volumen
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Las constantes R,, F y 7 caracterizan las superficies de flujo. En concreto
para este ejemplo vamos a tomar 7 = 0, es decir, un plasma cuyas secciones
toroidales para las superficies magnéticas tienden a ser elipses concéntricas
conforme ¢ — 0 (cuando E = 1/2 estas secciones tienden a circulares).
Tomaremos también R, = 0, pues esta constante viene a ser la posicién
radial donde empieza la region de superficies anidadas. La funciéon poloidal
se puede expresar entonces como

b = g—% (R? — R2)* + =l (4.3)

En la figura 4.1 vemos los contornos de 1) que corresponden a esta ecuacion
usando parametros que encontraremos a continuacion.

Figura 4.1: Solucién analitica Ec. 4.3 a la ecuacion de Grad-Shafranov. Se
muestran los ejes de las coordenadas R y z en perspectiva, con 1 en la
dimensién vertical. Ry = 2,8, 1 = 0,525, E' = 1/2.

Cerca del eje magnético (R — Rgy z — 0), la Ec. 4.3 se puede aproximar
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por

o= 12 (R- R+ =), (4.4

R2 4F?
donde se ve mas claramente que alli las secciones en el plano toroidal son
elipses cuya relacion de ejes depende de E. Si, ademéds, £ = 1/2, la funcién

de flujo poloidal puede expresarse sencillamente en funcién del radio menor

del toroide, p = /(R — Rg)% + 22

_ 4% 4.5
0 e (4.5)
de manera que el radio geométrico p sirve también como coordenada para las
superficies magnéticas. La condicion de “proximidad al eje magnético” puede
interpretarse como una condicién de alta relacién de aspecto A = Ry/p > 1.

Una vez obtenida una geometria para las superficies de flujo, o funciones
(R, z), vamos a construir el campo magnético que usaremos en los célculos.
En términos generales, un campo magnético axisimétrico puede expresarse
segun sus componentes a lo largo de la direccién de simetria (tal que 9, = 0);
y perpendicular a ella, pero a su vez perpendicular a las superficies de flujo.
Por ejemplo, puede demostrarse facilmente que es vélida la relaciéon (Ec. 7.2
en [4]),

donde el primer sumando es la componente toroidal (paralela al vector unita-
rio toroidal RV ) y el segundo la poloidal. Como vemos, en esta formulacién
la componente toroidal depende de la corriente poloidal, |By| = Br = I/R,
que en la geometria magnética que estamos usando puede ser constante y el
campo toroidal varia ~ 1/R.

Calculemos explicitamente las componentes del campo. En coordenadas
cartesianas, se tiene:

1 Yy
B\ g

Obsérvese que el angulo estd definido en sentido contrario al habitual en
coordenadas cilindricas, lo que se hace para que la base del sistema de coorde-
nadas toroidales, {V, V6, V}, forme un triedro a derechas? en cada punto

2 Aqui no haremos uso explicito del llamado dngulo poloidal 8, pero el convenio de signo
para definir ¢ responde a, como se ha dicho, tener el triedro orientado convencionalmente.
No siempre se hace asi (véase [3], p. 828).
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del plasma. Con ello, y calculando el gradiente de ¢ dado por la Ec. 4.3, el
campo magnético Ec. 4.6 tiene por componentes

I Y
0
— E?2
9 xz/
Bp = Vo x Vi) = % —y2/E?
0

2?/E* +2(R* — R?)
Particularizando al caso E = 1/2, tenemos el campo poloidal

—xz
Yz . (4.8)

_ 8% _
22+ (R? — R2)/2

Bp = Rl
Sélo queda adoptar unas constantes Ry, 1y e I. En el caso de Ry, y puesto
que haremos comparaciones con el trabajo [6], adoptamos ya Ry = 2,8 m
considerando que los plasmas tienen una relacién de aspecto A = 3. En
cuanto a vy e I, nos basaremos en definir el valor de parametros tipicos,
como el propio radio mayor Ry y el factor de seguridad ¢q. Nuevamente, nos
compararemos con la Ref. [6] tomando ¢ = 2. Puesto que basta con tener
valores razonablemente consistentes, vamos a basarnos en las relaciones que
se encuentran en el limite de secciones circulares de las superficies de flujo.
Recordemos que el flujo toroidal se define como

1
¢tor:/ BdS:Q_ BVSOdV
sup.toroidal ™

volumen

Siguiendo la notacién dada en [7] definimos la funcién de flujo toroidal como
® = Qtor, donde no se divide por 27 como hemos hecho con el flujo poloidal.
Esta magnitud, en el limite de baja relaciéon de aspecto, permite definir una
coordenada radial p efectiva equivalente al radio menor de un toro de seccion
circular (Ec. 5.35 en [7]),

¢ = Bromp?, (4.9)

donde Brg es un valor representativo del campo magnético toroidal, normal-
mente el valor en el eje magnético. En nuestro caso

1
Bro = — 4.10
o= (4.10)
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con [ constante.
Definamos también el campo magnético poloidal efectivo asociado a cada
superficie magnética (Ec. 5.36 en [7]),

1 oy
B = —— 4.11
Po(p) Ro0p’ ( )
que, calculado a partir de la Ec. 4.5, resulta
8
Bpo(p) = %P- (4.12)
0
Ahora, el factor de seguridad viene dado por (Ec. 2.50 en [7])
1 do
= ——— 4.1

que con las definiciones adoptadas para las funciones de flujo ¢ (Ec. 4.5) y
¢ (Ec. 4.9) resulta constante. Mediante la Ec. 4.11 obtenemos

1 Qdp  Bro

= T -7 = 4.14
PO(p) RO a(b ap qROp7 ( )

que coincide con la expresién cilindrica para el factor de seguridad, ¢ =
(p/Ro)(Bro/Brpo)-

En suma, hemos obtenido un valor para v, en funcién del factor de segu-
ridad y del radio mayor, quedando caracterizados tanto el campo magnético
como los flujos. Recordando que particularmente tomaremos ¢ =2, I =3y
Ry = 2,8 m, tenemos:

-A partir de (4.10), Bro = 1,0714 T.

-A partir de (4.14), Bpo = 0,1913p T.

-A partir de (4.12), 1y = 0,5250 T /m?.

Con esto se tienen todos los pardmetros necesarios para caracterizar tanto
la coordenada radial p y los flujos ¢ y ¥ como B y sus derivadas. Insistimos en
que el objetivo de este apartado es definir una geometria magnética semejante
a las que suelen usarse para hacer aproximaciones neocléasicas al transporte
en los tokamak.

Tokamak IT (T-II)

En este caso se va a usar un campo simplificado pero con las mismas
propiedades que el extraido de un equilibrio MHD axisimétrico. De hecho,
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las ecuaciones que siguen son el caso anterior en el limite de gran relaciéon
de aspecto, en el cual R ~ Ry; es decir, las que resultan de considerar que
la funcién de flujo poloidal es la Ec. 4.5, ¥ = 4epgp*/R2. Volviendo a la
expresion general Ec. 4.6 y calculando los gradientes con esta funcién poloidal
simplificada, resulta

2w/ R?
Bp = 8% 2y R? )
0\ —(R—Ry)/R
cuyo modulo es
8tho p
Bp = —— 4.15

de acuerdo con el campo efectivo Ec. 4.11. Este campo poloidal puede expre-
sarse (Ec. 5.37 en [7]) como

. R
Bp = UOEOBPO (416)

siendo 1y el vector unitario en la direccién poloidal (es decir, dentro de las
superficies magnéticas y ortogonal a la coordenada toroidal) y

1 0y _ %o

Bpo(p) = Radp E%p'

El campo toroidal es idéntico al anterior (Ec. 4.7):

I
Br=1IVp=1 |
0

Ahora se pueden obtener analiticamente las cantidades

1
B=|B|= EWQ + K2((R — Ry)? + Z2)

2(—1? + K*(RoR — R2 — Z?)

1
VB = y(—I% + K*(RyR — R% — 7?)
K27 R?
K(Ry+R) [ Y
VxB= 070

R?)
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donde, para simplificar, sustituimos K = 8/ R2.

En la geometria de T-II tomaremos los mismos parametros que para el
ejemplo T-1: ¢ =2, I = 3y Ry = 2,8 m. Pero recordemos que con T-I hemos
obtenido las relaciones entre 1), ¢ y R usando precisamente la aproximacion
de gran relacién de aspecto, de manera que las ecuaciones son las mismas y
ahora obtenemos igualmente Brg = 1,0714 T, Bpg = 0,1913p T y ¢y = 0,5250
T/m?.

4.1.2. Parametros de las simulaciones

En las simulaciones que siguen se mostraran los resultados tras alcanzar
un estacionario en el que los perfiles promedio de densidad y de temperaturas
ionica y electréonica permanecen fijos. Esto se puede considerar desde otro
punto de vista pensando que, en el estacionario alcanzado, actiian las fuentes
de particulas y energia necesarias para mantener esos perfiles. Los estados
estacionarios se obtienen mediante el algoritmo descrito en la Seccién 3.4, es
decir, utilizando como herramienta la evolucién temporal. El campo eléctrico
radial se considera nulo por simplicidad.

Se van a estudiar varios casos, todos basados en el mismo perfil de den-
sidad

n(p) = nge_l%,

con ng = 10® m™3. Se ha tomado una densidad pequefia para obtener co-
lisionalidades suficientemente bajas. Estas se consiguen mediante perfiles de
temperatura

2
T(p) = Toe 0,

donde las distintas colisionalidades se obtendran utilizando Ty = 10, 50, 100,
150 y 200 eV. Aunque 10 eV es una temperatura demasiado baja para un
plasma de las densidades elegidas (por debajo de la energia de ionizacién),
en los estudios de convergencia y comparacion aqui realizados esto no es
importante. Estos perfiles (normalizados) de densidad y temperatura se re-
presentan en la figura 4.2 frente al radio normalizado.

Como parametros de las especies del plasma se toman los correspondientes
a un plasma de hidrégeno puro: la masa idénica, a menos que se indique lo
contrario, es la del protén. En los calculos se respeta la gran diferencia entre
esta masa y la electronica, que se toma segiin su valor real como se hace con
las cargas. Con todas estas elecciones de parametros y usando los perfiles
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Figura 4.2: Perfiles normalizados de densidad y temperatura utilizados en las
simulaciones.

de la figura 4.2, las simulaciones cubren los intervalos de colisionalidad que
aparecen en la figura 4.3. La colisionalidad viene expresada como la inversa
del tiempo de colisién entre iones, v; = 1/7;. La atipica normalizacién por
el factor 0,93/ V2011,:, donde vy,; es la velocidad térmica iénica, es necesaria
para facilitar la comparacién de nuestros resultados con los de la referencia
[6], en la que nos basaremos més adelante. Las constantes se deben a las
distintas definiciones de la temperatura térmica y a los distintos radios medios
utilizados.

4.1.3. Mallas

La axisimetria de las configuraciones magnéticas simplifica notablemente
los célculos al permitir que la resoluciéon espacial en la coordenada toroidal se
reduzca a un solo elemento. No obstante, se ha hecho la comprobacion bésica
de verificar que el esquema numérico preserva de hecho la axisimetria cuan-
do se cuenta con un numero mayor de elementos en la dimensién toroidal.
Los resultados que siguen se basan en calculos realizados en un cuadrante
del toro, el cual se describe mediante un tnico elemento para cada divisién
radial y poloidal. Habida cuenta de este detalle, para hacer pruebas de con-
vergencia con la malla de calculo en los “dispositivos” T-I y T-II usaremos
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Figura 4.3: Colisionalidades correspondientes a los diferentes perfiles de tem-
peratura estudiados.

los siguientes mallados espaciales. En primer lugar, se estudian tres mallas
para la geometria T-1II (todas ellas van de p =0 a p = 1 m, ver figura 4.4):

1. La primera (a partir de ahora G1) estd compuesta por 6 coronas en la
direccién radial y 8 elementos poloidales en cada corona radial.

2. La segunda malla (G2) consta también de 6 coronas en la direccién
radial pero 16 elementos poloidales en cada corona radial.

3. La malla G3 consta de 8 coronas y 16 elementos poloidales por corona.

Hemos dispuesto dos mallas adicionales (figura 4.5) que serviran para ha-
cer calculos a mayor relacion de aspecto. Limitando la coordenada p maxima
a p = 0,7 m pero con el mismo radio mayor, se tienen casos con relacion de
aspecto mayor —y, en particular, semejante a los usados en la Ref. [6]-, mas
apropiados para hacer comparaciones con la teoria. Entonces definimos:

1. Malla G4 con 6 coronas y 8 elementos por corona.

2. Malla G5 con 6 coronas y 16 elementos por corona.
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Figura 4.4: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, seccién de las mallas
G1, G2 y G3 (geometria T-II hasta p = 1 m).
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Figura 4.5: Seccién de las mallas G4 (izquierda) y G5 (derecha) en la geo-
metria T-1I hasta p = 0,7 m.

Finalmente, para los estudios con el campo mas complejo T-I se usara la
malla G6 representada en la figura 4.6. Como vemos, la resolucién radial es
semejante a la de G4 o Gb5.

4.2. Reduccion de las ecuaciones a los supues-
tos de la teoria

En un capitulo anterior se obtuvieron las ecuaciones dinamicas de las di-
ferentes especies (ver Sec. 2.2) que el codigo de transporte debe resolver. Pero
el propdsito aqui es realizar comparaciones con modelos tedricos que funcio-
nan en condiciones mas restringidas, motivo por el que hemos desarrollado
los campos magnéticos y mallas anteriores. Ahora, ademds, vamos a lineali-
zar las ecuaciones cinéticas para que el codigo haga calculos comparables con
las aproximaciones tipicas de la teoria.

4.2.1. Ordenamiento de escalas

Un aspecto fundamental en la teoria cinética es la solucién al estado de
equilibrio en torno a la cual se plantean los desarrollos perturbativos. Recor-
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Figura 4.6: Seccion de la malla G6 en la geometria T-I. Corresponde a los
mismos parametros de la figura 4.1.

demos que suele contemplarse la circunstancia de campo magnético fuerte,
por la que el radio de Larmor, py, de las particulas es pequeno frente a las
dimensiones macroscépicas del sistema, Ly. Ya hemos aprovechado esto al
usar la ecuacién cinética de deriva, por lo que estamos en circunstancias
en las que € = pr/Ly < 1 o, equivalentemente, w;/€);, ~ ¢ < 1, donde
la frecuencia de trdnsito es el cociente entre la velocidad térmica y la lon-
gitud caracteristica del sistema, w; = v;/Ly = /2T /m/Ly, mientras que
Qp ~ v /pyp es la frecuencia de Larmor. Ahora, considérese una expansion de
la funcién de distribucién para la especie a, f,, en potencias de ¢,

fa = kaa; fka = O(Ek)
k

Ahora, en lugar de una sola funcién f,, se requiere resolver una serie
infinita de funciones fi,. Por tanto sera necesario un numero igualmente
extenso de ecuaciones para determinar la solucién al conjunto de f;,. Para
explicar el proceso y expresar algunas ideas al respecto, se propone trabajar
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sobre un ejemplo. Sea una ecuacién de evolucion para f, del tipo

TO(fa) + Té(fa) =0,

donde Ty(f,) y Te(f.) son operadores lineales que contienen términos de orden
cero y € respectivamente. Recuérdese que la ecuacion de centro guia utilizada
solo es precisa hasta orden €, por lo que su expresion serd muy semejante a
la propuesta en este ejemplo para casos en que no evolucionen ni el campo
eléctrico ni el magnético, y se tome una version linealizada del operador de
colisién. A partir de la expansién de f, puede escribirse

TO(an) + TO(fla) + TO(fQ‘l) +- Tt T6<f0a) + Te(fla) + Ts(f?a) +---=0.

Para obtener solucién a todas las funciones fi,, se propone la serie infinita
de ecuaciones®

To(foa)
To(f1a) + Te( foa)
TO(f2a) + TE(fla)

Y

0
0, (4.17)
0

I

que pueden ser resueltas en cadena y que, entre todas, cumplen la ecuacion
de centro guia original. Obsérvese que en cada ecuacién los miembros son
todos del mismo orden. Por ejemplo, para la segunda ecuacion de 4.17 se
tienen dos términos:

1. un operador de orden cero sobre fi, (esperada de orden uno), dando
como resultado un término de orden uno.

2. un operador de orden uno sobre fy, (esperada de orden cero), dando
como resultado un término de orden uno.

Una vez obtenidas las soluciones numéricas, cada fy, debe ser, respecti-
vamente, €* veces mds pequena que fy,. En tal caso, resolver las N primeras
ecuaciones de 4.17 (asociadas a los N primeros ordenes) permite obtener una
solucién aproximada a f, cuyo error es de orden e¥*!. Lo fundamental para
que la afirmacion anterior sea correcta es la precisa escision de la dinamica

3Se necesitan tantas ecuaciones como funciones para obtener un sistema completo.
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entre los operadores Ty(f,) vy Te(fa). El problema con la ecuacién de evolu-
cién de los centro gufa es que, bajo determinadas condiciones?, los términos
de dindmica pueden no ser facilmente separables en 6rdenes de e. Esto im-
plica que la serie de ecuaciones 4.17 no presente una separacién adecuada
de 6rdenes. El resultado final, es que las funciones fj, no tienen por qué ser
" veces méas pequeiias que fo,. Tal situacién se puede resolver mediante los

procedimientos:

e buscar una separacion clara en 6rdenes de un nuevo parametro de pe-
quenez o, caso de ser posible, llevar a cabo una mejor distribucion de
la dindmica en érdenes de e.

e Resolver un mayor nimero de ecuaciones en la serie 4.17. A medida
que se resuelven mas ecuaciones, se obtendran términos nuevos en la
expansion de f,. Cuando los términos anadidos sean del orden de e
veces fo, se puede decir, por un criterio de convergencia, que el error
es de ese orden también. Es decir, se ha encontrado una solucién con
un error del mismo orden que la ecuacion de centro guia (e).

e Usar un método no basado en un ordenamiento de escala, como el
presentado en esta tesis.

Por supuesto, en cualquier ordenamiento de escala, la solucion es exacta si
fa se forma a partir de los infinitos términos fi,, sea cual sea la forma de
escindir la ecuacion de evolucién.

Hagamos un inciso aqui para evitar confusiones entre la precision de la
expansion y la de la ecuacion de centro guia: resolver, por ejemplo, la ecuacién
de segundo orden en € asociada a fo, no parece congruente con una ecuacion
cinética de centros guia que solo es exacta en primer orden. No obstante,
esto solo es cierto si la solucién numérica a fo, efectivamente toma valores
€2 més pequenos que fo,. Como se ha explicado més arriba, esto no es cierto
cuando la separacién de la dinamica en 6rdenes de € no sea adecuada. Una
mala eleccion en la separacion no quiere decir que la solucién obtenida sea
errénea, simplemente que habra que resolver mas términos que el cero y el
uno para una solucion suficientemente aproximada.

Por tanto, es importante percibir que aunque puedan hacer falta términos
en la expansion de f, de orden dos o incluso superiores, no necesariamente

4M4&quinas complejas tales como TJ-II o regimenes donde las particulas muestran gran-
des excursiones radiales en sus trayectorias [8].
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es incongruente con la ecuacion de centro guia. A wveces, la separacion de
la dinamica en ordenes de € no es adecuada y son necesarios mas términos
que los dos primeros en la serie de f, = Y, fra para alcanzar una solucion
precisa hasta orden €, al igual que la ecuacion de centro guia.

En los ejemplos de este capitulo (tokamak axisimétrico con gran relacién
de aspecto), se toman regimenes de trabajo donde es posible una buena sepa-
racion de los términos de la ecuacion de evolucién en 6rdenes de €. Entonces,
para obtener flujos correctos hasta orden e (el mismo que la precisién de la
ecuacion de centro guia) es necesario resolver sélo fo, v fi,. Ademas, los flu-
jos dependeran sélo de fi,, puesto que los correspondientes a fy, son nulos:
esto es debido a que fy,, en los casos a estudiar, toma la forma de funciones
maxwellianas homogéneas (esto se obtendrd en 4.2.5).

4.2.2. Ecuacion de centro guia

En el capitulo 2 se desarrolld la ecuacién cinética pensando en plasmas de
stellarator, donde la corriente del plasma, no siendo obligatoria para que la
geometria magnética sea confinadora, es poco importante. El campo magnéti-
co de vacio cumple V x B = 0 en la zona de confinamiento y en esas circuns-
tancias se pueden agrupar (ver, p.ej., [9]) las derivas por curvatura,

1)2
Ve = —b x (b Vb)
Qr

y por gradiente de B,
v Bx VB
VgradB = o~ o
2Q, B?
en el término que nosotros hemos llamado vyp en la Ec. 2.20. Por otro
lado, las comparaciones con la teoria neoclasica se van a basar en la geo-
metria y los plasmas de tokamak, en los que la corriente paralela al cam-
po magnético da lugar a la correspondiente deriva. Segun esto, deberiamos
incluir la contribucién a las derivas dada por V x B # 0. Puesto que
V xb=(V xB+b x VB)/B, obtenemos la contribucién de la corriente a
la deriva por curvatura?®,
M (b vy = ™Y B x VB
eB eB?2 B3
5 Usando la identidad vectorial A x (V x B) = (VB)- A — (A - V)B, se demuestra
facilmente la relacién (V x b); = b x (b - Vb). Véase también la Ec. 3.79 en [7].

(VxB), +
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Mas sutil es la contribucién de la componente paralela de la corriente. En las
Ec. 3.16 y 3.17 de la Ref. [7] aparecen los términos

2 2

1)) v
VJ:E(VXB)H—FQL”B(VXB)i:VJH—’—VJi’ (4.18)

igual que en la Ec. 12 de la Ref. [6] con cuyos calculos haremos comparaciones
mas adelante. El término v ;, procede de la deriva por curvatura y de momen-
to lo afiadiremos directamente a nuestras derivas. Este aparece naturalmente
al obtener la ecuacién cinética mediante transformacion a las coordenadas
de centro guia. Al respecto, es importante tener en cuenta que en la Ref. [6]
se utiliza una descripcién de ecuacién cinética (basada en la Ref. [7]) dife-
rente a la considerada en este trabajo, pues procede de un proceso distinto
de promediado al giro de Larmor. A la vista, una diferencia inmediata es
que aqui consideramos 1 constante mientras que en la Ref. [6] esta magnitud
tiene evolucién temporal. Como puede comprobarse en [10] (ver Tabla 8.1
y comentarios relacionados), nuestras variables de centro guia, v| y vy, son
consecuencia de una transformacion de coordenadas que las hace un poco
distintas (por un término de orden €) de las correspondientes componentes
de la velocidad de las particulas. Por lo tanto, es importante tener presen-
te que nuestro momento magnético, que si se conserva en orden €, no es el
momento magnético tal como se obtendria usando la verdadera componente
perpendicular de la velocidad de las particulas, el cual sélo se conserva en
ausencia de campo eléctrico y si el campo magnético es homogéneo. Esta sutil
diferencia entre el significado de las coordenadas de centro guia —obtenidas
mediante una transformacion adecuada de las coordenadas del espacio de
fase— y las obtenidas mediante promedios de las velocidades microscépicas,
da lugar a diferentes formulaciones que requieren andlisis e interpretaciones
algo distintas, como se discute en la Ref. [11]. Otra consecuencia de las di-
ferentes maneras de obtener la ecuacion cinética es la presencia o no del
término que nos ocupa: la contribucién de la deriva paralela. En nuestra des-
cripcién, dicho término no aparece explicitamente por muy grande que sea la
corriente, lo que se debe a la propia definicién de v. En efecto, la expresién
de v en la Ec. 4.18 es incongruente con nuestra ecuacion cinética y no debe
aparecer. De todas formas es facil comprobar que, si el cociente entre las
presiones termodindmica y magnética es pequeno, Bpasma ~ €, ¥ la corriente
paralela es del orden de la corriente perpendicular, J ~ Jy, la deriva para-
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lela en la descripcién de Hinton y Hazeltine resulta ser de segundo orden®:
vy ~ (wi/Q)Lyvb -V x b = (w/Qr)evy = €2v,. Lo mismo se puede decir
de v Jl-

Por tanto v no debe aparecer, por definicién. Sin embargo, v;, se man-
tendra de forma explicita, a pesar de ser un término de segundo orden” bajo
el criterio de baja (3. Dicho criterio se aplicara sélo al final del proceso, por
generalidad. Asi, la ecuacion cinética 2.14, una vez incluida la nueva deriva
vy, puede expresarse como

Of+(vp+yb+vy) Vf+
(BH + BD + BEII + BJ)aﬁf + (}\” + }\D + AEH + )\J)@,\f = anb (4.19)
b

donde ahora se incluyen los términos de deriva adicionales en la conveccién
Vg = VE+VVB+UHb+VJJ_ =Vp +/U||b+VJJ_.

En cuanto a los términos de aceleraciones, se va a separar la dinamica del
centro guia en componentes asociadas al trasporte paralelo (]), a las derivas
descritas en el capitulo 2 (D), a la deriva por la corriente (J), y al campo
eléctrico paralelo (F)). Para ello definimos:

B =0
Bp = i(VE‘|‘VVB)'E:iVVB'E
To T
: q
- 4y, .E

ﬁJ TOVJJ_

: q
Bey = fOUnEn

. 1— )2

)\” = — 2)\ U||b-V1nB (4.20)
: 1— )\ q

)\D = o\ (_VE'VIHB—i_ﬁVVB'E)
. - 22

Ay = N (—VJJ_'VIHB—‘F/BL%V]J_‘E)
; q
dep = (12— g

s = =) s B

6 Tenemos b-V xb=B"2B-V xB=p¢B-J/B?~ gVp/B? ~ Bplasma/Lu ~ €.
"La dindmica de la ecuacién de centro guia es sélo valida hasta primer orden en €, por
lo que no tiene sentido mantener una correcciéon de segundo orden.
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4.2.3. Campo eléctrico

Por ultimo, se llevara a cabo una expansion del potencial electrostatico
con los mismos criterios que la de f,:

6= o (4.21)
k=0

siendo ¢ ~ €8y ¢y ~ T/q. Hay que tener en cuenta que el campo eléctri-
co puede venir a través del potencial electrostatico, o por la induccién de
corrientes desde fuera del plasma, por lo que el campo eléctrico completo
vendra dado por:

E = —V¢ + Einducido

El efecto fisico del campo inducido consiste en anadir una corriente eléctrica
paralela y una compresion radial asociados a las componentes paralela y
perpendicular de Ejnqucido respectivamente.

En la fisica de plasmas para fusion por confinamiento magnético no puede
haber una contribucién de orden cero al campo paralelo (Ejy = 0). Esto se
traduce en que ¢q es constante en las superficies magnéticas. Para entender
el motivo de esta ultima afirmacién, es necesario hacer un inciso sobre la
importancia de Ej. En la Ref. [7] (ver ahi la Ec. 5.10) se aduce que en
condiciones del plasma lejos de producir una corriente masiva de electrones
fugitivos, dicho campo es Ej ~ muv;/(q7.)/me/m;, donde 7. es el tiempo
caracteristico de las colisiones electronicas; de manera que en las expresiones
anteriores tenemos, para los electrones,

2
“Lp~ = (4.22)
or Te

y un término considerablemente menor para los iones. Es decir, o debe ser
nulo. Esto se refiere tanto al campo inducido como al procedente del potencial
electrostatico. En el caso electrostatico implica que ¢g = ¢o(p).

A partir de ahora vamos a eliminar el campo eléctrico inducido de las
ecuaciones, tanto por simplicidad como por hacer un andlisis semejante al de
la Ref. [6]. Tenerlo en cuenta no harfa mas que anadir un término adicional
que no tiene relevancia en lo que sigue.

4.2.4. Estimacion del orden de los términos

Para cada especie, electrones o iones, podemos evaluar la importancia
relativa entre sumandos de la Ec. 4.19 segtn €. Por ejemplo, la deriva |vyg| ~
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(m/2q)(vi/BLy) ~ v?/LyQy ~ ev,. En cuanto a la deriva eléctrica, en el
orden inferior, |vg| ~ E/B ~ ¢o/LyB ~ T/eBLy ~ ww /), ~ €vy, como
la deriva vyp. Sin embargo, el movimiento paralelo es v ~ v;, de manera
que se trata de un término que domina a las derivas.

En cuanto a las aceleraciones (Ecs. 4.20), BE” y Bp son de orden € admi-
tiendo un campo de orden cero —V¢y. Se ha visto que tanto vy ~ €2 como
vy ~ €2, de donde 3, es de orden €2. Algo parecido sucede con los térmi-

nos de variacién de A: resulta un término de orden cero A\j ~ v /Ly = wy,

mientras que b y }‘EII son de orden € y A es ~ €2,

4.2.5. Ecuacion de evolucion en orden cero

Como primer paso vamos a extraer “la parte de orden cero” en nuestra
formulacién de la ecuacién cinética para comprobar que se obtiene cierta-
mente la ecuacién cuya solucién estacionaria es una maxwelliana.

Tomando de la ecuacion cinética 4.19 sélo los términos en orden cero para
la especie a (teniendo en cuenta que Ejp = 0), se debe cumplir:

1 —

)\2
Orfoa+ 0D+ ¥ fou = =55 vab - VI BOx fou = Y Cfoa: fon). (4.23)
b

Hemos aprovechado la bilinealidad del operador de colision considerando
términos de orden cero los que contienen funciones fo, v fop. El sumato-
rio en b se refiere a todas las especies presentes, incluida la a. Aqui sélo
trabajaremos con electrones y una especie iénica.

La solucién estacionaria para la Ec. 4.23 es una maxwelliana. Esto se
reconoce mejor expresando la ecuacién en funcién de la energia cinética,
E = (1/2)mv? = (1/2)mv?3, lo que haremos tomando &, 1 como variables
dindmicas en vez de (3, \. Para simplificar la notacién, sea Ty, = muv? /2.
Entonces € = To, 8, 1t = ToaB3(1 — A?)/ B, de donde se obtienen las derivadas

%:TO’ %:%(1_)\2>

S A
ﬁ == 0, @ - _2)‘B§O
Entonces
T
05 = Tode + (1— >\2)§°8#

T,
o = —QwE‘)au.
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Es importante tener presente que u es funcién de las coordenadas espaciales
a través del campo magnético, de manera que aunque usemos las mismas
coordenadas espaciales x’ = x, el gradiente en las nuevas coordenadas debe
transformarse asi:

0 X 9 0D  oud

! ! a
ox ~ oxox oxog Toxop  V TVE

ou’
Para no complicar la notacién, y dado que no se cambian las coordenadas
espaciales, suprimiremos la prima en el gradiente.

Teniendo lo anterior en cuenta, basta con sustituir en la Ec. 4.23 para
comprobar que, tras varias cancelaciones, se obtiene

b -V foa = > C(foa fon), (4.24)
b

expresion que podemos encontrar comunmente en la literatura y cuya bien
conocida solucién, tras promediar y aplicar el teorema H, es una maxwelliana®
(luego depende de (8 pero no de A). Por supuesto, esto es cierto siempre y
cuando se pueda hablar de acoplo colisional débil entre las especies. En las
Refs. [10] (véase su §6.1) y [12] (§10.5) se recuerda que el plasma debe poderse
considerar quiescente en las escalas de tiempo de la Ec. 4.24 para poder
asegurar que »_, C(foa, foo) = 0 con b # a. En general, la Ec. 4.24 se presenta
equivalentemente con el operador de colisién en la forma C( fou, foa), €s decir,
considerando o bien que el plasma es isotermo o que el acoplo colisional
entre las distintas especies es lo bastante débil. En cualquier caso, la funcion
solucion —la maxwelliana— pertenece al nucleo del operador de colision, por
tanto 4.24 se traduce en

V| foa =0, (4.25)

donde V| = b - V; es decir, fy, es constante a lo largo de las lineas de campo
magnético, o lo que es lo mismo, depende de los parametros locales en cada
superficie de flujo. Asi, fou = foa(n0a; Toa), donde ng, = 104(p) v Toa = Toa(p)
y la Unica dependencia espacial de fy, es la coordenada radial que etiqueta
las superficies de flujo (Sec. 4.1): fou (X, ) = foa(p, 5). Ahora podemos volver
a la Ec. 4.23 y reescribirla sabiendo que 9, fo, = 0 obteniendo, de nuevo, la
Ec. 4.25.

8El desarrollo de la FAD mediante polinomios ortogonales modulando una maxwellia-
na explota precisamente el que esta funcién represente un buen estado estacionario de
referencia.
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En resumen, las expansiones de la FdD para cualquier especie del plasma
pueden expresarse como

fa(P;Q,Qb,ﬁ»)\J) = f[)a(pvﬁ) + fla(p"ga ¢757 )"t) T (426)

donde, como ya se ha comentado, f; es una funcién de orden € y donde los
puntos suspensivos se refieren a los érdenes superiores.

4.2.6. Ecuacion de evoluciéon en primer orden

La ecuacion de orden uno se construye, de modo semejante a la de or-
den cero, a partir de los términos de primer orden en 4.19. Asi la ecuacion
de evolucién para fi,, teniendo en cuenta la aproximacion de baja (3, debe
cumplir:

O fra +vyb -V fra + VD - Vou + (Bo + Bey)0s foa (4.27)
+<)\D + ).\EH)a)\an + ).\||a)\f1a = Z [C(flaa fOb) + C(me flb)] .

b

Observando que fo, o< e ?, tenemos Osfoa = —foa; ademéds 0y fo, = 0, de
manera que la funcién f;, estacionaria debe cumplir

vb -V fia + Vo Vo — (Bo + Bey) foo + X jOrfia
= Z (f1as fob) + C(foas f1b)) - (4.28)

De nuevo, podemos relacionar esta expresion con la comtinmente usada en
la literatura sin mas que volver a aplicar el cambio a las coordenadas Eyu
del espacio de velocidades. Para esto es titil recordar que v? = v?3(1 — \?) y
que Vu = —upVIn B. Entonces resulta la expresion

b Vfia+vp-Vfo.+ TOa(BD + BEH)anOa
—Z (f1as foo) + C(foas f11)) ,

que, sustituyendo £ = —b - V¢, y las definiciones Ec. 4.20, queda

0~V fra+ VbV fuu — (v Vo + V1) fO“
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—Z (f1as fob) + C(foas f11)) - (4.29)

De la expansién del poten(nal electrostatico 4.21, en la ecuacion de primer
orden sélo apareceran ¢o(p) v ¢1(p, 0, ). Por un lado, la componente ¢q(p)
origina el campo eléctrico radial promedio, homogéneo en las superficies de
flujo, mientras que ¢1(p, 8, p) seré responsable de mantener la ambipolari-
dad local en cada superficie. Este 1ltimo no suele considerarse en los estudios
tedricos [13], motivo por el que vamos a preparar nuestras ecuaciones agru-
pando dentro de una nueva funcion gy, el potencial y la FdD de orden cero
como también se hace en la Ref. [6],

Jla = fla an ¢1a

donde conviene recordar que fo, = foa(p), Toa = Toa(p). Sustituyendo direc-
tamente en la Ec. 4.28 y dado que b -V fy =0, b- VT = 0, se obtiene

vb- Vg, + Tifocﬂ)nb -Vé1 + Vo - Vi — (Bp + Bry) foa + Aj0rg1a
Oa

Z (f1a5 foo) + C(foas f11)) ,

expresion que se simplifica un poco al considerar la definicion de BEH (Ec.
4.20):

vb - Vgia +Vp - Vfou — B foa + A\jOrg1a = Zc(glaa fo») + ZC(fO(mglb)'
b b

(4.30)
Aqui hemos considerado, como en la Ref. [13], que C(qfo./T, fo») =~ 0.
Para obtener la solucién a la Ec. 4.30, en el cédigo haremos evolucionar
hasta el estado estacionario las ecuaciones

891a
ot

0 f1a
+ u\GY%b - Vgla—i-)\” fl ZC G1as fon) — Zc<f0a,glb):
b

~vp -V foa + B0 foa (4.31)

para electrones e iones. Hemos expresado asi la ecuaciéon para hacer explicito
el que se trata de un calculo local, entendiendo por esto que las g1, dependen
estrictamente de los valores del plasma establecidos en la correspondiente
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superficie de flujo: en el miembro derecho de la Ec. 4.31 aparece un término
que puede considerarse “fuente” en la evolucion de g,, pero la soluciéon que
se obtenga no alterard en absoluto el valor de g;, en otra posicion radial
(nétese que b - Vg1, = V| g1a).

Una vez obtenidas las soluciones estacionarias gi. v ¢i;, es facil obtener
¢1 v las fi, a partir de la condicién de ambipolaridad

Z qaM0a = 07

que equivale a

qinc)a . a3
o o1 —Za:qa g1ad”v.

4.2.7. Ordenes superiores

El proceso se podria continuar indefinidamente para las ecuaciones de
orden superior, pero no se requiere en los casos presentados en este capitulo.
En el apéndice A se dan més detalles del tratamiento de la ecuacién de
evolucion, desde un punto de vista mas explicito y cercano a las ecuaciones
implementadas en el codigo. De hecho, en caso de ser necesario, el cédigo
puede ofrecer la precisién equivalente a incluir todos los 6rdenes superiores,
sin tener que anadir ecuaciones sucesivas, porque esta preparado para hacer
evolucionar la ecuacion cinética completa.

4.2.8. Flujos de particulas y calor

Hemos visto que, en el orden inferior en una expansion tomando € co-
mo parametro de pequenez, la densidad, la temperatura y el potencial elec-
trostatico son funciones de la superficie de flujo. Puede decirse que el campo
magnético actia de lazo conductor por las superficies y homogeneiza las pro-
piedades del plasma sobre ellas. No obstante, hay derivas y comportamientos
que obligan a las particulas a salirse de las superficies magnéticas e interesa
cuantificar el transporte radial correspondiente, lo que se hace en términos
de promedios a la superficie de flujo.

Si 1) es una coordenada general para las superficies magnéticas, se define
el promedio de la cantidad G(v, 6, @) a la correspondiente superficie como

G() = (G(¥,0,9)) = Jav f@bj{/@ dv, (4.32)
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donde el recinto de integracién AV es una corona de volumen diferencial que
abarca la superficie magnética sobre la que se desea promediar. Una propie-
dad interesante y muy utilizada [7] del operador de promedio es que aniquila,
para toda G(x) continua en el espacio, el operador B - V de derivacién a lo
largo de la direccion del campo,

(B-VG(x)) = 0;

es decir, el promedio a una superficie magnética de las variaciones de G a lo
largo del campo magnético es nulo. Es para preservar esta propiedad que se
define asi el promedio a la superficie de flujo y no, por ejemplo, en la manera

mas inmediata
fs (1,0, 9)dS
fias

donde S representa la superficie magnética sobre la que se promedia. Como

es logico, las integrales en coronas diferenciales que aparecen en la Fc. 4.32

no son equivalentes en el limite a la integral sobre la superficie magnética,

pues la corona siempre posee informacion de su anchura relativa, ain en el

limite diferencial, a través del jacobiano J. Se puede decir que el operador de

promedio es una integral de superficie pesada por el grosor local de la corona.
A partir de los flujos tridimensionales de particulas y calor (Ecs. 1.1)

I'(x,t) :/Vf(x,v,t)d3v, Q(x,1) :/mTlﬂvf(x,v,t)dgv, (4.33)

y recordando ademéds que los elementos de superficie y de volumen pueden,
respectivamente, expresarse como dV = Jdydfdde y dS = JV¢dde, se
comprueba que en el limite AV — 0

1
dV/dw/ |W’ds—v /r ds. (4.34)

Para calcular los flujos radiales (Ecs. 1.2)

fSI‘ x,t
[gdS ’

(T Vo) =

fs Qx,t

D(.1) = i
S

Q1) =

promediaremos la cantidad I'- Vi /|V)|. Obsérvese que en geometria cilindri-
ca las dos definiciones de promedio coinciden, (I' - Vr) = (1/5) [ T'-dS. Usa-
remos la férmula Ec. 4.34 para obtener los flujos promedio usando ¢ = p (ver
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Sec. 4.1.1) como coordenada radial. Asi, para las particulas tenemos

D(6.1) = (T(x.t) - Vp) = wi (T(x.t) - V) (4.35)

y en el caso del calor,
Q1) = (Q(x,1) - Vp) = —(Q(x,1) - V) . (4.36)

donde ¢ = 0y /0p.

Sustituyendo las Ecs. 4.33, tendriamos las expresiones exactas para los
flujos en la precisiéon de la ecuacién cinética de centro guia. No obstante,
estamos interesados en comparar los resultados del cédigo con las expresiones
para los flujos al mds bajo orden en la teorfa (¢?), de manera que usaremos
las velocidades hasta orden e, esto es,

Fa=%</fa<vD-w>d3v>

2
=3[ n e,

donde vp = vg + vyp (ver 4.2.2).

Estos flujos tienen en cuenta la variacion del potencial electrostatico den-
tro de las superficies magnéticas [6, 13]. Sin embargo, en la teoria conven-
cional [7] es comun despreciar dicho potencial. Observando las Ecs. 4.30 y
4.31 se puede llegar a la conclusion de que ignorar el potencial es equivalente
a tomar como funcién de distribucién resultante ¢, en lugar de fi,. En los
trabajos [13, 14] se demuestra que, en tal caso, los flujos de particulas son
idénticos pero no ocurre lo mismo con los de calor, pues aunque el flujo de
calor i6nico es del mismo orden, el electrénico se demuestra que es /m;/m.
mayor teniendo en cuenta el potencial electrostatico. Por esto se definen unos
flujos de calor modificados [13] usando g, en vez de f,, cuyos valores coinci-
den con los obtenidos por la teoria neoclasica convencional, la cual desprecia
las perturbaciones del potencial electrostatico dentro de una misma superficie
magnética. En definitiva, los flujos de las simulaciones que calcularemos para
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hacer comparaciones con los resultados tedricos son las versiones modificadas

e = %< / gla<vD-w>d3v> (4.37)

@ - 3]

de acuerdo con los estimados en la teoria neoclasica, como se senala en la

Ref. [13].

2
g1 (VD - V) d3v>, (4.38)

4.3. Estudios de convergencia

4.3.1. Convergencia espacial

Como primera comprobacion, se va a estudiar la convergencia de flujos
y corrientes del plasma a medida que se incrementa el nimero de elementos
de malla o el orden de los polinomios que interpolan espacialmente las mag-
nitudes. Aunque veremos que a medida que los flujos convergen también se
van acercando a la condicién de ambipolaridad, ITN¢ = I'NC| la importante
cuestiéon del flujo ambipolar se tratara mas adelante.

En cada grafica de la figura 4.7 mostramos los perfiles radiales de TN
y TNC en funcién de la coordenada radial normalizada obtenidos usando
grados 2 y 3 para la interpolacion espacial. La misma informacion se repite
usando las mallas G1 (arriba), G2 (centro) y G3 (abajo) y dos temperaturas
(100 eV, izda.; 150 eV, dcha.). La observacién clave es que la convergencia
aumenta a medida que crece el nimero de elementos de malla o el orden
polinémico de interpolacion, pero es el orden polinémico el elemento mas
significativo. El paso de N = 2 a N = 3 tiene un efecto dréstico en la mejora
de la convergencia (y la ambipolaridad), lo que se hace méas notable a mayor
temperatura. Se tomara orden 3 como compromiso entre cantidad de célculo
y precision. Otro factor importante para obtener una buena convergencia es
el nimero de elementos en cada corona radial, ya que la mayor diferencia se
observa al pasar de G1 a G2 (recuérdese la figura 4.4), donde se incrementan
los elementos por corona. Sin embargo, al pasar de G2 a G3 (incremento de
coronas) los resultados son similares y sélo se suavizan.

En la figura 4.8 observamos el mismo comportamiento en los flujos de ca-
lor QN¢ (arriba) y QY¢ (centro); y en la corriente paralela J|I|\IC (abajo). En
cada grafica superponemos los resultados obtenidos con las distintas mallas
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Figura 4.7: Convergencia en funcién de la malla para el dispositivo T-II a
100 eV (izquierda) y 150 eV (derecha) y mallas G1, G2 y G3 (de arriba a
abajo). En cada gréfica se muestra el flujo normalizado de iones y electrones
con interpolacién espacial 2 y 3.
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y ordenes de interpolaciéon. Como antes, las figuras de la izquierda corres-
ponden a 100 eV y las de la derecha a 150 eV. Es interesante notar que las
mayores disparidades a baja resolucién se encuentran en QN mientras que
el comportamiento de la corriente es bastante robusto. De nuevo, el efecto
del orden de interpolacién espacial es muy importante.

Los resultados andlogos para las mallas G4 y G5 son similares, por lo que
no se muestran para evitar redundancia.

El comportamiento del dispositivo T-I es cualitativamente similar y por
lo tanto el orden polinémico es el factor méds importante en la convergencia.
A modo de ejemplo, la figura 4.9 muestra el flujo de particulas (arriba) y
QNC (abajo) obtenidos con la geometria T-1 y la malla G6 (figura 4.6). De
nuevo, el orden 3 de interpolacién espacial parece suficiente.

4.3.2. Convergencia en el espacio de velocidades

En base a los resultados del §4.3.1, adoptamos para las siguientes com-

probaciones la malla G2 y un orden polinémico de interpolaciéon espacial
N =3.

Estudiemos la convergencia en el espacio de velocidades, cuya precision
viene dada por los Ngx N, modos en que estd expandida la FdD. Presentamos
en las figuras 4.11 y 4.12 los perfiles de los flujos y la densidad de corriente
paralela obtenidos con dos temperaturas, 100 eV y 200 eV. Se observa que
la convergencia es mas rapida en el caso de 100 eV, lo cual es légico puesto
que las colisiones actiian en el espacio de velocidades como un operador de
difusién que tiende a aniquilar los modos de orden alto. A bajas temperaturas
las colisiones dominan sobre la dindmica de conveccién y, por tanto, basta
con un nimero menor de modos para alcanzar la convergencia.

En adelante usaremos siempre, al menos, Ng x Ny = 5 x 8. Como antes,
para no ser redundantes no mostramos las simulaciones analogas para el caso
T-I, donde se aprecia un comportamiento de los perfiles cualitativamente
similar al de T-II.
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Figura 4.8: Convergencia en funciéon de la malla en la geometria T-1I a 100
eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de calor iénico
normalizado, flujo de calor electrénico normalizado y corriente toroidal. En
cada gréafica se muestra el resultado correspondiente a las mallas G1, G2, G3
y usando 6rdenes de interpolacién espacial 2 y 3.
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Figura 4.9: Convergencia en funciéon de la malla G6 para el dispositivo T-I a
100 eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de particulas
y flujo de calor i6nico normalizado. En cada grafica se muestra el resultado
usando ordenes de interpolacién espacial 2 y 3.

4.4. Comparacion con la teoria neoclasica

4.4.1. Formulas

Las formulas que se han empleado para hacer comparaciones entre teoria y
resultados numéricos pueden encontrarse en la revista de Hinton y Hazeltine
[7] o, igualmente, en el trabajo numérico de la Ref. [6] que se basa en esta
misma formulacion. Para facilitar la lectura la resumimos aqui.

Recordemos que en la teoria del transporte neoclasico de Hinton y Ha-
zeltine se hace un estudio para cada régimen de colisionalidad y finalmente
(seccién VI en [7]) se unifican las expresiones mediante un ajuste vélido para
cualquier colisionalidad en la aproximacién de acoplo débil, que desprecia el
efecto sobre los iones de sus colisiones con los electrones. Otro aspecto impor-
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Figura 4.10: Mismas condiciones que en la Fig. 4.9 para el flujo de calor
electréonico normalizado (arriba) y la corriente toroidal (abajo).

tante es que, como los autores advierten, se trata de expresiones obtenidas en
condiciones de geometria magnética axisimétrica y alta relacion de aspecto.
En particular, hacen uso de los campos efectivos y las condiciones que dan
lugar al dispositivo que hemos llamado T-I en el apartado 4.1.1.

Los flujos neoclésicos de particulas y calor se expresan en funcién de las
fuerzas termodinamicas asociadas a los diversos gradientes del plasma para
cada especie a = {e,i} (temperatura, Ty,; presion, py,). Llamando r en vez
de p a la coordenada radial para evitar confusién con el radio de Larmor,
tenemos

T, 22 1nTh,
_— _\ﬁqT’; 0 (KAl + K= 0 (4.39)
Oe e

O0ln TOe
or ’

22
Qe _ ’2620 KisA,, + Ko (4.40)

nOeTOe T
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Figura 4.11: Convergencia en funciéon del nimero de modos de velocidad
para el dispositivo T-IT a 100 eV (izquierda) y 200 eV (derecha). De arriba a
abajo: flujo de particulas y flujo de calor iénico. En cada gréafica se muestran
los resultados para [Ng, N,| = [4,6], [4,8], [4,10], [5,8] y [6,8] modos en el
espacio de velocidades.

siendo
,  Olnpge §6lnT0€ To; ( Oln py; Ay OlnTy,

le™ o 2 Or Toe or 1+v2e Or ’

1,17 — 0,35/vs; 1
T\ 0,7 - 210563 ) T4 uked
En estas expresiones se han hecho algunas simplificaciones —igual que en
la Ref. [6]- con respecto a las dadas por Hinton y Hazeltine, como apro-
ximar (r/Ry)* ~ €y desconsiderar el término relacionado con (Ej/Bpy).
La frecuencia ciclotrénica se define aqui con respecto al campo efectivo,
Qoa = qaBro/mg. Los radios de Larmor para cada especie estan expresa-
dos mediante la velocidad térmica en base a esta frecuencia ciclotrénica,
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Figura 4.12: Mismas condiciones que en la fig. 4.11 para el flujo de calor
electrénico normalizado y la densidad de corriente toroidal.

Poa = Via/0a, ¥ las frecuencias de colisién se presentan en forma adimensio-
nal,

B V2q Ry

Via =

(4.41)

TL€3/20;,°

donde ¢ es el factor de seguridad. Para no confundirlo con las cargas de las
especies, éstas llevan el correspondiente subindice. Ahora el parametro € es la
inversa de la relacion de aspecto A y aparece en la teoria por su relaciéon con
la fraccién de particulas atrapadas en una geometria axisimétrica sencilla.

Tomando la temperatura en unidades de energia, los tiempos de colisién
en el sistema CGS son

1 \/57“]2(113”01;
ab m1/2T3/2

a Oa

In A,
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y en el sistema SI se expresan como

L V2@ A

Ty = .
ab 1/2413/2
2
egl6mmd’ 15,

siendo €y la constante dieléctrica del vacio. Ademas usaremos
4 1
Ti_l =\3 7= Tz‘zl
32w

7-_1 — éi 7-_1
e 3\/E [

Las constantes adicionales que faltan vienen dadas por:

K — KO 1 €/2(2 by ) Vae€®!?
T 4 Gyn/Vre + DrnVse 1+ CrunVae€3/? ’

donde deben tomarse los valores numéricos
[ng)yan,bn,cn} = [1,04,2,01,1,53,0,89]
[Kg),am,bm,cm} = [1,20,0,76,0,67, 0,56]

[Kég)aam,bm, 022} = [2,55,0,45,0,43,0,43] .

El flujo de calor iénico viene dado por

—Ql = —\/EqulZO K 1 (¢3/ba)vsic® | On Ty
10iToi ne? 21+ Ao\/Vsi + bavy; 14 covy€3/? or

(4.42)

con las constantes
[KQ(‘)), az, by, cz] — [0,66,1,03,0,31,0,74]

seguin corresponden al modelo de Hinton y Hazeltine.

Una cantidad dificil de estimar habitualmente, pero muy importante, es la
corriente del plasma. Una contrapartida tedrica se encuentra en la ecuacion
6.122 de [7], derivada para maquinas tokamak de gran relaciéon de aspec-
to. Si se tiene en cuenta que en dicha referencia Ej es el campo inductivo
(despreciado en este capitulo, ver 4.2.3) se obtiene

Oln TOe

J = <JHB> /BTO == —noeToe\/g (KlgA/le + K23 ) (443)

_1
€2eB,,
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donde Ki3 = 2,30, Ko3 = 4,19 y A, se ha definido arriba. Esta corriente,
en los regimenes acolisionales, tiene una fuerte contribucién de la llamada
corriente de bootstrap. Por otro lado, la corriente toroidal promedio es

Jior = (J - 0g) = (Jy)

donde G, es el vector unitario en la direccién toroidal. Puesto que vamos a
calcular en casos de alta relacion de aspecto, puede aproximarse B ~ Bry.
Asi b ~ 1, y la corriente puede estimarse numéricamente como

J = <J||B> /BTO >~ <JH> >~ <J¢> = Jtor-

Se han programado todas estas expresiones para obtener los valores teori-
cos que mostraremos en el §4.4.3.

4.4.2. Ambipolaridad

Como es sabido, los flujos colisionales de las distintas especies del plasma
no son en general intrinsecamente ambipolares, ni siquiera para un tokamak
axisimétrico [15]. Sin embargo, este tltimo caso si permite deducir la condi-
cion de ambipolaridad, aunque aproximadamente, usando las ecuaciones del
movimiento. Recordemos brevemente el porqué [7].

Si, como debe ser, el operador de colision C,, entre las distintas especies
conserva la energia y el momento en las colisiones electrostaticas, la fuerza de
friccién colisional F, = 3", [ d*vm,vC,, sumada a todas las especies, debe

ser nula:
Z F,=0.

En consecuencia, la suma de flujos “clasicos”

1
Ir=—-——bxF
qB .

da lugar a la condicién ), 4TS = 0. En el caso particular de los sistemas
axisimétricos, la conservacién del momento colisional permite afirmar que los
flujos totales son igualmente ambipolares hasta el segundo orden. En la Ref.
[7] se expresa asi:

> o (Ta- V) =0,
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donde los corchetes indican promedio a la superficie de flujo etiquetada por
la coordenada v y I', representa el flujo colisional neoclasico de particulas
de la especie a. Estas condiciones (simetria, orden en el pardmetro de radio
de Larmor y propiedades de conservacion en el operador de colisién) se dan
en las ecuaciones que haremos evolucionar, de manera que la ambipolaridad
“intrinseca” es una primera condicién que el cédigo debe verificar. Por su-
puesto, en calculos mas avanzados la ambipolaridad debe ser consecuencia
de los campos eléctricos autoconsistentes.

4.4.3. Comparaciones

Vamos ahora a comparar los flujos de particulas y de calor, asi como la co-
rriente toroidal, con la teoria neoclasica. En este apartado se usa como masa
ionica la del deuterio para que los resultados sean directamente comparables
con los resultados numéricos de la Ref. [6]. Antes de seguir advertimos de
que en los desarrollos tedricos se hacen expansiones de la FdD que no son
iguales a las del calculo numérico. En éste, la precision de la perturbaciéon
a la maxwelliana que se toma como estado de referencia viene dada por el
numero de modos tomados en la expansion, es decir, por los valores Ngy Ny
como se explica en el §2.3.4. En la obtencién de las formulas Ecs. 4.39, 4.40
y 4.42 se ha usado [7] una expansion de g; en potencias de la colisionalidad
para resolver la Ec. 4.29 y, posteriormente, una expansién en la relacién de
aspecto (inversa) para el caso toroidal axisimétrico. Otro aspecto importante
es que los resultados son sensibles al operador de colision (véase, precisamen-
te, la Ref. [6], donde se estudian las diferencias entre varios operadores de
colisién cominmente aceptados) y las comparaciones se basan en operadores
diferentes. Como se expuso en el capitulo 2, nuestras simulaciones se basan
en un operador de colisién bastante reciente [16], distinto tanto al usado en
las formulaciones tedricas como en las simulaciones de la Ref. [6]. Pese a to-
do, si las comparaciones se efectiian en condiciones tipicas de colisionalidad
cabe esperar que los resultados de teoria y simulaciones se encuentren clara-
mente dentro del mismo orden de magnitud y, lo que es méas importante, que
muestren un comportamiento semejante frente a la colisionalidad.

Ambipolaridad

En primer lugar, en la figura 4.13 se comparan los perfiles de los flujos
de particulas TN y I'NC para estudiar la ambipolaridad en simulaciones con
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temperatura electrénica central de 10, 50, 100, 150 y 200 eV (ver §4.1.2). Para
la discretizacion se utiliza la malla G5, orden 3 en interpolacion espacial y
Nz x Ny = 6 x 10 modos en el espacio de velocidades. Los flujos se han
calculado mediante las Ecs. 4.37 y 4.38 y se observa una pequena desviacion
de la ambipolaridad a medida que aumenta la temperatura. Como se ha
visto en el §4.3.1, esto es debido a la discretizacién espacial, en concreto a
la resolucién en la coordenada poloidal #. Debemos advertir que la aparente
no ambipolaridad no se debe a que el operador de colisién no conserve el
momento lineal. Estimando los flujos a partir del operador de colisién, éstos
son exactamente ambipolares —precision de maquina de cémputo— porque
el operador de colisién utilizado garantiza la conservacién del momento. A
cambio, en el calculo de las integrales Ecs. 4.37 y 4.38 se usa un numero
limitado de modos de la funcién de distribucién y se evaliia una integral en
cuya precision interviene la malla de calculo. A medida que se incrementa
la precision geométrica, la ambipolaridad a través de las Ecs. 4.37 y 4.38 se
observa mejor.

Flujos de particulas y calor

Una vez hecha la comprobacién fundamental de la ambipolaridad, vamos
a comparar los resultados de las simulaciones (mantenemos los pardametros de
antes: malla G5, interpolacion N =3 y Nz x Ny =5 x 8) con los resultados
obtenidos mediante las férmulas del §4.4.1. A partir de aqui no haremos
distincion entre electrones e iones para el flujo de particulas y nos referiremos
sin més al flujo de particulas TNC. En el caso de los flujos de calor, mostrados
en la figura 4.15 para los iones y en la 4.16 para los electrones, se encuentra
un comportamiento parecido, aunque con mayor discrepancia para el flujo
de calor iénico. En este caso, el flujo de calor QY¢ segiin la Ec. 4.42 es
notablemente inferior en la mitad exterior del plasma.

La figura 4.14 muestra los perfiles de I'N® obtenidos por simulacién (izda.)
a varias temperaturas. En la figura de la derecha se representan los mismos
perfiles segtin se obtienen de la férmula 4.39. Se observa mayor concordancia a
baja colisionalidad (altas temperaturas), probablemente porque la diferencia
entre operadores de colision es menos importante aqui.
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Figura 4.13: Estudio de ambipolaridad. Se muestran los perfiles de los flujos
neoclasicos de electrones e iones usando perfiles de temperatura con distinto

valor central.

4.5e+15

Flujo de particulas

Flujo de particulas

4e415
3serts [

3ess [/
2.5e+15 |-

2e+15 |

rm?s?)

1.5e+15 -
1e+15 - /
5e+14 -

0

Figura 4.14: Flujos de particulas obtenidos por

T 45e+15 - T T T
T para 106V T para 106V
T para 506V " para 506V
I para 1006V -~ sev15 |  para 1006V ——— |
I para 1506V T para 1506V
T para 2006V T para 2006V
1 35e+15 [ 1
1 3e+15 |- - 1
1 o 25ess |/ . 4
T 4 E e | T 4
z .
B 1.5e+15 |+ T S
e
1 1e+15 B
1 Se+14 |- 1
. o . . . .
08 1 ) 02 04 06 08 1
W/ Wrnax

simulacién (izquierda) y me-

diante la férmula tedrica Ec. 4.39 (derecha).
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Figura 4.15: Flujos de calor iénico obtenidos por simulacién (izquierda) com
parados con los obtenidos mediante la férmula Ec. 4.42 de la teoria (derecha).
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Figura 4.16: Flujos de calor electrénico obtenidos por simulacién (izquier-
da) comparados con los obtenidos mediante la férmula Ec. 4.40 de la teoria
(derecha).

Corriente toroidal

Uno de los usos mas importantes para los que se ha disenado el cédigo
de transporte es el calculo de la corriente toroidal neoclasica. Esta es muy
costosa de calcular en cuanto la geometria magnética es complicada, y hoy
por hoy imposible de estimar razonablemente por medios analiticos en geo-
metrias tan complejas como, por ejemplo, las configuraciones de tipo Heliac
[17]. Por otro lado, el tratamiento del transporte paralelo es muy delicado
incluso en cédigos que lo contemplan, como el nuestro. Es, entonces, del todo
relevante establecer comparaciones con los casos en los que existen estima-
ciones tedricas aceptables.
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Figura 4.17: Densidad de corriente toroidal obtenida por simulacién numérica
(izquierda) comparados con la teorfa (derecha).

Los perfiles de la densidad de corriente toroidal, tanto simuladas como
tedricas, se muestran en la figura 4.17 para el mismo conjunto de perfiles de
temperatura que en los casos anteriores. De nuevo las tendencias y valores
son similares en todas las temperaturas, aunque el maximo de la corriente,
cerca del eje magnético, viene a ser en torno a un 25% mayor segun las
simulaciones.

Colisionalidad

Para comprender mejor las propiedades de los plasmas, suele ser habitual
estudiar los flujos y la corriente en funcién de la colisionalidad (Ec 4.41). En
la figura 4.18 se muestran los resultados provenientes de las simulaciones y
de la teoria. Se ha usado en el eje de abscisas una variable proporcional a la
colisionalidad con el objetivo de hacer mas sencilla la comparacién con los
resultados numéricos de [6].

Tanto en los flujos como en las corrientes, las curvas son parecidas pe-
ro no idénticas. Las diferencias pueden achacarse principalmente al uso de
operadores de colisién diferentes. No obstante, las pequenas aproximaciones
efectuadas durante el desarrollo tedérico en el modelo, y las necesarias para
obtener resultados tedricos, pueden dar lugar también a una ligera discrepan-
cia. Por lo demas, de los datos obtenidos puede mencionarse el crecimiento de
los flujos con la colisionalidad, algo bien conocido. Para observar el régimen
de “plateau” es necesario anadir simulaciones a menor colisionalidad que las
estudiadas en este capitulo, algo que se deja para el futuro. Sin embargo es
de destacar que usando las mismas unidades y radio medio que en la Ref. [6]
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se obtiene un resultado muy semejante en las colisionalidades exploradas.

4.4.4. Excursiones radiales de los centros guia

Una manera indirecta de ver la validez del primer orden en los célculos
es comprobar que la anchura de las érbitas, consecuencia de las derivas por
curvatura, son despreciables en el problema de los tokamaks estudiados. La
excursién radial de las llamadas “drbitas banana” (Ec. 7.23 en [4])

Ap=€Pp,
donde el radio de giro poloidal se define, usando el campo poloidal Bp, como
pp = mu/qBp y, recordemos, € aqui representa la inversa de la relacién de

aspecto del tokamak. Teniendo en cuenta los resultados de la seccién 4.1.1,
Bpy = 0,1913p para ambos dispositivos T-I y T-II, se puede sintetizar

1 2 T
Ap— [2m |(T/q)
0,1913 V qRy p
|T;
(Ap); = 6,38 -107* | =,
P
[T
(Ap), = 1,05-107° s

dadas T en eV y p en m; cantidades que son despreciables frente a las longi-
tudes caracteristicas del sistema, en las condiciones estudiadas salvo para p
muy cercano al eje.

Por otro lado, las orbitas denominadas de patata no tenidas en cuenta en
la teorfa Neoclédsica viven en p menor que ppq, dado por (Ec. 7.28 en [4])

Pz = Py R = (Ap)’eR,

Para iones se tiene

y para electrones

que puede aproximarse para cada especie por
(Pmaz)i = TAL - 10737°
(Pmaz)e = 4,80 - 107473,

dada la temperatura otra vez en eV. De nuevo, en comparacion con el sistema,
Ap toma valores despreciables en las condiciones estudiadas.
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Flujo de particulas frente a colisionalidad
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Figura 4.18: De arriba a abajo, flujo de particulas, flujo de calor i6nico, flujo
de calor electrénico y corriente para r=0.46 en funcién de la colisionalidad
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Capitulo 5

Calculos en una geometria
compleja: TJ-11I

Por tltimo, vamos a mostrar algunos resultados preliminares obtenidos
para una maquina con una complejidad geométrica significativa: el stellarator
TJ-II [1]. El objetivo de este capitulo no es tanto obtener resultados de
fisica como comprobar la capacidad del cédigo para simular este problema.
Ademas, en el caso del TJ-II es dificil encontrar contrapartidas tedricas,
precisamente por la complejidad de la maquina. Los calculos que se muestran
a continuacion representan el estado actual del cédigo y prueban que se tiene,
de hecho, una herramienta con la que pueden empezarse a encarar trabajos
de fisica. En la tltima seccién se daran indicaciones sobre algunas de las
tareas que se pueden hacer en un futuro inmediato.

5.1. Geometria magnética

El campo magnético se precalcula en la inicializacién de las simulaciones
lo méas exactamente posible en los puntos de la malla necesarios. Esta es
una clara ventaja con respecto a métodos de particulas, donde el calculo del
campo magnético se hace tan a menudo (en cada iteracién temporal de cada
particula) que se utilizan interpolaciones y simplificaciones para el cémpu-
to del campo. El método utilizado para el calculo del campo magnético es
la integracién numérica en hilos de corriente que representan la geometria
completa [2, 3, 4]. Las bobinas de campo toroidal, campo vertical y bobina
central circular (ver figura 5.1) se simulan como anillos de corriente indivi-
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Figura 5.1: A la izquierda, cdmara de vacio del TJ-II; a la derecha, bobinas
y trayectoria de un ion confinado en el interior del dispositivo

duales. Por otro lado, en la bobina helicoidal es necesario tener mas cuidado
y se hacen necesarios un minimo de 10 hilos de corriente para el modelo si
se quiere tener una transformada rotacional fidedigna.

El campo magnético modelizado describe una configuracion magnética
de vacio, pues los dispositivos del tipo stellarator no requieren de corriente
interna en el plasma para obtener superficies magnéticas y por tanto confina-
miento [5]. Las descargas tipicas en el dispositivo TJ-II no alcanzan valores
de [ superiores al 1 %. De hecho los valores més altos en la actualidad estdn
en torno al 0.5 %, luego es de suponer que no hay una desviacion significativa
del campo magnético de vaciol.

Se ha escogido la configuraciéon mas tipica del dispositivo, denominada
“100-44_64", donde los ntiimeros proceden de la corriente que pasa por las
distintas bobinas.

1Se recuerda que 3 indica la proporcién entre la presién del plasma, y por tanto la
posible corriente generada por el mismo, y la presién magnética. Cuanto mayor es 3, mas
significativos serian los efectos del plasma sobre el campo magnético
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Figura 5.2: Perfiles radiales de densidad (arriba) y temperatura (abajo) para
descargas del tipo NBI (izquierda) o ECH (derecha).

5.2. Condiciones de trabajo

Se han llevado a cabo simulaciones con plasmas tipicos de descargas NBI?
y ECH3. En la figura 5.2 se muestran modelos de los correspondientes perfiles
radiales.

El mallado utilizado en la discretizacion espacial se obtiene gracias al
software descrito en el capitulo 3. Se toman dos mallas diferentes, una para
NBI y otra para ECH (figuras 5.3 - 5.6). En el caso de ECH se prefirié tomar
un mallado que no llegara al borde para alcanzar una mayor precision en la

2NBI (Neutral Beam Injection) es un tipo de calentamiento consistente en inyectar
particulas neutras a gran velocidad que incrementen la temperatura del plasma mediante
transferencia de energfa por intercambio de carga con los iones del haz [6].

SECH (Electron Cyclotron Heating), otro modo de calentamiento basado en el incre-
mento de la energia de las particulas del plasma mediante una fuente de microondas en
resonancia con el giro de Larmor de los electrones [7].
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Figura 5.3: Seccién transversal de mallado para ECH (izquierda) y NBI (de-
recha). Obsérvese que la malla de ECH tiene una seccién menor, pues solo
cubre un 85 % en radio menor que el caso NBI.

zona central y agilizar también las simulaciones, motivo por el cual la seccion
del plasma es menor en este caso pese a que la configuracién magnética es la
misma.

En cada elemento de la malla se usan polinomios de orden 2 para aproxi-
mar las variaciones espaciales de la FdD (en las tres coordenadas espaciales).

El estudio se ha llevado a cabo con el mismo modelo de transporte local
que en el capitulo 4, algo no del todo justificado, pues existen evidencias de
que el transporte no local cumple un papel relevante ain por determinar en
este tipo de maquinas [8, 9, 10].
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Figura 5.4: Detalle de mallado NBI (un cuadrante de la corona exterior).

5.3. Estudio de convergencia

Se utilizara siempre la misma malla espacial para cada tipo de descargas
(NBI o ECH) y el mismo ntimero de modos en velocidad, Ng=4. En cuan-
to a N se estudiard en tres valores (6,8,10) pues se ha encontrado en la
préactica que es la discretizacién mas lenta en converger. En las figuras 5.7 y
5.8 se muestran perfiles de flujos y corriente obtenidos por simulacién para
descargas ECH y NBI respectivamente (sin campo eléctrico radial).

El nimero de modos en A necesarios para describir la funcién de distri-
bucién, como era de esperar, es ahora superior al del caso tokamak. Esto es
légico puesto que el TJ-II posee un fuerte rizado [9, 11] y una variacién sig-
nificativa de campo desde el hard core (zona de alto campo) al exterior (zona
de bajo campo), ademéds de una complicada geometria. Parece necesario para
tener una correcta convergencia utilizar Ny = 10. No obstante, los perfiles
son cualitativamente parecidos (salvo factor constante) a medida que crece
el nimero de modos, excepto en la corriente toroidal que presenta un cambio
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TN

Figura 5.5: Mallado de la corona exterior y linea de campo (en magenta)
para el caso ECH.

muy significativo al pasar de 6 a 8 modos. Un estudio mas riguroso de la
convergencia se deja para el futuro (ver dltimo apartado).

Interpretando los resultados obtenidos en [Ng, Ny|]=[4, 10] sin campo
eléctrico, tanto el flujo de calor como el de particulas es un orden de magnitud
superior para los iones que para los electrones en el caso NBI. En el caso ECH
el flujo de particulas iénico es mayor que el electrénico, pero sin embargo el
flujo de calor es del mismo orden en ambas especies.

5.4. Influencia del campo eléctrico radial

Otra cuestién interesante es comprobar el comportamiento de los flujos
frente a variaciones del campo eléctrico radial E,. En el estado actual del



157

Figura 5.6: Detalle de mallado ECH (seccién de corona exterior).

cédigo, dicho campo se fija desde el exterior, pero no resulta dificil anadir
un bucle que, iterativamente, busque la solucion estacionaria en la que los
flujos sean ambipolares. En todo caso es interesante obtener una idea del
comportamiento, motivo por el que se han efectuado simulaciones con dife-
rentes campos eléctricos para ver la tendencia de los flujos en funcién de F,.
Se han usado los perfiles de potencial de la figura 5.9 basados en descargas
NBI y ECH experimentales. Se toman dos perfiles por cada tipo de descarga
para visualizar la sensibilidad de los flujos radiales frente a las variaciones del
campo eléctrico. Es de esperar que, usando un campo eléctrico mas proximo
al experimental se produzca un acercamiento entre los flujos de electrones e
iones con respecto al caso sin campo eléctrico.

El comportamiento de los flujos bajo la acciéon de los potenciales elec-
trostaticos ECH1 y ECH2 en las descargas del tipo ECH se muestra en la
figura 5.10. En el caso de NBI se toman los potenciales NBI1 y NBI2 y los
resultados se muestran en la figura 5.11 para simulaciones con Ng=4y N\=8.
En efecto, en ambos casos se aprecia la tendencia de los potenciales a igualar
los flujos de iones y electrones. El flujo de electrones es mas insensible ante
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resultados con [Ng, Ny]=[4, 6], [4, 8] vy [4, 10] modos en velocidad. Notar la
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diferencia de escalas entre iones y electrones.
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Figura 5.9: A la izquierda, dos perfiles radiales de potencial electrostatico
denominados ECH1 y ECH2 para descargas del tipo ECH. A la derecha se
muestran otros dos (NBI1 y NBI2) para las descargas del tipo NBI.

la presencia del potencial que el iénico.

Ya que el transporte se esta calculando de modo local, es inmediato de-
terminar el punto radial en el que el campo eléctrico es nulo: alla donde, en
la simulacién sin campo eléctrico alguno, el flujo es ambipolar. Comparan-
do las gréaficas de flujos de particulas para iones y electrones en la descarga
ECH, este punto se encuentra cerca de p/pma. = 0,4, coincidiendo acepta-
blemente bien con la zona en la que el potencial electrostatico extraido de
los experimentos presenta pendiente nula, lo cual se corresponde con E,. = 0.
En el caso de NBI (de nuevo en la curva correspondiente a campo eléctrico
nulo) los flujos de particulas de iones y electrones no se cruzan en el inte-
rior del plasma, lo cual se corresponde con la ausencia de extremos en el
potencial electrostatico, tal y como muestra en los datos experimentales. En
cambio, cuando el campo es NBI1 se ve que existe ambipolaridad en torno
a p/Pmaz = 0,5, que se corresponde con un campo E, ~ 2,5 kV/m, lo cual
es razonable si nos atenemos a los valores experimentales [12]. En el caso de
la corriente eléctrica, se hace necesario un niimero mayor de modos en velo-
cidad para hacer siquiera un estudio cualitativo de los perfiles y, por tanto,
se muestran las figuras s6lo con propdsitos documentales. Como se ha visto
en la seccién precedente, la corriente es una magnitud que no ha llegado a
converger pero, en todo caso, su valor integrado resulta del orden del kA, lo
cual es también comparable a los valores experimentales.
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(abajo) para descargas del tipo ECH. En cada caso se muestran resultados
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5.5. Resultados 3D

Por ltimo, es interesante estudiar algunas figuras que muestren cantida-
des tridimensionales. Y es que una de las claves del cédigo es su capacidad
para obtener medidas precisas en el espacio 5D. En un principio podria pen-
sarse que para alcanzar precision numérica en los resultados espaciales hace
falta mucha mas finura en el cdlculo (tanto en la malla como en el nimero
de modos) que en el caso de los perfiles, pero ocurre justamente lo contrario:
Los perfiles requieren una discretizacién muy precisa porque surgen como
promedio de los flujos o corrientes tridimensionales, que presentan grandes
variaciones locales. La ligera no cancelacion de los flujos o corrientes al inte-
grar en una corona de plasma da lugar a promedios pequenos pero no nulos,
y es por ello que se requiere una alta precisién. Sin embargo, si lo interesante
son las propiedades puramente 3D, el nimero de modos en velocidad y ele-
mentos de malla necesarios puede ser muy inferior al del estudio de perfiles.
Como el método es continuo y carece de estadistica, no afecta el hecho de
tomar un solo punto espacial. Los codigos de particulas lo tienen mas dificil
aqui porque, si se quiere un valor local en el espacio, hay que llevar a cabo
simulaciones masivas que garanticen un minimo de estadistica en el entorno
del punto requerido.

En las figuras 5.12 y 5.13 se muestra la variacién de temperatura iénica
dentro de una superficie magnética cercana al borde. Recuérdese que, si bien
se fijan los perfiles de densidad y temperatura en las simulaciones, se hace
s6lo sobre su valor promedio. Las méximas variaciones mostradas en las figu-
ras se sitian entre el £1 % cerca del eje y el £10% en el borde. Més alla de
los datos concretos de la simulacion es interesante ver que, cerca del borde,
las bobinas toroidales actiian como espejos magnéticos locales que introdu-
cen propiedades cinéticas en la funcién de distribucion. Ademads, también
influye la mayor intensidad de campo magnético en la zona préxima al hard
core. El resultado es una pequena variacion de la temperatura dentro de la
superficie magnética. Un fenémeno parecido se encuentra en las anisotropias
en la temperatura, es decir, en las diferencias entre las temperaturas paralela
y perpendicular.

Otro ejemplo de la capacidad de esta herramienta para poder estudiar
propiedades tridimensionales en modos de la funcién de distribucién es la
figura 5.15. En ella se muestra la velocidad toroidal iénica para un caso ECH
sin campo eléctrico (simulacién con 4 x 8 modos en velocidad) usando si-
metria de 4 periodos. Los datos muestran una superficie magnética cerca de
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Figura 5.12: Anisotropia en temperatura ionica. Se muestra el valor del modo
Ch, en velocidad, proporcional a la perturbaciéon en temperatura (ver Ec.
2.52). Valores rojos son altos y azules bajos (solo se muestran los valores
positivos).
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Figura 5.13: Otra representacién de los datos de la figura 5.12 en coordenadas
helicoidales (en todos los casos rojo indica un valor alto y azul uno bajo). De
arriba a abajo: vista desde el hard core de valores positivos, vista desde el hard
core de valores negativos, vista posterior de valores positivos, vista posterior
de valores negativos. Se aprecia la simetria entre valores positivos/negativos,
que refleja la simetria de la maquina.
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Figura 5.14: Seccién del plasma donde se muestran los puntos del mapa de
Poincaré (unidos por lineas rojas) correspondientes a 5 vueltas toroidales de
la linea de campo al dispositivo. Esto se corresponde con el valor racional
8/5 de la transformada rotacional

la racional 8/5 (figura 5.14). Se observa una serie de “tubos” en la velocidad
iénica que se corresponden con los pasos de la racional. Algo a estudiar es si
la aparicién de este fenémeno es estrictamente numérica (por la discretiza-
cién del campo magnético) o subyace un principio fisico. E1 comportamiento
se repite para electrones pero con velocidad de signo opuesto dando lugar,
junto a los iones, a una corriente eléctrica. En caso de haber un principio
fisico detras, el campo magnético generado por la corriente podria alterar
significativamente el campo en las proximidades de la racional.
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Figura 5.15: Superficie magnética cercana a la racional 8/5 en coordenadas
helicoidales. Arriba se muestra el valor de la corriente y abajo la estructura de
malla con algunas lineas de campo magnético (en verde) correspondientes a
la racional. Se puede apreciar la correspondencia entre los tubos de corriente
y las lineas de campo.

5.6. Trabajo futuro

Como se indico en la introduccion, el objetivo principal de este capitulo
no es tanto obtener resultados fisicamente relevantes como mostrar que el
c6digo permite estudiar geometrias tan complejas como la del TJ-1I. Las
simulaciones mostradas en los anteriores apartados requirieron cada una 3-6
dias de simulacién en 24 procesadores con memoria compartida (ver apéndice
C). El grueso de la computacién se reduce a invertir una matriz cada paso
temporal ficticio para alcanzar un estado estacionario (ver capitulo 3). Por
tanto, el paso siguiente para ejecutar simulaciones interesantes en el TJ-1I
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de forma rutinaria consistiria en conseguir una inversién mas rapida, o una
eficiencia de paralelizacién mejor (que permita més de 100 procesadores con
alta eficiencia, ver apéndice C). A pesar de quedar fuera de la tesis dicha fase
del desarrollo del codigo, se ha querido incluir el apéndice B, donde se dan
algunas ideas (no desarrolladas atin) sobre como hacerlo posible. A partir de
ahi es posible llevar a cabo, para el TJ-II y otros stellarators, estudios mucho
mas rigurosos de convergencia que darian paso a la explotacién del cédigo.
Una propuesta de estudios consecutivos es:

e (Calculo del campo eléctrico radial autoconsistente que obligue a la am-
bipolaridad.

e Importancia de los términos habitualmente despreciados al suponer el
transporte radial difusivo (es decir, resolver la ecuacién 4.19 en lugar

de la 4.27).

e Incidencia de las inhomogeneidades del potencial dentro de una super-
ficie de flujo, caracterizadas por ¢q, sobre el transporte (ver capitulo

3).
e Evaluacién de la corriente bootstrap en descargas ECH y NBI.
e Efectos de ( sobre la configuracién magnética y sobre el transporte.

e Estudio de efectos tridimensionales: variaciones de cantidades dentro de
superficies magnéticas, islas, efecto de la corriente en la configuracion
magnética, etc.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha presentado un codigo de transporte en plasmas toroi-
dales con los propésitos de (i) que sirva de nexo entre teoria y simulaciones
complejas, y (ii) que ayude por tanto a la explicacién cuantitativa de los
resultados experimentales en la investigacién de los plasmas de fusién por
confinamiento magnético. Este codigo es capaz de resolver escalas de tiem-
pos del transporte permitiendo obtener estados estacionarios compatibles con
las fuentes de calor y particulas. Ademads, la geometria magnética abarca des-
de los casos axisimétricos tipicos de los tokamak hasta los de maquinas tan
complejas al respecto como el TJ-II. El cédigo es capaz de describir el trans-
porte neoclésico en estas condiciones, pero su diseno no excluye la inclusion
de fenémenos de turbulencia en un futuro.

El transporte se describe resolviendo la funcién de distribuciéon de una
o varias especies del plasma en geometria toroidal arbitraria y hallando los
correspondientes momentos. Las aproximaciones esenciales de partida son
que: (i) se considera la dindmica de los centros guia de las particulas; y (ii) el
campo magnético no evoluciona o lo hace con suficiente lentitud. La primera
aproximacion limita el uso a los fenémenos de escala espacial mayor que el
radio de Larmor de las especies de particulas consideradas.

Se ha descrito el modelo tedrico manteniendo un paralelismo con la teoria
neoclasica, para no perder de vista la procedencia de los términos ni su sig-
nificado. La funcion de distribucion se desarrolla en torno a una maxwelliana
usando polinomios clasicos para la parte cinética, de manera que es inmediata
la obtencion de los sucesivos momentos de la funcién de distribucion —es de-
cir, las cantidades macroscopicas de interés— usando cuadraturas. El esquema
numérico del codigo es localmente conservativo. De momento no se resuelve
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una ecuaciéon de Poisson para tratar campos eléctricos autoconsistentes, si
bien se ha elegido un método de célculo que admite esta posibilidad.

En cuanto a la geometria espacial, basta con tener una descripcién del
campo magnético para, a través de otra herramienta de software desarrolla-
da, obtener las correspondientes mallas adaptadas a la geometria concreta
de modo tal que la malla sigue lo mejor posible las lineas de B. Esto es
importante para minimizar la difusividad numérica radial debida a la fuerte
conveccién paralela.

La codificacién del modelo (mediante lenguajes C/C++) y su paraleliza-
cién presenta una buena eficiencia con hasta 40 procesadores. La extension a
maés procesadores sin perder eficiencia se muestra plausible mediante técnicas
que seran incorporadas en el futuro (ver final de este capitulo).

Una vez implementado el cédigo, se han particularizado el modelo y las
simulaciones al caso de un tokamak axisimétrico, para poder comparar con la
teoria existente. Después de hacer algunas pruebas de convergencia numérica,
los célculos muestran buen acuerdo con la teoria neoclésica.

Las simulaciones en el caso del TJ-II muestran la prometedora capacidad
del cédigo para abordar geometrias complejas de forma rutinaria.

La presente tesis ha servido tanto para tomar experiencia en el complejo
mundo de la fisica de plasmas y su simulacion, como para ofrecer una herra-
mienta 1util a la comunidad cientifica. De hecho, inmediatamente se podrian
comenzar las siguientes lineas de investigacion:

e Obtencién del campo eléctrico radial autoconsistente: béasico para es-
tudiar correctamente los estados estacionarios.

e Estudio de corrientes toroidales: existen pocas herramientas que ofrez-
can la capacidad de calcular las corrientes en maquinas complejas.

e Efectos de las excursiones radiales de los centros guia sobre el trans-
porte: la opcion de tener en cuenta este efecto estd ya implementada en
el codigo, por lo que seria interesante estudiar su importancia en casos
tales como TJ-II.

e Influencia de racionales o islas sobre el transporte: estudiar en qué casos
mejora y en cuales empeora el confinamiento.

e Comparaciones con otros codigos.
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e Extension a otras geometrias: Wendelstein 7-X, LHD, ITER, etc.

e Acelerar la busqueda de soluciones estacionarias: mejorando el tiempo
de computacién de inversion de las matrices correspondientes al avance
temporal (ver apéndice B).
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Apéndice A

Tratamiento de la ecuacion de
deriva

En el capitulo 2 se obtuvo la ecuacion que rige la dinamica de las dife-
rentes especies (ver Ec. 2.15). No obstante, el resolver directamente dicha
expresion no es lo convencional, pues los regimenes de trabajo habituales
en fusién permiten simplificarla, algo ya comentado en la seccion 4.2. Este
apéndice muestra unos desarrollos mas explicitos, y también més cercanos
a las ecuaciones implementadas en el cédigo, de la ecuacion de evolucion.
Se redistribuiran términos en funciéon de su procedencia y propiedades. Por
ultimo, una vez expandidos todos los términos se llevara a cabo la misma sim-
plificacion explicada en 4.2. El objetivo del apéndice es adentrarse lo méaximo
posible en las ecuaciones realmente codificadas.

A.1. Ecuaciéon de evolucion desarrollada

En el codigo se trabaja en variables (x, v, A) en lugar de (r, 5, A), de modo
que la Ec. 2.15 se convierte en

of o (dx 1o (d? )\

Separando la dinamica del centro guia en tres componentes asociadas al
trasporte paralelo (||), a las derivas (D) y al campo eléctrico paralelo () se
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E

donde:

i,

1
fanon A1 - W)=V
dv?
o
i,

2
{di} _ 2 b E
dt g M

B x VB

B3 E

dUT 2 2
— | = a1 (1 + %)
{ dt | p

1Los términos asociados al rotacional de B no se tienen cuenta por ser de segundo
orden en plasmas de baja 3 (ver 4.2.2).
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siendo o, as constantes de valor unidad indicadoras de a qué derivas estan
asociados los términos. Asi por ejemplo, si en un término aparece «y, forma
parte de la deriva de curvatura por gradiente del campo. En el caso de ser
o se estaria hablando de la deriva eléctrica. Estas constantes tan solo se
muestran como traza de a qué deriva estd asociado cada término y no tienen
ningun significado fisico.

En el apartado A.3 se comprueba que las diferentes partes en (A.1) cum-
plen por separado:

-El primer término

v )+ ([g} | f) P L2 ({dd_ﬂ | We) _

d\| of dv?] 1 0f
v -Vf+ {E] H 3 + [E} ” % 9o (A.2)
-El segundo
0 d\ 1 0 dv?
v-oon gz ([l )+ o ([],7) -
d\] Of dv? 1 0f
v+ ], o [, A
-Y el tercero
0 d\ 1 0 dv?
2 <{E} B f) " 202 9 <{E} B Uf) -
d\] Of dv? 1 0f
o ), o .

que, en conjunto, demuestran la equivalencia entre las Ecs. 2.3 y 2.4 como
corresponde a que la ecuacién de centro guia procede de un Hamiltoniano.

Por otro lado, la FdD puede escindirse en dos términos: una parte que
supondra un fondo fijado maxwelliano (més adelante se verda su expresion
explicita) y otra la perturbacién?:

f(P,0,¢,U7 /\at) = f0<pvv) + fl(paea ¢7'U7 )‘at)

2Esto no significa una aproximacién mientras no se eliminen términos.
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siendo (p, 0, ¢) unas coordenadas magnéticas predeterminadas 3. fy se supone
homogénea en superficies de flujo y constante en el tiempo. Observar que la
expansion de f es diferente que la presentada en el capitulo 4: mientras que
alli se hacia una expansion en infinitos términos, aqui solo hay dos.

Ahora la Ec. A.1 puede expresarse del siguiente modo

3 fou 8 (Td\ 18 ([dv?]
o TV (k) 53 (a ” foa) 55 (_dt_ f) ¥

df1a +V- (V||f1a) + E <_@- ” f1a> + Lg <-dv | vfia

+

ot OX \ | dt | 2020v \ | dt |
0 d\] 1 0 dv?
V- (vpfoa) + Y ([E Df0a> + 292 90 ([%}vaoo +
0 d\] 1 0 dv?
V- (vpfia) + Y ({a Dfm) + 502 90 ({_t] Ufm) +
\]

Y, Ufla
| dt ] Ej

2 —@_ f +Lg
B)) _dt_Eul 202 Qv

= Clfoar for) + Y _ Clfrar fou) + O Clfoar fo) + > Cfras f1),
b b b

-]

donde los subindices a y b se refieren a la especie tratada (iones o electrones).
Teniendo en cuenta que

ago“ + V- (V) foa) + 88)\ ([ ] f°“> 21266; ({dv } vfo) -

@ 8f0a + d_1)2 iaf()a
dt | O\ dt | 20 Ov '’

8an
ot

+ V- V foa + [

3En caso de no existir superficies magnéticas, se tomara un campo aproximado en que
si las haya. De nuevo es necesario especificar que esto no es una aproximacion: como fj es
solo parte de la funcién de distribucién se puede tomar cualquier valor arbitrario siempre
que no se cancele ningtin término.
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se puede reescribir

8an
ot

+ v -V fou + {dw Ofoa [dvz} 1 Ofoa
H

dt], Ox | dt ], 2v v
(% <{%] B o)t 2%2% (Vd_f] B Uan) "
V (vp foa) + é% ({% Dan) + 2—3}2% ([dd—if}[)vfoa) +
35;(1 +V (v fia) + % (%} fla) + 2%}2% ({dd—f} Ufla) +

0
V (vpfia) + (% ({%_Df1a> + LQ (

o\ dt | la 20?2 v
I
(

= Z C(foar fob) + Z C(fras foo) + Z C(foa, f15) + Z C(fia; fio). (AD)
b b b b

Tomando como solucién para fy, una funcion maxwelliana
2
—(v/v
an = l(ae (w/vta) ’

donde K, y vy, = +/2Tp4/m, son constantes en el tiempo. Ahora puede
cancelarse el primer término de (A.5) pues fo, es, por definicién, constante
en el tiempo. Si existen superficies magnéticas, fy, es constante en ellas y el
segundo se cancelaria (no obstante por generalidad se dejard entre corchetes).
Como fy, es independiente de A el tercer término se cancela. El cuarto es
nulo por definicién de [dv?/dt].

Ahora (A.5) puede expresarse como

0f1a 0 d\ 1 0 dv?
ot +V- (V”fla) +5 <|:$:| | fla) +ﬁ% ({E} | Ufla) +

o [ [dA 1 0 ([dv?
22 <{$] By f0a> " 202 v <{%} By Uf0a>
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d
V- (VDfla aN (|:d_?} fla) 211}280’0 (|:_:| Ufla) +
D D
dv
N < fm) + 5= 202 9o ( ]E Ufla)

= Clfras fn) = Y Cfoar 1) = ZC foas fob)
b b

(A.6)

donde se ha tomado una aproximacién al eliminar el término de colisiones
no lineal ), C(fiq, f1») (esto es equivalente a trabajar con el operador de

colision linealizado). Usando de forma extensiva las propiedades (A.2), (A.3)
y (A.4) se obtiene

afla dA afla -dUQ Mg
ot + v -V (f1a) + {E} ” on _% . _2T0a

an

dA} Ofa [d_2 1 0fu,

Vo Vet {E p OA dt | ,2v Ov

[@} afla I {dv } 1 afla
dt B, oA\ dt B, 20 v

~ " Clhafor) = > Clhoar 1) = S Clloa fon)

b

dt an - [VH : Vf()a] 5 (A7)

donde se han pasado al miembro derecho las fuentes. Ademas, se ha tenido
en cuenta que

dvz} My
—V . v a _|_ R N
o Vit | R

1 afoa . 1 me

2_U ov N _(’Uta>2f0a B _2T0a

Numéricamente se resolvera (A.6) pues es la més adecuada en términos de
conservacién. Por otro lado, la Ec. A.7 es mas compleja que la original (A.1)
pero es equivalente, salvo por el operador de colisiéon linealizado. En la nue-
va representacion es facil identificar los términos con los habituales en la
literatura. Como ejemplo, se va a reducir al caso de transporte suponiendo

an-
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excursiones radiales pequenas por los centros guia, utilizado en el capitulo 4
(y en la teoria neocldsica). No obstante debe quedar claro que el cédigo im-
plementa las ecuaciones completas (A.6), aunque un caso particular de ellas
sea el ejemplo que viene a continuacion.

A.2. Ejemplo: Reduccion a la ecuacién de evo-
lucién para teoria Neoclasica

Siguiendo el argumento de la seccién 4.2, sean los casos en que fi, pueda
considerarse de primer orden en € frente a fy,, que es de orden cero. Del mismo
modo, las derivas son de primer orden frente al orden cero de la conveccién
paralela. Entonces, regresando a (A.7), los términos cuadraticos en fi, y los
términos deriva de fi, son considerados de segundo orden en € y por tanto
despreciables. Esto es asi porque la ecuacion de centro guia solo es exacta
en primer orden en €, como ya se comentd en la introduccién. Ademads, el
término de colisién entre maxwellianas de diferentes especies >, C( foa, fob)
se supone despreciable (de nuevo se refiere al lector a 4.2). Por supuesto se
presupone que existen superficies magnéticas y el término entre corchetes se
anula. Asi se puede reescribir

afla
ot

L OAD - Vfia vy Vit [—

—uAb - V¢ ;—ig foa = Y Cfrar fou) = Y C(foar f16) =
a b b

d2
—VD‘Van-i-[ U} T

— - A8
i | st (A8)

Esto puede compararse directamente con la literatura de transporte neoclasi-
co.

Con el potencial electrostatico se lleva a cabo una separacién similar en
un fondo fijo y una parte de perturbacion

¢(p797 ¢) = ¢0(p) + ¢1<p797¢> — E = EO + El-

La componente ¢g(p) contendra el campo radial promediado (homogéneo
en las superficies de flujo) y ¢1(p, 8, @), que serd responsable de mantener la
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ambipolaridad local dentro de cada superficie. Para ello, se agrupa dentro de
una nueva funcién g, el potencial y la FdD [1, 2]

91a = fla anT0a¢
Una vez sustituida gi,, la ecuacién de evolucion (A.8) queda expresada ahora
como * 5 N of
J1a la
Ab - a a 1
ot +v Vg1 vy - Vfl |:dt:| | I\

dv?
—zb: (G1as fob) — ZC (foa, 916) = —Vp - V foa + [ dt} 2Toaf0a

Es facil obtener fi, y ¢1 a partir de la condicion de ambipolaridad
Z qa0a = 07

lo que equivale a

2
qCLnOCL _ 3
T o1 = Ea Qa/glad v.

A.3. Anexo: Términos conservativos en for-
ma equivalente

De un lado se tiene

V-vgc:MV-bJrv?(H—)\z)%V-(w) v.(EXB

= ?> . (A9)

Trabajando con el primer término

1\ B-VB
=)= ,

B 1
V-b:V-E:EV-BJrB-V(— e

4Se ha eliminado el potencial electrostético ¢y por ser homogéneo dentro de las super-
ficies magnéticas, y por tanto con gradiente paralelo a b nulo
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En el segundo término

B x VB 1 BxVB 1 BxVB
V'(W)_V<ﬁ)'<7)+@'v<7)

VB B xVB 1 V x B 1 V x B
_<232)'( a )+ﬁv.(wb_ - )_—ﬁv-( - )_o.

en el tercero:

E xB V- (E x B) 1 B-VXE-E-VxB
0 (BAB)_TEXR) g o (L) BTAE

—2(ExB)- (%) _ (E;B) . ZZB'

Finalmente la ecuacién A.9 se reduce a

B-VB ExB\ 2VB
B? B? B

V vy = —vA

(A.10)

Realizando un procedimiento parecido con el término de fuerza asociado al

pitch
9 (D) _
ox\dt)
0 b-VB 1—)\2q 1 B x VB
— | —v(1 = \? Zb-E+-Ml-)\)—//—— . E| =
aA(”( M5 Ty P B M) )
b-VB 2\g 1 B x VB

y el asociado a la velocidad:

1 0 (dv? 1 9 (2, B x VB
—— | —v] === ZVAb - E+ (1 + M¥)———E | =
20% Jv ( dt U) 202 Ov <mv UL+ A) B3 >

2q 1 3

B x VB
2013, gy 3B VE
mv 2

B3
Reuniendo los resultados parciales (A.10), (A.11) y (A.12)

0 [dX 1 0 [dv? b-VB 2\g¢q 1 5B x VB
B (a)%—a— (%) AT P BN B

E (A.12)
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2
AL NI g
v m 2

BxVB b-VB BxVB
I ‘E =0\ 3 +2 IeE .

V- v + 2 @ + Lg d_UQU =0
9 ox \ dt 202 0v \ dt -
donde es facil seguir los términos y ver que cumplen por separado
0 d\ 1 0 dv?
vV (vif) + o ({EL f) t 5290 ({%} ”Uf) =

d\] of [dv*] 1 0f
V“'V“[aha*{ﬂ”%%

E=-V-.vg.

En resumen

0 d\ 1 0 dv?
Vvof) + 53 Q%Lf) EERR Q%L”f) -
dA] g {d_qﬂ} 10f

VD'V“[E x|, 2o

3({@} f);g({d_vj Uf>:
O\ dt B, 202 Qv dt B,
@ o fa) tor
dt B, O\ dt B, 20 0v
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Apéndice B

Método matricial para el
desacoplo de modos

Las simulaciones llevadas a cabo para obtener resultados en esta tesis
han sido ejecutadas sin precondicionador alguno, y ello limita la precision
de los resultados que se pueden obtener en un tiempo razonable. El obtener
un precondicionador adecuado no es algo inmediato, y queda como siguiente
paso a desarrollar en el futuro. No obstante, en este apéndice se ofrece una
sugerencia de cémo se podria agilizar considerablemente la resolucién del
sistema de ecuaciones proveniente del avance temporal implicito para llegar
a estacionarios. Incluso podria ser aplicado en otros ambitos de simulacion,
algunos de los cuales se pincelaran.

El principio se basa en una sencilla técnica, pero no es comun ver en la
bibliografia detalles tan concretos de la resolucion de matrices provenientes
de simulaciones numéricas®, por eso en este apéndice no se dan citas. No
obstante, debido al sencillo principio subyacente, es probable que no sea algo
nuevo.

En esencia, la idea consiste en aplicar un desarrollo matricial determinado
a la matriz que debe ser invertida en cada paso implicito de avance temporal.

En primer lugar se mostrara la técnica aplicada a una matriz genérica
(seccién B.1). A continuacién se definird una nomenclatura y propiedades
determinadas para matrices en bloque especificas, y se resolveran sistemas
bajo dicha forma (seccién B.2). Por ultimo se aplica la técnica a la matriz

IPor supuesto se podria hacer una bisqueda extensiva en todas las tesis y revistas
escritas, pero no es ése el objetivo de esta tesis.

187
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del sistema concreto del codigo presentado en esta tesis (seccion B.3).
Este apéndice pretende ser mas didactico que riguroso en las demostra-
ciones: un estudio pormenorizado se deja para el futuro.

B.1. Introducciéon

En esta seccion se introduciran elementos claves de la técnica. A pesar
de que para el ejemplo propuesto pueda parece redundante y complejo, el
objetivo es comprender algunas nociones previas.

Sean las matrices genéricas A1 y Ay y los escalares oy y ap. Supongamos
que se quiere resolver un sistema lineal

(OélAl + OZQAQ) X = b, (Bl)

con la particularidad de que deben hallarse soluciones para A; y As fijas pero
multiples valores de a; y ay. Un ejemplo seria el caso de avance implicito en

el tiempo donde a; = «;(t). Llevando a cabo la descomposicién espectral de
A]_Z
(Oéerl . )\Al : F;i + OégAz)

donde I's es la matriz de autovectores de A; y Aa, la matriz diagonal for-
mada por los autovalores de la misma?. Continuando con el proceso:

Ta, Ay (anIn 4 aolgt - Al - Ay Ty, ) - Tyl (B.2)
donde Iy es la matriz identidad. Sea ahora la descomposicién espectral
By =T, -\l Ay - Ts, =T, A, - Tgh
que, aplicado a la ecuacién (B.2)
Ta, - Aa, - (1IN + @ol'p, - A, - T'gl) - Tl (B.3)

Gracias a que la identidad puede ser llevada a cualquier espacio de autovec-
tores y permanece igual, (B.3) se puede expresar como

FAl . )\Al . F132 . (OélIN + 052)\]32) . FB; . F;i

?De aqui en adelante y mientras que no se indique lo contrario, se supondra que no
existen autovalores nulos y, por tanto, todas las matrices que se citen son invertibles.



B.2 Matrices en bloque 189

Introduciendo esta expresién en el sistema de ecuaciones original (B.1)
Ta, - Aa, - Tp, - (aIn+ a2dp,) Tyl Tl -x=b
que puede representarse como
(anIn + az)B,) - X =Db
siendo
x'=Tgl - T! x
b =Tgl- ATl -b.

El detalle importante es que el sistema de ecuaciones a resolver para x’ es
trivial, pues la matriz del sistema pasa a ser diagonal. Por lo tanto, todo
el coste de resolver el sistema de este modo se centra en las descomposicio-
nes espectrales necesarias, y los productos matriz-vector. La clave es que en
dichas descomposiciones no entran los escalares «;. De ahi la ventaja para
los casos en que es necesario resolver el mismo sistema de ecuaciones para
muchos valores de «;.

B.2. Matrices en bloque

El siguiente paso para comprender el algoritmo, es suponer que la ma-
triz del sistema esta compuesta por multiplicacion de matrices bloques con
determinada estructura. Por ello se define una notacion especifica y ciertas
propiedades de dichas matrices antes de pasar a ejemplos concretos.

B.2.1. Notacién y propiedades

Sea A una matriz cuadrada de orden N - M que puede ser descompuesta
en el producto de otras dos

A =lal-[B]

donde [a] y |B] son, de nuevo, dos matrices cuadradas® de orden N - M:

3A partir de ahora todas las matrices que se definan se supondran cuadradas, salvo que
se indique lo contrario, por lo que no se especificard mas esta propiedad.
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e Sea la estructura en bloques de una matriz del tipo [« (caracterizada
por los corchetes cerrados por arriba):

a 0 0
0 « 0
[a] =] . . .
00 - «

donde « es una matriz genérica de orden N. El niimero de bloques
diagonales es M.

e Mientras que las del tipo tipo |B] (caracterizada por los corchetes
cerrados por abajo) estan compuestas por los bloques:

biiln  bioIn o0 by uIn

boiln  bopIn -0 boymIn
1B] = . . .

buaIn by -0 bumIn

donde Iy representa a la matriz identidad de orden N y b;; las compo-
nentes de una matriz genérica B de orden M.

Por lo tanto:

b171a b1720é s bLMOé

bQJOé b27205 s b27MC(
A =

bMJOé bM’QOC s bM7MOé

Veamos ahora algunas propiedades que se utilizaran més adelante. Dadas las
matrices genéricas a; ag y B, es facil verificar que

[a1 - ag] = [aa] - [ag] (B.4)
ademas de
[aa] + [az] = [a1 + az] (B.5)

Yy
[aa] - [B] = [B] - [aa] (B.6)
y por ultimo
[an]™ =Tfag"] y [B]7' =B (B.7)

Estas propiedades seran utiles mas adelante.
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B.2.2. Resoluciéon de suma de matrices en bloque

Supongamos un sistema de ecuaciones del tipo
(foa] - [B1] + [az] - [Bz]) - x =b. (B.8)

Puede parecer un caso muy particular, pero en realidad existen numerosas
situaciones en las que un modelo fisico ofrece esta forma. Un ejemplo se
encuentra en las ecuaciones del problema de reaccién-difusién [1] donde hay
convecciéon espacial entre M nodos y reacciones entre N especies. En dicho
sistema de reaccién-difusion el sistema vendria modelado por

([R]- [dm] + [dn] - |[D]) -x =b.

donde R es la matriz de orden N que caracteriza las reacciones entre
especies, y D es la discretizacién del operador de difusion entre los diferentes
nodos en el espacio, caracterizado por una matriz de orden M. Por otro
lado dn es una matriz diagonal de orden N que aplica determinado peso
a las reacciones en cada nodo espacial y dy; ofrece la posibilidad de aplicar
diferentes constantes difusivas a las diferentes especies a través de otra matriz
de orden M.

Otro ejemplo de problema prototipo se encuentra en los métodos que con-
tienen discretizaciones espectrales en unas dimensiones y de elementos finitos
o diferencias finitas en otras. En algunos casos sencillos podria expresarse de
este modo igualmente.

Ahora es posible aplicar la técnica del apartado anterior para reducir el
coste computacional del problema. Comenzamos por reescribir la matriz del
sistema (B.8) como

[ar] - [Ba] + [az] - [Ba] = [Tay ]+ [Aay ] - [T 1+ [Ba] + [az] - [Bz]
donde se ha aplicado la descomposicion espectral
a;g =T, - Aoy - I‘;ll
y la propiedad (B.4).
A continuacién, aplicando extensivamente las propiedades (B.4),(B.6) y

(B.7)

[TayAay |- ([InT- [Ba] + [A T 02la, T+ [Ba]) - [T, (B.9)



192 Apéndice B: Método matricial

Sea la matriz (B3 y su descomposicion espectral
Ba =M Tol a2 Toy =Ty, - Ag, - 5L
En tal caso, se aplica a (B.9) para obtener:
[Tay * Aay |- ([In] - [Ba) + [T - Agy - T30 - [Bz)) - [T
que puede expresarse, usando de nuevo las propiedades (B.4) y (B.6) como
[Tay - Aay T |- ([In] - [Ba) + [Ag, ] - [B2]) - [T5, - T[]

donde se ha tenido en cuenta de nuevo que la identidad no varia ante cambios
de sistemas de referencia a otro espacio de autovectores.
El sistema de ecuaciones inicial (B.8), por tanto, puede expresarse como

([In] - |B1] + [Ag ] - [Bz2])) - x' =D’

donde
X' = [T, T, -x

b'=([T5 - Ao T b.

Este largo desarrollo no es en vano pues en el sistema a resolver se ha desaco-
plado en N sistemas, pues las matrices del tipo [ | son todas diagonales y las
de tipo | |, por construccién, estan desacopladas (estdn compuestas a partir
de identidades). Esto supone una ventaja enorme en la resolucién numérica:
por ejemplo el nimero de iteraciones de un método iterativo crece con el
orden de la matriz y serd mucho mas eficiente en el caso de N submatrices
de tamano M que en una de N - M.

Obsérvese también que en este caso no es necesario méas de una resolucién
del sistema para aprovechar las bondades del método. Podria pensarse que el
coste real se ha desplazado a la obtencion de b’ a partir de b y x a partir de
x’ puesto que es necesario invertir matrices y descomposiciones espectrales.
Pero dichas inversiones de matrices de bloques se obtienen por repeticion a
partir de otras de tamano N, con lo que el coste es reducido (en problemas
habituales N << M si bien los casos N >> N también pueden aprovecharse
de este método trabajando sobre las matrices tipo | |, en lugar de sobre las

tipo [ ).
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La importancia en el caso de un problema reaccién difusién es inmediata,
pues se resuelve con N sistemas independientes. En el segundo ejemplo de
métodos mixtos espectrales-diferencias finitas, ocurre lo mismo. Esta ventaja
es muy significativa sobre todo porque las matrices de reacciéon o espectrales
son muy densas y dan lugar a muy malas eficiencias de paralelizacién. Este
método permite desacoplar casi por completo los diferentes modos o especies.

Parece entonces que la técnica aqui presentada podria ser 1til en tales
situaciones. El estudio de la bibliografia en dichos ambitos es otra posibilidad
que se deja abierta para el futuro.

B.3. Encontrando estacionarios en el sistema
real

Una vez vistos algunos ejemplos didacticos pasamos ahora al problema
real que se desea resolver, un poco méas complejo. El objetivo es alcanzar si-
tuaciones estacionarias mediante avance temporal implicito de modelos pro-
puestos en esta tesis.

La matriz de avance temporal implicito es dificil de invertir principal-
mente por la diferencia de escalas temporales que aparecen en el calculo del
transporte radial. La idea es avanzar mediante un paso implicito los términos
més rapidos, asociados al transporte paralelo y las colisiones*. Los términos
adicionales, incluidas las correcciones de alto orden en radio de Larmor (ver
capitulo 4), se avanzardn explicitamente. A pesar de contar sélo con dos
términos (colisiones y transporte paralelo), la matriz de avance temporal re-
sultante del método implicito presenta una mezcla de todos los modos de
la funcién de distribucién, cada uno de ellos asociado a una velocidad de
conveccién espacial diferente y, por tanto, el problema es multiescala. Esto
se traduce en una matriz cuyo condicionamiento empeora a medida que se
aumenta el nimero de modos de expansion en velocidad de la FdD.

El problema de avance implicito puede expresarse como

(I-dtC—dtR)-x=b (B.10)

4Puede pensarse que el término colisional muestra una dindmica lenta en un régimen
no colisional, pero esto no es cierto para modos altos de la expansién en la funcién de
distribucién. Esto es asi por que gradientes muy intensos en velocidad son suavizados
rapidamente por las colisiones.
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donde dt es el paso temporal (un escalar), C la matriz asociada a colisiones
y R la asociada a conveccion paralela. Todas las componentes de avance
explicito se esconden dentro de b.

B.3.1. Adaptacion del problema

Cada una de las matrices C y R, correspondientes a los operadores de
colisiéon y conveccion respectivamente, se puede expresar como sigue:

e La matriz C relaciona entre si los diferentes modos de las FdD de iones
y electrones para un punto espacial dado. Por lo tanto se puede expresar
como

C = [ac] - |Dc]|

donde D¢ es una matriz diagonal de orden M (el numero de nodos
espaciales). Por otro lado ac es una matriz llena de orden 2N (siendo
N el niimero total de modos en que se expande la FdD en velocidad
para cada una de las dos especies). Es importante pararse un momento y
estudiar la separacion que se esta llevando a cabo. Por un lado, la matriz
ac, al ser llena, indica que todos los modos en velocidad se relacionan
entre si al colisionar. Por otro lado, la matriz D¢ es diagonal, lo que
indica que no hay correlacion entre los diferentes nodos espaciales, pues
el operador de colisién no depende de las derivadas espaciales.

e El término asociado a la conveccion paralela, es mas complejo. Su ma-
triz R se puede descomponer en

R = [agr] - |Br] + [ér] - | Br|

donde ar y &g son matrices llenas de orden 2N que modelizan los aco-
plamientos entre modos provocados por la parte dependiente de veloci-
dad del término convectivo. En el otro lado, Br y BR son las matrices
de acoplamiento entre nodos espaciales procedentes de la discretizacién
de las derivadas espaciales (parte dependiente del espacio del término
convectivo). El hecho de separar R en dos miembros sumados, proviene
de la estabilizacién numérica necesaria en la conveccion: la estabiliza-
cién en las discontinuidades mediante un solver de Roe es equivalente,
como ya se ha visto (ver capitulo 3), a la suma de un término asociado
a las matrices de transferencias de modos (modelado aqui como ag) y
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otro asociado a su valor absoluto (&g = |ar|). Esta expresién solo es
valida en los casos en que la velocidad de normalizacién no presenta
discontinuidades entre elementos. De lo contrario, las matrices ar y &r
no tendrian una estructura semejante en los diferentes nodos espaciales,
lo cual se traduciria en que no son expresables en un término del tipo
[ ]-| ] ¥y no serfa posible el desacoplo en la forma aqui presentada.

Asi, el sistema de ecuaciones (B.10) puede expresarse como:
(Mn1-[In] —dt[ac]- Do) —dt[ar]- | Br|—di[ar]-[Br])-x = b (B.11)

siendo In la matriz identidad de orden N (el nimero de modos en velocidad)
y Int la matriz identidad de orden M (el niimero de nodos espaciales).
Antes de proceder al desacoplo de modos, es importante abordar una
ultima adaptacion de las matrices. Sea F la expresiéon de la FdD discretizada,
es decir, un vector. Sea la transformacion sobre F de sistema de referencia
mediante F = |Dg'| - F'. Naturalmente, este proceso se realiza antes de
aplicar el algoritmo de avance temporal de Euler implicito. Esto implica (al
expresar la ecuacién de evolucién para F') la multiplicacién por |Dg' | de los
términos en que aparecia F en la ecuacién original. Asi, (B.11) se convierte

en®:

([In] - [Im] — dt|DG'] - [ac] - [Dc]
— dt|DG!| - [ar] - |Br) — dt|Dgt] - [ar] - |Br])-x = b,

donde el término identidad no varia, pues se busca la evolucién de F’. Apli-
cando las propiedad (B.4)

(M7 - [Tm] — dtfac] - [De'] - [De]
~ dtfan] - (DG - [Br) — difan] - (D] - [Br) - x = b.
Usando ahora las propiedades (B.5) y (B.6)

(Mx — dtac] - [Im] — dt[ar][DgG'] - [Br] — dt[ar] - DG - [Br])-x = b.
B.12)

5Por simplicidad no se desarrolla explicitamente, pero dentro del vector b hay que llevar
a cabo la misma modificacién alli donde sea necesario.



196 Apéndice B: Método matricial

En esencia, se ha aplicado un avance temporal en cada nodo tal que el
operador de colisién aplicado es igual en todos los nodos. Por ello aparece la
matriz identidad en la parte | | asociada a las colisiones.

De forma maés compacta (B.12), puede expresarse como

(o] - [Im] + [ar] - [Bg] + [ar] - [Br]) -x =D (B.13)
siendo
CY,C = IN - dtOéC
|[Br) = —dt|D¢'] - [Br] = | ~dtD¢' - Br]|
|Br) = —dt|Dg'] - |Br] = |—dtDg" - Br]

Por aligerar la notacion, las tildes se eliminaran a partir de ahora. Asi, la
matriz del sistema (B.13) queda como

[ac] - [Im] + [or] - |Br] + [ar] - |Br] (B.14)

donde deben recordarse las tildes a la hora de desarrollar las matrices corres-
pondientes.

B.3.2. Resolucion

Ahora se procede de modo similar al de los apartados anteriores. Apli-
cando a (B.14) la descomposicién espectral

OéC:FC'/\C'Fal
y las propiedades (B.4-B.7):
[Tl - [Ac] - [T - [Im) + [ar] - [Br] + [ar] - [Br]

Se ha de notar que la matriz ac contiene una identidad sumada, por lo que
se puede evitar, a través de dt, la aparicién de autovalores nulos. Operando
un poco mas,

[Tcl-[Acl - (In] - [In) + [Ac'] - [Te'] - [er] - [Br] - [Tel+
[A']-ITcM - [ar] - [Br) - [Tcl) - [T
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Reorganizando mediante las propiedades se obtiene

[Te-Acl- ([InT- [Im] + [Ac" T -ar - Tcl - |Br
+ AT -ar-Tcl - |Br)) - [TG']

La idea ahora es tomar una descomposicion tal que
~1 -1 _p-1
I'z- Mz T, =X ' I'g -ar-T'c,

Tz My Tt =2c" T ar - Te.

Obsérvese que los autovalores son diferentes pero las matrices de autovectores
son las mismas. Esto no parece posible para el caso de matrices generales. Sin
embargo si lo es en el caso trivial de que todos los autovalores de la matriz
original ar tengan el mismo signo. Sin entrar en detalles, se puede llevar a
cabo un proceso sobre la ecuaciéon de evolucién para conseguir esto: un cambio
de sistema de referencia sobre la expansion de la FdD, mediante una matriz
del tipo [ ], antes de aplicar el algoritmo de resolucién. Gracias a esto, se
pueden alterar los autovalores asociados a la matriz de conveccion agr de un
modo conveniente (naturalmente, la matriz de colisién ac se verd modificada
pero, como ya se ha visto, no hay restricciones sobre su forma).
Continuando con el proceso:

Tc - Ac]-([In]-[Im)+[Tz - Az - T7']- [ Br]+[Tz - Ay - T7']-[Br)) [T
y por tanto

[Tc e Tzl ([In]- Im) + [Az] - [Br) + [Az] - [Br)) - [T7" - T

Volviendo al sistema de ecuaciones (B.13), se puede expresar como

(IInT- In) + [Az] - [Br] + [Az] - [Br)) - X =1/
donde
x'=[Iz" T¢'] x
b'=[Iz" Ag' Tl b

En primer lugar, se observa que tanto las matrices [In] como [Az] y [As]
son diagonales. Esto se traduce en que los diferentes modos de la funcion
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de distribucién aparecen desacoplados entre si, y el sistema de ecuaciones
puede escindirse en N subsistemas (en casos practicos N << M). Se obtiene
asi una ventaja computacional muy significativa (el coste computacional crece
linealmente con el nimero de modos, pero el error decrece exponencialmente,
debido al método numérico espectral). De nuevo, al igual que ocurria en
apartados anteriores, las inversas asociadas al calculo de x a partir de x’ y b
a partir de b’ son reducidos debido a la naturaleza diagonal por bloques de
las matrices asociadas a dichos cambios (todas del tipo [ ]).
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Apéndice C
Detalles de implementacion

La codificacién y los detalles informéticos de los métodos y modelos no es
algo relevante desde un punto de vista fisico, pero no se deben menospreciar
pues son parte importante del trabajo. Igualmente son importantes los tiem-
pos de computaciéon y la eficiencia de paralelizacién. De todo ello se habla
aqui.

C.1. Paralelizacion

Para la paralelizacion se ha usado MPI, por ser cada vez més comun
y por su simplicidad de programacién. MPI es el estdndar que define una
interfaz para poder enviar mensajes de forma transparente al usuario entre
procesadores interconectados. Existen diferentes métodos de comunicacién
utilizados en supercomputacion que ofrecen los requisitos de alta velocidad
y baja latencia. Se puede tener desde una red Ethernet o Infiniband! en un
cluster de ordenadores que ofrecen prestaciones medias-altas, hasta maquinas
de memorias compartidas y cableadas entre los procesadores que ofrecen la
mayor conectividad y prestaciones.

Por tanto, es conveniente fijar una serie de funciones que definan accesos
de forma estandar. Los mds utilizados son OPENMP [1] y MPI [2]. MPI se
utiliza en maquinas de memoria distribuida, tales como clusters de ordena-
dores. OPENMP es quizas maés especifico pues estd mas orientado a compu-
tadoras con memoria compartida, o al uso entre diferentes nicleos dentro

lEstédndares de comunicacién.
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de un mismo procesador, ofreciendo en estos casos igual o superior eficiencia
que MPI.

Cada vez parece mas comun el uso de clusters con redes de alta velocidad
en contraposiciéon a las maquinas de memoria compartida, principalmente
por el elevado coste de adquisiciéon y mantenimiento en estas tltimas.

C.1.1. Eficiencia

Se entiende por eficiencia de paralelizacion el comportamiento de un codi-
go paralelo frente al incremento de procesadores. Una eficiencia éptima in-
dicaria un tiempo de computacién 7" = Ty/Neopy donde Ty es el tiempo de
calculo que corresponderia a trabajar con un solo niicleo de un procesador y
Nepy es el nimero de nicleos usados. Esta situacion tedrica rara vez se da
en aplicaciones practicas, pues la comunicacion entre procesos requiere un
porcentaje de tiempo. En la grafica (C.1) se muestra la eficiencia de paraleli-
zacion para una simulacién tipica basada en el dispositivo TJ-II con avance
temporal implicito. La simulacién se ejecuté en una maquina de memoria
compartida?.

La eficiencia hasta 40 procesadores es aceptable. En cualquier caso, el
resultado se puede mejorar, por ejemplo, usando precondicionamiento en los
solvers de resolucion de las matrices, o un reordenamiento 6ptimo de las
variables en funcién de la red de comunicacion y de la “cercania” entre pro-
cesadores (se entiende cercania en términos de ancho de banda y latencia).

C.2. Codificacion

En dltima instancia, cualquier modelo fisico, matematico o método numéri-
co debe convertirse en un conjunto de lineas de cédigo mejor o peor optimi-
zadas en alguno de los lenguajes de programacion existentes en la actualidad.

En la comunidad cientifica es comun trabajar en Fortran: desde su version
IV hasta las mas comunes hoy en dia, tales como 90-95, u otros perfecciona-
mientos posteriores (2003-2008). Esto se debe por un lado a la buena adap-
tacién de este lenguaje a aplicaciones cientificas, pues es inmediato trabajar
con vectores, matrices o nimeros complejos de forma transparente. A esto se
anade que la eficiencia en el c6digo méaquina producido por los compiladores

2Altix 3700, de Silicon Graphics.
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Flujo de particulas
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Figura C.1: Eficiencia normalizada en funcién del nimero de procesadores.
Notar que el eje de abscisas se expresa en escala logaritmica.

es muy buena, pues el desarrollo de Fortran siempre ha mantenido una sim-
biosis con el mundo cientifico. Un incentivo adicional es el gran ntimero de
librerias y cédigos cientificos accesibles en este lenguaje.

Sin embargo, comienza a ser comun encontrar codigos escritos en C o
C++. Por un lado en el mundo no cientifico es mas comun usar estos lengua-
jes, debido a su posicién de lenguaje de medio nivel, entre los muy eficientes
de bajo nivel como el ensamblador, y los de alto nivel y menos eficientes como
BASIC. Esto los hace ideales para tareas dispares, incluso en el desarrollo de
sistemas operativos. Por otro lado, la eficiencia de los compiladores C/C++
esta ya a la altura de los de Fortran, siendo necesario un estudio estricto para
proclamar un vencedor entre ellos. Por tltimo estan las preferencias subje-
tivas por parte de los programadores, un parametro no desdenable. Hoy en
dia los cédigos son tan complejos que no todo es optimizacion en vistas a
la ejecucion répida, sino también a la modularidad, la minimizaciéon de los
errores de programacion, depuracién y un largo etcétera de factores en los
que la subjetividad interviene. Al fin y al cabo, un cddigo realmente ttil
desde el punto de vista cientifico debe permanecer en continuo cambio para
ser mejorado y completado. Esto hace que el programador y sus preferencias
formen parte del mismo.
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C.2.1. (Cébdigo de simulacion

El lenguaje de programacion elegido para el cédigo es una mezcla entre
C y C++ donde las capas superiores estan codificadas en C++ orientado a
objetos [3] y las inferiores en C. Por capas inferiores se entienden los nicleos
en los algoritmos que contengan la mayor carga de computacion y las capas
superiores aquellas que rigen el comportamiento de los nicleos de calculo des-
de un punto de vista mas conceptual. Con ello se tiene un equilibrio entre la
eficiencia ofrecida por C y la modularidad y reutilizacién de la programacion
orientada a objetos.

C.2.2. Software de visualizacion

El software visual para la generacién de mallas estd implementado en
C++ no solo por su mayor modularidad, sino también para poder funcionar
con las API? visuales con las que interactia el usuario. En este caso el modo
de programacion es orientado a eventos para permitir tal interaccion. Esto
quiere decir que, si bien el modo de ejecucion sigue siendo secuencial, median-
te interrupciones en cualquier punto de la ejecucion el usuario puede alterar
la secuencia de érdenes: cuando el usuario pulsa cualquier boton de la API
se genera un evento que interrumpe un bucle de ejecucién predeterminado y
entra en subrutinas que resuelven dicha interrupcion, es decir, llevan a cabo
la tarea asociada con la pulsacion del boton. Posteriormente se contintia con
la ejecucién del bucle genérico.

La APT utilizada es Fox-Toolkit [4] pues muestra una curva de aprendizaje
6ptima y es multiplataforma (actualmente puede funcionar tanto en Linux
como en Macintosh o Windows).

C.2.3. Otros detalles

e La energia total consumida es de 2 personas y media - ano (es decir,
una persona a tiempo completo durante 2,5 anos).

e Como arquitectura hardware se ha usado Intel, por ello el compilador
mas 6ptimo encontrado y el utilizado ha sido el propietario de Intel.

3Librerfa de herramientas de programacién que abstraen al usuario de su funcionamien-
to. Normalmente se utilizan para facilitar la programacién de aplicaciones visuales.
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e El niimero de lineas de coédigo implementadas ronda las 100.000, de
donde 10.000 pertenecen al generador de mallas visual y unas 4.000 al
solver paralelo de sistemas matriciales. También se incluyen unas 7.000
lineas de un solver de Poisson desarrollado para calculos mas precisos
del potencial tridimensional que podra ser utilizado en un futuro: so-
porta geometrias generales 3D y diferentes bases para los elementos de
las mallas, entre ellas las de elementos finitos y espectrales.

e Los tiempos de simulacién caracteristicos para un caso tokamak analiti-
co, como los mostrados en el capitulo 4, rondan las 20-40 horas de
proceso en un solo nucleo de CPU.

e Las simulaciones del TJ-II requieren mucha més precisién en el mallado
y por tanto mayor nimero de elementos. Los tiempos requeridos para
las simulaciones del capitulo 5 rondan las 40-150 horas en 24 procesa-
dores, es decir, el equivalente a 1000-3500 horas en una solo ntcleo de
CPU (incluidas las pérdidas por paralelizacion).
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Apéndice D

Sistema de visualizacion en
estéreo

Un aspecto importante a la hora de estudiar los resultados de simula-
ciones complejas es la visualizacién de los resultados. En un problema bien
conocido, es facil mostrar con graficas o incluso numéricamente las cantida-
des mas interesantes que caracterizan dicho problema. Pero esto no es posible
en todas las ocasiones; podria darse el caso de ser necesario estudiar con pro-
fundidad la mayor cantidad posible de los datos obtenidos en la simulacién
para entender determinada cuestion de la dindmica del sistema. Esto no es
facil si los datos a analizar poseen, como es el caso, cinco dimensiones. Por
ello, se creyd conveniente desde un principio no menospreciar la importancia
de la visualizaciéon de resultados.

Para llevar a cabo dicha labor de visualizacion, esta tesis incluye el desa-
rrollo de una plataforma tanto hardware como software para simular y re-
presentar datos en tres dimensiones. Dicha plataforma no esta restringida a
resultados del codigo aqui presentado, sino que se ha generalizado su uso para
hacerla util en diferentes tareas. Asi, en la actualidad se utiliza tanto para el
seguimiento de trayectorias dentro de una configuracién magnética dada (por
ejemplo TJ-II o ITER) como para la representacién de datos pertenecientes
a otros campos de investigacién (por ejemplo proteinas) o incluso didéctica.
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Figura D.1: El cerebro sintetiza dos imagenes para construir una ilusién tri-
dimensional.

D.1. Plataforma Hardware

El hardware se puede dividir en dos partes bien diferenciadas, por un
lado los dispositivos para la visualizacién propiamente dicha y por otro la
deteccion y el seguimiento de sensores para interactuar con el usuario.

Dispositivos de visualizacién

La forma mas natural para estudiar datos en tres dimensiones es utilizar
la capacidad del cerebro para fundir dos imagenes bidimensionales en una
representacion 3D: en esto consiste la técnica de visualizacién en estéreo
(fig. D.1). Esta idea se remonta a la primera mitad del siglo XIX, cuando
el profesor de filosofia y fisico experimental Charles Wheatstone inventé la
camara estereoscépica con la que era posible tomar una instantanea con este
efecto. En esencia, lo tinico necesario es mostrar a cada ojo del usuario una
imagen de la escena desde un punto de vista diferente a la del otro. A mayor
distancia entre puntos de vista, mayor sera la sensacién de tridimensionalidad
pero, al mismo tiempo, mayor el esfuerzo “subconsciente” para mezclar las
imagenes. En el equilibrio entre ambos extremos se encuentra la minima
molestia a la vez que maxima inmersioén por parte del usuario. Este punto es
bastante subjetivo y por tanto experimental.
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Figura D.2: Esquema del hardware de visualizacion.

La escena a visualizar en 3D se genera en el ordenador por el software
correspondiente. El software también es el encargado de proyectar la escena
desde el punto de vista de los ojos del usuario y envia esa imagen al hardware.

El hardware de visualizacién (figura D.2) consiste en dos proyectores que
reciben cada uno una imagen diferente. Ambos dispositivos estan alineados
de tal forma que proyectan las imagenes sobre la misma pantalla, superpues-
tas. Inmediatamente después de la salida de los proyectores se sitian sendos
polarizadores que le dan propiedades épticas diferenciadoras a las imagenes.
La luz difundida por las pantallas de proyeccién convencionales no conserva
la polarizacion, pues la luz difundida pierde parte de sus propiedades. Por
ello, se utiliza un material metdlico en la construccién de la tela de proyec-
cién, de manera que la luz difundida conserve gran parte de la polarizacion
de la luz incidente, a cambio de una direccionalidad mayor. Se llega asi a un
equilibrio entre maximo angulo desde el que se puede observar la pantalla y
conservacion de la polarizacion que preserve las imagenes que ha de percibir
cada ojo.

Para evitar que el usuario obstruya la proyeccion, se utiliza retroproyec-
cion. Otro detalle importante es que, para mantener una alineacién precisa



212 Anexo D: Sistema de visualizacién en estéreo

Figura D.3: Es necesaria una ubicacién precisa de los proyectores con respecto
a la pantalla (izquierda) mediante soportes (derecha).

Figura D.4: Diferentes modelos de gafas polarizadas.

de los proyectores hace falta un soporte resistente (fig. D.3)

El dltimo paso consiste en que el usuario utilice unas gafas polarizadas
(fig. D.4) cuya polarizacién es complementaria a la de las imégenes proyec-
tadas. Asi, el ojo izquierdo ve la imagen izquierda pero no la derecha, y
viceversa. Naturalmente, la polarizacion cruzada no es perfecta y existe un
fenémeno de imagen fantasma por el que cada ojo ve su imagen y un pequeno
residuo de la del otro. A mejores polarizadores, menor efecto.

Finalmente el usuario percibe una imagen tridimensional (fig. D.5).

Una cuestion interesante es el tipo de polarizacion utilizada. Existen dos
opciones comunes: polarizacién lineal o circular. En el caso de la polariza-
cion lineal, el fendmeno de imagenes fantasma es ligeramente menor pero el
usuario debe mantener las gafas en una posicion completamente horizontal,
pues un ligera inclinacién de la cabeza ya no cancelaria la luz polarizada
verticalmente por el polarizador horizontal y viceversa. En el caso de la po-
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Figura D.5: Esquema de la ruta éptica de las imagenes. A la izquierda las
iméagenes emitidas por los proyectores. En el centro la imagen entremezclada
en la pantalla, a la derecha las imagenes discriminadas por las gafas. En rojo
y azul se indican la orientacién de la polarizacién.

larizacién circular esto no ocurre, pues no depende del giro del polarizador!.
Asi, la ligera ganancia ofrecida tedricamente por la polarizacién lineal, en la
préactica no es significativa y por ello se ha elegido la circular como opcion.
La técnica aqui descrita se denomina estéreo pasivo y ofrece gran calidad
en la visualizacién. En el otro lado se tienen plataformas de estéreo activo que
ofrecen atin mas calidad pues se basan en la multiplexacién de las imagenes
en el tiempo, en lugar de en la polarizacion. Para ello se necesita un solo
proyector o pantalla CRT/TFT que sea capaz de emitir al menos dos veces el
nimero imagenes por segundo perceptibles por el ojo. Las imagenes para cada
ojo se emiten alternativamente. El usuario posee unas gafas sincronizadas con
el ordenador que emite al proyector o pantalla las imégenes de tal modo que
oscurecen la vision a los ojos en funcién de qué imagen se esta mostrando
en un instante de tiempo dado: si es la del ojo izquierdo, impide ver al
ojo derecho y viceversa. La forma en que se oscurecen los cristales de las
gafas, mediante cristal liquido en la tecnologia actual, es de gran calidad y
el fenémeno de iméagenes fantasma disminuye hasta ser casi inapreciable. Es
por ello que los dispositivos de estéreo activo ofrecen mayor claridad pero
tienen la desventaja de necesitar un mayor presupuesto, sobre todo para
grandes audiencias, porque cada usuario requiere de unas gafas sincronizadas.

1Si bien esto no es estrictamente cierto en la practica, donde se aprecia una imagen des-
colorida y atenuada cuando los polarizadores giran. No obstante, el efecto es despreciable
frente al sufrido en el caso de polarizacion lineal



214 Anexo D: Sistema de visualizacién en estéreo

Sin embargo, la reduccion de costes de tecnologia difumina cada vez mas la
frontera entre las técnicas de estéreo activo y pasivo, en la cuestion monetaria.

Control de la posicién

Otra consideracion importante a la hora de visualizar en tres dimensiones
es qué posicién se toma como punto de vista del usuario. Si dicha posicion
es fija, no hay mayor problema: basta con introducirla con antelacién en el
software. Sin embargo, seria deseable que el usuario pudiera moverse dentro
de la escena e interactuar con ella. Para conseguir este efecto es imprescindible
que el software conozca la posicién de todos los puntos que requieran de
interaccién. El mas importante de todos es la posicion de los ojos que, con
buena precisién, se puede extraer de un sensor unido a las gafas o la cabeza?.
También es interesante poder captar la posicion de las manos y la orientacién.
Sélo con el seguimiento de estos 3 puntos con 6 grados de libertad cada uno de
ellos (tres coordenadas y tres dngulos), la interactividad con las aplicaciones
mejora sustancialmente:

e El sensor de cabeza permite mantener continuamente el punto de vista
desde los ojos del usuario, y asi poder atravesar el escenario para acer-
carse a un detalle o girar la cabeza para ver datos ocultados por otros
en una perspectiva dada. Esto permite acercarse mucho a la sensacion
percibida observando una imagen holografica. Se pierde sin embargo el
punto de enfoque, pues en la proyeccion los ojos siempre deben estar
enfocados en la pantalla: en los hologramas incluso el enfoque debe
realizarse sobre la imagen virtual. Hay que mencionar que la inmersion
solo puede percibirla un usuario, pues la proyeccién sélo es valida desde
su punto de vista. De nuevo en un holograma esto no es asi.

e Los sensores de posicién de las manos pueden utilizarse para girar o
ampliar la escena, interactuar con los elementos de la simulacién o los
parametros de datos representados, etc.

Es importante hacer notar las capacidades de la plataforma de visualiza-
cion en lo relativo al término realidad expandida recientemente acunado. Un

2La desviacién tipica en altura y profundidad de la cabeza no es significativa a efectos
practicos. Por simetria, la anchura no afecta. La desviacién tipica en la distancia entre
ojos igualmente se considera despreciable, si bien en casos extremos se pueden modificar
los pardmetros.
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ejemplo es la mejor explicacion: en una de las aplicaciones implementadas, el
usuario puede coger con su mano una raqueta con la que podra lanzar una
particula a diferentes velocidades y direcciones segun la fuerza con la que
golpee. Al margen del valor cientifico de la misma, el punto importante es
que el usuario ve la raqueta sobre su mano, unida a ella. Y cuando da un
golpe a la pelota con la raqueta, parte del mundo real (la mano del usuario
y su movimiento) se ven entremezclados con el mundo virtual (la paleta y la
pelota). A esto se refiere el término “realidad expandida”. Existen situacio-
nes al representar datos o en simulaciones rapidas en que dichas capacidades
podrian ser tiles, al igual que un ratén de ordenador se ha convertido en
algo imprescindible para cualquier trabajo profesional.

Existen diferentes formas de capturar la posicién de los sensores. Las mas
habituales son:

e Mediante ultrasonidos: se mide el tiempo de vuelo de un pulso de ultra-
sonidos y se obtienen las distancias entre diferentes puntos que carac-
terizan de forma univoca la posicion y la orientacién del sensor. Es un
método preciso pero, al ser los posicionadores la parte econémicamente
mas costosa, las ampliaciones de los mismos son caras.

e Mediante ondas electromagnéticas: en este caso se utiliza el tiempo
de vuelo de una senal de radiofrecuencia. Tiene como inconveniente el
que los elementos conductores en la zona de trabajo pueden perturbar
las mediciones. Econémicamente la situacion es parecida al caso de
ultrasonidos, el nimero de posicionadores caracteriza el precio final y
por tanto las ampliaciones son caras.

e Seguimiento mediante camaras: los posicionadores son esferas reflectan-
tes iluminadas por destellos infrarrojos. Un conjunto de camaras detec-
tan las posiciones de las esferas y procesan internamente las imagenes
para enviar en tiempo real la interpretacion de los datos a un orde-
nador que centraliza la informacién de todas las cdmaras y ofrece la
ubicacién y la orientacién de los posicionadores. La precisién de este
mecanismo depende del nimero de camaras utilizas (de 10 a 20). El
coste de incrementar el nimero de posicionadores es reducido, pues to-
das las camaras monitorizan a todos los posicionadores, y éstos no son
mas que reflectores.
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Se ha elegido la opcién de seguimiento mediante cdmaras ofrecido por la
compania OptiTrack [1] por tener un coste similar a las otras tecnologias pero
un sobrecoste de ampliacién bajo. Eso permitiria en un futuro la capacidad
de interacciones precisas a través de, por ejemplo, el seguimiento de varios
dedos de las manos o parte de los brazos del usuario.

D.2. Software

Un cédigo desarrollado en C++ traduce las escenas tridimensionales ge-
neradas, a partir de datos y simulaciones a representar, en proyecciones bidi-
mensionales para cada ojo. Dicha traduccién la lleva a cabo la tarjeta grafica
del ordenador principal mediante una implementacion libre (Mesa) de la es-
pecificaciéon OpenGL. Ya se ha dicho que en la proyeccién es necesario tener
en cuenta la posicién del usuario para situar su imagen en el mundo virtual
de la simulacién, pero también es necesario para compensar la distorsién cau-
sada por el hecho de que el usuario no ve la pantalla de proyeccién de frente,
sino desde su punto de vista.

Un detalle interesante es el modo de extraer las dos imagenes del PC para
enviarlas a los procesadores. La mayoria de las tarjetas graficas actuales dis-
ponen de salida para dos monitores, dividiendo el escritorio en dos mitades.
Esta propiedad se ha aprovechado del siguiente modo: una vez generadas las
imagenes de cada ojo, se sitian en pantalla una al lado de la otra ocupando
por completo el escritorio. Si ambas salidas de la tarjeta grafica se envian a
los proyectores (fig. D.6), cada uno de ellos recibird una imagen de un ojo.
Este sencillo sistema permite la maxima compatibilidad con el hardware con-
vencional.

En un ordenador secundario se ejecuta el software propietario del sistema
de posicionamiento bajo Windows que puede comunicarse mediante sockets
con otros procesos. Esta capacidad se utiliza para comunicarse, mediante
un proceso puente, con en ordenador principal bajo Linux y asi integrar el
software de representacion, simulacion y visualizacion con el de posiciona-
miento. Asi, el software de las cdmaras ofrece la posicién tridimensional de
los posicionadores del usuario. A partir de dichos datos y las simulaciones,
se procesan las imégenes para cada ojo que, posteriormente, se envian a la
plataforma de visualizacion y, de nuevo, llegan al usuario.

Puesto que es un PC el que controla los posicionadores y otro la visualiza-
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Proyector “ojo izquierdo” IR : Proyector "ojo derecho
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Figura D.6: Envio de im4genes a cada proyector.

cién, la expansién de la plataforma a un sistema CAVE? es inmediata: basta,
con anadir un PC por cada nueva pantalla. Todas estas nuevas maquinas
se conectan al ordenador central que contiene la informacién de los posicio-
nadores gracias a las camaras. Asi, cada PC esclavo conoce la distancia y
posicién relativa a los posicionadores y podra calcular, de forma indepen-
diente, la proyeccion sobre la pantalla asociada a dicha maquina.

D.3. Resultado

Finalmente, se muestran algunas imagenes de la plataforma. Por ejemplo,
el detalle de una camara de seguimiento de posicion (fig. D.7) donde se aprecia
en circulo la serie de diodos led infrarrojos que actiian de flash y en el centro el
objetivo con filtro que solo permite el paso de luz en el infrarrojo cercano, mas
all4 del espectro visible?. En la figura D.8 se aprecia en detalle los proyectores
junto a sus filtros polarizadores y soporte.

La configuracién de la constelacién de camaras se puede ver en la figu-
ra D.9. Se tienen dos circulos principales a diferentes alturas que permiten

3Habitdculo compuesto por entre 3 y 6 pantallas en lugar de paredes, techo y suelo,
sobre las cuales se emiten proyecciones que provocan la sensacién, a un usuario en su
interior, de estar inmerso por completo en un mundo virtual [2].

4Los dispositivos de captura de imdgenes convencionales (ya sean CCD o CMOS) pre-
sentan una sensibilidad en el espectro mayor que la del ojo humano.
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Figura D.7: Detalle de caAmara usada para ubicar los posicionadores.

observar los posicionadores aunque el usuario tape parcialmente la configu-
racion.

Algunas simulaciones son de caracter mas cientifico, para el seguimiento
de particulas dentro de un dispositivo de fusién (fig. D.10) y otras tienen un
caracter mas didactico (figs. D.11 y D.12).

Por 1ltimo, la plataforma puede utilizarse sin seguimiento para presenta-
ciones 3D a grupos numerosos (fig. D.13).
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Figura D.8: Proyectores con filtros polarizadores y soporte.
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Figura D.9: Detalle de la constelaciéon de camaras.
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Figura D.10: Simulacién a tiempo real de particulas lanzadas dentro de la
camara de vacio del TJ-II. En la pantalla se aprecia la “imagen doble” ca-
racteristica de los sistemas de proyeccién en estéreo pasivo: cada una de las
iméagenes se emite en polarizacion ortogonal a la otra.



222 Anexo D: Sistema de visualizacién en estéreo

Figura D.11: Simulacién de particulas cargadas y visualizacién del campo
eléctrico que provocan.
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Figura D.12: Representacion de los resultados de una simulacion de difusion
de tritio en red cristalina.
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Figura D.13: Nutrido grupo de publico con gafas polarizadas.
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