Master Universitario en Profesorado de Educacidn Secundaria Obligatoria,

Bachillerato, Formacidn Profesional y Ensefianzas de idiomas, artisticas y deportivas.

Especialidad de Matematicas

Trabajo Fin de Master

Ecuaciones de segundo
grado: una propuesta
didactica para 32 de ESO

Autor: Maria Marzo Garcia
Director: Miguel Angel Marco

Junio de 2015

«2s  Universidad
108 Zaragoza

1542




w

o O

noom

T o

INDICE

Sobre la definicion del objeto matematico a ensefar...........ccccvvevvvvevveiieeciiee e 1
Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico....................... 4
Sobre los conocimientos previos del alumno. ..........ccccvvevei e 8
Sobre las razones de ser del objeto MatemAtiCo. ...........cceveeriierieiiieiese e, 12
Sobre el campo de ProbIEMAS. .........cvvveiiiie e 15
SODIE 1S tECNICAS. ...evveeiie ettt e e e e sre e nae e 17
Sobre las tecnologias (justificacion de 1as tECNICas). .......cccveevivveeriiveeiiiieeiiiee e 21
Sobre la secuencia didactica y SU CroNOGrama. .........c.ceveerveerveerieesiieesnee e 24
SODIe 12 €VAIUACION. ........eveeiiie ettt 40
Sobre la bibliografia y paginas Web. ...........cccove i 59

N 1= (0 1T 61



Trabajo Fin de Méster 3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”

A. Sobre la definicidon del objeto matematico a ensefar.

El objeto matematico que se pretende ensefiar a lo largo de esta memoria, son las
ecuaciones de segundo grado.

Una ecuacion es una igualdad matematica entre dos expresiones algebraicas,
denominadas miembros. En cada miembro podemos encontrar uno 0 mas términos, y a
su vez, éstos pueden contener numeros y letras. Una ecuacion relaciona los valores

conocidos (nimeros) con los valores desconocidos o incognitas (letras).

Segun el nimero de incognitas y el término de mayor grado, estaremos hablando de
diferentes tipos de ecuaciones. En esta propuesta, nos centramos en ecuaciones con una
Unica incognita, que llamaremos x, y en las ecuaciones en las que el mayor grado del

exponente es 2.

Para resolver una ecuacion, debemos encontrar qué valores de la incognita hacen que
la igualdad entre los dos miembros se cumpla. Estos valores es lo que llamaremos

solucion de la ecuacion.

El objeto matematico presentado se sitta en el tercer curso de Educacion Secundaria

Obligatoria de la asignatura de Matematicas.

Segun se establece en la Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de
Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la Educacion
Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacién en los centros docentes de la
Comunidad auténoma de Aragén, los contenidos minimos de tercer curso de esta etapa

del bloque de Algebra son los siguientes:
Bloque 3. Algebra

- Expresiones algebraicas. Interpretacion y escritura de expresiones
algebraicas.

- Analisis de sucesiones numéricas. Progresiones aritméticas y geométricas.
Sucesiones recurrentes. Las progresiones como sucesiones recurrentes.

- Curiosidad e interés por investigar las regularidades, relaciones y

propiedades que aparecen en conjuntos de nimeros.
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- Uso del lenguaje algebraico para expresar relaciones numéricas en
sucesiones, tablas o enunciados de problemas. Traduccion de situaciones del
lenguaje verbal al algebraico.

- Utilizacion de técnicas y procedimientos algebraicos para simplificar o
desarrollar expresiones literales sencillas, aplicando la jerarquia de las
operaciones y las reglas de uso de los paréntesis. Igualdades notables.

- Resolucion algebraica de ecuaciones de primer grado. Sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incAgnitas. Interpretacion de las soluciones.
Ecuaciones de segundo grado.

- Resolucion de problemas mediante la utilizacién de ecuaciones, sistemas y
otros métodos personales. Valoracion de la precision, simplicidad y utilidad del

lenguaje algebraico para resolver diferentes situaciones de la vida cotidiana.

El bloque de Algebra lo encontramos entre el blogue de Nimeros y el de Geometria,
y los criterios de evaluacion presentes en esta misma orden, que hacen referencia a

nuestro objeto matematico son los siguientes:
Criterios de evaluacion

- Expresar mediante el lenguaje algebraico una propiedad o relacion dada
mediante un enunciado. Se pretende comprobar la capacidad de extraer la
informacion relevante de un fendémeno, expresado mediante un enunciado o0 una
tabla, para transformarla en una expresion algebraica.

- Resolver problemas de la vida cotidiana en los que se precise el
planteamiento y resolucion de ecuaciones de segundo grado. Se pretende
comprobar la capacidad para trasladar al lenguaje algebraico enunciados de
problemas, para aplicar las técnicas de manipulacion de expresiones literales,
para traducir el resultado al contexto en el que se enunci6 el problema y para

comprobar la validez de dicho resultado.

En el campo de problemas propuesto para las ecuaciones de segundo grado, se hara
una clasificacion en base al entorno, y también seguln la técnica aplicada en cada uno de

ellos. He querido realizar esta clasificacion, ya que en estas ecuaciones hay una clara
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diferenciacion en la técnica a aplicar; segun sean ecuaciones de segundo grado
completas o incompletas. Todo esto se explicara en detalle en el apartado E sobre el

campo de problemas.

En cuanto a las técnicas y sus justificaciones, se presentaran en el aula de manera que
los alumnos puedan reflexionar y ver la razén por la cual dichas técnicas presentadas
funcionan. Ademas, irdn acompafiadas de ejemplos précticos para conseguir que el

alumno adquiera una mayor destreza y agilidad a la hora de aplicarlas.

Ademas, se presentara la formula que permite resolver ecuaciones de segundo grado
completas, acompafiada de su justificacién para que los alumnos puedan ver que dicha
formula se ha obtenido a través de una serie de pasos realizados a partir de la forma
candnica general. Todo esto se explicara con mas detalle en los apartados F y G sobre

las tecnicas y tecnologias, respectivamente.
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B. Sobre el estado de la enseflanza-aprendizaje del objeto matematico.

Basandome en la observacion en diversos libros de texto de 3° de ESO, se puede
concluir que, de manera general, la justificacion de la introduccion de las ecuaciones
suele aludir habitualmente a fragmentos de historia matemética que despierten cierta

curiosidad ante los alumnos.

En el libro de texto de 3° de ESO de la editorial Edebé se puede encontrar un
fragmento de historia para justificar la introduccion de las ecuaciones, y mas
genéricamente para la introduccion de las expresiones algebraicas. En él, nos narran
brevemente cémo fue el paso de representar nimeros mediante letras, a comenzar a
representarlos a través de simbolos propios. Asi, el paso de la aritmética al algebra es lo

que en este libro de texto se usa como introduccion del objeto matematico a ensefiar.

En el libro de texto de 3° de ESO de la editorial SM, las ecuaciones de segundo grado
las encontramos en el mismo tema que las ecuaciones de primer grado y los sistemas de
ecuaciones. Asi, para comenzar el tema encontramos el siguiente problema de

ecuaciones de primer grado basado también en la historia de las matematicas.

En 1858, el egiptologo escocés A. Henry Rhind comprd un
papiro que habia sido encontrado en las ruinas de un an-
tiguo edificio de Tebas.

En €l aparece el siguiente problema:

“Un montdn y un séptimo del mismo es igual a 24"
En notacién moderna, la ecuacidn lineal correspondiente
seria: x + = x = 24
Seria: x 7 X
El autor del papiro fue el escriba Ahmes, quien lo escribié
hacia el ano 1650 a.C., a partir de otros escritos anterio-
res. Asl pues, para llegar al actual método de resolucidn

de ecuaciones lineales han tenide que transcurrir cerca de
4000 afios.

Templo de Luxor (Egiptal

En el libro de texto de 3° de ESO de la editorial Algaida, las ecuaciones de segundo
grado aparecen en un tema por separado, y la introduccién de ellas se ve motivada por

un problema geométrico, proponiendo su resolucion por tanteo.
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Con frecuencia necesitamos determinar una cantidad
desconocida, a. La informacion que se nos suminis-
tra, para ello, es una relacidn en la que interviene di-

El drea de un rectingulo se obtiene multiplicando la
longirud del ancho por la del large. Como las dos di-
mensiones son desconocidas, identificamos una de

ellas con una incognita: x; si €l ancho es x, el largo
a5 x+ 2. Planteamos la ecuacidn x - (x + 2) = 24; al

cha cantidad. Ejemplos de relaciones son:

Enunciado verbal | Expresion | Observaciones resolverla, por tanteo, obtenemos las longindes del
algebraica ancho y del largo. ’

Eltriple de un 9.5=0. |Serefiereaun B Copia y completa la Tabla 1 hasta obtener estas

niimero vale 9. mmiltiplo. longitudes.

El cuadrado de una a' =64, Se refiers a una Ancho: x| Largo:x+2 | Amsaxe (x+2)

cantidad es 64, notengla. = am amt e

Elcuadradodeun | #£-3-2=55 m T am?

niimero, manos su Tm =

triple, vale 55.

B Después de hacer un armario empotrado de 1 m
de anchurz, a lo largo de una pared, queda una
superficie cuadrada de 25 m? (qué dimensiones
tiene esta habitacién? Resumimos esta situacion:

El dlgebra proporciona una notacién y unas reglas que
permiten calcular una cantidad desconocida a partir
de una relacién establecida; veamos un ejemplo:

Los padres de Luisa han comprado una vivienda y Maodela a I:; rulaﬁ:ﬂ
en el plano observan que una de las habitaciones es " "
id i i o

rectangular; su rez es de 24 m’ y mide 2 m mds de Amado | ¢ Superticie rectangular
largo que de anche. Para distribuir los muebles ne- ¥ + %2 Laa‘jsonqédfl 1m|:1 pra—
cesitan saber la longinud de cada pared. ;Como ha- | ix o

4 H i La superficie cuadrada .
cer este cdlculo? ¥ v restante mids 25 m? | R

X |

Con una cinta métrica, en la obra, o una regla gra-
duada, en el plano, se puede obtener la longitud de
cada pared, ef dlgebra permite calcular dichas longi-
tudes sin realizar mediciones.

Describe una situacién que se pueda expresar con
notacién algebraica. :

En esta propuesta de ensefianza, la justificacion de la introduccion del objeto
matematico a ensefiar, parte de conectar la realidad con las matematicas, es decir, partir

de problemas reales que despierten el interés del alumno por saber solucionarlos.

Habitualmente, en los libros de texto se presentan una gran cantidad de problemas de
distintos tipos que se resuelven mediante ecuaciones. Se muestran algunos de ellos
resueltos paso a paso, pero la gran mayoria quedan propuestos para su resolucion por

parte del alumno.

Para resolver ecuaciones de segundo grado incompletas, los libros de texto presentan

paso a paso la técnica a aplicar con su justificacion.
Asli, en las ecuaciones sin término en x: ax? + ¢ = 0, se muestran los pasos a seguir
hasta despejar la incognita: x? = —§ — x=* f—g , Y en las ecuaciones sin término

independiente: ax? + bx = 0, se justifica su resolucion sacando factor comin a la

incognita x, e igualando a cero cada uno de los factores: (ax + b) - x = 0 de manera

. b
que las soluciones son: x; = —=, X = 0.

Para las ecuaciones de segundo grado completas de la forma ax? + bx + ¢ =

0 (a # 0), en todos los libros de texto se presenta la formula general:



Trabajo Fin de Méster 3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

Sin embargo, no en todos ellos se presenta su justificacién. Se suele incluir en los
libros de texto mas antiguos, como ocurre en el de la editorial Algaida mencionado

anteriormente.

Resolucién de una ecuacion de segundo grado

Existen distintos procedimientos de resolucién de una ecuacion de se-
gundo grado, aunque el mis usual es el de la formuia t:smdmf!ma..
Para resolver la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0, procedemos como sigue:
Primero. La transformamos en su equivalente completando cuadrados:
X+ Ba-x+ca=0
2+ Wa- x=-ca
2+ ba- x+ (W) = ~c/a+ (b/2a)
(x+ b2aF = —c/a + (W2a)*
(x+ B2d° = ~c/a+ Bl4d
(x+ 820" = (B —dad) / 44
Segundo. Obtenemos la raiz cuadrada:
Jix + bi2ay =+ (b* - dac)/ 4a = x+ bla=+ \ (B - dad) 2a
x+ W2a=— (F - 4ad /2a

Tercero. Calculamos las soluciones despejando x:

[+ - dac| ) . )
= 24 (bt ./ - dac)
. o abreviadamente x= 27 =
|-/ (& — 4ac) 2
% 2a

Los libros de texto que no muestran la justificacion para la formula general de las
ecuaciones de segundo grado, lo razonan debido a que suponen que €S un Proceso
“largo y complicado” para ¢l curso de 3° de ESO. Asi, los alumnos deben dar por
demostrada dicha formula y Unicamente deben saber aplicarla adecuadamente en los

ejercicios y problemas propuestos.

Finalmente, a partir de la formula general, los libros de texto también presentan la
técnica de calcular el nimero de soluciones reales de una ecuacion de segundo grado, a

partir del discriminante A = b2- 4ac.

Para todas estas técnicas mencionadas, en los libros de texto se presentan ejemplos y
una gran cantidad de ejercicios para que el alumno adquiera habito y agilidad a la hora

de aplicarlas.

Ademas, también se presentan en los libros de texto los pasos a seguir para resolver

problemas mediante ecuaciones; identificar los datos conocidos y desconocidos,
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relacionarlos mediante una ecuacién, y finalmente resolver e interpretar los resultados

obtenidos en base al contexto en el que nos encontremos.

Segin M. Ferndndez Reyes (1983), la mayor dificultad que los alumnos suelen
encontrar en el tema de ecuaciones se debe principalmente a la falta de practica con el
lenguaje matematico. El prestar una gran atencion al lenguaje simbolico desde los
primeros cursos de la Secundaria, ofrece ventajas que ayudan al alumno a interiorizar
los conceptos necesarios para comprender con posterioridad los siguientes temas. Asi,
para realizar una buena ensefianza en el tema de ecuaciones, es necesario partir de una

buena base en el lenguaje matematico y en el manejo de las expresiones algebraicas.

Centrandonos mas concretamente en la ensefianza de las ecuaciones de segundo
grado, y basdndome en la experiencia del Practicum, puedo concluir que para la
resolucién de ecuaciones de segundo grado, los alumnos se aprenden la férmula general
de memoria, sin ningun fundamento que la justifique. Asi, esta forma de ensefianza
produce diversos errores en el aprendizaje de este objeto matematico. Los alumnos
suelen olvidar la formula, y por tanto ya no saben resolver la ecuacién con otro método.
Por ello, en esta propuesta nos centraremos en el proceso seguido hasta llegar a dicha
formula para que los alumnos puedan deducirla paso a paso y resolverlas mediante otra

técnica completando cuadrados.

Ademas, otro de los errores cometidos por los alumnos al resolver ecuaciones de
segundo grado completas se da al aplicar la férmula, sustituyendo incorrectamente las

letras debido a la falta de comprension.

Por otro lado, en las ecuaciones de segundo grado incompletas, debido a su mayor
simplicidad, se suelen presentar las justificaciones de cada una de las técnicas. Por ello,
la ensefianza de estas ecuaciones produce un menor numero de errores. Aun con ello,
los alumnos suelen olvidar la solucion negativa de las ecuaciones de segundo grado
incompletas en las que falta el término literal, y tienden a olvidar la solucion x = 0 de
las ecuaciones de segundo grado incompletas en las que falta el término independiente.
Asi, para intentar solventar este error, los alumnos deben recordar que este tipo de
ecuaciones siempre presentan dos soluciones reales, y por tanto, si en la solucion solo

reflejan una de ellas, podran observar que han olvidado la otra.
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C. Sobre los conocimientos previos del alumno.

Para que el alumno afronte el aprendizaje de las ecuaciones de segundo grado en
tercero de Educacion Secundaria Obligatoria, es necesario que parta de unos

conocimientos previos adquiridos en cursos anteriores.

En los problemas y ejercicios que se plantean a lo largo de esta propuesta, se
requieren ciertos conocimientos previos para poder afrontarlos en su totalidad. En
cuanto a los bloques de NUmeros y Geometria, los alumnos deberan saber calcular el
minimo comin multiplo de varios nimeros naturales, operar con nimeros enteros y con
fracciones, conocer las reglas de jerarquia de operaciones, calcular perimetros y areas de
cuadrilateros y triangulos, calcular el volumen de un ortoedro, y calcular la longitud y el

area de una circunferencia.

Ademas, el alumno debera conocer de antemano algunos conocimientos del blogue
de Algebra; como traduccion de expresiones del lenguaje ordinario al lenguaje
algebraico, célculo del valor numeérico de una expresion algebraica, simplificacion y
desarrollo de expresiones literales, identidades notables, resolucién de ecuaciones de

primer grado, y transformacidn de ecuaciones en otras equivalentes.

Todos estos contenidos estan presentes en la Orden de 9 de mayo de 2007, del
Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de
la Comunidad autébnoma de Aragon, y son contenido minimo estudiado por el alumno

antes del comienzo de las ecuaciones de segundo grado.

Esta propuesta de ensefianza se basa en gran parte en la resolucion de problemas. Por
ello, el alumno debe ser capaz de desarrollar estrategias y técnicas para abordarlos, y

comprender las relaciones matematicas que surgen de ellos.

Debido a que nos encontramos en tercero de Educacion Secundaria Obligatoria, es de
esperar gque en los cursos anteriores de Educacion Primaria y Secundaria Obligatoria, se
hayan visto todos estos contenidos previos. Sin embargo, esto no siempre es asi, por lo
que se realizara la siguiente prueba inicial para comprobar los conocimientos de los que
parten los alumnos. En base a lo observado, se podra dedicar mayor tiempo al repaso si

los conocimientos de los alumnos no fueran los suficientes.
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PRUEBA DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

EJERCICIO 1:

Calcula el minimo comdn multiplo de las siguientes series de nimeros:

a) 6,8y15
b) 9,21y 36

EJERCICIO 2:

Realiza las siguientes operaciones:
A (3+3)-(2+7)
03+
9(G-1)(G-2)

EJERCICIO 3:

Calcula:
a) z de 252
3
b) 2 de 35
5

EJERCICIO 4:

Calcula el perimetro y el area de las siguientes figuras:

6cm
10cm
5cm
3cm
4cm
EJERCICIO 5:

Calcula la longitud y el area de la siguiente circunferencia:
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EJERCICIO 6:

Calcula el volumen de la siguiente figura:

4cm

5¢cm

10cm

EJERCICIO 7:

Traduce a lenguaje algebraico las siguientes expresiones:

a) El cubo de un nimero.
b) Lasuma de los cuadrados de dos nimeros.
c) Lasuma entre un nimero par, y el triple del siguiente par.

d) Las dos terceras partes de la suma de dos nimeros.

EJERCICIO 8:

Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones:

a) 3x2+2x—1 si x=2
b) 2x+3y—x?+y?six=1y=-1

EJERCICIO 9:

Realiza las siguientes ecuaciones de primer grado:

a) 32x+1)—(x+2)=2x—-3(x—-1)

xX—2 x—4 x—3

b) =

10
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8x—1
d) 2(x — 3) + 10x = —
e) x—1 _ 3x—10 + xX—2
2 5 3
EJERCICIO 10:

Simplifica las siguientes expresiones:

a) 3x% + 2x + 5x — 2x?
b) 5x(2x —1) +3x—2
¢) 2(x — 1) — (3x + 5)
d (x+1D)2=x2+2x+1
e) (x+2)(x—2)=x2—-4

3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”
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D. Sobre las razones de ser del objeto matematico.

Para la introduccion de las ecuaciones de segundo grado en el curso 3° de ESO se
planteardn una serie de problemas en los que sea necesario el uso de este objeto
matematico.

Una de las razones de ser que se tendran en cuenta, seran problemas geométricos del
paso de area a longitud, como por ejemplo:
< Un campo cuadrado tiene de area 784 m?2. ;Cual es la longitud del lado del campo?
< Una plaza de toros circular tiene un area de 2826 m? aproximadamente. ;Cudl es el

didmetro de la plaza de toros?
< Un triangulo isésceles rectangulo presenta un area de 288 cm?. ;Cuéanto mide la base

y la altura de dicho tridngulo?

Otra razon de ser que se empleara, son problemas en los que se plantea un sistema de
ecuaciones en el que interviene una ecuacion de segundo grado, como por ejemplo:
++ Halla dos nimeros enteros tales que su suma sea 61 y su producto 900.
%+ ¢Qué dos nimeros enteros cumplen que la diferencia entre el mayor y el menor es 5

y su producto es 500?

Las razones de ser que se introducen en esta propuesta didactica coinciden en su
totalidad con las razones de ser historicas que dieron origen a las ecuaciones de segundo
grado. La necesidad de encontrar una solucion ante determinados problemas es la base
para introducir este objeto matematico en su razon de ser. Ademas, al igual que se
refleja en esta memoria, la mayoria de estos problemas que introducen las ecuaciones de
segundo grado son problemas geométricos, ya que las matematicas de la antigiiedad

estaban basadas principalmente en la geometria.

La palabra “algebra” proviene de la palabra arabica al-jabr que significa “restaurar”,
que aparece en el titulo del libro “Hisab al-jabr w"al-mugabala”, un trabajo sobre la
solucion de ecuaciones, escrito en Bagdad cerca del afio 825 por el matematico y
astrbnomo arabe Al- Khwarizmi (780-850). En este contexto, los términos “al-jabr” y

“al-mugabala” se utilizan para denominar lo que nosotros entendemos por transposicién

12
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de términos y posterior simplificacion de términos semejantes con coeficientes

negativos y positivos.

Al-Khwarizmi es considerado el padre del algebra, y en su tratado nos explica la
forma de resolver una ecuacion de segundo grado sin conocer la férmula que utilizamos

hoy en dia. Al- Khwarizmi plantea el siguiente problema:

“Un cuadrado y diez raices es igual a treinta y nueve dirhems. ¢ Cuanto vale la raiz

del cuadrado?”
Este enunciado traducido al lenguaje algebraico corresponde a la ecuacion:
x%+410x = 39

Para resolverlo, Al- Khwarizmi representd x? por un cuadrado de lado x, y 10x por
dos rectangulos de lados x y 5 (por lo tanto cada rectangulo tiene area 5x), conforme la
figura abajo. El cuadrado extra de &rea 25 completa el cuadrado de lado x + 5, cuya
area sera igual a 25 + 39, pues 39 es el valor de x2 + 10x. De esta forma, el cuadrado
grande de lado x + 5, tiene area 25 + 39 = 64, y por tanto su lado sera 8, que es la raiz

cuadrada de 64. Por tanto, x + 5 = 8, y asi la solucion de la ecuacion es x = 3.

[
]
ol
et
-

Es interesante que los alumnos conozcan también esta forma geométrica de
completar cuadrados que utilizaba Al- Khwarizmi para resolver ecuaciones de segundo
grado. Por ello, en una de las sesiones se reflejara este mismo ejemplo realizado con

este método gréfico.

13
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Al comenzar el nuevo tema de ecuaciones de segundo grado, el docente les planteara
a los alumnos los problemas propuestos anteriormente como razén de ser. La
metodologia que se seguird en el aula sera que los alumnos, de forma grupal, intenten
resolverlo e investiguen la manera de hacerlo. Los grupos de trabajo seran realizados
por el docente, de manera que en cada uno de ellos cuatro alumnos y de forma que en
cada uno de los grupos haya un alumno responsable, estudioso y esté dispuesto a
ayudar, otros dos alumnos estandares, y otro alumno con necesidad de que le ayuden.

El objetivo es que perciban la necesidad de introducir un nuevo objeto matematico
para resolver el problema propuesto. La manera en que los alumnos resuelvan el
problema puede ser muy variada, desde tanteando con diversos valores, hasta aplicando
algin método visto anteriormente. Una vez que los alumnos han intentado resolver el
problema, se comentaran los resultados obtenidos y el método empleado hasta llegar a
dicha solucion. Si los alumnos no consiguen resolverlo, el docente les facilitara alguna
idea y volvera a dejar tiempo para que los alumnos lo intenten. Asi, finalmente entre

todos se comentara la resolucion y los pasos seguidos hasta Ilegar a la solucién.
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E. Sobre el campo de problemas.

Los problemas de ecuaciones de segundo grado que se presentaran en el aula seran
clasificados en base al contexto en el que nos encontremos, y en base a la técnica
empleada para su resolucién segun el tipo de ecuacién de segundo grado presente en el
problema. Asi, el contexto de los problemas planteados podra ser: edades (C1),
situaciones formales (C2) o geométricos (C3), y la técnica empleada segun el tipo de
ecuacion podra ser: ecuacion de segundo grado incompleta del tipo ax? + ¢ =0,a # 0
(T1), ecuacion de segundo grado incompleta del tipo ax? + bx = 0,a # 0 (T2), o

ecuacion de segundo grado completa (T3).
En el aula se presentaran los siguientes problemas de ecuaciones de segundo grado:

1. La mitad del cuadrado de la edad de mi madre es 450. ;Cuantos afios tiene mi
madre? (C1-T1)

2. ¢Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 15 da exactamente su
cuadrado? (C1-T2)

3. Laedad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24 afios la edad del
padre sera el doble de la del hijo. ¢Cuantos afios tiene ahora cada uno? (C1-T3)

4. Si multiplicamos la tercera parte de cierto nimero por sus tres quintas partes,
obtenemos 405. ¢Cudl es ese nimero? (C2-T1)

5. Calcula un namero distinto de 0 de manera que, dos veces su cuadrado sea 7 veces
dicho niamero. (C2-T2)

6. Hallar dos nimeros positivos consecutivos cuyo producto sea 380. (C2-T3)

7. Calcular dos nimeros naturales impares consecutivos cuyo producto sea 195. (C2-
T3)

8. Descompon 8 en dos factores cuya suma sea 6. (C2-T3)

9. El érea de un terreno circular es de 100 m2. Calcula la longitud del radio de dicho
terreno. (C3-T1)

10. Un depdsito de agua tiene forma de ortoedro cuya altura es 10 m y su capacidad
4000 m3. Hallar el lado de la base sabiendo que es cuadrada. (C3-T1)

11. Los catetos de un triangulo rectangulo suman 18 cm y su area es 40 cm?. Halla los

catetos de este tridangulo. (C3-T3)
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12. Uno de los lados de un rectdngulo es 5 unidades mayor que el otro, y el area mide

50 m2. Calcular las dimensiones del rectangulo. (C3-T3)

Para la implementacién de todos estos problemas en el aula, de manera anéloga a la
metodologia empleada con los problemas de razén de ser, los alumnos reflexionaran la
manera de resolverlos, y a partir de ahi, junto con el docente se comentard dicha
resolucion. El objetivo es que los alumnos investiguen y exploren por ellos mismos y
puedan llegar a encontrar la técnica que les lleve a la resolucion. Este proceso se

indicard con mas detalle en el apartado H sobre la secuencia didactica.

Tras la realizacion de cada uno de estos problemas, los alumnos seran capaces de
resolver ecuaciones de segundo grado incompletas, y completas mediante el método de
completar cuadrados. Por tanto, para que puedan resolverlos mediante la formula
general, es necesario realizar modificaciones de la técnica de completar cuadrados, y
llegar asi a otro metodo de resolucion mas rapido que el adquirido con los problemas de

razon de ser del objeto matematico.
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F. Sobre las técnicas.

Los ejercicios de ecuaciones de segundo grado que se presentaran en el aula son los

siguientes:

1. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) x2=1
b) x(x —5) =0
c) x? =64
dx?2=0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas de segundo grado:

a) x2—4=0 e) x(2x—3) =10

b) 3x2 —7 =20 f) 7x2=x

c) 5x2—-2x=0 g) x?+5x = 3x — x?

d) 25x2—-1=0 h) 2x24+3—-8=5+6+ x?

3. Completa cuadrados en las siguientes ecuaciones de segundo grado completas:
a) x2—4x+1=0
b) x2+6x—8=0
c) x2+16x+64=0
d)3x2—-12x+1=0
e) 3x2—4x—-5=0
f) 2x2+4x+5=0

4. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado completas:
a) x?+x+4=0
b) 4x> +4x+1=0
c) 3x2—11x—4=0
d) (x—3)(x—-1)=15

x+1  10x2%243x  x2
e) + =—+
2 8 4

@ | v
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R

1
2 __ —_
) x x+4

x242  x%4x  3x+1
5 2 10

ecuaciones de segundo grado:
a) x24+5x—3=0

b) 4x2 —4x+1=10

c) 2x2+3x+2=0
d)x24+2x=0

e) x2—-16=0

3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”

Determina, sin resolver la ecuacion, el nimero de soluciones de las siguientes

Para resolver estos ejercicios propuestos de ecuaciones de segundo grado, las

técnicas necesarias son:

Resolucién de ecuaciones de sequndo grado incompletas:

o Ecuaciones en las que falta el termino literal:

1. ax?+¢c=0

2. ax® = —c
3. x2:__c
a
—-C
4, x =+ [—
a

- P ., . —C
La ecuacion tendra solucidn real siempre y cuando — = 0.
a

o Ecuaciones en las que falta el término independiente:
1. ax?+bx =0

2.x(ax+b)=0

-b
3. x=0, ax+b=0— xzj
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- Resolucién de ecuaciones de sequndo grado completas:

Para resolver ecuaciones de segundo grado completas, se comenzara con la
técnica de completar cuadrados, para posteriormente deducir la formula general.
o Completar cuadrados:

Para explicar esta técnica en el aula, se procederd mediante diversos ejemplos
practicos que se reflejaran en el apartado H sobre secuenciacién. Una vez
mecanizada esta técnica, se pasara a la resolucion de ecuaciones de segundo grado
mediante la formula general. Asi, los alumnos veran otra técnica de resolucion

menos costosa que la vista hasta el momento.

o Férmula general:

Para resolver una ecuacion de segundo grado completa de la forma ax? +
bx + ¢ = 0, también se puede usar la siguiente formula:
_ —bxvb?-4ac

2a

X Y analizamos el nimero de soluciones de la ecuacién mediante

la técnica que se describe a continuacion.

- Numero de soluciones de una ecuacién de sequndo grado:

Se llama discriminante a A= b? — 4ac

. I : —b+VA -b—VA
e SiA> 0, laecuacion tiene dos soluciones: x; = g Y X2 =

2a

e Si A< 0, la ecuacion no tiene soluciones reales.
) e, . , . ., -b )
e Si A= 0, la ecuacion tiene una Unica solucién: x = oo En este caso, se dice que
a

la solucién es doble.

- Resolucién de ecuaciones de sequndo grado (método general)

1. Se quitan los paréntesis, si los hay, mediante la propiedad distributiva del
producto.

2. Se quitan los denominadores, si los hay. Para ello se multiplican ambos miembros
de la ecuacion por el minimo comun mdltiplo de los denominadores y
posteriormente se simplifica de manera que se supriman los denominadores de la

ecuacion.
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3. Se agrupan los términos pasandolos todos al primer miembro.
4. Se detecta si la ecuacion de segundo grado es completa e incompleta, y se aplican

las técnicas anteriores en funcién de ello.

Para resolver problemas ecuaciones de segundo grado, la técnica que se presenta es

la siguiente:

1. Leer y comprender el problema.

2. ldentificar los datos conocidos y las incognitas, es decir, que expresen qué es la
incognita.

3. Plantear la ecuacion.

4. Resolver la ecuacion.

5. Interpretar los resultados obtenidos en base al contexto del problema.

Todas las técnicas presentadas para ecuaciones de segundo grado son adecuadas al
campo de problemas de esta propuesta, salvo la técnica de calcular el nimero de
soluciones de una ecuacién de segundo grado, la cual no se aplica en ninguno de ellos.
Para resolver los problemas, se precisa de una buena comprension del enunciado para
plantear adecuadamente la ecuacion y, una vez concluido esto, basta con aplicar las
técnicas de resolucion de ecuaciones de segundo grado, segun el problema. Al resolver
la ecuacion se debe interpretar el resultado obtenido en base a los datos del problema.

Ademas, todas estas técnicas se presentaran motivadas por problemas que muestren
su razon de ser y acompariadas posteriormente de ejemplos practicos. Una vez vistas las
técnicas, el docente realizard con los alumnos algunos de los ejercicios planteados
anteriormente. El resto los debera resolver el alumno, como se indicard con mas detalle

en el apartado H sobre la secuencia didéactica.
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G. Sobre las tecnologias (justificacion de las técnicas).
En esta propuesta didactica, todas las técnicas presentadas para la resolucion de

ecuaciones de segundo grado seran justificadas en el aula.

Las tecnologias asociadas a la resolucion de ecuaciones de segundo grado
incompletas estan justificadas paso a paso en el apartado de técnicas, y son realizadas
por parte del docente con la colaboracion de los alumnos.

En cuanto a las ecuaciones de segundo grado completas, el docente justificara la
formula general para la resolucion de ecuaciones de segundo grado completas,
siguiendo los pasos empleados en la técnica de completar cuadrados, manteniendo la

equivalencia de ecuaciones. Asi, la tecnologia asociada a dicha técnica es la siguiente:
Dada la ecuacién de segundo grado completa: ax? + bx + ¢ = 0:
1°. Dividimos ambos miembros por a:

, b c
x*+=-x+-=0
a a

2°. Pasamos el término independiente al otro miembro:

) c
xX“+=x=—-=
a a

3°. Completamos cuadrados en el primer miembro obteniendo un cuadrado perfecto,

mas un valor entero:

4°, Pasamos el término independiente del primer miembro al segundo miembro:

<+b>2_b2 c
x 2a)  4a? a

<+b>2_b2—4ac
x 2a)  4a?
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5°. Realizamos el cambio de variable:

2= X T
b? — 4ac
4q?

z% =

6°. Resolvemos la ecuacion de segundo grado incompleta resultante:

_ . b? — 4ac
Z= = 4q2
B +Vb? — 4ac
Z= 2a
7°. Deshacemos el cambio de variable:
b Vvb? — 4ac
z=x+—=+——
2a 2a
B b +\/b2—4ac_ —b + Vb? — 4ac
= 2a 2a N 2a

Ademas, acompafada de esta tecnologia, el docente les presentara a los alumnos la

forma grafica de llegar a la formula general a partir de la ecuacion:

5 bx ¢
x*+—+—-=0
a a

. 22 b

2a
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A lo largo de esta propuesta didactica, el alumno debe pasar por diferentes momentos
para llegar a la institucionalizacion de los distintos aspectos del objeto matematico a

ensefar.

Para ello, el alumno debe enfrentarse a un primer encuentro donde vea la necesidad
de introducir un nuevo objeto matematico que hasta entonces no habian visto. Esto
ocurrira en la primera sesién, donde el docente les presentara un problema geométrico
en el que deberan plantear una ecuacion de segundo grado. Asi, mediante el intento de
resolver diferentes problemas en los que se usa este objeto matematico, el alumno se
sitia en el momento exploratorio, donde intenta encontrar y elaborar técnicas que
permitan resolver los problemas propuestos por el docente. Una vez que el estudiante ha
encontrado las técnicas que permitan resolver dichos problemas, se situara ahora en el
momento de constitucion del entorno tecnolégico-teodrico, donde debera reflexionar y
explicarse la razon de que funcionen las técnicas. Este paso sera llevado a cabo por el
docente, mediante la explicacion de cada una de las técnicas necesarias y la justificacion
de cada una de ellas. Asi, mediante la realizacion de diversos ejercicios, los alumnos
reforzardn cada una de las técnicas presentadas, volviéndolas mas eficaces vy

adquiriendo una mayor destreza.

Finalmente, tras todos estos pasos realizados, nos encontraremos entonces en el
momento de institucionalizacion, donde las técnicas que han demostrado ser Utiles y las
tecnologias que las justifican, se incorporan al acervo cultural matematico de la clase

para poder ser citadas cuando sea necesario.
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H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma.

La secuenciacion que se seguira para llevar a cabo esta propuesta didactica sera la

siguiente:
SESION 1: Iniciacion y repaso.

Durante esta primera sesion se realizara la prueba de conocimientos previos expuesta
en el apartado C sobre conocimientos previos. Una vez analizados los resultados de la
prueba, se podra dedicar una sesion adicional para reforzar todos aquellos conceptos
que peor hayan respondido los alumnos, y en los que mas errores hayan cometido.

SESION 2:

Durante esta sesion se introducira el objeto matematico a ensefiar. Para ello, se
comenzara planteando a los alumnos algunos problemas de razon de ser de ecuaciones

de segundo grado.

Mediante trabajo en grupos, los alumnos trataran de buscar la solucion del siguiente

problema:

“Un campo cuadrado tiene de area 784 m?. ;Cudl es la longitud del lado del

campo?”’

Se trata de un problema en el que se plantea una ecuacion de segundo grado
incompleta en la que falta el término literal. Se dejara tiempo a los alumnos para que
piensen por ellos mismos e intenten buscar alguna técnica que lo solucione. Si los
alumnos tuvieran dificultades en plantear la ecuacién, el docente les daria alguna

indicacion que les ayudase.

Cabe esperar que algunos alumnos intenten resolver el problema mediante tanteo,
otros realizaran la raiz cuadrada, pero lo méas probable es que, al tratarse de longitudes,

la mayoria no se percaten de la solucidn negativa de la ecuacion de segundo grado.

Una vez que el problema ha sido resuelto por los alumnos, se comentara entre todos
los pasos gue han seguido hasta solucionarlo, si son correctos o no, y el porqué de cada

uno de ellos. Asimismo, el docente les dejara perfectamente indicado la solucidén
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negativa de la ecuacion, aunque en este caso, por el entorno del problema no tenga

sentido.

Asi, se les dejara otros problemas de razén de ser geométricos, que deberan intentar

resolver siguiendo esta misma metodologia:

- Una plaza de toros circular tiene un area de 2826 m? aproximadamente. ¢Cual
es el didmetro de la plaza de toros?

- Un triangulo isésceles rectangulo presenta un area de 288 cm?. ;Cuanto mide la
base y la altura de dicho tridngulo?

En estos problemas también se tratan ecuaciones de segundo grado incompletas en
las que falta el término literal, por lo que los alumnos, una vez realizado el primer
problema, es de esperar que presenten menos dificultades. Sin embargo, en estos
problemas el coeficiente de x? no es ménico, por lo que deberan percatarse de este

detalle y trasponer dicho término.

Una vez realizados y comentados cada uno de ellos, se les planteara de la misma
manera otros dos problemas de razon de ser en los que intervienen sistemas de

ecuaciones.

- Halla dos numeros enteros tales que su suma sea 61 y su producto 900.
- ¢Qué dos numeros enteros cumplen que la diferencia entre el mayor y el menor

es 5 y su producto es 500?

En ellos, los alumnos deberan plantear, tras varios pasos realizados de antemano, una
ecuacion de segundo grado completa. Es de esperar que en estos problemas presenten
mayores dificultades al llegar a la ecuacion. De la misma manera que en los problemas
anteriores, el docente realizara las indicaciones pertinentes como ayuda a los alumnos.
Algunos alumnos intentaran resolver el problema mediante tanteo, pero nuestro objetivo
es que intenten razonar, siguiendo una serie de pasos, hasta llegar a una ecuacion de
segundo grado incompleta (en la que falta el término independiente), de la cual,
mediante los tres primeros problemas, ya han encontrado la técnica para resolverlas.

Como los alumnos no conocen la formula general para estas ecuaciones, deberan

intentar resolverlas completando cuadrados. Sin embargo, esta técnica les puede resultar
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complicada, por lo que es de esperar que necesiten alguna indicacion del docente en este

paso.

SESION 3:

Durante esta sesidn, se les seguird planteando a los alumnos diversos problemas de
ecuaciones de segundo grado, antes de presentarles en las sesiones posteriores las
técnicas pertinentes para cada uno de ellos.

El docente les planteara el Ejercicio 1 de ecuaciones de segundo grado expuesto en el
apartado F, para que los alumnos calculen mentalmente la incdgnita de diversas
ecuaciones sencillas. De esta manera, podran intuir las técnicas que han ido usando para
cada uno de ellos y relacionar los términos que intervienen en la ecuacion.

A continuacion les dejara propuestos los problemas del 1 al 6 expuestos en el
apartado E sobre el campo de problemas. El trabajo serad grupal, ya que de esta forma
los alumnos se pueden ayudar entre ellos y trabajan de forma maés equitativa. Cada vez
que vayan resolviendo cada uno de los problemas, se comentara en la pizarra los

resultados obtenidos en cada uno de ellos y el proceso seguido.

SESION 4:

Esta sesion seguird la misma metodologia que la sesion anterior. EI docente les
planteara los problemas del 7 al 12 expuestos en el apartado E sobre el campo de
problemas.

Una vez acabada esta sesion, los alumnos ya habran pasado por el momento de
primer encuentro con el nuevo objeto matematico, y por el momento exploratorio, en el
que hayan tratado de resolver las diferentes tareas propuestas por el docente y en el que
se espera que hayan elaborado las técnicas que les permitan resolver las tareas
propuestas de manera autonoma y personal.

Llegados a esta situacion, en las sesiones siguientes nos situaremos en el momento
de constitucién del entorno tecnoldgico-tedrico, y en el momento de trabajo de la
técnica. El estudiante con la ayuda del docente, debera reflexionar y explicarse la razon
de que funcionen las técnicas, acudiendo a un discurso tecnolégico-tedrico. Asimismo,
todas las técnicas que el estudiante ha ido desarrollando, deben ser mejoradas y

reforzadas, volviéndolas mas eficaces y mejorando la destreza que se tiene de ellas. Para
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ello, en las sesiones posteriores, el docente les planteard diversos ejercicios que debera

resolver el alumno siguiendo las técnicas pertinentes.

SESION 5:

Con el planteamiento de todos estos problemas, el docente procedera en las sucesivas
sesiones a la explicacién de cada una de las técnicas necesarias para el objeto
matematico a ensefiar. En esta sesiébn comenzara con la explicacion de la técnica de
ecuaciones de segundo grado incompletas realizando, paso a paso, los apartados a) y c)
del ejercicio 2 de ecuaciones de segundo grado.

Apartado a):

Nos encontramos ante una ecuacion de segundo grado

x>—4=0 : o
incompleta en la que falta el término literal.

Mediante la trasposicién de términos, pasamos el término
independiente al otro miembro de la ecuacién. Nos
planteamos la siguiente pregunta: “;Qué nimero al cuadrado

me da como resultado 4?”.

La operacion inversa del cuadrado es la raiz cuadrada, luego
tomando raices cuadradas en ambos miembros tendremos

despejada la incognita.

Notar que siempre tenemos que poner + delante de la raiz
cuadrada ya que, tanto 2 como —2, al elevarlos al cuadrado
da 4.

Apartado c):

5x2—2x=0 Nos encontramos ante una ecuacion de segundo grado

incompleta en la que falta el término independiente.
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x-(5x—2)=0 El primer paso a realizar es sacar factor comun a x.

x=0 Ahora bien, si el producto de dos términos es nulo, es porque
Sx—2=0 alguno de ambos términos, o los dos, se anula. Por tanto
igualamos a cero cada uno de los términos.
x=0 Nos quedan asi dos ecuaciones de primer grado a resolver.

2 Notemos que en estos casos, x = 0 siempre sera solucion de

la ecuacion.

Una vez vistas estas dos técnicas para resolver ecuaciones de segundo grado
incompletas, el resto de apartados del ejercicio 2 quedan propuestos para que los

resuelva el alumno individualmente durante la clase.

Con la resolucion de este ejercicio, los alumnos habran mecanizado las técnicas para

resolver ecuaciones de segundo grado incompletas.

SESION 6:

Durante esta sesion, el profesor explicara la técnica de resolucion de ecuaciones de
segundo grado completas mediante la técnica de completar cuadrados, que es la que han
estado trabajando en las sesiones anteriores con los problemas propuestos. Para ello, el
docente comenzara plasmando a los alumnos el método grafico de Al- Khwarizmi y

continuara posteriormente realizando tres ejemplos de dicha técnica en la pizarra:

Para resolver la ecuacion x2 + 10x = 39 realizamos la siguiente figura:

[ =]
N
-
-
I
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x? representa el area del cuadrado de lado x, y 10x el 4rea de los dos rectangulos de

lados x y 5. El cuadrado extra de area 25 completa el cuadrado de lado x + 5, cuya area

serd igual a 25 + 39, pues 39 es el valor de x? + 10x. De esta forma, el cuadrado grande

de lado x + 5, tiene area 25 + 39 =

64, y por tanto su lado sera 8, que es la raiz cuadrada

de 64. Por tanto, x + 5 = 8, y asi la solucion de la ecuacion es x = 3.

Asi, aunque este método grafico no es el que usaran los alumnos para resolver

ecuaciones de segundo grado, les serviré para ver la fundamentacion de esta técnica.

EJEMPLO 1: 2x? +4x—-5=0

242 5—0
X X 5=

1°. Si el coeficiente de x2 no es 1, dividimos ambos

miembros por dicho coeficiente.

2 g 2x =
X x—2

2°. Pasamos el término independiente al otro

miembro.

5
(X+1)2—1=§

(En efecto, usando las identidades
notables:
x+1)?—-1=x*4+2x+1-1=
x%+ 2x, que es lo que teniamos

anteriormente en el primer miembro)

3°. Completamos cuadrados en el primer miembro
de manera que se siga manteniendo la igualdad y
obtengamos un cuadrado perfecto, mas un nimero

entero.

5
(x+1)2=§+1

4°. Pasamos el término independiente al otro

miembro, y ya habremos completado cuadrados.

(x + 1) !
X ==
2
z=x+1 5°. Realizamos un cambio de variable para
7 transformar la ecuacion de segundo grado completa
2 -~
=5 inicial, en una ecuaciébn de segundo grado

incompleta en la que falta el término en x. Para ello,
[lamamos z a lo que esta dentro del paréntesis

elevado al cuadrado.
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6°. Resolvemos la ecuacion de segundo grado
incompleta resultante tras realizar el cambio de

variable.

7°. Finalmente, deshacemos el cambio de variable y
ya tenemos las soluciones de la ecuacion de

segundo grado original.

Siguiendo estos mismos pasos, se realizardn también los siguientes ejemplos de

ecuaciones de segundo grado completas, en los que cambia el nimero de soluciones.

EJEMPLO 2: x2—5x+10=0

1°. Como el coeficiente de x2 es 1, pasamos directamente al siguiente paso.

20.x2 —5x =—10

) (x—§)2=—10+§ -

-15

5
B.z=x—> — ZZ=—4

2
6°z=+ /_Tls(eER)

Luego se deduce que la ecuacidn no tiene soluciones reales.

EJEMPLO 3: 4x?+4x+1=0

1°.x2+x+i=0
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5.z=x+> — z2=0

D
©°
N
Il

0 (Doble)
T.z=x+-=0
1
xX=- (Doble)
Luego deducimos que la solucion de la ecuacion es — % doble.

Una vez realizado estos ejemplos en la pizarra, es el momento de que los alumnos
trabajen individualmente esta técnica. Asi, se les dejara tiempo para que realicen el
ejercicio 3, sefialando expresamente que el enunciado no nos pide que resolvamos la
ecuacion. Es decir, exige unicamente hasta el 4° paso de la técnica. Sin embargo, el
profesor les pedira a los alumnos que resuelvan la ecuacion de tres apartados que ellos

deseen, de los seis apartados que presenta el ejercicio.

SESION 7:

En esta sesion el profesor explicard la técnica de resolucion de ecuaciones de
segundo grado completas mediante la formula general. Para ello, les presentara la
tecnologia expuesta en el apartado G, que justifica la férmula general para resolver
ecuaciones de segundo grado completas. Asi, una vez presentada dicha formula a los
alumnos, el docente procedera a aplicarla en diversos ejercicios para que los estudiantes
puedan aprender otro método de resolucion de ecuaciones mas rapido que la técnica de

completar cuadrados.

Con respecto a esta técnica, el profesor realizara en la pizarra el ejercicio 4 a), b), €)

con detalle.
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—1+V12—4-1-4 Se trata de una ecuacion de segundo grado
X = = . 7
2 completa, luego procedamos a aplicar la férmula
—_ A — —btVb?-4ac . i
— 1+v-15 ————  identificando cada una de las letras.
2 ZR 2a
Enestecasoa=1,b=1yc=4

Esta ecuacibn no tiene | Concluimos las soluciones de la ecuacién de

soluciones reales. segundo grado.

Apartado b): 4x2+4x+1=0

—A+\A2 441 Se trata de una ecuacion de segundo grado
X = = - s
2-4 completa, luego procedamos a aplicar la formula
— — —b+VbZ—4ac . -
= 440 = = 1 (doble) | ———— identificando cada una de las letras.
8 8 2 2a
Enestecasoa=4,b=4yc=1
Las soluciones de esta| Concluimos las soluciones de la ecuacién de
ecuacion son: —% (doble) segundo grado.

x+1  10x%4+3x x? 5
Apartado e): + =—+-
2 8 4 8
Nos encontramos ante una ecuacion de segundo
rado con denominadores, y al igual que ocurria
x+1 10x?2+3x x? 5 g yallgualq
2 ) _Z"'g en las ecuaciones de primer grado, el primer

paso a seguir es eliminar los denominadores.

2 8 4

8(x+1) N 8(10x* +3x) 8x* 8-5

Para quitar los denominadores multiplicamos
ambos miembros por el minimo comin maltiplo

de todos los denominadores, que es 8.

4(x+ 1)+ 10x%2 +3x =2x%2 +5

Simplificamos los términos en rojo y obtenemos

una ecuacion de segundo grado sin
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denominadores.

4x + 4+ 10x% +3x = 2x%2 +5

Nos ha quedado una ecuacién con paréntesis,
luego procedamos primero a suprimir los

paréntesis mediante la propiedad distributiva.

10x? —2x®2 4+ 4x+3x4+4—-5=0

8x2+7x—1=0

Ahora agrupemos todos los términos en un solo

miembro y operemos aquellos que sean

semejantes.

_=7+{77-4-8-(-1) _

Hemos obtenido una ecuacién de segundo grado

X = . P
2-8 completa, luego procedamos a aplicar la formula
— 49 + 32 —b+Vb2-4 . -
— 72 V49 + 32 _ 22 ™™ identificando cada una de las
letras. Enestecasoa =8,b =7yc = -1
_ —7+V81 -7+9
- 16 16
-7+9 _ 2 _ 1
< 16 16 8
-7-9 -16
= —— —1
16 16
Soluciones: Finalmente concluimos las soluciones de la
1 ecuacion de segundo grado.
X = g
x=-1

El resto de apartados del ejercicio 4 los realizard el alumno de manera individual

durante la clase usando esta técnica.

Ademas, el docente les dejara claramente indicado a los alumnos que para resolver

ecuaciones de segundo grado completas, disponen de dos técnicas; completando

cuadrados, o mediante la formula general. Por tanto, para resolver una ecuacion de este
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tipo, podran aplicar el método que mejor les convenga en cada caso, a no ser que el

enunciado o el profesor indiquen la técnica que deben emplear.

SESION 8:

En esta sesion, el docente procedera a explicar la técnica para calcular el nimero de

soluciones de una ecuacion de segundo grado, usando la formula explicada

anteriormente. Para ello realizara los apartados a) y d) del ejercicio 5.

Apartado a):

c=0.

x>+5x—3=0 | Nos encontramos ante una ecuaciébn de segundo grado
completa. Pasemos a identificar cuéles son en este caso las

letras a, b y ¢ correspondientes a la forma general ax? + bx +

: 2
A= 25412 =37 | Signo de A= b* — 4ac.

A= 5% —4-1-(=3) | Para calcular el nimero de soluciones basta con determinar el

Luego la ecuacion

tendra dos
. 3 —
soluciones reales. @
2a

real.

A>0 Ahora bien, aplicando la técnica, como el signo del
discriminante es > 0, se tendrd que la ecuacion tiene dos

soluciones reales. Esto se debe a que, si miramos la formula

, lo que esta dentro de la raiz cuadrada es mayor

que cero, y por tanto, la raiz cuadrada existe y es un nimero

Apartado d):

x2+2x=0 Identificamos los valoresde a,b y c.

a=1,b=2yc
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A=2%2-4-1-0 Calculamos el discriminante.

A=4-0=4

A>0 A partir del signo del discriminante, deducimos el nimero de

., solucione de la ecuacion.
Luego la ecuacion

tendra dos

soluciones reales.

Anélogamente a las técnicas anteriores, el resto de apartados del ejercicio 5 quedan

propuestos para que los resuelva el alumno durante la clase de manera individual.

En lo que resta de sesion, haciendo referencia a la formula general para resolver
ecuaciones de segundo grado, el docente explicard en la pizarra dos propiedades que

cumplen las soluciones de una ecuacion de segundo grado.
. - —b
1. La suma de las dos soluciones de una ecuacion de segundo grado es -

En efecto, las dos soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 son:

—b +Vb? — 4ac —b —+Vb?% — 4ac
X1 = y X2 =
2a 2a

Si las sumamos:

—b+vb2—4ac+—b—\/b2—4ac_—b+\/b2—4ac—b—\/b2—4ac_

Xt = 2a 2a 2a
_—2b_—b
24  a

. .z Cc
2. El producto de las dos soluciones de una ecuacion de segundo grado es o

En efecto, procediendo de manera analoga a la propiedad anterior se tiene que:

—b +Vb? —4ac —b—+Vb? —4ac (—b+Vb? —4ac)(—b —/b* —4ac) _
2a 2a B 2a-2a B

X1 "Xy =

2
B (—=b)? — (Vb2 — 4ac) B b% — (b? — 4ac) 3 b? — b? + 4ac _dac <

4q? 4q2 4q2 T 402 a
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SESION 9:

Esta sesion, los alumnos trabajarén junto con el docente, con el programa GeoGebra.

Se les presentaran los siguientes contenidos:

3=

b

2
.

3

A través de esto, los alumnos podran comprobar que resolver una ecuacion es
calcular los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcion correspondiente. Asi,
para las ecuaciones de segundo grado, podran ver que la funcién de que se trata es una
parabola (aunque esto es contenido minimo de cuarto curso), observando ahora como
deslizando las constantes a,byc, de la forma candnica ax?+ bx+c¢ =0, las
soluciones “x,,x,” van variando, obviando la segunda coordenada y = 0, que siempre
es asi al estar calculando los puntos de corte con dicho eje. Ademads, en estas
ecuaciones, al deslizar las constantes, pasaremos por casos en los que haya dos
soluciones reales (dos puntos de corte), una solucion real doble (un dUnico punto de

corte), o ninguna solucion real (ningln punto de corte).

Ademas, para que los alumnos comprueben que realmente esto se cumple, se les
pedird que resuelvan alguna ecuacion, para comprobar posteriormente con GeoGebra,

que efectivamente da la misma solucion.

Este programa también permite resolver ecuaciones solo con introducir la expresion
de la ecuacion que se quiere calcular. Asi, los alumnos podran conocer un programa con

el cual, de una manera rapida y eficaz, puedan resolver ecuaciones de segundo grado.

36



Trabajo Fin de Master

3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”

Archivo| Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-AV /V F':I:'-‘-V I/I\I)V G)V ®V év & ABCV E:EV Q’V
4

} Vista Grafica

» Vista Algebraica » Calculo Simbdlico (CAS)
1 ®2+-6=0
- x? +x—6=0
2 Soluciones[x"2+x-6=0]
- {—3.2}
3 ®2-3x-10=0
-~ x*—3x—-10=0
4 Soluciones[x"2-3x-10=0]
- {—2,5}
: 3 2-11x-4=0
- 3x—11lx—4=0
Soluciones[ 3x"2-11x-4=0]
[}
1
- — .4
{-34
7 Soluciones] (x-2)x-1)=15]
L {-2,6}
Soluciones[or1 W2+(10x" 2+3x W8 =x"2/4+5/8]
8
1
- -1,
{-va}
Soluciones[ x"2-x+ 1/d=x/4]
9
1
- .1
{a1}
Soluciones[(x"2+2 W5-(x"2+x)2={3x+1)10]
10
1
- —3,
{->3}
11

Con esto, podran comprobar si las ecuaciones que han ido resolviendo en el aula las

han resuelto correctamente o no.

SESION 10:

En esta sesion se realizara la prueba expuesta en el apartado | sobre la evaluacién.

SESION 11:

Durante esta sesion se procedera a la entrega y correccion de la prueba escrita

realizada en la sesién anterior.
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Para ello, antes de entregar individualmente a cada alumno las calificaciones
obtenidas, resolveran la prueba en la pizarra para que vean la solucién correcta de cada
una de las preguntas. En este proceso, el docente pedird voluntarios para la realizacién
de los ejercicios en la pizarra, y asi poder observar el porqué de los errores cometidos, y
las explicaciones dadas por los alumnos.

Una vez corregida toda la prueba, el profesor la entregara corregida individualmente

a cada alumno para que puedan observar su calificacion y los errores cometidos.

Asi, los alumnos podran preguntar cualquier duda que les surja en cuanto a los

criterios de calificacion y en cuanto a la nota obtenida.

En lo que sigue, mostraré una tabla con la temporalizacion aproximada de cada
aspecto tratado en las sesiones. Consideraré que cada sesion tiene una duracion de 50

minutos aproximadamente.

Sesion 1 Sesion de repaso. 50’
Sesion 2 Problemas de razon de ser. (Aproximadamente 10" por 50
problema)
Sesion 3 Ejercicio 1. (Alumnos) 5'
Problemas del 1 al 6. 45'
Sesion 4 Problemas del 7 al 12. 50’
Sesion 5 Técnica ecuaciones de segundo grado incompletas: 20
apartados a) y c) del ejercicio 2. (Docente)
Resto de apartados del ejercicio 2. (Alumnos) 30’
Sesién 6 Técnica de completar cuadrados para resolver ecuaciones L5
de segundo grado: tres ejemplos préacticos. (Docente)
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Ejercicio 3. (Alumnos) 35'

Sesion 7 Técnica de resolucion de ecuaciones de segundo grado
mediante la formula general: tecnologia y apartados a), b) 30’
y e) del ejercicio 4. (Docente)

Resto de apartados del ejercicio 4. (Alumnos) 20’

Sesién 8 Técnica para calcular el nimero de soluciones de una
ecuacion de segundo grado: apartados a) y d) del 30’

ejercicio 5. (Docente)

Resto de apartados de ejercicio 5. (Alumnos) 10’

Propiedades de las soluciones de una ecuacion de

segundo grado. 1o
Sesién 9 GeoGebra. 50'
Sesion 10 | Prueba escrita. 50
Sesion 11 | Correccion y entrega de la prueba. 50’
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I. Sobre la evaluacion.

A continuacion se muestra la prueba escrita sobre ecuaciones de segundo grado para

evaluar el aprendizaje realizado por los alumnos.

Durante la prueba los alumnos no podran emplear la calculadora, ya que para los

calculos presentes no es necesaria, y de esta manera ejercitan también el calculo mental.

Ademas, cada una de las preguntas del examen estd valorada con la misma

puntuacion.

EXAMEN 3° ESO

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

1. Dada una ecuacién de segundo grado completa, ax? + bx + ¢ = 0, demuestra que la

. . ., . -b
suma de las soluciones de dicha ecuacion es igual a —

2. Sin resolver la ecuacion, averigua el namero de soluciones reales de las siguientes
ecuaciones:
a) x2+3x+2=0
b) x2—x+1=0
c) x2—16x+64=0
d) —2x2+5x+2=0

3. Sin resolverlas, completa cuadrados en las siguientes ecuaciones de segundo grado
completas:
a) x2+3x+1=0
b) 3x2 —5x+6 =10
c) 2x2+4x—-3=0
d)x2—-2x—-8=0

4. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) 3x2+x—-1=0
b) 3x2—12 = 0
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c) x2+6x=0
d)x2-—6x+9=0
3 2
e)_x=1+x +4
2 4

5. Halla dos nimeros enteros consecutivos cuyo producto sea 182. Escribe todos los

casos posibles en el caso de que hubiera méas de uno.

6. Un campo rectangular tiene 2400 m? de superficie y 20 m mas de largo que de
ancho. Halla las dimensiones.

7. Se desea construir un depésito de agua de 90 m3 de capacidad, con forma de
ortoedro de base cuadrada y de 2,5 m de altura. ;Cuanto tiene que medir el lado de la

base?

8. Halla dos numeros enteros tales que su producto sea 165, y la diferencia entre el
mayor y el menor sea 4. ;Existe solo un par de nimeros cumpliendo esto? En caso de

que la respuesta sea negativa, expresa todos los casos posibles.
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En lo que sigue, se plasmara para cada una de las preguntas del examen, la respuesta
que se espera que contesten los alumnos, y los criterios de calificacion empleados. Asi
mismo, basdndome en la experiencia en el Practicum, también se reflejaran los errores

mas frecuentes cometidos por los alumnos en cada una de las preguntas.

PREGUNTA 1.

En la sesion 8 se explico esta proposicion junto con la andloga para el producto de
soluciones. Asi, los alumnos deben tener en cuenta la férmula de segundo grado y las
dos soluciones que resultan. El resto de la resolucion, se basa en operaciones aritméticas

en las que, en principio, el alumno no debe tener dificultades.

La tarea principal de esta pregunta es que el alumno elabore una estrategia a seguir y

concluya la solucion.

La tarea auxiliar especifica es que aplique la férmula de segundo grado,

diferenciando las dos soluciones.

Las tareas auxiliares generales son las operaciones aritmeéticas realizadas hasta llegar

a la solucioén.

Como se resolvid en la sesion 8, se espera que los alumnos contesten de la misma

manera, ya bien sea porque lo entendieron o porque lo estudiaron de memoria.

Las soluciones de ax? + bx + ¢ = 0, segln la formula general, son:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
1= 2a yX2 = 2a

Asi, la suma de las soluciones sera:

—b + Vb2 —4ac+—b—\/b2—4ac_ —b +Vb? —4ac — b —Vb? — 4ac
2a 2a B 2a

x1+x2=

_—2b b

2a a
Por tanto, podemos concluir que la suma de las soluciones de una ecuacién de

-b
segundo grado ax? + bx +c =0 es —
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Con esta pregunta, en principio los alumnos no deberian tener ninguna dificultad
para afrontarla, ya que ha sido realizada en el aula. Los alumnos tienden a aprenderse la
teoria de memoria, por lo que se pueden cometer errores al olvidar algun paso. Para
evitarlos, es necesario hacer hincapié en que los alumnos razonen el porqué de cada

paso realizado.

Para calificar esta pregunta, debido a que ha sido resuelta en clase, la correccion sera
estricta y se exigira que la respuesta sea la correcta en su totalidad. En caso contrario la

calificacion sera nula.

PREGUNTA 2:

En esta pregunta el alumno debe aplicar la técnica de “Numero de soluciones de una
ecuacion de segundo grado”. Se trata de un ejercicio en el que el alumno, solo leyendo
el enunciado, ya deberia saber el metodo a seguir. Sin embargo, aunque se espera que
los alumnos apliquen esta técnica, pueden existir casos en los que apliquen la técnica de

completar cuadrados y de ahi deduzcan el namero de soluciones de la ecuacion.

Por tanto, si los alumnos realizan el ejercicio con la férmula A= b? — 4ac, la tarea
principal serd que apliquen bien dicha formula y concluyan la solucién; y la tarea
auxiliar general es la realizacion de las operaciones aritméticas necesarias para su
resolucién. De otra forma, si los alumnos proceden completando cuadrados sin resolver
la ecuacién, la tarea principal serd que procedan correctamente hasta completar
cuadrados y concluyan a partir de ahi la solucion; y la tarea auxiliar general, de la

misma manera, sera la realizacion de todas las operaciones aritméticas necesarias.

Segun lo explicado en el aula, procediendo mediante la técnica ‘“Numero de
soluciones de una ecuacion de segundo grado”, se espera que los alumnos procedan de

la siguiente manera:

a) x2+3x+2=0
Enestecasoa=1,b=3yc =2
A=b?—-4ac=32-4-1-2=9-8=1>0
Por tanto, esta ecuacion tiene dos soluciones reales.

b) x2—x+1=0
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Enestecasoa=1,b=—-1yc=1
A=b?—-4ac=(-1)?-4-1-1=1-4=-3<0
Por tanto, esta ecuacion no tiene ninguna solucién real.
c) x2—16x+64=0
Enestecasoa =1,b = —-16yc = 64
A=b%? —4ac=(-16)>—4-1-64=0
Por tanto, esta ecuacidn tiene una unica solucion real doble.
d) —2x2+4+5x+2=0
Enestecasoa =—-2,b=5yc =2
A=b2—4ac=52—4-(-2)-2=25+16=41>0

Por tanto, esta ecuacion tiene dos soluciones reales.

En esta pregunta, los errores que los alumnos pueden cometer son: olvidarse la
formula A= b? — 4ac, operar mal la formula o razonar incorrectamente qué ocurre
segun el signo de A. Para evitarlos, es importante que los alumnos entiendan el porqué
del procedimiento de dicha técnica, es decir, que razonen a partir de la formula general

qué ocurre con las soluciones de la ecuacion en funcion del discriminante.
Para calificar esta pregunta nos basaremos en los siguientes criterios:

- Si realiza correctamente la primera tarea principal (aplicar la formula A= b% —
4ac), obtendra un 40% de la nota total. En caso contrario, la calificacion sera nula.

- Una vez realizada correctamente esta tarea, si la tarea auxiliar general
(operaciones aritméticas) es correcta, afiadiremos un 20% a la calificacion. En caso
contrario se parara la correccion y el alumno habra obtenido el 40% de la nota total.

- Finalmente, si las operaciones aritméticas han sido correctamente efectuadas, se
evaluara la segunda tarea principal (concluir la solucién segun el signo del
discriminante). Si esta resolucion es correcta, el alumno afiadird el 40% restante de la

nota final.
Si el alumno no aplicara la férmula del discriminante, y dedujera el nidmero de
soluciones a partir de la técnica de completar cuadrados, los criterios a seguir serian:

- Sicompleta cuadrados correctamente obtendra el 50% de la nota total.
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- Si a partir de ahi, concluye correctamente el nimero de soluciones se afiadira el

50% restante.

PREGUNTA 3:

Para resolver esta pregunta, el alumno debe aplicar la técnica de completar
cuadrados, hasta llegar, mediante un cambio de variable, a una ecuacion de segundo
grado incompleta. Como el enunciado no pide resolver la ecuacion, basta con que
Ileguen al paso 4° de la técnica “Completar cuadrados” vista en el apartado F sobre las

técnicas.

La tarea principal en esta pregunta, se trata de que los alumnos apliquen los pasos

correctamente hasta llegar a completar cuadrados.

La tarea auxiliar general es la realizacion de cada una de las operaciones aritméticas

necesarias hasta llegar a la solucion correcta.

Para resolver esta pregunta, en base a lo explicado en el aula, y a los pasos a seguir

en la técnica a aplicar, el alumno deberia proceder de la siguiente manera:

a) x2+3x+1=0

x%+3x=-1
(HE)Z_?:_
2 4
(x+3) =-142
2 4
o+ -5
2 4

b) 3x2 —5x+6 =10

5
x2—§x+2=0
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5 25
(x-3) =-2+3
5\ 2 47

(x-3) =3

c) 2x2+4x—-3=0

3
X2 4+2x—==0

X2 4 2x =

Nl w N

3
1D2—-1==
(x+1) >
(x+1)2==+1

(x+1)? =

Nl N W

d)x2-2x—-8=0
x2—-2x=8
(x—1)2-1=8
(x—1)2=8+1
(x—1)2=9

Los errores mas comunes que los alumnos habitualmente suelen cometer al aplicar la
técnica de completar cuadrados, se encuentran en el tercer paso de dicha técnica. En
muchas ocasiones se debe a la falta de comprension de las identidades notables, que al
no aplicar bien estas formulas, completan cuadrados incorrectamente. Para solventar
estos errores, es necesario que los alumnos practiquen esta técnica con la realizacion de

varios ejercicios, y asi adquieran manejo y agilidad de la técnica.

Para calificar cada uno de los apartados de esta pregunta nos basaremos en los
siguientes criterios:

- Si el alumno realiza correctamente cada uno de los pasos hasta llegar a

completar cuadrados (tarea principal), obtendra el 80% de la nota total.
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- Silas operaciones aritméticas realizadas (tarea auxiliar general) son correctas, se

afadira el 20% restante.

PREGUNTA 4.

En esta pregunta encontramos ecuaciones de segundo grado completas e
incompletas. El alumno debe saber reconocer en cada caso la técnica a aplicar;
“Resolucion de ecuaciones de segundo grado incompletas”, “Resolucion de ecuaciones
de segundo grado completas”, y “Resolucion de ecuaciones de segundo grado (método
general)”. Esta ultima técnica solo la aplicara en el caso de que la ecuacion tenga una
fisionomia complicada (paréntesis, denominadores, etc.) como es en el caso del ultimo

apartado.

Apartado a): La tarea principal es que el alumno detecte que se trata de una ecuacion
de segundo grado completa, la solucione o bien mediante la técnica de completar
cuadrados, o bien mediante la formula de segundo grado, y concluya las soluciones. En
el caso de que la solucione mediante la técnica de completar cuadrados, la resolucion de
la ecuacion de segundo grado incompleta resultante tras hacer el cambio de variable, se
consideraré tarea auxiliar especifica. Las tareas auxiliares generales son las operaciones

aritméticas realizadas.

En base a los conocimientos adquiridos, los alumnos podrian contestar de estas dos

maneras:
Completando cuadrados; Aplicando la formula de segundo
x 1 grado:
xz + § - § =0
—b +Vb? — 4ac
5 1 2a
Xtz =7
3 3 . -
e identificando que, en este caso
2
(x+1> _izl a=3,b=1y c=—1 setiene que:
6 36 3
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(+1>2_13
*T6) T 36 “1+/12-4-3-(-D
x=
1, 13 23
(z=x+g)z =3 _—1i\/1_3
X =—
6
13 V13
z=4 |—=+—
36 6
_ +1_+fﬁ
FEXTE T,
_ 1+\/ﬁ_—1i\/ﬁ
*TT6T 6 T 6

] : > -1+/13 _ —1-/13
Asi, las soluciones de la ecuacion son: pa 4

6

Apartado b): La tarea principal es que el alumno detecte que se trata de una ecuacion
de segundo grado incompleta en la que falta el término literal, y aplique la técnica
correspondiente. Las tareas auxiliares generales son las operaciones aritméticas

necesarias para la resolucion del ejercicio.

Se trata de una ecuacion de segundo grado incompleta en la que falta el término

literal, luego los alumnos deberan proceder de la siguiente manera:

3x2 =12

12
2 =
T3
x% =4
x=+Va =42

Luego las soluciones de la ecuacion son 2y — 2.

Apartado c): La tarea principal, al igual que en el apartado anterior, es que el alumno
reconozca que se trata de una ecuacion de segundo grado incompleta en la que falta el

término independiente, y aplique la técnica correspondiente; es decir, que realice factor
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comun y separe en las dos ecuaciones resultantes. La tarea auxiliar especifica es la
realizacion de las ecuaciones resultantes, y las tareas auxiliares generales son las

operaciones aritméticas realizadas.

Se trata de una ecuacion de segundo grado incompleta en la que falta el término
independiente, luego el alumno debera proceder de la siguiente manera:

x=0
x(x+6)=0
x+6=0 - x=-6

Luego las soluciones de la ecuacion son 0y — 6.

Apartado d): Para la resolucién de este apartado, distribuiremos las tareas de la
misma manera que en el apartado a). Asi, en base a los conocimientos adquiridos, los

alumnos podrian contestar de estas dos maneras:

Completando cuadrados; Aplicando la formula de segundo
X% — 6x = —9 grado:
(x—3)2—9=-9 —b +Vb?% — 4ac
2a
(x—3)2=0 .
e identificando que, en este caso
(z=x-3)z*= a=1 b=—-6y c =29 setiene que:
X =
z=x—23 =0 (doble) 2-1
_6+V36-36 _6+V0 6
x = 3 (doble) x = 2 =5 =3
= 3 (doble)

Asi, se puede dar el resultado de las siguientes maneras: 3 (doble) 0 3y 3.
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Apartado e): Al ser una ecuacién con una fisionomia més complicada que las
anteriores, la tarea principal es que el alumno sepa eliminar los denominadores y llegue
a una ecuacion de segundo grado completa. La tarea auxiliar especifica es la resolucion
de la ecuacién de segundo grado que quede tras simplificar la ecuacion original, y la

tarea auxiliar general es el célculo de las operaciones aritméticas realizadas.

Lo primero que los alumnos deberian realizar es quitar los denominadores. Para ello
se calcula el minimo comin mdltiplo entre 2 y 4, que es 4. Se multiplica ambos

miembros por 4 y procedemos como sigue:

4-3x_4 1_|_4-(x2+4)
2 4

6x =4+ (x*+4)

6x =x%+8

x2—6x+8=0

Se trata de una ecuacion de segundo grado completa. Asi, llegando a este paso, los

alumnos pueden procedes de estas dos maneras:

Completando cuadrados; Aplicando la formula de segundo
x?—6x=-8 grado:
(x—3)?-9=-8 —b + vVb% — 4ac
(x—3)?2=1 2a

(z=x—3)z2=1 e identificando que, en este caso

a=1 b=—6y c = 8 setiene que:

z=%1
z=x—-3=1=1 x_—(—6)i\/(—6)2—4-1-8
x=3+1 21
6+V36—-32 6++4
x: =
2 2
_6%2
2
. . 6+2 6-2
Asi, las soluciones de la ecuacion son: - = 4y - = 2
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En las ecuaciones de segundo grado completas (Ejercicio 4 a), d) y e)), si los

alumnos las resuelven mediante la férmula general, los errores que pueden cometer son:

—-b+VbZ-4ac

2a

- Sustituir mal cada una de las letras.

- Olvidar la formula x =

- Realizar mal las operaciones aritméticas.

- Razonar incorrectamente las soluciones resultantes.

Si en caso contrario, las resuelven mediante la técnica de completar cuadrados, al
igual que ocurre en la pregunta 3, los errores mas comunes se encuentran al completar

cuadrados hasta llegar a una ecuacion de segundo grado incompleta.

En las ecuaciones de segundo grado incompletas en las que falta el téermino literal

(Ejercicio 4 b)) el error mas frecuente es olvidarse de + para concluir las soluciones.

En las ecuaciones de segundo grado incompletas en las que falta el término
independiente (Ejercicio 4 c)), se pueden cometer errores al sacar factor comun y al
separar correctamente las dos ecuaciones de primer grado resultantes. Asi, los alumnos

suelen olvidar la solucién x = 0.

Para calificar esta pregunta nos basaremos en los siguientes criterios:

o Apartados a) y d):

- Siaplica correctamente la formula para resolver ecuaciones de segundo grado, o
en otro caso, completa cuadrados bien, obtendra un 40% de la nota total. En caso
contrario, la calificacion seré nula.

- Una vez realizada correctamente esta tarea, en el caso de que aplique la formula,
si la tarea auxiliar general (operaciones aritméticas) es correcta, afiadiremos un 20% a
la calificacion. En el caso de que utilice la técnica de completar cuadrados, si realiza
bien la ecuacién de segundo grado incompleta resultante tras realizar el cambio de
variable, afiadiremos un 30% a la calificacion. En caso contrario se pararé la correccion.

- Finalmente, si el alumno concluye correctamente las soluciones de la ecuacion,

se afiadira la puntuacion restante del ejercicio.
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o Apartado b):

Debido a la simplicidad de la técnica a usar en este apartado, para su correccion, se
valorara que la ecuacion esté correctamente resuelta en su totalidad. Por tanto, la
pregunta serd valorada con un 100% si estd bien resuelta, y en caso contrario la

puntuacion seré nula.

o Apartado c):

- Si realiza correctamente la primera tarea principal (realizar factor comun vy
separar en las dos ecuaciones resultantes) obtendra un 40% de la nota total. En caso
contrario, la calificacion sera nula.

- Una vez realizada correctamente esta tarea, por cada ecuacion realizada
correctamente en su totalidad, afadiremos un 30% a la calificacion. En caso contrario

se parara la correccion y el alumno habra obtenido el 40% de la nota total.

o Apartado e):

- Sirealiza correctamente la tarea principal (eliminar los denominadores y llegar a
una ecuacion de segundo grado con todos los téerminos en el primer miembro) obtendra
un 40% de la nota total. En caso contrario, la calificacion seré nula.

- Una vez realizada correctamente esta tarea, si aplica correctamente la formula
para ecuaciones de segundo grado completas, o bien, completa cuadrados
correctamente, afiadiremos un 30% a la calificacion. En caso contrario se parara la
correccion y el alumno habra obtenido el 40% de la nota total.

- Si las operaciones aritméticas han sido correctamente efectuadas, afiadira un
20% a la calificacion.

- Finalmente, si concluye correctamente las soluciones de la ecuacion se afiadira

el 10% restante.

PREGUNTA 5:

Este problema pertenece al campo C2-T3. El alumno debe comprender lo que nos
pide el problema antes de comenzar a realizar operaciones. Asi, es necesario un buen

planteamiento del mismo antes de formar la ecuacion de segundo grado resultante.
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La tarea principal del problema es que el alumno elabore una estrategia de
resolucion, plantee la ecuacién de segundo grado, y ademas, concluya la solucion

respondiendo a lo que pregunta el problema.
La tarea auxiliar especifica es que resuelva la ecuacion de segundo grado planteada.

Las tareas auxiliares generales son las operaciones aritméticas necesarias para la

resolucion del problema.

Para la resolucién de este problema, lo primero que se debe plantear es que, si a un

niimero lo llamamos x, su consecutivo sera x + 1.

Asi, la ecuacién a plantear es la siguiente:
x(x+1) =182
x*+x =182
x>+x—182=0
Observamos que nos ha dado una ecuacion de segundo grado completa, luego los

alumnos pueden proceder de las dos maneras siguientes:

Completando cuadrados; Aplicando la formula:
x?>+x =182 —b + Vb? — 4ac

2 2a

e identificando que, en este caso

1\% 729 a=1 b=1y c=-182 setiene que:
(“5) =T
-14+./12-4-1-(-182)
1 729 x = 51
(z=x+3) 2=
_ —1+VI+728 —1++V729
2o 2 ¥ 2 T 2
S I _—1+427
S 2
ZEXTHEEY
_ 1,27 1427
Y= TR T T2
. . ., —1+27 -1-27
Asi, las soluciones de la ecuacion son: =13 . =—-14
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Por tanto existen dos casos posibles de nimeros enteros de manera que el producto
por su siguiente sea 182:

1°.13y 14

20.—14y — 13

PREGUNTA 6:

Este problema pertenece al campo C3-T3. Al igual que en el problema anterior, es
necesario que el alumno comprenda lo que nos narra el problema, y en caso de que le
sea necesario, es conveniente que realice un dibujo plasmando los datos. Asi, le sera

mas sencillo plantear la ecuacion de segundo grado.

En este problema, las tareas que distinguiremos son las mismas que en el problema

anterior:

La tarea principal del problema es que el alumno elabore una estrategia de
resolucién, plantee la ecuacion de segundo grado, y ademas, concluya la solucion

respondiendo a lo que pregunta el problema.
La tarea auxiliar especifica es que resuelva la ecuacion de segundo grado planteada.

Las tareas auxiliares generales son las operaciones aritméticas necesarias para la

resolucién del problema.

Para plantear este problema, es aconsejable que los alumnos realicen el dibujo para

plasmar los datos que nos da el enunciado:

20+ x m

Llamando x a la anchura del campo, tendremos que el largo, como son 20 m mas,

medird 20 + x metros.

Ahora bien, el area del rectangulo es “base - altura”, luego A = (20 + x) - x
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Y enlazando ahora con el dato del enunciado, que la superficie del campo es

2400 m? planteamos la siguiente ecuacion de segundo grado:
(20 + x) - x = 2400
20x + x? = 2400
x%+20x — 2400 =0

Se trata de una ecuacion de segundo grado completa, luego los alumnos pueden
proceder de las dos maneras siguientes:

Completando cuadrados; Aplicado la formula:
x% 4 20x = 2400 —b +Vb? — 4ac
(x + 10)%2 — 100 = 2400 2a
(x + 10)2 = 2500 e identificando que, en este caso
(z = x + 10) z2 = 2500 a=1, b=20y c=-2400 se tiene:
— — —20+./202 —4-1-(—2400
2 = +VZ500 = +50 - J —* (=2400)
z=x+10= 450
—20++v10000 —-20+100
x=-10%50 X = =
2 2
] . L —20+100 -20-100
Asi, las soluciones de la ecuacion son: — = 40 — = —60

Ahora bien, al tratarse de longitudes, la solucion negativa carece de sentido, por tanto
nos quedamos Unicamente con x = 40.

Volviendo a nuestro dibujo, obtenemos que las dimensiones del campo son:
Ancho: x =40 m

Largo: 20 + x = 20 + 40 = 60 m.

PREGUNTA 7:

Se trata de un problema del campo C3-T1. Al ser geométrico, es conveniente que el
alumno plasme los datos en un dibujo adecuado para que le sea mas sencillo plantear la

ecuacion.
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La tarea principal del problema es que el alumno elabore una estrategia de
resolucion, plantee la ecuacién de segundo grado, y ademas, concluya la solucion
respondiendo a lo que pregunta el problema.

La tarea auxiliar especifica es que resuelva la ecuacion de segundo grado planteada.

Las tareas auxiliares generales son las operaciones aritméticas necesarias para la

resolucion del problema.

Para plantear este problema, realizaremos el dibujo del ortoedro para plasmar los
datos que nos da el enunciado.

2,5

Llamando x al lado del cuadrado de la base, tendremos que el volumen del ortoedro

es: V=25x-x=2,5x% m3

Ahora bien, el enunciado nos dice que el depdsito tiene una capacidad de 90 m3, por

tanto la ecuacién de segundo grado que el alumno debe plantear es:

2,5x2 =90
90
2=_-—=236
725
x = +V36 = +6
Finalmente, al tratarse de longitudes, podemos deducir que el lado de la base medira
6 m.
PREGUNTA 8:

Nos encontramos ante un problema del campo C2-T3 en el que se plantea un sistema
de ecuaciones. Al igual que en los problemas anteriores, la tarea principal del problema
es que el alumno elabore una estrategia de resolucion, plantee la ecuacién de segundo
grado, y ademas, concluya la solucion respondiendo a lo que pregunta el problema. La

tarea auxiliar especifica es que resuelva la ecuacién de segundo grado planteada, y las

56



Trabajo Fin de Master 3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”
tareas auxiliares generales son las operaciones aritméticas necesarias para la resolucion

del problema.

Para plantear este problema, el alumno debe identificar cuales son las incégnitas. Por
ejemplo, si se llama x al nimero entero mayor, e y al nimero entero menor, el alumno
deberia plantear el siguiente sistema de ecuaciones con dos incdgnitas:

{ x—y=4
x-y =165

En este paso, el alumno puede resolver el sistema con cualquiera de los métodos
vistos para ello, sin embargo, como en el aula el docente lo ha resuelto mediante el
método de sustitucion, se espera que el alumno lo resuelva de la misma manera. Aun

asi, se calificara de la misma manera si la resolucién es correcta y se usa otro metodo.
Asi, el sistema resultaria de la siguiente manera:

x—y=4 . L o
{ Y — Despejando x de la primera ecuacion: x = y + 4, y sustituyéndola

x-y =165
en la segunda, se tiene que:
(y+4)-y=165

Llegados a este punto, el alumno puede proceder mediante la técnica de completar

cuadrados, o usando la formula para ecuaciones de segundo grado completas.

Completando cuadrados;

(y+4)-y=165
y2 + 4y = 165

(y +2)2 —4 =165
(y +2)2 = 169

(z=y+2) z2=169

z=+V169 = +13

z=y+2=4%13

y=-2+13

Aplicando la formula general:
(y+4)-y=165

y2 4+ 4y —165=0

_ —4+/4—4-1-(-165)

Y= 2

_ —4+ 16+ 660

y
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Por tanto se ha obtenido que el nimero entero menor, y, es 11 0 —15. Asi, volviendo
a la primera ecuacion del sistema: x =y + 4, se tiene que x =15 0o x = —11,

respectivamente.

Finalmente, se concluye que existen dos pares de nimeros enteros satisfaciendo el

enunciado del problema:
1°. 11y 15

20 —15y —11

Las preguntas 5, 6, 7 y 8 se basaran en los mismos criterios de calificacion:

- Cada una de las tareas principales (elaborar un plan a seguir para su resolucion,
plantear la ecuacion, y concluir la solucién en base al contexto del problema), se
valorara con un 30% de la nota final.

- La correcta realizacion de la ecuacion resultante se evaluara sobre el 10%

restante.

En estas preguntas, el objetivo principal es que los alumnos razonen y elaboren una
estrategia adecuadamente. Asi, los errores mas comunes los encontramos en este paso, y
no en la resolucion de la ecuacion que los alumnos plantean. Para solventarlo, considero
que es necesario dejarles tiempo en el aula para que los alumnos reflexionen por ellos

mismos, y poder ayudarles asi en este proceso.
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K. Anexos.

Se muestra a continuacion la resolucion de cada uno de los problemas planteados en
el aula. Por ser un proceso menos costoso, en las ecuaciones de segundo grado
completas, se plasmard su resolucién mediante la formula general. Sin embargo, los
alumnos disponen también de la técnica de completar cuadrados, a través de la cual

pueden resolverlos.

Problemas de razén de ser:

< Un campo cuadrado tiene de area 784 m?2. ;Cual es la longitud del lado del campo?

Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

784m? X

X
Asi, llamando x a la longitud del lado del cuadrado, si el area de cuadrado es
784 m?, la ecuacién de segundo grado que se plantea es:
x? =784
x = +V784 = +28
Por tanto, al estar tratando longitudes, la solucion negativa no tiene sentido, y la

solucién del problema es: 28 m mide el lado del cuadrado.
< Una plaza de toros circular tiene un area de 2826 m? aproximadamente. ;Cudl es el

didmetro de la plaza de toros?

Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

2826m°
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Asi, llamando  a la longitud del radio de la circunferencia, si el rea es 2826 m?,
la ecuacién de segundo grado que se plantea es:
7r? = 2826

2826
r?=——=900
V4

2826
r=1 |[— = £30
T

Por tanto, al estar tratando longitudes, la solucidn negativa no tiene sentido, y la

solucion del problema es: 30 m mide el radio de la circunferencia, luego 60 m el
diametro.

< Un triangulo isésceles rectangulo presenta un area de 288 cm?. ;Cuanto mide la base
y la altura de dicho tridngulo?

Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

288cm

X

Al tratarse de un tridngulo rectangulo isosceles, la base y la altura deben medir lo
mismo. Asi, llamando x a la longitud de la base y la altura, como el area es 288 cm?, la

ecuacion de segundo grado que se plantea es:

x =+V576 = £24
Por tanto, al estar tratando longitudes, la solucién negativa no tiene sentido, y la

solucién del problema es: 24 cm mide la base y la altura del triangulo.
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+ Halla dos nimeros enteros tales que su suma sea 61 y su producto 900.

Llamando xe y a dichos numeros enteros, se plantea el siguiente sistema de

ecuaciones:
{x +y=061
x-y =900

Procediendo mediante sustitucion: y = 61 — x
x-(61—x) =900
—x24+61x—900=0

_ —61+,/612—4-(-1)-(-900) —61+11
x= 2-(=1) -T2

Luego las dos soluciones son: x =25y x = 36
Por tanto, parax = 25,y = 61 — 25 =36,yparax = 36,y = 61 — 36 = 25.
Concluimos por tanto que los dos numeros enteros que satisfacen el enunciado son

25y 36.

%+ ¢Qué dos nimeros enteros cumplen que la diferencia entre el mayor y el menor es 5
y su producto es 500?
Llamando x al mayor de los dos nameros enteros, e y al menor, se plantea el
siguiente sistema de ecuaciones:

{x—y=5
x-y =500

Procediendo mediante sustitucion: x =5+ 1y
(5+y)-y =500
y2 4+ 5y —500 =0

_ —=5+/52—4-1-(=500) —5+45
Y= 2 T2
Luego las dos soluciones son: y = 20 ey = —25

Por tanto, paray = 20,x = 5+ 20 = 25,yparay = —25,x =5 — 25 = -20.
Concluimos por tanto que existen dos pares de nimeros cumpliendo el enunciado:

20y 25,—25y — 20.
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Campo de problemas:

1. La mitad del cuadrado de la edad de mi madre es 450. ;Cuantos afios tiene mi
madre?

x — Edad de mi madre.

x2

7 = 450
x2 =900
x =130

Como el problema trata de edades, la solucién negativa no tiene sentido, luego mi
madre tiene 30 afos.

2. ¢Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 15 da exactamente su
cuadrado?

x — Edad de la persona.
15x = x?
x> —15x=0
x(x—15)=0
x=0,x=15
Como el problema trata de edades, la solucién x = 0 no tiene sentido, luego la
persona tendra 15 afios.

3. Laedad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24 afios la edad del

padre sera el doble de la del hijo. ¢Cuantos afios tiene ahora cada uno?

Ahora Dentro de 24 afios
Padre x? x? +24
Hijo X x + 24

Reflejando las incognitas como muestra la tabla, la ecuacion de segundo grado
planteada es:

X%+ 24 =2(x+24)
x% 4+ 24 =2x+ 48
x?—=2x—24=0
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2+,/(-2)2—4-(-24) 2+10
X = =
2 2
Por tanto las soluciones de la ecuacién son: x = 6 y x = —4

Como el problema trata de edades, la solucion negativa no tiene sentido, y asi el

hijo tiene 6 afos y el padre 36.

4. Si multiplicamos la tercera parte de cierto nimero por sus tres quintas partes,
obtenemos 405. ;Cual es ese nimero?

x — Cierto nimero.

x = 1+V2025 = 445

Por tanto existen dos nimeros satisfaciendo el enunciado; 45y — 45.

5. Calcula un namero distinto de O de manera que, dos veces su cuadrado sea 7 veces
dicho namero.

x — NUmero.

. . . , .. .y 7
Como el enunciado nos indica que el nimero debe ser distinto de 0, la solucidn es >

6. Hallar dos nimeros positivos consecutivos cuyo producto sea 380.
x — Numero.
x + 1 — Su consecutivo.
x(x+1) =380
x>+x—-380=0

65



Trabajo Fin de Méster 3° ESO “Ecuaciones de segundo grado”

-1+,/12—-4-(-380) —-1439
X = =
2 2
Por tanto las soluciones de la ecuacion son;: x = 19, x = —20.

Como el enunciado nos indica que el nimero tiene que ser positivo, concluimos que

los numeros que satisfacen el enunciado son: 19 y 20.

7. Calcular dos nimeros naturales impares consecutivos cuyo producto sea 195.
2x + 1 — Numero impar
2x + 3 — El nimero impar consecutivo.
(2x+1)(2x+3) =195
4x2 + 6x+2x+3 =195
4x2+8x—192=0

—8+,/82—-4-4-(-192) —8156
24 -8
Por tanto las soluciones de la ecuacion son: x = 6,x = —8.

X =

Como el enunciado nos pide nimeros naturales, nos quedamos Unicamente con la

solucion positiva, y asi, los nUmeros naturales impares consecutivos son 13y 15.

8. Descompon 8 en dos factores cuya suma sea 6.
Si denotamos por x ey a los factores que descomponen el nimero 8, se tiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

{x+y=6
x'y=38

Procediendo mediante sustituciéon: y = 6 — x
x(6—x)=8
—x*+6x—8=0

_ —6+,62—4-(-1)-(-8) —6+2
X = 2 (1) R
Por tanto las soluciones de la ecuacion son x = 2,x = 4.

Asi,six =2,y =4y six =4,y = 2. Luego la descomposicion queda: 8 = 2 - 4

9. El érea de un terreno circular es de 100 m2. Calcula la longitud del radio de dicho

terreno.
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Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

100m?*

“*‘ - "

Llamando r al radio del terreno circular, como el area es 100 m? se tendra la
siguiente ecuacion de segundo grado:
mr? =100

100
r? = — ~ 31,83
T

100
r=4 |— = 5,64
T

Como se trata de longitudes, la solucion negativa no tiene sentido, y por tanto, el

radio del terreno circular mide aproximadamente 5,64 m.

10. Un deposito de agua tiene forma de ortoedro cuya altura es 10 m y su capacidad
4000 m3. Hallar el lado de la base sabiendo que es cuadrada.

Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

/ 10

X

Llamando x al lado de la base del ortoedro, que es un cuadrado, el volumen del
ortoedro es V = x - x - 10 y segun el enunciado es 4000 m3. Luego la ecuacién que se
plantea es:

10x2 = 4000
x? =400
x = £V400 = £20
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Como estamos tratando con longitudes, la solucion negativa no tiene sentido, y por

tanto la solucién del problema es: 20 m mide el lado de la base.
11. Los catetos de un triangulo rectangulo suman 18 cm y su area es 40 cm?. Halla los

catetos de este triangulo.

Plasmemos en un dibujo lo que nos dice el enunciado:

18—

X
Si llamamos x a uno de los catetos del triangulo, como la suma de los catetos es 18,
el otro cateto medirda 18 — x. Asi, como el area es 40 cm? se tendra la siguiente

ecuacion de segundo grado:

x(18 — x)

—— =40
2

x(18 —x) =80

—x%24+18x—-80=0

L —-18+ /182 —4-(-1)- (-80) —18+2
2-(-1) -2
Por tanto, las soluciones de la ecuacion son: x = 8,x = 10.
Asi, si un cateto mide x = 8 cm, el otro medird 18 — 8 = 10 cm. Y si un cateto mide
x = 10 cm, el otro medirad 18 — 10 = 8 cm.

Concluimos por tanto que los catetos miden 8 y 10 cm.
12. Uno de los lados de un rectangulo es 5 unidades mayor que el otro, y el area mide

50 m2. Calcular las dimensiones del rectangulo.

Plasmemos lo que nos indica el enunciado:
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=4 2
a0m 7

r+5
Si llamamos a uno de los lados del rectangulo x, como el otro lado es cinco unidades
mayor, medird x + 5. Asi, como el area es 50 m? se tiene la siguiente ecuacion de
segundo grado:
x(x+5)=50
x2+5x—-50=0

_—5+52-4-(-50) -5%15
N 2 2
Por tanto las soluciones de la ecuacion son: x = 5,x = —10.

X

Ahora bien, como estamos tratando con longitudes, la solucion negativa no tiene

sentido, y asi, los lados del rectangulo miden 5y 10 m.
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