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1 El objeto matematico a enseiar

El objeto matematico para el que vamos a desarrollar esta propuesta didactica es
la trigonometria en 4° de la ESO opcion B. Se ha elegido este objeto porque tiene un
origen histdrico con una clara componente practica y se ha elegido este curso de la

ESO porque es el momento de presentacion de la trigonometria en el curriculo actual.

Consideramos importante vincular el proceso de ensefanza del objeto
matematico con las necesidades sociales y humanas que ha resuelto. Por este motivo,
atendiendo a la funcionalidad de los aprendizajes de los alumnos, procedemos a
organizar el campo de problemas de la trigonometria atendiendo a la resolucion de
triangulos que modelizan situaciones contextualizadas que tienen aplicaciones en el
calculo de longitudes y distancias de lugares inaccesibles. Alrededor de los problemas
de resolucidn de triangulos se ensefaran las técnicas y las tecnologias asociadas a este

objeto matematico.

2 El estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto
matematico

Respecto a la trigonometria, en la orden de BOA de 9 de Mayo de 2007 en la
que se aprueba el curriculo de la ESO, para 4° de la ESO, opcion B, para la
Comunidad Autéonoma de Aragdn, se detallan los siguientes contenidos relacionados

con la trigonometria:
* Razones trigonométricas de un dngulo agudo: seno, coseno y tangente.

* Relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo angulo:

tan X = sen X/cos X; sen’x + cos’x = 1
* Razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45°, 60°, 90°.
* (Calculo gréfico de las razones trigonométricas de un angulo agudo.
* Resolucién de problemas de tridngulos rectangulos.

* Uso de la calculadora para el célculo de angulos y razones trigonométricas.
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* Aplicacion de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas

métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y volumenes.

En el curriculo LOMCE (Orden de 15 de mayo de 2015, de la Consejera de
Educacion, Universidad, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes
de la Comunidad Auténoma de Aragon) en la asignatura de Matematicas Orientadas a

las Ensefianzas Académicas de 4° curso se detallan los siguiente contenidos:
* Medidas de 4ngulos en el sistema sexagesimal y en radianes.

* Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en

los triangulos.

* Aplicaciéon de los conocimientos geométricos a la resolucion de
problemas métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y

volimenes.

Asociados a estos contenidos, el curriculo establece cuatro estandares de

aprendizaje:

* Utiliza conceptos y relaciones de la trigonometria basica para resolver
problemas empleando medios tecnoldgicos, si fuera preciso, para realizar

los calculos.

e Utiliza las herramientas tecnoldgicas, estrategias y formulas apropiadas
para calcular 4ngulos, longitudes, areas y volimenes de cuerpos y figuras

geométricas.

* Resuelve triangulos utilizando las razones trigonométricas y sus

relaciones.

e Utiliza las formulas para calcular areas y volumenes de tridngulos,
cuadrilateros, circulos, paralelepipedos, piramides, cilindros, conos y
esferas y las aplica para resolver problemas geométricos, asignando las

unidades apropiadas.
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De esta forma el curriculo tiene una orientacion introductoria de la
trigonometria, presentando las razones trigonométricas, sus relaciones basicas
aplicando la definicion de las mismas y el teorema de Pitdgoras, sus valores para los
angulos mas habituales y la resolucion de triangulos rectangulos. Ninguno de los dos
curricula aporta orientaciones didacticas para la ensefianza de la trigonometria. Tan

solo el curriculo aragonés de la LOE considera el siguiente criterio de evaluacion:

“Conocer y aplicar las relaciones y razones fundamentales de la trigonometria

elemental para resolver problemas geométricos.

Se pretende que los estudiantes demuestren su capacidad en el manejo de las
razones trigonométricas y sus relaciones para resolver problemas, asi como que en la

realizacion de los céalculos se ayuden, si es preciso, de la calculadora™.

Dado que los documentos oficiales orientan poco a los docentes es de esperar

que éstos recurran a las editoriales de libros de textos para buscar pautas de actuacion.

Como ejemplo de como se presenta este objeto matematico, hemos analizado
dos libros de texto de este curso, opcion B, el de la editorial SM (proyecto esfera) de

2009 y el de la editorial Edelvives de 1995.

En el libro de SM, hay un tema previo sobre la semejanza y otro especifico que
se titula trigonometria. En este Gltimo, se justifica su introduccion aduciendo razones
de importancia historica pero no hay un problema introductorio, ni aplicaciones
practicas para el alumno. Soélo al final de la unidad cuando se proponen problemas
practicos que relacionan el contenido tedrico con su aplicacién a la resolucién de

problemas.

La metodologia del texto de SM se puede considerar tradicional y consiste en
presentar técnicas muy potentes de calculo, normalmente justificadas, para a

continuacion presentar un ejemplo resuelto y ejercicios propuestos.

No hay campo de problemas como tal sino ejercicios descontextualizados para
primero, manejar las propiedades de las razones trigonométricas, y para segundo,
resolver tridngulos. Al final del curriculo se presentan problemas contextualizados de
resolucion de triangulos como campo de problemas y el calculo de 4reas y voliimenes

ayudados de la trigonometria.
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En este libro de texto de la editorial SM (proyecto esfera) las técnicas que se

enseflan son:
- Unidades de medida de dngulos: grados y radianes
- Definicion de las razones trigonométricas
- Razones trigonométricas del angulo de 45°
- Razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°
- Uso de la calculadora para hallar las razones trigonométricas
- Teorema de Pitagoras representado en base a razones trigonométricas
- Ecuacion fundamental de la trigonometria

- Relaciones entre razones trigonométricas de angulos suplementarios,

complementarios, opuestos y que difieran 180°
- Uso de la calculadora
- Teorema del cateto
- Teorema del seno

- Teorema del coseno

En el libro de Edelvives el titulo del tema es de “Thales a la topografia”, que ya
es bastante representativo de la presentacion de la trigonometria muy ligada a la
semejanza de triangulos, y a su aplicacion practica. Como razén de ser se plantea un
problema sobre una escalera. El alumno tiene que construir una tabla en la que para
cada 10 peldafios tiene que calcular la relacion entre los catetos y la hipotenusa del

triangulo rectangulo formado desde el inicio de la escalera.
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A continuacion propone el mismo problema pero con diferentes pendientes y
angulos. En un siguiente paso propone problemas contextualizados de aplicacion de
las razones entre catetos e hipotenusas para los angulos calculados en los distintos

casos de escaleras.

Después el libro presenta un momento de institucionalizacion del saber dando

nombre a las relaciones trigonomeétricas y explicando el manejo de la calculadora.

El campo de problemas que trabaja es la resolucion de tridngulos rectangulos,
casi siempre de manera contextualizada, faros, aeropuertos, estatuas, rios, etc. No

plantea la resolucion general de triangulos.

Como hemos visto, el planteamiento de los dos libros, es muy diferente. En el
libro mas antiguo, el de Edelvives, se plantea una metodologia de ensefianza a través
de la resolucion de problemas, donde el alumno tiene un rol mas importante en la
construccion del saber matematico y el docente tiene un rol mas de facilitador. En el
libro mas reciente, se basa en un modelo ensenanza-aprendizaje mas tradicional,
donde la construccién de potentes teoremas que convierten problemas en meros

ejercicios es el eje epistemologico.

Podemos comprobar que la interpretacion que los libros de texto respecto al
curriculo propuesto por la DGA, es bastante dispar. Nos encontramos con un curriculo
poco orientador y con propuestas de ensefianza diferentes segun sea la editorial de

libros de texto que la formule. Por otra parte, la administracion educativa tampoco
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ofrece propuestas concretas sobre la ensefianza objetos matematicos, entre ellos la

trigonometria.

3 Metodologia de aula para la enseinanza de la
trigonometria.

Entendemos que la presentacion de la trigonometria como un nuevo objeto
matematico que hay que aprender a manejar sin entender muy bien para qué, sin una
relacion directa y clara con aplicaciones practicas que el alumno pueda realizar,
provoca en el alumno la sensacion de desconcierto y de miedo ante otro campo

matematico.

Creemos que precisamente este objeto matematico se puede presentar de una
forma eminentemente manipulativa, practica, y ligada a la resolucion de problemas

por lo que:

- Haremos un planteamiento metodologico basado en la resolucién de
problemas. Plantearemos problemas contextualizados de dificultad
creciente que sirvan de camino a los alumnos para resolver el campo de

problemas.

- Reduciremos al maximo el nimero de técnicas. No plantearemos las
potentes técnicas como el teorema del seno o del coseno que reducen la
resolucion de tridngulos a la mera aplicacion de una férmula. En su lugar
usaremos técnicas mas sencillas como la de mediante la altura dividir un
tridngulo normal en dos tridngulos rectangulos, ya que estas técnicas son
mas formativas al necesitar estar mas cerca de la definicion de las
razones y de su comprension para manejarlas. A su vez estas técnicas,

debido a su sencillez, perduraran mas en el tiempo.

- Evitaremos la presentacion ostensiva de técnicas con la intencion de que
sean los propios alumnos los que empleen de modo auténomo técnicas

menos sofisticadas pero no por ello menos valiosas para el aprendizaje.
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Como norma general se propone que los alumnos trabajen los problemas en
grupo, tras lo cual uno de los grupos lo resuelve en la pizarra y se debate en la clase.

Al final hay un momento de institucionalizacion por parte del profesor si es necesario.

El rol del profesor es de guia y facilitador del proceso de aprendizaje,
planteando las reglas de funcionamiento de la clase, proponiendo los problemas
adecuados y haciendo preguntas motivadoras. Pretendemos que el alumno sea
protagonista de su formacion, y asuma la responsabilidad del aprendizaje, afrontando
el reto de resolver problemas para los que no dispone de técnicas especificas, pero

contando con la ayuda de sus compafieros.

4 Los conocimientos previos de los alumnos y dificultades
Para comenzar con esta unidad se requiere que los alumnos conozcan:
- Qué es un triangulo, qué datos necesitamos para construir uno
- Notacion para representar tridngulos, sus lados y sus angulos
- Que la suma de los angulos de un tridngulo es 180°
- Semejanza de tridngulos. Teorema de Thales.
- Teorema de Pitagoras

- Técnicas operatorias aritméticas y algebraicas: como operar con nimeros

racionales e irracionales y resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

Son conceptos geométricos que se han trabajado durante muchos afios, y que
ademas son bastante intuitivos, por lo que estimamos que no debe haber problema con
ellos. De todas formas se plantearan 4 actividades que trabajen los datos necesarios
para dibujar un triangulo y su notacion, aplicaciones de la semejanza de tridngulos
como la medida de la altura de una piramide y aplicacion del teorema de Pitagoras en

el célculo de los lados de un tridngulo rectangulo.

Actividad previa 1: El objetivo de esta actividad es saber qué es un triangulo y la

notacion asociada que vamos a utilizar.

o Preguntas abiertas a la clase para responder entre todos:
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- Etimologia de la palabra tridngulo

-(Qué es un triangulo? El tridngulo es una forma geométrica que
modeliza estructuras rigidas de tres lados. Uso del material didactico
Geotiras para comprobar que el tridngulo modeliza la estructura rigida
de menor numero de lados. Aplicaciones del tridngulo en la vida
cotidiana, por ejemplo en la construccion de edificios y puentes se

utiliza el tridngulo garantizar la rigidez de la construccion.
- (De qué elementos se compone un triangulo?
- {Como denotamos los tridngulos?
- {COomo se denominan los vértices? (los lados? ;los d&ngulos?
- Clasificaciones de los tridangulos

Actividad previa 2: El objetivo de esta es saber qué datos necesitamos para

resolver (dibujar) un tridngulo
o Usando Geogebra, dibuja los triangulos que cumplen estas condiciones:

- Lado de 3 unidades (no es posible construir un tridngulo, ;qué mas

datos necesitamos?)

- Lados de 3, 5 unidades (observaremos en la clase que hay muchos

triangulos que cumplen esta condicion, luego necesitamos mas datos)

- Lados de 3, 5 y 6 unidades (Con este tercer dato, ya tenemos totalmente

determinado el tridngulo)
- Lados de 2, 3 y 6 unidades (Este tridngulo no es posible)
- Lados de 3, 5 y angulo entre ellos de 45°
- Lados de 3, 5 y 4ngulo entre el lado de 5 y lado desconocido de 60°
- Lado de 3 y los dos angulos de este lado con los otros dos de 45° y 60°
- Lado de 3 , un angulo de este lado de 30° y el angulo opuesto de 75°

- Solo sabemos dos angulos (Observaremos que podemos construir

triangulos semejantes entre si, pero de lados distintos)
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- Concluimos la actividad diciendo qué entendemos por resolver un
triangulo. Resolver un tridngulo consiste en calcular los lados y angulos
desconocidos de un tridngulo dado del que conocemos al menos 3
datos, uno de los cuales debe ser un lado. También aprovecharemos

para indicar los cuatro criterios de igualdad de triangulos:

Dos triangulos son iguales si tienen dos lados respectivamente

iguales, y el &ngulo comprendido por ellos igual.

* Dos tridngulos son iguales si tienen sus tres lados respectivamente

iguales.

» Dos triangulos son iguales si tienen iguales dos angulos y el lado

comun.

* Dos tridngulos son iguales si tienen dos lados respectivamente
iguales y con un angulo igual opuesto al lado mayor de ambos

lados.

Actividad previa 3: Actividad de cdlculo de la altura de una pirdmide aplicando

la semejanza de tridngulos

Imagina que trabajas para un escriba en el antiguo Egipto, y el Faraon le ha
encargado que mida la altura de la pirdmide que acaban de construir para €l. El escriba
te encarga que hagas la medicion teniendo en cuenta que el vértice proyecta una
sombra que nos permite definir un tridngulo semejante al formado por la sombra de un

baston.

Qué datos necesitariamos medir y como calculariamos la altura de la piramide.
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El proposito de la actividad es que los alumnos reflexionen para elegir aquellas
medidas que le permitan resolver el problema utilizando el teorema de Thales. En este
caso seria el lado de la base de la piramide, la distancia de la piramide a la sombra, la

altura del palo y la longitud de su sombra.

Actividad previa 4: Calcula el 4rea de un tridngulo rectangulo isésceles de

hipotenusa 6cm aplicando el teorema de Pitdgoras.

Otro aspecto a tener en cuenta en el disefio de la unidad, es prever las
dificultades que pueden encontrar los alumnos. Mosquera (2005) senala que algunas
de las dificultades que los estudiantes tienen en apropiarse de los contenidos de la
trigonometria estan relacionadas con problemas en el aprendizaje de otros conceptos
matematicos como la razon, el angulo y la funcion, otras dificultades son propias del

conocimiento trigonométrico como el concepto de periodicidad.

Este autor indica que las investigaciones sugieren que la introduccién de la
trigonometria se haga en contextos dinamicos con la ayuda de calculadoras y

ordenadores.

5 Las razones de ser de la trigonometria

La razoén de ser de la trigonometria es la necesidad de calcular distancias de
lugares inaccesibles. Nos proponemos establecer relaciones matematicas entre las
longitudes de los lados de un triangulo con los angulos que forman dichos lados.
Basandonos en estas relaciones y en el Teorema de Thales de semejanza de tridngulos
es posible obtener medidas indirectas de distancias que no es posible medirlas

directamente.

La trigonometria ha estado ligada desde su origen a la resolucion de tridngulos
con fines métricos. Se han encontrado una tablilla babilonica escrita en cuneiforme,
llamada Plimpton 322 (en torno al 1900 a. C.) que muestra quince ternas pitagoricas y

una columna de numeros que puede ser interpretada como una tabla de funciones
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trigonométricas. Los egipcios desarrollaron la medida de los 4ngulos también con la
finalidad de realizar mediciones. Ya en la Grecia Clésica el astronomo Hiparco de
Nicea en el siglo II a.C. construyd una tabla de cuerdas para resolver triangulos. La
trigonometria fue clave en el desarrollo de la astronomia permitiendo medidas como el

diametro de la tierra, la distancia a la luna, etc.

Hoy en dia la trigonometria se sigue usando para todas las actividades
topograficas que permiten medir con precision las alturas y las distancias entre los
puntos de un terreno. Esta necesidad es mas acuciante cuando se trata de medidas
imposibles de hacer de otra forma por ser inaccesible, como por ejemplo la distancia

entre dos picos.

Nos proponemos establecer relaciones matematicas entre las longitudes de los
lados de un tridngulo con los angulos que forman dichos lados. Basandonos en estas
relaciones y en el Teorema de Thales de semejanza de triangulos es posible obtener

medidas indirectas de distancias que no es posible medirlas directamente.

A pesar de la larga historia de la trigonometria no se va a usar ésta como razon
de ser, sino que plantearemos como razén de ser la relacion entre los catetos de un
triangulo rectangulo fijando los angulos. Hemos tomado el ejercicio 1.2.1 con

Geogebra que proponen Gutiérrez y Fiallo (2009).

BC / AC = 0.53

BC = 2.84cm.

2

AC = 5.33 cm.
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Al. Actividad Inicial: Como se ve en la figura, al mover el punto D, movemos la
recta m, y variamos el angulo A. Una vez fijado este dngulo, al mover Cn, vamos
desplazando la recta de trazos, con lo que vamos creando tridngulos semejantes. A la
izquierda nos aparece el cociente entre BC y AC, que permanece fijo mientras no

variemos el angulo A.

Suponemos que los alumnos conocen Geogebra, y les pedimos que hagan paso a
paso la construccion a la que hemos hecho referencia de una forma guiada. Es decir el
profesor da orientaciones escritas a los alumnos para que éstos, por parejas, realicen

los siguientes pasos en sus ordenadores:

Dibujan una recta, un punto A perteneciente a dicha recta, un punto D exterior

alarecta

- Dibujan la recta m que pasa por D y A y que midan el angulo que forman las

dos rectas.
- Comprueban que al mover D el angulo varia.

- Dibujan por un punto Cn, de la primera recta, una recta perpendicular a la

dicha recta.

- Calculan los lados del triangulo rectangulo formado y las razones entre catetos,

y entre cada cateto y la hipotenusa.
- Ven que si desplazamos Cm en la recta inicial estos ratios no cambian.
- Al mover D y cambiar el d&ngulo vemos coémo cambian las razones.

A continuacién hay un momento de institucionalizacion del profesor donde se
les explica como se define el seno, el coseno y la tangente de un angulo, asi mismo les

indicamos que estos valores se pueden consultar usando calculadoras o tablas.

Los alumnos copian en su cuaderno estas definiciones de las razones

trigonométricas.

Se les pide a los alumnos que busquen los valores maximos y minimos de cada
una de las razones trigonométricas. Los alumnos van dando sus razonamientos, hasta

llegar a unas conclusiones validas.

Se les pide a los alumnos que demuestren las relaciones trigonométricas:
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2 2
tan X = sen X/cos X; sen’X + cos’x = 1

La primera identidad es una consecuencia inmediata de las definiciones de las
razones trigonométricas. Y la segunda identidad es una nueva version del teorema de

Pitagoras.

Después de un tiempo de trabajo, salen dos voluntarios a la pizarra para

resolver el ejercicio y se acaba de institucionalizar entre todos.

Los alumnos copian las demostraciones en su cuaderno.

6 Los campos de Problemas

Se plantean dos campos de problemas, uno de resolucion de triangulos

rectangulos y otro de resolucion de tridngulos cualesquiera.
A continuacion vemos ejemplos de los problemas a resolver de cada campo.
* C1 Resolucion de triangulos rectangulos

En un primer campo de problemas, se resolveran triingulos rectiangulos y se
subdividird en dos tipos. El primero es conocido un angulo agudo y un lado, y el
segundo es una aplicacion muy utilizada en la que normalmente queremos conocer un
cateto, midiendo el angulo desde dos puntos alineados con distancia conocida. No
consideramos el caso de conocidos dos lados, ya que este campo de problemas se

resuelve con la aplicacion directa del teorema de Pitagoras.
* C(Cl1.1. Conociendo un lado y un angulo agudo

o Pl. Los brazos de un compds, que miden 12 cm, forman un angulo de
50°. (Cuadl es el radio de la circunferencia que puede trazarse con esa

abertura?

12 cm
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o P2. Una torre proyecta una sombra de 17m de longitud. Calcula la
altura de la torre si, en ese momento, el sol tiene una inclinacion de

70° con la horizontal.

o P3. La longitud de un avion es 30m, y cuando vuela exactamente
encima de nosotros, observamos que abarca un angulo de 3°. ;A qué

altura vuela?

* C1.2. Calculo del cateto comun de dos triangulos rectangulos,
conocida la distancia entre los vértices opuestos y los angulos

opuestos a dicho cateto.

o P4. Desde el lugar donde me encuentro, la visual de la torre
forma un angulo de 32° con la horizontal. Si me acerco 25 m, el

angulo es de 50°. ;Cual es la altura de la torre?

o P5. Para saber a qué altura vuela un avion medimos los dngulos
de elevacion del avion desde el portal (55°) y desde la terraza
(40°) de nuestra casa y se hace un esquema como el die la figura.

La altura de la casa es de 48m. ;A qué altura vuela el avion?

., 48m
()
i
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* (C2 Resolucion de triangulos cualesquiera

En este segundo campo de problemas, se resolveran triangulos cualquiera y se
subdividird en cuatro tipos. Resolucion conociendo 2 dngulos y un lado, conociendo
dos lados y el angulo que forma, conociendo 2 lados y el angulo opuesto de uno de

ello y conociendo sus 3 lados.
* (C2.1. Conociendo 2 angulos y un lado

o P6. Distancia a una isla: Queremos ir con una lancha hasta un islote I,
pero antes nos gustaria saber a qué distancia se encuentra del puerto
deportivo P, situacién descrita en la figura de debajo. Para ello
localizamos alglin edificio del pueblo, por ejemplo la iglesia G, y
medimos los dngulos IPG (32°) y PGI (54°), y la distancia del puerto

a la iglesia (800m). ;Cuénto dista el islote del puerto?

o P7. Anchura de un rio: Localizamos un objeto en cada orilla de forma
que estén uno enfrente del otro (Ay B) como en la figura. Desde B,
miramos a otro objeto cualquiera C, y medimos la distancia BC
(200m) y los angulos ABC(134°) y BCA(15°). ;{Cudl es la anchura

del rio?

AL RN
-~ >\‘ — AN k_/\/\\/

TN
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o P8. Para calcular la anchura de un rio, medimos desde los puntos A y
B de una de las orillas, los d&ngulos que forma la direccion de ésta con
las correspondientes visuales al punto C de la orilla opuesta, que
resultan ser de 36° y 52° respectivamente. Si A y B distan 50m, ;cudl

es la anchura del rio?
* (C2.2. Conociendo 2 lados y el angulo que forman

o P9. Anchura de un lago: Para medir la anchura de un lago, nos
situamos en la posicion P y medimos las distancias desde P a los dos
extremos del lago (A y B), asi como el angulo APB (58°) segun se

indica en la figura. ;Cual es la anchura del lago?

( -
N J B
AN —— o /
\ /
\ /
\ /
\ /
N /
6 N /
(g)\\ // ol
(R RS
7N
\\ 58°
N N4

o P10. Se desea tender un cable tenso entre ambos lados (AyB) de una
hondonada, como se indica en la figura. Situados en el fondo, las
distancias a A y B son respectivamente, 120 y 210m, y dichos puntos

se ven con un angulo de 105°. ;Qué longitud debe tener el cable?

o P11. De un puerto salen simultdneamente 2 barcos con rumbos que

difieren 33° y velocidades de 24 y 29 nudos, respectivamente. ;A qué
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distancia se encontrardn uno del otro al cabo de lhora y 20 minutos?

Un nudo es una milla nautica por hora. Una milla n4utica equivale a

1.852m.
* (C2.3. Conociendo 2 lados y el angulo opuesto de uno de ellos

o P12. Un poste eléctrico estd sujeto por dos cables cuyos puntos de
anclaje estan situados a ambos lados del pie del poste. Si se sabe que
los cables tienen una longitud de 20 y 30 metros y que el cable de
mayor longitud tiene una inclinacion de 35,3° con respecto a la
horizontal. Calcula la altura del poste y la distancia entre los dos

puntos de anclaje.
e (C2.4. Conociendo sus 3 lados

o P13. Desde dos puestos de control que distan entre si 8400m, se
detecta un avion que sobrevuela la linea que une ambos puestos y
dista 5800m del primero y 4500 del segundo. ;A qué altura vuela el

avion?

o P14. En una estacion de invierno, se construyen dos toboganes para
saltos de esqui. Desde la posicion de lanzamiento, se puede optar por
uno o por otro, que tienen 20m y 50m de longitud, y van a parar a
lugares con la misma altura y distantes entre si 65m. ;Qué pendiente

tiene cada tobogan?
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7 Las técnicas

Las técnicas usadas se basan en la propia definicion de las razones, asi como en

las propiedades de los tridngulos, sean rectangulos o no.

A continuacion se indican las técnicas que se presentaran en clase asi como los
gjercicios que irdn ayudando a los alumnos al descubrimiento y dominio de las

técnicas asociadas a la trigonometria.

T1: Relaciones trigonométricas tan x =sen x/cosx y sen’x + cos’x = 1

Lo hemos visto en la Actividad Inicial descrita en el capitulo 5 de esta memoria.

T2: Razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45°, 60°.
- Ejercicio 1: Dado un tridngulo rectangulo isésceles calcula el sen 45°, cos45° y

tg45° aplicando el teorema de Pitagoras

e Utilizando el teorema de Pitdgoras, e identificando que los angulos
agudos de este tridngulo son de 45° y que sus catetos son iguales, se
podréd deducir la técnica de céalculo de razones trigonométricas del
angulo de 45°. El propio ejercicio sirve de justificacion. También es un
caso de resolucion de tridngulos rectangulos. Para su implementacion
en el aula, se propone que los alumnos trabajen en grupos, dandoles un
tiempo de 15°. Uno de los grupos que haya dado con el resultado
correcto lo presentara en la pizarra y se debatira la solucion en la clase
y se plantearan cuestiones como ;Por qué los angulos son de 45°? ;Qué
util de dibujo es un tridngulo rectangulo isdsceles? ;Cémo podemos

dibujar \2?

- Ejercicio 2: Dado un triangulo equilatero, dividelo en 2 con una de sus alturas

y calcula sen60°, cos60°, tg60°, sen30°, cos30°, tg30°

* Dividiendo el tridngulo equildtero en 2 mediante una de sus alturas,
identificando los dos angulos agudos como de 30° y 60°, que el cateto
que no es la altura es la mitad del lado del triangulo equilatero y

aplicando el teorema de Pitdgoras, obtendran los alumnos la técnica de
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calculo de razones trigonométricas del angulo de 30° y 60°. Una vez
dibujada la altura, la técnica a aplicar es muy similar al ejercicio
anterior. El propio ejercicio sirve de justificacion. También nos servira
para pre-introducir la técnica de division en tridngulos rectangulos
usando las alturas. Para su implementacion en el aula, se propone que
los alumnos trabajen en grupos, dandoles un tiempo de 20’. Uno de los
grupos que haya dado con el resultado correcto lo presentard en la
pizarra y se debatira la solucion en la clase y se planteardn cuestiones
como (Por qué los angulos son de 60° y de 30°? ;Qué util de dibujo es
medio triangulo equildtero? ;Cémo podemos dibujar \3? Tras el
egjercicio, el profesor institucionalizard las razones trigonométricas de

angulos complementarios.

T3: Manejo de la calculadora

- Ejercicio 3: Haz una tabla con los resultados anteriores y en una nueva

columna pon el resultado de la calculadora. Compara los resultados y

verificalos si hay diferencias.

La técnica que se va a fijar en este ejercicio es el uso de la calculadora,
calculando una las razones trigonométricas de un angulo, basandose en
los resultados de los problemas anteriores. Para que sea mas fécil, o el
centro proporciona calculadoras iguales a todos los alumnos, o el centro
en 3° de la ESO recomienda a los alumnos un modelo concreto de
calculadora. Se trabajara, presentando el profesor que las calculadoras
trabajan con 3 unidades de medida de angulos, DEG, GRA y RAD, y
que nosotros de momento sélo trabajaremos en grados sexagesimales
(DEG). Se les propone a los alumnos empezar con una razon sencilla,
por ejemplo seno30°. El ejercicio se hard de forma individual durante
15°. Los alumnos que no hayan completado el ejercicio seran ayudados

por compaifieros que tengan la misma calculadora.

- Ejercicio 4: Con la calculadora calcula los dngulos

cuyosenoes: 0 0,7 0,85 1 -1 -0,5

cuyo cosenoes: 0 0,7 0,85 1 -1 -0,5

Trigonometria: Una propuesta didactica para 4° de ESO, opcion B 22



cuya tangente es: 0,0,7 0,85 1 8 10 100 1000 -100

* La técnica que se va desarrollar en este ejercicio es el uso de la
calculadora para las funciones inversas de las razones trigonométricas,
es decir conocida la razon buscar el angulo. También nos servird para
empezar a introducir las razones de los angulos suplementarios y
opuestos. Se trabajara, presentando el profesor que las calculadoras
suelen designar como funcién inversa indicando la funcion elevado a -
1. Se les propone a los alumnos empezar con un valor sencillo que ya
conocen como 0,5 por ejemplo. El ejercicio se hard de forma individual
durante 15°. Los alumnos que no hayan completado el ejercicio seran

ayudados por compafieros que tengan la misma calculadora.

Una vez se hayan consolidado estas técnicas bdsicas, iremos presentando los
distintos problemas de los campos de problemas definidos progresivamente y en orden
de dificultad. La metodologia de implementacion serd la misma que la presentada en
los ejercicios anteriores: trabajo en grupo de los alumnos sin nociones adicionales
presentadas por el profesor, resolucion de los problemas primero en grupos pequefios
y después con el grupo completo en la pizarra dando la posibilidad de realizar un

debate conjunto en el aula.

T4: Dividir triangulos cualesquiera en dos triangulos rectangulos usando la
altura

Esta técnica la iremos desarrollando para resolver el campo de problemas C2, e
iremos planteando en clase problemas de este campo para que vaya desarrollando esta
técnica. Serd utiliza al resolver los problemas de P6 a P14 cuya solucién se muestra en

el Anexo 1 de este memoria.

8 Las tecnologias

El discurso tecnologico que acompafia a las técnicas guarda estrecha relacion

con la definicion de las razones trigonométricas.
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Los razonamientos en los que se basaran las tecnologias son muy sencillos y se
basan en las propiedades de los tridngulos y en el teorema de Pitdgoras. Son siempre
los alumnos los que tienen la responsabilidad de justificarlas bajo la supervision del

profesor.
Soélo dos requieren una justificacion un poco mas formal:

- Al final de la actividad inicial se pide a los alumnos que justifiquen las
. . s 2 2
relaciones trigonométricas “tan X = sen x/cos X7 'y  “sen’x + cos’x = 1”. Son

justificadas por los alumnos en la pizarra bajo la guia del profesor.

- En los ejercicios 1 y 2 se les pide que calculen las razones de 30°, 45° y 60°,

que son justificadas por los alumnos en la pizarra bajo la guia del profesor.

Es resto de las técnicas son habilidades en la aplicacion de las definiciones para
conseguir resolver triangulos. No se usan técnicas como el teorema del cateto, del seno

y del coseno, por lo que las tecnologias son minimas.

Los momentos de institucionalizacion son escasos pero podemos destacar que en
la actividad inicial hay uno, tras haber experimentado que las relaciones entre los
catetos o entre un cateto y su hipotenusa se mantienen en relacion con el angulo, el
profesor les explica como se define el seno, el coseno y la tangente de un angulo, y

que estos valores se pueden consultar usando calculadoras o tablas.

9 Secuenciacion didactica y cronograma

Se ha planificado esta unidad para 15 sesiones con el siguiente contenido de

cada una de ellas.

Sesion 1: Conocimientos previos. Actividades previas 1 y 2 sobre qué es un

triangulo, su notacion y qué elementos necesitamos para resolver uno.

Sesion 2: Conocimientos previos. Actividad 3 y 4 de calculo de altura de una
piramide usando el teorema de Thales y calculo del area de un tridngulo aplicando el

teorema de Pitagoras.
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Sesion 3: Razon de ser. Actividad Al de construccion con Geogebra que
calcula la relacion entre los catetos y es fija si fijamos el dangulo agudo del tridngulo

rectangulo.

Sesion 4: Parte final de la actividad Al. Valores posibles de las razones

trigonométricas y justificacion de las relaciones trigonométricas

Sesion 5: Razones trigonométricas de 30°, 45°, 60°. Ejercicios 1 y 2 que

justifican las razones de estos angulos.

Sesién 6: Manejo de la calculadora. Ejercicios 3 y 4 para aprender a usar la

calculadora
Sesion 7: Resolucion de triangulos rectangulos. Problemas 1, 2y 3.
Sesion 8: Alturas pie inaccesible. Problemas 4 y 5

Sesion 9: Resolucion de tridngulos no rectdngulos, conocidos 2 angulos y un

lado. Problemas 6 y 7

Sesion 10: Resolucion de triangulos no rectdngulos, conocidos 2 lados y el

angulo que forman. Problemas 9y 10

Sesion 11: Resolucion de triangulos no rectdngulos, conocidos 2 lados y el

angulo opuesto de uno de ellos o conocidos 3 lados. Problemas 12 y 13
Sesion 12: Repaso. Problemas 8, 11, 14

Sesion 13: Sesion de cierre. Actividad A2 de manejo del movil para medir

distancias y alturas. Véase el detalle al final de este punto.
Sesion 14: Evaluacion

Sesion 15: Resultados de la evaluacion y resolucion de los problemas de la

evaluacion.

Podemos ver esta misma informacion de una forma mas grafica en la siguiente

tabla:
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Sesion

Contenidos

Recursos docentes de soporte

10

11

12

13

14

15

Conocimientos previos. Definicion,
notacion y resolucion de un triangulo

Conocimientos previos. Aplicacion de
teoremas de Thales y de Pitagoras.

Razoén de Ser
Valores posibles de las razones
trigonométricas y justificacion de las

relaciones trigonométricas

Razones trigonométricas de 30°, 45°,
60°

Manejo de la calculadora.

Resolucion de triangulos rectangulos
Alturas de pie inaccesible

Resolucion ~ de  triangulos  no
rectangulos, conocidos 2 angulos y un
lado.

Resolucion  de tridngulos no
rectangulos, conocidos 2 lados y el
angulo que forman.

Resolucion  de  triangulos  no
rectangulos, conocidos 2 lados y el
angulo opuesto de uno de ellos o
conocidos 3 lados

Repaso.

Sesion de cierre.

Evaluacion

Resultados

Actividades previas 1 y 2

Actividades previas 3y 4

Actividad Al de construcciéon con Geogebra .
Parte inicial

Actividad Al de construcciéon con Geogebra .
Parte final

Ejercicios 1 y 2

Ejercicios 3 y 4.
Problemas 1,2y 3
Problemas 4y 5

Problemas 6 y 7

Problemas 9y 10

Problemas 12 y 13

Problemas 8, 11, 14

Actividad A2 de manejo del movil para medir
distancias y alturas. Véase el detalle al final de
este punto.

Prueba escrita

Resultados de la evaluacion y resolucion de los
problemas de la evaluacion.

A2. Actividad final. Se puede plantear también una actividad de cierre en el que

vea una aplicacion del calculo trigonométrico que hace uso una aplicacion moévil para

medir distancias y alturas.
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Incidiremos que aunque los medios técnicos cambian, una aplicacion importante
de la trigonometria sigue siendo la necesidad de medir distancias. La actividad se
contextualiza en un entorno muy préoximo al alumno como el uso y comprension de

aplicaciones moviles.

Estas aplicaciones miden la distancia a un objeto y su altura en dos pasos.
Primero, dada la altura de observacion, miden el dngulo entre la hipotenusa formada
por los ojos del observador y un punto respecto al que queremos medir la distancia y

la vertical, usando el giréscopo incorporado en el movil.

Una vez calculada la distancia a la que se encuentra el objeto, mediremos su
altura mediante la medicion del d&ngulo formado entre la visual y el punto mas alto del

objeto con la horizontal segun el dibujo.

En ambos pasos, usa la tangente del d&ngulo.

Esta presentacion induce al alumno a desprenderse del aspecto magico de las
nuevas tecnologias y motivarle por el sentimiento de orgullo de entender como

funcionan.

La metodologia en la implementacion de esta actividad introductoria se hara

formando grupos de alumnos, de forma que cada grupo disponga de un movil.
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* Explicacion de la actividad que consiste en medir la distancia desde la
pizarra al fondo de la clase y la altura del techo con una aplicacion
movil.

* Descarga de la aplicacion

* Los alumnos aprenderan a usar la aplicacion , entendiendo cémo

funciona, los datos necesarios

* Verificaran la fiabilidad de sus medidas realizadas comparando las

realizadas por los distintos grupos

* Se les propondréd averiguar como hace la aplicacion para calcular las
distancias, en base a las razones trigonométricas aprendidas en esta

unidad.

* Se preparard entre todos un procedimiento que optimice la fiabilidad en

la medicion con los moviles.

10 Evaluacion

10.1 Diseno de la prueba escrita

La prueba escrita de evaluacién a realizar en la sesion 12 se compone de 5
preguntas que en esta memoria se destacan en estilo negrita. Tras la pregunta se
explica como se espera que se resuelva cada ejercicio. Tras la solucidon se analizan

donde pueden equivocarse los alumnos.

1. Sin usar la calculadora, calcula el valor de sen 45° y tan 45°. Justificalo. (2

puntos)

Se espera que el alumno lo resuelva en base a la construccion de un tridngulo

rectangulo isosceles y la aplicacion del teorema de Pitdgoras.

Solucion:
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Un triangulo rectdngulo isosceles, tiene sus dos

angulos agudos de 45° y los dos cateto sen45°= % sc

iguales. Llamaremos h a la hipotenusa, y aplicando
el teorema de Pitdgoras podemos despejar h en

funcién de c.

c o= 45° c2+c2=h23262=h2$h=6\/§

A

y sustituyendo en la definicion tenemos que:

sen45°= %que también lo podemos expresar multiplicando numerador y

-
1 W2 2

denominador por V2, como send5°= ——=-—~"_ =

L, . c
Respecto a la tangente tenemos por definicion de la misma que tan45°=—=1
c

Los posibles errores pueden acontecer al no relacionar el angulo de 45° con un
tridngulo rectangulo isésceles, lo que le bloquea en el desarrollo, también pueden
acontecer errores al aplicar de modo erréoneo la definicion de seno y tangente, el
teorema de Pitadgoras o al realizar algun calculo. Si un alumno no llega a expresar la

forma tradicional de sen 45°, no se le penalizara.

2. Usando la calculadora calcula con 4 decimales: (0,5 puntos cada calculo, 2

puntos en total)
cos 56°=
tan 129°=
sen 34°54°=
sen0,8767= (Expresa el resultado en grados sexagesimales)

En este problema se espera que el alumno verifique que tiene ajustada
correctamente su calculadora en modo “DEG” y ejecute los célculos propuestos. En

uno de los casos debe pasar los minutos a grados dividiendo por 60.
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Solucion:
cos 56°=0,5592
tan 129°=-1,2349
sen 34°54°=0,5721
sen’'0,8767= 61,22468° 6 61°14,8° 6 61°14°48,5”

Puede haber errores al no redondear adecuadamente al numero de decimales elegido

por ellos.

3. Sobre dos pueblos de la meseta que distan entre si 6,5km sobrevuela un
helicoptero. Calcula la altura a la que vuela si se le divisa con un angulo de 35°

desde un pueblo cuando esta en la vertical del otro. (2 puntos)

Se espera que el alumno dibuje el tridngulo rectdngulo formado por los dos

pueblos y el helicoptero y calcule la altura con la tangente del angulo dado.

Solucidn:

Aplicando la definicion de tangente
en el tridngulo rectangulo que
forman los dos pueblos con el

helicoptero tenemos que:

tan35°= & = 1= 6.5- tan35°= 4.55km

b

6,5km

La dificultad principal del problema esta en que los alumnos interpreten el tridngulo
rectangulo que se forma y que sepan aplicar la razon trigonométrica adecuada.

Ademas pueden equivocarse al operar con la calculadora.

4. Para medir la anchura de un lago, nos situamos en una posicion intermedia
desde la que medimos la distancia a los dos extremos del mismo que es de 187m y

114m. El angulo entre las dos visuales es de 65°. (2 puntos)
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En este caso un primer problema es traducir el texto a un croquis que nos ayude en el
planteamiento. Una vez hecho el dibujo, deben de elegir la altura desde uno de los

vértices situados en los extremos del lago.

Solucidn:

Trazamos la altura desde A, por lo

que dividimos el tridngulo ABC en

dos tridngulos rectangulos. En uno de
ellos conocemos la hipotenusa y uno
de los angulos agudos, por lo que
podemos calcular a y h. Conocido a

podemos calcular b, ya que su suma

es 187m. Tenemos pues en el
segundo tridngulo conocidos sus dos catetos h y b, por lo que podemos calcular la

hipotenusa d, que es la anchura del lago.

5en65°= % = h=114s5en65°=103,32m

c0865°= ﬁ — a=114c0s65°=48,18m = b =187 —a=175-48,18 =126,82m

d> =h* +b> = d =+/103,32 +126,82% =163,58m

En este caso supone la mayor dificultad, trazar la altura adecuada que permita obtener
dos triangulos rectdngulos. Ademas puede haber errores de céalculo con la calculadora

y de operaciones algebraicas.

5. Explica como medirias la altura de la torre Eiffel un dia nublado (no hay
sombras) si dispones de un aparato de medir angulos y de una cinta métrica de
10m. Lamentablemente hay obras en la torre, y no se puede acceder al centro de

la torre que esta marcado en el suelo con una cruz. No es necesario hacer calculos
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ni plantear formulas, unicamente debes de explicar qué medidas tomarias y

hacer un croquis indicandolas. (2 puntos)

Durante la unidad se han usado tres estrategias para medir la altura de algo, una
usando las sombras y aplicando el teorema de Thales, otra cuando podemos acceder a
la base, en base a un tridngulo rectangulo y uno de sus angulos, y la tltima midiendo
dos angulos y la distancia entre los puntos de medicidon cuando no podemos acceder a
la base. En este caso en el enunciado se anulan dos de las opciones, ya que no hay

sombra al estar nublado, y hay obras por lo que no podemos acceder a la base.
Solucion:

Al ser un dia nublado, no tenemos sobras, por lo que no podemos aplicar el
teorema de Thales para medir la altura. La solucion mas fécil hubiera sido medir
con el metro 40 o 50 metros desde el centro de la torre, pero no podemos
acceder a ¢l por lo que otra solucion podria ser medir el angulo desde la
horizontal a la punta de la torre desde dos puntos separados por ejemplo 3 veces

la cinta métrica.

30m

10.2 Campos de problemas, técnicas y tecnologias objeto de evaluacion

En la primera pregunta no hay campo de problemas y se pretenden evaluar por
un lado la comprension de las razones trigonométricas, y si el alumno es capaz de
exponer la tecnologia que justifica algunos de las razones mas utilizadas utilizando las
caracteristicas mas relevantes de algunos tridngulos y el teorema de Pitagoras. Por lo
tanto estamos evaluando directamente el razonamiento matematico. Como tarea
principal tenemos la aplicacion de la definicion de seno y tangente e identificar que un
tridngulo rectdngulo isosceles tiene los angulos agudos de 45° y los catetos iguales.

Como tareas auxiliares especificas necesarias tenemos la aplicacion del teorema de
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Pitdgoras y el dibujo del triangulo. Como tareas auxiliares generales consideramos la
técnica de despejar de una igualdad y sustituir en otra, asi como el trabajar con

fracciones.

En la segunda pregunta tampoco tenemos un campo de problemas asociados,
sino que estamos evaluando la técnica de manejo de la calculadora en la trigonometria.
No hay tampoco ninguna justificacion de la técnica aplicada. La Unica tarea auxiliar

especifica que podemos destacar es saber pasar minutos a grados.

En estas dos preguntas podriamos relacionarlas con el primeros de los estandares
de aprendizaje LOMCE para este tema que es “Utiliza conceptos y relaciones de la
trigonometria basica para resolver problemas empleando medios tecnologicos, si fuera

preciso, para realizar los calculos.”

En la tercera pregunta, en primer lugar se evalta la vision espacial necesaria
para comprender el problema y reducirlo a una abstraccion geométrica en la que se
plantea un caso del campo de problemas de resolucion de tridngulos rectangulos
conocido un angulo agudo. La técnicas necesarias son la propia definicion de tangente
necesaria para el planteamiento del problema, y el uso de la calculadora, que
constituyen las tareas principales junto con la comprension espacial del problema que

permite plasmarlo en un dibujo.

En la cuarta pregunta, es un caso del campo de problemas de resolucion de
triangulos no rectangulos, concretamente de cuando conocemos 2 lados y el angulo
que forman. Las técnicas que evaluamos son la definicion de razones trigonométricas,
el uso de la calculadora, y la técnica de usar una altura para dividir el tridngulo en dos
rectangulos. No hay tecnologias asociadas. Las tareas principales son dibujar el
croquis del problema, trazar la altura mas adecuada para la resolucion del problema,
elegir, aplicar las razones que nos ayuden y obtener resultados correctos usando la
calculadora. Como tareas auxiliares especificas tenemos la aplicacion del teorema de
Pitdgoras y como generales, operaciones con ecuaciones algebraicas para despejar y

sustituir valores.

En la quinta pregunta se evalua la competencia para usar la trigonometria en el
calculo de distancias disenando un procedimiento matematico. Se espera que los

alumnos planteen medir el angulo a la punta de la torre desde un punto y desde otro
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que esté por ejemplo 30 m mas cerca de la torre que el primero. Es una pregunta que
puede crear incertidumbre en los alumnos ya que el resultado que se pide es un
procedimiento de medida. Corresponde al campo de problemas de resolucion de
triangulos rectdngulos conocido un angulo y las técnicas a aplicar son la definicion de
las razones trigonométricas, y el trazado de la altura para ayuda en el planteamiento.
Aqui las tareas principales son hacer el planteamiento y dibujar el croquis con las

medidas a realizar.

En estos tres problemas podemos relacionar el ejercicio con el tercer estandar de
aprendizaje LOMCE: “Resuelve triangulos utilizando las razones trigonométricas y

sus relaciones.”

10.3 Criterios de calificacion, guia de correccion y comunicacion de
resultados

Como guia que oriente en correccion fiable por varios correctores, a los
problemas del ejercicio resueltos presentados un epigrafe anterior, afadiriamos los

siguientes criterios de calificacion basados en el modelo propuesto por Gairin, Mufioz

y Oller (2012):
* Error en tarea principal, penalizacion del 40%

* Error en tarea auxiliar especifica, penalizacion del 20% por un error y

hasta un méximo del 30% para varios errores.

* Error en tarea auxiliar general, penalizacién de un 10% por un error,

hasta un 20% para varios errores.

Segun lo dicho en puntos anteriores, podemos hacer un resumen de qué
consideraremos, en cada problema, tareas principales (TP) y auxiliares especificas
(TAE). La tareas auxiliares generales son el resto de tareas basicas como por ejemplo

operaciones algebraicas y aritméticas.

* Problemal: TP son plantear la estrategia para célculo y justificacion en

base a que un tridngulo rectangulo isosceles tiene los angulos agudos de
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45° y los catetos iguales, asi como el uso adecuado de la definicién de
cada razon trigonométrica. TAE es la correcta aplicacion del teorema de

Pitadgoras y dibujar el triangulo.

e Problema 2: TP es el uso correcto de la calculadora. TAE es el saber

pasar de minutos a grados.

* Problema 3: TP son la comprension espacial del problema que permite
plasmarlo en un dibujo, la aplicacion de las definiciones de las razones

trigonométricas, y el uso correcto de la calculadora. No tenemos TAE.

* Problema 4: TP son dibujar el croquis del problema, trazar la altura
adecuada del tridngulo, elegir y aplicar las razones que nos ayuden y usar

bien la calculadora. TAE es la aplicacion del teoremas de Pitdgoras.

* Problema 5: TP es hacer el planteamiento y dibujar el croquis con las

medidas a realizar. No tenemos tareas auxiliares especificas.

En la programacion de la unidad se ha previsto una sesion especial para en
primer lugar hacer el examen en la pizarra, que los alumnos de modo voluntario
realizaran con la ayuda del resto de la clase. Se pide a los alumnos que copien los

resultados en su cuaderno.

A continuacion se les entrega los examenes con la las correcciones del profesor
para que puedan ver sus errores y sea por lo tanto formativa. El profesor pide a los

alumnos que si tienen alguna duda o no estan de acuerdo con la correccion lo digan.
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Anexo 1. Soluciones de los problemas propuestos

P1. Los brazos de un compas, que miden 12 cm, forman un angulo de 50°. ;Cual es el

radio de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

Solucién:

Vemos que la altura del tridngulo formado por el compas

forma un tridngulo rectangulo con brazo del compas y el

radio de la circunferencia. El angulo entre la altura y el

brazo es de 25°, luego si aplicamos la definicion de seno

de un angulo tenemos que

sen25°= % = x=12sen25°=5,07cm

P2. Una torre proyecta una sombra de 17m de longitud. Calcula la altura de la torre si,

en ese momento, €l sol tiene una inclinacioén de 70° con la horizontal.

con

Solucién:

Torre

17

70°

Vemos que la torre forma con su sombra un
triangulo rectdngulo y aplicando la definicion de la

tangente del angulo formado por los rayos del sol

la horizontal tenemos que tan70°= % =

= h=17-tan70°=17-2,747=46,71m
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P3. La longitud de un avién es 30m, y cuando vuela exactamente encima de nosotros,

observamos que abarca un angulo de 3°. ;A qué altura vuela?

Solucidn:

El avion forma un tridngulo isosceles con el observador, siendo el
avion la base de dicho tridngulo. La vertical desde el centro del
avion es la altura h que queremos calcular. Dicha altura forma un
tridngulo rectangulo cuyo cateto pequefio es la mitad del avion y
cuyo angulo opuesto es la mitad del dngulo que abarca el avion
completo. Es decir 1,5°. Si aplicamos a este dngulo la definicion

de tangente tenemos que: tanl,5°= % =h= 15 =572,82m

tanl,5°

P4. Desde el lugar donde me encuentro, la visual de la torre forma un angulo de 32°

con la horizontal. Si me acerco 25 m, el angulo es de 50°. ;Cual es la altura de la

torre?

Solucién:

En este caso tenemos dos tridngulos rectangulos
con uno de los catetos (h) comunes. Por otro lado
tenemos que la diferencia entre los catetos no

comunes es igual a 25m. El valor de estos catetos

siendo alfa cada uno

no iguales es igual a
tan o

de los angulos dados. Por lo tanto podemos plantear la igualdad:

h h 253h'(tanSO —tan32°)

=25=

=5

tan32° tan50° tan 50°-tan 32°

_ 25-tan50°-tan32 95 0,7447 _32.84m
tan 50°—-tan32° 0,5669
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P5. Para saber a qué altura vuela un avién medimos los angulos de elevacion del avion
desde el portal (55°) y desde la terraza (40°) de nuestra casa y se hace un esquema

como el die la figura. La altura de la casa es de 48m. ;A qué altura vuela el avion?

Solucion:
En este caso tenemos dos triangulos rectangulos
b_/% que tienen en comun el cateto que es la distancia
7 del avion al edificio que llamaremos d. Si
igualamos d calculada a partir de la tangente de
d \ cada uno de los angulos conocidos tenemos la
40/ siguiente ecuacion:
A /
oo|
g // _ o
s gD h =h 48:>htan40 _h_48—
vi-TUASS d oy tan55° tan40° tan 55°
40° 4
zh(l—tan 0 )=48=>h(0,4124)=48:h= S _116,37m
tan 55° 0,4124

P6. Distancia a una isla: Queremos ir con una lancha hasta un islote I, pero antes nos
gustaria saber a qué distancia se encuentra del puerto deportivo P, situacion descrita en
la figura de debajo. Para ello localizamos algin edificio del pueblo, por ejemplo la
iglesia G, y medimos los angulos IPG (32°) y PGI (54°), y la distancia del puerto a la
iglesia (800m). ;Cuanto dista el islote del puerto?

Solucion:
Trazamos la altura h. Para calcular la distancia
PI, que Illamaremos d, podemos wusar la
I (-
R {8t . h
|' \:,\ sa;)'% C?‘—’ definicion de seno ya que sen32°=g Pero
'I h \ . o / |
I s@‘ / necesitamos calcular antes h. Para ello vemos
) . !{‘;—";ﬁ‘vf que h divide al segmento PG en dos partes cuya
B suma es 800m, por lo que podemos plantear la
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ecuacion:

h h

+ =800 = h(tan54°+tan32°) =800 - tan 32°-tan 54° =
tan32° tan54°

1 =800 tan32°tan 54 _343.81m
tan 32°+tan 54°

P7. Anchura de un rio: Localizamos un objeto en cada orilla de forma que estén uno
enfrente del otro (Ay B) como en la figura. Desde B, miramos a otro objeto cualquiera
C, y medimos la distancia BC (200m) y los angulos ABC(134°) y BCA(15°). ;Cuaél es

la anchura del rio?

Solucién:

Trazamos la altura h por A. Para calcular
la distancia AB, que llamaremos d,

podemos usar la definicion de seno ya

que senl34°= S Pero necesitamos

calcular antes h. Para ello vemos que h

pertenece a dos tridngulos rectangulos,
uno de angulo opuesto 15° y otro de

angulo opuesto 180°-134° por lo que podemos plantear la ecuacion:

h___h =200 = h(tan46°—tan15°) =200tan15°tan46°=

tan15° tan46°

=200 tan15°tan 46 ~200 0,2775 = 72.30m
tan46°—tan15° 0,7676

P8. Para calcular la anchura de un rio, medimos desde los puntos A y B de una de las
orillas, los angulos que forma la direccion de ésta con las correspondientes visuales al
punto C de la orilla opuesta, que resultan ser de 36° y 52° respectivamente. Si A y B

distan 50m, /cudl es la anchura del rio?
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Solucién:

El primer paso es dibujar la informacion que nos dan en el enunciado. A continuacion

dibujamos la altura del tridngulo ABC que pasa por C.

Esta altura h es directamente lo que nos preguntan. Este tridngulo forma 2 tridngulos
rectangulos, uno con vértice en A y otro con vértice en B. Por lo tanto usamos la

tangente de los dngulos en A y en B para definir la ecuacion:

h _ h _50= h=50 tan36°tan 52 _84.02m
tan36° tanS52° tan52°-tan36°

P9. Anchura de un lago: Para medir la anchura de un lago, nos situamos en la posicion
P y medimos las distancias desde P a los dos extremos del lago (A y B), asi como el

angulo APB (58°) segtin se indica en la figura. ;Cual es la anchura del lago?

Solucién:

Trazamos la altura desde A, por lo que dividimos
el triangulo ABP en dos tridangulos rectangulos. En
uno de ellos conocemos la hipotenusa y uno de los
angulos agudos, por lo que podemos calcular a y
h. Conocido a podemos calcular b, ya que su

suma es 175m. Tenemos pues en el segundo

tridngulo conocidos sus dos catetos h y b, por lo
que podemos calcular la hipotenusa d, que es la

anchura del lago.
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senS58°= L = h =2835en58°=239m
283

08 58°= % — q=283c0558°=149,97m = b =175—-a =175-149,97 = 25,03m

d*>=h>+b* = d =+/2397 +25,03% =240,30m

P10. Se desea tender un cable tenso entre ambos lados (AyB) de una hondonada, como
se indica en la figura. Situados en el fondo, las distancias a A y B son respectivamente,
120 y 210m,, y dichos puntos se ven con un angulo de 105°. ;Qué longitud debe tener

el cable?

Solucién:

Trazamos la altura desde B. En el tridngulo
formado por B, el punto de observacion y la
altura h podemos calcular tanto h como el otro
cateto, ya que conocemos la hipotenusa y uno

de los angulos agudos. (180°-105°=75° )En un

paso siguiente podemos aplicar el teorema de
Pitdgoras al tridngulo rectangulo formado por

AB, y la altura h.

sen75°= % = h=210sen75°=202,84m

cos75°= 4 a=210cos75°=54,35m=
210

& =1 +(120+a) = d =[202,84> +(120+54,35)" =267,48m

P11. De un puerto salen simultineamente 2 barcos con rumbos que difieren 33° y

velocidades de 24 y 29 nudos, respectivamente. ;A qué distancia se encontraran uno
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del otro al cabo de lhora y 20 minutos? Un nudo es una milla ndutica por hora. Una

milla nautica equivale a 1.852m.
Solucion:

Para calcular el lado d, trazamos la
altura h del tridngulo formado por el

puerto y cada uno de los dos barcos.

Esto nos permitird calcular los dos
e catetos y la hipotenusa del tridngulo
rectangulo formado por los dos
barcos y la uniéon de h con uno de
o los lados segun la figura. Por otro

lado como lhora y 20 minutos
equivales a 1,33horas, para calcular las distancias recorridas por los dos barcos
deberemos multiplicar su velocidad en nudos por 1, 33 para obtener las millas

recorridas por cada uno.

sen33°= = h=29-1,33-5en33°=21,059millas

b

c+24-1,33
29-1,33

cos33°= =¢=29-1,33-c0s33°-24-1,33 =

=1,33(29c0s33°-24) = 0,4285millas =

d=h+c"=d-= \/21,062 +0,4285% = 21,064millas

P12. Un poste eléctrico estd sujeto por dos cables cuyos puntos de anclaje estan
situados a ambos lados del pie del poste. Si se sabe que los cables tienen una longitud

de 20 y 30 metros y que el cable de mayor longitud tiene una inclinacioén de 35,3° con
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respecto a la horizontal. Calcula la altura del poste y la distancia entre los dos puntos

de anclaje.
Solucion:
Con el angulo conocido podemos calcular
tanto la altura del poste como la distancia
2 d2 desde la base del poste hasta el punto
h 30
' de anclaje cuyo angulo conocemos.
35,3 sen35,3°= i = h =30sen35,3°=17,34m
dl d2 30

c0s35,3°= ;l—é = d, =30c0s35,3°=24,48m

Para calcular d1 podemos aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo de la

izquierda.

20° =h* +d’ = d, =+/20> ~17,34> =26,47m

P13. Desde dos puestos de control que distan entre si 8400m, se detecta un avidon que
sobrevuela la linea que une ambos puestos y dista 5800m del primero y 4500 del

segundo. /A qué altura vuela el avion?

Solucién:

Al trazar la altura h, tenemos dos
tridngulos rectangulos a los que
podemos aplicar el teorema de
Pitdgoras. Ademdas sabemos que
m+n=c y cuanto vale el cos B, por

lo que:
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2
a’ =h2+m2=b2—(c—m) +mi=b*=c’-m*+2cm+m* =b*-c* +2cm

2 2 2

A m A A A a —b +C

cosB=—=m=acosB=>a’-b*+¢* =2cacosB:>cosB=2—=
a ac

: 5800° - 4500” +8400°
2-5800- 8400

=0,86156 = B =30,508°

Ahora que sabemos uno de los dngulos, podemos calcular facilmente la altura h

senB =" — 1 = 5800senB = 2944, 44m
5800

P14. En una estacion de invierno, se construyen dos toboganes para saltos de esqui.
Desde la posicion de lanzamiento, se puede optar por uno o por otro, que tienen 20m y
50m de longitud, y van a parar a lugares con la misma altura y distantes entre si 65m.

(Qué pendiente tiene cada tobogan?

Solucién:

Aplicando el mismo desarrollo que el problema anterior podemos calcular los dos

angulos de la base By A:

A~ a’t=b*+c* 207 -50% +65°
cosB = =
2ac 2-20-65

=0,817307 = B =35,183°

Si tomamos a por b y b por a tenemos:

b -a*+c* 50 -20%+65°
2bc 2-50-65

COSA = =0,97307 = A =13,325°
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