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RESUMEN 

Desde el inicio de los primeros métodos de cálculo estructural hasta nuestros días 

se han realizado simplificaciones e idealizaciones que han permitido resolver de manera 

efectiva las necesidades constructivas de nuestro tiempo. 

La idealización de las uniones metálicas como rígidas, articuladas o de rigidez 

constante en aplicación del “Método directo de la rigidez” es un ejemplo de ello, 

teniendo sin embargo todas ellas un comportamiento semirrígido definido por su curva 

Momento-Rotación, refiriéndose esta al giro relativo producido entre las partes unidas. 

Se ha buscado en este trabajo aproximarse más al comportamiento real de un 

pórtico metálico de un vano y tres alturas teniendo en cuenta la verdadera rigidez de la 

uniones jácena-pilar resueltas mediante doble angular de asiento, considerada 

clásicamente como rígida. 

Uno de los objetivos es comprobar la validez de esta consideración. 

Para ello se ha cargado y resuelto el pórtico tipo mediante el método directo de la 

rigidez considerando estas uniones como rígidas y semirrígidas contrastando los 

resultados finales. 

Esto se ha llevado a cabo adaptando una programación base en el entorno 

matemático Matlab, introduciendo la formulación para barras de nudos semirrígidos, 

creando un nuevo código que permita realizar el cálculo iterativo del que se precisa y 

mostrando los resultados y diagramas de esfuerzos finales. 

Además se ha implementado la curva momento-rotación de la unión extraída tanto 

mediante la aproximación de potencias impares de Fry-Morris a las curvas 

experimentales como de la simulación numérica realizada en el entorno Abaqus, para 

comprobar así las diferencias en los resultados. 

Para ello se ha tratado de recrear la unión y su comportamiento de forma que 

simulara fielmente su comportamiento frente a la aplicación de un momento puntual y 

extraer el giro relativo producido. 

Los resultados finales muestran unos resultados muy próximos entre la 

consideración rígida y semirrígida según Fry-Morris que apoyan la validez de esta clásica 

consideración. 

Así mismo nos encontramos también con similares resultados introduciendo la 

curva del modelo Fry-Morris frente a la obtenida por el modelo numérico dando validez 

a la simulación numérica en Abaqus si tomamos como válido el modelo de Fry-Morris. 

Estos resultados aportan fuerza al cambio desde estas clásicas formas de operar 

hacia una metodología más realista en cuanto a las uniones se refiere, abriendo paso a 

una línea de trabajo para conseguir su implementación en los programas de uso 

comercial  y llegar así a estar presente más allá del ámbito académico.



Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

 
 

 

INDICE 
1. INTRODUCCIÓN ........................................................................................................ 1 

2. UNIONES ................................................................................................................... 5 

2.1 COMPORTAMIENTO Y CLASIFICACIÓN .............................................................. 5 

2.2 UNIONES SEMIRRÍGIDAS .................................................................................... 8 

2.2.1 Definición y tipos .................................................................................... 8 

2.2.2 Curva Momento-Rotación .................................................................... 11 

2.2.3 Matriz de rigidez  [2] ............................................................................ 13 

3. ABAQUS .................................................................................................................. 17 

3.1 INTRODUCCIÓN ................................................................................................ 17 

3.2 PART ................................................................................................................. 18 

3.3 PROPERTY......................................................................................................... 21 

3.4 LOAD ................................................................................................................ 22 

3.5 MESH ................................................................................................................ 24 

3.6 INTERACTION ................................................................................................... 24 

3.7 VISUALIZATION ................................................................................................ 27 

3.8 OBTENCIÓN DE LA CURVA MOMENTO ROTACIÓN ......................................... 30 

4. MATLAB .................................................................................................................. 34 

4.1 INTRODUCCIÓN ................................................................................................ 34 

4.2 PÓRTICO TIPO Y RESOLUCIÓN ......................................................................... 35 

4.3 PROGRAMACIÓN ............................................................................................. 40 

5. RESULTADOS ........................................................................................................... 47 

6. CONCLUSIONES ....................................................................................................... 53 

ANEXOA Análisis computacional de estructuras………………………………………………..55 

 



Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

 
 

INDICE DE FIGURAS 

Figura 1 Rigidez rotacional ............................................................................................... 5 

Figura 2 Unión rígida ........................................................................................................ 6 

Figura 3 Unión articulada ................................................................................................. 7 

Figura 4 Unión con desplazamientos liberados................................................................ 7 

Figura 5 Unión elástica ..................................................................................................... 8 

Figura 6 Unión mediante angular simple al alma ........................................................... 10 

Figura 7 Unión mediante doble angular al alma ............................................................ 10 

Figura 8 Unión mediante doble angular al alma y doble angular de asiento ................ 10 

Figura 9 Unión mediante doble angular de asiento ....................................................... 11 

Figura 10 Detalles del modelo Fry-Morris ...................................................................... 12 

Figura 11 Barra semirrígida para el “Método directo de rigidez” .................................. 14 

Figura 12 Modelo en Abaqus ....................................................................................... 18 

Figura 13 Tornillo-Tuerca ............................................................................................ 18 

Figura 14 Angular ......................................................................................................... 19 

Figura 15 Pilar ............................................................................................................... 19 

Figura 16 Viga ............................................................................................................... 20 

Figura 17 Placa plana rígida ......................................................................................... 20 

Figura 18 Tensión superior al ímiite elástico en angular ................................................ 22 

Figura  19 Placa rígida sobre sección de la viga .............................................................. 23 

Figura 20 Condiciones de contorno sobre el pilar y momento  sobre la placa rígida .... 23 

Figura 21 Mallado ........................................................................................................... 24 

Figura 22 Fallo de contacto ............................................................................................ 25 

Figura 23 Detalle contacto 1 ........................................................................................... 26 

Figura 24 Detalle contacto 2 ........................................................................................... 26 

Figura 25 Tensiones y deformaciones 1 ......................................................................... 27 

Figura 26 Tensiones y deformaciones 2 ......................................................................... 28 

Figura 27 Tensiones y deformaciones 4 ......................................................................... 29 

Figura 28 Tensiones y deformaciones 5 ......................................................................... 29 

Figura 29 Detalle nodos para el cálculo de giros relativos ............................................. 30 

Figura 30 Trigonometría para el cálculo de giros relativos ............................................ 31 

Figura 31 Pórtico tipo ..................................................................................................... 35 

Figura 32 Esquema ......................................................................................................... 36 

Figura 33 Representación gráfica del modelo resolutivo ............................................... 39 

Figura 34 Pórtico tipo ..................................................................................................... 48 

Figura 35 Infografía de resultados .................................................................................. 48 

Figura  36 Diagrama de momentos Rígido vs Semirrígido Fry-Morris ........................... 51 

Figura 37 Diagrama de momentos Fry-Morris VS Abaqus ............................................. 52 

 

 

 

 

file:///C:/Users/admin/Desktop/Proyecto%20fin%20de%20Grado/07091010.docx%23_Toc429394754


Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

 
 

INDICE DE ECUACIONES 

Ecuación 1 ....................................................................................................................... 12 

Ecuación 2 ....................................................................................................................... 14 

Ecuación 3 ....................................................................................................................... 14 

Ecuación 4 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 5 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 6 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 7 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 8 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 9 ...................................................................................................................... 15 

Ecuación 10 ................................................................................................................... 15 

Ecuación 11 ................................................................................................................... 15 

Ecuación 12 ................................................................................................................... 16 

Ecuación 13 ................................................................................................................... 16 

Ecuación 14 ................................................................................................................... 16 

Ecuación 15 ................................................................................................................... 16 

Ecuación 16 ................................................................................................................... 16 

Ecuación 17 ................................................................................................................... 31 

Ecuación 18 ..................................................................................................................... 31 

Ecuación 19 ................................................................................................................... 31 

Ecuación 20 ..................................................................................................................... 47 

  

 

 

 

 

 

  

 



Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

1 
 

1. INTRODUCCIÓN 
Usando el lenguaje matemático, valiéndonos de los principios físicos y analizando 

el mundo mediante la experimentación, hemos intentado durante siglos entender cómo 

funcionan las "cosas". El cálculo de estructuras, entendiendo como tal todo mecanismo 

físico resistente, no es una excepción, y el "Método directo de la rigidez" posee todas 

estas características. 

Mediante el cálculo matricial y vectorial, el comportamiento de los materiales 

obtenido mediante experimentación y aplicando principios físicos como la conservación 

de la energía, trata de entender el funcionamiento de una tipología estructural concreta. 

Debido a la complejidad que gobierna todo realizamos simplificaciones que permiten 

abordar los problemas sin perder la validez de los resultados. 

Entendiendo la rigidez de una unión como la relación entre el momento aplicado y 

el giro relativo que se produce entre las partes unidas, una de las simplificaciones 

utilizadas es idealizar para el cálculo las uniones como rígidas (rigidez infinita con un  giro 

relativo entre las partes unidas igual a cero) o articuladas (rigidez nula con el giro 

liberado entre las partes). La validez del cálculo se asegura a la hora del montaje, donde 

la rigidez de las uniones instaladas debe aproximarse a las  idealizaciones realizadas. 

Sin embargo la rigidez real de cualquier unión es finita y lleva asociado un giro 

relativo entre sus partes que es función del momento aplicado. 

En la práctica existen diferentes teorías para clasificar una unión para el cálculo, 

atendiendo a la resistencia, rigidez, capacidad de giro o una combinación de ellas 

compartiendo la idea fundamental de que la clasificación debe ser aquella que no 

conlleve diferencias significativas en los resultados obtenidos. 

El problema de considerar la rigidez real de una unión para el cálculo está ligado a 

su carácter no lineal a diferencia de las uniones clásicas de rigidez constante. 

Cualquier unión real solicitada a un momento flector lleva asociado un giro relativo 

entre las partes unidas debido a la deformación de los distintos elementos  que forman 

la unión como consecuencia de la carga aplicada, los contactos entre partes, etc. Este 

giro modifica la geometría inicial de la unión y su rigidez. 

Por lo tanto nos encontramos en una situación en la que la rigidez de nuestra unión 

varía en función de los esfuerzos aplicados sobre la misma. Este comportamiento se 

traslada a nivel global donde la rigidez de nuestra estructura es la relación entre la carga 

global aplicada y los desplazamientos sufridos por esta, y que depende de la rigidez de 

todas las partes que la forman incluidas las uniones. 

Trabajar con estructuras de rigidez constante implica una relación proporcional 

entre la carga global aplicada y el desplazamiento sufrido. Al considerar la rigidez real 

de las uniones trasladamos  este comportamiento no lineal a toda la estructura. 
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Si consideramos una estructura inicialmente descargada, sabemos que su rigidez 

depende de las rigideces de las partes que la forman. En el primer instante previo a la 

carga nos encontramos pues con una estructura con una rigidez determinada, en 

concreto igual a la pendiente de la curva momento-rotación de la unión para momento 

nulo. 

Cuando aplicamos una carga Q a la estructura esta sufre un desplazamiento global 

U obtenido considerando la rigidez inicial de la estructura que provoca unos esfuerzos 

sobre sus distintas partes (uniones incluidas). Estos esfuerzos modifican la rigidez de las 

uniones y en consecuencia de la estructura, lo que se traduce en unos nuevos 

desplazamientos diferentes a los  anteriormente calculados y en consecuencia un 

cambio en los esfuerzos internos que nuevamente modificarán la rigidez de las uniones. 

Este hecho obliga a una solución iterativa de la estructura hasta que la solución en 

desplazamientos obtenida entre dos iteraciones consecutivas presente una diferencia 

por debajo de un valor (tolerancia) que habremos de determinar como válido. 

Además, realizar el cálculo iterativo considerando la carga total de la estructura 

puede dar lugar a que nos encontremos dentro de la tolerancia marcada entre dos 

cálculos consecutivos, pero ambos se encuentren alejados de la solución real. Es por 

esto que el método obliga a una división de la carga en un número de incrementos 

determinados que aseguren la convergencia de la solución, donde el desplazamiento y 

esfuerzos finales habrán de calcularse como la suma de los obtenidos durante todos los 

escalones de carga. 

Para ello debemos conocer el comportamiento de la unión para poder trabajar con 

ella, el cual, se puede obtener por distintos métodos. Algunos códigos para la 

construcción ya consideran este tipo de uniones obteniendo su comportamiento 

mediante la discretización de la unión en una serie de componentes mecánicos, lo cual 

agiliza y simplifica su obtención. Existen otras formas más precisas y consecuentemente 

más costosas tanto temporal como económicamente hablando, como son los ensayos 

experimentales y la simulación por elementos finitos, que han sido las utilizadas en este 

trabajo para la obtención de la curva momento-rotación de la unión. 

Se han realizado numerosos experimentos para obtener la curva momento rotación 

de las uniones metálicas más comunes, lo que ha dado lugar a grandes bases de datos. 

Existen diferentes métodos para encontrar la expresión matemática de estas curvas que 

nos permite introducirlas en los cálculos. Desde aproximaciones lineales, bilineales, 

trilineales, no lineales, que dependen de factores físicos o con factores puramente 

matemáticos, todas tratan de captar lo más fielmente posible todas las curvas que nos 

ofrece una tipología de unión concreta. 

En este caso hemos utilizado la aproximación mediante potencias impares 

planteada por Fry -Morris donde las constantes involucradas en su expresión dependen 
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de la tipología de unión así como de los parámetros geométricos más influyentes dentro 

de cada una. 

Para la obtención de la curva mediante elementos finitos, se han  aplicado 

momentos de distinto valor a la unión a considerar para el trabajo en el entorno 

“Abaqus” obteniendo para cada uno de ellos el giro relativo que se produce, obteniendo 

después los valores intermedios mediante interpolación lineal. 

Para la modelización de la unión se han considerado las partes como sólidos 

tridimensionales y los contactos entre ellas de forma que simularan de forma correcta 

la deformación que se produce en la unión real. La carga se ha aplicado sobre una lámina 

rígida unida a la sección de la viga. 

Uno de los objetivos principales de este trabajo se centra en considerar este tipo de 

uniones para el cálculo, utilizando para ello la rigidez real obtenida tanto por el método 

experimental como mediante simulación numérica como hemos visto anteriormente y 

observar las diferencias en los resultados obtenidos respecto a la clásica consideración 

de las uniones como rígidas o articuladas. 

El caso concreto de estudio va a ser un pórtico de un vano y 3 alturas donde las 

uniones jácena-pilar se resuelven mediante unión atornillada de doble angular de 

asiento. 

Resolviendo esta estructura considerando la unión como rígida y considerando su 

comportamiento real mediante el modelo de Fry-Morris se podrán comparar los 

resultados en esfuerzos y desplazamientos y verificar la validez de esta idealización. 

Además también se comprobará la precisión de la simulación numérica al comparar esta 

vez los resultados de esta estructura introduciendo el comportamiento real de la unión 

mediante el modelo de Fry-Morris y mediante la simulación numérica.  

Para el cálculo estructural se ha utilizado el “Método directo de la rigidez”, ya que 

se trata de un método claro conceptualmente y especialmente adecuado para la 

programación. 

Debido a que parte del trabajo se ha realizado en colaboración con el responsable 

de una oficina de cálculo estructural, ha sido posible utilizar una  programación base 

creada por esta persona en el entorno matemático “Matlab”. 

Esta programación básica del “Método directo de la rigidez” posibilitaba el cálculo 

de estructuras en dos dimensiones con las consideraciones clásicas para los nudos tanto 

de forma lineal como con teoría de segundo orden. 

Ha sido tarea de este trabajo por lo tanto introducir la nueva tipología de nudo como 

opción estructural, adaptar o redefinir partes del código así como crear un nuevo núcleo 

para la resolución de la estructura debido a las nuevas necesidades que introducen estas 

uniones como vimos anteriormente. Se ha implementado además el código que permite 

la visualización de los diagramas de esfuerzos sobre las barras y sobre la estructura. 
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Este código ha permitido la resolución de la estructura mediante la consideración 

de unión rígida y semirrígida extrayendo su curva de comportamiento tanto para el 

modelo de Fry-Morris como para el modelo numérico en Abaqus. 

Objeto y alcance 

El objetivo principal de este proyecto es la programación del “Método directo de la 

rigidez” en el entorno matemático “Matlab” que permita introducir el comportamiento 

semirrígido de las uniones. 

 Se pretende obtener este comportamiento tanto por el modelo de aproximación 

matemático de Fry-Morris como mediante la simulación en “Abaqus. 

Esto permitirá contrastar los resultados entre la clásica consideración de unión 

como rígida y como semirrígida al introducir su curva de comportamiento. 

 A su vez se pretende comprobar la potencia del modelado numérico para la 

simulación de uniones metálicas contrastando ahora los resultados entre dos cálculos 

con uniones semirrígidas, uno de ellos mediante el modelo numérico de Fry-Morris  y el 

otro mediante la simulación en Abaqus 
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2. UNIONES 

2.1 COMPORTAMIENTO Y CLASIFICACIÓN 

Las uniones son los mecanismos resistentes mediante los cuales se unen distintas 

partes o elementos estructurales con el fin de transmitir los esfuerzos entre ellos. 

Existen multitud de textos técnicos sobre la clasificación, descripción y cálculo de 

uniones de todo tipo como la soldada, atornillada, por adhesivos etc. 

Entender el funcionamiento y calcular este elemento estructural lleva asociado 

grandes conocimientos sobre el comportamiento de los materiales, contactos entre 

ellos, técnicas operacionales y más que se encuentran recogidos en los códigos técnicos 

para la construcción. 

No vamos a centrarnos en este aspecto ni en las partes y detalles que forman las 

uniones sino en ver su funcionamiento a nivel global estructuralmente hablando. En 

concreto vamos a centrarnos en las uniones metálicas atornilladas. 

Al ser el “Método directo de la rigidez” la herramienta fundamental que se va a 

utilizar para este propósito, se van a describir los tipos fundamentales de unión desde 

el punto de vista de su rigidez y además, se comentarán brevemente los tipos de nudos 

estructurales existentes.  

 

Igual que hablamos de rigidez de una barra como la relación entre los esfuerzos en 

sus nudos y los desplazamientos sufridos por estos, al hablar de la rigidez rotacional de 

una unión nos referimos a la relación entre el momento aplicado a la misma y el giro 

relativo que se produce entre las partes que la forman (Figura 1). 

 

Figura 1 Rigidez rotacional 
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En el cálculo de estructuras se realizan idealizaciones a la hora de considerar estas 

rigideces para simplificar los cálculos. De esta forma los distintos tipos de uniones 

idealizadas atendiendo a la rigidez son los siguientes, donde además se añade la idea de 

nudo asociado con cada una de estas uniones que usaremos para el cálculo mediante el 

“Método directo de la Rigidez” (Anexo 1) 

 

Uniones rígidas 

Una unión idealmente rígida es aquella que presenta giro relativo nulo entre las 

partes unidas independientemente del momento flector aplicado. 

Idealizaremos un nudo como rígido, cuando los desplazamientos y giros de los 

nudos de las barras coincidentes sean iguales entre si e iguales al giro del nudo global 

de la estructura y el momento total sea igual a la suma de los momentos de cada nudo. 

Por lo tanto el ángulo formado entre las diferentes barras se mantiene constante, siendo 

el giro relativo entre las partes unidas igual a cero.(Figura 2) 

 

Figura 2 Unión rígida 

 

Uniones articuladas 

Se considera como tal una unión para la cual se produciría un giro relativo infinito 

ante cualquier momento flector aplicado. Esto se traduce en una rigidez rotacional sin 

trasmisión de momento entre las partes. Las partes pueden girar libremente sin generar 

momentos flectores sobre la otra. 

Un nudo articulado compartirá desplazamientos con los nodos de las barras 

coincidentes pero el giro de cada uno de ellos puede ser diferente. El momento para 

cada nodo es igual a cero, y el ángulo entre las barras puede variar al ser el giro de cada 

nudo independiente.(Figura 3) 

 



Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

7 
 

 

Figura 3 Unión articulada 

 

Uniones con desplazamientos liberados  

Se trata de uniones de cualquier tipo donde alguno de los desplazamientos relativos 

entre sus partes ha sido liberado. 

Un nudo de este tipo es aquel en el que una o más barras tienen condiciones 

distintas a las de las demás. Por ejemplo, una unión rígida donde una de las barras se 

une a ella mediante un nodo articulado, en este caso es el giro el desplazamiento 

liberado. Así, los desplazamientos y giros de las barras 1 y 3 son iguales, sufren el mismo 

giro manteniéndose el ángulo entre ellas constante y el momento en la unión es la suma 

de los momentos de los nudos de las dos barras, mientras el momento en el nudo de la 

barra 2 es cero y su giro totalmente independiente al de las otras dos barras y al del 

nudo global. Podría liberarse cualquier otro grado de libertad como el desplazamiento 

horizontal o vertical.(Figura 4) 

 

 

Figura 4 Unión con desplazamientos liberados 

 

Uniones elásticas 

Donde la rigidez rotacional es constante, por lo que la relación entre el momento 

aplicado y giro relativo producido es proporcional. 

Llamaremos nudo elástico a aquel al que se una alguna barra mediante este tipo de 

unión. 
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Figura 5 Unión elástica 

 

2.2  UNIONES SEMIRRÍGIDAS 

2.2.1 Definición y tipos 

 

Todos los anteriores tipos de uniones estudiados son una simplificación para el 

cálculo, cuando realmente el comportamiento real de una unión se encuentra entre 

esos límites. 

Una unión rígida como tal, donde el ángulo formado entre las distintas partes unidas 

(barras) se mantenga constante, es decir, que no se produzca ningún giro relativo, 

precisa de una rigidez infinita (deformación nula) que no puede lograrse en la realidad. 

Así como una articulación precisa de una rigidez nula también inexistente. 

La validez del cálculo utilizando estas idealizaciones se consigue asegurando a la 

hora del montaje que por ejemplo una unión representada como rígida en el cálculo, 

posea una rigidez elevada de forma que esté acorde con la idealización realizada y la 

deformación que sufra no tenga efectos significativos sobre la distribución de esfuerzos 

final. 

Esto ha servido durante décadas como forma de actuación ya que simplifica mucho 

los cálculos, si bien durante los últimos años tanto el Eurocódigo como el Código Técnico 

de la Edificación incluyen métodos para considerar el comportamiento real de las 

uniones. Para el caso del Eurocódigo, utiliza el método de los componentes donde 

discretiza la unión en una serie de elementos mecánicos que representan cada una de 

las partes de la unión y asi poder simular su respuesta frente a una determinada 

solicitación. 

La rigidez de la unión no es constante como en el caso de las uniones elásticas, sino 

que sigue un comportamiento no lineal de manera que la unión va variando su rigidez 

conforme varía el momento aplicado. En concreto la rigidez de las uniones va 

disminuyendo conforme aumentan los esfuerzos, lo que podemos entender como una 

relajación de la misma comparable a la sufrida por un material elasto-plástico cuando 

entra en deformación plástica. Mediante experimentación, modelos numéricos, método 

de las componentes, etc; podemos obtener el comportamiento y la rigidez de las 

uniones.  
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En este caso hemos utilizado el comportamiento obtenido mediante 

experimentación así como mediante simulación por elementos finitos. 

Durante años se han realizado numerosos ensayos de uniones de distintas 

tipologías, geometrías, materiales, etc. Ello ha llevado a la creación de grandes bases de 

datos con las curvas de comportamiento de numerosas uniones, más aún en el caso de 

uniones metálicas tan ampliamente utilizadas. Se trata de curvas donde se observa el 

giro relativo producido en la unión frente al momento aplicado. 

Para cada tipología de unión existe una superposición de curvas momento-rotación 

donde cada una de ellas corresponde con unas características geométricas 

determinadas. 

Si bien como hemos dicho toda unión en realidad es de tipo semirrígido, podemos 

considerarlas como articuladas o rígidas para nuestros cálculos si mediante estas 

consideraciones no se producen diferencias significativas en los resultados frente a un 

cálculo en el que sea introducido su comportamiento real. 

Existen diversas formas de marcar los límites para los cuales clasificar una 

determinada unión de una u otra forma. En el caso concreto de uniones metálicas entre 

viga y pilar que vamos a estudiar en este trabajo estos límites pueden venir 

determinados por la relación entre las resistencias de las partes unidas, rigidez, 

capacidad rotacional etc. 

Como ejemplo, el Eurocódigo realiza una clasificación independiente atendiendo a 

la rigidez o la resistencia. 

Atendiendo a la rigidez realiza la clasificación mediante el cálculo de una variable 

adimensional en función de las propiedades de la unión así como del tipo de pórtico, 

diferenciando la localización de las uniones en el mismo y si se trata de un pórtico 

traslacional o intraslacional. Los valores límites de esta variable son aquellos que 

garantizan que la clasificación de una unión dentro de una tipología determinada no 

reduzca en más de un cinco por ciento la capacidad resistente de la estructura. 

Las líneas rectas continuas marcan los límites marcados por el Eurocódigo para la 

clasificación de una unión como rígida o articulada.  

Así, vemos como las uniones de angular simple (Figura 6) y doble al alma (Figura 7) 

se encuentran inicialmente en la zona intermedia (semirrígida), pero en cuanto aumenta 

la carga entran rápidamente en la zona inferior de la línea continua que marca el límite 

para las uniones semirrígidas. Estas uniones pueden clasificarse claramente como 

articuladas. 
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Figura 6 Unión mediante angular simple al alma 

 

Figura 7 Unión mediante doble angular al alma 

 

La unión con doble angular al alma y asiento superior e inferior (Figura 8), presenta 

un comportamiento rígido en el inicio y se adentra en la zona semirrígida al aumentar la 

carga. Esta unión se ha considerado rígida durante tiempo, siendo ahora clasificada 

como semirrígida.  

 

 

Figura 8 Unión mediante doble angular al alma y doble angular de asiento 
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Por último la unión con doble angular de asiento (Figura 9), también comienza en la 

zona rígida para pasar rápidamente todas las curvas a la zona semirrígida. Esta unión 

está claramente clasificada como semirrígida y es la unión seleccionada para el trabajo. 

 

 

Figura 9 Unión mediante doble angular de asiento 

 

2.2.2 Curva Momento-Rotación 

 

Para introducir este comportamiento en nuestro cálculo, debemos obtener la 

expresión matemática de estas curvas experimentales para lo que existen numerosas 

aproximaciones como lineales, bilineales, trilineales, no lineales, que dependen de 

factores físicos o puramente matemáticos, etc. (Gráfica 1) 

 

 

Gráfica 1 Aproximación curva Momento-Rotación 
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En este caso vamos a utilizar una aproximación no lineal, en concreto el modelo de 

potencias impares planteado por Fry Morris. 

 

θ = C1(KM) + C2(KM)3 + C3(KM)5 

Ecuación 1 

 

 

C1, C2 Y C3 = Constantes que dependen del tipo de unión. 

𝜃= Giro relativo 

M=Momento aplicado 

K= Constante que depende de las medidas de distintos parámetro geométricos de 

la unión. 

Para este trabajo se ha optado por trabajar con uniones de doble angular de asiento, 

ya que la gran mayoría de las curvas de comportamiento experimentales de la unión se 

encuentran en la zona considerada como semirrígida (Figura 9). 

En nuestro caso vamos a estudiar una unión entre una viga IPE-400 y un pilar HEB-

200 mediante un angular de 12 mm de espesor y 180 mm de anchura unido mediante 

tornillos de 24 mm. 

El modelo de Fry Morris para nuestra unión y su curva momento rotación es la 

siguiente , donde los datos geométricos están dados en milímetros y la curva momento 

rotación está expresada en KNm y radianes respectivamente. 

 

Figura 10 Detalles del modelo Fry-Morris  
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Como podemos observar en la Gráfica 2 la pendiente de la curva va decreciendo a 

medida que aumenta el momento aplicado, lo que se traduce en una relajación de la 

unión debido a la disminución de su rigidez. Podría dividirse la curva en un tramo inicial 

donde el comportamiento de la unión podría clasificarse como rígida, una parte final 

donde podríamos tratarla como articulada y el tramo intermedio con comportamiento 

semirrígido. En naranja y verde puede observarse lo que sería el comportamiento ideal 

para una unión rígida y articulada respectivamente. 

 

 

Gráfica 2 Curvas momento rotación modelo Fry-Morris 

 

 

De esta forma conocemos la expresión matemática de la curva de comportamiento 

de nuestra unión extraída de los experimentos realizados que nos servirá para 

implementar este comportamiento en los cálculos. 

2.2.3 Matriz de rigidez  [2] 

 

En los casos anteriores, donde aparecía algún tipo de giro o desplazamiento 

liberado, no existía ninguna relación entre estos giros o desplazamientos en el  nudo de 

la estructura con el de las barras, por lo que la adaptación de la matriz de rigidez debe 

hacerse por ejemplo imponiendo esfuerzos nulos asociados a grados de libertad 

liberados.(Anexo 1) 

Para el caso de una barra con nudos semirrígidos, nos encontramos con un caso 

diferente ya que no se anula ningún esfuerzo como en los casos anteriores. 
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Si nos fijamos en la Figura 11 podemos observar cómo definimos los giros de los 

extremos de la barra, donde los subíndices 1 y 2 indican los giros absolutos de los nudos 

de la estructura, mientras los subíndices r1 y r2 indica los giros relativos producidos al 

considerar el comportamiento real de la unión. 

 

 

Figura 11 Barra semirrígida para el “Método directo de rigidez” 

 

Por lo tanto, si consideramos la barra independientemente de los extremos, nos 

encontramos con un elemento sólido con sus secciones perpendiculares a la directriz 

que define la dirección de las mismas, con la longitud de esta de un orden superior a 

las restantes experimentando un giro finito en sus extremos (1-r1) donde ninguno 

de los esfuerzos son obligatoriamente cero ni existen desplazamientos liberados. 

Nos encontramos así con que el comportamiento de esta barra en función del giro 

de sus extremos es igual al de una barra de nudos rígidos, solo que para expresar los 

esfuerzos en función de los desplazamientos de los nodos globales de la estructura 

debemos modificar la matriz de rigidez. 

Para una barra de nudos rígidos los esfuerzos que aparecían en función del giro de 

sus extremos o nudos son los siguientes:  

M1 =
4EI

L
θ1 +

2EI

L
θ2         M2 =

2EI

L
+

4EI

L
θ2 

Ecuación 2 

 

V1 =
6EI

L2
θ1 +

6EI

L2
θ2    V2 = −

6EI

L2
θ1 −

6EI

L2
θ2 

Ecuación 3 

Estos son los esfuerzos en los nudos de la barra en función de los giros 

experimentados por sus nudos, que a su vez coinciden con los de los nudos globales de 

la estructura. Partiendo de estas expresiones para los esfuerzos, en este caso los giros 

experimentados por los extremos de la barra son los giros globales del nudo menos el 

giro relativo de forma que: 
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θ1 = θ1 − θr1 

Ecuación 4 

θ2 = θ2 − θr2 

Ecuación 5 

 

Como ya vimos el comportamiento de las uniones semirrígidas venía definido por la 

curva momento rotación de la unión. Es decir, el giro relativo producido tenía una 

relación no lineal con el momento aplicado sobre la unión. Definimos los valores K1 y K2 

como la relación entre el momento aplicado y el giro relativo producido 

 

K1 =
M1

θr1
 →  θr1 = 

M1

k1
 

Ecuación 6 

K2 =
M2

θr2
 →  θr2 = 

M2

k2
 

Ecuación 7 

Introduciendo la nueva expresión para el giro en las ecuaciones para el momento flector: 

 

M1 =
EI

L
[4(θ1 − θr1) + 2(θ2 − θr2)]  →  M1 =

EI

L
[4 (θ1 −

M1

k1
) + 2 (θ2 −

M2

k2
)] 

Ecuación 8 

 

M2 =
EI

L
[2(θ1 − θr1) + 4(θ2 − θr2)]  →  M2 =

EI

L
[2 (θ1 −

M1

k1
) + 4 (θ2 −

M2

k2
)] 

Ecuación 9 

Expresándolo en función del giro global para así poder introducirlo en el “Método 

directo de la rigidez” queda: 

M1 =
EI

L
(riiθ1 + rijθ2) 

Ecuación 10 

M2 =
EI

L
(rijθ1 + rjjθ2) 

 

Ecuación 11 

Donde: 
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rii =
1

kR
(4 +

12EI

LkB
) 

Ecuación 12 

rjj =
1

kR
(4 +

12EI

LkA
) 

Ecuación 13 

rij =
2

kR
 

Ecuación 14 

kR = (1 +
4EI

LkA
)(1 +

4EI

LkB
) − (

EI

L
)
2

(
4

 𝑘𝐴𝑘B 
) 

Ecuación 15 

La matriz de rigidez elemental queda así 

 

 

[k]i

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

AE

L
0 0

0 (rii + 2rij + rjj)
EI

L3 (rii + rij)
EI

L2

0 (rii + rij)
EI

L2
rii  

EI

L

−AE

L
0 0

0 −(rii + 2rij + rjj)
EI

L3 (rij + rjj)
EI

L2

0 −(rii + rij)
EI

L2
rij

EI

L
−AE

L
0 0

0 −(rii + 2rij + rjj)
EI

L3
−(rii + rij)

EI

L2

0 (rij + rjj)
EI

L2
rij

EI

L

AE

L
0 0

0 (rii + 2rij + rjj)
EI

L3
−(rij + rjj)

EI

L2

0 −(rij + rjj)
EI

L2
rjj

EI

L ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ecuación 16 
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3. ABAQUS 
 

3.1  INTRODUCCIÓN 
 

Para obtener la curva momento rotación de la unión mediante simulación, se ha 

modelado la misma unión para la cual se ha obtenido la expresión matemática mediante 

el modelo de Fry-Morris en el entorno de Abaqus. 

El objetivo es simular lo más fielmente posible la deformación sufrida por la unión 

al aplicar un momento sobre la misma. 

Se ha hecho uso de 9 de los módulos principales de los que dispone el programa: 

Part: Modelado de las distintas partes que forman nuestra unión. 

Property: Definición de los materiales y asignación a las distintas partes. 

Assembly: Ensamblado de las distintas partes. 

Step: Definición de las variables de salida y los intervalos de resolución. 

Interaction: Aplicación de los contactos entre partes. 

Load: Cargas y condiciones de contorno. 

Mesh: Formulación y mallado. 

Job: Creación del trabajo  

Visualization: Visualización de resultados. 

 

La simulación que queremos realizar constituye un problema tridimensional con un 

elevado número de grados de libertad y contactos entre partes. 

Con el fin de reducir el coste computacional sin afectar de forma apreciable a los 

resultados, se han realizado algunas suposiciones y simplificaciones. Dado que nuestro 

objetivo es la obtención del campo de desplazamientos, todas estas medidas han sido 

efectuadas de manera que las deformaciones en el modelo representen fielmente las 

producidas durante los experimentos, y solo obviando aquellas que no tengan un efecto 

representativo sobre el resultado final. Los detalles de estas simplificaciones se verán 

durante los distintos apartados. 

El problema principal del modelo se encuentra en los contactos ya que estos deben 

ser definidos previamente, lo que significa conocer de antemano donde y de qué 

manera van a producirse durante la simulación. 
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Figura 12 Modelo en Abaqus 

3.2 PART 

 

El modelo consta de 6  partes diferentes: 

Tornillos viga M 24X    -8.8  y  Tornillos pilar M 24X   -8.8 

Conjunto tornillo-tuerca modelado como un sólido conjunto de vástago 24mm y 

longitud entre la cabeza del tornillo y cabeza de la tuerca de 25,5 mm en la viga y 27 mm 

en el pilar. 

 

Figura 13 Tornillo-Tuerca 
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Angulares 180X12 

Angular de  12 mm de espesor y 180 mm de largo.  

 

Figura 14 Angular 

-Pilar HEB-200 

 

Figura 15 Pilar 

 

Perfil normalizado para estructuras de acero con 4 taladrados de 26 mm para los 

Tornillos-Viga que unen los angulares con el Pilar. 
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-Viga IPE-400 

Perfil normalizado para estructuras de acero con 8 taladrados de 26 mm para los 

Tornillos-Viga que unen los angulares con la Viga. 

 

Figura 16 Viga 

 

PLACA RÍGIDA 

Elemento placa bidimensional rígida (Rigidez infinita) para la aplicación del momento 

puntual sobre la sección de la viga. 

 

Figura 17 Placa plana rígida 
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3.3 PROPERTY 
 

En el apartado correspondiente a propiedades, se han definido dos materiales 

diferentes.  Acero S275 con un límite elástico de 275 N/mm2 (Mpa), módulo elástico (E) 

de 210.000 N/mm2 y coeficiente de Poisson de 0,3 para la viga, el pilar y los angulares. 

Acero de alta resistencia para tornillos de clase 8.8, límite elástico 640N/mm2 (Mpa), 

módulo elástico (E) de 210.000 Mpa y coeficiente de Poisson de 0,3. 

Además se han definido como materiales con comportamiento elasto-plástico, con 

un tramo inicial elástico hasta alcanzar el límite elástico, a partir del cual se ha supuesto 

comportamiento plástico con endurecimiento lineal por deformación hasta una tensión 

de  

540 MPa para el acero S275 y 800Mpa para el acero de alta resistencia hasta una 

deformación del 20 % en los dos casos, a partir del cual se ha supuesto sin 

endurecimiento. 

 

 

Gráfica 3 Curva de comportamiento acero S-275 y de alta resistencia en Abaqus 

 

Esto se ha llevado a cabo después de comprobar en distintos modelos de prueba 

realizados que en la unión y sobre todo en los angulares se alcanzaba una tensión de 

Von Misses  muy superior al límite elástico del material (275 MPa), que tenía como 

consecuencia una sobreestimación de la rigidez de la unión para cargas elevadas. 
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En la figura siguiente se puede observar el detalle de un modelo de prueba con 

comportamiento elástico donde se sobrepasa ampliamente el límite elástico en el 

angular. 

 

Figura 18 Tensión superior al ímiite elástico en angular 

3.4  LOAD 
 

La carga, en nuestro caso un momento puntual de  sobre la sección de la viga, se 

ha aplicado sobre el nudo central de una placa plana rígida en contacto con la sección 

de la viga mediante la restricción “tie” (Figura 19). 

Se ha adoptado está solución con la idea de que al encontrarse la carga aplicada 

sobre una sección que no experimenta deformación, se consigue aplicar el esfuerzo de 

forma proporcional sobre toda la sección, evitando así una zona con una alta 

concentración de tensiones y deformaciones alrededor del punto de aplicación del 

momento, circunstancia que no se corresponde con la realidad, donde no nos 

encontramos con esta carga aplicada directamente sobre este punto de la sección de 

la viga, sino que el momento va asociado a toda la sección de la viga y es generado 

mediante una distribución de tensiones sobre la misma.  
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Como condiciones de contorno se han impedido los desplazamientos delos nudos 

de las secciones superior e inferior del pilar al aplicar una carga de 200KNm sobre el 

punto central de la placa rígida bicuadrada (Figura 20).: 

 

Figura 20 Condiciones de contorno sobre el pilar y momento  sobre la placa rígida 

 Figura  19 Placa rígida sobre sección de la viga 
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3.5  MESH 

Para el mallado, se ha intentado obtener un mallado uniforme que mejore los 

resultados. Debido al elevado número de contactos  se han utilizado elementos 

tetraédricos y formulación de segundo orden. 

Se ha aplicado una malla más fina sobre los angulares y tornillos ya que es en estas 

partes donde se necesita mayor precisión al ser los responsables principales de las 

deformaciones sufridas por la unión. 

 

Figura 21 Mallado 

 

3.6  INTERACTION 

Los contactos del modelo han de ser definidos de manera previa, lo que supone 

conocer de antemano donde y de que manera van a producirse. En nuestro caso 

podemos extraer esta información del modelo experimental. Por otra parte, en caso 

de no haber definido correctamente alguno de ellos, se puede observar durante la 
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simulación donde puede verse que era necesario definir un contacto entre la parte 

superior del angular inferior y el pilar, mientras la parte inferior se separa del mismo 

siendo innecesario por lo tanto definir un contacto  

 

 

Figura 22 Fallo de contacto 

 

CONSTRAINT-TIE 

Restricción que permite un mallado distinto para las superficies en contacto e 

imposibilita los desplazamientos relativos  de las mismas durante toda la simulación. 

Se ha aplicado este contacto entre la parte tornillos-tuerca y cualquier otra parte 

de la unión. Esta suposición ha sido tomada debido a que el desplazamiento relativo en 

el contacto de los tornillos con otras superficies es de valor despreciable y tiene unos 

efectos poco significativos en la deformación de la unión. 

CONTACTO PERSONALIZADO 

Se ha definido con un comportamiento tangencial sin fricción y un comportamiento 

normal “Hard” con endurecimiento por defecto y permitiendo la separación de las 

superficies después de haberse producido contacto. 

 Se ha aplicado este contacto entre los angulares y la viga despreciando así la fuerza 

de rozamiento que pueda darse debido al apriete de los tornillos, despreciando así la 

resistencia que pueda aportar esta fuerza y permitiendo su desplazamiento relativo en 

el plano de contacto hasta cargar a los tornillos tangencialmente. 

Este contacto también ha sido aplicado al contacto entre angulares y pilar, si bien 

solo se ha aplicado sobre una parte de esta superficie. Esa decisión se ha tomado 
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después de observar como durante la deformación existía una zona de estos que 

cumplían con las características de este contacto, mientras otras se distanciaban sin 

producirse contacto. Para aplicar diferente contactos sobre una misma superficie 

(angulares), se ha realizado una partición sobre la misma. 

 

 

Figura 23 Detalle contacto 1 

Sin embargo, a la cara inferior de la partición del angular superior y a la inferior de 

la partición del angular inferior no se les ha aplicado ninguna condición de contacto ya 

que se ha observado durante las deformaciones que pierden el contacto desde el inicio 

de la simulación. 

 

Figura 24 Detalle contacto 2 
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3.7  VISUALIZATION 

En este apartado se muestran los resultados de la simulación. Vamos a ver las 

deformaciones y tensiones generadas en el modelo para los distintos pasos de carga. 

Step time=0.2412 (48.24 KNm) 

Se observa que el angular  aún están trabajando en límite elástico.(Figura 25) 

 

 

 

Figura 25 Tensiones y deformaciones 1 

 

 

 



Análisis y modelización de uniones semirrígidas 
 

28 
 

Step time=0.2912 (58.24 KNm) 

Prácticamente todo el angular está plastificado (Figura 26) 

 

 

Figura 26 Tensiones y deformaciones 2 

Step time=0.3912 (78.24 KNm) 

El angular está completamente plastificado y las deformaciones aumentan en 

mayor grado.(Figura 28) 
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Figura 27 Tensiones y deformaciones 4 

 

 

Step time=0.4412 (88.24KNm) 

El angular está completamente plastificado y las deformaciones aumentan en 

mayor grado acercándonos ya a la simplificación realizada de unión articulada para 

valores altos de carga. 

 

Figura 28 Tensiones y deformaciones 5 
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3.8  OBTENCIÓN DE LA CURVA MOMENTO ROTACIÓN 
 

Para la obtención de la curva momento-rotación del modelo numérico, se ha 

calculado el giro relativo entre la viga y el pilar mediante la aplicación de razones 

trigonométricas. 

Se han tomado como referencia 4 nodos del modelo, dos de ellos para representar 

el eje central de la viga, y otros dos para la cara del pilar. 

 

 

Figura 29 Detalle nodos para el cálculo de giros relativos 

Mediante el comando “Query information-Distance”, se seleccionan para cada 

incremento de carga los 4 nodos elegido para obtener sus desplazamientos. 

El giro del pilar es despreciable frente al giro de la viga, por lo que no se ha incluido 

en los cálculos. 
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Figura 30 Trigonometría para el cálculo de giros relativos 

 

 

 

tan𝐴 =
Desp11938

(169,11 − x)
=

Desp 10744

x
 

Ecuación 17 

 

 

x =
Desp 10744 ×  169,11

Desp 10744 + Desp 11938
 

Ecuación 18 

 

 

tan𝐴 =
Desp 10744

x
 

Ecuación 19 

 

 

Los datos se han organizado en Excel para crear la gráfica momento-rotación y 

obtener la función de aproximación a la curva. (Tabla 1) 
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Desp 
11938(mm) 

Desp 
10744(mm) 

Momento(KNm)  
Abaqus(Radianes) 

 Fry-
Morris(Radianes) 

% 
Diferencia 

0,0000 0,0000 0 0 0 0 

0,0096 0,0056 2 8,98E-05 9,45E-05 4,96 

0,0192 0,0112 4 1,80E-04 1,90E-04 5,31 

0,0336 0,0196 7 3,15E-04 3,36E-04 6,43 

0,0553 0,0321 11,4 5,17E-04 5,64E-04 8,29 

0,0877 0,0510 18,25 8,20E-04 9,67E-04 15,16 

0,1360 0,0789 28,25 1,27E-03 1,73E-03 26,36 

0,1860 0,1065 38,25 1,73E-03 2,78E-03 37,75 

0,2444 0,1345 48,25 2,24E-03 4,23E-03 47,06 

0,3238 0,1645 58,25 2,89E-03 6,19E-03 53,37 

0,4708 0,1988 68,25 3,96E-03 8,76E-03 54,81 

1,0015 0,2638 78,25 7,48E-03 1,20E-02 37,90 

2,2412 0,4368 88,25 1,58E-02 1,62E-02 2,01 

4,1911 0,7506 98,25 2,92E-02 2,12E-02 37,80 

7,1342 1,2495 108,25 4,95E-02 2,73E-02 81,58 

10,9853 1,9391 118,24 7,63E-02 3,45E-02 121,06 

12,0760 2,1359 120,75 8,38E-02 3,65E-02 129,67 

13,2619 2,3469 123,24 9,20E-02 3,86E-02 138,59 

14,5500 2,5700 125,74 1,01E-01 4,07E-02 147,67 

16,2940 2,8770 128,25 1,13E-01 4,30E-02 162,64 

17,0120 3,0070 129,25 1,18E-01 4,39E-02 168,39 
17,6910 3,1297 130,25 1,22E-01 4,48E-02 173,16 

Tabla 1 Resumen giros relativos 

 
Gráfica 4 Curvas momento rotación modelo Fry-Morris vs Abqus(1). 

Se observa como la rigidez de la unión disminuye más rápidamente en el modelo 

numérico. (Gráfica 4) 
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Se ha supuesto un comportamiento con rigidez nula (articulado) a partir del último 

escalón de carga analizado (130,25 KNm) cuando los giros producidos aumentaban cada 

vez más ante menores aumentos de carga, apareciendo problemas de covergencia. 

(Gráfica 5) 

 

 

Gráfica 5 Curvas momento rotación modelo Fry-Morris vs  Abaqus (2) 

Las curvas presentan una menor diferencia para valores bajos de carga, que 

coincide con el tramo donde nos encontramos en comportamiento elástio. Debido a las 

simplificaciones adoptadas así  como a las diferencias ya comentadas entre el 

experimento y el modelo numérico, las mayores diferencias comienzan en el inicio de 

las primeras plastificaciones. 

Para la obtención de las rotaciones de los momentos intermedios se ha desarrollado 

un código en Matlab de manera que se interpola linealmente entre el valor superior e 

inferior conocidos 
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4. MATLAB 
 

4.1  INTRODUCCIÓN 

 

Matlab es un software matemático para ordenador. Su principal característica es 

que el programa trabaja todos los datos con carácter matricial, lo que lo hace 

especialmente idóneo para programar el Método directo de la rigidez. 

Para el desarrollo del trabajo se ha utilizado una programación base que consta de 

un núcleo principal o cuerpo del programa y una serie de funciones a la cuales se recurre 

a lo largo del núcleo. 

El programa base estaba diseñado para calcular mediante el método directo de la 

rigidez estructuras en dos dimensiones con barras de nudos rígido-rígido, rígido-

articulado, articulado-rígido y articulado-articulado. 

Además permitía introducir cargas distribuidas sobre las barras, incrementos de 

temperatura y desplazamientos impuestos con la posibilidad de realizar un cálculo tanto 

elástico como de segundo orden. 

Todas las variables del problema se introducen de forma manual (Coordenadas de 

los nudos, Longitudes barras, Área de las barras, etc), definiendo una serie de vectores 

y matrices. 

Por lo tanto mi aportación al programa ha sido introducir el comportamiento de las 

barras de nudos semirrígido-semirrígido y redefinir la estructura principal del programa 

para adaptarlo al nuevo método de cálculo necesario debido a la no linealidad 

introducida. 

Las funciones y variables usadas en el programa están explicadas mediante 

comentarios en la propia programación, de manera que ayuda al seguimiento del 

proceso seguido. 

La estructura que vamos a analizar se trata de un pórtico plano de un vano y tres 

alturas donde las vigas están unidas a los pilares mediante doble angular de asiento, 

unión en la cual se va a introducir el comportamiento real. 
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4.2  PÓRTICO TIPO Y RESOLUCIÓN 

La geometría y datos de la estructura son los siguientes: 

 

 

Figura 31 Pórtico tipo 

 

 

En una estructura, trabajando en la zona elástica lineal del material, despreciando 

los efectos de segundo orden. Esto significa que si multiplicas el vector de cargas global 

de la estructura (F) por un factor determinado, la solución en desplazamientos queda 

también multiplicada.(Gráfica 6) 

 

Gráfica 6 Relación Carga-Desplazamiento estructura  con comportamiento lineal 
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En nuestro caso debido tanto a la no linealidad geométrica debida a los efectos de 

segundo orden como al carácter no lineal del comportamiento de las uniones 

semirrígidas, nos encontramos con una estructura con un comportamiento no lineal 

entre las cargas y los desplazamientos. 

En el caso proporcional, la rigidez de la estructura es constante debido a que lo es 

la rigidez de cada uno de los elementos y uniones que la forman. Ahora, la matriz de 

rigidez de las barras y por lo tanto de la estructura varía en función de los esfuerzos a 

los que están sometidas. En concreto, la rigidez de las barras dependen de los axiles a 

los que están sometidas al considerar los efectos de segundo orden en la estructura, y 

de los momentos ya que la uniones de las barras ahora sufren un giro relativo en función 

de estos que afectan a la rigidez de la misma. 

Nos encontramos en un caso en el la solución de una ecuación es función de la 

propia solución. (Figura 32) 

 

 

Figura 32 Esquema  

Debido a esto, para alcanzar la solución debemos llevar a cabo un proceso iterativo 

en el  que vamos a aplicar una serie de cargas incrementales dentro de las cuales 

realizaremos diversas iteraciones hasta alcanzar la convergencia. 

K= Matriz de rigidez de la estructura.                    k = Matriz de rigidez elemental. 

F= Vector de cargas de la estructura.                     f= Vector de esfuerzos en barra. 

U= Vector de desplazamientos de la estructura. u= Vector desplazamientos en 

barra. 

Los siguientes pasos pueden verse reflejados en el dibujo continuo  facilitando así 

la explicación. En el ejemplo gráfico se han realizado únicamente dos escalones de carga. 

1) Dividimos la carga de  la estructura en un número determinado de 

incrementos(n) y determinamos la tolerancia válida para el cálculo. 
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2) Aplicamos el primer incremento de carga (F/n) y resolvemos el sistema K*U=F 

suponiendo la rigidez inicial de la estructura como si de una estructura de nudos 

rígidos se tratara. 
 

3) Con los desplazamientos obtenidos (U) calculamos los esfuerzos en las barras 

resolviendo el sistema  k*u=f  donde la rigidez de las barras será la que se ha 

utilizado para obtener estos desplazamientos (U). 
 

4) Con los esfuerzos acumulados obtenidos en las barras (f), actualizamos la rigidez 

elemental  de las barras (k) y en consecuencia de la estructura (K) y volvemos a 

resolver el sistema K*U=(F/n). 
 

5) Con los nuevos desplazamientos obtenidos calculamos la diferencia entre 

desplazamientos consecutivos ( U(i+1)-U(i) ). 
 

6) Comprobamos si esta diferencia se encuentra dentro de nuestra tolerancia 

marcada. 

                                                    [U(i+1)-U(i)] <  Tolerancia 

                                                           

                                     No 3)                         Sí 7) 
 

 

7) Con los últimos desplazamientos obtenidos (U) calculamos los esfuerzos en las 

barras resolviendo el sistema k*u=f donde la rigidez de las barras será la 

utilizada para obtener estos desplazamientos (U), utilizando f actualizamos las 

rigideces de las barras (k) y en consecuencia de la estructura (K)  y en este caso 

anotamos los desplazamientos (U) y esfuerzos en las  barras (f) obtenidos. 

 

                 ¿Se han completado todos los escalones de carga? 

                  No 8)                         Sí 9) 
 

 

8) Aplicamos un nuevo incremento de carga y con la última rigidez obtenida  

resolvemos el sistema K*U=F y volvemos al punto 3. 
 

9)  La solución en esfuerzos y desplazamientos será la suma de todos los 

obtenidos y anotados en el punto 7. 

 

La precisión en la solución dependerá tanto del número de saltos de carga realizados así 

como de la tolerancia que marquemos como válida. 

La solución exacta se alcanzaría realizando un número infinito de saltos de carga 

asumiendo una tolerancia igual a cero, lo que equivale  
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La desviación total de los resultados que llamaremos residuo total será la diferencia 

entre el resultado real y el calculado. 

Además la tolerancia que definamos será aquella que nosotros consideremos como de 

valor despreciable para nuestra solución, y en este caso la definimos como la diferencia 

entre los desplazamientos obtenidos dentro de un escalón de carga para dos iteraciones 

consecutivas 

. 
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Figura 33 Representación gráfica del modelo resolutivo 
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4.3  PROGRAMACIÓN 

En esta parte se muestra el código de programación que se ha utilizado para la 

resolución de la estructura. 

Se muestra el núcleo principal del programa donde cada una de sus partes está 

explicada mediante comentarios escritos en la propia programación. Se ha incluido la 

salida o output de distintas variables del programa de forma conjunta con el código para 

permitir una clara visualización de los datos ayudando al seguimiento del proceso. 

Además, también se han añadido y explicado las funciones del programa con mayor 

relevancia para el trabajo, obviando así la explicación detallada de aquellas que no 

aportan nada de interés. 

De forma general el programa tiene la siguiente estructura: 

1) DEFINICIÓN Y CÁLCULO DE VARIABLES Y DATOS DEL PROBLEMA 

- Datos del material utilizado 

- Propiedades geométricas de nuestra estructura (Nº de barras, Nº de 

nudos,Coordenadas nodales, Longitud de las barras, etc.) 

- Definición de variables que determinan nuestro problema (Grados de libertad, 

Restricciones etc.) 

- Cargas sobre nuestra estructura  

 

2) NÚCLEO DE CÁLCULO 

3) PRESENTACIÓN DE RESULTADOS 

- Esfueros y reacciones 

- Diagramas de esfuerzos 
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CONTINÚA EL NÚCLEO PRINCIPAL….  
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5. RESULTADOS 

Una vez hemos obtenido la curva momento-rotación de nuestra unión  de forma 

experimental y mediante simulación, definido la matriz de rigidez  para una barra de 

nudos semirrígidos, y habiendo creado la programación que nos permite resolver 

estructuras con cualquier clase de unión, vamos a obtener los esfuerzos, reacciones y 

desplazamientos de nuestra estructura propuesta. 

Así pues, vamos a realizar el cálculo para el caso en el que todas las uniones entre 

viga y pilar sean idealmente rígidas, idealmente articuladas y semirrígidas. Los nudos 

que dividen los pilares se van a considerar rígidos en todas las suposiciones e igualmente 

los apoyos de la estructura serán empotramientos en todos los casos. 

Se van a contrastar los resultados obtenidos mediante la clásica consideración de 

esta unión como rígida con la consideración de unión semirrígida mediante el modelo 

de Fry-Morris. 

Se añaden los resultados para uniones articuladas como caso extremo de rigidez 

nula. 

Por último se compararan los resultados entre los cálculos con uniones semirrígidas 

mediante el modelo de Fry-Morris y el modelo numérico. 

En concreto compararemos los desplazamientos globales de la estructura, los 

esfuerzos máximos en las barras y reacciones, así como observar las redistribuciones de 

esfuerzos que se producen al cambiar la tipología de unión. 

Dado que el objetivo de este trabajo no es dimensionar la estructura cumpliendo 

con las normativas vigentes, no se va a realizar ningún tipo de combinación de cargas y 

el coeficiente de aprovechamiento para cada barra se obtendrá como: 

𝑓𝑦

|𝑀𝑚á𝑥|
𝐼 (

ℎ
2) +

|𝑁𝑚á𝑥|
𝐴

   

Ecuación 20 

fy= Límite elástico 

I= Inercia 

A= Área 

h= Canto de la sección 

 

Las unidades utilizadas para la comparativa son el Kg-cm, unidades con las que se 

trabaja en Matlab. 

Límite elástico del acero S-275= 2750 Kg/cm2 
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A continuación se muestra la estructura y la infografía para leer los datos obtenidos. 

 

 

Figura 34 Pórtico tipo 

 

 

Figura 35 Infografía de resultados 
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Modelo de nudos rígidos VS Modelo semirrído Fry-Morris 

 

Con los 3 informes continuados, se puede observar claramente como la pérdida de 

rigidez por parte de las uniones repercute considerablemente en los desplazamientos 

obtenidos. 

Disminuyendo la rigidez de las uniones se disminuye directamente la de la 

estructura, debido a la dependencia de la rigidez global de la de cada una de las partes 

que la forman. 

Además, se muestra claramente la redistribución de esfuerzos que sufre la 

estructura. En cualquier estructura no isostática, el reparto de esfuerzos sobre la misma 

depende de la relación de rigideces entre sus partes. Al haber calculado la estructura 

con los mismos perfiles para las 3 tipología de uniones, manteniendo así la rigidez 

relativa entre todas las partes de la estructura a excepción de las uniones, se puede ver 

directamente el aumento de rigidez relativa que acumulan las barras conforme se pierde 

rigidez en la unión observando el aumento de esfuerzos que sufren. 

El caso extremo queda representado por la estructura de nudos articulado, donde 

los momentos nulos en las uniones centrales tienen como consecuencia un elevado 

crecimiento de los esfuerzos en las barras. (Tabla 4) 

 

 

 

Tabla 2 Resultados pórtico de nudos rígidos 
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Tabla 3 Resultado pórtico de nudos semirrígidos Fry-Morris 

 

Tabla 4 Resultados pórtico de nudos articulados 

 

Además puede observarse la similitud en los diagramas de momentos para la 

consideración de la unión como rígida (Figura 36) en color rojo y como nudo semirrígido 

mediante el modelo de Fry-Morris (Figura 36) en color amarillo. 

Las mayores diferencias en los diagramas se dan en la parte inferior de los pilares. 

Esto es debido a que la perdida de rigidez en los nudos en el modelo semirrígido 

repercute en  
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Figura  36 Diagrama de momentos Rígido vs Semirrígido Fry-Morris 

 

El desplazamiento máximo en cabeza para el modelo de nudos rígidos es de 1.74 cm 

mientras que en el modelo semirrígido es de 2.96 cm, lo que supone un aumento del 

71%  

Además esta diferencia de desplazamientos en cabeza es responsable de que la mayor 

diferencia en el diagrama de momentos se de en la base de los pilares donde los efectos 

de segundo orden causados por estos desplazamientos tienen mayor relevancia. 

 

Modelo semirrígido Fry-Morris VS Modelo semirrígido Abaqus 

 

 Se observa en la Figura 37 la redistribución de momentos en la estructura, 

donde el color amarillo correspone con el modelo de Fry-Moorris y el rojo con el modelo 

en Abaqus. Se aprecia una buena similitud excepto en algunas zonas concretas. 

La falta de conocimiento detallado sobre todas las características que envuelven el 

ensayo hace que el modelo numérico no reproduzca al máximo las características de la 

unión. 
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Figura 37 Diagrama de momentos Fry-Morris VS Abaqus 

Los desplazamientos se reducen en un 50% de los 2,96 cm para el modelo de Fry-

Morris a los 1,52 cm para el modelo de Abaqus. 

La mayor rigidez inicial que presenta el modelo numérico es el responsable de esta 

diferencia final 
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6. CONCLUSIONES 

Con los resultados obtenidos para los distintos modelos del pórtico ensayado puede 

observarse como la clásica idealización de nuestra unión como rígida, representa 

fielmente el comportamiento considerando la rigidez “real” de la unión. 

Las mayores diferencias en los diagramas de momentos se dan en la zona inferior 

de los pilares ya que la pérdida de rigidez de las uniones tiene como consecuencia un 

aumento del 71% en los desplazamientos en cabeza de pilar que aumenta 

considerablemente los efectos de segundo orden. 

Este hecho muestra cómo se deberá tener mayor precaución en suponer una unión 

como rígida cuando tratemos con estructuras traslacionales. 

Si bien los criterios de seguridad que se adoptan durante el cálculo estructural 

cubren de manera holgada las diferencias que puedan producirse entre estas 

idealizaciones y la implementación de su comportamiento real siempre y cuando se 

asegure durante el montaje que la unión poseerá este comportamiento en servicio. 

La simulación en Abaqus nos ha permitido comprobar la potencia del método 

numérico para simular uniones aun cuando no se disponía de un elevado detalle de las 

condiciones que envolvían el ensayo para el que se obtuvieron las curvas de 

aproximación de Fry-Morris. 

Aun así los resultados han coincidido en buen grado aunque podría alcanzarse una 

mejor simulación conociendo de forma precisa todos los parámetros del suceso. 

El problema de implementar estos comportamientos reales en el cálculo reside en 

el desconocimiento a priori de las uniones que van a instalarse en nuestra estructura. 

Una más amplia base de datos de las curvas Momento-Rotación de uniones 

metálicas facilitaría la implementación de estas uniones en el cálculo  

.Terminado el trabajo aparecen numerosas líneas de continuación como la mejora 

de la programación en Matlab para permitir un entorno más dinámico, mejores 

muestras de resultados por pantalla, aplicación de normativa, implementación de bases 

de datos para diferentes uniones etc. 

En cuanto a la simulación numérica, tras observar las posibilidades que ofrece 

Abaqus, un estudio detallado de las características que hacen más precisa una 

simulación para diferentes uniones metálicas permitiría la obtención sistematizada de 

curvas Momento-Rotación que permitan crear extensas bases de datos facilitando así la 

implementación de estas uniones en el cálculo estructural. 
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