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CAPITULO 4
ANALISIS COMPUTACIONAL DE ESTRUCTURAS

4.1. INTRODUCCION

Como ya se ha comentado en capitulos anteriores, el principal inconveniente
que presenta el método de la rigidez descrito en la seccién 3.6 (la aplicacion de
este método a estructuras articuladas presentada en la seccion 2.6 puede
considerarse un caso particular del método general) es que conduce a sistemas con
un gran numero de ecuaciones lineales cuya resolucion conlleva una cantidad muy
elevada de calculos, por lo que su aplicacion manual se limita a problemas con
pocas barras y un grado de hiperestaticidad bajo. Sin embargo, su generalidad y
simplicidad lo hacen particularmente atractivo para programarlo, es decir,
elaborar un proceso sistematico que, con pocas variantes, sea capaz de resolver
cualquier problema.

La aparicion de las computadoras programables a mediados del siglo XX y su
progresiva introduccién en la industria durante su ultimo tercio, permitieron
aprovechar la ventaja que supone el caracter sistematico del método de la rigidez
y, paulatinamente, hacer que el gran numero de operaciones matematicas
necesarias dejase de ser un inconveniente a medida que la capacidad de calculo a
disposicion de cualquier oficina técnica iba aumentando.

De esta forma, todos los métodos computacionales de analisis de estructuras
que hoy en dia estan universalmente difundidos se basan en el método de la
rigidez, diferenciandose casi exclusivamente en la forma en que introducen las
relaciones de comportamiento en su formulacidn.

4.2. FUNDAMENTOS DEL METODO DIRECTO DE LA RIGIDEZ
4.2.1. PLANTEAMIENTO Y PROCESO DE CALCULO

El método directo de la rigidez no es mas que la sistematizacion del método
de la rigidez para su tratamiento computacional. Esencialmente consiste en un
proceso sistematico que, siguiendo el planteamiento en rigidez descrito en las
secciones 2.6 y 3.6, permite calcular los desplazamientos de los nudos y, a partir de
éstos, los esfuerzos en los extremos de las barras y las reacciones ejercidas por los
apoyos. Las etapas fundamentales de este proceso son las siguientes:

1) Seformulan las ecuaciones de comportamiento en los elementos, definiendo
las relaciones esfuerzos — desplazamientos.

2) A continuacion se aplican las ecuaciones de equilibrio en los nudos de la
estructura, estableciendo que la carga que actda sobre cada nudo debe ser
igual a la suma de los esfuerzos en los extremos de barras conectados al él.

3) Después se introducen las ecuaciones de compatibilidad de desplazamientos,
identificando los de los extremos de barras que coinciden en un mismo nudo,
y se imponen las condiciones de apoyo de la estructura para impedir los
movimientos como soélido rigido de la misma.
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4) Seresuelve el sistema de ecuaciones resultante, cuyas incégnitas son los
desplazamientos de los nudos.

5) Por ultimo, se calculan los esfuerzos en las barras sustituyendo los
desplazamientos nodales en las ecuaciones de comportamiento y las
reacciones sobre la estructura a partir de las ecuaciones de equilibrio en los
apoyos.

De forma esquematica, el proceso es el siguiente:

: —— Nudos
Discretizacién
T Elementos
Comportamiento (elementos) p‘=K‘u°
\]/ NeN NeN
Equilibrio (nudos) Ypi=f"=>Ku =f"
\|/ e=1 e=1
Compatibilidad (ensamblaje) Ku=F®
2
Condiciones de contorno Ku=F=3K')"
u=(K')"F
; — — Esfuerzos e e e
Calculo de incégnitas adicionales . p°=K°u
Reacciones

('l') Hasta que no se impiden los movimientos como sdélido rigido, el sistema tiene
infinitas soluciones. La eliminacién de esas incognitas de valor conocido (condiciones
de apoyo) permite invertir la matriz.

figura 4.1. Método directo de la rigidez

Si se compara el esquema de la figura 4.1 con el de la figura 1.18 se observa
que en el método directo de la rigidez no se comienza aplicando las ecuaciones de
compatibilidad para identificar los grados de libertad del problema, como se
explic6 al exponer el planteamiento general del método de la rigidez. Esta
diferencia se debe a que el proceso sistematico que caracteriza a los métodos
computacionales que se presentan en este capitulo exige plantear inicialmente las
ecuaciones a nivel elemental para después relacionar las de unos elementos con
otros en una operacion denominada ensamblaje de la estructura. Dado que a nivel
elemental los grados de libertad considerados son los de los dos nudos del
elemento y estos son independientes entre si, la compatibilidad entre grados de
libertad no se puede introducir hasta el momento del mencionado ensamblaje.

Ademas de por el proceso descrito, el método directo de la rigidez se
caracteriza por la adopcién de una notacién matriciall que puede verse en la parte
derecha de la figura 4.1. El significado de los términos que aparecen en ella es el
siguiente:

1 Esta es una caracteristica comun de todos los métodos computacionales de calculo de estructuras,
lo que no ha impedido que tradicionalmente el método directo de la rigidez se haya conocido
también como método de calculo matricial.
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p¢ eselvector de esfuerzos de un elemento de la estructura,

K¢  esla matriz de rigidez del elemento,

u¢ eselvector de desplazamientos de los extremos del elemento,

f¥  eselvector de fuerzas externas sobre un nudo de la estructura,

F es el vector de fuerzas externas sobre todos los nudos de la estructura,
u es el vector de desplazamientos de todos los nudos,

K  eslamatriz de rigidez global de la estructura y

K’ laforma que adopta esta ultima al imponer las condiciones de contorno.

El empleo de la notacién matricial presenta dos ventajas en el calculo de
estructuras. Desde un punto de vista teérico permite describir un método de
calculo de forma compacta, precisa y, al mismo tiempo, completamente general, lo
que facilita el tratamiento de la teoria de estructuras como una disciplina unitaria,
evitando que sus principios fundamentales puedan quedar ocultos por técnicas de
calculo o diferencias fisicas entre estructuras. Por otra parte, desde un punto de
vista practico proporciona una base muy conveniente para su programacion
sistematica.

4.2.2. DISCRETIZACION: ELEMENTOS, NUDOS Y GRADOS DE
LIBERTAD

El método directo de la rigidez, como todos los métodos computacionales de
analisis estructural, conduce a una solucién discreta. Esto quiere decir que al final
del proceso se obtienen los resultados (fundamentalmente desplazamientos y
esfuerzos) en un conjunto de puntos seleccionados previamente. A partir de esta
solucién discreta, las expresiones de resistencia de materiales permiten obtener
todas las variables del problema elastico en cualquier punto dando lugar a una
solucién continua.

@ ©)
JLLLLLLLLIPPILII LTI
2 3 4

@ @

1 5

] ]

figura 4.2. Modelo discreto de un portico recto. Se muestra la numeraciéon de nudos y
elementos (inscrita en circulos). El nudo 3 permite calcular directamente la flecha en el
centro del dintel.

Como ya se expuso en la seccion 1.3, el proceso por el que se pasa de una
estructura continua a un modelo discreto de la misma se denomina discretizacion.
En el método directo de la rigidez este proceso consiste en escoger una serie de
puntos de referencia, denominados nudos, cuyos desplazamientos (grados de
libertad) seran las incdgnitas esenciales del problema. El tramo de barra
comprendido entre dos nudos constituye un elemento. De esta manera, la
estructura se estudia utilizando un modelo formado por un conjunto de elementos,
que vienen determinados por sus nudos y su conectividad: la ordenacion sucesiva
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de los nudos que permite orientar el elemento. Por su parte, cada nudo queda
definido por sus coordenadas respecto de un sistema de referencia.

Aunque habitualmente los elementos coinciden con barras completas, de
manera que los nudos se suelen identificar con las uniones de la estructura, a veces
es conveniente localizar un nudo en un punto intermedio de una viga o un pilar, ya
sea porque sobre él actia una fuerza o un momento puntal o porque interesa
obtener directamente el valor de los desplazamientos generalizados en él, como
sucede en el modelo de la figura 4.2.

Asi, el nimero de grados de libertad del problema dependera tanto del tipo
de estructura de que se trate como del nivel de detalle de la discretizacion
realizada y sera el producto del nimero de nudos del modelo discreto por el de
grados de libertad de cada nudo, lo que depende de la tipologia estructural:

N2 GdL = N2 nudos x N2 GdL/nudo (Tipo de Estructura)

A continuacion se detallan los desplazamientos que deben considerarse en
los nudos de los diferentes tipos de estructuras, asi como los esfuerzos que deben
tenerse en cuenta en cada caso.

4.2.2.1. ESFUERZOS Y GRADOS DE LIBERTAD EN ESTRUCTURAS PLANAS DE
NUDOS ARTICULADOS

Para caracterizar el comportamiento de una barra articulada plana sélo es
necesario conocer los desplazamientos de los nudos extremos en la direccion
longitudinal de la barra, que determinan univocamente el inico esfuerzo existente
en la barra: el axil.

<

Y
>

L

— —~

figura 4.3. Grados de libertad y esfuerzos en una barra de estructura articulada

Los grados de libertad que deben considerarse en un elemento de una
estructura articulada plana son por tanto los desplazamientos longitudinales de
sus dos extremos y los unicos esfuerzos significativos los axiles en ambos (que
obviamente coincidiran, salvo en el signo, cuando la barra no esté cargada). Con
ello, los vectores de esfuerzos y grados de libertad de un elemento de una
estructura articulada plana son:

e |V et 421
P—N2 u—uz (4.2.1)

4.2.2.2. ESFUERZOS Y GRADOS DE LIBERTAD EN PORTICOS PLANOS

En una estructura de nudos rigidos plana, los desplazamientos a considerar
en cada extremo son las componentes del desplazamiento en las direcciones
longitudinal y transversal de la barra y el giro segin el eje perpendicular a la
estructura. Los esfuerzos que deben tenerse en cuenta en el equilibrio son el axil, el
cortante y el momento flector en cada nudo. De esta forma, los vectores de
esfuerzos y grados de libertad de un elemento de un pértico plano son:
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N, U,
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1 1
pe — z ue = (4.2.2)
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figura 4.4. Grados de libertad y esfuerzos en un elemento de portico plano
4.2.2.3. ESFUERZOS Y GRADOS DE LIBERTAD EN EMPARRILLADOS

Los emparrillados son estructuras planas con carga perpendicular a su plano.
Los esfuerzos que intervienen en el equilibrio de los mimos son, por lo tanto, el
cortante perpendicular al plano, el flector contenido en él y el momento torsor,
mientras que los grados de libertad que deben considerarse en cada nudo son el
desplazamiento perpendicular al plano de la estructura y las dos componentes del
giro en el plano de la estructura, es decir:
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figura 4.5. Grados de libertad y esfuerzos en un elemento de emparrillado



Escuela de

Ingenlerlay Arquitectura 4. Analisis computacional de estructuras
Universidad Zaragoza

4.2.2.4. ESFUERZOS Y GRADOS DE LIBERTAD EN ESTRUCTURAS ESPACIALES
DE NUDOS ARTICULADOS

La situacion es idéntica a la bidimensional, salvo porque tanto los esfuerzos
axiles como los desplazamientos longitudinales de las barras deben orientarse en
un sistema de referencia tridimensional.

e_Nl e_ul 4.2.4
P—N2 u—uz (4.2.4)

4.2.2.5. ESFUERZOS Y GRADOS DE LIBERTAD EN ESTRUCTURAS ESPACIALES
DE NUDOS RIGIDOS

Este es el caso mas general que se puede presentar, siendo necesarias las tres
componentes del desplazamiento y las tres del giro para determinar univocamente
el movimiento de un nudo o de la seccién de una barra. De la misma manera, en las
ecuaciones de equilibrio intervendran los seis esfuerzos definidos para una barra:
el axil, los dos cortantes, el torsor y los dos flectores. Los vectores de esfuerzos y
grados de libertad incluyen por lo tanto todas las componentes que se encontraban
en los casos anteriores:

N =
=

S
S =

SE
e

@
N
[y
@

p°= u’ = (4.2.5)

S =
=

N <
=

< = 5
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N
N
2

4.2.3. SISTEMAS DE REFERENCIA'Y COORDENADAS

En el método directo de la rigidez se trabaja con diferentes sistemas de
referencia segin en qué fase del proceso de la figura 4.1 se esté, eligiendo en cada
momento el que resulte mas favorable para plantear las ecuaciones
correspondientes. Estos sistemas son los siguientes:

a) Sistema de referencia global, utilizado para el establecimiento de las
ecuaciones de equilibrio y de compatibilidad en los nudos en una referencia
comun.

b)  Sistemas de referencia elementales, que se emplean para definir de forma
simple las ecuaciones de comportamiento de los elementos
independientemente de la orientacién particular de cada uno en la
estructura. Los sistemas de referencia elementales utilizados en el método
directo de la rigidez tienen el eje x coincidente con la directriz de la barra y
con sentido positivo desde el nudo 1 al 2 segtin la conectividad del elemento.
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Por su parte, los ejes y, z coinciden con los ejes principales de inercia de la
seccion y forman un triedro dextrogiro con el eje x. Este sistema de referencia
se ha utilizado en el apartado 4.2.2 para expresar los vectores de esfuerzos y
grados de libertad en cada tipo de estructura.

c) Sistemas de referencia nodales, que facilitan la imposiciéon de condiciones de
apoyo particulares que restringen el movimiento en direcciones diferentes de
las del sistema global.

d) Sistemas de referencia geométrica, utilizados para describir mas facilmente
la forma de la estructura o de alguna de sus partes (sistemas de coordenadas
cilindricas para bdvedas o silos, esféricas para ctupulas, sistemas cartesianos
inclinados para tejados, etc.).

7

AN
N =
3 / //

K Ye

Kz

figura 4.6. Sistemas de referencia global, elementales y nodales en la estructura de un
puente

El cambio de las coordenadas de un vector de un sistema de referencia (local)
a otro (global) se realiza utilizando la matriz de cambio de base (rotacién) Ry:

v.=R,v, ©Vv,=R,v, (4.2.6)
que para el caso general tridimensional es:
ny; my ny/
R, =|nZ nZ nZf (4.2.7)
s i

siendo n/’ la componente del vector unitario en la direccion i local respecto de la

coordenada j global. Para problemas bidimensionales en los que el eje z; local
coincide con el z¢ global, como sucede en la figura 4.7, la matriz adopta la siguiente
forma:

y\_ yG
cosoe —senox 0 o
R, =| senac cosax O X,
0 0 1 a

XG
figura 4.7. Sistemas de referencia global (x¢, y¢)
y local (x., y1) para un problema plano

Para un vector que contenga los esfuerzos o grados de libertad de un
elemento completo (dos nudos), el cambio de coordenadas se debe plantear
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independiente y simultineamente para la parte del vector correspondiente a cada
nudo:

u R, 0 |u

U, =Ru, r=u;=Ru E{ 16}:{ " }|: 1L} (4.2.8)
Uy, 0 R,y |uy

u R, ,u

Aunque las matrices de cambio de coordenadas para cada extremo del elemento
R,, y R,, pueden ser distintas, lo habitual es que sean iguales.

Finalmente, el cambio de coordenadas para una matriz cuadrada se lleva a
cabo de la siguiente forma:
K,=RK,R" > K,=R"K_,R (4.2.9)
siendo R la matriz de cambio de coordenadas locales a globales para vectores de la
misma dimensién que la matriz.

EJEMPLO 4.2-1

Obtener la matriz de cambio de coordenadas del sistema de referencia local al global para
un elemento de una estructura articulada plana como el de la figura 4.8, cuya directriz
forma un angulo a con el eje x global.

figura 4.8. Sistemas de referencia global y local para un elemento de una estructura
articulada plana.

El desplazamiento longitudinal de cualquiera de los dos nudos, u, se puede expresar en el
sistema de referencia global de la siguiente forma:

U, =ucoso vV, =usenx
siendo u¢ y ve respectivamente las componentes del desplazamiento u respecto de los ejes

globales x¢ e y¢. Particularizando las expresiones anteriores para cada nudo y se escriben
todas en forma matricial queda:

U, =U, CoSA u, cose 0

Vv, =Uu,senc v, senae 0 |u,
Uy; =U, COS - u, | 0 cosa LJ
V. =U,sena v, 0 senx

Si se relaciona ahora el resultado anterior con la expresion del cambio de coordenadas de
un vector elementalu; = Ru;, se tiene que:

R, 0 coso
R= RN =
0 R, seno
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4.3. PLANTEAMIENTO ELEMENTAL DEL METODO DIRECTO DE LA
RIGIDEZ

4.3.1. ECUACIONES DE COMPORTAMIENTO. MATRIZ DE RIGIDEZ
ELEMENTAL

Como se ha explicado previamente, la estructura se analiza mediante un
modelo discreto de la misma formado por un conjunto de elementos, de los que
cada uno puede ser de una tipologia particular. De acuerdo con esta
representacion de la estructura, las relaciones de comportamiento entre esfuerzos
y desplazamientos deben plantearse en cada elemento. En el método directo de la
rigidez estas ecuaciones se escriben en forma matricial, en el sistema de referencia
elemental, mediante la expresion general:

p‘=K°‘u® (4.3.1)
donde:

e

p es el vector de esfuerzos del elemento,

e

u® eselvector de desplazamientos (grados de libertad) del elemento y
K° eslamatriz de rigidez elemental.

La interpretacion fisica de las componentes de esta dltima es inmediata sin
mas que particularizar la expresion (4.3.1) a un caso concreto. Asi, la componente
Kij de la matriz corresponde al esfuerzo que se ejerce sobre el i-ésimo grado de
libertad del elemento si se produce un desplazamiento unitario en el j-ésimo y se
mantiene nulo el resto de los grados de libertad. Desde esta perspectiva es facil
determinar las componentes de la matriz de rigidez elemental para un elemento de
cualquier tipologia estructural: la j-ésima columna de la matriz de rigidez se
obtiene calculando los esfuerzos que deben ejercerse sobre todos los grados de
libertad del elemento para que el j-ésimo grado de libertad tome valor unitario y
los demas se anulen.

Por la forma en la que se ha realizado la discretizacion, tanto el vector de
esfuerzos como el de desplazamientos de un elemento tienen dimensién 2n, siendo
n el numero de grados de libertad de cada nudo, de forma que las n primeras
componentes del vector corresponden a los esfuerzos o grados de libertad del
primer nudo y las n ultimas a los del segundo. Por lo tanto, la matriz de rigidez
elemental sera siempre cuadrada y también de dimensiéon 2nx2n. Teniendo esto en
cuenta, es habitual dividir tanto los vectores como la matriz de rigidez elementales
en dos y cuatro bloques respectivamente, agrupando en cada uno los términos
correspondientes a cada nudo de acuerdo con la conectividad del elemento, de
forma que la ecuacion (4.3.1) se representa de la siguiente manera:

{’ﬂ:rgl KlZ}{"l} (4.3.2)
| K, K, | |u,

donde los subindices de cada bloque hacen referencia al nudo al que corresponde,
en el caso de los vectores, o0 a los nudos que relaciona, en el de la matriz.

Ademas, la matriz de rigidez debe ser simétrica, ya que en virtud del principio
de reciprocidad de Maxwell el esfuerzo que se produce en el grado de libertad i
cuando se impone un desplazamiento unitario en j es el mismo que el que se
produce en j cuando el desplazamiento se impone en i.
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Por ultimo, los elementos de la diagonal no pueden ser negativos ya que ello
implicaria que la energia de deformacion total (integrada por el producto de los
esfuerzos por los desplazamientos correspondientes) que se produciria al imponer
un desplazamiento unitario en un tnico grado de libertad seria negativa.

4.3.1.1. MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL EN ESTRUCTURAS ARTICULADAS

Un elemento de una estructura articulada esta sometido Unicamente a
esfuerzo axil y su Unica deformacion es el alargamiento o acortamiento, por lo que
en el sistema de referencia elemental el Unico grado de libertad que debe
considerarse es el desplazamiento en la direccion de la directriz.

Si se impone un desplazamiento positivo en el primer nudo del elemento
manteniendo inmévil el segundo, como se muestra en la parte izquierda de la
figura 4.9, la barra queda sometida a una compresion de valor £ u,, de forma que
en el primer nudo el esfuerzo actda en el sentido positivo del eje x mientras que en
el segundo lo hace en el negativo.

ul uZ
EAu, EAu, FAu, FAu,
L 11 2 L L 1 2 L
— 7 T —

— — — —

<~ =
figura 4.9

Si el desplazamiento se impone en el segundo nudo, como se representa en la
parte derecha de la misma figura 4.9, la barra queda sometida a una traccién £ u, .
En esta situacion, el axil actia en sentido negativo en el primer nudo y positivo en
el segundo. Por lo tanto, los esfuerzos axiles en ambos extremos debidos a
cualquier desplazamiento de los mismos y expresados en el sistema de referencia
local del elemento son los siguientes:

— EA EA — __EA EA
N, =*u, —*u, N, =—%u, +- u, (4.3.3)

Si las expresiones anteriores se presentan en forma matricial, se tiene:

N1_% _E_lflul 43.4
Nz__E_LA E_i4u2 (34

de manera que, efectivamente, la primera columna de la matriz de rigidez contiene
los esfuerzos que se producen en ambos extremos de la barra cuando se impone un
desplazamiento unitario en el primer nudo, y la segunda columna coincide con los
esfuerzos debidos a un desplazamiento unitario del segundo nudo.

La expresion (4.3.4) es la forma matricial de la ecuacién de comportamiento
(relacién esfuerzo - desplazamiento) para un elemento de una estructura
articulada en el sistema de referencia local del propio elemento. Sin embargo, para
poder introducirla en las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad de Ia
estructura serd preciso expresarla en el sistema de referencia global como se ha
explicado en la seccion 4.2.

En caso de que se trate de una estructura plana, en cada nudo hay que
considerar dos grados de libertad (los desplazamientos a lo largo de dos ejes
perpendiculares) y las fuerzas externas tendran también dos componentes. En

10
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estas condiciones, la matriz de rotacion sera la utilizada en el ejemplo 4.2-1 y, por
lo tanto, las ecuaciones de comportamiento en forma matricial quedaran de la
siguiente forma:

p: =K:u = Rp; =(RK;R" )Ru

R, 0 cosa | =
R= con R, =
RN

0 seno
cos’ cososeno —cos’a  —cosasena
2 2
EA| cososeno sen‘o —cosasena  —sen‘a
j— KGe = — ) 2 (435)
L| —cos’a —cosasena cos’ o cososeno
—cosasenay  —sen‘a cososeno sen‘o

Si la barra forma parte de una estructura espacial, entonces la matriz de

cambio de coordenadas sera:
1G

n; | |cose
R, =|n¥ |=|cosf (4.3.6)
| |cosy

siendo ¢, By yrespectivamente los angulos que forma la directriz del elemento
(con la que se alinea el eje x; local) con los ejes xg, yg, Z globales, con lo que resulta:

cos’a  cosacosfS cosacosy  —cos’a  —cosacos B —cosacosy
cosacos 8 cos* B cos fcosy —cosacos B —cos* B —cosBcosy
ke - EA| cosacosy cosBcosy  cos’y  —cosacosy —cosficosy —cos’y |(4.3.7)
¢ =
L| —cos’a —cosacosfS —cosacosy cos°o  cosacosfS cosacosy

—cosocos§ —cos* B —cosBcosy cosacosf cos® B cos fcosy

| —cosacosy —cosfcosy —cos’y  cosacosy cosfBcosy cos’ y

En este punto, conviene destacar que la dimensiéon de la matriz de rigidez
elemental para estructuras articuladas depende del sistema de referencia en el que
se exprese. Desde el punto de vista fisico, cada nudo de un elemento de una
estructura articulada tiene un unico grado de libertad, que es su desplazamiento a
lo largo de la directriz de la barra. Por esta razén la matriz de rigidez en
coordenadas locales (4.3.4) es la misma tanto para una estructura plana como para
una espacial y tiene dimension 2x2. Sin embargo, cuando la misma matriz se
expresa respecto del sistema de referencia global en una estructura plana, en la
que se consideran dos grados de libertad por nudo, cada uno de los cuatro bloques
o submatrices en que se divide la matriz elemental de acuerdo con (4.3.2) es de
dimensiéon 2x2 y, por lo tanto, la matriz de rigidez global (4.3.5) es 4x4.
Finalmente, si la estructura a la que pertenece el elemento es tridimensional cada
nudo tiene tres grados de libertad, de manera que las submatrices son de
dimensioén 3x3 y la matriz global (4.3.7) 6x6.

11



Escuela de

Ingenlerlay Arquitectura 4. Analisis computacional de estructuras
Universidad Zaragoza

I\
V

EJEMPLO 4.3-1

Calcular las matrices de rigidez de las barras de la T
estructura plana de la figura 4.10, tanto en el sistema
de coordenadas local de cada barra como en el
global, si la longitud L es de 2 m y las barras AB, BC y
CD son tubos cuadrados #60.5 de acero, mientras
que la AC y la BD son cables cuya seccion tiene un
area de 300 mmz.

(sv}
@)

2L

Tomar para el moédulo elastico del acero E = 210 GPa.

=

) D
: #
figura 4.10

El area de la seccion de un tubo cuadrado #60.5 es de 1010 mm?, con lo que la rigidez de
las barras AB y CD es:
EA _210-10°-1010-107°
L 4
y sus matrices de rigidez en coordenadas locales resultan:

(i _ oo _| 5303 =53.03]
~53.03 53.03

=53025 42

KN
m

Como el eje x de las barras AB y CD coincide con el eje y del sistema de referencia global,
las matrices de rigidez en este ultimo sistema de coordenadas quedan de la siguiente
forma:

0 0 0 0
0 53025 0 —53.025

K:B_KGCD_O 0 0 0 1074
0 —53.025 0 53.025

A su vez, la matriz de rigidez de la barra BC, para la que el sistema de referencia local y
global coinciden, se calcula de la siguiente forma:

. 106.05 -106.05
L 2 —-106.05 106.05
106.05 0 -106.05 0
BC _ 0 0 0 0 .103 &V
G m
—-106.05 0 106.05 0

0 0 0 0
Por ultimo, las matrices de rigidez de los cables AC y BD en coordenadas locales vienen
dadas por:
EA _210-300

LT 2o

En este caso, la matriz de cambio de coordenadas para obtener las matrices de rigidez en
el sistema de referencia global es:

KN
m

14.087 -14.087
=14087 & K* =K" { }-103

-14.087 14.087
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R, O coso
R= con R, =
0 R, senx

siendo a = arc tg (2) = 63.435° para la barra ACy o= —63.435° para la BD, de manera que
queda:

0.447 0
B woor 10894 0 [ 14087 -14.087] .[0.447 0.894 0 0
K/ =RK"“R" = 10 -
0  0.447|-14.087 14.087 0 0  0.447 0.894
0  0.894
2.8174 5.6349 —2.8174 —5.6349
56349 11.270 -5.6349 -11.270|
= -10% £
~2.8174 -56349 28174 5.6349 "
~5.6349 —11.270 5.6349 11.270
0.447 0

o owor |—0.894 0 14.087 —14.087] .[0.447 —0.894 0 0
K” =RK™R’ = 10

0 0.447 || —-14.087 14.087 0 0 0.447 —0.894 -
0 —-0.894
2.8174 —-5.6349 -2.8174 5.6349
-5.6349 11.270 56349 -11.270 3
-2.8174 5.6349 2.8174 —-5.6349 "
56349 -11.270 -5.6349 11.270

4.3.1.2. MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL EN PORTICOS PLANOS

Una barra de un pértico plano estd sometida, ademds de a traccién o
compresion, a cortante y flexion y en cada nudo hay que considerar tres grados de
libertad: las dos traslaciones y el giro en el plano. En consecuencia, para obtener la
matriz de rigidez elemental habra que considerar, junto con las dos situaciones
representadas en la figura 4.9, las cuatro que se muestran en la figura 4.11,
correspondientes a los desplazamientos transversales y los giros de ambos nudos
del elemento.

o 12Elv
6EI \2Ely,
L3 L2V1 &lllzv2 L3
SN — MY (e
K/-%EIVI 1RET 1RElv, 6Elv, </
2 1] v, 12k, o
_L L T L L 3
AEID, 2EI, 6LL1291
= =) (Or— s
6EI0, 0, 26 7 A28, T H 41;;192
Ys g 1 _ L L 6EIf,
< = _ i
figura 4.11

Si se procede de la misma forma que se hizo para un elemento de una
estructura articulada, colocando en cada columna los esfuerzos producidos por el
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correspondiente desplazamiento o giro unitario segin los diagramas de la figura
49 y la figura 4.11, se llega a la siguiente matriz de rigidez elemental en
coordenadas locales:

N o -
Nl L O 0 L 0 0 ul
12EI 6EI __12EI 6EL
Vl 0 A A 0 A I Vi
6EI 4EI 6E1 2EI
M, o e 4 0 1|6
=l 6 0 & oL 0 (4.3.8)
N, L n u,
12E1 6E1 12E1 6EI
1|0 % % 0 5 5|
GEI 2EL _ 6EL AEL
_MZ 14 L 0 I? L 0 1 L] _92 _

Para expresar la relaciéon de comportamiento dada por (4.3.8) en el sistema
de referencia global hay que efectuar el correspondiente cambio de coordenadas.
En estructuras planas donde el eje perpendicular al plano es uno de los ejes
principales de inercia de las secciones de las barras, éste se toma habitualmente
como eje z local y se hace coincidir con el eje z global, de manera que el cambio de
coordenadas queda de la siguiente forma:

p; = K;u; = Rp} = (RK;R" JRu;
R 0 cosae —sena 0
R:{ON R } con R, =|sena cosax 0O
N 0 0 1

(4.3.9)

En este caso, la matriz de rigidez elemental es de dimensiéon 6x6 tanto en
coordenadas locales como globales.

EJEMPLO 4.3-2

Calcular la matriz de rigidez y el vector de esfuerzos de la viga de madera de la figura 4.12,
tanto en el sistema de coordenadas local como en el global, si el médulo elastico del
material es Ey, = 10GPa.

%\,\& 7 Aa=30
A ¥
NS
figura 4.12

El 4rea y la inercia de la seccion son, respectivamente:

A=24-40=480cm* I, =1—1224-403:1280006m4
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Con estos valores y el mddulo elastico del material se puede calcular la matriz de rigidez
de la barra en coordenadas locales a partir de la expresion general de (4.3.8), de forma que
queda:

12E1, _ 12-1071.28-10°°

7 -2
L 4 m L 43 "
7 -3
7 -3 7 -3
AEL, _4-10'1.28-107 _ | o0 10t gvm  2EL _2:1071.28-107 _ o) 103 km

L 4 L 4
y finalmente:

240 0 0 -240 0 O
0 24 48 0 -24 438
0 48 128 0 -48 6.4

-240 0 0 240 0 O
0 -24-48 0 24 —-438
0 48 64 0 -48 128

K¢ 103

A su vez, a partir de los esfuerzos en los extremos de la barra que se muestran en la figura
4.12, el vector de esfuerzos elementales en coordenadas locales es:

0
-5
0
0
5
20

Para expresar la matriz de rigidez y el vector de esfuerzos en coordenadas globales es
necesaria la matriz de cambio de coordenadas que, para un vector nodal, es:

cosa —senax 0] |2 —10
R, =|sena cosax 0|=|1 & 0
0 0 1 0 01

A partir de la matriz anterior, el vector elemental de esfuerzos en coordenadas globales se
calcula segun:

(s ] [ 250 ]
~ 53 1433
. . |Ry 0 | p; 0 0
p; =Rp Z{ON R :|{ i}: 5 |~ 25
vilpa] | 2 | |~250
53 4.33
20 | | 20

Por ultimo, la matriz de rigidez en coordenadas globales resulta:
K; :RKERT — RN 0 Klel Kfz R}\; oT —
0 RN K;l K;Z 0 RN
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[ 180.60 102.88 —2.40 —180.60 —102.88 —2.40 |
102.88 61.80 4.16 —102.88 —61.80 4.16
-240 416 1280 240 -4.16 6.40
-180.60 —102.88 2.40 180.60 10288 2.40
-102.88 —61.80 —4.16 10288 61.80 —4.16
| -240 416 640 240 -416 1280 ]

4.3.1.3. MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL EN EMPARRILLADOS

Los esfuerzos que intervienen en el equilibrio de un emparrillado son el
cortante perpendicular al plano, el momento flector contenido en él y el momento
torsor. A su vez, los grados de libertad que definen su deformaciéon son el
desplazamiento perpendicular a la estructura (flecha) y los giros alrededor de los
dos ejes contenidos en su plano (uno correspondiente a la flexiéon y otro a la
torsion).

figura 4.13

Por lo tanto, a la hora de formular la matriz de rigidez elemental para una
barra de emparrillado, ademas de las relaciones esfuerzo - desplazamiento
recogidas en la figura 4.11 hay que tener en cuenta las correspondientes al giro de
torsion alrededor de la directriz de la barra que se muestran en la figura 4.13. Si se
impone un giro positivo en el primer nudo del elemento a la vez que se impide el
del segundo, la barra queda sometida a una torsién de valor < ¢,, de forma que en

el primer nudo el momento actta en el sentido positivo del eje x mientras que en el
segundo lo hace en el negativo. Si el giro se aplica en el segundo nudo y se impide
en el primero, la situacion es la inversa. De esta forma, los momentos torsores en
ambos extremos de la barra debidos al giro de cualquiera de ellos vienen dados
por:

T, :G_L1¢1 _%¢2 T, :—%¢1 +%¢2 (4.3.10)

y en forma matricial:
T g _4g
{ 1}:[ LG/ G}L }{(/’1} (4.3.11)
Tz -7 1 P

Combinando los términos de torsion de (4.3.11) con los correspondientes al
cortante y el flector, totalmente analogos (salvo por los signos) a los que se
encuentran en un poértico plano, se tiene la siguiente matriz de rigidez elemental en
coordenadas locales:
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o . i}
T, - 0 0 -+ 0 0 (olw
4EI 6EI 2EI 6EI
M, 0 4 -5 0 2% % IJ
6EI 12EI 6El 12E1
4 _ 0 P 0 2 5 |[W
“lEle &b e & (4.3.12)
2 L L ¢2
2EI 6EI 4EI 6EI
M, 0 2 -5 0 % 2% 1
6EI 12EI 6EI 12EI
(V] [0 S -0 S HE w,

Para expresar la matriz de rigidez en el sistema de referencia global, si el eje
z¢ global es perpendicular al plano en que se encuentra el emparrillado, la matriz
de rotacién que debe emplearse es la misma que para poérticos planos.

4.3.1.4. MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL EN ESTRUCTURAS ESPACIALES DE
NUDOS RiGIDOS

La estructura espacial de nudos rigidos es el caso mas general que puede
presentarse. En ella deben considerarse todos los esfuerzos y grados de libertad,
de manera que en la matriz de rigidez de un elemento de este tipo de estructuras
se encuentran combinadas las componentes de los casos particulares presentados
en los apartados anteriores. Asi, a partir de las ecuaciones (4.3.8) y (4.3.12) (la
expresion (4.3.4) no es mas que un caso particular de (4.3.8)) se obtiene la
siguiente relacion de comportamiento en coordenadas elementales:

N, .0 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 0 [u]
V,, 0 2 0 0 0 £ 0 -2 0 0 0 ° |y
12E1 6El 12EI 6E1
Vzl 0 O L_3 0 _L_Z O O O I3 O 2 0 W1
T, 0o 0 0 2 0 0 0 0 0 -2 0 0 |¢
M, 0 0 - o £ 0 0 0 & 0o 2 0|
M 0 S 0 0 0 4 (o —S$E (o 0 0 2 |g
o I Lo LT (43.13)
N, -84 -9 0 0 0 O £ 0 0 0 0 0 |u
V,, 0 -2 0 0 0 —-f 0 2 0 0 0 —°&jy
12EI 6EI 12EI 6EI
v, 0 0 -2% o & 0 0 0 22 0 ° 0 |y,
T, o 0 o0 -Z o o o o % 0 || o
M, 0 0 -° o 2 0 0 0 & 0 22 0 |
M,| |0 % 0 0 0 # 0 -% 0 0 0 4 |g

Para obtener la matriz de rigidez global, en el caso de estructuras espaciales
de nudos rigidos el cambio de coordenadas necesario es algo distinto, ya que tanto
el vector de grados de libertad como el de esfuerzos tienen cuatro partes de
dimension 3: desplazamientos y giros (o esfuerzos y momentos) en cada nudo. De
esta manera, el cambio de sistema de referencia resulta de la siguiente manera:

p: =K:u: = Rp: =(RK:R" Ru’
R, 0 0 0 16 16 16
OR 0 0 Ny, Ny, Ny 43.14
R= N R =|n 2o 26 (4.3.14)
o O0R 0 con Ky =iny; Ny Ny
N 3G 3G 3G
0 0 0R Ny, Ny, Ny
N
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En el caso general tridimensional, la matriz de rigidez elemental es de
dimension 12x12 tanto en coordenadas locales como globales.

4.3.2. ACCIONES SOBRE LOS ELEMENTOS

Las cargas (fuerzas y momentos) externas que actian en los nudos de la
estructura pueden introducirse directamente en las ecuaciones de equilibrio del
esquema de la figura 4.1, dentro del vector de fuerzas nodales fV. Sin embargo, las
estructuras estan sometidas ademas a acciones ejercidas sobre los elementos que,
l6gicamente, también deben tenerse en cuenta en la formulacién. Para hacer esto,
lo habitual es considerar el problema original como la superposicién de dos: uno
con desplazamientos nodales nulos que incluya las fuerzas que actian sobre los
elementos y otro sin cargas elementales tal que, sumado al primero, dé como
resultado la estructura original.

Sobre el primer sistema actian todas las cargas elementales junto con las
fuerzas y momentos necesarios para que todos los desplazamientos nodales sean
nulos, lo que conduce a una deformada analoga a la que se produciria si todos los
nudos estuviesen empotrados. Por esta razon, a los esfuerzos en extremos de barra
que aparecen en este primer caso se les denomina esfuerzos de empotramiento.

En el segundo sistema, ademads de las cargas externas aplicadas directamente
sobre los nudos, se introducen también las fuerzas nodales que equilibran a la
resultante de todos los esfuerzos de empotramiento, que se denominan fuerzas
nodales equivalentes.

Mientras los esfuerzos de empotramiento suelen calcularse en coordenadas
locales, las fuerzas nodales equivalentes deben obtenerse en el sistema de
referencia global para poder incluirlas en las ecuaciones de equilibrio de los nudos.
Por esta razon la relacion entre ambos vectores puede establecerse de la siguiente
forma:

f., =—Rp;,, (4.3.15)
siendo R la matriz de cambio de coordenadas del sistema de referencia local al
global.

Aplicando el principio de superposicion, los desplazamientos nodales en el
sistema original serdn la suma de los que se producen en el primero y el segundo,
es decir, los del segundo ya que los del primero son todos nulos.

u‘ =u; +u, =u, (4.3.16)

Los esfuerzos en extremos de barra se obtienen también sumando los que se
producen en los dos sistemas en los que se ha descompuesto el problema original,
lo que supone anadir a los calculados al resolver el sistema 2 los esfuerzos de
empotramiento del sistema 1:

P =D.ny + D7 = Doy, T KU, (4.3.17)

De esta forma, el problema de una estructura con acciones sobre sus barras
queda reducido al calculo de los esfuerzos de empotramiento y la resolucion del
sistema con cargas nodales.
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4.3.2.1. FUERZAS NODALES DEBIDAS A CARGAS SOBRE LAS BARRAS

Cuando una fuerza actta distribuida a lo largo de una barra, los esfuerzos de
empotramiento son sencillamente las reacciones que equilibran esa fuerza
distribuida en una viga biempotrada que, para el caso de una fuerza distribuida
uniformemente se muestran en la figura 4.14. En este caso el vector de esfuerzos
de empotramiento, expresado en el sistema de referencia local, es:

0

qlL
2
ql’
e | 12

pemp - 0

aL
2

_ar
12 |

y el vector de fuerzas nodales equivalentes, en coordenadas globales, se calcula
segun: fe’;' =—Rp;,, lo que, para una viga horizontal como la de la figura 4.14, da

(4.3.18)

lugar a:
0
qlL
T2
_ar
N 12
fo = 0 (4.3.19)
qlL
T2
qr
12
2L !
2 q © T (1 2
pspklLLLLLLIIILIL] b _
2 3 4 gLt gL
12 12
@ @ = +
1 5
3 [
Sistema original Sistema 1 Sistema 2

figura 4.14. Esfuerzos de empotramiento y cargas nodales equivalentes producidas por
una carga uniformemente repartida sobre el dintel.

Si se trata de una carga de intensidad variable o bien de una carga
concentrada, el calculo de las fuerzas nodales equivalentes es totalmente analogo
si bien en este ultimo caso es preferible, desde el punto de vista de la
programacion del método, definir un nudo adicional en el punto donde actta la
fuerza o el momento.

4.3.2.2. FUERZAS NODALES DEBIDAS A DESPLAZAMIENTOS IMPUESTOS

En ocasiones los valores de algunos desplazamientos nodales se pueden
conocer a priori: asientos de apoyos, defectos de ajuste en el montaje de un
elemento, presencia de tensores que fijen la distancia entre dos puntos, etc. Estos
desplazamientos nodales conocidos se pueden tratar de dos formas diferentes.
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Por un lado se pueden introducir como una condicién de contorno, tal como
se explica en el apartado 4.4.2 de la seccion siguiente.

2L
AES AER
@ © = 4
IRRRRRED R 4 A = | R e e
@ @ <| = +
1 5 v
] P ] < l ]
Sistema original A Sistema 1 1 Sistema 2
A
AEy

figura 4.15. Esfuerzos de empotramiento y cargas nodales equivalentes producidas por el
asiento del apoyo derecho.

Por otro, también es posible descomponer el sistema original en dos mas
sencillos, como se ha expuesto para el problema de cargas aplicadas sobre las
barras, calcular tanto los esfuerzos de empotramiento generados por el
desplazamiento impuesto, considerando que el nudo en cuestién esta fijo en su
posicién desplazada, como las fuerzas nodales equivalentes y aplicar el principio
de superposicion. Si se aplica este segundo método, los esfuerzos de
empotramiento en los elementos cuyos nudos tienen desplazamientos conocidos
seran entonces iguales a:

Pen, =K A =K;R"AC =R'K A; (4.3.20)
y las fuerzas nodales equivalentes:
f., =—Rp;,, =—K:A; (4.3.21)

donde:
A es el vector de desplazamientos impuestos en un elemento (en
coordenadas locales o globales) y
R es, como en ocasiones anteriores, la matriz de cambio de coordenadas
locales a globales.

Conviene recordar que en estructuras isostaticas los esfuerzos provocados
por desplazamientos impuestos son siempre nulos.

Finalmente, para obtener los desplazamientos del sistema original, a
diferencia del planteamiento general de la ecuacion (4.3.16), se debe tener en
cuenta que en este caso los desplazamientos del sistema 1 no son nulos y, por lo
tanto, al resultado del sistema 2 hay que sumarle el valor de los desplazamientos
impuestos.

u‘ =uj +u, =A4° +u, (4.3.22)
4.3.2.3. FUERZAS NODALES DEBIDAS A INCREMENTOS DE TEMPERATURA

En el caso de que en una estructura se den variaciones de temperatura
respecto a la de referencia en la que se considera establecida su geometria inicial,
se produciran desplazamientos y, si es hiperestatica, también esfuerzos.

Este problema se puede resolver de forma completamente andloga a la
mostrada para los anteriores, descomponiendo el sistema original en uno con las
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acciones térmicas y los desplazamientos impedidos y en otro con las acciones
térmicas actuando en sentido opuesto y los nudos libres.

B 2L B
AEaAT  AEAT AEaAT  AEaAT  AEaAT
r --@-----A--,---_-_@_)__ \ - @ @ a (07 Z'_
12 3 4: :
@ i) = v
1 5
T [ I ]

Sistema original Sistema 1

Sistema 2

AEaAT

/]

figura 4.16 Esfuerzos de empotramiento y cargas nodales equivalentes producidas por un
incremento de temperatura uniforme en el dintel.

En el caso de que una barra sufra un incremento de temperatura uniforme
AT, la deformacion longitudinal producida por él sera aAT, siendo o el coeficiente
de dilatacion del material. Si se restringen los desplazamientos de los nudos y la
seccion de la barra es 4, se generara una compresion de valor AEaAT , con lo que
los esfuerzos de empotramiento en una estructura plana seran:

e 0
pemp =

[ AEaAT |

(4.3.23)

. . N
y las fuerzas nodales equivalentes, como siempre: f, =—Rp;, , de forma que para

la viga horizontal de la figura 4.16 queda:

EJEMPLO 4.3-3

Calcular los vectores de esfuerzos de
empotramiento (en coordenadas locales de cada
barra) y de fuerzas nodales equivalentes (en
coordenadas globales) para cada elemento del
portico de la figura 4.17, si su pilar izquierdo
sufre un incremento de temperatura AT y la
cabeza del pilar derecho un desplazamiento
lateral A producido por un tirante que no forma
parte de la estructura analizada.
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El pilar izquierdo estd sometido tinicamente al efecto del incremento de temperatura AT.
Si se considera el eje x local dirigido del nudo 1 al 2, en el primer nodo la reaccién de

empotramiento es positiva y en el segundo negativa. Para expresar el

AEaAT ;
vector de fuerzas nodales en coordenadas globales hay que tener en
cuenta que la direccion vertical coincide con el eje y global. Teniendo

todo esto en cuenta, resulta:

[ AECAT | 0]

AT 0 — AEaAT
p1p: 0 fN: fez :—Rp1 _ 0
| -AEoAT| " | fa o 0

0 AEoAT
0 0

AEaAT - - -
qZ—L =B
UUiHLHUJH N Ty B> 2

qu
12
A su vez, el dintel esta sometido tanto a la carga uniformemente distribuida que actia

directamente sobre él como al alargamiento que le produce el desplazamiento lateral de la
cabeza del pilar derecho. En este caso los sistemas de referencia local y global coinciden,
por lo que para calcular el vector de fuerzas nodales equivalentes basta con cambiar el

signo del vector de esfuerzos de empotramiento:
—EHA EA
EqL —3qL
1 2 2 1 2
p2 _ qu‘ fN_ feq __sz _ _qu‘
emp EA eq 3|7 emp — EA
A e —1A
7L —4qL
1 2 1 2
—3z9L" | |29l
A
| 12£1
-
oA '17 Finalmente, sobre el pilar derecho sé6lo actia la fuerza debida al
i desplazamiento lateral de su cabeza
! 0 —125A
i A28 A\ 0
i w 3 _ 6EL
H 3 _| I - fN_ feq —_Rp® = 2 A
1 pemp - 0 eq f4 - pemp - 12E1 A
eq I
2 5 0

Nétese que la carga puntual que actia en la cabeza del pilar izquierdo no forma parte de
ninguno de los vectores de cargas elementales, sino que debera ser incluida directamente
en el vector de fuerzas nodales cuando se realice el ensamblaje del problema, tal como se

explica en la seccidn siguiente.
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4.4. PLANTEAMIENTO GLOBAL DEL METODO DIRECTO DE LA
RIGIDEZ

4.4.1. ECUACIONES DE EQUILIBRIO Y COMPATIBILIDAD.
ENSAMBLAJE

En la seccién anterior se determinaron las matrices de rigidez elementales,
que relacionaban los esfuerzos y desplazamientos en los extremos de un elemento
de cualquier tipologia estructural. En coordenadas globales, estas ecuaciones de
comportamiento quedaban de la siguiente forma:

p; =K u; (4.4.1)
adoptando, tanto los vectores de cargas (p;) y desplazamientos (u;) como la

matriz de rigidez (K_) elementales, distintas formas en funcién de la tipologia
estructural de que se tratase.

Para formular el problema en su conjunto de acuerdo con el proceso
esquematizado en la figura 4.1 también son necesarias las ecuaciones de
compatibilidad y equilibrio nodal.

Las ecuaciones de compatibilidad se traducen en la identificacién de los
grados de libertad (desplazamientos y giros) de los extremos de cada elemento con
los de los nudos de la estructura, que son las incégnitas esenciales del problema.

A su vez, las ecuaciones de equilibrio consisten en igualar las fuerzas y
momentos externos que actiian sobre cada nudo con los esfuerzos en los extremos

de barras concurrentes en él:
NeN NeN

2 F =0= "% pl=0=f"=3% b, (4.4.2)

siendo:
fV  las fuerzas exteriores sobre el nudo,

p;; losbloques correspondientes al nudo de los vectores de esfuerzos de

los elementos concurrentes en él (i =1 6 2) en coordenadas globales y
NeN el nimero de elementos conectados al nudo.

Introduciendo las ecuaciones de comportamiento (4.4.1) en las de equilibrio
(4.4.2) se obtiene una expresion de las ecuaciones de equilibrio en funcién de los

grados de libertad de cada elemento:
NeN NeN 2

fY=Yp:=D> K;u, (4.4.3)

e j=1
e imponiendo finalmente las ecuaciones de compatibilidad se llega a una ecuacién
cuyas incdgnitas son los grados de libertad nodales:
F* =K“'u*" (4.4.4)
donde
Kest  es la denominada matriz de rigidez global de la estructura,
uest el vector de desplazamientos global de los nudos y
Fest el vector de cargas global de la estructura, que incluye tanto las acciones
exteriores que actian directamente sobre los nudos como las fuerzas
nodales equivalentes a cargas sobre los elementos o desplazamientos
impuestos.
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Como ya se ha adelantado previamente, las ecuaciones de compatibilidad se
introducen en el sistema identificando los grados de libertad de cada elemento con
los de los nudos entre los que se encuentra, de manera que la matriz de rigidez Kest
y el vector de cargas Fest se van construyendo respectivamente a partir de los
bloques correspondientes de las matrices de rigidez y vectores de esfuerzos
elementales K_ y p; enun proceso denominado ensamblaje.

Como se muestra a continuacién en el ejemplo 4.4-1, la matriz de rigidez
global de la estructura tiene las siguientes propiedades:
a) Essimétrica.
b) Laorientacion de los elementos no influye en la forma final de la matriz.

c) Sedivide en submatrices, correspondientes cada una a un nudo de la
estructura, que forman filas y columnas dentro de la matriz.

d) Las submatrices de la diagonal principal son la suma de las submatrices
correspondientes de los elementos concurrentes en cada nudo. Si el nudo en
cuestion es el primero en la conectividad del elemento, se sumara la

submatriz K, de la matriz de rigidez elemental, de acuerdo con la notacién

de (4.3.2),y sies el segundo la K, .

e) Cadasubmatriz situada fuera de la diagonal principal coincide con una de las
submatrices exteriores del elemento que une los nudos correspondientes,
que vendra determinada por la conectividad del elemento. Si los nudos no
estan unidos por ninglin elemento, la submatriz de la matriz de rigidez global
sera nula.

f)  Los términos no nulos se agrupan normalmente en la proximidad de la
diagonal de la matriz global.
A su vez, el vector de cargas global también tiene algunas propiedades
analogas a las anteriores:

c2) Sedivide en bloques, correspondientes cada uno a un nudo de la estructura,
que forman filas dentro del vector.

d2) Cadabloque esla suma de los bloques correspondientes de los elementos
concurrentes en cada nudo. Si el nudo en cuestidn es el primero en la
conectividad del elemento, se sumara el bloque p; del vector de cargas

elemental, de acuerdo con la notacién de (4.3.2), y si es el segundo el p;.
Las propiedades d) y e) anteriores constituyen las reglas para realizar el

ensamblaje de las matrices y vectores de cargas elementales, formando asi la
matriz de rigidez y el vector de cargas globales.

EJEMPLO 4.4-1

Plantear las ecuaciones globales de equilibrio del pértico de la figura 4.18, en la que se
muestra la discretizacién adoptada. La numeraciéon de los elementos se ha inscrito en
circulos para distinguirla de la de los nudos. Suponer conocidos todos los bloques
(submatrices) de las matrices de rigidez elementales de cada barra.
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figura 4.18. Portico recto. Discretizacion y cargas

Si p; es el vector de esfuerzos en el extremo n del elemento e, las ecuaciones de equilibrio
de cada nudo se pueden escribir de la siguiente manera:

Nudo 1: p; =r, Nudo 2: p,; +p’ = _a

0

Nudo 3: p: + p; = —q—ZL Nudo 4: p; =r,

ar
12

siendo r1y r4 respectivamente las reacciones en los nudos 1 y 4.

Las ecuaciones de comportamiento del elemento e del poértico tienen la siguiente
expresion general:

e e e e
K, K, |u _| P:
e e e e
K, K, |u, | 2

Introduciendo estas ecuaciones de comportamiento en las de equilibrio resulta:

P

11 11 11 11 2 2 2 2 | a

Ku, +Ku, =r K, u, +Kyu, + K u; + K u, = -5

_ar

12
0

22 2.2 33 3.3 | q 3.3 3.3
K u; +Kyu, + K, u; + Kj,u, =| -5 K u; +Kyu, =r,

ar

12
Por su parte, las ecuaciones de compatibilidad en los nudos son:
Nudo 1: u; =u, Nudo 2: u; =u’ =u,
Nudo 3: u} =u’ =u, Nudo 4: u; =u,

donde u; es el vector de grados de libertad en el extremo n del elemento e, andlogamente
alo establecido para los esfuerzos.

Sustituyendo las relaciones de compatibilidad en las ecuaciones de equilibrio queda:
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P

1 1 _ 1 1 2 2 _ qL

K11u1 +K12u2 =r K21"1 +K22"2 +K11"2 +K12u3 i

_ar

12
0

2 2 3 3 _ qL 3 3 _
K21"2 +K22"3 +K11u3 +K12u4 | 2 K21u3 +Kzzu4 =r,

ar

12
y agrupando las expresiones anteriores en forma matricial resulta finalmente:

r

P

1 1 qL
K11 K12 0 0 u, 2
1 1 2 2 ql?
K21 K22+K11 K12 0 u, _ 12

2 2 3 3

0 K21 K22+K11 K12 u; 0
3 3 qL

0 0 K21 Kzz u, 2

ql’

12
L s |

4.4.2. IMPOSICION DE LAS CONDICIONES DE APOYO Y RESOLUCION
DEL PROBLEMA

La matriz de rigidez global de la estructura, formada a partir de las matrices
de rigidez de cada elemento como se ha explicado en el apartado anterior, es
singular (no tiene inversa) y, ademas, el vector de cargas global incluye las
reacciones en los apoyos que son desconocidas, por lo que es imposible resolver el
sistema de ecuaciones lineales (4.4.4).

La interpretacion fisica de la singularidad de la matriz es que, al no haberse
introducido todavia las restricciones al movimiento que imponen los apoyos de la
estructura, existen infinitos desplazamientos posibles del sistema que se
diferencian entre si por movimientos de sélido rigido.

Desde el punto de vista de la organizacién de los datos del problema, algunos
desplazamientos (aquellos relativos a los apoyos) no son incégnitas mientras que
ciertas fuerzas externas (las reacciones) son desconocidas. Es conveniente por
tanto reordenar el sistema de ecuaciones, y por consiguiente la matriz de rigidez,
agrupando todas las incognitas del vector de cargas y los datos contenidos en el de
desplazamientos, para resolver posteriormente la parte del sistema de ecuaciones
correspondiente a los desplazamientos desconocidos. Asi, si se colocan las
reacciones fr en la parte inferior del vector de cargas y los desplazamientos
conocidos ur en la parte inferior del vector de desplazamientos queda:

fL KLL KLR uL
e

y, dado que los desplazamientos contenidos en ur son conocidos, se pueden
calcular todas las incognitas del problema de la siguiente manera:

u; :KL_L1 (fL _KLRuR) r=K,u, +K,u, (4.4.6)
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El procedimiento expuesto es muy simple conceptualmente, pero no es la
Unica alternativa posible para resolver el problema. De hecho, existen otras
técnicas que plantean ciertas ventajas de cara a la programacién del método
directo de la rigidez. Una de las mas utilizadas consiste en sustituir las ecuaciones
de equilibrio correspondientes a los grados de libertad conocidos a priori por las
propias condiciones de apoyo. Para hacer esto, cada fila de la matriz de rigidez
correspondiente a un desplazamiento prescrito se modifica anulando todos sus
términos salvo el de la diagonal, que se cambia por 1, a la vez que la componente
del vector de cargas se sustituye por el valor del desplazamiento conocido (d). Para
evitar la pérdida de simetria de la matriz de rigidez, se anula también la columna
correspondiente de la matriz y se modifica todo el vector de cargas restandole el
producto de la columna eliminada por el valor del desplazamiento conocido.

_Kll KlZ -0 "'Kln u, fl_Klid_
K21 Kzz -0 "'KZn u, fZ_KZid

. . oo . . _ . (447)
0O 0 --1-- 0 |u d

_Knl KnZ 0 Knn_ un _fn_Km'd_

El sistema de ecuaciones (4.4.7) ya esta determinado y puede resolverse para
calcular los desplazamientos. Con posterioridad las reacciones se obtienen
sumando todos los esfuerzos de los elementos que inciden en los apoyos, tal como
se detalla en el apartado siguiente.

4.4.3. CALCULO DE VARIABLES SECUNDARIAS
4.4.3.1. ESFUERZOS

Una vez obtenidos los desplazamientos nodales, es posible obtener los
esfuerzos en los extremos de la barra mediante las ecuaciones de comportamiento
y, posteriormente, los esfuerzos en cualquier seccién mediante las expresiones que
proporciona la resistencia de materiales. En concreto, teniendo en cuenta que los
esfuerzos convencionales de una barra (axil, cortantes, torsor y flectores)
coinciden con el vector de esfuerzos en los extremos del elemento cuando éste se
expresa en coordenadas locales, los mencionados esfuerzos se pueden calcular
mediante la siguiente expresion:

p.=K;u, =K;R"u; (4.4.8)
en la que todos los vectores y matrices son conocidos.

En las barras en las que existan cargas elementales se han de sumar ademas
los esfuerzos de empotramiento tal como se detall6 en 4.3.2.1, es decir:

p; =p.,, + K;R"u; (4.4.9)
4.4.3.2. REACCIONES

Tras calcular los esfuerzos en los extremos de todas las barras, las reacciones
en los apoyos pueden obtenerse directamente de las ecuaciones de equilibrio en

los nudos sobre los que se encuentran los apoyos:
NeN NeN

YF'=0=>r" - pi,=0=>r"=> p, (4.4.10)
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siendo:
rV las fuerzas exteriores sobre el nudo (reacciones),

p;; losbloques correspondientes al nudo de los vectores de esfuerzos de

los elementos concurrentes en él (i=1 6 2) en coordenadas globales y
NeN el nimero de elementos conectados al nudo.

EJEMPLO 4.4-2

Calcular por el método directo de la rigidez los
desplazamientos de los nudos de la estructura de la figura
4.19, para la que las matrices de rigidez elementales ya se
calcularon en el ejemplo 4.3-1, sila carga P es de 10 KN.

Obtener también el valor de los esfuerzos en las barras y las
reacciones en los apoyos

2
D

&
QS

Utilizar la conectividad y la numeracién de nudos vy
elementos mostrada en la figura.

figura 4.19

De acuerdo con la numeracion y la conectividad mostradas en la figura 4.19, el ensamblaje
de las matrices de rigidez elementales para obtener la matriz de rigidez global de la
estructura debe hacerse de la siguiente forma:

Ki+Kj K K}, 0
co| Kio KLeKL KL 0
K;, K,  K,+K;+K;, K
0 0 K’ K}
Con esta matriz y las cargas que actiian sobre la estructura, queda el siguiente problema:
rl
Ki+Kj, K, K}, 0 Ju'| | P
K, KL+K, K, 0|« |o
K;, Ki  KL+K3L,+K, K |u'| |0
0 0 K’, K} |u' 0
r4—

donde r! y r* son, respectivamente, las reacciones en los apoyos de los nudos 1 y 4. Si a
continuacion se imponen las condiciones de apoyo del problema resulta:

0
1 0 0 0| u' P
0 K,,+K, K’ 0|u*| |0
0 K) KL+K.,+K: O0|u’| |0
0 0 0 1)lu*| |0
_0_

Sustituyendo las submatrices de cada elemento por los valores obtenidos en el ejemplo
4.3-1 queda:
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10 0 0 0 0 00| [u] [0]
01 0 0 0 0 00| J|u| |0
00 10605 0 -10605 0 00 u? | |10
00 0 53025 0 0 00| uy | |0
0 0 -10605 0  10.887 56349 0 0 ul| |0
00 0 0 56349 64295 0 0 u, | |0
00 0 0 0 0 10 u; 0
00 0 0 0 0 01] |u,| [O]

y resolviendo finalmente el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas resultante
se llega a los siguientes desplazamientos de los nudos:

, | 4398 . 5 4.304 5
u” = 107 m u’ = 107 m
0.0 -0.377

A partir de ellos se pueden calcular los esfuerzos en las barras mediante las ecuaciones de
comportamiento elementales: p° =R" p; = R"K;u®, donde R es la matriz de cambio de

coordenadas de cada barra, que se calculé en el ejemplo 4.3-1. De esta forma queda:

0 0 0 0 0 0
. |0 53.025 0 -53.025| .| O 5 |0
P; = 10 1 = KN
0 0 0 0 4.398 0
0 —53.025 0 53.025 0
- 0 10 0
0 00 1
106.05 0 —106.05 0 4.398 | 10
5 0 0 3 0
p; = 107 = KN
—-106.05 0 106.05 0 4.304 -10
0 0 —-0.377 | 0
2 _ 1 00 0
P KN
0 01 0 —10
0 0 0
; |0 53.025 0 -53. 025 i 20
p; = 107 = KN
0 0 0 4.304 0
0 -53.025 0 53.025 -0.377 | -20
3 _ 010 0
P KN
000 1
—-20
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2.8174 56349 —2.8174 —56349] 0 -10
. | 56349 11270 -5.6349 -11.270| 0 | |-20 XN
Pe=| 58174 _56349 28174 56349 | 4.304 | | 10
~5.6349 —11.270 56349 11270 | -0.377] | 20
-10]|
, [0.447 0.894 0 0 J-10| [=2236
0 0 0.447 0.894| 10 22.36
20

Finalmente, las reacciones en los apoyos se obtienen de las ecuaciones de equilibrio en los

nudos correspondientes:

0
0

-10
—-20

-10
-20

)

La estructura de madera de la figura 4.20 tiene
que soportar una carga uniformemente
repartida sobre la wviga horizontal cuya
intensidad es ¢ = 6KN/m. La madera con la que
esta construida tiene un médulo elastico E, =
10GPa y las barras tienen 4m de longitud y una
seccion rectangular de 240mm de anchura y
400mm de canto.

1 1 3
r =pg +Pa :|:

EJEMPLO 4.4-3

Calcular por el método ditecto de la rigidez los
desplazamientos de los nudos, los esfuerzos
maximos en las barras y las reacciones en los
apoyos.

Utilizar la conectividad y la numeracién de
nudos y elementos mostrada en la figura.

0
2 4
r = I)G1 =
20
L .
q
NN bbb N N NN NN NN
] 2 3
= @

M=

figura 4.20

Al tener la misma seccién y longitud, las matrices de rigidez en coordenadas locales de las
dos barras de la estructura son iguales y de acuerdo con la férmula (4.3.8), si se expresan

todas las magnitudes en KN y m, valen:

B0 0 -2 0 0
—EB 0 0 H 0 0
0 —fF -5 0 4% -
B A e

240 0 0 -240 0 0 |

0 24 48 0 -24 438

0 48 128 0 -48 64 10°
-240 0 0 240 0 0

0 -24-48 0 24 —48

0 48 64 0 -48 128]|

Ensamblando las dos matrices de rigidez elementales, referidas al sistema de coordenadas

global, se obtiene la de la estructura completa:

K, K,
K= K211 K212+K121
0 K,

30
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K;,
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Como el elemento 2 esta sometido a una carga uniformemente repartida, hay que calcular
su vector de esfuerzos de empotramiento para, a partir de él, determinar los vectores de
fuerzas nodales equivalentes y ensamblarlos también para formar el vector de fuerzas
externas de la estructura:

0 | 0 _ i
1 L rl
54 12KN
2 rl rl 0
5 +qL 8 KNm ) 5
pemp = 0 = 0 F= feq =~ pemp,l =| —12KN (b)
r, r, -8 KNm
1qL 12KN
r
—%ql’| |-8KNm| - -

Si a continuacion se imponen las condiciones de apoyo sobre el sistema de ecuaciones de
equilibrio de la estructura: Ku =F , queda:

1 0 0| u' 0
0 K212+K121 0 uz = fe?q
0 0 1| u® 0

donde la submatriz K, debe expresarse en el sistema de coordenadas global:
Kzlz,a = RNK212R£ =

0 -1 0240 O 0 010 24 0 4.8
=1 0 0 O 24 -48|-10°(-1 0 0|=| 0 240 0 [-10°
0O 0 1| 0 -48 128 0 0 1 48 -48 128
de forma que el sistema de ecuaciones resulta ser finalmente el siguiente:
1 0 ofut] [ 0
2424 0 48 u? 0
0 0 2424 48 0 ui =| —=12KN (c)
48 48 256 6’| |-8KNm
0 0 Ij_u1 0 |
Desarrollando y resolviendo el sistema (c) se calculan los desplazamientos del nudo 2:
(242.4u +4.867)-10° =0 =yl =— 0 p?
(242.4u? +4.867)-10° =—12KN = Ul =l 00 g
(4.8u% +4.8u> +25.667)-10° =—8KNm
= -0 g) — SIS0 48097 +256000) =—8 = 62 =-3.0549-10""rad

u>=6.0492-10"°m

u;, =—4.3456-10"m

Una vez conocidos los desplazamientos de todos los nudos (u! = u3 = 0), los esfuerzos en
los extremos de las barras pueden obtenerse multiplicAndolos por las matrices de rigidez

elementales en los correspondientes sistemas de referencia locales y sumando en el
segundo elemento (que esta cargado) el vector de esfuerzos de empotramiento:

RT 0 uNl uNZ
uel :RTu(e;l — N ., V2 ueZ :u(e;z — vs
0 R,|u u
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N!] 0 [ 10.429KN |
v} 0 1.4518KN
P =K't = M, _g! 0 _[~19261KNm
N, —4.3456-10"°m ~10.429KN
A —-6.0492-10°m ~1.4518KN
M, | | -3.0549-10*rad | | -3.8812KNm |
N2 [ 0o ] [ 60492:10°m | [ 14518KN ]
v} 12KN -4.3456-10°m 10.429KN
P =pl +Ku = 1]\55 _ 8K(1)Vm K —3.0549610‘4rad _ i?itzllgr;
; :
v} 12KN 0 13.571KN
| M; ] |-8KNm| | 0 | |~10.164KNm |

Sin embargo, en una estructura de nudos rigidos la informacién de los esfuerzos en los
extremos de las barras no es suficiente para determinar si resiste o no las cargas a las que
estd sometida, ya que los valores maximos no tienen por qué darse en estos puntos. Por lo
tanto es necesario analizar el equilibrio de cada elemento para obtener el valor de los
esfuerzos en cualquier seccion.

q=6KN/m

vasgel LLLLLLLLLLL LD b
3881 ) '@:

1.452

N\

0.429

0

10.429

164

13.571

@

1.4529
1.926

10 329

figura 4.21

En la figura 4.21 se muestra el diagrama de sdlido libre de los dos elementos de la
estructura, del que se deduce inmediatamente que, en el elemento 1, los esfuerzos axil y
cortante son constantes al estar la barra descargada:

N'=-10.429KN Vy1 =1.452KN
y el momento flector varia linealmente:
M!(x)=1.926—1.452x KNm
Por su parte, en el elemento 2 el axil es también constante:
N?=-1.452KN

mientras que, al estar sometida la barra a una carga uniformemente distribuida de 6KN/m,
el cortante y el flector varian de forma lineal y parabdlica respectivamente:

V:(x)=-10.429+6x KN M?(x)=-3.881+10.429x — 16x* KNm
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de forma que el maximo valor positivo del momento flector se da en la seccion situada en
x=10.429/6=1.738m y vale:

M? =-3.881+10.429-1.738—-3-1.738*=5.183 KNm

Z,mdx

A partir de las ecuaciones anteriores se obtienen los diagramas de esfuerzos
representados en la figura 4.22.

4.000
1.738
10.429
1.452
¥y
V. 7.
13.571
: g
S —
10.164
7. 77
3.881
v

5.183

7& 1.926

figura 4.22

Finalmente, las reacciones son iguales a los esfuerzos de cada elemento en los extremos
correspondientes a los nudos empotrados, expresados en coordenadas globales:

vl 1.4518KN N2| [ —1.4518KN
ri=pl,=|N!'|=| 10429KN |r®=p?.=|V?|=| 13.571KN
M!| |-1.9261KNm M?| |-10.164KNm

4.5. ASPECTOS AVANZADOS DEL METODO DIRECTO DE LA
RIGIDEZ
En esta seccién se describen algunos aspectos del método directo de la
rigidez que, sin formar parte del ntcleo esencial del mismo, se aplican con la

frecuencia suficiente como para que resulte necesario describirlos para poder
aplicar el método a la mayoria de los problemas estructurales habituales.
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En el primer apartado se describe el tratamiento de nudos en los que algunas
barras estdn unidas rigidamente y otras no (articulaciones y uniones flexibles,
principalmente), que consiste en modificar la matriz de rigidez de los elementos
conectados al nudo. En el segundo se muestra como introducir las condiciones de
contorno correspondientes a apoyos flexibles y no concordantes, para lo que hay
que modificar la matriz de rigidez global de la estructura.

4.5.1. UNIONES ESPECIALES. CONDENSACION ESTATICA
4.5.1.1. DESPLAZAMIENTOS LIBERADOS

Como ya se expuso en el capitulo 1, es posible que las barras unidas en un
nudo tengan desplazamientos liberados, es decir, que haya grados de libertad de
alguna barra que no coincidan con los del nudo, como sucede con el giro del
extremo de una barra que se conecta mediante una articulacidon a una union rigida
entre otros elementos.

En este caso aparecen incdgnitas adicionales, ya que los desplazamientos
liberados deben calcularse independientemente de los del resto de los elementos
conectados al nudo. Como contrapartida, para que las barras con desplazamientos
liberados se encuentren en equilibrio con el resto de la estructura (i.e. para que no
se produzcan desplazamientos como soélido rigido) los esfuerzos asociados a esos
grados de libertad deben ser nulos. Ademas, como los desplazamientos adicionales

so6lo aparecen en las ecuaciones de comportamiento de su

i elemento, pueden determinarse imponiendo la condicion

de esfuerzo nulo. A este proceso se le denomina
condensacién estdtica, puesto que permite condensar

(eliminar) ciertos grados de libertad mediante ecuaciones
de equilibrio estdtico.

Tomando la estructura de la figura 4.23 como
ejemplo, las ecuaciones de comportamiento una barra
B —————— cualquiera del pértico pueden expresarse en forma
matricial segun (4.3.8):

N, £ 0 0o - 0 0 |lu,
v[|o = w0 —umo o,
M| |0 e om0 s g
N, — £ 0 0 £ 0 0 |lu,
V 0 __ 12EI 6E1 0 12E1 6El
A/////// 2 &L: ill,z _L;ﬂ 4_ELIZ v,
figura 4.23 | M, | L 0 2 L 0 J2 L __‘92_

Imponiendo la condicién de momento flector nulo en la rétula del extremo
final de la barra BC, es decir:
M,=%2v, +286, —*Lv, +416,=0 45.1)
es posible relacionar el giro de ese punto (que es el desplazamiento liberado en
este caso) con los demds grados de libertad del elemento:

O, ==V —30, 5V, (4.5.2)
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Sustituyendo el resultado (4.5.2) en las demas ecuaciones de
comportamiento, se obtiene finalmente una nueva matriz de rigidez elemental con
un grado de libertad menos, de manera que el Unico grado de libertad que queda
en el problema global es el giro del nudo:

N2 o 0 -2 0 u]

L Uy
4 0 % % 0 % Vi
M, |=| O % % 0 % 0, (4.5.3)
N, _E_LA 0 0 E_LA 0 u,
V2] |0 -5 5 0 %J_Vz_

Para mantener la sistemdtica del método directo de la rigidez, la matriz
elemental se completa con una fila y una columna de ceros correspondientes al
grado de libertad eliminado, de forma que queda:

N[22 o o0 -2 0 0fuy]
Vv 0 3 38 g _38 (fy
1 L3 L2 L3 1
M 0 3EI 3EI 0 3EI 0 9
Y= v L v ! (4.5.4)
N,| |[-2 0 0 2 0 0fu,
v 0 —36 _38 (g 3 (fy
2 L3 LZ L3 2

M,] |0 0 0 0 0 0]6,]
A@ | | B

figura 4.24

Si la barra tuviese mas de un desplazamiento liberado, como sucede en el
caso de la figura 4.24 en la que tanto el giro del extremo A como el desplazamiento
vertical del B son independientes de los de los nudos, el procedimiento anterior
podria generalizarse de la siguiente manera: en primer lugar se reordena el
sistema de ecuaciones, de forma que en el vector de grados de libertad todos los
desplazamientos liberados queden agrupados:

{f}{K K}H hss
0 KLR KLL uL
A continuacion se despejan los desplazamientos liberados (u,):

u =—K; (K, u,) (4.5.6)

y se sustituyen en las ecuaciones correspondientes a los esfuerzos asociados al
resto de los grados de libertad (f):

Jr=Kpup, +Kyu, :(KRR _KRLKL_LlKLR>"R =Ku, (4.5.7)
de forma que finalmente las ecuaciones de comportamiento y la matriz de rigidez
del elemento quedan como sigue:

o]
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EJEMPLO 4.5-1

Calcular cémo varian los desplazamientos y los
esfuerzos en la estructura del ejemplo 4.4-3 si se @
introduce una articulacion en el nudo 2 de la

misma, tal como se muestra en la figura 4.25.

[EEN

figura 4.25

Para analizar esta estructura por el método directo de la rigidez, es necesario eliminar por
condensacion estatica el giro del extremo correspondiente de una de las dos barras que se

unen en el nudo 2. Asi, el grado de libertad 6’22 que quedara en el sistema de ecuaciones de
equilibrio de la estructura serd el giro del extremo de la otra barra.

Para condensar estaticamente el giro del segundo nudo (el superior) del primer elemento
hay que imponer que el momento en ese punto debe ser nulo y, con esa condicidn,
relacionar el giro que se quiere eliminar con los demas grados de libertad del elemento:

el _ 6EI,,el 2EI pel _ 6El,,el 4ElI pel _ el _ 3 .,el 1 pel 3 ,,¢l
My =27vi +456, oV, +00, =0=0, =—5 v =50, +51V, (a)

Introduciendo la relacién anterior en las ecuaciones de comportamiento del elemento 1 se
modifica su matriz de rigidez como se ha explicado en 4.5.1.1, mientras que la del 2
mantiene su forma general dada por la férmula (4.3.8). De esta forma las matrices de
rigidez de ambos elementos, en el sistema de referencia local de cada uno y expresando
todas las magnitudes en KN y m, quedan as:

(24 0 0 -2 0 0] [ 240 0 0 -240 0 O]

L L

0o 3% 8 0 -390 0 06 24 0 -060

r r r
L o £ 3 0 -3£90 0 24 96 0 -240 3
K = L L = -10
-2 -0 0 £ 0 0| [-240 O 0 240 0 O
0 —% —% 0 % 0 0 -06-24 0 06 0

o 0 0 0 00 |0 0O O 0 0 0

(b)
B0 0 -2 0 0] [240 0 0 -240 0 0
0 2 s _18 ob 0 24 48 0 -24 48
i 0 ¢ 4L 0 e 2| 0 48 128 0 -48 64 10°
—Ho0 0 B 0 0 —240 0 0 240 0 O
0 -1 _so o uE _sg 0 -24-48 0 24 —48
0 &z &M 4| 0 48 64 0 -48128]

Por su parte, al haber condensado el grado de libertad del elemento 1, que esta
descargado, el vector de esfuerzos de empotramiento del elemento 2 no sufre ninguna
modificacién y queda igual que el utilizado en el ejemplo 4.4-3.
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0 [ o
1qL 12KN
, Lql’ 8 KNm
P = 0 7] 0
1qL 12KN
-9’ | |-8KNm

El ensamblaje de las matrices de rigidez y los vectores de cargas elementales, y la
posterior imposicién de las condiciones de empotramiento en los nudos 1y 3, conducen a
un sistema de ecuaciones que, en su forma general, es idéntico al planteado en el ejemplo
4.4-3:

1 0 0| u' 0
0 K,,+K; 0| u*|= f;
0 0 1| ub 0

Unicamente hay que modificar los términos afectados por el proceso de condensacién
estatica de la matriz del elemento 1 que, nuevamente, debe expresarse en el sistema de
coordenadas global:

0 -1 02 o of o 1 0] [22 0 0
K, =R,K,,Ry=|1 0 0|0 3 0|-1 0 0=/ 0 £ 0
0 0 1f{0 0 O0f 00 1| |0 0 O

de forma que el sistema de ecuaciones del problema resulta ser el 51gu1ente

1 0 0 u1 0
3EL 4 EA 0 u? 0
0 0 TA+ % 0 ui =| —3qL (©)
o e’ b g e
|10 0 1__u1_ . 0 ]

Desarrollando y resolviendo el sistema de ecuaciones (c):

(EA + 3E1)u =0

(12EI+EA)u +651022 %qL (12E1+EA)u +6El(_:8_lgl_%ui):_%ql‘
Syl +210; =—Lql’ =6, = — g Zu,
se obtienen los siguientes resultados:
3qL
u? =0 W =——tT = 3741.10°m
3EL 4 EA
3 L
r %
or=—1_ 19 _ £110.10"*rad
48E] 3L 4 EA

r L
donde 922 es el giro del nudo inicial del elemento 2 (9f2) puesto que el del elemento 1 se

habia condensado. Para calcularlo ahora hay que sustituir en la ecuaciéon (a) los
desplazamientos nodales ya conocidos, de manera que resulta ser nulo:

el _ 3 el 1 pel 3 el___ _1pt 2 _
92 =21 2‘91 +2LV2 =3 u 02 ux_O
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Como en el ejemplo 4.4-3, los esfuerzos en los extremos de las barras se calculan
multiplicando las matrices de rigidez elementales (b) por los desplazamientos de los
nodos en los sistemas de referencia locales y sumando los esfuerzos de empotramiento en
el elemento 2:

N 0 [ 8.9776KN |
V! 0 0
p1:K1u61: Mll :Kl 0 — 0
N, ~-3.741-10°m| |-8.9776KN
A 0
M) L Lo
N[ 0 ] I 0 I 0 ]
4 12KN ~3.741-10°m 8.9776KN
_— ) e | M 8 KNm ,| —6.110-10"*rad 0
P =p., tKu"=| °|= +K =
N: 0 0 0
4 12KN 0 15.022KN
| M:| |-8KNm i ] |~12.090KNm
4.000
1.496
8.%\
% Y Q Z
15.p22
12.090
c\ y
6.716
figura 4.26

En este caso, el cortante y el flector de la primera barra son nulos y su axil constante,
mientras que en el segundo elemento el axil es también nulo y el cortante y el flector
varian respectivamente segun:
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Vy2 =-8.9776+6x KN M? :8.9776)(—%6)(2 KNm

de forma que el maximo valor positivo del momento flector se da en la seccién situada en
x=8.9776/6=1.496m y vale:

M?  =89776-1.496-3-1.496* =6.716 KNm

Zz, madx
Los diagramas de esfuerzos resultantes se muestran en la figura 4.26.

A continuacién se va a resolver nuevamente el problema pero eliminando ahora por
condensacién estatica el giro del primer nudo (el izquierdo) del segundo elemento, que
esta cargado. Por lo tanto, el vector de esfuerzos elementales debe calcularse teniendo en
cuenta los esfuerzos de empotramiento de acuerdo con la férmula (4.4.9) y la condicién de
momento nulo en el extremo inicial queda ahora ast:

P’ =p.,, + K'u” = M =5ql’ + Ly? + 497 — SHLy 2 4 28 72 = ()

Despejando el giro del extremo izquierdo de laigualdad anterior resulta:
O =—sem —arVi —305 tavi (@

48E1

Si se sustituye esta expresion del giro en las ecuaciones de comportamiento del segundo
elemento se obtienen los siguientes esfuerzos:

_ 12E1 6El _q 3. 1 3 )_ 12E]
V ZqL+ V T ( 48E1 2Lv1 292+2Lv2 3
— 3EI 3EI 3EI
=gql+ v =5V + 10,
L3
VZ:qu——le’vl—(’—“(——q -2V, =26, +3v )+ 2EL —6—5’0 =

-5 3E1 3EI 3E1
=5qL+=v, +-5v, -5 6,

—_ 1 g% 4 6EL 2E1 _q_L3__ 3 )_@ 4Bl —
M, = 12qL+L2V1+L(48El LA REAL v, +40, =
2, 3EI 3EI 3EI
sqL° +3%v, =22, +316),

y reescribiendo estas ecuaciones en forma matricial queda:

N[ o ][22 0 0 -2 0 0 [y
vil|za [ |0 20 0 - o
M? 0 0O 0 0 O 0 0 |l g
;: T EA o2 (e)
N 0 —Bo0 0 B0 0 |y
vl |sa [|o 2o 0 = e
2 e
M| |-gal| | O 20 0 S 4R |

Comparando las ecuaciones (e) y (4.4.9), se comprueba que el vector de esfuerzos de
empotramiento queda también modificado por el proceso de condensacién estatica y
viene dado por las reacciones en una viga con carga uniformemente distribuida que tenga
su extremo inicial apoyado (articulado) y su extremo final empotrado, de manera que
ahora la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales equivalentes del segundo
elemento resultan ser, respectivamente:

%0 0-%2 0 0 | [240 0 0-240 0 O
0 3 o 0 -3& 3 0 060 0 -06 24
e | 0 000 0 0 0 00 0 00 ¢ @
-0 0% 0 0| |-240 0 0240 0 0
0 -3 o 38 -3 0 -060 0 06 —24
0 % 0 0 -3 3 | | 0 240 0 -24 96 |
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0] 0
—3qlL —-9KN
0 0
N2 _ 2 _ _
feq __pemp_ 0 - 0
—-2qL| |-15KN
| $ql’ | |12KNm

mientras que la matriz de rigidez del elemento 1 es la que mantiene ahora la forma
general dada por (4.3.8):

B0 0 -2 0 0 ][240 0 0 -240 0 O
0 & s g 128 of 0 24 48 0 -24 48
0 & i o _eofl 28 0 48 128 0 -48 64
K!= I L _ -10° ()
—~EB 0 0 £ 0 0 -240 0 0 240 0 0
0 -1 _efi o 128 _of 0 -24-48 0 24 —48
0 L0 -S4m0 48 64 0 -—48 128

Ensamblando las matrices de rigidez y los vectores de cargas e imponiendo nuevamente
las condiciones de apoyo se llega ahora a este sistema de ecuaciones:

1 0 0|u’
1 0 0llu' 0 Loy o u’ 0
3 L 12 X
0 K,,+K{ 0|u’*|=f.|=|0 0 B30 0fu|=|-3qL|(®
0 0 1|u*| [0 ef 0o & 6;
0 0 1ju']| | ]

De la segunda ecuacién de (g) se obtiene directamente uf, y con la tercera se puede poner
u’ en funcién de 6, :

EA 4 12EI },2 4 6EI 2 _

(T+T)“x +5:0,=0

3
Sal
(—351 +—Elfl 2 :—%qL:>u2 =— 8 d =-3.741-10"°m

y y SEl 4 EA

6El ,,2 4 4El 2 _ 2 _ 2L p2
U+ 0, =0=u, =—%-0,
. . s . .z 2

de forma que introduciendo este ultimo resultado en la primera ecuacion se calculan u; y

2 .
o, :
—(ﬂ+—12”)ﬂ92 +889=0=0’=0=u’

L 3 3 zZ 12 zZ V4 X

En esta ocasion es el giro del segundo nudo del elemento 1 (92"’1) el que se calcula

directamente al resolver el sistema de ecuaciones y, para calcular el del elemento 2, hay
que sustituir en la ecuacién (d) el resto de los desplazamientos conocidos:

3qL
e2 1 pe2 3 .,e2 qL3 3 qL3 3 8q
9 _4-8EI__V _‘92 2L _4851_ﬁuy 02 2L U, ==%gm 21 3E,+EA
L3
r % .
o= 169 _ 6111.10%rad
48E] %+E—LA
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Nétese que, como cabia esperar, los resultados obtenidos tanto para los desplazamientos
como para los giros de ambos elementos en el nudo 2 son los mismos con independencia
de cudl haya sido el grado de libertad condensado para resolver el problema.

Finalmente, para determinar los esfuerzos en los extremos de las barras hay que volver a
multiplicar las matrices de rigidez elementales (f) por los correspondientes
desplazamientos nodales (en coordenadas locales) y, en el caso del segundo elemento,
afiadir los esfuerzos de empotramiento de la ecuacidon (e), con lo que también se llega a los
mismos resultados obtenidos al aplicar la condensacion estatica al primer elemento:

N! 0 [ 8.9776KN |
V! 0 0
M! 0 0
p1:K1u31: 1 :Kl . —
N} ~-3.741-10°m| |-8.9776KN
A 0
M) L Lo
NEL T 0 ] i 0 1T 0 |
v} 9KN ~3.741-10"m 8.9776KN
M: 0 ~6.110-10"*rad 0
P’ =p., +Ku” ="~ |= +K°* =
N? 0 0 0
4 15KN 0 15.022KN
| M. | |-12KNm| i | [-12.090KNm |

4.5.1.2. UNIONES FLEXIBLES

En una union flexible se da una situacion similar a la de un nudo con
desplazamientos liberados. En este caso también se producen en algunas barras
desplazamientos distintos de los del nudo al que estan unidas, pero ahora el
esfuerzo asociado al grado de libertad independiente no es nulo sino proporcional
al valor del desplazamiento. La manera de tratar estas uniones en el método
directo de la rigidez es analoga a la de los nudos con desplazamientos liberados:
eliminar los grados de libertad independientes mediante condensacion estatica.

figura 4.27

En un caso como el mostrado en la figura 4.27, la ecuaciéon de equilibrio
estatico es:
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M, =%vl+%ﬁl—%vz+%6’2:kﬁl (4.5.9)
de manera que, si se pone el grado de libertad independiente en funcién del resto
de los desplazamientos de la barra, resulta:
1
6, = (%v1 —%vz +%6’2) (4.5.10)
L
De forma mas general, el procedimiento para modificar la matriz de rigidez
del elemento sigue también los mismos pasos. En primer lugar, se reordena el
sistema de ecuaciones para agrupar las correspondientes a los resortes elasticos:

Jr Ky Kp | ug
LHK « }H @511)

Ahora los esfuerzos en los resortes son proporcionales a los desplazamientos que
experimentan:

f. =ku, (4.5.12)
siendo k una matriz diagonal que contiene la rigidez de todos los resortes. A
continuacién se despeja el valor de los desplazamientos en los resortes:

u, =(k-K,)" (K,u,) (4.5.13)
y se sustituyen en las ecuaciones correspondientes a los esfuerzos asociados al
resto de los grados de libertad (fz), de forma que queda:

fi=Ku, +Kyu, = lKRR + Ky, (k_Kkk )_lKkRJ"R :IA(UR (4.5.14)

4.5.2. APOYOS ESPECIALES
4.5.2.1. APOYOS FLEXIBLES

Se denominan apoyos flexibles aquéllos en los que la reaccién es
proporcional al desplazamiento en el grado de libertad correspondiente. Este
problema se puede tratar de dos formas alternativas. Una primera solucion
consiste en considerar que los elementos que descansan en el apoyo estan
conectados mediante una union flexible e impedir normalmente el desplazamiento
nodal, que ahora quedaria adscrito directamente al apoyo fijo. Otra, que da lugar a
un procedimiento mas sencillo, es introducir en el sistema de ecuaciones global de
la estructura el valor conocido de la reaccion. Por ejemplo, para un apoyo elastico
como el de la figura 4.28, reordenando la matriz de rigidez del elemento AB queda:

KRR KRk uR fR
u, 0
= (4.5.15)
K, K, | Vi — kv,
0, ] 0
N NNV N2 N2 N2 N2 N2 N2 N N2 N2 NN N N NN N NN N N NN N N NN NN NN
A C
— k —
ZZa
figura 4.28

Este método da lugar a la aparicién de una incégnita en el segundo miembro
de la ecuacidn. Sin embargo, la ecuacion (4.5.15) puede reescribirse de la siguiente
forma:
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Ky Kp | ug 0 Jr Ky, Ky, Up Jr

w | [ o |0 K K K| [0 o
K, Ky |V —kv, 0 K, Ks Kg+k Ky | v, 0

6, 0 0 K, K, K]0, 0

de donde se deduce inmediatamente que el tratamiento de los apoyos flexibles se
reduce a afiadir la constante de rigidez del apoyo en la posicién correspondiente
de su grado de libertad en la matriz de rigidez global.

4.5.2.2. APOYOS NO CONCORDANTES

Se denomina apoyos no concordantes a aquellos que imponen una restricciéon
al movimiento en una direccion que no coincide con el sistema global de
coordenadas. El tratamiento de este tipo de apoyos consiste simplemente en
plantear un cambio de coordenadas del vector de grados de libertad del nudo en
cuestion desde el sistema de referencia global, en el que se expresa el sistema de
ecuaciones de la estructura completa, al nodal en el que se conoce la condicién de

apoyo.

figura 4.29. Pértico con los pilares inclinados. El apoyo derecho es no concordante.

Si, formalmente, se reordena el sistema de ecuaciones de la estructura (en la
practica se hace directamente sobre el sistema sin reordenar) éste queda:

|:KGG KGN:||: u; :|:|: f: :|:> {KGGUG+KGNUN:fG (4.5.17)

Ky, Ky ||Uycg free Kyu, + Ky .= fue

Realizando a continuacion el mencionado cambio de coordenadas sobre el
vector de grados de libertad del nudo con el apoyo no concordante y sus

reacciones:
{KGGuG-l_KGNuN:fG (4.5.18)
T T =
KNGuG +KNNRNuNC,L =I“’NI"NC,L :RNKNGuG +RNKNNRNuNC,L :fNC,L

y reconstruyendo después el sistema de ecuaciones se llega a:
K K u ~ . ~
|: T ” T o :||: ‘ :|:|: fG :|:>Kestuest :Fest (4519)
RNKNG RNKNNRN uNC,L fNC,L

donde la matriz de rigidez y los vectores modificados se calculan mediante las
siguientes expresiones:

-~ T iiest = RuESL’
K, =R"K_R . (4.5.20)
est = RFESL’
siendo la matriz de cambio de coordenadas:
1 0
R= (4.5.21)
0 R,
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4.6. EJERCICIOS

23. Calcular por el método directo de la
rigidez los desplazamientos del nudo A y los |
esfuerzos en las tres barras de la estructura
articulada mostrada en la figura de la derecha -
si la distancia L es de 1m, la carga P de 100KN
y las barras son tubos cuadrados #55.4 de v A T
acero, con un médulo elastico E = 210GPa.

<

;Como se modifican los resultados anteriores F

si las barras AD y AC se calientan 25°Cy el 3 ‘o
coeficiente de dilatacién del material es o =

1.2:105°C1?

24. La cercha de madera representada en la siguiente figura debe soportar una
carga de 100KN sobre la cumbrera y tiene una luz 2L = 10m y una altura de 2.5m.
Todas las barras tienen una seccién rectangular de 24x40cm. La madera con la que
se construye tiene un mddulo elastico Ew = 10GPa. La rigidez lateral de los pilares
sobre los que se apoya se representa mediante sendos apoyos elasticos
horizontales cuya constante de rigidez es k = 500KN/m. Calcular por el método
directo de la rigidez los desplazamientos de los nudos, los esfuerzos en las barras y
las reacciones en los apoyos de la estructura.

Para realizar los calculos tener en cuenta que el problema es simétrico.

L

e ]y

L ]
P
C

e
=

k4

|/\
=

NSNS

B

25. Calcular por el método directo de la rigidez los desplazamientos y los
esfuerzos en los extremos de las siguientes vigas, si el mddulo eldstico de su
material es E'y la inercia de su seccidn I.

P q
1/ @ N 2 1/ V' N/ NN \/\é\/ N N L 2
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26. En el portico de la figura el nudo C es articulado, mientras que en los nudos By
D la barra horizontal se encuentra también articulada, pero las otras dos estan
rigidamente unidas entre si. El dintel BCD sufre un incremento de temperatura AT
y el apoyo E un asentamiento ¢. Las flechas junto a cada barra van del nudo inicial
al final del elemento, indicando su conectividad. El médulo elastico del material es
E, su coeficiente de dilatacién térmica ay el drea y la inercia de todas las barras A e

I respectivamente.
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a) Escribir las matrices de rigidez de todas las barras de la estructura, salvo la de
aquéllas cuya matriz de rigidez sea la de pdrtico plano.

b) Calcular el vector de fuerzas de empotramiento de todos los elementos que

soporten acciones sobre ellos.

c) Escribir la matriz de rigidez y el vector de cargas de la estructura completa.
Para la matriz de rigidez basta con indicar como se ensamblarian las

submatrices de cada elemento.

d) Imponer las condiciones de contorno de la estructura, de forma que fuese
posible calcular los desplazamientos de las uniones a partir del sistema de

ecuaciones resultante.

27. Sobre la estructura de madera de la
figura actian una carga concentrada P de
30KN 'y una carga uniformemente
repartida cuya intensidad es g = 6KN/m. La
madera con la que esta construida tiene un
moddulo elastico Ey = 10GPa y las barras
tienen 5m de longitud y una seccion

rectangular de 240mm de anchura y

480mm de canto.

Calcular por el método ditecto de la rigidez
los desplazamientos de los nudos, los
esfuerzos maximos en las barras y las
reacciones en los apoyos.
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Utilizar la conectividad y la numeracién de nudos y elementos mostrada en la

figura.

45



Escuela de

Ingenlerlay Arquitectura 4. Analisis computacional de estructuras
Universidad Zaragoza

28. Calcular por el método directo de la rigidez los desplazamientos de los nudos y
los diagramas de esfuerzos de las barras de la estructura anterior si:

a) el empotramiento del nudo 1 sufre un asiento de 5cm.

b) acausa de un defecto de fabricacion, la longitud del elemento 2 es de 3995mm.

29. Calcular por el método directo de la rigidez los desplazamientos de los nudos y
los esfuerzos en todas las barras de la siguiente estructura articulada, si las barras
del cordén superior sufren un incremento de temperatura de 40°C, la distancia L es
de 1.5m y la carga P de 250KN. Los cordones estan formados por dos perfiles
UPN200 unidos por sus almas y los montantes y diagonales por dos perfiles
angulares L50.6 que dan lugar a una seccién en forma de T. El acero con el que se
ha construido tiene un moédulo elastico E = 210GPa y un coeficiente de dilatacion
térmica o= 1.2-10-5 oC-1.

Para realizar los calculos utilizar la numeracion de nudos y elementos y la
conectividad indicada en la figura y tener en cuenta que el problema es simétrico.
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30. Calcular por el método directo de la rigidez los desplazamientos de los nudos y
los diagramas de esfuerzos de las barras de un pdrtico simple de nudos rigidos de
16m de luz y 8m de altura, sobre cuyo dintel actdan una carga uniformemente
distribuida de intensidad g = 12KN/m y una carga concentrada P = 50KN situada
en el centro del mismo. Los pilares tienen una seccion HEB 300 y la viga una IPE
360, ambas de acero con un médulo elastico E = 210GPa.

Para realizar los calculos utilizar la numeracién de nudos y elementos y la
conectividad indicada en la figura y tener en cuenta que el problema es simétrico.
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