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Abstract

A methodology to calculate the approximate invariant manifolds of dynamical sys-
tems defined through an m-dimensional autonomous vector field is presented. The
technique is based on the calculation of formal symmetries and generalized normal
forms associated to the vector field making use of Lie transformations for ordinary
differential equations. Once a symmetry is determined up to a certain order, a re-
duction map allows us to pass from the equation in normal form to the orbit space,
leading to the so—called reduced system of dimension s < m. Next, a non—degenerate
p—dimensional invariant set of the reduced system is transformed, asymptotically, into a
(p+m—s)—dimensional invariant set of the departure equation. We put three examples
of normal forms computations and reduction process for Hamiltonian and dissipative
systems. The procedure is illustrated by three applications: i) we characterize the set of
all periodic orbits sufficiently close to the origin of the Hamiltonian vector field defined
by the Hénon and Heiles family when the main frequencies do not satisfy a resonance
condition; ii) we calculate the normally hyperbolic invariant manifold together with
its stable and unstable manifold of an equilibrium point of type centrex centre xsaddle
for the three-degrees—of—freedom (3DOF) Hamilton function of the Rydberg atom, ex-
plaining the relevance of these invariant structures in the Transition State Theory; and
iii) we apply our technique to the reduction process of the Lorenz equations, obtaining

periodic orbits and some one-dimensional (1D) and 2D invariant sets.

Key words and expressions: Extended normal forms, Lie transformations, ho-
mology equation, invariant theory, mapping reductions, orbit spaces, reduced phase
spaces, centre reduction, periodic orbits, nD invariant tori, normally hyperbolic invari-
ant manifolds, Transition State Theory, averaging techniques, Hamiltonian functions,

dissipative systems.
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Resumen

En este trabajo se presenta una metodologia para calcular variedades invariantes
de un sistema dindmico definido mediante un sistema de m ecuaciones diferenciales
autonomas. La técnica que empleamos se basa en el calculo de simetrias asintéticas y
formas normales generalizadas asociadas al campo vectorial que define la ecuacién de
origen, haciendo uso de transformaciones de Lie para ecuaciones diferenciales ordinar-
ias. Una vez determinada la simetria hasta un cierto orden de aproximacion un proceso
de reduccién permite formular la ecuacién transformada en un espacio de dimensién
s, estrictamente menor que m. El resultado central del trabajo establece que, bajo
ciertas condiciones de regularidad, una variedad de dimensién p, invariante por el flujo
del sistema dindmico correspondiente al sistema de ecuaciones reducido, se transforma
mediante el cambio inverso al anterior, en otra variedad de dimensién p + m — s que
es aproximadamente invariante por el flujo del sistema dindmico correspondiente a la
ecuacion de partida. Ademds en el caso de que las variedades sean toros invariantes,
la transformacién asegura la existencia de toros invariantes de dimension p +m — s
en el sistema original. La teoria desarrollada se ilustra a través de tres aplicaciones:
i) caracterizamos el conjunto de todas las érbitas periddicas suficientemente cercanas
al origen, de un problema de dindamica galdctica, en el que las frecuencias principales
del sistema original no satisfacen una condicién de resonancia; ii) calculamos la var-
iedad invariante normalmente hiperbdlica asi como sus variedades estable e inestable
de un punto critico cuya estabilidad es de tipo centroxcentroxsilla correspondiente a
un hamiltoniano de tres grados de libertad que modeliza la trayectoria de un atomo
sujeto a la accién de un campo eléctrico y otro magnético dispuestos en direcciones
perpendiculares, explicando la relevancia que tienen las estructuras geométricas invari-
antes en el lenguaje de la teoria del estado de transicién en reacciones quimicas; y
iii) aplicamos la teoria al estudio del sistema disipativo de origen metereolégico, 1la-
mada ecuacién de Lorenz, obteniendo nuevas variedades invariantes de dimensén dos

y Orbitas periddicas, para ciertos valores de los pardmetros del problema.

Palabras clave y expresiones: Formas normales extendidas, transformaciones de
Lie, ecuacién homoldgica, teoria de invariantes, aplicaciones de reduccion, espacios or-
bitales, espacios fasicos reducidos, reduccién a la variedad central, trayectorias peri6-
dicas, toros invariantes n—dimensionales, variedades invariantes normalmente hiperbo-
licas, teoria del estado de transicién, técnicas de promedios, funciones hamiltonianas,

sistemas disipativos.



1 Introduction and scope of the paper

The general setting of this paper is given through ordinary differential equations having the

form
dx(t) L &E
Tl F(x(t);e) = _Z.|Fi(x<t))a (1)

=0 "°

where t represents the independent variable, x € R™, ¢ stands for a dimensionless small
parameter and for 0 < < L, F; is a vector field with m components defined on an open set
2 C R™. Note that L can be interpreted as the degree reached by the Taylor development
of an analytic vector field, thus it can be infinity.

In particular, if F has a canonical character, there is a scalar field H such that Equa-

tion (1) is equivalent to

T Hi(a(t), p(t)). (2)

Many dynamical systems are modelled by a system of ordinary differential equations either
of the type (1) or of the type (2). In both cases they are normally formed by the sum
of a principal part (Fo or Hy) plus the perturbation. These equations are very typical of
Dynamical Systems Theory; for instance in stability and bifurcation analysis of equilibrium
points, periodic orbits or singularity theories. Since (2) is a particular situation of (1) we
shall present the results for the more general case, particularizing for (2) when dealing with
Hamilton functions.

Analytical methods that deal with dynamical systems like (1) are based on the fact that
the vector field Y%, (¢'/i!) F; corresponds to a small perturbation of the principal part F\.
In the context of Perturbation Theory [25, 33] our aim is to transform the initial problem
to a simpler one by means of formal changes of variables.

Let us recall first some known concepts. A regular manifold is a p—dimensional set
M C R™ (0 < p < m) such that for each x € M there is a neighbourhood Ux where one
can find an invertible map, ¢ : R™ — Ux, C' at least. Given a differential equation like (1),
defined in 2 € R™, the manifold M C  is said to be invariant if the solution x(t;¢),
with x(0) € M, is embedded in M for —oo < t < oco. As remarkable manifolds one has
equilibrium points, periodic orbits, (2 < p < m)-dimensional tori or the stable, unstable
and centre manifolds of critical points and the first integrals. More details can be looked up
in Refs. [1, 4].

Within this framework, the purpose of the paper is to present a methodology for the

computation of approximate, that is, asymptotic, invariant manifolds associated to a system



of the type (1). The central idea consists in constructing generalized (or extended) normal
forms, i.e. different formal changes of variables which lead to different systems of differen-
tial equations (the normal forms) such that one extracts different invariant sets from each
normal form. Thus, the initial equation gets transformed into different systems, each of
them enjoying a different symmetry T up to a certain order of approximation. Hence, the
calculation of a generalized normal form (or generalized normalized systems) accomplishes
an effective reduction of the original system.

Making use of the Splitting Lemma (see [16] and references therein and see a different
approach in [28]) it is readily proven that the transformed vector field can be split into two
subsystems defined on two different invariant spaces. One of the subsystems, the so—called
reduced system, contains the fundamental dynamics of the departure system. Actually, the
reduction can be performed due to the fact that the vector field T is a continuous symmetry
of the normal form system.

The invariant manifolds of the generalized normal forms are computed using standard
methods, excepting for the case of the stable, unstable and centre manifolds associated to an
equilibrium, as we shall see in Section 3. (Note that due to the reduction in the dimension
of the equation, it is easier to find out the invariant manifolds in the reduced systems.) As
the implementation of our method uses Lie transformations, once the invariant manifolds
of the reduced system have been determined, one can use the inverse Lie transformation to
approximate the invariant manifolds of the original differential equation.

More precisely, given the vector field Fy, the first step consists in determining the set
of independent vector fields T; commuting with Fy (with the usual Lie brackets for vector
fields), that is, the vector fields T; belong to the centralizer of Fy. Then, for each T;
one constructs a normal form so that this system is invariant under the action of the Lie
group associated to T;, in other words, T; is the formal symmetry of the normal form.
The number of Lie transformations of the original system one can perform depends on the
number of available independent vector fields T;.

The Lie transformation method for differential equations is based on previous work of
Deprit for Hamiltonian systems [11] and was introduced by Kamel [25]. (see also the con-
tribution by Henrard, Ref. [22].) Here we use the setting given by Meyer [33] through his
General Perturbation Theorem. At this point we emphasize that our procedure is global in
the sense that we do not use local expansions around equilibrium points. However, the con-
vergence of the transformations is not discussed through the paper, though it is known that
transformations based on normal form techniques diverge. Basically, a convergent transfor-
mation can be guaranteed if there is a nontrivial local one—parameter group of symmetries,

see reference [58] and the recent book by Cicogna and Gaeta [6].
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The connection of the General Perturbation Theorem with the reduction of a dynamical
system through the introduction of symmetries has been given for polynomial vector fields
in [46], see also a previous paper by Cicogna and Gaeta [5]. Here we enlarge those studies,
considering analytic vector fields making use of a theorem by Schwarz [52]. The extension
for non—polynomial vector fields is justified by the use of reduction techniques from the
point of view of global analysis of dynamical systems. As examples of normal forms of non—
polynomial vector fields we mention the case of perturbed Keplerian systems, see Ref. [9]
and references therein.

The paper has eight sections. Section 2 recalls the General Perturbation Theorem and
contains the required setting for generalizing the normal form approach. In Section 3 we
describe the geometrical aspects of the reduction after the application of the generalized
normal forms, dealing with the invariants of the Lie groups related to the symmetry intro-
duced by the Lie transformations. We also show how the different reduced phase spaces are
constructed and by means of Theorem 3.2 how the invariant manifolds of the normalized
systems are related to the invariant manifolds of the original system. Section 4 is devoted
to the construction of normal forsm and reduced phase spaces for the typical cases of prob-
lems in dynamical systems. In Section 5 we illustrate the technique with the Hénon and
Heiles family of Hamilton functions for the special case in which the frequencies related
to the principal part (quadratic terms) of the Hamiltonian are out of a resonant domain.
Section 6 deals with the calculation of normally hyperbolic invariant manifolds for (n > 2)-
dimensional Hamilton systems, concentrating on one case typical in atomic physics. Section
7 treats the problem of constructing invariant sets for the Lorenz equation by using various

normal forms. Finally in Section 8 we outline the main remarks of the paper.

2 Formal symmetries through normal forms

2.1 Lie transformations for vector fields

Meyer’s approach to the calculation of formal symmetries is based on Lie transformations.
The paper of Meyer in this direction [33] is based on previous work by Kamel [25]. In [33]
Meyer presents a Lie transformations treatment in the context of tensor fields. We start by
recalling the Lie transformations method applied to analytic vector fields.

Let us consider the system

B~ Fafx(t) + 3 SR, B

where t represents the time variable, x € R™, ¢ stands for a dimensionless small parameter

and F;, ¢ > 0 is a vector field with m components, which are analytic functions in x. We

11



define by [-, -] the Lie bracket of two vector fields g, and g, in R™ | that is, [g;, g, ] =
Dg;(x) g, — D gy(x) 8-

Let us describe the typical algorithm of Lie transformations for ordinary differential
equations. An analytic vector field (3) depending on a small parameter ¢, is transformed

into another vector field
00 €i
TR Go(y(t) +>_ ﬁGi(y(t))a (4)
=1
where Go(y(t)) = Fo(x(t)), through a generating function
00 Z‘fi
W(x;e) = Zﬁwiﬂ(x),
i=0 v
following the recursive formula

| (i
FY = F0+ 3 <k> [FOY Wi, ()
k=0

with ¢ >0, 7 > 1. Besides, F§°> =F, and F(()i) = @G, for all 7 > 0.

Note that W(x;¢) is conserved under the transformation and thus, it can also be ex-
pressed as W (y;e), that is, W(x;e) = W(y;e).

Hence, Equation (5) yields the partial differential identity

Leo(W;) +G; = Fia (6)

where F; collects all the terms known from the previous orders plus F;. In this identity,
called the homology equation, W, and G; must be determined according to the specific
requirements of the Lie transform one performs. Besides, Lz, denotes the Lie operator
associated to the Lie bracket of two vector functions, i.e. given two vector fields g, and g,:
L, (8:) =81 8]

The transformation x = X(y;¢) relates the “old” variables x with the “new” ones y and

is a near—identity change of variables. The direct change is given by
SN0
X = y+) Yo (7)
i=1 v

Vectors y(()i), 1 > 1 are calculated recursively with the aid of

| s (i1, e
v/ =yl + % (kr) (y¢ ™ Wini), (8)
k=0

with ¢+ > 0, 7 > 1 and y§0) = 0 for i« > 1 and yéo) = y. Besides, given two vector
fields g,(y) and g,(y), the operator (g, g,) is computed as D g,(y)g,. Consequently,

12



Equation (7) gives the set of co—ordinates x in terms of y with the use of the generating
function W.
Similar formuleecan be used to obtain the inverse transformation y = Y (x;¢), which

explicitly reads as

] gi )
y = X+A715Xi : (9)
Now x((]o) = x and for ¢ > 1 vectors x§°) are calculated recursively by means of
0 _ G 5 (1 o)
x” = x4 2 (%1 Wit1), (10)
k=0

with ¢ > 1, 5 > 0. This time Xgi) = 0 for ¢ > 1 and the Jacobians appearing in the
operators of (10) are computed with respect to x and Wy, is also written in x.

Note that Equation (7) can be used to transform any function expressed in the old
variables x as a function of the new variables y. Similarly, Equation (9) is used to transform

any function in y as a function of x.

2.2 Generalized normal forms

The above method is formal in the sense that the convergence of the various series is not
discussed. Moreover, the series diverge in many applications. However, the first orders of
the transformed system can give interesting information and the process can be stopped at
a certain order M. This means that these terms of the series are useful to construct both
the transformed vector field and the generating function, since they are unaffected by the
divergent character of the whole process. In these circumstances, the General Perturbation

Theorem applies.

Theorem 2.1 General Perturbation Theorem (Meyer). Let M > 1 be given, let {P;}M,,
{9 M, and {R;}M, be sequences of vector spaces of analytic functions in x € R™ defined

on a common domain € in R™ with the following properties:
i) Qi CPi=1,...,M;
i) Foe P, i=0,1,...,M;
wi) [Pi, Rj] CPiyj,i+7=1,..., M,
i) for anyD € Py, i=1,..., M, one can find E € Q; and K € R; such that

13



Then, there is an analytic vector field W,

M-1 61’

W(x;¢e) = Z sz‘ﬂ(x)a
i=0
with W; € Ry, i = 1,..., M, such that the change of variables x = X(y;¢) is the general

solution of the initial value problem

dx

22 - DW(x;
de (),
x(0) = v,

and transforms the convergent vector field
00 gi
F(X7 8) = Z Z_' Fi<x>7
i=0 "

to the convergent vector field

Glyse) = z;g—icrxy) L OEM),

1!
ththEQ@;Z:L,M

Proof See reference [33]. O]

Now we are ready to extend Theorem 2.1 for the construction of formal symmetries for

vector fields. For this we give a result in which we add an extra hypothesis.

Theorem 2.2 Let M > 1 be given, let {P;} My, {Qi} M, and {R;}M, be sequences of vector
spaces of analytic functions in x € R™ defined on a common domain €2 in R™ and let

T = T(x) be a vector field in some {P;}M, with the following properties:
i) Qi CP,i=1,...,M;
i) Fie Py i=0,1,.... M;
iti) [P, Ry C Poyji+j=1,...,M;
iv) foranyD € P;,i=1,..., M, one can find E € Q; and K € R; such that

E=D+[Fy,K] and [E,T]=0.

Then, there is an analytic vector field W,



with W; € R;, i = 1,..., M, such that the change of variables x = X(y;¢) is the general

solution of the initial value problem

d
d—); = DW(x;e),
x(0) =y,

and transforms the convergent vector field
>, gt
-2 F
=0
to the convergent vector field

=3 S Gily) + O

with G; € Q; and [G;, T]=0,i=1,..., M. Besides, if [Fo, T| =0 then T =T(y) is a
formal symmetry of G.

Proof It appears in reference [46] but we repeat it for sake of clarity in our exposition.
Note that the difference between this result and Theorem 2.1 is that here we introduce the
vector field T. Condition iv) of Theorem 2.1 is slightly modified in the sense that we also
require that functions E € Q; satisfy [E, T] = 0. According to Theorem 2.1, G; € Q; and
the additional thesis [G;, T| = 0 is satisfied. O

The vector field G(y;¢) is a generalized normal form of the original vector field (3). Note
that the number of generalized normal forms depends on the different Lie transformations
of F(x;¢e) one executes, or in other words, on the functionally independent symmetries T
corresponding to Fy. In this respect we can compute a formal symmetry of the original
system by reversing the transformation. Specifically if the normal form calculations have

been carried out to an order M > 1, then we determine T*(x;¢) as

T'(xie) = T(x)+Y T, (11)
=1
where T'(x )( ) are calculated using
. -l /e ,
100 = 0l 3 (1) 1T W) (12
k=0

with ¢ > 1 and 7 > 0. Now T(x )(0) = T(x) and for ¢ > 1, T(X)(()i) = 0. Then T"(x;¢) is an
asymptotic symmetry of F, i.e. [F, T*] = O(¢M*1). If we are in the symplectic context, this

procedure extends classic results on the determination of formal integrals for Hamiltonian
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systems, as thoise developed in Refs. [59, 60, 20, 17]. For ordinary differential equations,
the construction generalized normal forms enlarges other criteria for the determinations of
continuous asymptotic symmetries. Details can be found in references [44, 46, 47, 43].

We have to note that given a vector field T with [Fy, T| = 0 it is not always possible
to solve the homology equation (6) due to the difficulties in finding out the pair (G;, W)
satisfying it. Therefore, on some occasions we will stop the computation of a normal form
at the order we had reached without difficulties.

3 Reduction to the orbit space

3.1 The Splitting Lemma

From a geometrical point of view, the consequence of introducing a symmetry by making
use of Theorem 2.2 is that the dimension of the phase space where the transformed system
is defined — the so—called reduced phase space — is reduced from m to s (s denoting the
number of functionally-independent first integrals associated to T(y)). Let us see how this
is achieved with some detail.

Fixed ¢ € R, the system of differential equations (1) is defined over an open subset of R™.
This is the phase space of the dynamical system determined by (1). Given an m—dimensional
vector field T such that [Fy, T] = 0, the application of Theorem 2.2, after truncating at
order M, leads to the analytic vector field H(y;¢), e.g. the truncation of G at order M:

M i
= Hlyie) = > 560, (13)
where Hy = F and each G is constructed so that [G;, T] =0, for 1 <i < M.

Now we show how the transformation described in Section 2 is effective in the sense that
we really simplify the departure system. We use for that a result obtained in reference [16],
adapting it to our requirements. Associated to the one—parameter group of symmetries
introduced through the Lie transformation there is an (m — s)-dimensional Lie group G,
such that H is Gr—equivariant, that is, fixed ¢ > 0, for any y € R and any g € G,
H(y,c) =H(gy,e).

Schwarz [52, 53] generalized a result given by Hilbert for polynomial first integrals for
vector fields enjoying a continuous symmetry. Specifically, Schwarz showed that for any G—
equivariant vector field, there is a set of smooth functions defined on a domain 2 C R™ (in
other words, C*(€2)—functions) such that any Gr—equivariant smooth function defined in €
can be written as a C>(€Q)—function of those functions. Besides, these functions, designated
by wi(y),i=1,...,r and y € 2, correspond to the r linearly-independent first integrals of
the system dy(t)/dt = T(y(t)), from which 1 < s <r are functionally independent.

16



The set {¢1, ..., ¢, } receives the name of minimal integrity basis and it has the structure
of a ring of scalar fields with the standard product and addition of C*—functions. Denote
by Li(z(y)) the Lie derivative of a function z : Q@ — R related to T, e.g. Li(z(y)) =
(Dz(y), T). So, Li(vi(y)) =0, € {1,...,r}. Hence, the @; are the independent solutions
of the linear partial differential equation L% (¢;(y)) = 0. Note that s < m but r can be bigger
than, equal to or smaller than m.

We build a smooth mapping or over R™ as follows:
or: Gy x R — R™

(9,%x) = gx
This mapping is a natural action of G on R™ because it satisfies the conditions: 1)
0r(91 92,%) = 0r(91, 00(92,X)), Yg1,92 € Gr, ¥x € R™; and ii) or(e,x) = x (e is the
identity of the Lie group), ¥x € R™.

Let us define ~ in such a way that x ~ x" if and only if x and x’ lie on the same G-
orbit of or. As ~ is an equivalence relation on R™, it partitions R into Gr—orbits, see
reference [10]. Then we denote p = {p1,...,¢,} and y = gy the orbit of the action oy
through the point x € R™. Thus, p(y) = gy and we can define the orbit map (also called

the reduction map) as the surjective map:
mr: QCR™ — R"/Gr

y = p.
Now, related to the reduction map 7 and the vector field (13), there is a phase space defined
as the s—dimensional quotient space R™ /Gy (which is a semialgebraic manifold, the so—
called orbit space, see details in [10]). Henceforth, the ¢; are also called the invariants of the
reduction process. The reader can look up references [38, 57] for details about the theoretical
aspects of the reduction under the introduction of a continuous symmetry. See also Ref. [§]
for a computational treatment of the subject. However, the passage to the orbit space must
be combined with an additional differential equation in the Lie group. Now we choose a set
of co-ordinates on Gy to make the reduction explicit. Denoting q = {¢1, ..., 9,,_s}, the flow

on G is indeed the time evolution of the variables 1¥; € Gr. We have the following result.

Theorem 3.1 Splitting Lemma. Given the generalised normal form system (13) with H a
smooth function of € and y defined on 2 C R™, it can be transformed into a triangular

system as

(14)

=1



a and b being smooth functions obtained constructively from H, and having dimensions r

and m — s, respectively. Moreover, the vector fields b;, 0 < < M, are linear in q.

Proof It is basically proven in Ref. [16] but here we propose a slight modification, see
also [43]. The reason for appearance of a and b comes from the fact that they are constructed
order by order in powers of . The first equation of (14) depends exclusively on the ¢;, it
is named the reduced system and is defined over R™ /Gy, whereas the second equation
of (14) is defined on the Lie group Gr. The vector field a is constructed using the identity
dp(t)/dt = (0p/0y) H(y;¢e) and taking into account that the right-hand member of this
equation can be expressed completely in terms of p (see Refs. [23, 16] for details and the

seminal paper by Michel [35]). Thus, we make the identification

a(p;e) = Dp(y)H(y;e), thatis, a;(p) = Dp(y) Hi(y).

For each i, the construction of the b; is done with the aid of a; and H;. It must be performed
once the co-ordinates q have been calculated. Besides, by cannot depend on q since it is
constructed from Fy, and Fy is Gr—equivariant, so it does not depend on q. The dimensions

of a and b follow, respectively, from the dimensions of p and q. \

The first equation of (14) depends exclusively on the (;, it is named the reduced system
and is defined on R™ /G, whereas the second equation of (14) is defined on the Lie group Gr.
The vector field a is constructed using the identity d p(t)/dt = D (p) H(y; ) and taking into
account that the right-hand member of this equation can be expressed completely in terms
of p (see Ref. [16] for details). Thus, we identify a(p;e) = D (p) H(y;¢). The construction
of b is performed once the co—ordinates q have been calculated. Note that as there is not a
unique set of co—ordinates, there is not a unique function b. Besides, G+ must be a connected
compact group, otherwise the splitting does not hold in general. Theorem 3.1 is also called
the Splitting Decomposition. A similar decomposition but of local character and based on
geometric considerations is given in [28].

The relevant part of the normal form is given by the equation on the orbit space R™/G.
Moreover, if the solution of the equation involving the ¢; is known, then the solution of the
remaining equation on G can be obtained. As there are r — s functionally independent
relations among the ¢;(y), these relations are indeed the constraints determining the phase
space where the normal form system in R™ /Gy is defined. Besides, the basic properties of
system (13) are also reflected in R™ /G . For instance, asymptotic expressions, at a certain
order M, of the analytic integrals of the departure system must be found from the analysis
of the normal form in the orbit space. The invariance of some subsets of R™ is formally
preserved when passing to the orbit space, see a proof in Ref. [57]. This latter property will

be essential in the computation of the invariant sets, as we shall see below.
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For Hamiltonian systems we do not have to compute the co—ordinates q, as the normal
form Hamiltonian, by construction, is always a function depending exclusively on p. Besides,
the reduction is done by adding an extra step. First, Theorem 3.1 is applied and p and a
are calculated. Then, as 7 is a constant of motion, one can fix a real value for it, i.e.
T=ccl]CR.

More concretely, if an initial Hamilton equation defines a dynamical system on a (2n)—
dimensional phase space, that is, a system of n degrees of freedom, after a symplectic reduc-
tion, the transformed Hamiltonian lies on a phase space of dimension s, if s is even, or of
dimension s — 1 whether s is odd. Strictly speaking, there is an infinite number of reduced
phase spaces, one for each value of ¢ € I C R. Moreover, note that in the symplectic context,
the Lie bracket of two vector fields is replaced by the Poisson bracket of two scalar fields P
and Q. That is, if J denotes the skew—symmetric matrix of order 2n, the Poisson bracket

is defined over an open domain of R?*" as the quantity

n (ap 09 oP aQ)

{P7Q}(X):Z a—%axi+n_a$i+na_mi

i=1
for x = (x1,...,Z2,).

The relation of the procedure described through Theorem 3.1 and the method of averaging
is rather clear, see for instance [51]. Indeed, it is easy to see that the passage from the original
equation to the system defined on the orbit space can be interpreted as an average of the
equation over all “angular” variables ¥; since the co—ordinates of the Lie group are absent
in R™/G1. However, the way we have followed seems to be more transparent and general,
as the reduction process does not depend on the variables we use, and the co—ordinates of
G do not need to be actual angles, see some examples in Ref. [67].

Several reductions of a departure system can be performed successively. Indeed, if
Ty, ..., Ty correspond to k functionally independent vector fields commuting with the prin-
cipal part of a dynamical system like (1), it is possible (at least theoretically) to apply up
to k different reductions (conversions to normal forms followed by the passage to the corre-
sponding invariants and the splitting decompositions). Thus, an originally m—dimensional
system could be reduced to a system of dimension one. However, in practice it is quite un-
likely to execute more than one transformation, due to the difficulty in solving the homology

equation in the Lie transformation.

3.2 The reduced phase spaces

The co—ordinates of the orbit space (also called generators) are indeed the r linearly—
independent first integrals related to T. As pointed out before, the dimension of R™ /G is

s thus, there are s functionally independent invariants. However, the number r of linearly
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independent invariants cannot be obtained in a systematic manner, and it depends on each
reduction, that is, it is determined by the choice of the vector field T, but r > s is always
satisfied. Notice that there must be at least r — s relations involving the ;. These relations
are used to define the reduced phase space.

This space can have singular points due to the existence of non—trivial isotropy subgroups.
Specifically, given the Lie group Gt associated to T and its natural action o on R™, the
isotropy subgroup of a vector x € R™ is defined as GX = {g € G1 | 0:(g9,x) = x}. Now,
if for all x € R the isotropy subgroup of x is trivial, the reduced phase space is a smooth
manifold. This is the so—called regular reduction [31]. On the contrary, if there is an x € R™
such that its isotropy subgroup is non—trivial, the reduced phase space is a manifold with
singularities. This reduction is called singular [2].

If the reduction is symplectic there is another possibility of introducing singularities in
the reduced phase space. After determining the corresponding invariants and computing the
reduced Hamiltonian up to the desired order, the value of 7 has to be fixed to a constant
¢ € R. This constant appears as a parameter in the constraints which define the reduced
phase spaces. In other words, one has a parametric family of reduced phase spaces with
at least one parameter, the constant ¢. Thus, these reduced phase spaces have different
number of singularities according to the values the parameter ¢ takes. This situation cannot
be detected by analyzing the corresponding isotropy subgroups. A straightforward way of
calculating the singularities consists in parametrizing the reduced phase space and computing

thereafter its gradient vector. The singularities are those points where the gradient vanishes.

3.3 Invariant manifolds of the original system

Now, it is time to formulate the main result of the paper, so that we can obtain the invariant

sets of an initial system from the (reduced) invariant sets of their reduced systems.

Theorem 3.2 Let the following differential equation

dg—f) = a(p(t);e) = ; i.—:ai(P(t)) (15)

be defined over a certain s—dimensional orbit space R™/Gy. Let the vector field a be an
r—dimensional smooth vector coming from a generalised normal form system (13), where H
represents a smooth function defined over Q C R™ with s < min{r,m}. (There are r — s
essential constraint relations which are part of the definition of R™/Gy.)

Suppose that c(t, py; €) stands for an r—dimensional vector field defined over R™ /Gy, such

that is obtained as a non—degenerate (isolated) p—dimensional invariant set of Equation (15)
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with p < s, where we have chosen certain initial conditions py of p and p parameters defining
t = (tr,...,1,).

Then, there is a non—degenerate vector field c*(u,y;€) defined on R™ whose dimension
isp+m—s (so, u = (Uy,...,Uprm—s) Stands for the parameters of c*) and such that it
represents an invariant set of H, one of the truncated normal forms of a certain differential
equation F in R™ (with notations for F and H given in Section 2 and 8). In particular, H
stands for the normal form associated to the symmetry of the dominant part Fy that we have
called T. Moreover, ¢ and c* have the same type of stability.

Suppose that the equation x = X(y;¢e) stands for the direct change of co—ordinates to
order M, provided by the Lie transformation built to obtain H from F and T. Suppose in
addition that the set c*(v,xo;€) with the parameter-vector v.= (vy,...,Vprm—s) and initial
condition xg = X(yg; €), is constructed from c* using the change X. Then, ¢ represents an
(approzimate) invariant set of F, up to an error O(eM+1),

Furthermore, whenever the Lie transformation procedure converges in a domain D C €
and c*(u,y;€) € D, the invariant structure c* converges to the exact invariant set of F.

Finally, suppose that all variables on the Lie group ¥; 1 < i < m—s, and the parameter—
vector t represent actual angles. In addition suppose that the approximate invariant c*
depends smoothly on some external parameters d = (dy,...,d;) such that we can write it as
c*(u,yq;d,e). Then, whether the (m x m)-matriz

dc*(u,y;d", e
( ( ay )> (uT;yO;dag)

(with d* — d and u” = (ul*, ... ,UZT,Z:;) representing a fized vector formed with the corre-
sponding periods of the p+m — s angle co—ordinates) has the eigenvalue 1 with multiplicity
p+m—s, the invariant (p+m — s)—dimensional torus c* can be continued into an invariant

torus of the vector field F, called c*, with the same dimension and stability character.

Proof The demonstration is an application of Theorems 3.1 and 2.2 of this paper and an
adequate use of the Implicit Mapping Theorem for the case of the invariant tori. See more
details in [43]

In a first step one needs to calculate, when it will be possible, the invariant sets of
the equation defined over R™/Gy. Note that an invariant set (of dimension 0 < p < m)
associated to the system dp(t)/dt = a(p(t);e) can be represented parametrically by the
vector field c(t, py; ) where c is r—dimensional, t designates a p—-dimensional parameter—
vector, and p, stands for some initial conditions calculated in the process of the computation
of the specific invariant manifold. Besides, € remains fixed.

Once c is determined, we go back to the variable y by making use of the explicit ex-

pressions of the ; in terms of y, by means of the reduction map 7. In other words, we
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attach to each point of R™ /Gy, an (m — s)—dimensional set defined by the co—ordinates of
Gr. Thus, c is transformed into c*(u,y,;e) where y, are derived from the initial condition
Py and u designates a parameter—vector with p + m — s components, accounting for the
p—free parameters of ¢ plus m — s co—ordinates related to 9;, 1 <1i < m — s. In addition, c*
has dimension m. Due to the fact that the invariance of ¢ with respect to the flow defined
by (15) is preserved by 7y, we have that c¢* defines an isolated and exact (p+m — s)—invariant
manifold of the ODE dy/dt = H(y;¢) in R™, with the same stability as c.

Next we recover the equation of the manifold in the original variable x. This is achieved
by using the change of variable x = X(y;¢). Thus we pass from the m-dimensional vector
c*(u,yy;€) to the m—dimensional vector c*(u,y,;¢), with xo = X(y,;¢) and v having the
same meaning as u. Again since the Lie transformation preserves the invariant character
of the expressions, ¢# remains invariant in R™ with respect to the flow dx/dt = F(x;¢),
up to an approximation of order M. For a convergent Lie transformation, ¢# converges
asymptotically to an exact invariant set of F provided that the invarint set lies entirely
inside the domain D.

Finally, in the case of having p + m — s angular co—ordinates (all the variables ¢; of
Gy plus the p parameters of the invariant set c¢), the reconstruction of ¢# is such that all
components of the (p + m — s)—dimensional parameter—vector u represent angles. Thus,
we need to construct a suitable Poincaré mapping and apply to it the Implicit Function
Theorem, following to Meyer and Hall [34]. We define a cross section to the invariant tori

c* as the hyperplane ¥ of codimension p +m — s as follows

Y = {xeR" | (a;,y—yy, =0 Va; € R™ such that
(a;, H(yg;€)) #0 forall 1<i<p+m—s}.

Since the p + m — s parameters of c¢* are angles, and c* is an exact invariant set of

* W

dy/dt = H(y;e), we have by construction that c¢* “starts” on ¥ and after a “time”

u’ = (ul,... ,ugit;”_’;) returns to the section. So, there is a vector (ul},... ,ug’;,i’;;;fs)
such that if y is close to y, on X, there is a “time” Q(y) close to u” with ¢*(Q(y),y;¢)
is on X. Vector Q is called first return time and allows to define the Poincaré mapping
P:y — c"(Q(y),y;e). Clearly, c* appears now as a fixed point of P. Moreover, P is a
smooth map and is used to build the function E = P(y;d", ) —y, after adding the external
parameters d*. Now, the Implicit Function Theorem is applied to the equation E = 0. Note

that E(y,;d,¢) vanishes and the matrix

oc*(u,y;d*, ¢
( ( ay )> (uT;yO;d7€)7

has the eigenvalue 1 with multiplicity p + m — s (one eigenvalue 1 for each angle u;). Next,
there is a smooth function y(d*, ¢) such that E(y(d*,¢);d", ) = 0 for small £ and d* — d.
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Thence, the torus c* can be continued to a certain set ¢ for small ¢ and d* — d. Finally

c” represents an (p +m — s)—dimensional torus of F. ]

In a first step one needs to calculate, when it will be possible, the invariant sets of the
equation defined on R™/Gr. Note that an invariant set (of dimension 0 < p < m) associated
to the system dp(t)/dt = a(p(t);e) can be represented parametrically at least locally by
the equation p = u(c;¢), where ¢ designates the p—parameter vector, that is, a vector with
p constants, and u stands for a known r—dimensional vector field determined in the process
of the computation of the specific invariant manifold. Besides, € remains fixed.

Once u is obtained, we go back to the variable y by making use of the explicit expressions
of the ¢; in terms of y. Locally, we can express s components of the y; in terms of ¢, the
¢; and m — s components of the y;. Without loss of generality we identify d; = {y1,...,ys}
and ds = {ys41, ..., Ym}. Thus, d; can be put in terms of ¢, ¢ and dy. Now, we can express
the equation of the invariant manifold as d; = v(c,dy;e) where v is a known vector field
having dimension s. Due to the fact that the invariance of the equations is preserved by 71
we have that v defines an invariant manifold in R™.

The last step consists in recovering the equation of the manifold in the variable x. For
that we need to use the direct Lie transformation, that is, the change of variable x = X(y;¢).
Denoting by e; the s components of x which can be written locally in terms of the other m—s
components of x (which are denoted by es), we arrive at a formula of the type e; = w(c, eq; €)
where w is an s—dimensional vector field defining an invariant set of dimension p +m — s.
Again w remains invariant in R™ up to an approximation of order M.

Estimates of the error committed by the application of Theorems 2.1 and 2.2 can be
obtained from the theory developed for the method of averaging. In fact, taking into account
that x = X(y;e), if we call F*(y;e) = F(X(y;¢);¢), then using Theorem 3.2 one can
conclude that by choosing an adequate norm, ||[F*(y;e) — G(y;¢)|| = O(e™ ™) on a time-
scale 1/¢, see references [51, 56] for details. This remark gives the key to know how accurate
is the computation of the invariant manifolds.

At this point we must emphasize that the type of manifold of the original system deter-
mined through a certain normal form depends on the type of vector field T (on its invariants
and its co—ordinates in Gr). Take, for instance, a three-dimensional ordinary differential
equation whose principal part Fy admits a symmetry T, i.e. the Lie bracket [Fy, T] = 0.
Suppose besides that the number of functionally independent invariants related to T is
s = 2, that is, we have the scalar functions @1, ¢, such that £L*(p;) = 0, for i = 1,2. Fur-
thermore suppose that the co—ordinate in Gy is of angular type. We perform a normal form

transformation so that we arrive at a two—dimensional system in ¢1, ¢s.
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The equilibrium points of the normal form are zero—dimensional invariants in the two—
dimensional space R?/Gr, so p = 0 and these equilibria determine one-dimensional invari-
ants in R?, since p + m — s = 1. In addition to that, as ¢ is an angle, the invariants of
the original system computed through the equilibria of system ¢; = ¢o = 0, following the
steps described in the last paragraphs, correspond to periodic orbits in R?, after applying
Theorem 3.2 (see also examples in Refs.[51, 56]). Using a similar argument, the periodic
orbits one can calculate in R?®/Gy are in correspondence with two-dimensional invariant
tori in R3 (in this case, p = 1 and p + m — s = 2). However, if 9 is not an angle, the
corresponding one—dimensional and two-dimensional manifolds of the original system are
not periodic orbits nor invariant tori.

An important application of the reduction techniques concerns with the analysis of the
stability of equilibrium points. On some occasions the reduction of the vector field to the
centre manifold helps in establishing the stability character of the critical point under study;,
see for instance the examples of [19, 61]. The reduction to the centre manifold for Hamil-
tonian vector fields can be looked up in Refs. [36, 24]. In this sense, the computation up
to high order of the centre manifolds of equilibrium points can be done in the framework
of normal forms theory, see the approach followed in [13]. Moreover, using the generalized
normal form point of view we can get the reduction to the centre, stable and unstable man-
ifolds. (Notice that the reduction to the stable manifold is useful from the point of view of
calculating approximations of the solution of the original ODE in the neighbourhood of an
equilibrium, because of the stability character of the stable manifold of an equilibrium point,
see [42].)

Without loss of generality we suppose that the equilibrium in study is the origin of R™.
Under these circumstances, the principal vector field Fy(x) becomes a linear system A x with
A a constant matrix of dimension m x m. Thus, the search of vector fields T commuting
with Ax simplifies to look for matrices T such that AT = T A. Now, adequate choices of
T provide the determination of the centre, stable and unstable manifolds, together with the
reduction of some specific equilibria to those manifolds, as exposed in the following.

First of all it is advisable to write A in Jordan canonical form. Suppose then that A
has n, eigenvalues with negative real part, n, eigenvalues with positive real part and n.
eigenvalues with null real part, then ng+n, +n. = m. Moreover we arrange A in such a way
that we put all the eigenvalues with null real part at the beginning, then the eigenvalues with
negative real part and finally the eigenvalues with positive real part. In order to compute
the centre manifold associated to the origin (the equilibrium) we choose a diagonal matrix
T whose n. first components are zero, whereas the rest of entries, ng + n,, are non—zero

real numbers such that they do not satisfy any resonance condition among them. Then,
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clearly AT =T A and we could perform the normal form computation and 7'y becomes a
symmetry of the truncated normal form.

Now, from dy/dt = Ty we have that s = n. and ¢; = y1,...,ps = ys and U, =
Ysits--->Um_s = Ym. S0 wWe can pass from the normal form to the reduced system which has
dimension s, and corresponds to the differential equation associated to the centre manifold.
To compute the co—ordinates of the centre manifold we construct the change of variable
putting the original variables in terms of the transformed ones (direct change) by following
the technique based on Lie transformations, Refs. [25, 45], obtaining x = X(y;¢). Finally, we
substitute Y511 = Ysi2 = ... =y, = 0, arriving at the equations defining the s—dimensional
centre manifold of the origin corresponding to the departure system. In a similar manner we
would compute the stable and unstable manifolds of the origin, defining a diagonal matrix
T having either ng or n, zeroes in their corresponding places, whereas the rest of terms are
non-zero real numbers that do not satisfy any resonance condition.

The calculation of invariant manifolds of a Hamiltonian vector field H = Ho+c H;+. .. is
a particular situation of the theory exposed above. However, one has to choose the integrals
7 (Hamilton functions) of the principal part Hy and perform the Lie transformations in the
symplectic frame, see Refs. [44, 45, 50]. Moreover, as the reduction is now symplectic, and 7°
takes a fixed value ¢ € R, once we calculate a certain invariant set in the reduced phase space,
we can determine a family (parametrized by c¢) of invariant sets of the original Hamiltonian.
Thus, we will talk about families of periodic orbits, or families of p—dimensional invariant

tori, etc.

4 Examples of normal forms, reduction techniques and invariant theory

4.1 A case of a semisimple Hamiltonian in R*

According to Ref. [45] the number of polynomial Hamilton functions in R* with real pa-
rameters and whose dominant part is a quadratic polynomial is fourteen. One of the cases
corresponds to a Hamiltonian whose dominant term is Ho = az X + by Y (a and b are real
nonzero constants, x and y refer to positions and X and Y to their velocities. An application
of this case is a particle under the influence of a double—well potential, see Ref. [10].

Given a Hamiltonian ‘H = Hs + Hsz + --- where each H;, ¢ > 1 is a homogeneous
polynomial in z, y, X and Y of degree ¢ + 2 with real parameters, the task is to seek a
formal change of co—ordinates (2/,y/, X', Y’) — (x,y, X,Y) so that it is used to transform
‘H into another Hamiltonian K = ICo + K1 + - -+ where Ky = Hy and each K;, with ¢ > 1
is a homogeneous polynomial in 2/, ¥/, X’ and Y’ of degree ¢ + 2 but such that the Poisson

brackets {/C;, 7} = 0, for i@ > 0 and a certain polynomial 7. Now, two possibilities are
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in order: either the quotient a/b is not a rational number, thus H, defines a non-resonant
system and the normal form theory for polynomial Hamiltonians [55, 34] yields a system of
dimension zero with trivial phase space; either a/b is a negative or positive integer and the
normal form approach yields a one—dimensional phase space if we choose 7 = Hj.

If there are resonances, a and b can be taken integers and relatively primes without loss
of generality. Moreover, we can always suppose that |b| > |al.

The invariants of the normalization are taken as:
p1=aX, wa=yY, py=allyld o = XMyl

Note that ¢3 and ¢4 are polynomials of degree |a| 4 |b|. There are four linearly independent
invariants, and are different according to the signs of a and b.

The identity which connects them is:

b a
oV o = 304 (16)

We add the condition 7 = ¢ € R. Putting ¢5 in terms of o1, formula (16) is now:

o (e —ap)l = bl g 0, (17)

The reduced Hamiltonian K is computed straightforwardly using the approach of [34],
after truncation defines a system of one degree of freedom in ¢y, @9, @3 and 4, that is in
the orbit space defined through (16).

The singularities can be determined by parametrizing Equation (16) in the frame defined

by 1, 2, @3 and ¢4. The gradient vector is

(181" 5" fal o o5 —u, —3) -

Now, three possibilities are in order: i) if |b| > |a| > 1 the gradient vanishes at (0, 2,0, 0)
and (¢1,0,0,0); ii) if |b] > |a|] = 1 then the gradient vanishes at (0, ¢2,0,0) and iii) if
|b| = |a] = 1 the gradient is null at (0,0,0,0). Now we take into account the condition
a1+ by = c and pass to the three-dimensional space determined by ¢, 3 and 4. Then,
the singular points are (0,0,0) and (c¢/a,0,0) in subcase i); (0,0, 0) in subcase ii) and (0, 0, 0)
in subcase iii) if and only if ¢ = 0. That is, one has zero singular points if |b| = |a| = 1 and
¢ # 0, two singular points if |b| > |a| > 1 and ¢ # 0 and one singular point in the rest of the
cases.

Then, the reduction is regular only if [o| = |a| = 1 and ¢ # 0. Otherwise it is singular.

Several phase spaces are depicted in Figures 1 and 2.
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Figure 1: Two views of the reduced phase space for 7 = ax X + by Y, |a| = |b] and ¢ # 0.
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Figure 2: Two views of the reduced phase space for 7 = ax X + by Y, |a|] = |b] and ¢ = 0.

The origin is the only singular point of the surface.

4.2 A perturbed Keplerian system

Here we briefly analyze the reduction procedure for artificial satellites orbiting the Earth
at low altitudes. W do not plan give a full theory of artificial satellites, but to present the
guidelines for the construction of a normal form for some artificial satellites, see also [39,
40, 41]. The gravity potential written in spherical co-ordinates (r, A, 3) in a reference frame
fixed to the Earth, admits the representation independent of the time:

y = _H (2) S (Com €08 MA+ Sy sin mA) Pyp(sin ), (18)
n>2

r r 0<m<n

where ;1 denotes the gravitational constant, o is the mean equatorial radius of the Earth,
Cnm and S, ,, stand for the tesseral coefficients and P, ,, is the associated Legendre function
of degree n and order m, see the details in [12]. Thus the energy of the system is given by
the sum of the unperturbed Hamiltonian — composed by the two—body part and Coriolis

part — and the potential V is the sum ‘H = Hx + H¢ + V where, in mixed Delaunay

27



variables (¢, g,v, L,G, N) and polarnodal variables (r,¥,v, R,G, N) (see the definitions of

these co—ordinates in [41]), one has
2

Hix = 572 and He = —QN,
where L? = pia and a stands for the semi-major axis and NN refers to the third component
of the angular momentum vector.

In the context of an artificial satellite theory, one needs to order the terms of H according
to an asymptotic expansion in order to build a perturbation theory. In general, the full
unperturbed part of the Hamiltonian is placed at zeroth order while the perturbation is
distributed at first and second orders. However, as we restrict ourselves to the case of low
altitude satellites, where the angular velocity of the Earth (i.e. ) is much smaller than
the initial mean motion of the satellite, ng, we propose a different scheme to distribute H.
This scaling is possible as |Hg| is much bigger than Q |N|. Now, if one chooses the small
parameter € equal to 2/ng, then the Keplerian terms remains at zeroth order while the term
—Q N is placed at first order. Then, as the influence of the terms containing the harmonic
coefficients is smaller than the one produced by —Q N, the terms factorized by C,,,, and
Snm are relegated to higher orders.

In the case of the French SPOT satellite the initial conditions for the semi-major axis,
the eccentricity and the orbital inclination are respectively, a = 7200.141 km, e = 0.01 and
I = 98°. The perturbing potential is distributed as follows: the term factorized by Cyq is
placed at order two and the rest of the potential, V), goes to order seven. Now, we have that
the small parameter is ¢ = 2/ng ~ 1/14. The Hamiltonian of the problem in Whittaker

variables reads as a power series of ¢:

g? e’
H:Ho+€H1+§H2+HH7, (19)

where

o? ? A
Hoy = % <R2+—> — 'L—L, Hy = —noN, Hy = —g <g) Cyo Pa(s sin 9),

72 r r
H; = _A <g) Cro P,(s sin 9)
ToaSE\T

K Z <g> Z (Crm cos M+ Sy psinm ) B, (s sin 9),
r r

n>2 1<m<n
with s = sin I = (1 — (N/G)?)Y/2. We still maintain the spherical longitude A for simplicity
in the notation, assuming that it must be expressed in polar-nodal variables. Besides the

“bar” harmonic coefficients satisfy the relations
2 7 7

[ g = g
C(20 = 5020’ Cnm = _Onm and Snm = ?

T Spm, forn >3 m>0orn=2m>1.
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Once the Hamiltonian is written adequately, we apply a symplectic transformation with the
aim of doing L a formal integral and eliminating ¢ from the normal form .
As a first step we have to put Hs and H7 in terms of non—negative powers of R and
integer powers of r. Then we have to take IC; as the averages:
1 27
Ki = — H,;d/ for 1> 2,

27 Jo

where H; is calculated following the instructions provided by the Lie transformation.

We have pushed the computations of the normal form to order nine, that is, the global
error of our computations is of the size €' ~ 3.45107!2. Up to order seven, the procedure
is carried out in a standard manner, resulting equivalent results to those obtained by Coffey
and Deprit for the zonal problem (e.g. considering only the first sum in Hy, see [7] for
details). Nevertheless, in the calculation of Kg, we have to deal with terms of the type
Py cosih and Q; ¢ sin i h (where h = v is the argument of the node, ¢ = f — ¢ is the
difference between the true and mean anomaly and is called the equation of the centre, P,
and @; are functions of the moments). The appearance of these terms is due to the fact that
in the Lie process one needs to compute { —ng H , W, }, where H = N and W; stands for
the generator of normalization at order seven. Therefore, the calculation of the quadrature
of ¢ over ¢ must be done so that to obtain the expression of the generator of order eight in
closed form. While these terms do not contribute to the transformed Hamiltonian of order
eight (i.e. their average with respect to the mean anomaly is zero), one needs to calculate
their primitives with respect to £ in order to complete the generating function Wk.

Now the intermediate Hamiltonian Hs is computed in closed form. Now one expresses
everything in terms of zp = exp(z F) (E designates the eccentric anomaly) and the integral
fﬁ?(zE) d zp must be calculated. At this step, all the terms in 77;% are of the form

2 2L Li[(1+n) tezp], 2LLi[(1+n) tezg ]

and Wy is computed in closed form, yielding the polylogarithmic function of third order.
(The variable e denotes the eccentricity of the orbit, that is, e = (1 — (G/L)?)*? and 7 is
defined such that n? + e? = 1.) See Figure 3 for the representation of the polylogarithmic
function of complex argument. The process can be continued to higher orders in closed form.
At order ten one obtains the polylogarithm of fourth order and so on. Note that Hamiltonian
K=Ko+ekKi+(e2/2)Ks+...+(£2/9) Ky defines a dynamical system with two degrees of
freedom in the variables g and h.

Once K is determined we should perform the reduction process. Since K depends only
on two angles, it defines a 2DOF system, which is diffeomorphic to S? x S2. The details on

the reduction can be seen in Ref. [9]. Notice that the equilibria of the Hamiltonian defined
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Figure 3: On the left, the polylogarithm of second order with complex argument. On the
right, the polylogarithm of order 6 with complex argument.

on S? x S? correspond to periodic orbits of the original Hamiltonian in the real system. See

also details and more examples in Refs. [40, 41].

4.3 A non-Hamiltonian EDO

One of the applications of the theory developed before concerns the cases of polynomial
dynamical systems whose linear parts have nilpotent real matrices. In these situations the
application of the Normal Form Theorem [32, 13, 4] does not produce a new formal symmetry.
The full classification for two—and-three—dimensional cases has been treated in [67]. Here we
deal with 3 x 3—matrices with real entries. See also more details in Ref. [46].
Consider the system
dx

E:Ax—l—f(x), (20)

where x = (21,72, 73)" € R? and A is either

Alz A2:

o O O
o o O
o = O
o o O

10 010
0 1], A3=1000
0 0 000

Let us suppose that the vector field f(x) has three components fi(x), fo(x) and f3(x)
corresponding to arbitrary Taylor series in x starting at degree two. Clearly A;, As and
Aj are nilpotent since A = A2 = 0 and A3 = 0. Systems (20) are studied from the
Stability Theory point of view with the aim of analyzing if the origin can be stable. Besides,
scalar equations of the form d®z/dt® + f(x,dz/dt, d*z/dt*), where f has a Taylor expansion

starting at degree two, can be written in the form (20) with A = Ay. Because of symmetric
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considerations we study (20) with A = A; and A,, as the case A3 can be readily inferred
from the analysis for A;.

Note that due to the form taken by the function f we have the freedom of calculating the
normal forms and the generating functions in a compact manner, which allows to simplify
the notations and calculations. Besides, the Lie transformations are executed easily to any
order and in one step. In a real application we should cut the Taylor expansions at an order
M but the rest of the formulae apply straightforwardly. In addition to this, we should scale
the system defined by (20), say x — £x/, so as to introduce a dimensionless small parameter
e > 0. In this manner the equation would appear in the appropriate setting to apply a
perturbation theory. However we can avoid this step as we do the Lie transformation in one
step. Thus from now on we can fix the value of €, that is, without loss of generality we make
e=1

First of all we apply the Normal Form Theorem. Since A = Ay and Ag = 0 (for both
Ay and A,), no symmetry is going to appear as a consequence of this transformation and
therefore the Splitting Lemma does not apply. Note that they are the only matrices (and
their Jordan—equivalent) in three dimensions whose semisimple part is zero. More concretely,

Equations (20) are converted into:

dy
— Ay + 21
di y +g(y), (21)

with y = (y1,¥2,43)", 8 = (g1, 92, 93)" and

91(}’) = Oé(y1>y2), 92(}’) = y2ﬂ(y1>y2), 93(}’) = ysﬂ(yl,yz)+’7(y1>y2),

for A = A, whereas for A = A,

a(y)=aly), gly) = fa(yowyo,

2
Yy Y2
93(y) = =5 aly1) + = By1) + v(y1, 21 y3 — y3).
297 Y1

For the choice A = A; the Taylor series of a(y1,y2) and v(yi,y2) start at degree two and
the Taylor series of 3(y1,y2) starts at degree one. For A = A, the Taylor series a(y1), 5(v1),
v(y1,2y1 Y3 — y3) start at degree two. So, in all the cases the vector field g has polynomial
components in y starting at degree two. The corresponding generating functions are also
polynomial as we have made use of the Normal Form Theorem. Because systems (21) have
been constructed through the application of the Normal Form Theorem, then [ A’y , g(y)] =
0. As the two systems (20) and (21) are defined over R3, their reduced phase spaces coincide
although the transformed systems are simpler than the original ones.

As a second choice we take T'= A; and T' = A,, respectively. Note that there are other

matrices commuting with A; and Ay but here we only focus on the determination of formal
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symmetries with 7' = A. Now, we have to solve L4(w) + g = f, where g € ker (L7) and w
is a solution of L4(w) =f — g. The application of Theorem 2.2 yields the reduced system

dy
oy = Ay +g(y), (22)
where for A = A,
a(y) = aly,y3),  92(y) = 2B ys) + YW, ys),  93(y) = ys3 B(y1, u3), (23)
and for A = A,
aly) = L alys) + 2 Blys) + 7291 y5 — y3 vs).
Y3 Ys (24)
szﬁa%wwmmgmwza%y

When A = A; the Taylor series of a(yi, y2) and y(y1, y3) start at degree two and the Taylor
series of B(y1,y3) at degree one. When A = A, the Taylor series a(ys3), 3(y3), Y(2y1 y3—y3, y3)
start at degree two. Again, in all the cases the vector field g has homogeneous polynomial

components in y starting at degree two.

For A = A,
1
wi(y) = —%a(yl,yg)Jrf /fl(}’)dy%
Y3 Y3
2
Ys Y2 1
w = - ) - ) + — d
2(y) = — 2B w9) — )+ [ By,

+y_1§ /(/f3(}’)dy2> dyz,
w3(y) = _y25(y1>y3)+i /f3(Y)dy2-

For A = A,, the expression for w(y) is more involved. Indeed, it is not possible to give
an explicit formula in terms of a general vector field f. Hence, one needs to substitute f in
terms of polynomials starting at degree two. We have done it with Mathematica but for an
arbitrary polynomial vector field f of degree two and with three components; the resulting
expression for w is quite big. For the two choices of A, w is a rational function having ys;
in the denominators. Thus the reductions are not defined if y3 = 0. From this point of
view, the open domain (subset of R*) which has to be chosen to define the transformation
must exclude the line y3 = 0. This makes the normal forms useless for analyzing the origin.
However, it is also possible to use (22) in other points of the corresponding reduced phase
space.

Note that [Ty, Ay +g(y)] = 0 for both normal forms. Therefore T'y is a symmetry of
the transformed systems, up to a certain order, and we can apply Theorem 3.1. We obtain

two functionally-independent first integrals in both cases. For A = A; one has ¢1(y) = v

32



and ,(y) = y3 whereas for A = Ay, ¢1(y) = 2v1 y3 — 3 and ¢»(y) = y3. In both cases we
have r = s =2 and then m — s = 1.

For A = A; an adequate choice of ¥ (the co—ordinate associated to the Lie group Gr)
consists in identifying it with y,. The reason is that ¢; and @4 are precisely y; and y3. Thus,

equation (23) becomes the polynomial system:

dpr d

= alene), 7= Blen o). (25)

The remaining one-dimensional system is defined by the polynomial system:

dv

P + (@1, 02) + B(p1, 02) V.

Note that the second equation is linear in ©J. Besides, the dynamics (existence of equilibria,
periodic trajectories and asymptotic expressions of the analytic first integrals) of the initial
system (20) can be analyzed in Equation (25), excepting in the axis y3 = 0.

For A = A, we can make 9 = yo (we also could have chosen ¥ = ;). Thus, the splitting

is as follows:

d g01 2 901 d QOQ
— 2 = - 26
T 2 alp2) + 22 7(1, p2), T a(p2), (26)
whereas the one-dimensional equation reads as:
dd Q@
TR + B(p2) + (22) V.

Note that the second equation is linear in ¢} and both systems are polynomial in ¢q, ¢s. On
this occasion, except for the axis y3 = 0, we can analyze system (26) to infer qualitative
properties of the departure system (20).

The Lie group associated to each T is the one-dimensional set Gy = {exp (T't) €
GL(R?) | t € R}, where for T = A; and T = A, we have respectively:

1 00 1t /2
exp(Tt)=10 1t |, exp(Tt)=| 0 1 ¢t
0 01 00 1

We define the natural action

or: Gr x (R°\{ys=0}) — R*\{y3 =0}
(exp (T't),y) —  exp(Tt)y.

These mappings are natural actions of Gy on R\ {y3 = 0}. Thus, systems (25) and (26) are
defined over (R*\ {y3 = 0})/G7, which are the reduced phase spaces. As for the two choices
of T, the corresponding ¢; runs over R whereas s runs over R\ {0}, then both reduced
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phase spaces can be identified with Rx (R\{0}), that is, (R*\{y3 = 0})/Gr = Rx (R\{0}).
This time, the transformation has permitted to reduce the dimension of the phase space by
one.

Notice that if one is interested in studying the initial system (20) in a vicinity of y3 =0
by means of normal form calculations, the only way is to resort to the analysis of system (21)
in R3.

Finally, the isotropy subgroups are trivial for all y € R3\ {y3 = 0}. This implies that

both reductions are regular in this subset of R3.

5 New periodic orbits and 2D—tori in the planar Hénon and Heiles family

In the following we plan to analyze the behaviour of the Hénon and Heiles family — see
references [21, 18] — given by the Hamilton function H = Hy + H; where
Ho(z,y, X)Y) = 5(X2+Y?) + 3 (wia® +wiy?),
(27)
Hi(z,y) = ax®+ Bzy’

The unknown x' = (z,y,X,Y) is formed by the positions z, y and their corresponding
velocities X, Y. Therefore, the physical dimensions of x and y are length whereas X and Y
are length/time. Besides, w; and wy are strictly positive constants with dimensions 1/time.
Finally, a and 3 are real constants with dimensions 1/(length time?). This problem has been
dealt with in Ref. [43], here

First, a dimensionless small parameter € > 0 is introduced by means of the symplectic
change x’ — ex. Dividing then the new Hamiltonian by £ and using the same notation
for H and for the variables, e.g. x = (2,9, X,Y), we arrive at the new system defined by
H = Ho+¢c Hy, with the same expressions for Hy and H; as in (27). Now, H is associated with
the four-dimensional differential system dx(t)/dt = F(x(¢)) with F(x) = Fo(x) + ¢ F;(x).
Besides, Fy(x) = Ax, Fi(x) = (0,0, -3az? — fy*, —2[zy)" and

0 0 10
0 0 01

A =
—w? 0 00
0 —w? 00

Notice that as the eigenvalues of A are 1wy and + 1wy (where ¢ designates the imaginary
unit), the original system is already in the centre manifold and no reductions to the stable
or unstable manifolds are possible.

Whenever w; /wy is rational, the “standard” normal form transformation for Hamilton

functions, see for instance [10], can be applied to system H producing a new Hamiltonian
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IC, such that, truncating this latter at any order, it enjoys the function Ky = Hy as a new
integral. Therefore, by applying singular reduction in the symplectic context, the truncated
Hamilton function K is written as a system of one degree of freedom. Now, depending on
the value of wy /ws, that is, on the type of resonance, we will have a different reduced phase
space, and consequently a different dynamics. For instance, in the case 1/1, the reduced
phase space is a two—sphere, but for w;/1 with w; > 1 it is a balloon, and for wy/ws with
w; > wy > 1, it has the shape of an onion, see also [45].

However, if wy /ws is not a rational number things go rather different. In this situation it
is still possible to apply the normalization procedure in such a way that Iy becomes a new
integral up to a certain order. Nevertheless, as there is no pair of integers (i, j) satisfying
twi + jwy = 0, e.g. the resonant condition, no term is kept in the new Hamiltonian, in
other words, KC; = 0 for ¢ > 1. Therefore, truncating at any order K defines a system of zero
degrees of freedom with a trivial dynamics. Hence, the calculation of the normal form (the
usual one) does not work for our requirements of analyzing the dynamics of system H by
means of normal forms.

Alternatively, we can use the theory developed in the previous sections computing various
normal forms and various invariant manifolds. In fact, we restrict ourselves to the case in
which wy /ws is not rational and such that iwy 4+ jws % 0 with 4,5 € {—5,...,5}. Indeed, in
case that 1wy + jws &~ 0 with 4,7 € {—5,...,5}, we would use a detuning “trick”, see some
examples of this technique in Ref. [51, 56].

Then, we need linear vector fields commuting with the Hamiltonian — using the Lie
bracket operator — with Fo(x) = Ax, i.e. we look for matrices T' commuting with A. Thus,
we shall require 7" to be of the form T'= J T where T is a symmetric matrix. So, the matrix
T must be the following: 7T = diag {w% tl,wg to,t1,t2} with t; and ¢y arbitrary constants.
Hence, the corresponding integrals associated to 7' are of the form 7,(x) = 1 (X? + wi 2?)
(related with T, = J diag {wf,0,1,0} and To(x) = T, x) and T(x) = 5 (Y2 +w3 y?) (related
with T, = J diag {0,w3,0,1} and Ty(x) = T, x) and any linear combination ry 7, + ro 7p.
It means that we have two functionally-independent integrals to perform normal forms
computations. Observe now that if we take 7 = 7, + 7, we shall arrive at the Hamiltonian
KC described before. Thus, we discard this option and maintain two candidates: 7, and 7.

So, we shall make two normalizations.
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5.1 Two different normal forms and reductions
5.1.1 MAKING 7, THE NEW INTEGRAL

We want to construct a Hamilton function K, = Kag+€ Koy +. ..+ (M /M) Kopr+ O (M)
such that {K,, 7, } = O(eM*1). Thus, starting at order 1 we determine, step by step, a
pair (Ka;, Wa;) verifying { Kai, 7o} = 0 and Le,(Wa;) + Ka; = Hai, where Hg; collects the
terms known from the previous orders plus H;. Implicitly, we pass from the co—ordinates x
to the new co-ordinates y = (z/,4', X', Y’) and the direct and inverse changes of variables
can be constructed, formally, with the help of the generator W,,.

We use complex—symplectic variables (u,v, U, V):

uz%(m—iX), U= 25 (X —1w 1),

w1
v:i(y—iY) V=LY -1wy)
\/i wa ) \/5 2 )

to perform the computation in an easier manner. Now, we have that Hy =2 (wy uU+wyv V)
and the perturbation H; is a homogeneous polynomial in u, v, U,V of degree three. Besides,
the terms of the perturbation H; are homogeneous polynomials of degree i+2 in the complex—

symplectic variables. The Lie operator associated to the principal part of H reads as
EFO:Z{wl (u%—U%)%—wg (v%—V%)}. (28)

Thus, the monomial z = w/ v* U* V™, for positive integers j,k,¢ and m, belongs to
ker (L7z,), e.g. satisfies { z, 7, } = 0, if and only if j = ¢. Moreover, if z is not in this kernel
we take the monomial w = 1z/(wy (j — £) + wa (k —m)) and then the identity Lg,(w) = =
holds. This completes the way the normal form transformation can be carried out at any
order ¢ > 1. We should stress that if j # ¢ the expression w; (j — £) + ws (kK — m) never
vanishes, due to the non-resonant condition satisfied by w; and ws.

Using the symbolic processor Mathematica, Version 4.1 [65], we have pushed the com-
putation to calculate the new Hamiltonian and the corresponding generating function up to
third order (fifth-degree terms) yielding that K, = K,3 = 0, but we do not write down the
results in Cartesians as they involve quite long expressions.

Now we can determine a formal integral of Hamiltonian H, by means of 7, and W,.
Simply, we have to use Equations (11) and (12) up to M = 3, obtaining a polynomial 7" in
z,y, X and Y of degree 3, functionally independent of H and such that {H, 7.} = 0. The
lowest degree terms of 7* are 3 (X? + wi 2?).

Next we calculate the first integrals — the invariant polynomials — associated to the
system dy(t)/dt =T, y(t), i.e. the equation related to the constant of motion 7,. They are

readily determined using the procedure described in Subsection 3.1. We obtain three linearly
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and functionally-independent polynomials: ¢; = 4/, po =Y’ and ¢35 = % (X7 + w?2"?), see
also [45]. Thus, s = r = 3 and we transform the original system H into the system /C, which,
after being truncated, can be entirely written in terms of ¢1, 2 and 3. Now, we fix a value
for o3 = ¢ > 0 arriving at a Hamiltonian IC,(¢1, o€, ¢) which defines a system (family
of Hamiltonians) of one degree of freedom in the reduced phase space whose generators
are ;1 € R and ¢, € R. The constants «, 3, ¢,w; and wy are the external parameters of
the system, whereas c is the internal one. This parametrization yields the plane O ¢; @9,
and corresponds to the surface where K, is defined and therefore, the reduction is regular.

Specifically, after dropping some constant terms, we have
Kap1, @256, ¢) = 5 (93 4+ w3 ¢3)

—- i

2wt (W —

vy {Bwi @t [—2c+ (wi —2w3) ¢f — 2¢7] (29)

+3ac[(wi —3w3) i — @3]}

Notice that, as the transformation is symplectic, we have no need of computing explicitly
the splitting (i.e. the co—ordinate of the orbit space, which has dimension one) though
we can infer that it is an angle. Indeed, using action—angle variables (i1, I1, 9, I5) with
L = 3 (X? +wiz?), I, = ;(Y? + wiy?), the angle ¢; defined such that cos(¢1) =
X'J(W? 2 + X)'V? sin (1) = wi2'/(wia? + X?)Y/2 and the angle 1), defined through
cos (1hg) = Y'/(w2y? + Y?)V2 sin (1) = wyy//(w2y? + Y'?)Y/2 we have that the fact of
calculating /C, is completely equivalent to the “elimination” of the associated angle v;. That
is, the co—ordinate ¥ € G, should be chosen as the angle ;.

Now, we are ready to construct the differential system in ¢; and ¢, either using the
explanation given immediately after Theorem 3.1 or equivalently, taking into account that
i = { @i, Ko} for i = 1,2. The result is:

d e’ p

dt w2+w%(w%_4w%) 502( ac+ ﬁwlgpl)a

ngQ 2 €2ﬁ

2 = S T £ 23,2 (30)
dt %) spl—i_wil (w%_4w§) 801{ ac (wl w?)

—2Bw} [c— (W} —2w3) ]+ 3]},

which corresponds to the first equation of (14).
Observe that the equilibria of the equation (30) are those points of the form

(¢1<&7 ﬁa w1, Wws, &, C>7 @2(057 5,&)1,(,()2, g, C))

for which 1 = ¢ = 0. These points are in correspondence with families, parametrized by

¢ > 0, of periodic orbits of the system defined by H, as the variable eliminated ; is an
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angle. We shall compute them next. Moreover, the periodic orbits of (30) will represent
families of two—dimensional “deformed” tori of the departure Hamiltonian with parameter
c. Ways to obtain periodic orbits of differential systems are standard, see reference [51], but
the process to obtain them can be quite cumbersome due to the number of parameters we
have. Therefore, we shall not search them in the present work.

As well, it is possible to construct the (non—symplectic) three-dimensional differential
system, adding the equation for 3. The equilibria of such a system in R? would give rise to
periodic orbits of the fourth—dimensional system, the periodic orbits of the reduced system
would refer to two—dimensional deformed invariant tori whereas the two—dimensional invari-
ant tori would be in correspondence with three—dimensional tori of the original Hamiltonian.
Following this alternative we would get a richer understanding of the original system, but we
would loose the Hamiltonian character of the process and, for example, we could not apply
KAM theory.

5.1.2 MAKING 7, THE NEW INTEGRAL

This time we build a Hamiltonian Ky, = Kyg+e Kpy +. . .+ (e /M) Ky pr +O(eM+1) such that
{Ky, T, } = O(eM+1). As in the latter section, we have to proceed step by step, calculating
first ICpy, then W, after that ICpy, then W,y and so on. The passage from H to Ky is
performed through the change of variable x — y = (2/, 4/, X', Y’) which can be determined
—up to order M — by means of W,. Notice that y has nothing to do with the variable y
introduced in Section 5.1.1.

Similarly to the previous case, for positive integers j, k,¢ and m, the monomial z =
uw vF US V™ belongs to ker (Lg,), e.g. {2z, Ty} is identically null, if and only if k& = m.
Besides, if z is not in this kernel we take w = 12/(wy (j — £) + ws (kK — m)) and the identity
Ly, (w) = z is readily satisfied. Therefore, the transformation can be executed up to any
order i > 1. Now, we remark that if £ # m then wy (j — ¢) + wo (k — m) is not null. The
calculations have been carried out to order three.

The determination of a formal integral of Hamiltonian H is carried out by means of 7,
and W,. The application of Equations (11) and (12) up to M = 3, yields a polynomial 7*
in z, y, X and Y of degree 3, functionally independent of H and such that {H, 7,*} = 0.
This time, the quadratic part of 7,* is 5 (Y2 + w3 ?).

On this occasion the invariants associated to dy(t)/dt = T, y(t) (i.e. with the constant of
motion 7,) are: 1 = ', p» = X and p3 = 3 (Y?+w3 y’?). Again s = r = 3 and the original
Hamiltonian H is converted into K, which, after truncation is expressed as a function of ¢,
©» and 3. Fixing a value for 3 = ¢ > 0 we arrive at the Hamiltonian Ky (i1, @o; €, ¢) which

defines a system of one degree of freedom lying on a plane parametrized by ¢; and ¢,. The
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reduction is again regular. As in the latter section, c is the internal parameter, whereas the

rest of constants stand for the external ones. After dropping some constant terms we obtain:

_ 13
Ko(1, pa;6,¢) = 3 (03 +wigl) + —5 @1 (Be+2awi o))

2 ws
N e23%¢ r e p%e o1 x
WF (Wi —4wd) T 2408 (wf —wf) (W —4wd)? T
X {3aw? [-3cw?+4 (W —4w?wi+6w)) o +4 (W —4w?) 3] (31)

+20 B¢ (wf —4w? w2+ 6w;) + 4ws ((—wi +4w?ws — 12ws) ?

— (4wt = 13w3) @3)]}.

We do not calculate the co—ordinate of the orbit space but with the same argument we used
for 7, we know that indeed, the angle removed through the transformation is the angle s,
as it is the conjugate of the action I, = 1 (V"2 + w3 y?).

Proceeding as in the latter section, we compute the differential system of equations,

yielding;:
dei B e3¢ y
dt 2 3ws (W? — wi) (W? — 4w3)? P1¥2
X(—3awi+8fwi+12aws —26[w3),
des , e 22 P ey
- _ o 6 2,2\ _
11 wy ¥1 _2w§ (Be+6aw;pi) 2 (2 —4wd)
+ QA X
Y (o) (2 daD)p? (32)

x{=3c[-3aw;+208 (Wi —4w?w?+ 6w3)]
+12w? [-3a (Wi —4w? w2 + 6w;)
+2 8 (Wi — 4w w? + 12w3)] ?
+4wi [-3awi +8fwi +12aw; — 26 Bw3] p3}.
As before, the critical points of (32) are the roots of ¢1 = @9 = 0. These points are
related with families of periodic orbits of H, as the variable eliminated 5 is angular. It will
be the subject of next section. Again the periodic orbits of (32) will represent families of

two—dimensional tori of H. It could be possible to work with the differential system formed

by 1, ¢2 and ¢3 with the same considerations mentioned in Section 5.1.1.
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5.2 The reduced systems
5.2.1 ANALYSIS OF K,

Solving system (30) with Mathematica produces the following critical points (¢1, p2) in the

plane O ; 5, up to order three, e.g. committing a global error of size *:

(1) (0, 0),

€2 (3a—2 cw?—(9e2a B¢+ wl) w2+ 4w w?
) /e B) Bewt — O aBetuf) uf +dutul N
eBwi/—2w? +4w3

) i\/—362aﬁc — Wl + 4wt wd
\/§€5w1 7
i\/—(252ﬁzc+w?)w%+(—352aﬁc—|—5w?)w§ —dwiws
V2e|Blw ‘

Of course, the latter points are equilibria whether they represent real expressions, wy # /2w,
and £ 8 # 0. If w; = v/2w,, the critical points are:

(1) (0, 0),

@) (i \/—352aﬁc+8wg o \/—5260(304—1—46)4—&)3) |
QEﬁwg 25|5|

when it has sense. These points can also be obtained from (3) by replacing w; by v/2ws.
For ¢ = 0 or # = 0 the only equilibrium is the origin. Thus, the number of critical points
can be one, three, five or seven, depending on the values the parameters take.

Let us denote the expressions under the three square roots of points (2) and (3) by:

e = e2Ba—-20)fcw?—(9e2aBec+wb) wi + 4w ws,
c; = —3e2afBc—uwb+4wiws,

g = —(22Fc+ud)wi+ (-3e2aBec+buwd)ws —4wiws.

So, the existence of points (2) is assured whether ¢; > 0, whereas the points (3) are real
when ¢y > 0 and ¢3 > 0. Now, it is easy to see that the points (2) coalesce in the origin
if and only if ¢; = 0. In addition to that, the four points (3) get reduced to two points in
the axis O p, for ¢co = 0 and to the two points (2) if ¢3 = 0. Thus, the changes in the signs
of ¢1, ¢ and c3 must be considered as the bifurcating conditions. Moreover, if ¢; = ¢, = 0
orci=c3=00rcg=c3=0then §=3a(w?—2w?)/(2w}) and the only critical point is
(0,0).

The stability of the equilibria is analyzed by applying Morse Lemma — we refer to Ref. [1]

for a proof and various applications — to Hamiltonian C, in the neighbourhoods of the
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critical points. Thus, we conclude that the origin (1) is a centre if and only if ¢; ¢ > 0 and a
saddle whenever ¢ co < 0, whereas it is degenerate either if ¢y = 0 or ¢ = 0. Similarly, points
(2) are centres if and only if ¢; c3/(w} — 2w3) > 0 and saddles when ¢ ¢3/(w? —2w3) < 0.
These equilibria become degenerate when ¢; = 0 or ¢3 = 0. For the points (3), we deduce
that they always correspond to saddles and become degenerate when ¢ = 0 or ¢35 = 0. In
the situations of degeneration it is not so clear what to decide about the stability of the
equilibria, but this analysis is out of the scope of this paper.
For the case w; = V2w, and € 8 # 0 we call

¢ = —32afc+8ul, & = —2BcBa+48)+8uf,

and, obviously the existence of equilibria (2’) is guaranteed provided that ¢} > 0 and ¢, > 0.
When ¢ = 0 the four equilibria (2) coalesce in two points lying in the axis O ¢y whereas
in the case ¢, = 0 the two resulting points are placed in the axis O ;. Finally, the four
equilibrium points get reduced to the origin for ¢ = ¢, = 0. The application of Morse
Lemma to the critical points reveals that the four points (2), when they exist, are saddles
and become degenerate for ¢ = 0 or ¢, = 0. Moreover, on this occasion, the origin is a
centre when ¢ ¢, > 0, a saddle if ¢} ¢, < 0 and a degenerate point if and only if ¢, = 0 or
ch = 0. Again we do not discuss the degeneration limits.

In the remaining cases, that is, when € 3 = 0, as the only equilibrium is the origin, the
application of Morse Lemma is rather simple. Indeed, when either e = 0 or § = 0 the origin

is always a centre and the dynamics of the resulting systems is trivial.

5.2.2  ANALYSIS OF K,

Solving on this occasion system (32) with Mathematica produces the following equilibria (we

have considered approximations up to order two):

9232, 2, 2
< 2e* ¢ qwlwzzl:\/g70> (33)

6eaqws
with
d=4e'p'c® —qus (652aﬁcq —4£*B%cw? — qwfw%) ,
q = w? —4 w3 does not vanishes, € « # 0 and the parameters are combined so that they yield

a real expression, e.g they must verify d > 0. For a = 0 the two critical points get reduced

efcq
— 0 34
(~semmesamn ) oy
which is a valid point if f = 2e? 3%c + qwiw? # 0. When f = 0 it is not hard to see that

there is no equilibria. Finally, in the case ¢ = 0 the only critical point is (0, 0).

to

41



In order to determine the stability of the equilibrium points we apply Morse Lemma to
Hamiltonian /Cy, using a Taylor expansion centered at the corresponding critical points. We
conclude that, provided that d > 0, the point defined in (33) with positive sign in front of
the square root is a centre for ¢ > 0 and a saddle for ¢ < 0, whereas the point with negative
sign in front of the square root is a saddle when ¢ > 0 and becomes a centre for ¢ < 0.
Besides, when d = 0 the two equilibria coalesce in one, which is a degenerate equilibrium,
and when d < 0 the two equilibria disappear. This is the scenario for a saddle-centre
bifurcation (depending smoothly on the variation of d). The application of Morse Lemma
to the equilibrium (34) reveals that this point is a centre if and only if f > 0 and ¢ > 0
or f < 0 and ¢ < 0, whereas it becomes a saddle when f < 0 and ¢ > 0 or f > 0 and
q < 0. (Recall that s # 0 is the condition for the existence of the equilibrium and ¢ # 0 is
always true.) Finally, in the limit case ¢ = 0 the origin remains a centre. In Figure 4 we
show the occurrence of a Hamiltonian saddle—centre bifurcation. See the details in Ref. [66].
It is noticeable to say that the saddle—centre bifurcation is typical of the Hénon and Heiles
Hamiltonian in two and 3DOF, see Refs. [66, 15, 29].

All the critical points determined in the last paragraphs are in correspondence with
periodic orbits of the initial system M and these orbits can be calculated up to order &4
when related to IC, and to order ¢ for those points obtained from K. The same holds for
the families of two—dimensional deformed tori, constructed from the periodic orbits obtained
from the systems K, and Cp.

As an example, let us specify how to get a family of periodic orbits from a particular equi-
librium point (¢9, ©3) obtained from K, following the steps detailed in Subsection 3.3. First,
observe that ¢! and ¢ are written in terms of «, 3, wy, wy, € and c. Thus, taking into account
that ¢, = ¢ and @o = Y’, we write a point y° = (2/,0?, X’ ©9) and then using that ¢ =
1 (X?+wi ) and that cos (¢1) = X'/(wf2? + X"*)Y? and sin (Y1) = wy o'/ (wf 2? + X72)1/2
we rewrite y° as the expression y° = (v/2¢ sin (¢y) /w1, 99, V2 ¢ cos (1), ¢3). Now, making
use of W, we construct the direct change x = X(y;¢), through formula (7). Replacing now
y by y° we obtain explicitly an expression of the type x° = X(y%; ¢), which, for fixed «, 3,
e, wi and wy gives the equation of the periodic orbits in R* parametrized by ¢, € [0,27).

Note that the periodic orbits appear in families, as we still have the parameter ¢ > 0. In
analogous manner we can obtain the periodic orbits from the critical points obtained from
Ky, parametrized this time by 1, € [0,27). Moreover, the stability of the non-degenerate

critical points coincides with the stability of the periodic orbits in the departure phase space.
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Figure 4: A Hamiltonian saddle—centre bifurcation scenario in six pictures, borrowed from reference [66].
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5.8 Two-dimensional invariant tori of H

Another way to obtain two—dimensional tori of H consists in applying a new normalization
to either K, or Ky, with the aim of making 7, (in the first case) or 7, (in the second case)
the new integral. This would be exactly equivalent to the application of a normal form to
‘H choosing as the new integral 7, + 7;,. Thus, the new reduced system, called S, could
be written in terms of I; and I and would have zero degrees of freedom and therefore a
trivial dynamics. However, one could still compute % = 08/0 I; and the equilibrium points
obtained from this latter system would correspond to families of two—tori in the Euclidean
space R* with angles 1,1, € [0,27) parametrized by the constants ¢; = I; > 0 and
e =15 > 0.

By proceeding as the previous paragrapsh we have computed families of 2D—-dimensional
tori. Pushing the normal form transformations to order two, we arrive at a unique point

(c1,c2) where:

4t (Wi —4w2) (BBwi* —2Ba+28)wi?ws? + 24 awy?)
Be?[(—9a?2 —48a B+ 16 %) w1t + 12a (o + 16 B) w12 wa? + 96 a2 wo?]’
4w (Wi —4w3)2Ba—28)Bw* —3a(ba+88)wi? w? +60a?wy?)]
B2e2[(-9a?2 —48a S+ 1652 wi* + 12 (o + 16 B) w1? wo? + 96 a? wo?]

cT =

Cy =

provided that w? # 4w?, and whenever w; # 2[(2 x 11Y/2 —5)/3]"2w, then a = 2(7 x
11'/2 — 27)/15 3. Besides, we exclude also those values, of a, 3 that make null the denomi-
nators of ¢; and ¢s.

For w; = 42w, we obtain, using the second—order normal form:

512 (3 — 4 3) wob . 64(—15a2 + 24 a B+ 4 3%) wy®
B(9a2+48a [+ 42)e?’ 2T P92 +48af+43)e2

Cl =

for 90 +48a B+ 4 3% # 0.
Finally, the second-order normal form for the case w; # 2[(2 x 112 — 5)/3]'/2w, and
a = 2(7 x 11'/2 —27) /15 3 produces an infinite set of equilibria in the reduced phase space,

concretely, the plane
32(7 x 112 —8) W8
35 (32 2 ’

if ¢, co vary along R". In this latter case the computations should be carried out to order

Cl+02 ==

four, in order to avoid the degeneracy. We leave this case.
Finally, the 2D—tori are reconstructed inverting the Lie transformation to second order

in €, obtainig therefore explicit expressions of the tori associated to H up to terms in e®.
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6 Invariant manifolds in Transition State Theory

6.1 The normally hyperbolic invariant manifold and the transition state

The geometrical structures which regulate transformations in dynamical systems with three
or more degrees of freedom play an important role in the qualitative understanding on some
differential equations. The treatment initiated in Ref [63] is based on the analysis of the
(2n—3)—dimensional normally hyperbolic invariant manifold (NHIM) in n-degree-of-freedom
systems associated with a centre x - - - x centre x saddle in the phase space flow in the (2n—1)—
dimensional energy surface. The theory of NHIMs was commenced by Fenichel [14] and
generalized by Wiggins [62] for nonlinear systems. The NHIM bounds a (2 n—2)-dimensional
surface, called a “transition state” in chemical reaction dynamics, which partitions the energy
surface into volumes characterized as “before” and “after” the transformation. This surface is
the long—sought momentum—dependent transition state beyond two degrees of freedom. The
(2n—2)-dimensional stable and unstable manifolds associated with the (2 n—3)-dimensional
NHIM are impenetrable barriers with the topology of multidimensional spherical cylinders.
The phase flow interior to these spherical cylinders passes through the transition state as the
system undergoes its transformation. The phase flow exterior to these spherical cylinders is
directed away from the transition state and, consequently, will never undergo the transition.
The explicit forms of these phase space barriers can be evaluated using normal form theory.
We follow Wiggins et al. [63] in our exposition.

Consider a Hamilton function of the type:

n—lwi
H o= 35 (0} + &)+ Mupn
i=1
+f1(Q17"~>Qn717p17"'apn7171-)+f2(Q17--'7Qn717p17"'7pn71)7 (35)

up to arbitrarily high order where (qi,...,¢n, p1,-..,pn) denote (2n)-dimensional canonical
co—ordinates, 7 = p,q, and fi, fo are at least third order, i.e., they are responsible for the
nonlinear terms in the Hamiltonian vector field, and f1(q1,...,¢u_1,P1,---,Pn-1,0) = 0. The
NHIM associated to a Hamilton vector field like H is:

MEn=3( N 1& 2 2
h qla"‘aqn—17p17"'7pn—1) - 9 (pz +q2)

=1

+fo(qy s Qut1, P15 -y Pn1) = h = constant > 0. (36)

The NHIM acts as a multidimensional saddle “point”. The dynamics occurs in the (2n—1)—

dimensional energy surface given by setting H in the initial Hamiltonian to be a positive
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constant h. If we set ¢, = p, = 0 in the vector field associated to H, then ¢, = p, = 0.
Therefore ¢, = p, = 0 is a (2n — 2)—dimensional invariant manifold. Its intersection with
the (2n — 1)-dimensional energy surface, is the NHIM, given by (36).

Another advantage of computing the normal form is that the stable and unstable man-
ifolds of M3;""% are known explicitly. They are (2n — 2)-dimensional objects, acting as

multidimensional separatrices. They are given by:

we (M%) = {(ql,-.-,qn,pl,---,pn)l g% (n? + )

+fo(q1y -y qn-1,P15- -, Pn_1) = h = constant > 0, g, = 0},

n—1
u n— Wi
W (M) = {(ql,---7qn7p1,---,pn)| ;2(p?+q§)
+fo(qs s Qut1,P1s- - Pn1) = h = constant > 0, p, = 0} .
(37)

The Hamiltonian vector field (35) has an equilibrium point at the origin which has a
(2n — 2)-dimensional centre manifold given by p, = ¢, = 0, a one-dimensional stable
manifold given by ¢; =p; =0,7=1,...,n— 1, p, = —A¢,, and a one—dimensional unstable
manifold given by ¢; =p; =0,2=1,...,n— 1, p, = Ag,. It is easy to check that the stable
and unstable manifolds of the origin have the same energy as the origin, i.e., h = 0. We say
that they are isoenergetic. However, the centre manifold of the origin is not isoenergetic.

The intersection of the centre manifold of the origin with the energy surface is given by:
n—1 n—1
% pr + % Z wlq? = h = constant.
i=1 i=1

This is the normally hyperbolic invariant (2n — 3)-dimensional sphere we described earlier.
Hence we see that the centre manifold of the origin is foliated by a one-parameter (normally
the energy) family of normally hyperbolic invariant (27 — 3)—dimensional spheres.

Now we construct the transition state. It has the following properties:

It will be of dimension 2n — 2 in the (2n — 1)-dimensional energy surface.

Trajectories that cross the transition state correspond to reactive trajectories.

The (2 n—3)-dimensional saddle sphere will play an important role in the construction

of the transition state.

The transition state is a true “surface of no return” for this linear Hamiltonian system.
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The transition state for this system is obtained by setting ¢, = 0. Now we look at this
in the full (2n)-dimensional phase space. Setting ¢, = 0 on the energy surface gives the
equation:

n—1

%ZP? + % Z wlq? = h = constant. (38)
i—1

i=1
This is the transition state. It is a (2n—2)—dimensional sphere. The sphere has two “halves”:
pn > 0 and p, < 0. The sphere is divided into these two halves by p,, = 0, which corresponds
to the saddle sphere S,% n=3  All reacting trajectories must pass through this transition state.
The forward reactive trajectories pass through the sphere with p, > 0 and the backward

reactive trajectories pass through the sphere with p, < 0.

6.2 Application to the Rydberg atom

The treatment of [63] and [54] has the advantage of supplying a practical algorithm, demon-
strating its use on a strongly coupled nonlinear Hamiltonian, the hydrogen atom in crossed
electric and magnetic fields. We take the example from reference [54].

The Hamiltonian in atomic units (e = h = m, = 1) for the hydrogen atom in crossed

electric and magnetic fields in Cartesian co—ordinates is given by:

2
We wy,
H=YP+P+P)——+ —(m1P2—x2P1)+§(xf+m§)—le , (39)

where R = (22 + 22+ 22)'/2) w. is the cyclotron frequency in atomic units of 2.35 x 10° Tesla
and o is the electric field in atomic units of 5.14 x 10! V/m. Co-ordinates 1, x5 and x3
are the Cartesian components of the electron’s position vector with respect to a reference
frame centered at the nucleus of the atom. The moments P;, P, and Ps refer to the velocities
associated to xy, o and x3, respectively.

Scaling the co-ordinates by w,, that is, } = wf/3 x; and P = w(jl/?’ P, forv=1,2,3, and

dropping the primes in order not to complicate the notation, the Hamiltonian becomes:

1 1
H:%(PE‘FPQQ—FP;)—E—F §($1P2—$2P1)+%(I%+$%)—0$1 s

4/3 5 is the scaled electric field. We

adopt the experimentally interesting value of o = 0.58 in our calculations.

where H = w;2/*H is the scaled energy and o = w;

The equilibrium point of interest for the Hamilton vector field must satisfy that the

linearization of H around it is of the type saddlexcentrexcentre. Thus we select:

Xo = (1,79, 73, P1, P2, Py) = (67/%,0,0,0, = 107/2,0). (40)
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We translate the fixed point to the origin via the following co—ordinate shift:
fr=a1—0 V2 Gy =ay, dy=x3, Pi=P, Po=P+Llo'? P=p
The new Hamiltonian (that we call again H) is then given by:
H=L1(P}+P}+ P}~ % + (@R — 2o P) + L (82 4+ 32) —ody — o'/,

where R = (21 — x5)? + 22 + 22)1/? and 2, = —0 /2. From this point on we drop the hats
from the variables with the understanding that our equilibrium point has been translated to
the origin.

In order to compute the normal form up to a finite order N we will need the Taylor

expansion of the Hamiltonian about the origin up through this order:

N
H = H+20% =Y H,, (41)
n=2

where H, denotes a homogeneous polynomial in six variables of degree n. We begin by
making a Taylor expansion of the term 1/R in the three position variables around the origin
up to eighth degree, because the normalization procedure will be pushed up to sixth order,
which involves polynomial terms of eighth degree. The terms of the development of 1/R
which contribute to the main part of the Hamiltonian are the ones up to second order:

713 =0 —ox + 0223 — L% (23 + 23) + O((x] + 23 + 23)%/?). (42)
Since the origin is an equilibrium point the first order terms of the expansion of the Hamil-
tonian vanish. The constant term is irrelevant to the dynamics. The first relevant terms are

the second order terms, which are:
Hy = L(P2+P}+PY)+L(@mPy—mP)+ (2= 0%?) ad+ (5 +10%?) o}
+10%2 3. (43)

6.3 Transformation of the linear part of Hamilton’s equations

We now construct a change of variables to reduce the Hamiltonian (43) to its real normal

form:

HQ:277.%1?1+V1(j§+ﬁ22)+y2(f§+p32), (44)
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where 7, v; and v, are positive constants and due to the choice of parameter we have made,
they do not satisfy a resonance condition. We omit the details about we constructed the
linear and symplectic transformation are they are quite long. The details are in [54].

Next, in order to obtain the complex normal form associated to (43) we apply the com-

plexifying change:

- - o +1p2 G +ipr = ~ 1q2 +p2 A 1q1 + P1
xrT1T = s To — — s Lo == —— s P = s P = — s P = 45
1 g3, T2 \/5 3 \/5 1= D3 2 \/5 3 \/§ ( )
which leads to the new Hamiltonian:
Hy =1wy q1 p1 + 21w g2 D2 + 14 q3 p3, (46)

after making the identification p = 27, w; = 215 and wy = 2v; (note that the reaction co—
ordinate is “3” now). Hence, the nonlinear terms included in H;, i > 2 must be transformed
adequately following the same steps used to calculate (46).

The next step is the calculation of the normal form. We plan to reach sixth order in
the normalization procedure, which means that the normal form will be an eighth—degree
polynomial in q = (¢1,¢2,¢3) and p = (p1,p2, p3). Therefore we have to calculate terms in
the Taylor development of 1/R up to degree eight before normalizing. We start by describing

the process we shall perform.

6.4 Transformation to normal form up to order 6

We apply the Lie method to the complexified Hamiltonian H' = 3% , H; where H, is given
by (46) and each H;, i > 2 is a homogeneous polynomial of degree i in the complex co—
ordinates ¢ and p obtained after expanding 1/R in power series of ¢; and p;. Thus, our
plan consists in carrying out the calculations up to polynomials of degree eight, e.g. up to
sixth order in the normal form. In this way, we construct a change of co—ordinates from
the old ones: q = (qi1,¢2,q3) and p = (p1,p2,p3) to the new ones: q = (¢, q5,q5) and
p’ = (p}, Py, ph). We drop the primes to avoid tedious notation.

We identify Hy with Hy and each H; o with H;/i!, ¢ < 6. Then, we must recall that terms
belonging to H; are monomials in p and g of degree i + 2 with real or complex coefficients c.
So, a monomial of degree i + 2: m; = cql* ¢¥? q§3 pht phe p’§3 such that 337, (ji + k) =i + 2,
belongs to the kernel of Ly, (and therefore must be incorporated to the new Hamiltonian) if
and only if j; = ki, jo = ko and j3 = k3; otherwise its contribution to the new Hamiltonian

is zero and the part corresponding to the generating function W; becomes m;/(u (ks — j3) +
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2 (w1 (k1 — 1) + w2 (k2 — j2))). This is the key point in solving the homology equation (6) at
each order .

We rescale the co-ordinates, say (q*,p*) — €(q,p), to introduce the small parameter
¢ and adopt then the formulaeof Section 2. Afterwards we set ¢ = 1 and drop the stars
to simplify our notation further. We call the normal form K = >% , K;, and in diagonal
complex co—ordinates (the transformed ones ' and p’, that we have renamed q and p) reads
as follows:

4
K(p,q) = Zk:la(jy k%l)(p1Q1)j(P2Q2)k(P3C]3)la (47)
LT

with coefficients given by:
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1.3292326209360146 2

1.9630114596221002 2

1.2728995840709765

1.084118969828125 x 10~*

6.432737304520157 x 1072

—2.412298516241746 x 107!

3.8502889530602764 x 1073

—5.709272495222898 1 x 10~ *

—4.029118438454696 2 x 10~*

5.5635683667581721 x 1073

—1.140865632382711¢ x 1073

—3.4607990223896906 x 102

1.84708258092598 2 x 102

—9.804116149675277 x 1072

—5.26869060648934 1 x 1072

—2.3139914837113457 x 101

4.0043773344110791 x 1072

2.76105499066869 ¢ x 10!

—9.949641599540471 x 1072

9.18992415784192 x 103

3.921799630947499 x 1073

4.005710239128329 x 102

1.2123807670174411 x 10~ 2

1.1847669375067585 x 102

2.5741638128707816 x 10~2

—1.0660011034295587 2 x 10~}

—3.307549676029244 x 107!

2.25624729253321472 x 10~1

—6.015637936671961 x 1072

—1.7149257534732887 x 10~!

3.28112486322221217 x 1071

—2.4216727696341944 2 x 107!

2.28308885375131321 x 1072

—4.781394388287208 x 107!

Each H; for 2 <7 < 8 in the last normal form Hamiltonian is a homogeneous polynomial
of degree i. The generating function is also a polynomial in q and p of degree eight but it
is too long to publish. Specifically, W = Y9, W) /i! is written as W = Y5 , W; where each
W; is a homogeneous polynomial in (q, p) of degree i. Then, W3 consists of 32 monomials,
W, consists of 64 monomials, W5 consists of 136 monomials, Wy consists of 216 monomials,

W, consists of 416 monomials and, finally, Wy consists of 656 monomials.
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Once W has been determined, we can calculate the new co—ordinates (or any function of
them) as functions of the old ones and vice versa. This will be used later on.

Taking into account the considerations of Section 3.3, we have estimated the global error
of the transformation, taking ||(%x,P)| < 10-2 — which is enough for our computation
concerning transition state theory — and o = 0.58. In the table below we show the error

when the transformation is truncated at different orders ¢ with 1 < i < 6:

order 1| 7.51681572767062 x 10~7
order 2| 7.440374042482777 x 10~°
order 3| 1.3601828348825097 x 10~ 10
order 4| 2.2895973941086116 x 10~ 12
order 5| 3.813254946932333 x 10~ 4
order 6| 5.676373185504885 x 1016

Thence, the transformation carried out at order 6 are such that the computations involved
reach double precision. Let us note in addition that for the 6th order, each term of the
composed series has around 13000 monomials, this is the reason why we omit the expressions

here.

6.5 FExact solutions for the trajectories near the transition state
We write the integrals in terms of the real normal form co-ordinates following (45) as follows:
Ji=31P = qps, o= z (1’522 + 533) =1qps, J3=3 (]532 + 53) =111 (49)

Note that the truncated normal form Hamiltonian can be expressed entirely in terms of
these integrals, that is, K = K (Jy, Ja, J3).

Using (49) and the chain rule, Hamilton’s equations can be written as follows:

0K 0K oJ, 0K _

no= 8?1—3J13151_3J1x1’

x 0K OK 0., OK -

b= T 0#,  0J,0i :_ajlpl’

. 9K 0KdJ, 0K -

T 9B T 0hob, o

b _OK _ 0Kk 0K

2 Oy 0.Js 074 0y 2

- 8{(:8K8{3:6Kp3
oP; 0J30P; 0J3 7

b _ 0K  0KdJ; 0K _

T 0%s | 0Js0Fs  OJ5 %

(50)
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It is important to note that 0K /dJ;, i = 1,2, 3, are constants on trajectories. Hence, once
the initial condition of a trajectory is chosen, evolution of the trajectory is given by a linear
system whose coefficients are constant, but depend on the trajectory.

This simple form of Hamilton’s equations in the normal form co-ordinates near the
transition state enables us to construct trajectories having any possible behaviour near the
transition state. These trajectories can then be visualized in the original co—ordinates using

the transformation constructed in Section 6.6.

6.6 Transformation back to the original co—ordinates

In order to construct the change of co—ordinates back to the original co—ordinates i.e.,
(:%17 ','%27 jj?w P17 P27 P3)7

we make use of the generating function W. Indeed we simply have to evaluate Poisson
brackets but without solving any partial differential equations. Therefore the computational
effort is much smaller than the one corresponding to the calculation of the normal form
Hamiltonian and the generating function.

With the inverse of the linear change given in (45) the complex formal integrals are
transformed into real expressions as functions of (%1, &, @3, Pi, Py, P5). As a final step we
need to perform a new linear change of variables, inverting the matrix C' and expressing
consequently the three integrals in terms of (il,ig,ig,pl,pg,pg). We do not display the
formuleeof these integrals as they are quite long.

Next we build the direct change of co—ordinates x = X(y;e) given through formula (7).
Notice that in this particular case x represents (q,p) and y stands for (q',p’) (since we
are explicitly discussing the transformation from the final step of the normalization back
to the original co—ordinates we have returned the primes to the notation). Alternatively
we can compute the change in real co-ordinates. For achieving this we first write W in
real variables (X, f’/) = (&, &, &, P!, Py, P}) using the inverse of (45). Thence we calculate
(%, 13) — (&4, &3, &3, Py, Py, P3) by means of (7). Note that on this occasion x in the formula
x = X(y;e) means (X,P) whereas y represents (X' 715/). With this second route Z; is
expressed as a function of 913 monomials in (X', 15/), whereas T consists of 777 monomials
and 3 consists of 679 monomials. The momentum P, appears as a function of 913 terms in
(x', f’/), P, consists of 796 monomials and finally the formula for Py consists of 679 monomials
in (x,P).
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Figure 5: Different projections for trajectories in the NHIM.

6.7 Trajectories near the NHIM for the hydrogen atom in crossed electric and magnetic
fields

We now want to show trajectories near the NHIM. We start by computing explicitly the
co—ordinates of the NHIM, anmd its manifolds in the original co—ordinates. Notice that,
once h is fixed, Jo and Js are given a value, the asymptotic expressions of M3, W* (M3)
and W* (M3) as well as the transition state can be now easily obtained, up to M = 6,
with the direct real change of co—ordinates. Indeed, the NHIM is parametrized in terms of
two parameters whereas W* (M3) and W" (M3) need three independent parameters to be
properly defined. We remark that we do not use numerical approximations to this high—
dimensional structures as Koon et al. do [27], more the contrary we have “at hand” the
(literal) polynomial expressions of all these objects, up to degree 6.

In the normal form co—ordinates we have that J; = 0 on the NHIM and on its stable
and unstable manifolds. Using (50) we can compute trajectories on the NHIM and on any
branch of the stable and unstable manifold that we desire. Then these trajectories can be
transformed back into the original co—ordinates. This is shown in Figures 5 and 6. In each
figure we take J3 = (P2 + #3)/2 = 0.001 and J, = (P} + #2)/2 = 0.000953096. In all of the
figures the yellow trajectory is on the NHIM: P, = &, = 0.

The light green is the trajectory on the forward unstable manifold of the NHIM with P, =
0, Z; = 0.00001 exp (1.2728¢). The blue trajectory is on the backward unstable manifold of
the NHIM with P, = 0, #; = —0.00001 exp (1.2728t).

The dark green trajectory is on the forward stable manifold of the NHIM with P, =
2exp (—1.2728t), £ = 0. The pink trajectory is on the backward stable manifold of the
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Figure 6: Different projections for trajectories in the NHIM and in the unstable manifold of the NHIM on
left and trajectories in the NHIM and in the stable manifold of the NHIM on right.

NHIM with P = —2exp (—1.2728t), &; = 0.

We can compute trajectories in either the forward or backward stable and unstable
manifolds. These trajectories are simply chosen and computed for the normal form vector
field (50). The normal form transformation then allows us to visualize them in the original
co-ordinates. In other words, we have complete control and knowledge of the exact dynamical
trajectories near the transition state in a 3DOF system. This is the first time this has been
demonstrated for a 3DOF chemical or atomic system.

Thus, the solution provided through normal forms, leads naturally to the multidimen-
sional generalization of a saddle “point” and its associated separatrices. Indeed, the approach
given in Ref. [54] and here, makes explicit the long—sought classical structures that act as
transition states in phase space beyond 2DOF. Indeed, the theory for 2DOF is a classic
matter, see for instance [64]. We show that the rigorous way to describe the notion of a

“barrier” in phase space is through invariant manifolds.

7 Analysis of the Lorenz system

We apply the theory o the Lorenz system [30] given by:

%:U(y—x), @:Tx—y—xz, %:xy—bz (51)
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where o, b and r are positive parameters and t represents the time variable. Our aim now
is to apply the method described in Section 2 to system (51) with the goal of analyzing the

Lorenz equations in a vicinity of the origin. Calculations have been done with Mathematica.

7.1  Some invariant sets for o =10, b=8/3 and r > 1

We start with the standard values for the parameters given by Lorenz, that is, we fix o =
10,6 =8/3 and r > 1 (the case 0 < r < 1 must be treated separately). The classical Lorenz
system has been widely analyzed (see, for instance the book by Verhulst [56] and references
therein) mainly in regards to its chaotic behaviour and the existence of an strange attractor.
However, up to our knowledge, no systematic analysis concerning the possible appearance
of periodic orbits and other invariant structures has been performed.

Expanding (51) around the origin (which is obviously an equilibrium point) we have that

the linear part is given by A x where x = (z,y, z) and

—10 10 0
A — T _]. O )
0 0 -8/3

having eigenvalues: Ajo = 3 (=114 /81 +407) and A3 = —8/3. Now we make the corre-
sponding (linear) change of variables x — x’, so that A becomes diagonal, say A, with the
eigenvalues in its diagonal. Besides we scale the system, say x’ — x”, so as to introduce a
dimensionless small parameter € > 0.

Clearly, as A; is a semisimple the application of Theorem 2.1 produces a change of
variable x” — y and a vector field g for which A;y is a symmetry up to a certain order
M > 1. Now, some resonant relations among the eigenvalues of A ; must hold in order not to
reduce g to A;y. Letting then A\ 5/A3 =n € N, r must be equal to (4n — 15)(8n — 3)/45.
Hence, it is not hard to prove that the first integrals associated to A;y are o1 = y; " ys
and o = ¥y, 33/8+n yo from where we deduce that s = 1, e.g. we would transform a three—
dimensional vector field into a one—dimensional one. We have applied the Normal Form
Theorem for polynomial vector fields (see Refs. [32, 13]), e.g. the “standard” polynomial
transformation order by order starting at order one. We have reached order 3, i.e. the
computations have been carried out up to fourth—degree polynomials in y, obtaining g, =
g, = g3 = 0. It only means that g(y;e) = A;y + O(e?) but we have not pushed the
computations further.

Alternatively we apply Theorem 2.2 with adequate matrix T such that A; T = T A;.
Since r > 1 the eigenvalues are all different, thence we deduce that T must be diagonal, i.e.

T = diag {t1, s, t3} with ¢; € R arbitrary. It immediately implies that there are no periodic
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orbits of the Lorenz equation for the specific values of o and b given above, at least periodic
orbits close to the origin. However, different choices of ¢; lead to different generalized normal
forms and consequently, to different invariant sets.

For example, taking t3 = ty = t1/2 and t; € R we have that the computation of the
normal form carries out the change of variables: x” = (z,y,2) — y = (2/,v/,2'). The
expression for the transformed system can be see in Refs. [48, 49]. Now, the reduction goes
as follows. The first integrals are ¢ = ¢// V!, oy = 2 / V' whereas the co-ordinate in Gy

is ¥ = 2. Now, the reduced system is defined on R? as:

f1 = (12r)7" (549102 +3 (9+VBIF407) 1% =3 (=9 + VBT +407) °
—2r (25+3BI+407)) o1,

2 = (12r)7" (549102 +3 (9+ VBT T407) 2 = 3 (—9+ VBT +407) o
+2r (—25+ 3BT +407)) .

The corresponding equilibria are:

0.0) 9+ 607 — VBT 407 A 9+ 6074 VBI 407
Y Y \/% ) ) ) \/% *

By means of the direct Lie transformation we calculate the invariant manifold and the result

is depicted in Figure 7. Next we are going to calculate the stable manifold associated to
0. As A (or Ay) has two negative eigenvalues and one positive, the dimension of the stable
manifold is two. We then take T' = diag{0,0,1} and apply the generalized normal form
transformation to the Lorenz system. The normal form has been calculated to third order,
see also [48].

This time the reduction achieves the computation of the differential system in the stable
manifold. According to the choice of T" we have ¢ = y1, 2 = y2 and ¥ = y3. The reduced
system is defined on R?, and is given by:

8 9+ /81 +407r 02

8012—5901— 5

27 (3 (81+407) (57 + 587) + VBT + 407 (1539 + 27 (973 + 3607)))
a 5072 (81 +407) (133 + 727)

Gy = —L (81 4+407)7Y/2 (133 + 727) " ((10773 — 2660 ¢y — 360 ;2 + 111527

¥1 <P22,

— 1440 ¢y 7 + 2880 72 4 (1463 + 7927) /31 + 40 7‘)) ©s.

By means of the direct Lie transformation we calculate the two—dimensional stable manifold

of the origin, as it appears in Figures 8 and 9 for different values of r.
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Figure 7: Invariant sets of the origin in the Lorenz system related to T" = diag {t1,t1/2,t,/2}.

In Ref. [42] we proposed a transformation with the aim of integrating analytically the
reduced equations, inverting back the transformation and resolving an initial value problem
for equation (51), with r = 28, i.e. its classic value and adequate initial conditions. For
achieving this we take T = diag {1,v/2,0}, thus A;T = T A;. Besides s = r = 1 and the
invariant ¢ = y3 and ¥4 = y; and ¥ = y,. Note that the key point to obtain only one
invariant (and consequently transforming the initial system to a simpler one) is the non—
resonant conditions among the entries of 7. After computing the normal form up order

three, we pass to the reduced equations, yielding that:

15(1201 — 1689 +/1201
( VI20L) (52)

¢ = L (=114 V1201) o +

134512 (25 + 3/1201)
and
(—9+ \/1201) , (238268911748107+3427671328157 \/1201) L s
- ©" = Y — 3 )
! 56 3389702400 (32622739+ 543621 \/1201) e 53)
.3 (1893759619 — 24165531 \/1201) \ (11 1 \/1201)
Py = By,
10117320080 (25 +3 \/1201) 2

The solutions of (52) and (53) can be obtained straightforwardly as ¢ is firstly written

explicitly as a function of time. Then, this expression of ¢ is inserted in the linear (and
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Figure 8: Local stable manifold of the origin for » = 1.32.

Figure 9: Local stable manifold of the origin for » = 3.205189.

separate) equations (53) getting expressions of ¥; and ¥ in terms of ¢. The process ends
going back to the original variables by means of the inverse Lie transformation, obtaining

therefore analytic expressions of z(t), y(t) and z(t). See the entire calculations in [42].

7.2 Some periodic orbits for other values of o, b and r

As we have not found out periodic orbits for o = 10 and b = 8/3, we are going to treat o,
b and r as positive constants and look for possible relations among the three parameters so
as to get some closed trajectories. Furthermore we also assume that b > 1 and r > 1. The

canonical Jordan form of A is

Ay = diag {—b, 1 (—1—0—\/(1—0)2+4m> 1 (-1—a+\/(1—a)2+4m)}.

The first step is to determine whether 77, T5 and T3 can be candidates to perform normal

forms. We then have to discard T3, but 77 and T3 commute with A, if and only if o(b) =
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b(b—1)/(b+r—1).

Now, in order not to have a trivial first order normal form and therefore, in order to
search for periodic orbits, we make the identification 7(b) = (1 +v/2) (b —1)2/(1 + V2 + b).
Replacing now this value of r in the condition for ¢ of the latter paragraph we obtain that
o(b) = (14++/2+b)/(2++2). Note that both ¢(b) and r(b) are positive if b > 1. Moreover,
r(b) > 1 if and only if b > 1 + v/2. We have pushed the computations up to second order
(homogeneous polynomial vector fields of degree three) finding out that g, vanishes. We do
not write the explicit expressions of the normal form and the reduced system in p; = y? +3,

9 = Y3, however we present the three equilibria of the reduced system:

0.0, (O’i\/b— TVh/34+2b (5b—19) + V2 (24 +1 (7b—27))) s

1+vV2+0b

Now the periodic orbits of the initial Lorenz system are calculated passing from the in-
variants to the variable y. Note that, apart from the origin, the two other equilibria have
co—ordinate ¢; = 0, or, in other words, they are closed trajectories with a small radius
O(e?). Next, using the direct Lie transformation, we express everything in terms of x” and,
finally, the original variable x are recovered with the (inverse) linear change used to intro-
duce the canonical Jordan form of A. According to (54), it is not difficult to deduce that
when b > 1 4 /2 there are always three equilibria (three quasi-periodic orbits of the ini-
tial system), two of them being stable and one unstable. This situation is maintained for all

b > 14++/2. Similar results are obtained from the normal form constructed with the aid of Tj.

Finally, concerning the estimation of the global error of the computations carried out in
this section, since the asymptotic change of variables has been performed up to order three,
if we choose e = 1072 and ||x|| < 0.1, then the global error is F(x) < 1.33969 x 1077, which

is valid on a time—scale t ~ 100. More details about the treatment of the error appear in [42].

8 Concluding remarks

The present paper establishes a methodology to analyze an autonomous ODE from a quali-
tative point of view. More specifically we have given some techniques to calculate different
invariant sets for dynamical systems of Hamiltonian and dissipative character.

In fact, our technique carries out a reduction in the dimension of the departure system
by means of the introduction of a symmetry through the change of variable. Then, we take
advantage of this reducibility with the goal of extracting from the simpler systems qualitative
information (about stability and possible bifurcations, existence of periodic orbits or chaotic

regions in phase space, calculation of formal integrals of Hamilton functions, analysis of
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possible chemical reactions, construction of seminumerical schemes to integrate some ODEs,

etc.) valuable for the original equation.
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La Funcion Zeta de Riemann

Catalina Calderon

Departamento de Matematicas. Universidad del Pais Vasco

1 Introduccién

(George Friedrich) BERNHARD RIEMANN (1826-1866), nacié el 17 de septiembre de 1826
en Breselenz, cerca de Hannover. Hijo de un pastor luterano que se ocupé personalmente
de la educacion de su hijo durante los primeros anos y lo instruyé en materias como
aritmética, geometria e historia.

Riemann queria seguir los pasos de su padre y estudi6 filosofia y teologia en Gottin-
gen, pero los cursos que siguié del gran Gauss le llevaron muy pronto al estudio de las
matematicas. Incluso redacté su tesis doctoral bajo la direccién de Gauss.

Estudié un ano en Berlin con insignes matematicos como Jacobi, Steiner, Eisenstein
y con el que (posiblemente) tuvo una influencia decisiva en sus investigaciones relativas a
la teoria de los nimeros, nos referimos a P.G.L. Dirichlet.

Riemann fue uno de los fundadores de la teoria de las funciones analiticas. Hizo
contribuciones importantes en materias como geometria, fisica matemaética y muy espe-
cialmente en teoria de los niimeros, por las notables consecuencias que ha tenido su famosa

hipétesis [32]. Las paginas que siguen sélo pretenden ser un breve esbozo de algunas de las

5 h
LiindildF Winire

Figura 1: Bernhard Riemann
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Figura 2: Biblioteca de la Universidad de Gottingen (alrededor de 1854)

propiedades relativas a la denominada funcién zeta de Riemann y su relacién con ciertos

problemas de la teoria de los niimeros.

2 De Euler a Riemann

Desde Euclides (ano 300 a. C.) se sabe que la sucesién de nimeros primos es infinita.
En 1737 Euler demostré que ) 1/p, diverge, lo cual conduce a otra demostraciéon de
la existencia de infinitos niimeros primos. Uno de los méas notables descubrimientos de
Euler fué la siguiente férmula Y >°, n~? = 7%/6. La observacién de Euler (1749) de que

el producto

(2.1) [[a-pr3"=> 07 s>1

donde p recorre todos los niimeros primos p y n los naturales, sera el comienzo de las
investigaciones de Riemann en esta direccion.

A Riemann la férmula de Euler le parecié realmente admirable. Entre los mas de
100 anos que hay desde el descubrimiente de esta féormula por Euler y el interés de Rie-
mann por ella, la mayoria de los matematicos la consideraban como una mera curiosidad.
Resulta dificil ver como esta representaciéon en producto puede ayudar a establecer un
planteamiento analitico para la funcién 7(z), esto es, la cantidad de nimeros primos en
el intervalo [1, z]. La distribucién de los primos es realmente obstrusa.

Riemann se interesd, entre otros temas, por la distribucion de los niimeros primos. Se
plantean inmediatamente numerosas preguntas como son: existencia de infinitos niimeros

primos; determinacion de féormulas que permitan obtener los niimeros primos; distribucién
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de los mismos en otras sucesiones distintas de la de nimeros naturales; medida de los
intervalos entre dos primos consecutivos; etc.

En 1849 A. de Polignac conjetur6 que para todo ntimero par 2n habia infinitas parejas
de primos cuya diferencia era 2n. El caso n = 1 corresponde a la famosa conjetura de
los primos gemelos. La pregunta que nos hacemos aqui es ; existen infinitos primos p,
tales que p + 2 sea también primo?. Una caracterizacion de los primos gemelos la da
Clement [7]. Sea n > 2, los enteros n y n + 2 forman un par de primos gemelos si y sélo
sid[(n—1D!+1]+n=0 (mod n(n+ 2)).

Para cada = > 1, denotamos por m(z) al nimero de primos p < z tales que p + 2
es a su vez primo. La conjetura es que my(x) — oo cuando z — oco. V. Brun obtiene los
primeros resultados no triviales relativos a esta conjetura (ver [29]) y demuestra que la
serie > 1/p, restringida a los primos gemelos es convergente.

Legendre y Gauss se interesaron por el problema de establecer la cantidad de niimeros
primos que hay en un intervalo [1, x]. Legendre afirmaba que para valores suficientemente
grandes 7(x) es aproximadamente igual a z/(logx — 1,08366).

Independientemente de Legendre, Gauss (1792), calculando la cantidad de nimeros
primos consecutivos que hay en cada mil nimeros de la sucesion natural, afirmaba que
7(x) se diferencia relativamente poco de la integral

f; dt/logt. Practicamente las hipdtesis de Legendre y Gauss se expresan por las
férmulas

Todt
° m(z) ~

m(x) ~

Esta ultima integral es denotada usualmente por Iz . Aplicando integracién por partes

log x’ , logt

el li x se demuestra que

. /x dt x 2 N /‘” dt x
1T r = = — ~

5 logt logx log2 5 log’t logz
lozm’

Chebyshev (1851) demuestra las desigualdades 0.92 < x;rl(:g)x < 1.11 y deduce que si

, entonces debe ser la unidad

asi que 7(z) ~li x y w(x) ~ x — 00 son equivalentes.

7 (x)
z/logx

existe el limite cuando z — oo de

(2.2) lim 71087 _

T—00 €T

L,

(en el supuesto de que dicho limite exista). Es decir que se cumpliria la equivalencia
asintética siguiente w(z) ~ x/logz, r — oo. Esta conjetura es la que conocemos
como Teorema de los numeros primos, sobre la densidad de estos entre los naturales.
La existencia del limite la demostraron Hadamard y de la Vallée Poussin independien-
temente uno de otro en 1896, mediante las ideas desarrolladas por Riemann relacionadas
con la funcién ((s) para valores complejos de s. Con ello quedaba completamente de-

mostrada (2.2): la ley asintética de distribucién de los nimeros primos. Pero que se
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verifique (2.2) o su equivalente, sélo nos dice que 7(z) = = + (). Nos queda por lo

T
log x

tanto un resto R(z) = 7(z) — que hay que precisar.

Riemann observé que el orden de la diferencia de m(x) — li(z) depende de la ubicacién
de los ceros de la funcién ((s) en la franja critica 0 < Re s = o < 1.

En su memoria de 1859, Riemann estudia la funcién ((s) definida en {s € C : Re(s) >
1} por la serie arménica generalizada ((s) =Y~ n™°, s=o0+it,0,t € R. N. Oresme
ya habia demostrado que (1), la propia serie arménica, diverge. Sabemos asi que esta
serie es convergente en la regién dada y en Re(s) > 0 > 1 la serie estd dominada término
a término por la serie absolutamente convergente >~ n~® por lo que, segtin el criterio
de Weierstrass converge uniformemente en {s € C: Re(s) > ¢} y representa una funcién
holomorfa en {s € C: Re(s) > 1}.

La conexién fundamental entre la funcién ((s) y los nimeros primos esta dada por
(2.3) () =]J[{1-p}" s>1
p

donde el producto esta tomado sobre todos los niimeros primos p.

En efecto : Si cada uno de los factores {1 —p~*}~! de la derecha de (2.5) lo escribimos
mediante el desarrollo 1 +p~*+p~2°+. .., entonces el producto de los factores extendido
a los primos p < N se puede escribir como suma de los términos de la forma n~° siendo
n divisible tinicamente por los primos p < N. Pasando al limite obtenemos (2.3).

Veremos algunas de las propiedades que la funcién ((s) verifica, considerando ((s)
para valores complejos de s.

(a) La primera de ellas es que la férmula (2.3) es vélida para todo s complejo
del semiplano ¢ > 1, siendo ademés el producto infinito absolutamente convergente en
dicho semiplano. Como consecuencia, ya que ((s) es un producto de factores no nulos
absolutamente convergente en o > 1, deducimos que ((s) # 0 en ¢ > 1. Es decir, ((s) no
tiene ceros en el semiplano o > 1.

(b) La version discreta de la integracién por partes, llamada férmula de sumacion de
Abel nos va a proporcionar una versién integral de la funcién ((s) en el semiplano o > 1.

Sea a(n) una funcion aritmética, a : N — C y sea f(t) una funcion con derivada

continua en el intervalo [zo,x]. Definamos A(t) =3, ., a(n) entonces

(2.4) S o)) = A@)f(x) ~ Alwo)flao) — [ A@S O

zro<n<z Zo

Algunos ejemplos relacionados con la funcién ((s) se obtienen considerando f(x) = 27y

la funcién aritmética a(n) = 1, u(n), |u(n)|, A1(n) = A(n)/logn, A(n), tal que la funcién

“() giendo w(n) el nimero de factores primos distintos del

w(n) se define por u(n) = (—1)
nimero n y u(n) = 0 si n es divisible por un cuadrado. La funcién A(n) es nula salvo

cuando n es una potencia de un primo p en cuyo caso A(n) = logp.
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Las expresiones correspondientes de A(x) son [z], M (z), Q(x), II(z), ¥ (x) [x] denota
la parte entera de x, M (z) es la funcién de Mertens (1897), esto es, la funcién sumatoria

de pu(n), Q(x) cuenta los nimeros libres de cuadrados en [1, ] y
(z) = 7(z) + (1/2)7w(x?) + (1/3)m(z'/3) + . ..

y por tltimo ¢ (x) que es la funcién de Chebyshev ¢(z) =3 _ A(n).

Entonces si hacemos tender x a oo y Re s > 1, resulta

que en todos los casos mencionados se puede acotar de forma trivial A(z) < x por
lo que el limite lim, .., A(x)f(z) = 0. Se obtienen entonces las formulaciones integrales
correspondientes a las funciones siguientes ((s), 1/¢(s), ¢(s)/¢(2s), log((s), —¢'(s)/{(s)

por ejemplo en o > 1 se tiene

Y
(2.5) ((s) = s/1 xsﬂd:}:.
La siguiente propiedad muestra la estrecha relacién entre ((s) y n(z). Para o > 1 se
verifica
> _n(@)
2.6 1 = —————dx.
(2.6 og(s) = s | T s

El teorema del ntimero primo puede obtenerse invirtiendo esta relacion, esto es, re-
solviendo la ecuacién para 7(z). Entonces, aparece 7(z) como una integral sobre (log ((s))/s,
aunque la integral resultante es algo dificil de evaluar.

Si en (2.4) consideramos por funcién a(n) el cardcter x(n) de Dirichlet estaremos en
el caso de las L-funciones, L(x, s).

(c) Siseguimos avanzando en el plano complejo nos encontramos con las investiga-
ciones de Hadamard y de la Vallée Poussin que demostraron que

¢(1+4it) # 0, para todo t € R.

(d) Podemos extender ((s) al semiplano o > 0, asi se comprueba que ((s) es analitica
en o > 0 salvo en s = 1, y se representa en dicho semiplano por la relacion

(2.7) ((s) = 2=~ s/loo iﬂd:p

donde {z} indica la parte fraccionaria de x. De esta expresién precisamente, vemos que
el residuo de ((s) en s = 1 es la unidad y como consecuencia resulta que ((s) admite un
desarrollo en serie de Laurent de la forma siguiente
1
(2.8) C(S):S_—l+70—|—71(s—1)+72(S—1)2+...
donde v = v = 0,5772157 ... es la constante de Euler y
C(=DF 1., log"™' N
M= ]\}I_I)I;O Zﬁlog n—ﬁ ,Vk € N.

n<N
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(d) Todavia podemos prolongar analiticamente la funcién ¢(s) a un semiplano mayor.
Obtenemos que para ¢ > —1, la funcién ((s) es analitica, salvo en el polo s = 1, y admite
la representacién

(2.9) ((s) = ! +1—s/1mwda:.

s—1 2 s+l

3 Hipodtesis de Riemann

Segin hemos mencionado al principio, vemos que las cuestiones relativas a la distribucion
de numeros primos estan estrechamente relacionadas con las propiedades de la funcion
(s)=> n*s=0+ito,teR

Riemann, demostr6 que ((s) se puede prolongar analiticamente a todo el s-plano
complejo, resultando una funcién meromorfa con un tnico polo simple en el punto s = 1
de residuo 1.

Teorema. La funcion ((s) es analitica para todo valor de s salvo s = 1, donde

existe un polo de la funcion de residuo 1. Se satisface la ecuacion funcional

(3.1) C(s) = 25"~ 18111(7; T(1— s)C(1 — 5).

Esta ecuacién se puede demostrar usando varios métodos, algunas de las demostra-
ciones pueden encontrarse en el libro de Titchmarsh. Una de ellas depende de la féormula

de sumacién de Euler. Otra depende de la férmula de sumacién de Poisson

(3.2) Z f(n Z/ f(z) cos 2mnxdx.

n=—oo n=—oo
Una demostracion original de Riemann (entre otras), parte de la relacién

1

o 1
/ p2s e gy =T(=s)n n 2%
0 2

Lo que conduce a

1 oo
(3.3) C(s) = ﬂ%sr—l(és)/ () de, (0> 1).
0
Para x > 0, se sabe que 20(x) + 1 = % (26(1) + 1) siendo 6(z Z e De (3.3) se
n=1
deduce
HrGs) = s+ [ @ theta(o)d
m 55 =R x T eta(z)dx

y la integral converge para todo s, asi la férmula se verifica, por prolongacion analitica,
para todo valor de s. Cambiando a la derecha s por 1 — s se obtiene la ecuacion funcional
en la forma

1

(3.4) R D) (s) = m T — 2901 ).
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La ecuacién funcional se escribe también en la forma ((s) = x(s)((1 — s) s = o + i,
s,s—1 TS s—1
(3.5) X(s) =2°7°" " sin(— 5 (1 —s)=n"2—2—=2-

y x(s)x(1—s) = 1si &(s) = $s(s — 1) 2T(£)((s), entonces se verifica £(s) = (1 — s)

siendo I'(s) la funcién Gamma de Euler, que en forma integral es
[(s) = / e 't571dt, Re s> 0.
0

El propio Euler obtuvo un caso particular de la ecuacién funcional y evalué ((s) para
s entero positivo par y para s entero negativo impar. (ver Ayoub [2]).

De la la ecuacién funcional se deduce que en el semiplano Re s < 0 la funcién ((s)

solo tiene los ceros triviales s = —2n, n € N. Para valores enteros de s sabemos que
¢(0) = —1/2 y para m entero no nulo resulta ((—2m) = 0; ((1 —2m) = (71%%,

(m=1,2,3,...)donde los coeficientes B,, son los del desarrollo

s 1 Blg 324
_1_ g2t
es—1 2+2' 40

st ., |s| < 27

Asi queda por estudiar la parte mas problematica del plano, la denominada franja
critica, 0 < o0 < 1, t € R. Riemann en su memoria afirma

(1) ¢(s) tiene infinitos ceros complejos que estén en la banda critica, que son simétricos
respecto de las rectas Re s =0 =1/2,y Im s = 0.

(2) Si denotamos por N(T) al niimero de ceros de ((s) en el rectangulo 0 < Re s < 1,
0<Ims<T,entonces N(T') = (T/2m)log(T/27) — (T'/27) + O(log T').

(3) La serie >_ |p| 2 converge mientras que la serie Y |p| ™! es divergente. La sumacién
se extiende a todos los ceros complejos p = 3 + iy de ((s).

(4) La funcién entera £(s) = (1/2)s(s — 1)m~(/25T(5/2)((s) se puede escribir en la

forma
(3.6) £(s) = ePs H{l (s/p)}es’r

donde A, B son constantes. El producto es absolutamente convergente y estd tomado
sobre todos los ceros complejos de ((s).

(5) Todos los ceros complejos de ((s) estéan en la recta Re s = 1/2.

(6) Para 2 > 1, la funcién I(z) = Y ., = verifica II(z) = 7(x) + O(y/z). Riemann

conjetura que para r no entero

(3.7) M(z) = li(z) = Y li(a”) + /2 h e f?mogu ~log?2

siendo li(z) es el logaritmo integral, [ dt/logt y 3 |p|™ = limp oo 35 <y 0] 7>
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Las cuestiones (1), (3), (4) las demostr6 por primera vez Hadamard

[11]-[12] y fueron muy importantes en las primeras demostraciones del teorema de los
ndmeros primos. La (2) fué demostrada por Mangoldt ([26]) en 1895, y mds precisamente
en 1905. Hardy [13], en 1914, demostré la existencia de infinitos ceros en la recta Re s =
1/2. La tnica afirmacién abierta es (5), que es la conocida como Hipdtesis de Riemann.
El primer paso a su demostracién se debe al propio Riemann, quien demostré que ((s)
tiene infinitos ceros en la recta Re s = 1/2 y que casi todos los ceros de la funcién estan
proximos a esta recta. Pero Riemann no publicé sus resultados y fué Siegel, en 1935, el
que lo descubrié entre los papeles inéditos de Riemann.

En 1900 Hilbert colocé el problema (5) en la lista de los problemas mdas importantes

con los que deberian enfrentarse los matematicos.

4 Ceros de la funcién ((s)

En el estudio de los ceros de la funcién zeta, consideramos tres aspectos, a) el nimero
de ceros que hay en un rectangulo de la franja critica, b) la magnitud de los intervalos
entre ceros consecutivos de la linea critica y ¢) la obtencién de regiones de la franja critica
donde ((s) # 0.

a) Hipétesis de Lindel6f e hipétesis de densidad. En relacién con la funcién
zeta de Riemann, Lindel6f conjetura que ((1/2+it) < |¢|° siendo ¢ — 400 y € un nimero
positivo arbitrariamente pequeno.

En 1912, Littlewood [24] probé que la conjetura de Riemann implica la de Lindeldf.
El reciproco es falso.

Denotamos por p los zeros complejos de ((s), y N(«,T) al niumero de tales ceros p,
tal que 0 < Im p <T,Re p = 0 > «a siendo 1/2 < a < 1. Una condicién necesaria y
suficiente para que la hipétesis de Lindelof sea cierta es que se verifique N(a, T + 1) —
N(a,T) = o(logT) cuando o > 1/2, T' — +o0, ( vease Backlund [3] y Littlewood [23]).

Littlewood probé que para 1/2 < a < 1 la siguiente estimacién

T 1

N(o,T 1
0T < e =1

es valida uniformemente respecto de o.
Selberg [33], obtiene una estimacién uniforme respecto de o en el intervalo 1/2 < o < 1

que rebaja el exponente de T respecto a la de Littlewood,
N(o,T) < T2 log T.

Las estimaciones de N(o,T) son importantes en la aplicacién a la resolucién de ciertos
problemas. En la conjetura de Bertrand, Chebyshev demostré un resultado mas fuerte

pues probé que en el intervalo (z, 2+ h] hay un nimero primo si z > xgy h > %x A partir
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de esto la pregunta siguiente es clara. ; Como de pequeno puede ser h = h(x) de forma que
se siga cumpliendo el postulado de Bertrand? Se comprueba que si se estudia la diferencia
(x4 h)—1(z), h < x, entonces la demostracién de que en el intervalo (z, z 4 h] haya un

nimero primo, depende de la comprobacién de que la suma E log p sea positiva, con

z<p<z+h
lo que se podra afirmar que el intervalo de sumacién es no vacio. Dicha suma depende

a su vez del nimero de ceros complejos en un rectangulo, por lo que este problema nos

lleva a la necesidad de tener estimaciones de N(o,T) de la forma
(4.1) N(o,T) < T 1og" T, 1/2<0<1

(a,b constantes absolutas positivas, a > 2), uniforme en sigma. La estimacién (4.1) con
a = 2, se conoce como

Hipotesis de densidad.

Si la hipdtesis de Riemann es cierta, entonces N(o,T) = 0, para o > 1/2.

b) Intervalos entre ceros consecutivos. Una de las cuestiones que se plantean, es
estudiar como estan distribuidos los ceros en la linea s = % +it,t € R.

Por ello se busca estimar la diferencia entre las partes imaginarias de ceros consecutivos
de dicha linea. Sea t,, la parte imaginaria del n-ésimo cero de la funcién ((s) de la forma
% +it,t > 0, tal que 0 < t; < t3.... Por ejemplo, los primeros valores de ¢; con seis

decimales son
t1 = 14.134725,t, = 21.022040, t3 = 25.010858, 4, = 30.42487666, t5 = 32.935062,

te = 37.586178,t7; = 40.918719, tg = 43, 327073, tg = 48.005151, t19 = 49.773832 ,

(Haselgrove-Miller [16], dan los 1500 primeros ceros con seis decimales). Sea
0 = inf{a > 0;t,41 — t, < t0}

asi que t, .1 — t, < t%7¢ para cada € > 0 y n > ng(e). Hardy y Litllewood obtuvieron la
estimacién con 6 < i en 1918. Su estimacion no se mejor6 hasta 1976 cuando J. Moser
27] y R. Balasubramanian [4] obtienen § < §. A.A. Karatzuba [20] la obtiene con § < 2.

A. Ivic [19], demuestra que 6 < 0,15594583... < %, lo que mejora la estimacién de
A A karatzuba.

c) Regiones libres de ceros y método de Vinogradov. Una forma de abordar
el problema (5) por numerosos matematicos ha sido obtener regiones de la franja critica
0 <o <1, teR, cada vez méas amplias donde ((s) # 0. Ch. de la Vallée Poussin (1898)

demostré que ((s) # 0 en el dominio

A
4.2 >1—- — A .
(42) Beszl-iamvay 470
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En 1922 Littlewood mejoré el resultado anterior demostrando que la funcién ¢(s) no tiene
ceros en

Aloglog |t|

4.3 Res>1-—
(43) ©re log [t

: t| > €.

Es evidente que la constante A no es la misma en cada caso. En 1936 Chudakov obtiene

para [t| > 3, la regién libre de ceros

A
log®* [t|(log log [¢[)3/4

(4.4) Re s >1—

El método de Vinogradov-Korobov de estimacion de integrales exponenciales nos per-

mite obtener regiones libres de ceros. Sea H™ el hipercubo unidad n dimensional (0, 1]™.

Para cada n-tupla b = (by,...,b,) de enteros b;, sea Ji (b, P) el nimero de soluciones
de

k
(4.5) Z(:c{—a:i“):bj,lgjgn,lgxl,...,xgkgP

i=1

y sea S(a, P) =3 _pe(az + ...+ a,z"). Entonces

Jen(b, P) = / |S(a, P)|**¢(—a - b)da

n

donde a-b = a;by + ...+ a,b,. Es facil ver que
(4.6) Jen(b, P) < Jipn(0, P) = Ji 0 (P).

El primer paso en el método de Vinogradov-Korobov es obtener una estimacion para
Jin(P), hallando una cota superior para el nimero de soluciones del sistema de ecuaciones,
cuando b = 0, lo cual después de las investigaciones de Linnik, Karatzuba y Korobov se
comprueba que equivale a calcular el nimero de soluciones de un sistema de congruencias.
Esta cota de Jy ,(P) se conoce como Teorema del valor medio de Vinogradov.

El segundo paso es aplicar el Teorema del valor medio de Vinogradov para estimar
sumas de la forma > _, ™/ [ = (a,b], donde f es una funcién real de variable
real continuamente diferenciable cierto ntimero de veces. Obsérvese que si se elige la
funcién f(z) = —5-tlogz, t > 0 entonces se tiene la suma Y., n~ I = (a,b]. Como

consecuencia obtenemos estimaciones en sumas del tipo

d onm 0<o<1,t>0

a<n<b

de la cual se deduce una region libre de ceros del tipo

C((s)#0,si Res>1-— t>t(th >2), a<l.

log“t’
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que es mejor que la de Littlewood. Refinando el método se obtiene la mejor regién libre
de ceros conocida.

Ivic [19], da el siguiente teorema: Eziste una constante n > 0 tal que para 1—n < o <1
uniformemente en o se tiene

3/2

(4.7) C(o +it) < 120" 1og?3 ¢, (t > ty).

Este resultado implica ¢(1+it) < (logt)*? demostrado en 1958 por Korobov [21] y Vino-
gradov [35]. Lamejor regién libre de ceros conocida por ahora o > 1—C(logt)~??(log logt)~'/3,
t > 3. Su demostracién puede encontrarse en el libro de Walfisz [36] y el resultado es de-
bido a H.E. Richert, (ver pag.226 o también en Ivic [19]). La estimacién anterior atin

siendo la mejor, esta todavia muy lejos de la hipotesis planteada por Riemann.

5 Algunos problemas relacionados con la hipdtesis de Riemann

Ya hemos visto la estrecha relacién que existe entre ¢(s) y la funcién w(z). Veremos aqui
que, si se supone cierta la hipétesis de Riemann, entonces, se obtiene la mejor estimacion

posible para los intervalos entre dos primos consecutivos.

(a) Hipdétesis de los primos consecutivos. La cuestién ahora es: scomo estan dis-
tribuidos los niumeros primos? La distribucién de los niimeros primos es extremadamente
irregular. Conociendo el n—ésimo nimero primo p,, ;, cuanto tengo que avanzar en la
sucesion natural hasta encontrar otro nimero primo p,.17 Esto nos lleva a la conocida

como hipoétesis de los primos consecutivos. Dados dos primos consecutivos sde qué orden

es su diferencia? Para los intervalos entre dos niimeros primos consecutivos, se obtienen
estimaciones asintéticas del tipo pny1 — pp < p&(logp,)? con 0 < a < 1, 3> 0.

La hipétesis de Lindelof implica la estimacion para la diferencia de primos consecutivos
Pra1 — Pn K p}/ e para cada € > 0 y n suficientemente grande.

C.J.Mozzochi [28] demuestra (sin hipétesis) p,1 — pn < p?, 6 = (11/20) — § donde
0 < ﬁ = 0,547395833. ... Pero si la Hipétesis de Riemann es cierta, se cumple la mejor
estimacién siguiente

Teorema. Si la Hipdtesis de Riemann es cierta entonces se verifica la estimacion
Pt — P < il > log po.

Este es el mejor resultado que se tiene en este problema suponiendo la Hipdtesis de
Riemann.

(b) Distribucién de los nimeros primos. Obtener mayores regiones libres de ceros
de ((s) conduce a mejores estimaciones de varias funciones conectadas con la distribucién
de los niimeros primos. La evaluacion mas precisa del término error depende precisamente
de esas regiones libres de ceros de ((s), cuanto mayor es la regién mejor es la estimacién

de la diferencia | (z) — x|; |7(z) — li(z)].
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Gran numero de problemas se pueden formular mediante las funciones de Chebyshev
Riemann establecié sin demostracion en 1895, una féormula mediante la cual se rela-
ciona 1 (x) con cierta suma sobre los ceros complejos de la funcién zeta, esto es

P 1 1
(5.2) P(z) :x—zp:% —log 27 — 37~ §log(1 —17?)
siendo 7y la constante de Euler, (z > 1,2 # p™) y que demostré H. von Mangoldt en 1895.
La suma se extiende a todos los ceros complejos de ((s) y
xf xf
Z — = lim —.
P T—o0 P

P [Imp|<T

La forma truncada de E. Landau es la que se usa en la practica para muchas de las

investigaciones,

P x
(5.3) Y@)=x— Y = +0(x(logaT)’) + O(log x).
p T
[Imp|<T'
La propiedad de Hadamard y de la Vallée Poussin: ((s) # 0 en
la linea Re s = 1 junto con (5.2) implican que ¢(x) ~ x, cuando x — oo esto es, una
forma equivalente de la ley asintética de distribucion de los nimeros primos. Se ha de
estimar la diferencia ¥ (z) — x, (x) — x, o equivalentemente 7 (z) — li(z).
Teorema. La hipotesis de Riemann aplicada aqui nos da las estimaciones

(5.4) U(z) =z + O(Vrlog’z), / —+O (Vxlogx).

logt

Prescindiendo de la Hipétesis de Riemann y utilizando la mejor region libre de ceros

de la funcién zeta en la franja critica se deduce

(5.5) U(z) =z + O(zexp{-Cd(z)})

1/5

donde C es una constante positiva y §(z) = (logz)3?(loglogz)~ Sin hipétesis de

Riemann (5.5) es la mejor estimacion conocida de ¥ (x). La férmula se debe a H.E.
Richert y A. Walfisz ( [36]).

Asi mismo para el nimero de primos p < x se verifica
(5.6) m(z) = li(x) + O(xexp{—Cé(x)}).

(c) Funcién de Mdbius e hipétesis de Mertens. Consideremos la funcién de

Mertens M (z), esto es, la funcién suma de los coeficientes de la serie de Dirichlet




que evidentemente converge en o > 1. Nos preguntamos ahora por dos cuestiones: (i) la
acotacion de M(x), (ii) posibilidad de convergencia de la serie en un semiplano mayor
Respecto al primer problema es conocido que, sin restricciones de hipdtesis de Riemann

o Lindelof se verifica

(5.8) M(z) =) p(n) < wexp{—Cd(x)}
n<z
con 6(x) definida como en (5.5).

Respecto al segundo problema, mediante la férmula de inversion para las series de
Dirichlet (férmula truncada de Perron), se demuestra que (5.7) es ademads vélida en todos
los puntos de la linea o = 1.

Lema. Sea F(s) = > " a(n)n™%, absolutamente convergente en el semiplano Re
s > 1. Supongamos que |a(n)| < C¥(n), C > 0 y siendo la funcion V(x) mondtona

creciente para x > xo. Sea ademds
o
a(n 1
> <
n=1

cuando 0 — 1+ 0 para algin o > 0. Si w =wu+ v (u y v reales) es arbitrario, b > 0,

T>0,u+b>1, entonces

1 b4+1T S
Zm:—_/ F(s—i—w)x—ds—{—
— nv 21t Jy_ir S

+O(@T Hu+b—1)"*) + O(T " (2z)x' *log 2x) + O(¥(2x)x "),

y la estimacion es uniforme en x, T, b y u con tal que b y u esten acotados.
En [34] se puede ver la férmula desglosada segin que z sea entero o no. Aplicando el

Lema a la funcion generatriz de la funcién de Mobius tenemos

w(n) 1 / AR B o log x
_ T+ +0E )40 .
v " 2m ), Cerw) s e O H O

n<x

Del teorema de los residuos y las acotaciones en la region libre ceros de la funcion zeta se
deduce

Teorema. Se verifica la relacion

1 o opln)
ORDIRT

n=1

en todos los puntos de la linea o = 1.

En particular resulta que

Mg
=
15
[l
o

S
Il
—



Mangoldt demuestra que esta serie es nula utilizando el teorema del niimero primo. Tam-

un) _

bién se verifica el reciproco: es decir que >~ 0 implica

(5.9) lim M)

T—00 T

=0,

y esta es una de las numerosas formas equivalentes del teorema del niimero primo.

Pero si se supone que la Hipdtesis de Riemann es cierta entonces se mejoran consid-
erablemente ambas propiedades. Por un lado se cumple

Teorema.  Para que la hipotesis de Riemann sea cierta, es condicion necesaria y

suficiente que se verifique la estimacion
(5.10) M(z) < xt/?*e

para cada € > 0.

Obsérvese que hemos pasado de la estimacion M (z) = o(x), x — oo auna estimacién
(5.10) mucho mas precisa. En cuanto a la convergencia de la serie, utilizando el Lema
anterior con a(n) = pu(n), F(s) =1/{(s) , b > 1 obtenemos

,LL(TL) 1 /b+iT 1 s .Tb
) _ 2 - Ty 2y
nw 27 Jy_ir C(s+w) s o +O(Tb)

n<x

La aplicacién del teorema de los residuos en el rectangulo de vértices (b+iT, 1/2—o+0+iT)
donde 0 < 0 < 0 — 1/2, y teniendo en cuenta que si la hipdtesis de Riemann es cierta
entonces ((s) < t¢, 1/{(s) < t¢ para cada s con ¢ > 1/2 y eligiendo b = 2, T = 23,

resulta que si suponemos cierta la hipdtesis de Riemann la serie y - ju(n)n~*

converge
en el semiplano o > 1/2. Como consecuencia resulta que

Teorema. La serie Yy, p(n)n~* converge para o > 1/2 si y sdlo si la hipdtesis de
Riemann es cierta.

La hipdtesis de Mertens sobre M (x), establece que |M(x)| < \/x obsérvese que esta
hipétesis es mas fuerte que la de Riemann, de hecho la hipétesis de Mertens implicaria la
de Riemann. Pero la hipétesis de Mertens fué rechazada en 1985 por Odlizco y Riele [30]

quienes probaron que

M(x)

M
lim sup —== > 1,06, lim inf (z)

00 x T—00 \/E

(d) Problema divisor de Dirichlet e hipétesis de Lindel6f. En los problemas

< —1,009.

divisor se estudian las funciones aritméticas que son coeficientes de series de Dirichlet
generadas por (?(s), ¢¥(s), k > 2. Estas funciones son d(n) = ds(n) que denota el nimero
de divisores positivos de n y estd generada por (?(s).

La funcién dy(n) esta generada por ¢¥(s), k > 2 y representa el ntimero de formas de
expresar n como producto de k factores de enteros positivos. El caso k = 3 es conocido

como problema de Piltz.
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El problema divisor de Dirichlet trata de la estimacién del término error Ag(x), k > 2

para la funcién sumatoria de di(n). Cuando k = 2 se tiene

Z d(n) =xlogz + (2v — 1)x + A(x).

n<x

De la férmula de inversién para series de Dirichlet, obtenemos la relacién

b+ioco
5.11 di.( F)ats™lds, b>1
(5.11) ; k() =5 /b_ioo C"(s)x®s™ds, b>

con la condicién de z no entero y siendo ¢*(s) = >>°, dx(n)n*,0 > 1. Asi se obtiene

> di(n) = 2P_i(log z) + Ag(x)

n<x
donde P,_1(t) representa un polinomio en ¢ de grado k—1 y que se puede calcular mediante
el teorema de Cauchy de los residuos. El término error estd dado por

(5.12) Ag(z) = L /C N CF(s)z*s™ ds + O(z)

270 J eioo

para 1/2 <c <1,y Ag(x) = o(x), cuando x — oo.

Para k£ > 4 la estimacién del término error depende de las estimaciones de la funcién
zeta, y para los valores de k = 2,3, las mejores estimaciones se han obtenido por otros
métodos diferentes.

Para el término error, el propio Dirichlet demuestra que cuando k = 2 es Ag(z) < /.
Una extensiéon del método de Dirichlet da la estimacion para Ag(x) siguiente Ag(x) <
' logh 2

Sean ay, O el infimo de los niimeros ay, by respectivamente para los cuales
(5.13) A(z) < 29+, / A2(y)dy < o'+t
1

Para todo k > 2 se verifican las de51gua1dades L < B < ay,.

Problemas relacionados con Ag(z) se pueden formular en funcién de los parametros
ayg, . Por ejemplo, la condicion necesaria y suficiente para la certeza de la hipdtesis de
Lindeldf es que By, = k=2,3,... (ver Titchmarsh [34]).

Para ay la mejor estimacion es la obtenida por Huxley ([17]), asi por ahora es conocido
que 1/4 < ap < 23/73.

Condiciones necesarias y suficientes alternativas para que la hipétesis de Lindelof sea

2k’

clerta son

T
1
(5.14) / |<(5 +ait)[Rdt <oy T, €>0,k=1,2,...)
1
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( aqui la notacién <, significa que la constante implicada depende de ¢, k.)

T
(5.15) / IC(o +it)|*dt e T, (0>1/2,e>0, k=1,2,....

1

1 r S 12k G 2 2
(5.16) T/l 1C(o +it)[*dt = (1 —i—o(l));dk(n)n g
(0>1/2,k=1,2,...)
(5.17) F(s) = Y di(m)n™* +O(|t] )
n<|t]

para cada entero positivo k 'y o > 09 > 1/2, donde A = A(k,0,00) >0y 0 < <1esun

numero cualquiera fijado.

(5.18) Dy(x) =) di(n) = 2Py (logz) + O(2'/**) k > 2.

n<x
6 Hipotesis de Riemann generalizada

Conocida la existencia de infinitos niimeros primos en la sucesiéon natural, la siguiente
cuestion que surge es § siguen existiendo infinitos ntimeros primos si nos restringimos a
una sucesiéon de nimeros de la forma h + kn,n = 0,1,2,..., con h, k enteros, k entero
positivo 7

La respuesta nos la da un importante teorema de Dirichlet que afirma que cualquier
progresién aritmética del tipo anterior con la condicién de que (h, k) = 1 contiene infinitos
nimeros primos.

En los problemas de distribucion de los niimeros primos en progresiones, desempenan
un papel andlogo a la funcion Zeta, las L-funciones de Dirichlet.

— x(n)

(6.1) L(s, x) =

n=1

donde x(n) es un cardcter respecto del médulo k. Un cardcter, es una funcién no

idénticamente nula, definida en Z, que es completamente multiplicativa, esto es x(mn) =

x(m)x(n), Vm,n € Zy ademads es periédica de periodo k. Un caso especial, es el llama-

do carécter principal respecto del médulo &, x1(n) = 1si (n,k) = 1 yes cerosi (n, k) > 1.

La L-funcién corespondiente L(s,x1) es una funcién meromorfa, con un tnico polo de

primer orden en s = 1, de residuo ¢(k)/k; ¢(k) = card{n <k, (n,k) = 1}. En los demds
casos la L-funcion es entera.

Hardy y Littlewood enunciaron la hipdtesis segiin la cual, todos los ceros no triviales

de L(s,x), en la franja 0 < Re s = 0 < 1 estan situados en la recta 0 = 1/2. Esta es la

hipotesis de Riemann generalizada.
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Para las L-funciones de Dirichlet se verifica una identidad analoga a la de Euler para

la {(s), esto es, en Re s > 1 se tiene

L(s,x) = [ J(1 = x(p)p~) "
p

Cuando y es el cardcter principal tenemos L(s, x1) = ((s) [[,,(1—p~*). En particular
L(s,x) # 0 cuando Re s > 1. Si x # x1, resulta que max,>1 | Y, ., x(n)] < % Por el test
de Dirichlet se tiene que la serie L(s, x) converge en Re s > 0.

Basandose en las propiedades de las L-funciones, Dirichlet, demostré en 1837 que
la condicién necesaria y suficiente para que en una progresion arimética h + kn existan
infinitos niimeros primos, es que h y k sean primos entre si.

Posteriormente Ch. de la Vallée-Poussin demostro que

1 Todt
6.3 7rgj;h7k; — 1:_/ + O(ze=° log
(©3) b= 5 1= [ g O
p=h (_mod k)

donde ¢ es una constante que sélo depende de k. A. Walfisz mediante un teorema de
Siegel demostrd que la férmula asintética anterior es uniforme en 3 < k < log® z, donde
a > 0 es arbitrariamente grande y ¢ > 0 una constante absoluta.

Pero si la hipotesis de Riemann generalizada es cierta, entonces la estimacién que se
obtiene es mucho mas precisa

(6.4) m(x; h, k) = .

o(h)log = + O(Vzlogx),

analogamente para la funciéon de Chebyshev se obtiene

(6.5) Plahk) = X AW = s+ O(Valog' o),
n=h (Snfod k)

siempre que k < x.

Existen otros problemas en los que influye decisivamente la hipotesis de Riemann
generalizada. Veamos para terminar estas notas, uno muy importante que por el momento
sigue abierto.

En una carta de 1742 a Euler, Goldbach le expresa su creencia de que

(G) Cada entero n > 5 se puede expresar como suma de tres primos. Goldbach
consideraba 1 como nimero primo.

A lo que Euler contesta a Goldbach, eso se puede ver facilmente que es equivalente a
lo siguiente

(E) cada entero par, 2n > 4, es la suma de dos primos.

Observese que si (E) es cierta y si 2n > 6 entonces 2n—2 > 4 por lo que 2n—2 = p;+po,
con py, pe primos asi 2n + 1 = 3 + p; + po.
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Figura 3: Memorial de Riemann (Breselenz)

Reciprocamente si (G) es cierta y 2n > 4 entonces 2n + 2 = py + py + p3 con py, P2, p3
primos, entonces necesariamente uno es 2 por ejemplo p3. De donde resulta que 2n =
p1 + p2. | P. Ribenboim (1989)]

En la actualidad permanecen abiertas las conjeturas conocidas como problema ternario:
Cada entero impar n > 7 es la suma de tres primos, y problema binario: cada nimero
par, mayor que 2, es la suma de dos primos.

Hardy-Littlewood (1923) demostraron que para r3(n)- nimero de representaciones de
n impar n > 7 como suma de tres primos- que si la hipétesis de Riemann generalizada
es cierta, entonces 73(n) ~ S3(n)n?/log®n, S3(n) conocida como serie singular, depende
de n pero esta comprendida entre dos constantes. En 1937 I. Vinogradov demostrd sin
condiciones que todo niimero impar suficientemente grande, N > Nj,, se puede escribir
como suma de tres primos. El problema después ha sido rebajar la constante Njy.

Mediante la hipotesis de Riemann generalizada, Deshouillers-Effinger-te Riele-Zinoviev

([8]), dan una demostracién completa del problema ternario para todo n > 7 impar.
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Abstract

The notion of exterior space consists of a topological space together with a certain nonempty
family of open subsets that is thought of as a ‘system of open neighborhoods at infinity’. An exterior
map is a continuous map which is ‘continuous at infinity’. In this paper we present and develop the
category of exterior spaces as a good framework for proper homotopy theory. As an application we
give a new version of the Whitehead theorem for proper homotopy theory. We also give simplicial

models for this new category and we analyze singular and realization-type functors for these models.

1 Introduccion

Uno de los problemas existentes en la categoria de los espacios y aplicaciones propias, P, es que no
verifica la axiomdtica de Quillen (que exige tener limites y colimites finitos) pues la categoria P no tiene
objeto final y en general no existen push-outs. Una forma de establecer un marco de trabajo en teoria de
homotopia propia es escoger axiomaticas menos restrictivas, como la nocién de categoria cofibrada. En
este sentido se demuestra que P tiene estructura de categoria cofibrada [7]. Existen otras posibilidades,
por ejemplo, se puede encajar P en una categoria completa y cocompleta y usar teorias de homotopia
que asuman la existencia de limites y colimites. En esta direccién, se tiene el encaje de Edwards y
Hastings de la subcategoria de P de los espacios o-compactos, Hausdorff y localmente compactos en la
categoria de homotopia de proespacios. Una desventaja de este encaje es la gran restriccién hecha en P.
Otro problema es que las contrucciones homotdpicas producen proespacios que muchas veces no pueden
ser interpretados geométricamente como espacios. Garcfa-Pinillos [14] propone en su tesis una nueva
solucién. Introduce la nocién de espacio exterior, de forma que la categoria de los espacios exteriores,
E, es completa y cocompleta y demuestra que P se puede considerar como una subcategoria plena suya.
Ademss, E, tiene varias estructuras de categoria de modelos cerrada.

Por otro lado, la obtencién de modelos algebraicos para tipos de homotopia de espacios topolégicos

ha sido un objetivo primordial en la homotopia algebraica. Uno de los primeros modelos con informacién

*Los autores quieren agradecer a la Direccién General de Ensefianza Superior y a la Direccién General de Universidades

e Investigacién del Gobierno de Canarias por su aportacién financiera en la realizacién de ese trabajo.
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algebraica sobre tipos de homotopia fueron los complejos de cadenas de grupos abelianos. En su estudio
tuvo lugar un proceso de algebraizacién de la teoria de homotopia topolégica que produjo el concepto de
homotopia entre aplicaciones de cadenas. La obtencién de adecuados modelos algebraicos para tipos de
homotopia de espacios ha conducido, con el tiempo, al intento de hacer teoria de homotopia con tales
modelos algebraicos con el objetivo de utilizar métodos algebraicos que aparecen mas simples que aquellos
de los espacios topologicos.

El objetivo principal de este trabajo es el de presentar técnicas simpliciales para las categorias de
homotopia propia, asi como buscar modelos axiométicos adecuados para dichas categorias. Aqui presen-
tamos una memoria de los resultados obtenidos sin incluir demostraciones, de forma que el lector pueda
hacerse una idea mas concreta de lo obtenido. El marco de trabajo usado para la categoria propia es la
categoria de los espacios exteriores. Para ello se presentan nuevos resultados de gran interés, que dejara
ver la utilidad de E como una herramienta eficaz para el estudio de la homotopia propia.

Siguiendo todas estas ideas este trabajo se ha estructurado en tres partes: La primera consiste en una
seccién preliminar, donde se establecen nociones y resultados bien conocidos sobre categorias simpliciales,
de modelos cerrada y categorias de prehaces. En la segunda se establecen, por un lado, resultados, ge-
neralizaciones y nuevas nociones para E. También se generalizan leyes exponenciales, en concreto se
tiene, por un lado Homg(X XY, Z) = Homrop(Y, ZX), para X, Z espacios exteriores, X con ciertas
propiedades adicionales, e Y espacio topoldgico; por otro Homg(X XY, Z) = Homg(X,ZY), con X, Z
espacios exteriores, Y espacio topoldgico localmente compacto. También se establece el enriquecimiento
de la estructura de modelos cerrada dada por Garcia-Pinillos, que aqui se denominara e-estructura, por

una estructura de categoria simplicial compatible suya. Se consideran en E unos nuevos morfismos:

e g-equivalencias débiles (resp. g-fibraciones), que son equivalencias débiles (resp. fibraciones) en
el sentido de Garcia-Pinillos, tales que al olvidar su estructura exterior son equivalencias débiles

clésicas en Top;

e g-cofibraciones, que son aquellos que verifican la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda

respecto de las g-fibraciones triviales.

Con estos morfismos E es una categorfa simplicial de modelos cerrada (g-estructura). Unos objetos
cofibrantes en esta categoria son los denominados gCW complejos. Estos espacios exteriores X estan
dotados de una filtracién, § = X' c X% c X! c ... ¢ X" C ... C X, de forma que el n-esqueleto se
obtiene del (n-1)-esqueleto pegando celdas de dos tipos: las clésicas celdas compactas y un tipo especial
de celdas no compactas. En estos espacios las equivalencias de homotopia exterior se caracterizan por
los grupos de homotopia de tipo Brown y por los grupos de homotopia clasicos, mediante un teorema de
tipo Whitehead, que tendra una adaptacién para la categoria P. En la siguiente secciéon se hacen una
comparacién entre las distintas estructuras homotdpicas de E, la e-estructura y la g-estructura, asi como
la de Top.

La tercera parte es de naturaleza mas algebraica. En ésta se da una construccién de modelos de tipo
simplicial, allanando el camino para un préximo estudio de las nociones de homologia en los espacios
exteriores. En concreto se presentan los M-conjuntos simpliciales y los conjuntos simpliciales exteriores.
El primer modelo no es mas que la categoria de objetos simpliciales de los conjuntos con la accién de un

determinado monoide M. Se define en esta categoria:

e cquivalencia débil (resp. fibracién), a aquel morfismo que al olvidar la accién del monoide es

equivalencia débil (resp. fibracién) en conjuntos simpliciales;

e y cofibracién, a aquel morfismo que verifica la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda

respecto de las fibraciones triviales.
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Con estos morfismos se tiene la existencia de una estructura de categoria simplicial de modelos cerrada.
A continuacién se compara dicho modelo con E, viéndose la existencia de una adjuncién del tipo singular-
realizacion, adjuncién que se hereda en las categorias localizadas respectivas (proceso que necesita muchas
comprobaciones previas). También se introduce, asociado a cada espacio exterior X, y via un M-conjunto
simplicial, un conjunto simplicial, denominado prismas infinitos, cuya importancia radica en que sus
grupos de homotopia recogen informacién sobre los grupos de homotopia de tipo Steenrod de X. En las
dos siguientes secciones se estudia el segundo modelo: la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores;
ésta tiene una estructura de categoria simplicial, dotada de tensor y expomnenciacién en el sentido de
Quillen y, al igual que con los M-conjuntos simpliciales, se tiene la existencia de una adjuncién del tipo
singular-realizacion con los espacios exteriores. Se destaca la extension de la nocién de exterior a otras
categorias, como conjuntos (resp. grupos abelianos) exteriores y grupos abelianos simpliciales exteriores,
asi como también para funtores. En esta linea se estudia la categoria de objetos simpliciales de los
conjuntos exteriores. Para finalizar se analiza la categoria de los grupos abelianos simpliciales exteriores.
Esta tiene propiedades similares a la de los conjuntos simpliciales exteriores, en concreto, también es una
categoria simplicial. Se dan dos relaciones funtoriales: por un lado, un funtor que relaciona esta categoria
con la de objetos simpliciales de los grupos abelianos exteriores. Por otro, mediante adjunciones del tipo

libre-olvido con las categorias andlogas de conjuntos.

2 Preliminares.

2.1 Categorias simpliciales de modelos cerradas.

La teoria de homotopia axiomatica consiste en el desarrollo de las construcciones bésicas de la teoria de
homotopia en un contexto abstracto, de forma que pueda aplicarse a otras categorias. La aproximacién
mas conocida es la de Quillen, que introduce la nocién de categoria de modelos (cerrada).

Dado un diagrama conmutativo de flechas continuas en una categoria C:

A——

u

se dice que i tiene la propiedad de elevacién a izquierda (PEI) respecto de p, o bien que p tiene la
propiedad de elevacién a derecha (PED) respecto de i si existe un morfismo h: B — X tal que hi = u y
ph =v.

Una categoria de modelos cerrada es una categoria C junto con tres clases distinguidas de morfismos,
llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, satisfaciendo los axiomas CM1-CM5 (véase
[32]). Puede verse una reformulacién equivalente en [31].

Dada una categoria de modelos cerrada C, la categoria homotdpica Ho(C), se obtiene a partir de C
invirtiendo formalmente todas las equivalencias débiles (véase [12] y [31]).

El objeto inicial de C se denota por (), mientras que al objeto final por *. Se dice que un objeto X
es cofibrante si el inico morfismo () — X es una cofibracién; dualmente X es fibrante si X — * es una
fibracién. Se denota por Ceor y Cgp a las subcategorias plenas de C determinadas, respectivamente, por
los objectos cofibrantes y fibrantes.

Ejemplo: Se considera la categoria SS de conjuntos simpliciales. Es bien conocido el hecho de que
es una categoria de modelos cerrada con la siguiente estructura: una aplicacién simplicial f : X — Y
es una fibracién (resp. fibracién trivial) si verifica la PED respecto de V(n, k) — A[n], para 0 < k < n

y n > 0 (resp. de A[n] — Aln], para n > 0), donde V(n, k) es el subconjunto simplicial generado por
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las i-caras, i # k, del n-simplex estdndard Al[n]; A[n] estd generado por todas las caras de A[n]. Una
aplicacién simplicial ¢ : A — B es una cofibracién (resp. cofibracién trivial) si verifica la PEI respecto de
las fibraciones triviales (resp. de las fibraciones). Finalmente, una equivalencia débil es una aplicacién

simplicial que puede factorizarse como una cofibracién trivial seguida de una fibracion trivial.

Si X y K son conjuntos simpliciales, denotaremos por X al conjunto simplicial dado por (X% )g =
Homgs (K x Alq], X).

Una categoria simplicial es una categoria C junto con un funtor Hom¢ : C°? x C — S8, satisfaciendo
las condiciones dadas en [31], paginas 1.1 y 1.2; en particular tenemos que Hom(X,Y)g = Hom(X,Y).
Asociada a toda categoria simplicial C, estd la categoria mo(C), cuyos objectos son los mismos que
los de C y cuyo conjunto de morfismos viene definido por Hom,(c)(X,Y) = moHomo(X,Y), donde
moHom(X,Y) es el conjunto de las componentes conexas del conjunto simplicial Hom(X,Y).

Una categoria de modelos simplicial cerrada es una categoria de modelos cerrada C que es también
una categoria simplicial y que satisface los axiomas SMO0 y SM7 ([31], pdgina 2.2).

Ejemplo: Se denota por Top a la categoria de los espacios topolégicos y aplicaciones continuas. Un
morfismo f: X — Y en Top se dice que es fibracion si es una aplicacién fibrada en el sentido de Serre, y
una equivalencia débil si es una equivalencia de homotopia débil (esto es, 7, (X, z) = (Y, f(z)), para
todo z € X y ¢ > 0). Una aplicacién continua se dice que es una cofibracidn si verifica la propiedad de
elevacion a izquierda respecto de las fibraciones triviales. Por otro lado, si X e Y son espacios, se considera
Homr,,(X,Y) dada por Homp,,(X,Y), = Homrop(X % |A[n][,Y) con las operaciones simpliciales
naturales, donde |.| denota la realizacién geométrica. Si f € Homry,,(X,Y ), y g € Homy,, (Y, Z),, se

define g o f como la composicién

Ixid|an)

WX X x AR x |An)| —222M vy AR]| - 7,

X x|Aln]|
Considerando X ® K = X x |K|y X¥ = XKl Quillen probé que Top, con esta estructura, es una

categoria simplicial de modelos cerrada.

La definicién de categoria simplicial de modelos cerrada no es muy practica, por lo que muchas veces
se hace uso de una equivalencia mas manejable: Sea C una categoria simplicial que satisface los axiomas
MO y SMO, con cuatro clases distinguidas de morfismos: fibraciones, cofibraciones, fibraciones triviales
y cofibraciones triviales, tales que la primera y la cuarta (resp. la segunda y la tercera) determina cada
una por propiedades de elevacién como en M6 (a) y (b) de la definicién de categoria de modelos cerrada.
Entonces SM7 es equivalente a

SMY7(a): Si f es fibracién (resp. fibracién trivial) entonces el morfismo inducido en el pull-back,

XA[n]

Filam

X Aln] Xy An] YAln] — yAln]

lp"‘ J{(idy)j

X AR T[]> YA["],
f n

(idx)?
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es una fibracién (resp. fibracién trivial), donde j : A[n] < A[n] denota la inclusién, y

XAl :

fitan

RN
Xv(l’k) Xyv(i,k) YAM T, > YAD]

lPQ l(idy)lk

XV(l,k) W YV(l,k)

(idx)'®

es fibracién trivial, donde I, : V/(1, k) — A[1] es la inclusién, k € {0,1}.

2.2 Categorias de prehaces.

Sea C una categoria pequena, se define la categoria de prehaces de C, a la categoria SetsC™ . A los
objetos de SetsC” se les denomina prehaces de C. La notacién usual es C = Sets®™.

Todo objeto C' de C se puede considerar de forma natural como el prehaz,
y(C) = Homg(., C).

Si P es un prehaz, se dird que es representable si existe un objeto C tal que y(C') y P son naturalmente
isomorfos. Por otro lado, si f : C; — C3 es un morfismo, se define y(f) : y(C1) — y(C2), dado como
y(f)e = f«. Esto da lugar a un funtor fiel y pleno y: C — SetsC”” denominado encaje de Yoneda.

Sea P un prehaz, se define la categoria de elementos de P, fc P, también llamada categoria de
Grothendieck de P, a aquella que tiene por objetos pares de la forma (C,z), donde C' es un objeto de
Cy z € P(C). Un morfismo @ : (C,z) — (C’,2) consiste en un morfismo de C, u : C — C’, tal que
P(u)(z') = x. Esta categorfa tiene un funtor proyecciéon np : [P — C dado como 7p((C,x)) = C.

Si A: C — E es un funtor desde una categoria pequenia a una categoria cocompleta, el funtor
R:E — Sets®”,

dado por R(E)(C) = Homg(A(C), E) tiene un funtor adjunto a izquierda L : Sets€” — E definido

para cada prehaz, P, como el colimite

L(P) = colim (/ P™EC A E).
C

Como consecuencia, si P es un prehaz, entonces
. T y op
P%colzm(/ P C L SetsC),
c

es decir, todo prehaz es colimite de prehaces representables.

Otro resultado interesante que se deduce es el siguiente: para cada funtor A : C — E desde una
categoria pequeia a una categoria cocompleta existe un funtor L : Sets€”" — E verificando

(i) L preserva colimites.

(ii) L hace el siguiente diagrama conmutativo:
C —> SetsC™
e
A
E.

Ademsds, este funtor L con las propiedades (i) y (i¢) es tnico salvo isomorfismo y se puede definir como

L(P) = colim (/ P5CAE).
C
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3 Espacios exteriores.

Se presenta el contexto en el que estard totalmente inmerso el trabajo: la categoria de los espacios
exteriores. En la primera parte se ven sus propiedades basicas, asi como otra interpretacién de esta
categoria. En la siguiente se desarrollan leyes exponenciales generales, cruciales para la determinacién
y relacion de estructuras e invariantes homotdpicos. Posteriormente se generaliza enriqueciendo esta
categoria con estructuras de categorfa simplicial de modelos cerrada con la llamada g-estructura. Ademés
se dard la nocion de gCW complejo, objeto g-cofibrante para esta estructura, y se podréan dar teoremas
de tipo Whitehead. Por tultimo, se hardn comparaciones entre las distintas estructuras axiométicas de
la categoria de los espacios exteriores: la e-estructura, dada por Garcia-Pinillos, y la mencionada g-
estructura, introducida aqui, asi como la existente en Top, los espacios topoldgicos con aplicaciones

continuas.

3.1 La categoria de los espacios exteriores, primeras propiedades.

Intuitivamente hablando, un espacio exterior es un espacio topolégico enriquecido con un sistema de
entornos en el “infinito”. El comportamiento de los complementos de sus compacto-cerrados inspira la

definicién abstracta de exterior.

Definicién 3.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una externologia en (X, 7) es una coleccién no vacia
de abiertos, € C T, tal que

(i) Si Eq, E5 € € entonces Ey N Es € ¢

(i) SiEe€ee, UeTy ECU entonces U € ¢.

A los elementos de ¢ se les denomina abiertos externos o e-abiertos. Un espacio exterior consiste en
un espacio topoldgico junto con una externologfa. Se denotard por (X, e C 7).

De esta definicién de externologia se deducen algunas propiedades inmediatas, entre ellas cabe destacar
que una externologia € es una topologia si y s6lo si () € € si y sélo si € = 7. También, que la unién de un
e-abierto con un abierto es un e-abierto y que el espacio total, X, es siempre un e-abierto.

Ejemplos:

Dado un espacio topolégico (X, 7) se tiene la externologia formada por los complementos de sus
compacto-cerrados: eX, = {E € 7 : X-E es compacto}. Otras externologfas que se le pueden asignar son
la trivial, e = {X}, y la propia topologia, ¢ = 7.

Obsérvese que si X es un espacio compacto entonces ) € Egi y, por tanto, Egi =T.

Definicién 3.2 Una aplicacién, f: (X,e C 7) — (X’,&’ C 7'), entre espacios exteriores se dice que es

exterior si es continua y f~!(E) € ¢, para cada E € ¢'.

La composicion de aplicaciones exteriores es exterior y la aplicacién identidad en un espacio exterior
es exterior, de aqui se tiene la categoria cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son
las aplicaciones exteriores. Dicha categoria se denotara por E.

Muchas veces es mds cémodo quedarse con una subfamilia representativa de . Si (X,e C 7) es un
espacio exterior y 3 C ¢ se dice que 3 es base exterior de X si para cada E e-abierto, existe B € 3 tal
que B C E. Por otro lado, si X C € se dice que X es subbase exterior de X si para cada E e-abierto
existe {51, ..., Sp} C ¥ tal que N?_,.S; C E. Es sencillo comprobar que una aplicacién continua es exterior
manipulando tan solo e-abiertos bésicos, o bien subbaésicos.

Se recuerda ahora la nocién de aplicacién propia.
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Definicién 3.3 Dada una aplicacién continua entre espacios topoldgicos f : X — Y, se dird propia si

fY(K) es compacto para cada K, compacto-cerrado.

La categoria de los espacios topolégicos y aplicaciones propias se denotara por P. Como consecuencia
se tiene que f : (X, 7x) — (Y, 7y) es una aplicacién propia si y sélo si f : (X,eX, C 7x) — (Y,e¥, C 7v)
es exterior.

P es una subcategoria plena de E: existe el encaje e : P — E que consiste en asignar a cada espacio
topolégico X el espacio exterior e(X) = X, provisto de la topologia de X y con la externologia de los
complementos de sus compacto-cerrados. A cada aplicacién propia f se le asigna e(f) = f. = f.

Se dara ahora una serie de definiciones y resultados que comprobaran que la categoria de los espacios

exteriores, E, es completa y cocompleta.

Definicién 3.4 Sea {(X;,&; C 7;) }icr una coleccién de espacios exteriores. Se define el espacio exterior

coproducto como [[,.; X;, la unién disjunta con la topologia coproducto y con externologia la de los

iel
subconjuntos £ C X tales que jk_l(E) € €, para cada k € I, donde ji : X — X es la inyeccién k-

ésima. Por otro lado, se define el espacio exterior producto como [],.; X;, el producto conjuntista con la

i€l
topologia producto, y si se denota por py, : [[,c; Xi — Xj la proyeccién k-ésima, entonces la externologia

es la generada por la subbase exterior cuyos elementos son de la forma p,;l(Ek), Eyecep, kel

Estos nuevos espacios exteriores creados son el coproducto y producto categéricos de la familia dada,
respectivamente.

Todo espacio exterior induce subespacios exteriores.

Definicién 3.5 Sea X espacio exterior y A C X, se define en A la externologia cuyos elementos son de

la forma E N A donde E es e-abierto en X.

Noétese que la inclusién candnica i : A — X es exterior.

¢ 7

Definicién 3.6 Sea (X, C 7) un espacio exterior, “~” una relacién de equivalencia en X, X/~ el
espacio topoldgico cociente. Si se denota por 7 : X — X/~ la proyeccién candnica, se define en X/~ la

externologfa dada por aquellos subconjuntos E tales que 7~ 1(E) € ¢.

Asi, por procedimientos analogos a los hechos para los espacios topoldgicos, tenemos:

Proposicion 3.7 Dadas dos aplicaciones exteriores,
X—=Y,

existe su igualador y su coigualador.

Nota: Se hace notar que (0, {0} C {@}) es el objeto inicial en E y que el objeto (x, {x} C {0,*}) es
final, donde * representa el conjunto unipuntual.

Como consecuencia de todo lo anterior:
Teorema 3.8 E es una categoria completa y cocompleta.

3.2 Otra interpretacion de la categoria

Un hecho especial de la categoria de los espacios exteriores es que se puede considerar como una sub-
categoria de Top., la categoria de los espacios topoldgicos punteados, mediante un proceso similar a la

compactificacién de Alexandroff. Si (X,ex C 7x) es un espacio exterior y * un punto no perteneciente a
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X se define Xoo = X U{x*} con punto distinguido *, junto con la topologia 7oc = Tx U{EU{x} : F € ex}.
Por otro lado, si f : X — X’ es una aplicacién exterior, se define fo, : Xoo — X ( Xoo = X U {x},
X, = X'U{¥'}) dada por foo(z) = f(z) siz € X ¥ foo(x) = #’. Esto origina un funtor (.)s : E — Top..
Este funtor es claramente fiel.

Se considera Top., la subcategoria de Top, cuyos objetos son los espacios topoldgicos punteados
de la forma (X, z() donde {z¢} es cerrado en X. Los morfismos de esta categoria son las aplicaciones

continuas punteadas f : (X, zg) — (Y, y0) tales que f~1({yo}) = {xo}. Entonces
Teorema 3.9 E y Top., son categorias equivalentes.

3.8 Leyes exponenciales.

Ahora se analizardn unas leyes exponenciales en E de cardcter general y también unas consecuencias que

se deducen de éstas.

Definicién 3.10 Sea X un espacio exterior y L C X. Se dice que L es e-compacto si L-E es compacto

para cada E e-abierto.

Se deduce inmediatamente que X es e-compacto si y sé6lo si su externologia estd contenida en la de los

complementos de sus compacto-cerrados.
Definicién 3.11 Sean X, Z espacios exteriores. Se define
ZX = Homg(X, Z),
con la topologia generada por la subbase cuyos elementos son de la forma
(K, U)={a € Z¥ :a(K)CU},

(L,E)={ac Z* :a(L) C E},

donde K es compacto en X, U abierto en Z, L es e-compacto en X y E e-abierto en Z. Esta topologia

se denotara por T7zx.
Proposicion 3.12 Existe un funtor,

() : E? x E — Top,
dado por (X, Z) — 2%, (f,9) — ¢/ = f*g..

Definicién 3.13 Sean X espacio exterior e Y espacio topoldgico. Se define en X x Y la topologia
producto y externologia dada por aquellos subconjuntos abiertos de X x Y, F, tales que paracaday € Y
existe Uy € 1y, y € U, y existe E, € ex tal que I, x U, C E. Este nuevo espacio exterior se denotard
por X xY.

Proposicion 3.14 Ezxiste un funtor,
X_:E x Top — E,

dado por (X,Y)— XXY, (f,g9) — fXg.

Cuando el espacio topolégico Y es compacto entonces exxy = {F € 7xxy : 3G €ex,GxY C E}. Si
ademas X es un espacio exterior dotado de la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados

entonces la externologfa de X XY coincide con la de los complementos de sus compacto-cerrados.
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Teorema 3.15 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdorff, localmente compacto, con externologia €X.,

e Y espacio topoldgico. Entonces existe una biyeccion natural,
Homg(X XY, Z) = Homrop(Y, Z%).

Definicién 3.16 Sea Y un espacio topolégico y Z un espacio exterior. Se define Z¥ = Hommop(Y, Z)
provista de la topologia compacto-abierta y la externologia cuya base exterior estd formada por los
subconjuntos de Z¥ de la forma (K, E), K compacto en Y, E e-abierto en Z. Esta externologia se

denotard por v .

Otra ley exponencial que se da es la siguiente:

Teorema 3.17 Fuxiste una biyeccion natural,
Homg(X XY, Z) = Homg(X, ZY),
con X,Z espacios exteriores, Y espacio topoldgico localmente compacto.

De las biyecciones naturales 3.15, 3.17 se deduce primeramente que, fijado un espacio exterior X
Hausdorff, localmente compacto y con la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados,

existe una situacion de adjuncién,
Xx_:Top=E: ()%, Xx_4()*.
También, fijado un espacio topolégico localmente compacto Y, existe una adjuncién,

XY:E=E: ()Y, xy4(L)Y.

3.4 FEstructuras de Quillen para E.

Se estudiaran diferentes estructuras de modelo para homotopia en el sentido de Quillen, relacionandolas
entre si. Se considerara el conjunto de los nimeros naturales N con la topologia discreta y externologia
de los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, de sus subconjuntos finitos. También a S™, D™,
I, la n-esfera, el n-disco y el intervalo unidad cerrado provistos con las topologias inducidas por la usual,
respectivamente.

Se considera la categoria de los espacios exteriores bajo N, EN. Los objetos a : N — X, que son

aplicaciones exteriores, se denotaran por (X, a), mientras que los morfismos
N
_ >
X 7 Y

por f: (X,a) = (Y b).

Definicién 3.18 Sean f,g: (X,a) — (Y,b) aplicaciones exteriores bajo N. Se dird que f es e-homdtopa
a g relativamente a N, si existe una aplicacién exterior H : X XI — Y (denominada homotopia exterior
relativa a N), tal que Hog = f, Hé; = g y H(a x id) = bp.

Sustituyendo N por ) surge, de forma natural, la homotopia exterior no relativa. La relacién de e-
homotopia relativa a N es de equivalencia en Homgn ((X, a), (Y,0)). Ademds, esta relacién es compatible

respecto de la composicién con aplicaciones exteriores bajo N.
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Dado X espacio exterior existe la biyeccidén
Homg(NxS™, X) 2= Homrzop(S™, XV).
Este tipo de biyeccién se puede trasladar para objetos bajo N :
Homgy (NxS™,id x %), (X, a)) = Homzop-((S™, %), (X, a)).
Teniendo en cuenta que Homg(Nx(S™ x I), X) =2 Homrop(S™ x I, XV) existe la biyeccién
[(NXS™,id x %), (X, a)]" 2 [(S", %), (X", a)],

donde el primer miembro de la biyeccién es el conjunto de las clases de e-homotopia relativa y el segundo

es el conjunto de clases homotopia punteado cldsico. Esto da pie a la siguiente definicién:

Definicién 3.19 Dado (X, a) objeto en EN, se define su n-conjunto de homotopia exterior de tipo Brown
como el conjunto
Ty (X, ) = [(NxS",id x %), (X, a)]".

Asi, existe una biyeccién ¢(x ) : 72 ((X,a)) — m,(X",a), de forma que induce la estructura alge-
braica de uno a otro. Entonces, 7 ((X, a)) es un conjunto punteado, 7 ((X, a)) es un grupo y 72 ((X, a))
es un grupo abeliano, para n > 2.

También se puede considerar Ry = [0, +00) con la topologia inducida por la usual y externologia de
los complementos de sus compactos. De forma totalmente andloga, se tiene la categoria de los espacios
exteriores bajo R, ER+. Surge la nocién de e-homotopia relativa a R, y, observando que R es Hausdorff,
localmente compacto y con la externologia 5155“, se puede hacer el mismo razonamiento hecho para N,

dando lugar, asi, a la siguiente definicién:

Definicién 3.20 Dado (X,a) objeto en ER+, se define su n-conjunto de homotopia esterior de tipo
Steenrod como el conjunto
(X, a)) = [(Ry xS™,id x %), (X, a)]*+.

Asi, se tiene un conjunto punteado para n = 0, un grupo para n = 1 y un grupo abeliano para
n > 2. De igual manera se tiene, dado una aplicacién exterior bajo R, una aplicacién de conjuntos, un
homomorfismo de grupos o un homomorfismo de grupos abelianos, dependiendo que la dimensién sea 0,

1 o mayor o igual que 2, respectivamente.

Definicién 3.21 Sea f : X — Y una aplicacién exterior. Se dice que [ es equivalencia débil exterior o
e-equivalencia débil si verifica una de las dos condiciones siguientes:

(i) Si XN = ) entonces YN = (.

(ii) Si XN # 0 entonces, 72 (f) : 7B((X,a)) — 72 ((Y, fa)) es biyeccién, para cada n >0, a € X,

n

Definicién 3.22 Sea p : F — B una aplicacion exterior, se dice que es una fibracion exterior, o e-
fibracion si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones §p : Nx D™ — Nx (D" x I), n > 0. Es decir, todo
diagrama de la forma

NxD" —4—= F

Nx(D" x I) —> B

tiene elevacién, h : Nx (D™ x I) — E, ph = v, hdy = u.
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Definicién 3.23 Sea i : A — B una aplicacién exterior, se dice que es cofibracion exterior o e-cofibracion

si tiene la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda respecto de las e-fibraciones triviales.

E, junto con la e-fibraciones, e-cofibraciones y las e-equivalencias débiles, tiene estructura de categoria
de modelos cerrada. Pero ademds, tiene una estructura adicional, la de categoria simplicial de modelos
cerrada.

Se define un funtor Homy, : E°? x E — SS por Homg(X,Y),, = Homg(X X|A[n][,Y).

Si fe€ Homg(X,Y)n,y g€ Homg(Y, Z),, entonces g o, f viene determinado por la composicién

idx XA FXid|afn|

X x|Aln]| (X X|A[n]]) x| Aln]| Y x|A[n]| -1 z.

o define una aplicacién simplicial para cada terna de espacios exteriores X, Y, Z. Se tiene entonces el

siguiente resultado:
Proposicion 3.24 E con la estructura definida anteriormente es una categoria simplicial.

Definicién 3.25 Sea X un espacio exterior y sea K un conjunto simplicial finito. Se define X ® K =
Xx|K|y XK = XKl

Nétese que, en este caso, | K| es un espacio topolégico compacto y Hausdorff.
Teorema 3.26 FExiste una biyeccion natural,
Homg(X ® K,Y) = Homgs (K, Homg(X,Y)),
donde X, Y son espacios exteriores y K un conjunto simplicial finito.

Proposiciéon 3.27 Sean X un espacio exterior y K, L conjuntos simpliciales finitos, entonces,
() X (KxL)2(X®K)®L,
(ii) XExE = (XK)L,

También se tiene:
Homg (Y, X®) = Homg(Y ® K, X) = Homgs(K, Homg(Y, X)). Asi, E verifica el axioma SMO.
Se tiene que Homg(X ® K,Y) = Homg(X,YX). Esto se puede generalizar a nivel simplicial.

Teorema 3.28 E tiene estructura de categoria simplicial de modelos cerrada.

Se definird ahora una nueva estructura en E. Existe un funtor de olvido U : E — Top de forma que
prescinde de la externologia de cada espacio exterior y a cada aplicaciéon exterior se le asigna la misma
aplicacién entre los espacios topolégicos correspondientes. Siempre que no haya lugar a ambigiiedad o
confusion se denotara al olvido de f: X — Y como el mismo f: X — Y.

Existe otro funtor, V : Top — E que a cada espacio topoldgico lo transforma en un espacio exterior

sin més que considerar como externologia la propia topologia. U es adjunto a derecha de V.

Definicién 3.29 Sea f : X — Y una aplicacién exterior. Se dice que f es g-equivalencia débil si es

e-equivalencia débil y su olvido es equivalencia débil en Top.
Se observa que toda equivalencia de homotopia exterior es una g-equivalencia débil.
Definicién 3.30 Sea p : E — B una aplicacion exterior. Se dice que es g-fibracion si es e-fibracion y su

olvido es fibraciéon en Top.
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Decir que el olvido de p es fibracion en Top es lo mismo que decir que p, como aplicacién exterior,
tiene la P.E.D. en E respecto de las aplicaciones exteriores dg : D? — D9x 1, donde en DY se considera
la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, la propia topologia; por tanto
en DX se tiene también la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, o la propia
topologia. Asimismo, toda aplicacién u : D? — X es exterior si y s6lo si su olvido es continua, al igual

con aplicaciones del tipo D? x [ — X.

Definicién 3.31 Sea i : A — B una aplicacién exterior, se dice que es g-cofibracidon si verifica la P.E.I.

respecto de las g-fibraciones triviales.

Se deduce que todo espacio exterior es g-fibrante. Ademads, tanto el coproducto de g-cofibraciones

como la inducida en un push-out de una g-cofibracién es de nuevo una g-cofibracién.

Teorema 3.32 E junto con las g-fibraciones, g-cofibraciones y las g-equivalencias débiles es una categoria

stmplicial de modelos cerrada.

La definicién de gCW complejo surge como un espacio exterior en el que se pegan adecuadamente cel-
das compactas y no compactas. Se dard ahora su definicién rigurosa y se veran algunas de sus propiedades

maés importantes, asi como un teorema de tipo Whitehead.
Definicién 3.33 Sea X un espacio exterior, se dice que es un gCW complejo si admite una filtracion
P=X'cx’cXx'c..cX"c..cX,

tal que X es el colimite de dicha sucesién y cada X™ se obtiene de X™~! mediante un push-out en E de

la forma

— an— _ (Uxea, ») U e p, u)
(H)\EAnNXS)\ 1)H(H;LEBW S# 1) rel il Xn—l

|

n-

Nx D% D}
(HAGAn A)H(H;LGB" p.) (HAeAn wx)H(UHeB" )

A YA(Nx DY), ¢,.(D};) se les denomina N-celda y celda simple respectivamente, y a las aplicaciones
©x NiS;“l — X" g, Sﬁ’l — X"~ las aplicaciones caracteristica respectivas.

Se llama, ¢-esqueleto de X al elemento g-ésimo de la filtracién que admite X, X9.
Proposicion 3.34 Todo gCW complejo es un espacio exterior g-cofibrante.
Se obtiene como consecuencia el teorema de Whitehead.

Teorema 3.35 Sea f: X — Y aplicacion exterior entre gCW complejos. Entonces f es una equivalencia

de homotopia exterior si y sélo si f es g-equivalencia débil.

Todo CW complejo es un gCW complejo con externologia la propia topologia. Esta externologia no
tiene por qué coincidir con la de los complementos de los compacto-cerrados, sin embargo bajo ciertas

condiciones si se cumple.

Proposicion 3.36 Sea X un CW complejo localmente finito, de dimension finita y con un nuimero
contable de celdas en cada dimension. FEntonces X, con la externologia de los complementos de sus

compacto-cerrados, es un gCW complejo.
Como consecuencia se obtiene el teorema de Whitehead propio.

Teorema 3.37 Sea f : X — Y wuna aplicacion propia entre CW complejos localmente finitos, de di-
mension finita y con un numero contable de celdas en cada dimension. Entonces f = f. es g-equivalencia

débil si y solo si f es una equivalencia de homotopia propia.
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3.5 Comparacion de estructuras de modelos.

En esta seccién se compararan las estructuras de categorias de modelos existentes en E: la e-estructura,
la g-estructura, asi como también la de los espacios topoldgicos.

Como se ha visto, la categoria de los espacios exteriores tiene una estructura de categoria simplicial
de modelos cerrada con las e-fibraciones, e-cofibraciones y las e-equivalencias, y otra con las g-fibraciones,
g-cofibraciones y g-equivalencias débiles. Cabe preguntarse qué ocurre con las categorias localizadas
respectivas. Se denotard por Hoe(E) a la categoria localizada de E con la estructura de modelos derivada
de las e-fibraciones, e-cofibraciones y e-equivalencias débiles. Similarmente se denotard por Hog(E) a
la localizada de E con la estructura derivada por los g-morfismos respectivos. Obsérvese que, de forma
obvia, existe una adjuncion,

id
E_—E.
id
Evidentemente id : E — E lleva g-fibraciones en e-fibraciones y g-equivalencias débiles en e-equivalencias

débiles, por lo que lleva e-cofibraciones en g-cofibraciones.

Proposicion 3.38 Eriste una adjuncion,

L(id) : Hoo(E) —> Hog(E) : R(id).

Nota: L(F) y R(F) denotan los funtores adjuntos a izquierda y a derecha de F' respectivamente,

véase [31].

Ademaés
Proposicién 3.39 El funtor L(id) : Hoe(E) — Hog(E) es un encaje.

Otra comparacion de especial interés es entre las categorias localizadas de Top con la estructura de
Quillen y la localizada Hog(E). El funtor olvido U : E — Top transforma g-fibraciones en fibraciones
y g-equivalencias débiles en equivalencias débiles. Recordemos que su funtor adjunto a izquierda es

V : Top — E, en el que a cada espacio topoldgico se le considera como externologia su topologia.

Proposiciéon 3.40 Existe una adjuncion,

L(V) : Ho(Top) —> Hogx(E) : R(U).

Ademas,

Proposicién 3.41 El funtor L(V) : Ho(Top) — Hog(E) es un encaje.

4 Modelos simpliciales.

Se presentan dos modelos algebraicos para la categoria de los espacios exteriores: los M-conjuntos sim-
pliciales y los conjuntos simpliciales exteriores. Se establece una estructura de categoria simplicial de
modelos cerrada para el primer modelo asi como la creaciéon de funtores adjuntos, realizacién y singular
exteriores, que inducen otra adjuncién en las categorias localizadas respectivas.

Se extenderd la nocién de exterior a otras categorias, entre ellas, el segundo modelo. Otras son los
grupos abelianos simpliciales exteriores y conjuntos (grupos abelianos) exteriores. La relacién de este otro
modelo con E es la existencia de una adjuncién a través de funtores analogos a la realizacion geométrica

y el singular clasicos.
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4.1 M-conjuntos simpliciales.

Definicién 4.1 Un monoide es un conjunto M con una ley de composicién interna - : M x M — M
verificando
(i) m-(m'-m")=(m-m’)-m”, para cualquier m, m’, m"" de M. (Ley asociativa).

(i) Existe 1 € M tal que 1-m = m -1 = m, para cualquier m de M. (Existencia de elemento neutro).

Todo monoide M se puede considerar como una categoria con un solo objeto *, donde los morfismos
* — * son los elementos de M, siendo la composicién la operacion. Reciprocamente, toda categoria con un

Gnico objeto tiene estructura de monoide considerando sus morfismos y como operacién su composicién.

Definicién 4.2 Sea M un monoide, un M -conjunto a derecha es un par (X,0), donde X es un conjunto
y 6 representa una accién de M por la derecha de X, esto es, una aplicacion 6 : X x M — X tal que

(i) 0(0(x,m),m') = O(xz,m -m’), para cada x de X y m, m’ de M;

(ii) 6(z,1) = z, para cada x de X.

Para simplificar notacién, 6(x, m) se suele representar por « - m y al par (X,6) por X.

Definicién 4.3 Si X, Y son M-conjuntos por la derecha, una M -aplicacion a derecha de X a 'Y consiste
en una aplicacién f : X — Y que respeta las acciones, es decir, f(z-m) = f(x)-m, para z de X y m de
M.

La composicién de M-aplicaciones por la derecha es M-aplicacién por la derecha y la identidad en un
M-conjunto es M-aplicacién por la derecha. Surge entonces la categoria de M-conjuntos por la derecha,
denotada por Setsy;. También existe la nocién de M-conjunto y M-aplicacién por la izquierda, dando
lugar, de forma natural, a la categoria de M-conjuntos a izquierda, nySets. A partir de aqui, cuando se
haga referencia a M-conjuntos y M-aplicaciones se entendera que son por la derecha.

Considerando a M como categorfa se puede hablar de la categorfa de funtores, Sets™*”. Se tiene que
Setsy y SetsM™ son categorias isomorfas.

Dada una categoria cualquiera C, se ha hablado de la categoria de objetos simpliciales de C como la
categoria de funtores C2°" donde A es la categoria simplicial. En este caso, la categorfa de M-conjuntos
simpliciales es (Setsyp)®”" = (SetsM™)A™ = SetsA™*M™ — Sets(A*M)™  Todas estas reformula-
ciones se pueden usar indistintamente para designar a la categoria de los M-conjuntos simpliciales.

De forma natural surge el funtor olvido U : Setsyr — Sets, también considerado como U : SetsM™” —
Sets, U(X) = X (), olvidando la accién del monoide. Este funtor se extiende simplicialmente, olvidando
nivel a nivel la accién del monoide en los conjuntos, a U2™ : (SetsMop)Aop — Sets®””, que se denota
como U.

Mediante este funtor olvido, U, se obtienen los siguientes morfismos especiales:

Definicién 4.4 Sea f: X — Y una M-aplicacién simplicial, entonces
(i) f es una fibracion, si U(f) es fibracién en Sets®””;
(ii) f es una equivalencia débil, si U(f) es equivalencia débil en Sets®”";

(iii) f es cofibracion, si tiene la P.E.L. respecto de las fibraciones triviales.

S(AxM)°P

Teorema 4.5 La categoria de M -conjuntos simpliciales, Set , junto con las fibraciones, cofibra-

ciones y equivalencia débiles definidas anteriormente, tiene estructura de categoria de modelos cerrada.

(SetsM*”)A" es una categorfa simplicial al ser de objetos simpliciales ([31]). Ademds, se verifican
los axiomas SMO y SM7. De la cocompletitud de SetsM*”, dado X un M-conjunto simplicial y K un

conjunto simplicial:
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Definicién 4.6 El M-conjunto simplicial X ® K viene dado como
(X ® K)ﬂ = HTGKn Xn,
ysijo: Xp — HTGK” X, denota a la inclusion o-ésima, o € K.
Existe, ademds, un isomorfismo canénico: X ® (K x L) 2 (X @ K)® L.
Definicién 4.7 Dado X un M-conjunto simplicial, & un conjunto simplicial, se define X¥ como
(X5)n = Homgegsaor (K x Aln],U(X)).
Se obtiene entonces:

Proposiciéon 4.8 Si X, Y son M-conjuntos simpliciales y K un conjunto simplicial, existe una biyeccion

natural, Homgegsmoryace (X @ K,Y) 2= Homgegsmor yaor (X, Y ).

Como consecuencia, si X es un M-conjunto simplicial y K, L son conjuntos simpliciales entonces
XKX L ~ (XK)L

Teorema 4.9 Sets(A M) ¢s una categoria simplicial de modelos cerrada.

4.2 Funtores singular y realizacion geométrica exteriores.

Se construirdn ahora unos funtores adjuntos de una categoria en la otra, llamados singular exterior y
realizacion geométrica exterior, que inducen una adjuncién en las categorias localizadas respectivas.

Se considera el monoide concreto M = Homg(N,N), donde en N se toma la topologfa discreta y
externologia de los complementos de sus subconjuntos finitos. Dado n € N U {0} se considera el n-
sfmplice standard geométrico A,,. Si ¢ : [n] — [m] es creciente entonces se induce una aplicacién continua

denotada como ¢ : A, — A,, que da origen a un funtor A — Top.

Definicién 4.10 Se define el funtor singular exterior, Sing. : E — Sets(®*M)" " como Singe(X), =
Homg(NxA,, X).

Teorema 4.11 Eziste un funtor |.|. : Sets/*™M)** _ B llamado realizacién geométrica exterior, tal

que es adjunto a izquierda del funtor singular exterior. Ademds, e ste funtor viene definido por

|X|e:colim(/ X AxMAE),
A XM

para cada M -conjunto simplicial X .
Estos funtores inducen unos funtores adjuntos en las categorias localizadas respectivas:
Teorema 4.12 FExiste una adjuncion, L(|.|c) 4 R(Sing.),

L(le)
Ho(Sets(A*M)°") —> Ho,(E).
g(Singe)
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4.8  Prismas infinitos.

Se define, para cada M-conjunto simplicial, un conjunto simplicial especial, denominado prismas infinitos.

En ciertos casos sera de Kan, por lo que se podran definir directamente sus grupos de homotopia. Se

ven propiedades muy interesantes, entre éstas la relacién de los grupos de homotopia exterior de tipo

Steenrod con los grupos de homotopia de los prismas infinitos de un determinado M-conjunto simplicial.

Para X, M-conjunto simplicial, se considera X2 y dy,d; : X2 — X. Cada d. es tal que (de)n :

(XA, = X, a~ ay(0-,idp,), donde o. : [n] — [1] es tal que o.(t) = ¢, t € [n], € € {0, 1}.
También se tiene a s : X — X205, 0 X,, — (X200 (50(2))m(k,0) = X (0)(x).

Existe un elemento especial del monoide M = Homg(N,N).
Definicién 4.13 El elemento sh : N — N, sh(k) =k + 1, k € N, se denomina operador shift.

Si X es un M-conjunto simplicial se puede definir una aplicacién simplicial (sh)* : X — X, dada por

(sh)i(z) =z - sh, x € X,,. Sin embargo, no es M-aplicacién simplicial.

Definicién 4.14 Sea X un M-conjunto simplicial, se define los prismas infinitos de X, y se denotara

por Prinf(X), al conjunto simplicial pull-back

Prinf(X) 2— xAl]

p2i l(do,dl)

X ey XX

Nétese que el pull-back es en Sets®”. Por otro lado Prinf (X) tiene la descripcién explicita:

Prinf(X), = {a € (X2M), : (d)n(a) = (do)n(a) - sh},
Prinf(X)(p) = X2 ()| Prinf(X),.

Ademds, p; : Prinf(X) — X[ es la inclusién canénica y py es do|Prinf(X) : Prinf(X) — X. Se

(AXM)®® _, SetsA™.

induce de forma natural un funtor Prinf : Sets
Los funtores USing., Sing(.)N : E — Sets®™ son naturalmente isomorfos. Como consecuencia
inmediata se obtiene una relacién entre los grupos de homotopia de tipo Brown y los grupos de homotopia

de un determinado conjunto simplicial punteado.

Teorema 4.15 Sea Z un espacio exterior y a € Z~. Entonces el n-grupo de homotopia de tipo Brown
de (Z,a) es isomorfo al n-grupo de homotopia del conjunto simplicial punteado (U(Sing.(Z)),a’) donde

a' : NxAy — Z es isomorfo a a.

Para el caso de los grupos de homotopia de tipo Steenrod, W,‘?((Z, a)), con a € Z®+ | existe una relacién

directa con el funtor prismas infinitos dando lugar al siguiente resultado.

Teorema 4.16 Sea Z espacio exterior y a € Z%+. Entonces los grupos de homotopia de tipo Steenrod
de (Z,a) son isomorfos a los grupos de homotopia del conjunto simplicial punteado (Prinf(Sing.(Z),a),

donde a se corresponde con a de modo canonico.

4.4 Conjuntos simpliciales exteriores.

Se introduce ahora otro modelo algebraico para E: la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores.
Esta nueva categoria, a pesar de no ser de objetos simpliciales, tiene una estructura de categoria simplicial
y ademas dispone de unos objetos X ® K, XX, en el sentido simplicial de Quillen. De esta manera se

podra hablar de homotopia y categoria homotdpica.
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Definicién 4.17 Un conjunto simplicial exterior consiste en un par (X, e), donde X es un conjunto
simplicial y € es una familia no vacia de subconjuntos simpliciales de X, llamada externologia, verificando
(i) Si Z1, Z5 € € entonces Z1 N Zs € ¢
(ii)Si Zee, WC Xy ZCW entonces W € ¢.

De forma totalmente aniloga, se pueden considerar para los conjuntos simpliciales exteriores, bases y

subbases exteriores.

Definicién 4.18 Una aplicacion simplicial exterior es una aplicacion simplicial entre conjuntos simpli-

ciales exteriores, f : (X,e) — (X',¢'), tal que f~}(E) € ¢, para cada E € ¢’

Sino hay peligro de confusidn, a las aplicaciones simpliciales exteriores se las denotard por f : X — X/,
omitiendo las externologias. También, se denota a la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores
op
por E-Sets®”".

Definicién 4.19 Sea (X, ¢) un conjunto simplicial exterior y A C X un subconjunto simplicial. Se define
ea={ENA:Ece}.

Es externologia en A, dotdndola asi de estructura de conjunto simplicial exterior y haciendo que la
inclusién candnica i : A < sea una aplicacién simplicial exterior. Sea ahora (X, ) un conjunto simplicial
exterior, de forma que en cada X, existe una relacién de equivalencia compatible, es decir, x ~ z’ si
y s6lo si X (¢)(z) ~ X(p)(z'), para cada ¢ de A, con codominio [n]. Se considera (X/~), = X, /~
y (X/~)(¢) = @ la inducida en las proyecciones. X/~ es el conjunto simplicial cociente. Se tiene
también la proyeccién 7 : X — X/~ m,(x) = [z], x € X,,. Evidentemente es simplicial, y la externologia
ex/m ={E C X/~: 77 1(E) € e} dota a X/~ de estructura de conjunto simplicial exterior. Se denomina
congunto simplicial exterior cociente.

Por otro lado, si {(X?%&%)};c; una coleccién de conjuntos simpliciales exteriores, por un lado se
ieIXi)n = HieIij y s gy X
[I;c; X' representa la inyeccién k-ésima, k € I, entonces se define la externologia E(yer X¥) = {E C

considera [],.; X* el conjunto simplicial coproducto, dado por (]|

iel
e, X" jx (E) € €, Vk € I}, haciendo a cada jj, exterior. [T;c; X" con la estructura exterior es el
coproducto categérico de la familia dada. Por otro lado, si se considera el conjunto simplicial producto
[Lic: X i v se denota por py, : [Lic: X ¢ — Xk, la proyeccién k-ésima, se define la externologia generada

por S = {p; " (Ey) : Ex € €*,k € I't. [[,c; X" es el producto categérico de la familia dada en E-Sets®™.

f
Por otro lado, dadas X Z Y, aplicaciones simpliciales exteriores, existe su igualador y coigualador.
g

Si () representa el conjunto simplicial vacio, y el conjunto simplicial unipuntual, entonces (0, {0}) y
(*,{*}) son los objetos inicial y final de esta categoria, respectivamente. Se deduce inmediatamente que
E-Sets®” es una categoria completa y cocompleta.

Otra propiedad interesante de esta categoria es que es simplicial. En primer lugar se introduce el
tensor X ® K, cuando X es un conjunto simplicial exterior y K es un conjunto simplicial, nocién que

dara pie a la creacién del funtor Homg_geisacr -

Definicién 4.20 Sea (X, ¢) un conjunto simplicial exterior, K conjunto simplicial. Se define el conjunto
simplicial exterior (X ® K,exgk) como sigue: X ® K = X x K, donde representa el producto cartesiano
en conjuntos simpliciales, olvidandose de la estructura exterior de X. Los elementos de exgx son los
subconjuntos de X x K, E, tales que para cada p > 0, y para cada o € K, existe ' € ¢ y existe
G CKconoeGyyF xG7 CE.

Proposicién 4.21 Sea X un conjunto simplicial exterior y K, L conjuntos simpliciales finitos. Entonces
(X®K)®@L=X® (K x L).
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Definicién 4.22 Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores. Se define
}IﬂE—SetsAop <X7 Y)P = HomE—SetsAOP (X ® A[pL Y)a p=>0.
Definicién 4.23 Se define g o, f como la composicién

idx ®A F®ida(p)

X ® Alp) X @ (Alp] x Alp]) Y ®Alp 7,
para cada f € Homp, gosacr (X.Y), ¥ g € Homp gopsacr (Y, 2),.

Se tiene el siguiente resultado:
Teorema 4.24 E-Sets®” es una categoria simplicial.

Si se tiene en cuenta:

Proposicion 4.25 Eziste una biyeccion natural,
]{OTnE-SetsAOp (X ® K, Y) = I{OWLSetsAOp (K7 ME-SetsAf’p (X7 Y))

Entonces X ® K es el objeto tensor en el sentido simplicial de Quillen. También existe la exponen-

clacion.

Definicién 4.26 Sea X un conjunto simplicial exterior, K un conjunto simplicial. Se define X¥ como
(X5)p = Homgegsaor (K x Alp], X), p >0 (X =U(X)), donde

exx ={E C XX :3F € ex tal que FX c F}.

Esta construccién dota a XX de estructura de conjunto simplicial exterior.
Los funtores - ® _ y (.)(') estan relacionados mediante una biyeccion natural, hecho crucial para

comprobar que X% es la exponenciacién del sentido simplicial de Quillen.
Proposicion 4.27 Existe una biyeccion natural,
Homg gegsacr (X @ K,Y) = Hompg_gegencr (X, Y5,
donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos simpliciales finitos.
La biyeccién natural de la proposicién anterior tiene una generalizacién simplicial.

4.5 Los funtores E-Sing y E-|.|.

Ahora se dard una definicién de un funtor F-Sing, estilo funtor singular, de la categoria de los espacios

exteriores a la de conjuntos simpliciales exteriores.
Definicién 4.28 Si (X, ex) es un espacio exterior, se define
(E-Sing)((X,ex)),

como el conjunto simplicial Sing(X) junto con la externologia que admite como base exterior los sub-

conjuntos simpliciales de la forma Sing(F), con E € €x.

Se induce un funtor E-Sing : E — E-Sets®"".
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Definicién 4.29 Sea (X,ex) un conjunto simplicial exterior. Se define E-|(X,ex)|, como el espacio
exterior dado por el espacio topoldgico | X |, realizacién geométrica de X considerado como conjunto sim-
plicial, junto con la externologia formada por los abiertos de | X | que contienen a la realizacién geométrica

de algtin subconjunto simplicial exterior de X.

Si no hay lugar a confusién se denota como E-|X|. Se tiene un funtor E-|.| : E-Sets®”” — E. Estos
funtores construidos, E-Sing y E-|.|, estdn relacionados por una adjuncién, la cual viene inducida por la

adjuncién clasica entre espacios topoldgicos y conjuntos simpliciales.

Proposicién 4.30 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y un espacio exterior y f : E-|X| — Y
una aplicacion exterior. Entonces se induce, de forma natural, f : X — (E-Sing)(Y) una aplicacién

simplicial exterior.

Se tiene asi,

Teorema 4.31 FExiste una biyeccion natural,
HomE(E'|X|a Y) = I—IOTnE—SetsAOp (X7 (E-Smg) (Y))7
donde X recorre los conjuntos simpliciales exteriores, Y los expacios exteriores.

Siguiendo ideas paralelas a las de la categoria de los espacios exteriores, E, y la categoria de los

. . .« . . op ’ .
conjuntos simpliciales exteriores, E-Sets®”", surgen nuevas categorfas. En concreto, los conjuntos exte-
riores, cuya categoria de objetos simpliciales asociada esta relacionada con la de los conjuntos simpliciales

exteriores a través de un funtor fiel.

Definicién 4.32 Un conjunto exterior es un par (X, ¢), donde X es un conjunto y € es una familia no
vacia de subconjuntos de X tal que

(i) Si Ey, Ey € €, entonces E1 N Es € ¢

(i) SiEe€e, FC Xy EC F entonces F € ¢.

Definicién 4.33 Una aplicacidn exterior entre dos conjuntos exteriores (X, e), (X', ¢’) consiste en una

aplicacion f : X — X' tal que f~(E) € ¢, para cada F € €'

De estas nociones surge la categoria de conjuntos exteriores E-Sets. Esta categoria también tiene
propiedades buenas sobre limites y colimites. Dada {(X;, ;) }scr una familia de conjuntos exteriores, si se
denota por ji : X — [];c; Xi la inclusién k-ésima del coproducto en Sets, se considera en {(X;, ;) }icr
la externologia constituida por aquellos subconjuntos, E, tales que j, 1(E) € ¢, para cada k € I. Por
otro lado, si pg : [[;c; Xi — X} representa la proyeccién k-ésima en Sets, se considera en [],.; X; la
externologia que admite como base exterior los subconjuntos de la forma p,?l(Ek), By e, kel Es
inmediato que son producto y coproducto categéricos en E-Sets de la familia considerada.

Dadas f, g aplicaciones exteriores de X a Y se considera

A={zeX: f(z) = g(z)},

con la externologia inducida por la de X, es decir, sus subconjuntos exteriores son de la forma E N A,
con E € ex. Entonces i : A — X, la inclusiéon canonica, es el igualador de f y g. Si se considera en
Y el conjunto cociente Y/~, con las relaciones elementales f(x) ~ g(z), x € X, y externologia formada
por aquellos subconjuntos E tales que 7~ 1(E) es subconjunto exterior de Y, donde 7 : Y — Y/~ es la

proyeccién, entonces 7 es el coigualador de f y g. De esta manera, se prueba que la categoria de conjuntos
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exteriores, E-Sets, es completa y cocompleta. Nétese que (0, {0}) y (*,{*}) son el objeto inicial y final
respectivamente.

Al ser (E—Sets)Aop una categoria de objetos simpliciales, entonces es una categoria simplicial. Como
E-Sets es cerrada bajo coproductos dado un conjunto exterior simplicial X : A°P — E-Sets, y K
un conjunto simplicial, existe el conjunto exterior simplicial X ® K, que viene dado por (X ® K),, =
HreKn X,, n>0.

La categoria de conjuntos simpliciales exteriores y la categoria de conjuntos exteriores simpliciales

estan relacionadas mediante un funtor fiel,
W : E-Sets®”” — (E-Sets)2™,

que conserva el tensor _ ® _ restringido a conjuntos simpliciales con un ntmero finito de simplices en
cada dimensién. Este funtor viene definido como W ((X,¢€)),, = (X, &), donde €, es la externologia que
admite como base exterior a {E, : E € €}. Como consecuencia inmediata, este funtor W preserva los
cilindros, es decir,

W(X ®All]) = W(X)® Al

4.6 Grupos abelianos simpliciales exteriores.

Como se ha comentado, la nocién exterior se puede trasladar a otras categorias. En paralelismo a la
seccién anterior, en el apartado concerniente a los conjuntos simpliciales exteriores y conjuntos exterio
res simpliciales, surgen los grupos abelianos simpliciales exteriores (nocién exterior de grupo abeliano
simplicial), y los grupos abelianos exteriores simpliciales (categoria de objetos simpliciales de la categoria
exterior de grupos abelianos). Estas nuevas categorias sirven de puente para el desarrollo de homologias
en espacios exteriores.

Se comienza con la presentacién de la categoria de los grupos abelianos simpliciales exteriores. Dado

un grupo abeliano simplicial, se consideramos subgrupos simpliciales H < G.

Definicién 4.34 Un grupo abeliano simplicial exterior consiste en un par (G,¢), donde G es un grupo
abeliano simplicial y € es una familia no vacia de subgrupos simpliciales de G verificando:

(i) Si Eq, Es € ¢ entonces E; N Es € ¢;

(i) SiE€e, F<GyFE < F entonces F € ¢.

Nota: Al igual que en conjuntos simpliciales exteriores se establecen, de forma obvia, las nociones de

base y subbase exterior.

Definicién 4.35 Un homomorfismo simplicial entre grupos abelianos simpliciales exteriores f : (G, &) —

(G',€") se dice que es exteriorsi f~1(E) € ¢, para cada E € ¢'.

Se tiene entonces, una nueva categoria, la de los grupos abelianos simpliciales exteriores, E-Ab&"".
También esta categoria es completa y cocompleta. Ademads es punteada.

Si A es un subgrupo simplicial de G, con G simplicial exterior, se induce en A la externologia € 4 cuya
base exterior estd formada por los subgrupos de A de la forma EN A, E € . Asi, la inclusién i : A — G
es homomorfismo simplicial exterior. Por otro lado se puede definir el grupo simplicial cociente G /A por

(G/A), = Gp/A,, p > 0; teniendo el homomorfismo simplicial proyeccién 7 : G — G /A, se define
EG/A = {E < G/A : 7T_1(E) € 6},

haciendo a 7 simplicial exterior.
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Por otro lado, si {(G%,&;)}icr es una familia de grupos abelianos simpliciales exteriores, se considera
®ic1G', dada por (Bic;G'), = ®iesGlh, p > 0; y la inyeccién ji : GF — @¢/G?, para cada k € I.
Se consideran los subgrupos simpliciales F < @;c;G? tales que j,;l(E) € €, Yk € I, dando lugar
al coproducto categérico de la familia dada. Si se toma [[,c; G* por ([I,c; G)p = [Lic; Ghr ¥ Pi -
[Licr G*' — G*, se toma la subbase exterior formada por los subgrupos simpliciales de la forma p;l(Ek),
Ey € €, k € I, teniéndose el producto. Con estas nociones y resultados se comprueba la completitud
y cocompletitud de esta categoria. Si se considera el grupo abeliano simplicial 0 : A°P — Ab dado por
0, =0, p > 0, y como externologia {0}, se comprueba que (0,{0}) es el objeto cero. Se verifica que es
una categoria simplicial. Las construcciones tanto del tensor como del funtor Homg_apace son andlogas

a las hechas para E-Sets®”".

Definicién 4.36 Sea (G,e) un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial. Se con-
sidera G ® K grupo abeliano simplicial exterior, olviddndose en G de la extructura exterior, junto con la
familia de subgrupos simpliciales E, tales que, para cada p > 0, 0 € K, existe F7 C K y existe H? € ¢,
con o € Hy tal que H? @ F'7 < E.

Nota: Si (G,¢€) es un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial finito, eqgrx =
{E<G®K:3Fce,F® K < E}.

Proposicion 4.37 Eziste una biyeccion natural,
Homg_apacr (G R K, H) 2 Homgeggaor (K, Homg_apace (G, H)).

Definicién 4.38 Sea G un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial. Se define G¥
como (GX), = Homgegsaor (K x Alp],G), p >0 (G =U(G)), y con externologia cuya base exterior estd

formada por los de la forma E¥, E € eg.

Noétese que aunque en Homgeisacr (K X Alp], G) se olvida de la estructura algebraica de G asi como de
su externologia, se induce una estructura de grupo abeliano simplicial exterior, de forma obvia: (f+f'), =
fq + fy- Existe también una biyeccién natural, Homg_apace (G ® K, H) = Homg_apacr (G, HE), donde
G, H recorren los grupos abelianos simpliciales exteriores y K los conjuntos simpliciales finitos.

Otra categoria de interés es la de los grupos abelianos exteriores. Sus objetos son pares (G, ¢), con
G grupo abeliano y € una familia no vacia de subgrupos de G, llamados exteriores verificando que la
interseccién de dos elementos de € es de € y que todo subgrupo de G que contenga a un elemento de
€ vuelve a ser de €. Por otro lado, sus morfismos son homomorfismos de grupos f : G — G’ tales que
f~YE) € ¢, para cada E € ¢'. Esta nueva categoria se denota por E-Ab. De forma similar a E-Sets,
esta categoria es completa y cocompleta con objeto cero (0,{0}). Ademds E-Ab es una categoria aditiva
(aunque no es abeliana).

(E—Ab)Aop como categoria de objetos simpliciales es una categoria simplicial, ademés es completa y
cocompleta, por lo que si G es un grupo abeliano exterior simplicial y K es un conjunto simplicial, entonces
existe el grupo abeliano exterior simplicial G ® K, y viene dado por (G ® K), = erK,, Gp, p > 0. De

forma andloga a conjuntos, existe un funtor fiel,
W' : E-Ab2A™ — (E-Ab)A™",

que conserva el tensor _ ® _, restringido a conjuntos simpliciales con un nimero finito de simplices en
cada dimensién. Este funtor viene definido como W/((G,€))n = (Gn,€n), donde €, es la externologia que

admite como base exterior a {E,, : E € €}.
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Se tiene también que W’ conserva los cilindros, es decir,
W'(G o All]) = W(G) @ A[1].

Se ven ahora relaciones entre todas las categorias simpliciales definidas, esto es, conjuntos simpliciales
exteriores, grupos abelianos simpliciales exteriores, conjuntos exteriores simpliciales y grupos abelianos
exteriores simpliciales. Estas relaciones, funtoriales, se deducen de la adjuncién existente entre el funtor
libre, de conjuntos a grupos abelianos, y el funtor olvido, de grupos abelianos a conjuntos.

Se denota por L : Sets — Ab al funtor libre, que asigna a cada conjunto X el grupo abeliano libre
generado por X, L(X). Si f: X — X' es una aplicacién, el homomorfismo L(f) : L(X) — L(X’), dado
por L(f)(z) = f(z), para cada x € X, extendiéndose por linealidad. Por otro lado, existe un funtor de
olvido U : Ab — Sets, que prescinde de la estructura algebraica del conjunto. L es un funtor adjunto a

izquierda de U.

Definicién 4.39 Dado (X, ¢) un conjunto exterior (E-L)((X,¢€)) es el grupo abeliano exterior dado por
el par (L(X),e(g-1)((x.))), donde L(X) es el grupo abeliano libre generado por X y la externologia es

aquella que admite como base exterior los subgrupos de la forma L(E), E € e.

Definicién 4.40 Si (G,¢) un grupo abeliano exterior, se considera (E-U)((G,¢)),
el conjunto exterior formado por el par (U(X),ep-v)((c.c))) donde U(G) es el olvido de G y la

externologia admite como base exterior los subconjuntos de la forma U(E), E € ¢.

Si F: C — D es un funtor e I una categoria pequefia se denota por F! : C! — D! al funtor definido
como F!(X) la composicion FX y Fl(a) = F(a).
Otra adjuncién a tener en cuenta es

op
LA

op — > op
SetsA ? _AbA .
U

Aqui, el objeto E-LA"((X,¢)) es el par definido como (LA" (X),€p-raor((x,c)), donde la externologia

tiene como base exterior a los de la forma L2"(E), E € . Andlogamente para morfismos. De igual

forma se define un funtor E-U2"", que resulta ser adjunto a derecha de E-LA™.

Teorema 4.41 FEl diagrama

E-LA°

E-Sets®” <—— —— E-AbA™
E-U
Wl J{W’
o (E_L)Aop o
(E-Sets)A” ———= (E-Ab)A™

(B-U)A”P

es conmutativo, donde las flechas horizontales son adjunciones.
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Abstract

Taking into account the simplicial models given in the category of exterior spaces we define and
develop homology invariants for this category: the M-homology and the $3-homology, as well as the
tubular and the closed tubular homologies. As an application we give a description of the reduced
Steenrod homology for compact metric spaces, X, in terms of the closed tubular homology of the
Lefschetz’s fundamental complex OFC(X).

1 Introduccién

En este trabajo continuamos el iniciado en “Homotopia propia simplicial I” (ver [21]) y nos dedicamos
fundamentalmente a estudiar invariantes de naturaleza homoldgica para la categoria de los espacios
exteriores E, en concreto la M-homologia, u homologia con la accién del monoide M, y la SR-homologia.
Para ello se hace un analisis preliminar de las distintas categorias de complejos de cadenas involucradas,
asi como de las categorias exteriores de complejos de cadenas, creadas partiendo de categorias en las
que intervienen los grupos abelianos con las nociones de exterior y simplicial. Estas relaciones se haran
a través de funtores de tipo Moore y de sumas alternas, aunque el que se utiliza en la practica es este
dltimo. Posteriormente se hace un estudio algebraico del anillo de las matrices localmente finitas con
coeficientes enteros y el funtor P de Brown, importantes para la construccién de la R-homologia. Se
estudian las homologias en si que surgen cuando existe la accion del monoide y en la que interviene el
anillo R, presentando riqueza en propiedades, como existencia de sucesiones exactas largas de homologia,
invarianza por homotopia exterior, etc. Cabe destacar la creacién en la 8-homologia de un algoritmo de
calculo para una amplia clase de gCW complejos; para ello se define el complejo de cadenas R-celular de
X y se ve que los grupos de homologia del gCW complejo X son los de su complejo de cadenas PR-celular
asociado.

La tltima seccién estd dedicada al estudio de otras homologias en los espacios exteriores que se

derivan de las ya estudiadas: la homologia tubular y la tubular cerrada. Estas homologias tienen especial

*Los autores quieren agradecer a la Direccién General de Ensenanza Superior y a la Direccién General de Universidades

e Investigacién del Gobierno de Canarias por su aportacién financiera en la realizacién de ese trabajo.
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importancia en el estudio del final de un espacio exterior y tienen como analogos la homologia del final y la
localmente finita respectivamente de un espacio topolégico. Entre sus propiedades destacan la existencia
de una sucesién exacta larga de homologia, invarianza por homotopia exterior, aditividad finita y teoremas
de tipo escisivo. En 1940 Steenrod [37] definié grupos de homologia para los espacios métrico-compactos
basados en ciclos regulares. Posteriormente, en 1961, J. Milnor [33] dio una caracterizacién axiomatica
para este tipo de grupos en la categoria de los pares de espacios métrico-compactos. Para un CW complejo
contable y localmente finito la homologia reducida de Steenrod de su compactificacién de Alexandroff es
precisamente la homologia celular basada en ciclos infinitos; es decir, se toma el complejo formado por un
producto de ciclicos infinitos donde el conjunto de indices de dicho producto es el cardinal de las celdas de
la dimensién correspondiente y el operador borde es el inducido por los niimeros de incidencia de dichas
celdas. La importancia de la homologia tubular cerrada radica en que, para CW complejos, K, localmente
finitos y con un ndmero contable de celdas en cada dimensién su homologia celular localmente finita
coincide, salvo un salto de dimensién, con la homologia tubular cerrada K dotado de cierta estructura
de gCW complejo, teniéndose como consecuencia que la homologia reducida de Steenrod de un espacio
métrico-compacto X es isomorfa a la homologia tubular cerrada de su complejo fundamental de Lefschetz

asociado [29], también llamado construccién telescépica de Milnor.

2 Categorias de complejos de cadenas.

Dada A una categoria abeliana se tiene una pareja de funtores,
N
AA® = ChTA,
P

entre la categoria de objetos simpliciales de A y la categoria de complejos de cadenas positivos en A. El
funtor N asigna a cada objeto simplicial, X, el complejo N(X), llamado complejo de Moore, y dado por
N(X)n =N ker{0; : Xpn — Xp_1}
dn ™) = 0,IN(X)p : N(X)p — N(X)p_1, n> 1.
El funtor N, junto con el funtor P que describiremos posteriormente, da lugar a una equivalencia de
categorias por el Teorema de Dold-Puppe.

Por otro lado existe otro funtor, K : AA”® — Ch'A, que a cada objeto simplicial de A, X, lo
transforma en el complejo K (X) :

K(X)n =X,

dX) =5 (—1)i0; : Xy — Xy
Este ultimo funtor es mucho méas usado en homologia a pesar de no ser una equivalencia de categorias.
No obstante, los funtores N y K estdn relacionados pues existe una transformacién natural i : N — K,
la inclusién candnica, tal que cada componente es una equivalencia de homotopia.

Se introduce y analiza la categoria de los complejos de cadenas exteriores positivos de grupos abelianos.
Esta categoria es equivalente a la de grupos abelianos simpliciales exteriores mediante una relacién del
tipo Dold-Puppe.

Dado un complejo de cadenas de grupos abelianos, (X, dX), se puede hablar de interseccién de subcom-
plejos. También, si f: X — Y es un morfismo de complejos, de la imagen y antiimagen de subcomplejos.
Se supondra a partir de ahora que los complejos considerados son positivos y se denotard un contenido,

C, cuando se haga referencia a subcomplejos.

Definicién 2.1 Un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos consiste en un par (X, e), donde
X es un complejo de cadenas de grupos abelianos y ¢ es una familia no vacifa de subcomplejos de X

verificando:
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(i) Si Fy, Es € €, entonces F1 N Es € ¢;
(i) SiFee, FC Xy ECF entonces F € ¢.

Definicién 2.2 Dado f: (X,e) — (X', €’), un morfismo de complejos entre complejos exteriores, se dice

que es exsteriorsi f~1(E) € €, para cada E € ¢'.

Esta categorfa se denotard como E-ChTAb, y se denominard de complejos de cadenas exteriores
de grupos abelianos. La siguiente construccién da lugar a un complejo de cadenas exterior de grupos

abelianos, para cada grupo abeliano simplicial exterior:
Definicién 2.3 Si (G, ¢) es un grupo abeliano simplicial exterior, se define el complejo exterior
(B-N)((G,¢)),

como el par (N(G),eg-n)((a.e))), donde N(G) es el complejo de Moore usual y la externologia es la que

admite como base exterior a los subcomplejos de la forma N(E), E € e.

Sif:(G,e) — (G, &) es un homomorfismo simplicial exterior, se induce de forma natural un morfismo
de complejos exterior,
(E-N)(f) = N(f) : N(G) — N(G").

Dado E € ¢/, f7Y(E) e e y N(f)(N(f~*(E))) C N(E), luego efectivamente, es exterior. Todo esto da
lugar a un funtor E-N : E-AbA™ — E-ChtAb.

Para el caso clasico de los grupos abelianos, el funtor P de la equivalencia de categorias tiene la
definicién siguiente: Para cada ¢ > 0, se considera K[q] = L2"(A[q]), el grupo abeliano simplicial

generado por Alqgl, esto es,

Entonces se considera el complejo de cadenas N[q] = N(K][q]). Si C es un complejo de cadenas positivo

de grupos abelianos, y f : C' — C’ es un morfismo de complejos,

P(C)y = Homcn+an(Ng], C),
P(C)(¢) = Homen+ ab(NLA (.),ide) = (NLA™ (.))*,
P(f)q = fe-

Este funtor se puede generalizar al caso exterior.

Definicién 2.4 Si (C,e) es un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos, se define el grupo

abeliano simplicial exterior,

(E-P)((C;e)),

al formado por el par (P(C), €(E-P)((C,e))» donde la externologia es aquella que admite como base exterior

los subgrupos simpliciales de la forma P(E), E € ¢.

Es bien conocido que la homotopia en complejos de cadenas se puede describir en funcién del complejo
de cadenas N[1], anteriormente descrito: Si la categoria abeliana, A, es la de médulos sobre un anillo A,

C', C? son complejos de cadenas de médulos, se tiene el producto tensorial C* @ C?,

(C'® Cz)p = @i+j:p(cz'1 ® ng)v
dlcj @ c}) =d'(c}) @ ¢ + (=1)'c; @ d*(c5), ¢ € Cl, ¢} eCh.

Sean ey, e los generadores de N[1]o, y sea e el generador de N[1]; con d(e) = e; — ep. Una homotopia

de complejos entre f° y f!, homomorfismos de complejos C — C’, es un morfismo de complejos D :
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C ® N[1] — C" con D(e; ® ¢) = fi(c). Si existe tal homotopia, se dice que f° es hométopo a f1. En
realidad, las dos nociones de homotopia existentes coinciden (véase [9]). Para médulos simpliciales K*,
K? se define K' x K? como
(K' x K?), = K; ®K37
(K' x K2)(¢) = K'(0) x K*(g).
Se comprueba que, si M es un médulo simplicial y K es un conjunto simplicial finito, entonces
M ® LA™ (K) =M x LA (K). El funtor N preserva la homotopfa.
Si f:(C,e) — (C’,€') un morfismo en E-ChT Ab se induce otro en E-AbA”" | (E-P)(f) = P(f).
Nétese que si E € €/, P(f)(P(f~*(E))) C P(E), por lo que, efectivamente, es exterior. Se obtiene de
aqui un funtor E-P : E-ChTAb — E-Ab2"".
El Teorema de Dold-Puppe [11] asegura que existen isomorfismos naturales NP 2 id, id = PN,
haciendo que ChtAb y AbA"” sean equivalentes. Ocurre también esto con los funtores E-N y E-P, por

lo tanto:
Teorema 2.5 Las categorias E-ChTAb, E-AbA™ son equivalentes.

Definicién 2.6 Se define el funtor E-K : E-AbA”" — E-ChtAb que a cada grupo abeliano simplicial
(G,¢e), le hace corresponder el complejo K(G) junto con la externologia generada por la base exterior
{K(FE) : E € ¢}. Para cada morfismo f : (G,e) — (G',&"), (E-K)(f)n = fn, que, de forma natural, es

exterior.

Por un lado, se ha definido la categoria de complejos de cadenas exteriores de grupos abelianos, y
por otro, se tiene la categoria de complejos de cadenas de grupos abelianos exteriores. Estas categorias
estdn relacionadas por un funtor fiel W” : E-ChTAb — Ch™(E-Ab). W”((C,¢)) viene definido como
W"(C,e))n = (Cp,en), donde &, es la externologia en C,, cuya base exterior estd formada por los
subgrupos {E,, : E € €};

Obsérvese que, a pesar de que la categoria de los grupos abelianos exteriores no es abeliana se pueden

construir los funtores K, N : (E-Ab)2”™ — Ch™(E-Ab), sin ningiin problema, gracias a su aditividad.

Proposicion 2.7 Los diagramas

E-K E-N

E-AbA™ E-Ch*™Ab E-AbA™® E-Ch*™Ab
W/i lw// W/\L lW,/
(E-Ab)2” — Ch*(E-Ab), (E-Ab)2”™ —> Ch*(E-Ab),

son conmutativos.

3 El anillo de las matrices localmente finitas.

En esta seccion se introduce el anillo R, de las matrices localmente finitas asi como un funtor aditivo
adjunto a derecha, P : E-Ab — R-Mod, de los grupos abelianos exteriores a los R-mddulos a derecha,
que dara lugar a una gran cantidad de relaciones y propiedades ttiles para la homologia. Se considera
N, el conjunto exterior cuya externologia es la de los complementos de sus subconjuntos finitos. Si
N(k) = {i € N:i > k}, entonces {N(k)}ren es una base exterior. Sea el grupo abeliano exterior (E-L)(N),
es decir, &7 ,Z con la externologia con base exterior {®72 ;Z};ecn. Denotando por e; la sucesién de enteros
(0,0,...,0, 1(i7070, ...) entonces {e;}$°, genera, claramente, a B yZ. Por simplificar, se denotard a este

grupo abeliano exterior por 3.
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Dar un homomorfismo exterior, o : 3 — 3, es lo mismo que dar las imdgenes {a(e;)}$2,. Cada a(e;)
es una combinacién lineal finita de elementos {e;}$°,, y por otro lado, como « es exterior, para cada
k € N existe | € N tal que a(®2,Z) C ®5°,.Z. De esta manera, « se puede identificar con una matriz
infinita de orden N x N con coeficientes enteros tal que cada columna y cada fila tiene un nimero finito
de enteros no nulos. Este tipo de matriz se denomina localmente finita sobre Z. Si a(ey) = > oo, ates,

con k = 0,1, ..., entonces se interpreta como

El conjunto de las matrices localmente finitas sobre Z se denota como [f(Z). En este conjunto se puede
definir sin ningin problema la suma y producto matriciales dotandolo de estructura de anillo con unidad.
Por otra parte se considera Homg-an(3,3) definiéndose (« + 3)(k) = «(k) + B(k), k € N. Entonces

Homg-ab(3,3) con la suma y la composicién tiene estructura de anillo con unidad. Ademés,
Proposicién 3.1 Homg-ab(3,3) v 1f(Z) son anillos isomorfos.

Se llamard R al anillo Homg-ap(3,3) o bien I[f(Z), y R-Mod a la categoria de SR-mddulos por la

derecha.
Proposicién 3.2 Homg-ab(3,-) es un funtor de E-Ab a R-Mod.

Se denotard por P al funtor Homg-ap(3,-) y se denominard funtor de Brown. El funtor P no es ni

fiel ni pleno. Sin embargo se tiene una propiedad interesante.
Proposiciéon 3.3 Eziste un isomorfismo natural de R-maodulos,

Homg-ab(3, G) = Hompx-Moa(P(3), P(G)),
cuando G recorre los grupos abelianos exteriores.

Obsérvese que el resultado no sélo dice que es biyeccion natural, sino que, ademas dice que es isomor-

fismo natural de R-moddulos.
Proposicién 3.4 FExiste un funtor adjunto a izquierda de P,
V :R-Mod — E-Ab.
Se deduce inmediatamente que V (R) & 3, puesto que para cada grupo abeliano exterior G,
Homg-ab(V(R), G) 2 Homm-mod (R, P(G)) =2 P(G) = Homg-ab(3,G).
Ademas, se tiene
Proposiciéon 3.5 P : E-Ab — R-Mod es un funtor aditivo.

Existe de forma natural una adjuncién,

A°P

o \4 op
(R-Mod)A™ —= (E-Ab)A™.

op
pa

K

)

Ademés, como P preserva los limites al ser adjunto a derecha, entonces P2 (XE) = pA” (X)
para X grupo abeliano exterior simplicial y K conjunto simplicial.
Notacién: Dado F': C — D un funtor entre categorias punteadas, tal que preserva el objeto cero,

se induce un funtor entre las respectivas categorias de complejos de cadenas, Ch(F) : ChC — ChD,

Ch(F)(X)n = F(X,), dy""%) = Fa),
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Proposiciéon 3.6 FExiste una adjuncion,
ChT(P)
Ch'(E-Ab) —= Ch*(R-Mod),
Ccht(V)
Cht(V) 4 Ch™(P).
Para finalizar esta seccion, se dan las relaciones de este funtor P con los funtores N y K mediante

diagramas conmutativos de funtores.

Proposicion 3.7 FEl siguiente diagrama es conmutativo:

N

(E-Ab)A™ Ch*(E-Ab)

pac l lcm(m

(R-Mod)4” — Ch"(%-Mod).

Andlogamente, eziste otro diagrama conmutativo sustituyendo N por K.

4 Homologias en la categoria de los espacios exteriores.

En esta seccién se crean invariantes de tipo homoldgico siguiendo la linea de los modelos simpliciales
creados y aprovechando todas las propiedades vistas. En primer lugar se hace un estudio de la homologia
que surge cuando existe la accién del monoide M = Homg(N, N), viéndose que coincide con la homologia
singular clasica de un determinado espacio de funciones. Este hecho hace que tenga propiedades tales
como la existencia de una sucesién exacta larga de homologia, la invarianza por homotopia exterior y un
teorema de Hurewicz en el que estardn involucrados los grupos de homotopia de tipo Brown [21].

En la otra homologia intervendra el mencionado anillo de las matrices localmente finitas. Entre sus
propiedades mas destacadas estan la invarianza por homotopia exterior, un teorema de tipo escisivo, la

aditividad finita y un algoritmo de calculo para gCW complejos.

4.1 M-homologia

Definicién 4.1 Sea X un espacio exterior. Un M-n-simplice singular exterior es una aplicacién exterior
u: NxA, — X. La i-cara de u es el (n — 1)-simplice singular exterior u(idN;((i-), donde &; : A,,_1 — A,

es la inducida por §; : [n — 1] — [n], 0 < i < n.

Si X es un espacio exterior se construye un complejo de cadenas de grupos abelianos con la accién

del monoide M segun la composicién de funtores:

Singe (LMO7)Ar

E % (SetsM®)A% (ABM™)A K cpt(ApM™),

Nétese que M es una categoria pequeiia y Ab es abeliana, por lo que AbM®” es una categoria abeliana.
Asi, se tiene una equivalencia de categorfas: (AbM™)A"™ ~ Ch*(AbM""), mediante los funtores N
y P. La composicién de todos estos funtores E — Ch+(AbM°p) se denominars por CM, complejo de
cadenas de M-grupos abelianos. Explicitamente, si X es un espacio exterior y f es una aplicacion exterior,

entonces
CM(X), = L(Homg(NxA,, X)),

ST = S (1)L ((idw %)),
CM(f)n = L(f.).
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Definicién 4.2 Una pareja exterior, (X, A), consiste en un espacio exterior X y un subespacio exterior
AcCX.

Como CM(A) es un subcomplejo de CM (X)) se puede considerar el complejo cociente CM (X)/CM(A),
llamado complejo de cadenas de M-grupos de X relativo a A, y denotado por CM (X, A). Un morfismo

de parejas exteriores (X, A) — (Y, B) consiste en un par de aplicaciones exteriores, (f,g), f: X — Y,

T
X

donde 4, j son las inclusiones candnicas respectivas. Nétese que g = f|A, por lo que, de hecho, consiste

g : A — B haciendo conmutativo a

g
R

W

~

— Y,
!

en dar una aplicacién exterior f : X — Y tal que f(A) C B. Se induce de forma natural un morfismo

de complejos CM(f) = CM(f,g) : CM(X,A) — CM(Y,B) dado por la inducida en los cocientes de
CM(f): CM(X) — CM(Y).

Definicién 4.3 Dado (X, A) una pareja exterior se define su n-M-grupo de homologia como el del com-
plejo de M-grupos CM (X, A).

Si se denota por HM entonces HM (X, A) = H,,(C* (X, A)). Esta construccién da lugar, claramente,
a un funtor para cadan: HM : E() — AbM” | Para cada morfismo de parejas, f, se considera HM(f) =
H, (CT(f)), comprobéndose que conserva tanto la composicién como la identidad. Aqui, E®) denota la
categoria de parejas exteriores.

Si (X, A) es una pareja exterior entonces (X, AN) es una pareja de espacios topolégicos. Se puede
considerar, asf, la homologfa singular clésica, H, (X", AY). Cabe preguntarse qué relacién existe, para

cada n > 0, entre H,JLM (X,A)y H, (XN, AN). El siguiente resultado da una respuesta a esta cuestion:
Teorema 4.4 FExiste un isomorfismo natural,

HM(X, A) >~ H, (XN, AY),
donde (X, A) recorre las parejas exteriores.

Si X es un espacio exterior se puede identificar con la pareja (X, (), surgiendo la nocién de homologia
exterior de X, HM (X) = HM (X, ). Asi, también toda aplicacién exterior f : X — Y se puede considerar
como (f, D) pudiéndose definir su homologia exterior. Uniendo lo anterior se tiene un isomorfismo natural
HM(X) = H,(XY). Otra propiedad interesante de esta homologfa es la existencia de una sucesién exacta
larga asociada a cada pareja exterior (X, A). Si (X, A) es una pareja exterior, entonces existe una clara

sucesion exacta corta de complejos de M-grupos abelianos,
0 —= CM(4) —> OM(X) —L= CM(X)/CM (4) — 0,
donde i, j denotan la inclusién y proyeccion candnicas respectivamente. Como consecuencia:
Teorema 4.5 Para cada pareja exterior (X, A) existe una sucesidn exacta larga,
s HM(A) = HM(X) T HY (X A) = HY (A)

donde i, = HM (i), j. = HM(j) y 6. es el M-homomorfismo de conezion. Ademds, esta sucesion es

isomorfa a la correspondiente de la sucesion exacta corta:

0 O(AY) O(XN) — O0(XM)/C(AY) —= 0.
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Para cada pareja exterior (X, A) surge un cilindro, (XXI, AXI) y morfismos de parejas dg,d; :
(X, A) = (XXI,AXI), p: (XxI,AXI) — (X, A).

Definicién 4.6 Sean f,g : (X,A) — (Y, B) dos morfismos de parejas exteriores. Se dird que f es
homoétopo a g, f ~ g, si existe un morfismo de parejas, F' : (XXI, AxI) — (Y, B), tal que Fdy = f,
F51 =4d.

Esta relacién es de equivalencia y compatible con la composicién. Si f, g son morfismos de parejas
exteriores v f ~ g entonces es sencillo establecer que fN ~ gN. Por otro lado, en Top la homologia singular
es invariante por homotopia entre morfismos de parejas de espacios. Entonces se tiene un resultado

analogo para exteriores, es decir, la invarianza por homotopia entre morfismos de parejas exteriores.

Teorema 4.7 Si f,g: (X, A) — (Y, B) son morfismos de parejas exteriores homdtopos entonces se tiene
que HY'(f) = H'(g)-

Como consecuencia, si f : (X,4) — (Y, B) es una equivalencia de homotopia exterior entonces
HM(f): HM(X, A) — HM (Y, B) es isomorfismo, para cadan > 0. Aprovechando de nuevo el isomorfismo

natural 72((X, a)) = 7, (XY, a), existe también un teorema de tipo Hurewicz.

Definicién 4.8 Sea X un espacio exterior y a € X, n > 1. Se define el M-homomorfismo de Hurewicz,
M 7B (X, a) — HM(X),

como el que se induce en el diagrama

mr (X, a)) o> HY (X)

ul im

(XN a) — H,(XY),

donde h,, : 7, (X", a) — H,(XY) es el homomorfismo de Hurewicz cldsico.

Como consecuencia se obtiene un teorema de tipo Hurewicz exterior:
Teorema 4.9 Sea X un espacio exterior tal que

B _ B _
o (X) =0, 7; ((X,a)) =0, 1 <k <n,

para algin a € XN, y por tanto para cualquiera, con n > 2. Entonces hM : n2(X,a) — HM(X) es
isomorfismo y hA | : w8 (X, a) — HM | (X) es epimorfismo.
4.2 R-homologia

Si X es un espacio exterior se construye el complejo positivo de cadenas de R-médulos, CT(X), segin
la composicién de funtores C™ = KPA™ (E-L)A" W (E-Sing) : E — Ch*(%-Mod). Explicitamente,

CH(X),, = Homg-ab (3, L(Homtop(Ap, X))), n >0,
R . ~ ok
di ) = L1
donde L(Homrop(Ayn, X)) tiene la externologia formada por los subgrupos exteriores de la forma
R
L(Homrop (A, E)), E e-abierto en X. Obsérvese también que ds (X)(a)(ek) = dg(x)(a(ek)), para cada
a€ C’m(X)n, er € 3, donde dff()” denota el operador borde singular clasico.

Si (X, A) es una pareja exterior, C*(A) es un subcomplejo de R-médulos de C*(X). Asi, se puede
definir el complejo de M-mdédulos cociente, CT(X, A) = CH(X)/CT(A).
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Definicién 4.10 Dada (X, A) una pareja exterior se define su n-R-mddulo de homologia como el del
complejo de R-médulos, CR(X, A). Si se denota por HY' entonces H(X, A) = H,(CH(X, A)).

Obviamente esta construccién da lugar a un funtor, para cada n : H2' : E® — M-Mod. Por otro
lado, si A = (), se denota H2'(X) = H2X(X, (). Asociada a cada pareja exterior, (X, A) existe una sucesién

exacta corta de complejos de SR-modulos,
0 —= C%(A) —= OR(X) —L= CR(X, A) —= 0
donde i, j son la inclusién y proyeccién canénicos respectivamente. Como consecuencia inmediata:
Teorema 4.11 Si (X, A) es una pareja exterior entonces existe una sucesion exacta larga de homologia,
- HE(A) = HY(X) > B (X, A) = H (4) — -
con i, = HX(i), j« = H2(j), y 6« el homomorfismo de conerion.
También se tiene la invarianza homotdpica exterior:

Teorema 4.12 Si f,g : (X,A) — (Y,B) son morfismos de parejas exteriores homdtopos entonces
HY(f) = H (g)-

Si X es un espacio exterior se puede considerar el complejo de cadenas de grupos abelianos exteriores
segiin la composicién de funtores: D = K (E-L)2" W (E-Sing) : E — Cht(E-Ab). Obsérvese que, segiin
las conmutatividades vistas, Ch*(P)D = C%.

Definicién 4.13 Sea X un espacio exterior. Se dice que X es primer contable exterior, o bien FE-C1, si

admite una base exterior contable 3 = {E,,}22,.
Dado X espacio exterior E-C1 se puede considerar, sin pérdida de generalidad que
X=FEyDFE,DFE;,D..DF,D..

Esta nueva nocién se puede trasladar sin problemas a las categorias exteriores definidas.

Un hecho curioso en la categoria de grupos abelianos exteriores es que si p : G — H es un homo-
morfismo exterior sobre entonces p es cociente (sobre y la externologia de H es la de aquellos subgrupos
E < H tales que p~!(E) € eg) si y sblo si p transforma subgrupos exteriores en subgrupos exteriores.
Como consecuencia, si p : G — H es cociente entonces lleva cada base exterior de G en una base exterior
de H, y si G es E-C1 entonces H también lo es. Ademds, se puede comprobar que en las categorias
exteriores, ser E-C1 es una propiedad hereditaria. Por otro lado, si f : 3 — G es un homomorfismo de
grupos abelianos, donde G es grupo abeliano exterior E-C1, con base exterior 3 = {E,,}52,, entonces, se
tiene que f es exterior si y sélo si existe una sucesién {p(#)}2, C N, con (i) < ¢(i+1), i € Ny tal que
para cada l € Ny k > (I) entonces f(ex) € E;. De este modo, si C' es un grupo abeliano exterior E-C1,

(' subgrupo abeliano exterior y C//C” el grupo abeliano exterior cociente, se tiene que

P(3)

0—P(C") 22 p(c) L p(c/c) —=0

es una sucesion exacta corta de R-médulos (i : ¢/ — C'y p: C — C/C’ denotan la inclusién y proyeccién

candnicas, respectivamente). Ademds
Proposicion 4.14 Existe un isomorfismo natural,
Ch*(P)(D(X)/D(4)) = C*(X, A),

donde (X, A) recorre las parejas exteriores E-C1.
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Asi, para hallar los R-médulos de homologia de una pareja exterior (X, A) se puede hacer a partir
del complejo Cht(P)(D(X)/D(A)). Teniendo en cuenta todo esto se tiene el teorema de escision:

Teorema 4.15 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X tal que Clx(U) C

Intx(A). Entonces la inclusion i : (X-U, A-U) — (X, A) induce isomorfismo en R-homologia, es decir,

H2() : HNX-U, A-U) — HX(X, A)

n

es isomorfismo de R-mddulos, para cada n.

Otra propiedad interesante de esta homologia es la aditividad finita:

Teorema 4.16 Sea {X;}™, una familia finita de espacios exteriores. Entonces
HAIM, Xo) 2 or, HY(X;), n>0.

Analizamos ahora la PR-homologia del espacio exterior N. Una base exterior estd constituida por
los abiertos de la forma N(k) = {i € N : ¢ > k}, k € N. Asi, en D(N),, = L(Homrop(Ap,N)) la
externologia considerada serd la que tiene como base exterior {L(Homrop(Ay, N(7)))}52,. Si se denota

por D(N) = C(N), entonces la base exterior se denota como {C(N(7))}52,.

Teorema 4.17

Dado (X, 7) un espacio topoldgico se puede obtener un espacio exterior de dos maneras, una de ellas
es considerar como externologia la propia topologia y otra es considerar el espacio total {X}. En ambos

espacios exteriores la homologia H' viene dada en funcién de la homologia singular usual de X.

Proposicién 4.18 Sea (X, T) espacio topoldgico.
(i) Si ex = {X} entonces HY'(X) 2 [[:2, Hn(X);
(ii) Si ex = Tx entonces HY(X) = &% H, (X),

siendo los isomorfismos naturales.

El siguiente objetivo es definir homologia reducida. Para ello habra que restringirse a una categoria

especial de espacios exteriores, Eg. Esta categoria tiene como objetos tridngulos conmutativos,

N— >N

N

X,

que se denotardn por (ix,X,rx). Un morfismo (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) es una aplicacién exterior
f: X =Y tal que fix =iy, rvf=rx.

Noétese que esta categoria es una subcategoria de Eg, espacios exteriores bajo y sobre N. También,
se observa que HX (rx)H > (ix) = H} (rxix) = idgm vy por lo que (rx). = H2X(rx) es epimorfismo y

(ix)« = H}(ix) es monomorfismo.
Definicién 4.19 Sea (ix,X,rx) un objeto de Eg. Se define

AR(X) = ker(H2(X) 2% B2 (W)).

n n
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Por la propiedad del ntcleo, dada f : (ix, X,rx) — (iy,Y,ry), se induce un homomorfismo ﬁ?( f):
HX(X) — HX(Y). En el caso que n > 0, entonces HX(N) = 0, por lo que H?(X) = H}(X).

Si (X, A) es una pareja en Eg, esto es, la inclusién i : A — X es un morfismo de dicha categoria, se
define AR (X, A) = HR(X, A). Si f : X — Y es exterior, en EN, con f(A) C B se define HX(f) = HR(f).

Teorema 4.20 Sea (X, A) una pareja en Eg. Existen morfismos i, j« y 0« tales que la siguiente sucesion

es exacta larga:

También se da la invarianza homotépica:

Teorema 4.21 Sean f,g : (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) homdtopas exteriormente. Entonces HX(f) =
H(9)-

Es de destacar una relacién natural entre la homologia H> y su reducida, H?*. Se observa que existe
una sucesioén exacta corta,
2

0 — A%(X) —> HR(X) —> H}(N) —>0,

que escinde, asi H}(X) = HX(X) @ HX}(N), n > 0.

Analizamos, a continuacién, un algoritmo de calculo de la PR-homologia para ciertos gCW complejos.
Para ello se comienza viendo homologia en celdas y esferas. Si S™ es la n-esfera, se denota por 6™ = Nx S™.
Claramente es un objeto de E§ definiendo ign (k) = (k, s0), y ren (k,2) = k, donde sg = (0,0, ...,0,—1) €
S™. Otro objeto especial es N, donde iy = ry = idy. Evidentemente, se tiene que H?‘(N) = 0, para
cada i € Z. Como N = Nx{so} C 6", se considerard a N como un subespacio exterior de 6. Ademas
N — G&" es un morfismo de Eg. Otro objeto a considerar es ® = Nx D™, n > 0, donde D" es el n-disco.
Aqui, ign (k) = (k,s0) v ron(k,z) = k. Haciendo uso, entre otras propiedades, del teorema de escisién y

por argumentos analogos a los hechos en el caso clasico de la homologia singular obtenemos:

Proposicion 4.22
(i) H, (@, &") = H(&"), i € Z,n 2 0,
(ii) H3 (&™) = ANS"), i € Z,n > 0.

Como consecuencia:
Teorema 4.23
A7 (") = HY(&") =
0, i#n R, n>0.

Sin>1:

H(®",6" 1) =
0, i#n.

Considerando las esferas S»~!, n > 1, con topologia como externologia, asi como para los discos, D",

y teniendo en cuenta el calculo de la homologia singular usual de S™, entonces,
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Teorema 4.24 Sii > 0,

®720Z, i=n (B5LZ) @ (D7Z0Z), n=0
H(S™) = Hi' (™) =

Y, sin>1:

HY (D", §") =
0, i#n.
Los gCW complejos son espacios que se crean pegando discos o N-discos por su borde, proceso que se
describe a través de push-outs. Por esto es adecuado estudiar la siguiente situacién:

Sean X, X* espacios exteriores Hausdorff, tal que X* es E-C1 y se obtiene de X a partir de un

)f
(Haea ®3) (T er D7) (Ixen ) L er £2) ’

push-out de la forma

(HAeA gx) U(L[a,er 9~)

(Mxea 3 L, er 857

con A y I finitos. Como la flecha vertical del coproducto de esferas en el coproducto de discos es inyectiva,
cerrada y e-cerrada, se tiene que X — X* es inyectiva, cerrada y e-cerrada, luego un encaje. Se puede,
entonces, suponer sin pérdida de generalidad, que X es un subespacio exterior cerrado de X*. En este

caso se obtiene lo siguiente:

Proposicién 4.25
(@29) @ (@,(85,2)), i=n
H} (X", X) =
0, T#mn.

Estamos en condiciones de dar la homologia celular.
Definicién 4.26 Se define el complejo R-celular de X como
Ol (X) = H (X", X",
con operador frontera la composicion
H (X0, X)L (X)L (X, X2),
donde 6, es el homomorfismo de conexién y j,_1 el inducido por la inclusion.

Para simplificar se denotard por (C,d). (C, d) es un complejo de cadenas de SR-médulos. Si k,, j, denotan

las inducidas en las inclusiones se considera el diagrama
HE(X) <= HF(X") —> HR (X", X"0),

Teorema 4.27 Sea X un gCW complejo con un numero finito de celdas en cada dimension. Entonces
(i) kn es epimorfismo;
(ii) jn es monomorfismo;
(iii) im(jn) = ker(dy), ker(k,) = i1 (im(dni1)).

Corolario 4.28 0, = (j,k; ') : HX(X) — H,(C) es un isomorfismo de R-mddulos.

Por tanto, para hallar los grupos de PR-homologia de X basta hallar los grupos de homologia del

complejo de cadenas de R-médulos, C.
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5 Aplicaciones: Homologias tubulares.

Otros importantes invariantes de naturaleza homoldgica para los espacios exteriores son estudiados en
esta seccion: la homologia tubular y la tubular cerrada. Se ven relaciones entre éstas y la homologia
singular clasica, asi como que, para CW complejos localmente finitos y con un ntimero contable de celdas
en cada dimension, K, su homologia localmente finita coincide con la homologia tubular cerrada de cierta
estructura de gCW complejo para K, con lo cual, y como consecuencia inmediata, se podréd dar una
relacién de la homologia reducida de Steenrod de un espacio métrico-compacto, X, con la homologia

tubular cerrada asociada a su complejo fundamental de Lefschetz.

5.1 Homologia tubular.

Se considera la categoria Ch,;Ab, de complejos de cadenas acotados inferiormente de grupos abelianos.

Definicién 5.1 Dado X un objeto de Chy;Ab, se define su cocilindro, X!, como,

(XI)n = Xn @ Xn+1 ©® Xn,
dX' (2,y,2) = (dX (x), —dX 1 (y) + & — 2,dX (2)).

Es sencillo comprobar que es un objeto de Ch,;Ab. Tomando (dg), ¥ (d1)n las proyecciones en la primera
y tercera componente respectivamente, definen homomorfismos de complejos: dy,d; : X' — X. Por otro
lado, se define s : X — X! como s,(z) = (z,0,z), dando un homomorfismo de complejos. Entonces se
tiene un diagrama conmutativo,

(id,id)
X——Xx X

%0;1)

con (dg,d;) fibracién y s equivalencia débil en Ch,;Ab, por lo que es un objeto cocilindro de X, en el
sentido de categorfa de modelos de Quillen (véase [35] y [8]). Dado f : X — Y un morfismo de Ch,;Ab

se define su cocilindro, ff, como (f1), = fn @® fni1 ® fn. Surge asi, un funtor cocilindro,

s
I
X7,

(.)' : ChajAb — Chy;Ab.

Ademds, dy, di y s son transformaciones naturales. El funtor cocilindro transforma equivalencias débiles
en equivalencias débiles. Si X es un complejo de cadenas positivo de $R3-mdédulos, se puede considerar
(sh)*: X — X, dado como (sh)%(xz) = x - sh, donde sh es el operador shift definido en [21]. Es sencillo
comprobar que es un homomorfismo de complejos de cadenas positivo de grupos abelianos. Teniendo en

cuenta la existencia del funtor candnico
Ch+(9{—Mod) — ChTAb C Chy,;Ab,
entonces tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 5.2 Sea X un objeto de Ch™(R-Mod). Se define el complejo de cadenas tubular de X,
P(X), como el obtenido en el siguiente pull-back en Ch,;Ab :

P(X) X1
pzi l(do,dl)
X X x X.

_—
(id,(sh)™)
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Su descripcion explicita es

P(X)n - Xn @ Xn+1;
X (a,2) = (dX (a), —dX, 1 (x) + a — a - sh).

Por otro lado, si f : X — Y es un morfismo de Ch™(R-Mod), se induce, por la propiedad universal
del pull-back, un morfismo de Chy;Ab, P(f) : P(X) — P(Y), cuya expresién es P(f), = fu @ fat1.
Claramente define un funtor P : Ch*(3-Mod) — Cha;Ab. Para cada pareja exterior (X, A), C?(X, A)
es un complejo de cadenas positivo de M-médulos. Se denota por P(X, A) a P(CR(X, A)).

Definicién 5.3 Sea (X, A) una pareja exterior, se define el n-grupo de homologia tubular de (X, A), y
se denotard por HP (X, A), como el del complejo P(X, A).

De modo natural, si f : (X, A) — (Y, B) es un morfismo de parejas exteriores se define HI'(f) :
HP(X,A) — HP (Y, B), dando lugar, para cada n € Z un funtor HY : E?) — Ab.

Teorema 5.4 Sea (X, A) una pareja exterior, entonces existe una sucesion exacta larga en homologia
tubular,

%

> HP(A) —> HP(X) —L> HP (X, A) > HP (A) — -,

donde iy, J« son las inducidas en las correspondientes inclusiones.

También se tiene la invarianza homotépica:

Teorema 5.5 Sean f,g : (X,A) — (Y,B) morfismos en E) homdtopos exteriormente. Entonces
Hy'(f) = H(g), Vn € Z.

La homologia tubular verifica también el teorema de escision:

Teorema 5.6 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X con Clx(U) C
Intx(A). Entonces i : (X-U, A-U) — (X, A), la inclusidn, induce isomorfismo en homologia tubular, es
decir,

HP@G): HY (XU, A-U) — HE (X, A)

es isomorfismo de grupos, para cada n.

Y la aditividad finita:

Teorema 5.7 Sea {X}™ | una coleccion finita de espacios exteriores. Entonces existe un isomorfismo
natural,
P m i m P i
H, (112, X') = @ Hy, (X°).

Recordamos ahora la descripcién del funtor derivado del funtor limite inverso.

Definicién 5.8 Sea

Po p1 P2

Go

Gy Gs Gs

un sistema inverso de grupos abelianos. Se considera el homomorfismo de grupos d : [[;2,G; —

[1;2, G:i dado por d(go, 91,92, -.-) = (9o — Po(g1), 91 — P1(g2), 92 — P2(g3), ...). Entonces el limite inverso
es lim {G;,p;} = ker(d), y el limite derivado, lim* {G;,p;} = coker(d).
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Por simplificar notacién y siempre que no haya lugar a confusién, se omiten los homomorfismos de
transicién, p;. De forma canénica se definen lim y lim® para morfismos de sistemas inversos de grupos
abelianos. Dos importantes propiedades concernientes al funtor lim' son las siguientes:

(i) Si cada p; : Gij+1 — G es un epimorfismo, entonces lim* {G;} = 0;

(ii) Los limites inversos y derivados de una sucesién exacta corta de sistemas inversos de grupos
abelianos,

0 {Gi} {H;} {K;} —0,

estan relacionados por una sucesiéon exacta larga de grupos abelianos,

— lim* {G;} — lim'* {H;} — lim* {K;} — 0.
Supdéngase X un espacio exterior E-C1, y
X=FEyDFE,DFE,D..DF,D..

una base exterior. Sea iy : Epy1 — FEji la inclusién candnica correspondiente y dado g € Z, py :
H,(E41) — Hy(E)) su inducida en los grupos de homologia singular. Entonces se tiene, para cada g,

un sistema inverso de grupos abelianos,
Hy(Eo) <" Hq(E1) < Hy(Ez) <" Hy(F3) <— -
Teorema 5.9 FEuziste, para cada q € Z, una sucesion exacta corta,
0 ——=1lim' {Hy41(E)} — H(f(X) —lim {Hy(E;)} —0.
El siguiente resultado es la versién del teorema anterior para el caso no absoluto:
Teorema 5.10 Sea (X, A) una pareja exterior, X E-C1, y
X=FEyDFE,DFE,D..DF,D..

una base exterior de X. Entonces, si se denota por E] = E; N A, existe, para cada q € Z, una sucesion

exacta corta,
0 —— lim? {Hy41(Eys, L)} —= HE (X, A) — lim {H,(E;, E)} —> 0.
La PR-homologia y la homologia tubular estan relacionadas mediante una sucesion exacta larga.
Teorema 5.11 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesion exacta larga de la forma:
s H3 L (X) —— HP(X) — B3 (X) — B} (X) —> -

Se tiene también el resultado para el caso relativo.
El teorema 5.9 anterior es 1til para el cilculo de homologia tubular, en concreto se puede calcular sin
problemas la homologia tubular del espacio exterior N. Claramente, {N(7)}5°, es una base exterior que

estd en las condiciones de dicho teorema.

Teorema 5.12
Hzo Z/ G202, q=-1
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Una propiedad curiosa de la homologia tubular surge cuando la externologia considerada es la propia

topologia.
Proposicién 5.13 Sea X un espacio exterior tal que ex = Tx. Entonces HY (X) 20, VYn € Z.

Se deduce que, si X es un espacio topoldgico compacto, entonces Hf(Xe) =0, Vn € Z.

De forma similar se tiene para el caso relativo, con parejas exteriores compactas.

5.2 Homologia tubular cerrada.

Variando un poco el complejo de cadenas tubular de un espacio exterior, se obtiene un subcomplejo suyo,
el complejo tubular cerrado, dando lugar a otro importante invariante homolégico: la homologia tubular

cerrada. Se dardn, primeramente, unas consideraciones algebraicas antes de dar su definicion.

Definicién 5.14 Sea X un complejo de cadenas positivo de grupos abelianos exteriores. El complejo de
cadenas tubular cerrado de X, Q(X), es el complejo de cadenas acotado inferiormente de grupos abelianos
siguiente:

Q(X)n ={(a,z) € Homg-ap(3, Xpn) ® Homg-apb(3, Xn+1) : ap = 0},

di™(a,2) = ((dY)(a), ~(dX1)« (@) + a —a- sh).

Nota: Obsérvese que, Q(X), = {(a,z) € P(Ch*(P)(X))n : ap = 0}, siendo a9

\
PP, 0(x)

la restriccion de

n-.

Evidentemente, Q(X) es subcomplejo de P(X) = P(Ch™(P)(X)), la inclusién i : Q(X) — P(X) es
homomorfismo de complejos de cadenas acotados inferiormente de grupos abelianos. Si f : X — Y es
un morfismo de complejos de grupos abelianos exteriores se considera Q(f) : Q(X) — Q(Y) dada por
QU = ((fa)o(@), (fus1)a(2)), es decir, P(H)alQ(X).

Si (X, A) es una pareja de complejos de cadenas positivos de grupos abelianos exteriores se considera
Q(X,A) = Q(X/A) C P(X,A). De forma natural se define para f : (X, A) — (Y, B) morfismo de parejas
correspondiente, dando lugar a un funtor: Q@ : Ch+(E—Ab)(2) — Chy;Ab.

Si (X, A) es una pareja de espacios exteriores, se denotard por Q(X, A) al complejo Q(D(X), D(A)) =
Q(D(X)/D(A)). Aqui D(X) es el complejo singular C'(X) de forma que en cada nivel C(X),, tiene la
externologia generada por {C(E), : E € ex}. Si no hay lugar lugar a ambigiiedad, a veces se denota
D(X)=C(X)y D(X,A) =C(X,A). Se define de forma natural Q(f) : Q(X, A) — Q(Y, B) para parejas.

Definicién 5.15 Sea (X, A) una pareja de espacios exteriores. Se define su n-grupo de homologia tubular
cerrada, H2 (X, A), como el del complejo Q(X, A).

Sif:(X,A) — (Y,B) es un morfismo de parejas de espacios exteriores se define de forma canénica
HE(f): H2(X,A) — H2(Y, B), originando un funtor para cadan € Z: H? : E?) — Ab.

Es sencillo comprobar que si (X, A) es una pareja exterior entonces existe un isomorfismo natural
Q(X,A) 2 Q(X)/Q(A). Por consiguiente:

Teorema 5.16 Sea (X, A) una pareja exterior. Entonces existe una sucesion exacta larga en homologia
tubular cerrada,

> HQ(A) —> HY(X) —L> HY(X, A) —> HY | (A) — - -

n

Se da también la invarianza homotdpica:
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Teorema 5.17 Sean f,g: X — Y aplicaciones exteriores homdtopas. Entonces
HZ(f) = H2(9), Vn € L.
La homologia tubular, tubular cerrada y la singular estdn relacionadas por una sucesién exacta larga:
Teorema 5.18 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesion ezracta larga,
= HY(X) — H(X) — Hp(X) —= ;L (X) — -+

Como consecuencia inmediata si X es un espacio exterior tal que ex = 7x entonces, para todo n € Z,
H?(X) = H,1(X). En particular, si X es un espacio topolégico compacto, H2(X.) = H,+1(X), Vn €
Z. Existe también la versién para el caso relativo.

También la homologia tubular cerrada verifica el teorema de escision.

Teorema 5.19 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X con Clx(U) C
Intx(A). Entonces i : (X-U,A-U) — (X, A), la inclusion, induce isomorfismo en homologia tubular
cerrada, es decir,

HR(i): HY(X-U,A-U) — HZ (X, A)

es isomorfismo de grupos, para cada n.

Y la aditividad finita:
Teorema 5.20 Si {X*}™, es una coleccion de espacios exteriores, entonces

Hf:?(]_[fil Xi) = @;11H7?(Xi)-

Como en la homologia tubular, existe un teorema similar 1til para calculos.

Teorema 5.21 Sea X un espacio exterior E-C1, y sea
X=EyDE DEy>..DE,D..
una base exterior. Existe, para cada q € Z, una sucesion exacta corta,
0 —— lim {Hy41(X, B))} —= HE | (X) — lim {H, (X, E)} —> 0.

Para el caso relativo, si (X, A) es una pareja exterior, X E-C1 y {E;}22, una base exterior tal que
Ey=Xy E, D E,;1, para cada n, si se denota por E, =AU E;, entonces existe para cada ¢ € Z, una

sucesion exacta corta,
0 —lim" {Hy1 (X, E;)} — HP (X, A) — lim {Hy(X, E;)} — 0.
Haciendo uso de esta herramienta se calcula la homologia tubular cerrada de N :

Teorema 5.22
H?io Z, q=-1

Oa q%fl

Asi como el siguiente caso:

Proposicién 5.23 Sea {(Xy, Ax)}rca una coleccidn contable de parejas de espacios compactos. Si en

los coproductos,
[aea Xx Taen A

se consideran las externologias de los complementos de sus compacto-cerrados, entonces

H??(H)\GA Xx, HAeA AA) = H)\eA Hn+1(X>n A)\), Vn € Z.
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5.8 Homologia celular tubular cerrada y homologia de Steenrod.

En esta seccién se comprueba la importancia de la homologia tubular cerrada viéndose una relacién
directa con la homologia de Steenrod de los espacios métrico-compactos. Las homologias tubular y tubular
cerrada tienen las propiedades necesarias para repetir los argumentos hechos en los gCW complejos con
un numero finito de celdas en cada dimensién para la JR-homologia. Unicamente varian los grupos de
coeficientes y en unos casos un salto de dimensién. Se introduce ahora, a semejanza de la PR-homologia

reducida, la homologia tubular cerrada reducida.

Definicién 5.24 Sea (ix,X,rx) un objeto de Eg. Se define

A(X) = ker(H2(Xx) %

n

HQ(N)).

n

Dada f : (ix, X,rx) — (iy,Y,ry), se induce un homomorfismo de grupos HQ(f) : H?(X) — HL(Y).
Para n > 0, entonces H?(N) = 0, por lo que H?(X) = H?(X). Si (X, A) es una pareja en EY, se define
HQ(X,A) = H(X,A). Si f: X =Y es exterior, en EY, con f(A) C B se define HQ(f) = HS(f).

Teorema 5.25 Sea (X, A) una pareja en Eg. Entonces existen morfismos i, j« y 6« tales que la siguiente

sucesion es exacta larga:

- FAQ(A) > AQ(X) 2> AQ(X, A) —> HY | (A) — -

n

Se establece la invarianza homotépica:

Teorema 5.26 Sean f,g : (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) homdtopas exteriormente. Entonces HR(f) =
HR(g), n > 0.

Haciendo uso, basicamente de la escision, entre otras propiedades:

Proposicion 5.27
(i) HS (", &™) = A2 (6"), i € Z, n > 0;
(ii) H2 (&™) = H2 (&™), i € Z, n > 0.

Obtenemos asi, como consecuencia:

Teorema 5.28

[[Z02Z, i=n—1 (L2 220 Z), n=0
R (6") = HE (6") =
0, i#n—1, 12,2, n > 0.
Sin>1:
2%, i=n-1
HiQ(©n76n—1) _

0, i#Fn—1.

Por el célculo de la homologia singular usual de S™ y (D", S"~ 1) :
Sii >0,

Z, i=n-—1 7Z®Z, n=0

HE (S™) = HE (™) =
0, i#n—1, Z, n>0.
Y,sin>1:
Z, 1=n-—1

HiQ(Dnvsnfl) _
0, i#n—1.
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Dados X* y X espacios exteriores como en el resultado 4.25, entonces
HO (X", X') = (@reaHO(D3, 84 71) & (@,er HA(DL,5771),

por lo que
@\I12,2) @ (9,2)), i=n—1
HP(X*, X) =
0, itn—1.
Definicién 5.29 Sea X un gCW complejo con un nimero finito de celdas en cada dimensién. Se define

el complejo celular tubular cerrado, C?°¢!(X), como
el (X) = HE, (X", X",

el(X)

cQe C
con operador borde, dj, , la composicién

HZ (X7, X"1) Se HY ,(X71) =5 HY (X1, X2),

Entonces el n-grupo de homologia de dicho complejo es isomorfo al grupo de homologia tubular cerrada de
X de dimensién n-1. Supéngase ahora un CW complejo, X, localmente finito y con un niimero contable
de celdas en cada dimension. Se considera en cada objeto del diagrama push-out en Top la externologia

de los complementos de sus compacto-cerrados,

Hrea, 95

n—1 _
[Tiea, Sy .G

j\in

H Dy — 5 xXn
AEA, A n .
€ H)\EAn f/\

Entonces es un push-out en E; asi, si X tiene dimensién finita, X, es un gCW complejo (nétese que si
hay un nimero numerable de n-celdas entonces se puede considerar como una sola N-celda de dimensién
n.) Para el caso general, la externologia considerada en X serd la del colimite. Se denotara este gCW

complejo por X. Obsérvese que
HY (X", X") = [Thca, Hn(DY, Sy = [Thca, Hn(eX, ),

donde e} = f¥(Int(DY)), eX = fY (DY) y €} = eX-eX.
Como es conocido, la homologia celular localmente finita de X, orientado, es la homologia del complejo
Cleel(X), definido como CLfe¢l(X) = [Ixca, Hn(€X,€Y), con operador borde

d N ({ rea,) ={(XCaea, [eh e Nwl)al Y uea,

donde a¥ es el generador del grupo ciclico infinito H,, (€Y, €}), es decir, la orientacién de e (véase capitulo
4 de [31]), ¢% = whay, wy € Zy [e} : e~ '] denota el nlimero de incidencia de la n-celda € respecto
de la (n-1)-celda ej~'. Nétese que, por el isomorfismo H, (D%, Sy™1) = H,(e%,¢é}), se puede dar una
definicién alternativa de la homologia celular localmente finita de X : Cf¢!(X) = [Iaea, Ha(DY, Sy,
siendo el operador borde, di“!({(¢/)¥}rea,) = {(XCrea, leh « e (w)3) (@) Fuea, ,, con (a')% el
generador de H,, (DY, Sy~ '), que se corresponde con a} y (¢)% = (w')¥(a’)}, (')} € Z. Ademés, existe
un diagrama conmutativo:

o

HE (X7, X" [Thca, Ha(DE, S77)

el Lfcel
dgce l l_dnfc

HZ{Z(anl’anz) ?HueA Hn—l(Dﬂ_17SZ_2)~

n—1

Teniendo en cuenta todos estos razonamientos:
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Teorema 5.30 Si X es un CW complejo localmente finito, con un numero contable de celdas en cada

dimension, entonces

HE (X) =~ H,(CY! (X)), Vn e

Y, como consecuencia:

Teorema 5.31 Sea X es un espacio métrico compacto. Entonces

HQ(OFC(X)) = H34(X), Yn € Z.

Es decir, la homologia reducida de Steenrod de X ([37]) es isomorfa a la homologia tubular cerrada

o —

de OFC(X) donde OFC(X) denota el complejo fundamental de Lefschetz de X ([19]).
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Abstract

Treves, F., [15], proved the hypoellipticity of some regular operators. Later,
Hormander, L.,[11] Durand, M., [7], and Oleinik, O.A. & Radkevic, E. V., [13],
considered independently second order operators which are sum of squares of real
vector fields; they gave criteria of hypoellipticity. Derridj, M. & Zuily, C., [5],
studied their Gevrey regularity. Moreover, Baouendi, M. S.& Goulaouic, C., [1] and
then Derridj, M. & Zuily, C., [6], obtained some results of analyticity and Gevrey
regularity for some degenerate elliptic operators. Here, we aim to prove Gevrey
hypoellipticity of pseudodifferential operators associated to Hormander symbols of
Gevrey type.

Key words: Gevrey class, hypoellipticity, pseudodifferential operators, symbols of
Gevrey.
MSC: 47 G 30.

Notations

In the sequel, we will use the following conventions:

- R™ is the n-dimensional vector space in which every point x is defined by its n
coordinates x1, o, ... , Ty.

- Q2 denote, unless specified otherwise, an open subset of R”.

- s is a real greater than or equal to 1.

- A is the diagonal of €2 x 2.

- dx stands for the hypervolume element dzidx, ... dx,.

- 4y is the element the coordinates of which are x1 + y1, 2 +y1,... , Tn + Yn.
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-x > 0means r; > 0,20 >0,... ,2, >0.

-T >y means Ty > Y1,T2 = Yo, .. Ty = Yn.

- The order of a system p = {p1,pa, ... ., pn} ,0f integers is [p| = p1 +p2 + ... + pn.

- £ (R™) is the space of infinitely differentiable functions on R™; £ (R™) is its topological
dual.

- D () is the space of infinitely differentiable functions on R™, with compact support
in ; D' (Q) is its topological dual.

- u is the Fourier transform of u.

- U is the closure of U.

- [z] is the integer part of the real number z.

1 Pseudodifferential operators of class s

To settle the notion of pseudodifferential operators of Gevrey class, we first recall that
of Gevrey function then we restore that of symbol of the same class. To the latter, we

associate the introduction of above mentioned operators.

Definition 1 A real function fin C*°(Q) is said of Gevrey class with order s if, for any
compact subset K C

Va € N'[|Df|| < 1 (|all)”. (1)

In (1), the choice of the norm does not matter (see [2,9,10]). However, we will use the

sup-norm in this paper.

Definition 2 Let m € R, p and § two real numbers such that 0 < § < p < 1. We say
that a real function a = a(z,x) in C®(Q x R™), is a symbol (or amplitude) of Gevrey type
with class s and of type(m, p,d) on Q if and only if: for any compact subset K C €, there

exist Cy, C1, R positive constants such that

¢ @ s s m—p|a|+9d|6
sup [ D2 D%a(x, €)] < CuCI™* (Jal))* (181" (1 + JeP)™ "V

zeK

for any £ € R™ with, |£| > R, |a|®, a and 3 € N".
We denote by , 550 (€2 x R™) the set of such symbols.

(2)

To every symbol a of , 557 (€2 x R™), we associate an operator a(x, D) = A in the
following manner:

For any ¢ € D (Q2) and any z € (), we set

(Ap)(z) = a(z, D)p(z) = (2m) " / ea(r,€) BE) dE,

n
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or, equivalently, by making explicit the Fourier transform

(Ap)(x) = alx, D)p(x) = (27)" // <€ (2, €) o(y) dy de.

We write A = Opa and say that A belongs to Op, 5S¢ (€2 x R™).
The distribution-kernel 7" of a(z, D) is defined by

T(x,y)=(2m)™" /n RSN a(x,§) dE.

The symbol of the pseudodifferential operator is often given by formal series, called

asymptotic expansion (see, for instance, [2], [12]):
Zajxf aj(z,§) e C*(QxR"), j=0,1,... (3)

In this case, we assume the following hypothesis:
For any compact subset K de €2, there exist three positive constants Cy, C, R such
that

sup 0702 a;(x,€)] < CoC ™ (18] + )1 (L+ €)™ 1Y |g) = R(G+al), ()

then, we can construct the genuine Gevrey symbol of the formal series (3) as in the
analytical case by F. Treves.
Afterwards, we make use of a sequence of functions ¢;(z,&) € C*(R"), j =0,1,...,

satisfying

0<¢,(€) <1, foramy ¢eR,

0, if |¢| <2Lmax(j° 1),
(&) = . .
1, if |¢] > 2L max(j% 1),

N c A\ .
|D SOj'S(F) ,if o] <25,

where L is a suitable positive constant.

If we take L > 2°7'R_ in which R is the number given in (4), and set:

Z ;&) a;(z,§),
7=0

then a € , 550 (€2 x R™). The proof is similar to that given by Treves in [16].

137



Definition 3 A pseudodifferential operator A of Op, 5S¢ (2 x R™) is Gevrey-pseudolocal
with class s, if for any u € £ (), Au is Gevrey type of class s in any open set where u

18 S0.
That is:
Gevrey — SuppsingAu C Gevrey — Suppsingu.
In this context, we prove

Theorem 4 Let a be a symbol of ,55¢ (2 xR"), 0 < < p <1, m < p—0 satisfying
the constrains (2) for multi-indices a et € N™ such that

la] L8] < [n/2] + 1.

Then,
1. The kernel T of a(z, D) is a Gevrey function of class s on Q x Q\A.

2. a(z, D) is Gevrey-pseudolocal of class s.

Proof. We have

T(x,y) = (27r)_”/ RSN a(x,§) dE.

n

To elucidate (1), one must prove that (x — y)*T = F is a Gevrey function of class s on
Q x €. First, let us observe that

Flo,y) = / eV (Do) ala, €) de.

Then

DAF(z,y) = / D? (¢ 9€ (~Dg)” a(x,€)) dE.

Since

m—plal+26|8|

| DZ ('@ (—Dg)* a(z, €)) | < CCoCY (Ja]l)* (1 + [¢%) ,

where Cy and C) are the constants involved in (2) whereas C' is positive constant not

depending on « and J3, it is allowable to get
|DIF(2,y)] = C'CoCy (lal))’,

which means that F' satisfies (1). Then, it is of Gevrey type of class s with respect to x.
Of course, the same argument shows that F' is of Gevrey type of class s with respect to

y; the first claim of the theorem follows.
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Regarding the second one, we prove that
Vu € £'(Q), Gevrey — Suppsing Tu C Gevrey — Suppsing u.

To this end, consider an open set U C 2 and ¢ € D’ (£2) such that ¢ = 1 on a neighbour-
hood of U. Let u € £'(Q) of Gevrey type of class s on U. We have:

Tu="T(eu)+T((1 - p)u).

Clearly, pu is Gevrey type of class s on U. Since T is separately regular, it follows that
T(pu) € E().

Moreover, it holds

T((1 - g)u)(x) = / (e, 5)(1 - oy)) uly) dy

For x € U and y € Supp(1—¢) (the complementary of some neighbourhood of the diagonal
A where T is a Gevrey function of class s). Therefore, differentiating and making use of
the Lebesgue dominated convergence theorem, we find that T'(1 — ¢)u) is of Gevrey type

of class s in V', whence the claim.

2 Gevrey-Hypoelliptic operators

The operators, such as elliptic ones, are said to be Gevrey-hypoelliptic. More explicitly
(see [12]):

Definition 5 A linear operator A : £'(Q) — D'(Q) is said Gevrey-hypoelliptic if, for any
distribution u in E'(Q) and any open set U C €, the restriction u/U of u to U is of Gevrey
type of class s whenever the restriction Au/U of Au to U is.

In other words

Definition 6 An operator A is said Gevrey-hypoelliptic if it satisfies

Gevrey — Suppsing u = Gevrey — Suppsing Au. (5)

One of the most essential consequences of the construction of a parametrization is de-
scribed by this

Theorem 7 If A € Op,sS¢.(Q x R") is an eigen-support, elliptic with 1 > p > § > 0,
m<p—20—n(l+4/2), then it is Gevrey-hypoelliptic.
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Proof. Let B a two sided parametrization of A in Op, S5 (€2 x R™). Then v = B(Au)
(mod. S;°(2 x R™)). The pseudo-local Gevrey property of B yields

Gevrey — Suppsing B(Au) C Gevrey — Suppsing Au,
that is,
Gevrey — Suppsing u C Gevrey — Suppsing Au.

The converse inclusion follows from the Gevrey-pseudolocal property of A; whence (5).
The following theorem extends this property to pseudodifferential operators associated

to amplitudes a €,59 Sg (€2 x R™), characterised by this

Definition 8 Let p, 0 and 0 be three real such 0 < 6,0 < p < 1. With the notations of
definition (1.2), we say that a function a €,459 Sg-(Q x R™) if, for any compact subset K

i Q x Q, we have

m—plal+6]|8|+0]v]

DgD{Dja(x,€)| < CoCy™ ™ (lal)* (181" (I1I)* (1 + [€P) (6)

Such operators A are defined by
Au(z) = (2m)™ // =TV gz, y, &) uly)dydE. (7)

We assume they have eigen supports, which allow them, as in the C'* case, to act con-

tinuously from £(£2) into itself (see, for instance, [3], [14]). Let us state

Theorem 9 Let A be a pseudodifferential operator as in (7) associated to the symbol
Dfa(x, &) with

1> p>max(,0) > 0,m < p—max(d,0) — n(l + max(d, 0)/2). (8)

Then its kernel T is a function with class s on Q x Q\A. Moreover, for any pair of
disjoint compact subsets K, L of Q and any integer r, there exists an integer k and some

positive constants B and C such that, for every multi-index o, we have

IDOT, o @ | < OB+ (al)* (B)° sup \/ / DI () dy\/ / (). (9)

18I<k

Proof. It is based upon two lemmas. First, we recall Frieberg’s lemma [8]:
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Lemma 10 Let U a bounded open set in R™ and N = [n/2] 4+ 1, then, for any compact
subset K of U and any number h(0 < h < 1), such that K, C U, there exists a positive

constant C' such that,

1/2
AN sup |u(x)| < C'Z ple </ |D%u(z)|? dx) ,
Kp,

zeK
|oe]

where K, = {x € R"/dist(z, K) < h} (the set of elements of R™ the distance of which to
K is less than or equal to h).

The second lemma follows from lemma 2.2 by L. Hérmander [11]:

Lemma 11 Let K be a compact subset of R™ and h a positive real number, there exists

a sequence of functions (@/Jj)j in C3°(Ky) such that ¢, =1 on K and

AN
Do) < (3) @ ol <
where C' and A are positive constants independent of 7, a and h (in case h is bounded).

Let us resume the proof of our theorem. First, we point out that condition (9) implies
that T is of Gevrey class with order s in x on © x Q\A. By transposition and using (9)
for the kernel T:4 of the transpose ‘A, we deduce that T is of Gevrey class with order s
in y on Q x Q\A. Since, thanks to theorem (8) in [4], T"is C* on © x Q\A, we find that
T is Gevrey class with order s in (z,y) on 2 x Q\A. So, this amounts to prove (9). The

same argument, up to some constants, as under taken in [3], elucidates this point.
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Abstract

In this paper an extension of the bilateral generating function involving Jacobi
polynomial derived by Chongdar [2] is well presented by group-theoretic method

[6]. A nice application of our theorem is also pointed out.
A.M.S. subject classification: 33A65
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1. Introduction

While extending the general theorem on bilateral generating function for Jacobi polyno-
mial we use the term “Quasi Bilinear Generating Function” [6] for Jacobi polynomial by

means of the relation
G(z,u,w) Zan P ()™ (1)

and we prove the existence of a quasi bilinear generating function implies the existence of
a more general generating function. In [2], A. K. Chongar proved the following theorem

on bilateral generating function involving Jacobi polynomial as inroduced by G.K. Goyal
[5].
Theorem 1 If
G(z,u,w) Z a,P w" (2)

then
X ou@yu” = (L= w)(1-w) P (=22, 3)
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where

S (P4 Do plak—n w
on(,y) = Z%%P}L k=) (1) P and  w= 5(1 + )
p=0 p .

Now we can state from the above discussion that the “Theorem-1" of [2] can be

extended in the following way:

Theorem 2 If there exists a generating relation of the form
G(x,u,w) Zan PP () PIB) (1) ™ (4)

then

+ wt wztv
1 — wt)~+8+m) 2wz)? 9z )—(HatB)atlcy [ zyt2wz u
= W+ 2we)ly + 2w2) Y vz T —at” (1 — wt)(y + 2w2)

[o o JNe o lNe o]

=S H» anw (n+ 1)g(wzvt)™ (=25~ 2)4P (1 4+ n + B+ m), PS5~ (&) BP0 (u)
n=0 p=0 ¢=0 ' ( )
5

The importance of our theorem is that one can get a large number of bilinear generating

relations from (5) by attributing different suitable values to a, in (4).
Proof of the theorem

Let us consider now the following two linear partial differential operators [3, 4],

Ri=(l-ay 2l @)L a2l o)ty (6)

ox oy 0z
and
R —(1+u)t3+t22+(1+ﬁ+m)t (7)
2T ou ot
such that
Ry (Péa’ﬁ)(x)yﬁz”) =—-2(n+ 1)P7(ﬁr15 Yz )yl (8)
and
R, (PT(Ln,ﬂ)(u) ) (14 n+ B+ m) P08 ()t 9)
and also
a+1
WR Y xy 4+ 2wz y(y + 2wz) Yz
' = 10
@y, 2) <y+2wz> f<y+2wz’ y+2wz Ty+2wz (10)
and

t t
€ () = (1= wt) - (S0
w

1—wt' 1—

Now we consider the following generating relation

G(z,u,w) Zan PB) (1) P0B) ()™, (12)
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Replacing w by wztv and then multiplying both sides by 3° from we get

y? (G(x, u, wetv)) = i an (Péa’ﬁ) (x)y%”) (Pr(nnﬁ) (u)t”) (wv)™. (13)

n=0

Operating e* e“R2 on both sides of (13), we have

ewfigwh [yﬁ(G(x,u,wztv)} = vl gwhtz [i an (PP ()P 2m) (P )(u)t”)(wv)”] :
‘ (14)

Now the left member of (14) becomes
ewlt itz [yﬂ(G(x, u, wztv)]

—_ ewR1

+ wt wztv

_wt)-(+B+m) Bg< u )]
(—wt) Y x’l—wt’l—wt

(15)

ya+ﬂ+1(1 _ wt)f(1+5+m) (y + th)ﬁ(y + 2wz)f(a+ﬁ+1)

Ty + 2wz u+ wt wyztv
y+2wz 1 —wt’ (1—wt)(y+2wz)

On the other hand the right member of (14) becomes

ermert | 3 au (PO el ) P 0 )
n=0
0o 00 00 p+q+n) (16)

=Y a0 (2 0+ 1) P )y

n=0 p=0 ¢q=0
(1+n+p08+ m)pPg‘*pJ’m (u)t" P,

Equating (15) and (16) we get the following

(1 — wt) =™ (y 4 2w2)B (y + 2wz)~(IHathyatlq <5Uy + 2wz u+wt wztv )

Y+ 2wz 1—wt’ (1—wt)(y+2w2)

o e 2NN O lNe o]

=335 ant o+ Dg(weot) (<297 0 B o m) P ) P ()

n=0 p=0 q=0
(17)
which is our desired result.
2. Application
Putting m = 0, y = z =t = 1 in the above stated result (17), we obtain
(1 _ w)—(l-i—,@)(l + Qw)ﬁ(l =+ 2W>_(1+a+’6)G x4+ 2w wv
142w’ (1 —w)(1+2w)
(18)

p

—Zzan 0+ 1)g(wo) (—2)1 P %i%umwp.

n=0 q=0 : n=0
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Now, replacing 2w by (—r), s by —v/(2 4 r) and then simplifying we get

(1 =111 = r(1 +2)/2] 06 (f = :8 12?; e x)/2> - fjornan(x,s>

where
n

on(z,8) = <Z> PB=nta) (1) 54

q=0

which is found derived in [2].
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Resumen

En recientes trabajos se ha senalado que numerosos polinomios ortogonales de
la tabla de Askey admiten desarrollos asintéticos en términos de polinomios de
Hermite y de Laguerre. A partir de estos desarrollos, se obtuvieron varios limites
conocidos y otros no conocidos entre los polinomios de la tabla de Askey. En este
trabajo, realizamos un anélisis exhaustivo de los tres primeros niveles de la tabla
de Askey, completando de este modo el andlisis asintético desarrollado por Lépez
y Temme. Por una parte, obtenemos desarrollos asintéticos de los polinomios de
Charlier, de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en térmi-
nos de polinomios de Hermite. Por otra parte, obtenemos desarrollos asintéticos
de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk
en términos de polinomios de Charlier. Por tltimo, establecemos nuevas demostra-
ciones para los limites conocidos entre polinomios de los tres primeros niveles de la
citada tabla y deducimos limites nuevos.

Palabras clave: Desarrollos asintéticos, limites de polinomios, polinomios ortogo-
nales, tabla de Askey, polinomios de Hermite, polinomios de Charlier, polinomios de
Meixner, polinomios de Meixner-Pollazchek, polinomios de Krawtchouk, polinomios

de Jacobi.

1 Introduccién

La tabla de los polinomios de Askey recoge todas las familias conocidas de polinomios
ortogonales que pueden definirse en términos de funciones hipergeométricas. En [6] puede
encontrarse un estudio completo sobre los polinomios que aparecen en dicha tabla. En esta
pagina Web se resumen, entre otros aspectos, las definiciones, relaciones de ortogonali-
dad, relaciones de recurrencia, funciones generadoras o ecuaciones diferenciales satisfechas
por estos polinomios. Algunas de las formulas que se incluyen se pueden encontrar en

diferentes referencias bibliogréficas.
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Se conocen numerosas relaciones entre los polinomios de la tabla de Askey. Estas
vienen dadas en forma de limites cuando se hace variar algin parametro de los que
dependen los polinomios ortogonales hipergeométricos.

Los polinomios de Hermite

[n/2] (_1)k o
H,(z) =n! kZ:;) m@x) ., neN, (1)
juegan un papel muy importante en la obtencién de numerosos limites de este tipo. Por

ejemplo, los polinomios de Gegenbauer G (x), definidos mediante la funcién generadora
(1-2zw4w?)7 =Y Glx)w", -1<z<1, |w|l <1,
n=0

verifican las siguientes relaciones

e (E
MM T @)
lim 9 "G/ T) = o). )

Limites como los anteriores permiten estudiar aspectos importantes de estos polinomios
como, por ejemplo, la localizacion de sus raices. En este sentido, la igualdad (2) muestra
que los ceros de G (x) se aproximan al origen cuando el pardmetro v toma valores que
tienden a infinito. Del mismo modo, la igualdad (3) nos muestra la relacién entre los
polinomios de Gegenbauer y los polinomios de Hermite adecuadamente escalados, cuando
el pardmetro v del que dependen los primeros tiende a infinito.

Andlogamente, los polinomios de Laguerre, L, (x, @), que se definen mediante la fun-

cién generadora

(1—w)*tew/0=w) = N L (z,a)w", a,z€C, |w| <1, (4)
n=0
verifican
1 — )"
lim a"Lyoz,0) = L2 (5)
a—00 n.
_1\no—n/2
R _(=pn2 El
Jim a7 L, (x\/a—l— a,a) = H, ) (6)

En este caso, el limite (5) permite estudiar la localizacién de las raices de L,(z,«a) y
(6) relaciona los polinomios de Laguerre escalados adecuadamente con los polinomios de
Hermite, cuando « tiende a infinito.

En [8] se observé que el limite (6) puede obtenerse como consecuencia de la existencia
de un desarrollo asintético de los polinomios de Laguerre en términos de polinomios de

Hermite para valores grandes del parametro a:
Cp. Hn_k(X )

i) = (-1 B Y0 1 et
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donde X, B y otros aspectos se detallaran a lo largo del trabajo. Este desarrollo tiene
un cardcter asintético para valores grandes de || (ver Seccién 2.1). En particular, el
limite (6) se obtiene a partir de la aproximacién que proporciona el primer término de
este desarrollo.

El método a partir del cual puede obtenerse este tipo de desarrollos fue introduci-
do en [8, 9, 10]. En particular, en [8] y [10] se describieron métodos para aproximar
polinomios ortogonales en términos de polinomios de Hermite y polinomios de Laguerre,
respectivamente.

Gracias a estos métodos, en [8], se obtuvieron desarrollos asint6ticos de los polinomios
de Laguerre y de Jacobi dados en términos de polinomios de Hermite. De igual modo,
en [10], se obtuvieron desarrollos asintéticos de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de
Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en términos de polinomios de Laguerre. Asimismo,
en [8] y [9] se determinaron desarrollos asintéticos que no estaban incluidos en la tabla
de Askey como, por ejemplo, los desarrollos en términos de polinomios de Hermite de los
polinomios de Tricomi-Carlitz, de los generalizados de Bernoulli, de Euler, de Bessel y de
Buchholz.

La obtencion de estos desarrollos asintéticos se basa en el conocimiento de la funcion
generadora de los polinomios y, por ello, se diferencia de las técnicas descritas en [3] y
en [4]. Asi, el método dado en [3] se basa en un problema de conexién y proporciona
informacion acerca de las relaciones entre polinomios ortogonales discretos y continuos de
la tabla de Askey. Sin embargo, el método que aqui se presenta proporciona desarrollos
asintéticos de polinomios ortogonales situados en un nivel de la tabla de Askey en térmi-
nos de polinomios situados en niveles inferiores y que, por lo tanto, son mas sencillos.
Este método también es distinto de los sofisticados métodos considerados en [11] y en
[12], en donde se consiguen desarrollos asintéticos de los polinomios de Charlier o de los
polinomios de Meixner de un cierto grado n para valores grandes de n. En el método que
aqui se presenta mantenemos el grado n constante y hacemos que ciertos parametros de
los polinomios tiendan a infinito.

En las Seccién 2 describiremos el método desarrollado en [8] para obtener relaciones
asintoticas en términos de polinomios de Hermite. Ademas, aplicaremos esta técnica para
obtener desarrollos de los polinomios de Charlier, de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-
Pollazchek y de Jacobi, obteniendo, de este modo, nuevos limites de los ya conocidos de la
tabla de Askey. En la Seccién 3 detallamos un nuevo procedimiento para obtener desarro-
llos en términos de polinomios de Charlier. Consideraremos los polinomios del tercer nivel
de la tabla de Askey (polinomios de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-Pollazchek y de
Jacobi) y obtendremos desarrollos asintdticos y, como consecuencia, limites de estos poli-
nomios. En ambas secciones, ilustramos los resultados obtenidos mediante experimentos

que muestran la precisién de las aproximaciones dadas en la Secciones 2 y 3.
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Figura 1: Tres tdltimos niveles de la tabla de Askey de los polinomios hipergeométricos
ortogonales. Las flechas gruesas indican relaciones asintéticas conocidas entre los poli-
nomios que conectan, mientras que las flechas finas indican nuevos desarrollos asintéticos

obtenidos en este trabajo.
2 Desarrollos asintéticos en términos de polinomios de Hermite

En esta seccién, detallamos el método introducido en [8] para estudiar el comportamiento
asintético de los polinomios ortogonales de la tabla de Askey y obtener, como consecuen-
cia, limites de dichos polinomios en términos de polinomios de Hermite.

Los polinomios ortogonales de la tabla de Askey p,(z), n € N se pueden representar

a través de series de potencias que los generan mediante
o
F(z,w) =) pa(z)uw", (7)
i=0

donde F(z,w) es una funcién analitica con respecto a la variable w en un dominio que
contiene al origen. La funcién F(z,w) se llama funcion generadora de la familia de
funciones p,, (las cuales no dependen de la variable w).

A partir de la relaciéon dada en (7) y aplicando el Teorema de Cauchy, se obtiene la

siguiente representacion integral del polinomio p,

1
pn(x) = 5 /c Fz,w)w™ " duw, (8)
donde C es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominio de analiticidad
de F'.
A modo de ejemplo, consideremos los polinomios de Hermite H,,(z), n € N (ver (1)).

Esta familia de polinomios se puede obtener a partir de la funcién generadora

_ > Hy(x)
2zw—w? n n
e = 7;:0 W W e C, 9)
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de donde se deduce la siguiente expresion integral

|
Hy(x) = %/Ce%w_ww_(”“) dw, (10)

donde C' es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominio de analiticidad
de F.
Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogonales p, (x) como una

suma finita de términos que dependen de polinomios de Hermite H,(z).

Teorema 2.1 Sean p,(x) polinomios definidos por la funcion generadora
F(z,w) = ipn(x)w”, (11)
donde F(z,w) es una funcion analitica en w =0 y F(x,0) = 1. Sea
flz,w) = e‘Aw+Bw2F(x, w), (12)

y {ci(x) }ren, la sucesion de coeficientes tales que
f(wi) = Z Ck(x)wkv co =1, (13)
k=0

donde A y B no dependen de w. Entonces p,(x) puede representarse mediante

polr) = o 30 IS g e A

= 2k (n—k)!
donde H,(x) son los polinomios de Hermite de grado n.

Demostracién. La representacién integral de p,(z) dada en (8) se puede escribir como

1

pa(z) = i /CeAw_Bwa(:L',w)w_("H) dw. (15)

Ld L 7z — 2
Observemos que F como funcién de w es analitica y ademas f(z,w) = e~ A8 Pz, w).

Asi pues, podemos deducir que f como funcién de w es también una funcién analitica y,

por tanto, se puede expresar mediante una serie de potencias de w
o0
fla,w) = 3 cxla)ut (16)
k=0
A continuacion, sustituimos (16) en (8) obteniendo de este modo

1 [e.e]
pn(z) = 9mi /C > cr(@)e =B =D gy, (17)
k=0

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k — (n +

1) > 0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracién, entonces

/ ce(@)e Bt ) gy = 0, k>n+ 1.
c
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Por tltimo, teniendo en cuenta la representacién integral (10) de los polinomios de Hermite

y realizando el cambio de variable w — @ = v/Bw se obtiene (14). m

Observemos que los coeficientes A y B de (12) pueden depender de la variable x. Por
ello, si B se anula para algin valor de x(, entonces escribiremos
Pu(z0) = A" f ﬁ
k=0 :
Para obtener propiedades asintéticas de (14), tomaremos coeficientes A y B para los que

c1 = ¢ = 0. Bajo estas condiciones, estos coeficientes quedan determinados mediante

1

A=p(@),  B=gpi@) —p(o), (18)

asumiendo que F(z,0) = po(x) = 1 (lo cual implica ¢g = 1). Con esta eleccién de

coeficientes, tenemos

In(F(z,w)) = p1(x)w + (pg(x) — %pf(w)) w? + O(w?), w—0

y por lo tanto, aproximamos en el origen la exponencial de (12) y la funcién F(x,w).
En las siguientes secciones, deduciremos las propiedades de los desarrollos (14) a partir
del comportamiento asintotico de los coeficientes ¢, que en ellos intervienen, cuando el
correspondiente pardametro tienda a infinito. El siguiente resultado sera de gran utilidad
para determinar buena parte de los comportamientos asintéticos de las sucesiones de

coeficientes ¢;, que apareceran en el trabajo.

Lema 2.1 Sean ¢1(w), ¢o(w) funciones analiticas enw = 0, cuyos desarrollos de Maclau-

rin se pueden escribir como
¢1(w) = pw™(ag + ayw + apw® + ...),  da(w) = w"(by + byw + byw? + .. .),

donde n es un entero positivo y ay, by son numeros complejos que no dependen de p € C
para todo k € N vy, ademds, ag,by # 0. Sea ¢p(w) = ¢1(w) + P2(w) y sea {cx}ren la
sucesion formada por los coeficientes de la serie de potencias de la funcion f(w) = e?™)

y que, por lo tanto, verifica
flw) = 1 (w)+o2(w) Z ckw
Entonces co =1, ¢, =0, k=1,2,...,n—1y

ek = O (|pl*m),  p— oo

Demostraciéon. Consideramos, en primer lugar, el desarrollo en serie de potencias de
€¢1(w)

o0
Zékwk = n1w)

_ i

k=0

kn

(ap + ayw + agw® + .. )" (19)
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Igualando los términos de los miembros de (19) correspondientes a potencias de w del

mismo grado, deducimos que ¢y =1, ¢, =0 para k =1,2,...,n — 1y, ademaés,
& =0 (|pl*m),  p— oo

Por otra parte, si estudiamos el desarrollo en serie de potencias de e®>(*)

Z gt = 2w
k=0
00 w k o) wkn
= ZM = Z—‘(b0+b1w+b2w2+)k,
= K P
deducimos que ¢g = 1, ¢ = 0 para k = 1,2,...,n — 1 y los coeficientes ¢, no dependen

de pu.

Finalmente, obtenemos el resultado teniendo en cuenta

6¢1(w)+¢2(w) — Z Ckwk g (Z 6kwk> <Z Ekwk>
k=0 k=0 k=0

e igualando de nuevo los términos de los miembros de la igualdad anterior correspondientes

a potencias de w del mismo grado. =

En las siguientes subsecciones aplicaremos el método desarrollado en el Teorema 2.1
para obtener desarrollos asintéticos de los polinomios ortogonales del segundo y tercer

nivel de la Tabla de Askey en términos de polinomios de Hermite.

2.1 Polinomios de Charlier en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Charlier, se definen mediante la funcién generadora

e? (1 - E) => Mw”, z,w e C. (20)

|
a - n!

Asi pues, su representacién integral (8) es

| x
Cu(z,a) = [ ew (1 - E) w™ " du, (21)
c

Iy) a
donde C es un circulo alrededor del origen y la integraciéon se hace en la direccién positiva.

Como en (12), hemos expresado la funcién generadora como

e’ (1 - %)x = B (1 w), (22)

con coeficientes A y B que no dependen de w. Para obtener un buen comportamiento

asintético, a partir de (18), hemos definido



De este modo, hemos obtenido la representacién (14) de los polinomios de Charlier

L aw c_an,k(f) i a-—x
Cn(ZL’,(I)—Z ];)Zk (n—k)" = 2&2’ 5_ m (23)

Hemos comprobado que con nuestra eleccion de Ay B, cg = 1, ¢; =0, ca =0y
c3 = —x/(3a®) en (23). Para determinar el resto de los coeficientes ¢; hemos derivado
en ambos miembros de la igualdad (22) y entonces hemos deducido que f satisface la
siguiente ecuacion diferencial

2 df

rwif = (w—a)a " (24)

Substituyendo en esta ecuacion diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la siguiente relacién de recurrencia
a*(k + 1)cpy1 = a’key, — wep_o. (25)

A partir de (25) podremos calcular los coeficientes ¢ para todo k > 2.

Para estudiar el comportamiento asintético de (23), observemos que a partir de (25) y
por induccion sobre k se puede deducir de manera sencilla que la sucesién de coeficientes
¢, verifica

ck:(’)(a*k), a — 00.

Teniendo en cuenta que los polinomios de Hermite H, ((a —x)/V 2:1:) tienen grado n con
respecto a la variable a, es decir, H, ((a —xz)/V 23:) = O (a") cuando a — oo y ademsds,
z=0(a"') cuando a — oo, podemos determinar la naturaleza asintética de los términos

de (23), para valores grandes de a, con n y x fijados:

I I R (i) DR 2%
tim e (555 i\ g ) =0 VRO (26)

Las gréaficas de la Figura 2 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los

polinomios de Charlier mediante el primer término del desarrollo obtenido en (23) para
valores crecientes del parametro a. Es de destacar la precision obtenida en la aproximacion
de los ceros de los polinomios.

Para poder expresar el limite de los polinomios de Charlier, cuando su orden tiende
a infinito, en términos de polinomios de Hermite, hacemos el cambio de variable z +—
(2a)'/?2x + a. Con este cambio tenemos

a—+V2axr —a

lim £ = lim = —ux, (27)
e T 2(V2ax - a)

y z = /2(v/2az + a)/2a verifica

lim v2az = 1. (28)

a—00
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Figura 2: Aproximacién obtenida con el primer término de (23) para n = 10. Las lineas

continuas representan Cyo(z,a). Las lineas discontinuas representan z'YHy(€)/10!.

Tomando limites en (23) y usando (26), (27) y (28) obtenemos

lim (2a)"%C,,((20)" %z + a,a) = H,(—2) = (—=1)"H,(z), (29)

a—0o0

que corresponde a uno de los limites conocidos de la tabla de Askey (ver Figura 1).

La Figura 3, ilustra el limite (29).

a.- b.-
a=50
a=100
a=1000
a=2000 a=2000 .
a=1000 Z X\
a=100 -H7(x)
a=50

Figura 3: Limite (79) para diferentes a y n = 10.

2.2 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Krawtchouk K, (x;p, N) se definen mediante la funcién generadora

(1 - (1-p) w)x (14+w)V " = i\/: (Z)Kn(x;p, Nyw", z,weC, (30)

p n=0

donden=20,.... Ny0O<p<1.

Como en (12), expresamos la funcién generadora como

<1 _a ;p) w)m (1+w)N=" = A= B (2 w), (31)
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donde A y B no dependen de w. Al igual que en (18), para obtener un buen compor-

tamiento asintético, tomaremos

N _
A=P"% p
P 2p

_p2N+x—2xp
= : )

De este modo, la representacion (14) se puede escribir como

N & Can,k(g)
Kn 77N =2" . ) 32
(n) ] (3)
donde
PN +x — 2xp Np—x
z = 5 , &= )
2p \/2(p2N + x — 2ap)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢co = 1, ¢; =0, co =0
en (32) y, ademds, c3 = (—z + 3xp — 3xp? + p3N)/3p3. Para determinar el resto de los
coeficientes ¢, hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (31) y entonces hemos

deducido que f satisface la siguiente ecuacion diferencial

w?((2zp? — 3zp — P°N + p>N + 2)w + = — 3ap + 32p* — p°N)f =

= ((p— Dp*w?+ (2p — 1)p*w + p°) df

o (33)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la relacién de recurrencia
PPk+ e = p*(1—2p)key —p*(p— 1)(k — Vepy +
+(p* N — 32p* + 3xp — )cp_o +
+(Pp*N — (22 + N)p* + 3zp — 7)cp_3. (34)
A partir de (34), siendo ya conocidos ¢y, ¢1, ¢o y ¢3, podemos calcular los coeficientes ¢y
para todo k > 3.

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢, cuando N — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (31) se puede escribir como

flz,w) = e0* (N1 (w)+z¢2(w))

9

donde

o1 (w) = In(l+w)—w+w?/2,

nfw) = (P LI gy - o 209,

De esta manera, aplicando el Lema 2.1 deducimos ¢, = O(N*/3) cuando N — oo.
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Por tltimo, teniendo en cuenta que & = O(N™?) y z = O(N™?) cuando N — oo,

deducimos que la sucesién {¢,} definida por ¢y := ¢, H,_(£)/2" tiene el siguiente com-

portamiento asintético:

b = O(NYHEBIERY N 00, k=0,1,2,....

Esta relacién explica la naturaleza asintética del dearrollo obtenido en (32) para valores

grandes de N, fijados x y n.

Las graficas de la Figura 4 muestran la precision que se obtiene al aproximar los

polinomios de Krawtchouk mediante el primer término de la representacién obtenida en

(32) para valores crecientes del pardmetro N. Es de destacar la precisién obtenida en la

aproximacién de los ceros de los polinomios.
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Figura 4: Aproximacién obtenida con el primer término de (32) paran = 10y p =

1/2. Las lineas continuas representan Kio(x;p, N). Las lineas discontinuas representan

la aproximacién z'°Hyo(€)/10!.

Para poder expresar el limite de los polinomios de Krawtchouk, cuando N — oo,
en términos de polinomios de Hermite, sustituimos =z — pN + x,/2p(1 — p)N Con este

cambio de variable

—zy/p(1 —=p)N

lim £ = lim = -z

e o \/p(l —p)N + (1 —2p)x\/2p(1 — p)N
. o \/P(l —p)N + (1= 2p)zy/2p(1 — p)N

=1

De esta manera deducimos el siguiente limite

N—oo

I—p
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1/10!H10(x)
N=200
N=100
N=50
2 2
N=50
N=100
-2 2 N=200

1/151H15(x)

Figura 5: a.- Ilustra (35) para grado n = 10. b.- Tlustra (35) para grado n = 15.

2.8 Polinomios de Meixner en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner M, (x; 3, c) se definen mediante la funcién generadora

<1 — %)m (1—w)™ P = i %Mn(az;ﬁ,c)w”, x,w € C,

n=0

donde >0y 0<ec<l1.

Como en (12), expresamos la funcién generadora como

(1 — %>x (1—w)™F = eAw_Bwa(x,w),

donde A y B no dependen de w.

Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), definimos

A %((c e+ p), B- %((1 — )z — BA).

De este modo, la representacién (14) se puede escribir como

) . n' n n Cr Hn,k(f)
Ml 000 = 035, " 2 K =k

con

_\/(1—02)x g (¢ =1z + e
T 2¢? 2’ 2cz '

(36)

(38)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢ = 1, ¢4 = 0, ¢co = 0 en

(38) y, ademds, c3 = ((¢* — 1)x + 33)/3c3. Para determinar el resto de los coeficientes ¢y,

hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (37) y entonces hemos deducido que

f satisface la siguiente ecuacién diferencial

w?(x — B’ — Er+w(Be —x — ) f = F(—c+wlc+1) — wQ)%.
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Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias, hemos

obtenido la relacién de recurrencia

AElk+ Vg = Ale+ Dkep — Ak — ey + (B + P — 2)cp_g +
+(z — Az + B)cp—s. (40)

A partir de (40), puesto que ¢, ¢1, ¢2 ¥ ¢3 son ya conocidos, podemos calcular los coefi-
cientes ¢, para todo k > 3.
Para determinar el comportamiento asintotico de los coeficientes ¢, cuando  — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (37) se puede escribir como

fla, w) = v Bor(w)taex(w)

Y

donde
1 ) oo wk
— _—1In(1 — ) — 9 — o
oilw) = Il —w) w2 =3

po(w) = In (%%) — (c— Dw/c— (& = Dw?/(2c%)

o0 Ck+3 -1 L

,§ (k1 3)chs

Usando el Lema 2.1 deducimos que ¢, = O(B%/3) cuando 3 — oc.

Por tltimo, teniendo en cuenta que & = O(B8"?) y z = O(BY?) cuando f — oo
deducimos que la sucesion {¢y,} con ¢ 1= cx H,_1(€)/z" tiene el siguiente comportamiento
asintotico

b = O(BVHER=RY 5 00, k=0,1,2,....

Esto explica la naturaleza asintdtica de la representacion dada en (38) para valores grandes
del parametro 3, dejando x y n fijos.

Las graficas de la Figura 6 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los poli-
nomios de Meixner mediante el primer término de la representacién obtenida en (38) para
valores crecientes del parametro 3. Es de destacar la precision obtenida en la aproximacion
de los ceros de los polinomios.

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner, cuando 8 — oo, en términos de
los polinomios de Hermite, haremos el cambio de variable z — ¢(3 — \/W/C) /(1—¢). Con
este cambio, tenemos

c\/20/cx

lim £ = lim =z

o i /3 Jof — ol — o) 2Ba

12¢
li — =1.
ﬁl—{goz I}
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TSN AR W I 70N 1Y 580 e} 00

-1,5x10° 7,5x10%
p=100 p=200

Figura 6: Aproximacién obtenida con el primer término de (38) para n = 10y ¢ =
1/2. Las lineas continuas representan Mjo(z; 3, c). Las lineas discontinuas representan la

aproximacion z'YHy,(€)/10!.

De esta manera deducimos el siguiente limite

Jim (5), <%>/ M, (T (ﬁ - \/@) 26, c) = H,(x). (41)

. B=1000
B=10000
p=1000 B=50000
B=10000
1/10! HlO(V})\ B=50000
2111 \§§g//: T 2 2
-1/15!H15(X)

Figura 7: a.- [lustra el limite (41) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Tlustra el

limite (41) en el intervalo [—2,2] para grado n = 15.

2.4 Polinomios de Meizner-Pollaczek en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner-Pollaczek PN (x; ¢) se definen mediante la funcién generadora
id —\+ix —id —A—ix s ) n
(1—6 w) (1—6 w) => PV(z;p)uw", z,weC, (42)
con A>0y0<o<m.
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Como en (12), expresamos la funcién generadora como
. —Atiz . —A—iz
(1 - e’¢w) i (1 - e’ww) — B ( w), (43)

donde A y B no depended de w.

Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), hemos definido
A =2\cos(¢) + 2sin(p)r, B = —Acos(2¢) — xsin(2¢).

De esta forma, el desarrollo (14) se puede expresar como

N 2y oS~ Gk Hnok(€)
P (z;9) = 2 I;)Zk k) (44)

donde

Acos(¢) + sin(¢)x .
\/—)\ cos(2¢) — xsin(2¢)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢y = 1, ¢; = 0, co = 0 en (44)

z = \/—)\ cos(2¢) — xsin(2¢), &=

y, ademads, c3 = 2(Acos(3¢) + xsin(3¢))/3. Para determinar el resto de los coeficientes
¢x hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (43) y deducido que f satisface la
siguiente ecuacion diferencial

df

2w? (A cos(3¢) + zsin(3¢) — (Acos(2¢) + zsin(2¢))w) f = (1 — 2 cos(p)w + w )dw

(45)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la relacién de recurrencia

(k+1)egrr = 2cos(@)ker — (K — 1)cg—1 + 2(Acos(3¢) + zsin(3¢))cx—2 —
—2(Acos(2¢) + zsin(2¢))ck—s. (46)
A partir (46), siendo ya conocidos ¢y, ¢1, ¢y ¥y 3, podemos calcular los coeficientes ¢, para
todo k > 3.

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢, cuando A — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (43) es de la forma

)

Flz,w) = e Oor(w)teo(w)

con

$1(w) = —In ((1 — Pw)(1 — e’ww)) — 2 cos(¢p)w — cos(2¢)w? =

& 2cos((k+3)9)
- X s W

1 — ePw

pa(w) = iln ( — 2sin(¢ —sin(2¢)w2:

1 —e 0w

>, 2sin((k + 3)¢
2 ks
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De este modo, aplicando el Lema 2.1 deducimos ¢, = O(M¥/3) cuando A — oco. Por
tiltimo, teniendo en cuenta & = O(A\"/?) y z = O(A"?) cuando A — oo deducimos que la

sucesion {¢p} con ¢y = ¢1,/2FH, 1 (&) tiene el siguiente comportamiento asintético
b = ONVHIRBI=RY N oo, k=0,1,2,....

Este comportamiento explica la naturaleza asintética de la relacién (44) para valores
grandes de A, con x y n fijados.

Las graficas de la Figura 8 muestran la precision que se obtiene al aproximar los
polinomios de Meixner-Pollazek mediante el primer término de la representacién obtenida
en (44) para valores crecientes del parametro A\. Es de destacar la precisién obtenida en

la aproximacion de los ceros.

4x10° 150" 6110° _ 710° _
B : : ; ; 5 !
: | . ’ ’
i ; ' : b ho i
i N HI | A ;
' i Vo H I | | !
' i 1 ' [l [l ' i [ "
=| da_n ! : l' A :/A - — ALA ! ; Vf\\ ,/\\/ I
-10 .:’;\7 Y/.::u 0-10/ \\/ Vn} 510-202 Y V | {20 30 E
|‘, ||| [ ! H H h [ H |
' \|! Vb H I i | i
i ol bil | ! !
v § F i ’ i !
] _ L] L | R : | _ B | B
4x10° 1510 6x10° 7x10°
=20 A=40 A=50 )=100

Figura 8: Aproximacién obtenida con el primer término de (44) paran = 10y ¢ =
7/2. Las lineas continuas representan Py ) (x;¢). Las lineas discontinuas representan la

aproximacion z'YHy,(€)/10!.

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner-Pollazek, cuando A\ — oo, en
términos de polinomios de Hermite, hacemos el cambio de variable z — (sin(¢)) ™ (zvV A —

Acos(¢)) en (44). De este modo cuando A — oo obtenemos

Por lo tanto,

lim A~"/2P

A—00

<m81_n?;)os<¢> ; ¢> =

2.5 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Jacobi p{®?) (x) se definen mediante la funcién generadora

2a+ﬁ )

ST plef (@, R=V1- 27w+ w?, (48)

R1+R—w)(1+R+w)? =
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A=10
A=20 A=10
A=50 A=20
1/10!'H10(X)
A=50
) -2 2
1/15'H1s(x

Figura 9: a.- llustra el limite (47) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Ilustra el

limite (47) en el intervalo [—2,2] para grado n = 15.

conz,weC a>—-1yf>-—1

Como en (12), escribimos la funcién generadora como
go+f3

R(1+R—w)*(1+ R+ w)?

= B f (g w), (49)

donde A y B no dependen de w.
Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), hemos definido
A = z+12(a+ B+ 1/2(a — f),
B = 1/2—2*+1/8(a+B) — 1/4(a — B)x — 3/82%(a + 3).

De esta manera, la representacién (14) se puede escribir como

(e, ) _n . C_an—k(g)

(50)

donde

¢ = 12— 22+ 1/8(a + B) - 1/4(a — B)z — 3/82%(a + f),
r+1/2(a+ B)r + 1/2(a — ) '
2,/1/2 — 22 + 1/8(a + §) — 1/4(a — B)z — 3/82%(a + 3)

Nuestra eleccién de A y B garantiza ¢g = 1, ¢; = 0y ¢o = 0 en (50). Por simplicidad,

consideraremos que « y [3 verifican
a—p3
a+

a+ 3 — oo, — 0.

La funcién f(x,w) de (49) es de la forma

f(x’ w) = ew3(¢1(x7w)+(o‘+:8)¢2(w7w)+(a7ﬁ)¢3(x7w)).
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donde

¢1(r,w) = —In(R(w)) — 2w — (2* — 1/2)w?
go(w,w) = —1/2(In ((1+ R(w))* - w?®) - 21n(2) +aw + (327 — Dw?/4)
o3z, w) = 1/2 <ln (%) w — a:w2/2> .

Usando el Lema 2.1 y puesto que & = O((a + 3)"?), z = O((a + 3)*/?) deducimos
que la sucesiéon {¢y} definida por ¢ := cp/2*H,_1(&) tiene el siguiente comportamiento
asintotico

b = O((a 4 B)2HFBIERY XN 500, k=0,1,2,....

Este comportamiento explica la naturaleza asintética de la relacién (50) para valores
grandes de a4+ (3, con x y n fijados.

Las graficas de la Figura 10 muestran la precision que se obtiene al aproximar los
polinomios de Jacobi mediante el primer término de la representacién obtenida en (50)
para valores crecientes del parametro o 4+ (3. Es de destacar la precision obtenida en la

aproximaciéon de los ceros.

2x10° 5,5x10° o 6x10 * ] 4x10 °
T T T o] K ] | ;
1 | 1 ! 1
' H |
| | | ; ;
| ! 1 ' .
' | : | ! '
] f Uy -,\‘. i. Al A :l E ':’\ VA\:/A ,\\‘ i : Av, - :.
08} |V 1106 08| 1 v Y v ¥ [os 05| 1 v/ N i {0504 il 04
v Iv : : )
': ! - i
| : !
2x10° 5,5¢10° 6x10* 4x10°
a=B=20 a=p=30 a=p=50 a=p=100
Figura 10: Aproximacién obtenida con el primer término de (50) para n = 10. Las
(a,8)

lineas continuas representan p;,"” (x). Las lineas discontinuas representan la aproximacién

ZloHlo( )/10‘

Para expresar el limite de los polinomios de Jacobi en términos de polinomios de
Hermite, realizamos el cambio de variable x — (v/2a + 28z 4+ —a)/(2+a+ ) en (50)y

obtenemos

4z 13
lim ——— =1, lim = =1.
(a+B)—o0 /200 4 23 (a+B)—o00 @

Teniendo en cuenta todo lo anterior, deducimos

i ( 4 )n ) (MQa—I—Zﬁx—l—ﬁ — a) _ Hau(x)

m 51
(a+B)—o0 \ /20 + 203 " 24+a+p n! (51)
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a=p=50 0=p=50
- a=p=100
a=R=100 a-p-200
0=B=200

1/10!Hao(x)

Figura 11: a.- Ilustra el limite (51) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Ilustra

el limite (51) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 15.

3 Desarrollos asintéticos en términos de polinomios de Charlier

Nuestro objetivo ahora es adecuar el método descrito anteriormente para obtener desa-
rrollos asintéticos en términos de los polinomios de Hermite, al caso de los polinomios de
Charlie. Es decir, buscamos desarrollos asintoticos de los polinomios del tercer nivel de
la tabla de Askey en términos de los polinomios de Charlier.

Los polinomios de Charlier, cuya definicion viene dada en términos de la funcién

___1> 7 (52)

a

hipergeométrica
—-n, —T

Cn(z,a) = 2F <

para a > 0y x € N, son ortogonales con respecto a la medida discreta a”/z! y tienen la

siguiente funcién generadora

w\® X Cu(z,a)
Y11—-—=) = ——w" >0 53
‘ < a) nz::o a0 “=% (53)
que a su vez nos proporciona la siguiente integral de Cauchy
n! w\?
Cp(z,a) = — [ e <1 — —) " ldw, 54
(z,a) 2mi Je c a v v (54)

donde C es un camino cerrado alrededor del origen dentro del dominio donde F' es analitica.
Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogonales p, (x) como una

suma finita de términos que dependen de polinomios de Charlier C,,(z, C).

Teorema 3.1 Sean p,(x) polinomios definidos por la funcion generadora

Fle,w) = Y- pale)ur, (55)
n=0
donde F(z,w) es una funcion analitica en w =0 y F(x,0) = 1. Sea
B A
Flaw) = e (1= 5) fow), (56)
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y {ck(z) bren, la sucesion de coeficientes tales que

o0

w) = kz_: cr(x)w”, (57)

donde A y B no dependen de w. Entonces p,(x) puede representarse mediante

”Z Lf)?) ¢=A =B, (58)

donde Cy,(z,C) son los polinomios de Charlier de grado n y orden C.

Demostracién. La representacién integral de p,(x) dada en (54) se puede escribir como

pu(z) = L / eBv (1 — Bw)A f<x’w)dw. (59)

21 Je C wntl

Por otro lado, observemos que F'(z,w) es una funcién analitica con respecto a la variable
—A
w y, ademds, f(z,w) = e B¥ (1 - B—Cw) F(z,w). Asi pues, f(x,w) es analitica y por lo

tanto,
= a(x)w’, (60)
k=0

donde asumimos que po(x) =1 (es decir, ¢ = 1).

Si sustituimos (60) en (59) obtenemos

/CZ cp(z)eP (1 - B—C%U>Awk_”_1dw. (61)

27rz =

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k—n—1 >

0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracion, entonces

1 Bw\"
pn(x) = %/Cck(x)e&” (1 - Fw) Wl dw =0, k>n+1. (62)

Por tltimo, teniendo en cuenta la representacion integral (54) de los polinomios de Charlier

y realizando un cambio de variable adecuado se deduce (58). m

La eleccion de los parametros A, B, C' viene dada por las condiciones ¢; = 0, ¢o = 0,

cs = 0. Obtenemos asi,

L A - p@)’
(2p1(z)? = 3p1(2)pa(x) + p3(x))*

p - I (2)*p2(x) — 2pa(x)* + p1(7)ps() (63)
2p1(x)* — 3p1(2)pa(x) + ps(z)

o = 2a(x) = pi(2)*) (p1(2)*pa() = 2ps(2)* + pr(@)ps(x))
(2p1(2)* = 3p1(2)pa(w) + ps())”
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Observemos que el parametro C' depende de la variable x. Por tanto, en ese caso,
obtendremos un desarrollo de p,(z) en términos de polinomios de Charlier con un orden
dependiente de x. Evidentemente, ésta no va a ser una propiedad deseable a la hora de
analizar algunas propiedades de los polinomios p,(x), como por ejemplo al investigar sus
ceros; por ello, trataremos de evitarla. En primer lugar, tenemos la opcion de fijar este
parametro tomando, por ejemplo, C' = a (haciendo asi que el orden sea independiente de
x), y resolver el sistema dado por ¢; = 0, ¢ = 0 para obtener los otros dos pardmetros
Ay B. Otra opcion a seguir es fijar dos parametros y resolver la ecuacién, ¢; = 0 para
obtener el tercero.

Nuestro objetivo es analizar la naturaleza asintética del desarrollo (58) para algun
parametro asintético de los polinomios p,(x). Veremos que las propiedades asintéticas de
los desarrollos obtenidos se derivan tanto del comportamiento de los coeficientes ¢;, como
del caracter de los parametros A, B y C' en cada caso. Obtendremos desarrollos asintéticos
tomando ¢; = ¢3 = ¢3 = 0 (tres pardametros libres); o bien, ¢; = ¢ = 0 (dos pardmetros
libres); o bien, ¢; = 0 (un pardmetro libre). Analizaremos los tres casos considerando los

polinomios de Meixner, de Krawtchouk, de Meixner-Pollaczek y de Jacobi.

3.1 Polinomios de Meixner en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner vienen dados por la funcién generadora
F(z,w) = (1 — %>x (1—w)™F = i %Mn(a:,ﬁ,c)w”, (64)
n=0
con >0y 0<c<1. Siescribimos como en (56)
<1 — E>x (1—w) " P =B (1 - gw)Af(x,w), (65)

Cc

con f definida de la misma manera que en (60), entonces el desarrollo (58) de los poli-

nomios de Meixner en términos de los polinomios de Charlier es

(B)n M, (z, B,c) = 2"n! Z Lg)c.(), E=A, z=B, (66)

donde los coeficientes ¢ se derivan de (60) con la funcién F(z,w) definida en (64).
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3.1.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En este caso, resolvemos el sistema ¢; = 0, ¢ = 0, ¢3 = 0 para obtener

(1= A)a — B’

A = 5
(B + (3 —1)x)
(c—1)*x(8 + )
B A+ (B -1z’ (67)
L lem1Pa(dra) (=@ —pR)

(B¢ + (¢ = 1)z)*

Con esta eleccion, hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢; son

o 2
co=1 ca=c=c=0 c¢= 40(20((1 1—)6:5)(51_;22)

El resto de coeficientes ¢;, para k > 4, se puede obtener mediante la siguiente relacién de

recurrencia
1
Ck4+1 = (k; T 1) [_hlkck — hz(k - 1)Ck71 - h3(k - 2)Ck—2 + h4Ck73] ) (68)
donde
b — —BcA(1+2¢)+(2+c—c*—2c%)x b — —Bc® +x — Ax
L c(Bc2+ (¢ — 1)z) LT 2B+ (- 1))
(69)
L _BER++ - N(i+efr  (c=1a(F+a)
9 = 4 =

(B + (2 —1)x) ’ 2B+ (=)

Esta relacion se obtiene sustituyendo el desarrollo en serie de Maclaurin de f en la ecuacion

diferencial

—w’(c—1)z(f+x)f =

= (c—w)(w—1) [503(7«0— 1)+ (c+c3(w— 1) —w) x}ﬁ

dw’
obtenida al derivar en ambos miembros de (65).
De forma sencilla, por induccién con respecto a k, podemos probar que ¢ = O(3°)
cuando  — oo. En efecto:
i) Para k =0, 1,2, 3,4, es inmediato ver que ¢, = O(3°) cuando 3 — co.
ii) Supongamos que ¢ = O(3°) cuando 8 — oo para todo k > 4. Por (69), h; = O(3°)

cuando 3 — oo para cualquier valor de z. Por tanto, a partir de (68) concluimos

Ck+1 = 0(50)7 B — oo,
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Teniendo en cuenta que ¢ = O(8°), 2 = B = 0(3°) y A = O(3) cuando 3 — oo, se
deduce que la sucesion {@ }, con ¢ = ¢ /2"C,_r (€, C), tiene el comportamiento asintético
dado por

P = 0" "), B — o0
con k=0,1,2,.... Teniendo en cuenta esto y que co = 1y ¢; = co = c3 = 0, la naturaleza
asintética de la representacién dada en (66) para valores grandes de (3, con x y n fijos

queda reflejada por

(B)nMn(z,8,0) = 2" [Cul(§,C)+ O (B"1)] . €=A4, 2=B, B- o0,

donde hemos senalado el primer término, puesto que constituye una aproximacién de los
polinomios de Meixner debidamente escalados.
Observemos que de esta representacion no podemos obtener un limite para 3 — oo.

Sin embargo, si que se obtiene un limite si establecemos la relacién
_a
c= oyt
Para este caso, a partir de la recurrencia (68), se deduce que los coeficientes ¢ tienen el

comportamiento asintético ¢, = O(B%1) para 3 — oo. Por otro lado, los pardmetros en

este caso, vienen dados por

B (—a? + 2az + fz)°

A = 5
(—a? + 3a’x + 3afx + (2x)

B Ba+ Da(f+x) )
—a’ 4 3a2x + 3afr + 32’

o - _apla+ B)z(B + x)(a® — 2ax — PBx)

(—a3 + 3a2x + 3afBx + f2x)’
Con estos valores obtenemos que
c/z8 =0(F7"), B— oo
y el desarrollo (82) se puede escribir

(B)M,(z, B, #) o) +0(BY)], =4, =B f-oco

Tomando limites en la expresiéon anterior

lim £ = lim A=uz,

f—o0 B—o0
o C= o ()

lim = lim =1,

B—oo (ﬁ)n f—oo (5)n

y obtenemos finalmente el limite ya conocido de la Tabla de Askey (ver Figura 12)
a

lim M, (z, 3, ——) = C,(x,a). 72

dim Mo (2, 3, ——5) = Cal,a) (72)
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0.0006 1 =250

B=500
80 90 100 %ﬁ 130 \\
v B=1000
-0.0006
Cs(x,100)

Figura 12: Limite (72) para n = 5.

3.1.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

Ahora fijamos B = 1 y resolvemos el sistema c¢; = 0 y ¢o = 0 para obtener

(x —c(f+x—1))>
(1—c?)x— B2

c(lzx—c(f+z—-1))
Bl —c)x —pe

Con esta eleccién comprobamos que los primeros coeficientes ¢ son

A:

, U=

Cozl, 01202:0,

(=14 +x—2cx+ )+ B(A +x—2cx + 2x)
32 (zr—c(f+x—1))

C3 =

El resto se obtienen de la siguiente relacién de recurrencia

1

Ck+1 = m [hlkck + hg(l{ — 1)6]@71 + (Zg — hg(k‘ — 2)) Cr—2 + h4ck,3] s

con

c—Bc+ A1 —26—2x)+ 2z

= c(r—c(f+x—-1)) ’
b ABB+3x—1)—x—2cx
S GG dpteoD)
_ a-ca-p

T 2w —c(Bta—1))

e - r—cA(x+B)

P @a—cBtr-1)

. (4P (P4 —2c+Px)—a
S Az —c(f+x—-1))
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Esta relacion se obtiene al sustituir el desarrollo en serie de Maclaurin para la funcion f

en la ecuacién diferencial

e (3 0) [ 2 )] =

=(c—w)(w—1) [cm—wx+02(1+ﬁ(w—1)—x—i—wx)}%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (65).
Por induccién con respecto a k, probamos que ¢; = O(3°) cuando 8 — oo. Como
claramente A = O(f) cuando  — oo, concluimos que la sucesién {¢y}, definida por

b = c/2"Ch_i(&,0) = c1,Cp_i(€,C), tiene el comportamiento asintético dado por

¢p = 0" ") B — o0

para k =0,1,2,.... Por lo tanto, como ¢y = 1 y ¢; = ¢3 = 0, la naturaleza asintética de
la representaciéon dada en (66) para valores grandes de (3, con z y n fijos queda reflejada
por

(B)nMu(z,B,c) = Cal&,C) +O(B"%),  €=4, B— oo,

donde de nuevo hemos senalado el primer término, puesto que constituye una aproxi-
macion de los polinomios de Meixner debidamente escalados.

Como alternativa a la eleccion anterior, fijamos ahora el pardmetro
C=aB

y resolvemos ¢; = 0, ¢ = 0 obteniendo

A:a2(<c—12—1>$—ﬁ), B:B—aﬁ—<c_1)(ac+a_c)x.

c2

Hemos comprobado que los primeros ¢, vienen dados por

_ .3 3_1 3 -1
Y C3Zx(c ¢’ +a(ce ) + Bc(a )7
3ac?

mientras que el resto, como antes, se derivan de una relacién de recurrencia.

La funcién f(x,w) de (65) se puede escribir como

f(z,w) = eP1(w)+zd2(w)

Y

donde las funciones
o1 (w) =p ((a — Dw —log(1 — w) + a*log (1 - %)) :
Po(w) = wle—1)(e —c+ac) —log(1 —w) — a® (0_12 — 1> log (1 — %) + log <1 — %) ,

c2

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

oo = e [i(1-2)+3 (- 5+
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pa(w) = wSE(lﬂL%(C—lZ—l)—%)eri(lqt%(é—l)—c—i)nt--l.

Por el Lema 2.1, deducimos que la sucesién de coeficientes ¢, tiene el orden ¢, = O(BF/3))
cuando f — oo. Considerando que C' tiene el orden O(f3) cuando 8 — oo si a #
1, observamos que la sucesién {¢}, con ¢ = cp/2"H,_1(£), tiene el comportamiento
asintético
b = O(BIF/BIF), f—o0, k=0,1,2,..., sia#l,
{gbk =O(ptkBI=2ky 3 500, k=0,1,2,..., sia=1.

Asi pues, la naturaleza asintética de la representacién dada en (66) para valores grandes

de 3, con z y n fijos queda reflejada por

(B)nMa(z,8,¢) = 2" [Cu(&,C) + O (B7%)] . €=A, 2=Ca, (75)

para f —oosia# 1,y

(B)aMa(z,8,0) = 2" [Cu(&,C)+ O (B"7)] . ¢=4, z=C, (76)

para f — oo si a = 1. Como siempre, hemos senalado el primer término del desarrol-
lo, puesto que constituye una aproximaciéon de los polinomios de Meixner debidamente

escalados como se puede comprobar en la Figura (13).

19

11 _ 2
-10 10

10

(220 380f | \f 710 800] | VAR

10 L.. ad® L 1019_J L |

' N5
p=10 B=100 B=500 B=1000

Figura 13: Aproximacién (76) para n = 10. La linea discontinua representa
(8)10Mio(z, B3, ¢), la linea continua z'°Cyy(¢, O)

Si tomamos limites en (75), obtenemos

fim = (B) Moz, 8,0) = lim Co(§,C) = (=)™, 2=Cla, a#l,  (70)

y dado que limg_. (8),/2" = 1/(1 — a)" deducimos

ﬁlim M, (z,8,c) =1, 0<c<l1. (78)
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3.1.3 UN PARAMETRO LIBRE

En esta ocasién, fijamos B = 1, C' = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
AZCL(l—ﬁ—I-F%).

Ahora, la funcién f(x,w) de (65) se puede escribir como

f(:l?, w) — €¢1(w)+¢2(1‘,w)

?

donde las funciones
srw) = 6 (alog (1= )~ log(1 — ),
a

Go(z,w) = —w—xlog(l—w)—f-a( 1+x—z>log(1—g)—i—xlog(l—%),

tienen los siguientes desarrollos de MacLaurin

H1(w) = ﬁw[ (1—%)+%(1_%>+..}7

¢( ) 2{1+x<1 1 1+1>+w<1+ (1 1 1+1>)+ ]
rw) = wl—+=(1—-=—-—=4+— —(=4z(1l-=—-= 4+ —
2\ 20 2 a 2 ac 3 \a? a? & a’c

Por el Lema 2.1 tenemos que ¢ = O(B%/?) cuando 3 — oco. Asi pues, la naturaleza
asintética de la representacion obtenida en (66) para grandes valores de 3 se deriva del

hecho de que la sucesién {¢y}, con ¢ = cx /2% H,,_1(£), tiene el comportamiento asintético
or =0 THIR B~ oo, k=0,1,2,...,
y por lo tanto, podemos escribir
(B)nMu(z, B,0) = Cu(€,0) + O (B"7"), €= A4, (79)

para 3 — oc.

3.2 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Krawtchouk vienen dados por la siguiente funcién generadora

1—p \* > (N
F(z,w) = (1 - pr> (T4+w)¥ " =>" <n>Kn(a7,p, Nyw", (80)
n=0
con N € Ny0<p< 1. Siescribimos como en (56)
1-p \° B \*
(1 _ —pw> (14 w)V=" = B (1 - 510) iz, w), (81)
p

con f definida igual que en (60), el desarrollo (58) de estos polinomios en términos de los

polinomios de Charlier es

(Z)Kn(x,p, —"Z Lg)C) c=4 =5 )

donde los coeficientes ¢ se siguen de (60) con F'(z,w) dada en (80).
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3.2.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En primer lugar, resolvemos ¢; = 0, ¢o = 0, ¢c3 = 0 obteniendo asi

(Np? 4 x — 2pz)°

A = -
(Np3 + (=3p? +3p — 1))
(p— (N —2)x
B Np? + (=3p?+3p— 1)z’ (83)
o (1 =p)p(N — x)x (Np* + 2 — 2px)

(Np3 + (—3p* + 3p — 1)z)°

Con esta eleccién hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por

(p—1)%z(z — N)
Co y 1 =0 =¢0C3 G4 42(Np? + 2 — 2pa)’

mientras que el resto se obtienen de la siguiente relacién de recurrencia

Cht1 = Gt 1) [—hikcy, — ho(k — 1)cg_1 — ha(k — 2)cr_o + hycg_s], (84)

con
Np*(3p— 1)+ (=Tp* +7p — 2)x
p(Np? +x — 2px)
(p — D(Np* + (—=3p* +3p — 1)z)
p*(Np* +x — 2px)

By — Np’(3p—2)—(2p— 1)’z
’ p*(Np? + 2 — 2pzx)

by — (p—1)*z(x — N)
’ P*(Np? + 2 —2px)

hlz

Y

hs =

Esta relacion resulta de sustituir el desarrollo de Maclaurin de f en la ecuacién diferencial

w?(p —1)%z(z — N)f =
= (w+1)(p—w+pw) (Np3(1 +w) + (p —w + 3pw — p*(2 + 3w)> x)%
obtenida al derivar en ambos miembros de (81).

Por induccién con respecto a k, utilizando la relacién de recurrencia (84), comprobamos
que ¢, = O(N?) cuando N — oco. Puesto que A = O(N) y z = B = O(N?) cuando
N — oo, podemos concluir que la sucesiéon {@y}, con ¢, = c/28C,_1(&,0), tiene el
comportamiento asintéotico

¢ =O(N"*), N—o0

para k = 0,1,2,.... Esto explica la naturaleza asintética de la representacion (82) para

valores grandes de N, con x y n fijos:

(Z)Kn(a:,p,]\f):z" [M%-O(N”_‘l)], E=A, z=B8B,

n!

para N — oo. El primer término de este desarrollo se puede utilizar para aproximar los

polinomios de Krawtchouk para valores grandes de N.
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En la representaciéon anterior no podemos obtener un limite para N — oo. Sin em-

bargo, si que obtenemos un limite si establecemos
p=a/N.

Con esta eleccién, de la relacién de recurrencia (84) se deriva que los coeficientes ¢, tienen
nuevamente el comportamiento ¢y = O(N?) cuando N — oo y los pardmetros (83) vienen

dados por
N (a® = 2az + Nz

A = 5
(a3 — 3a%x + 3aNz — N2x)

(a— N)N(N —z)x
a3 — 3a%x + 3aNx — N2z’

a(a — N)N(x — N)z (a* — 2ax + Nx)
(a3 — 3a2z + 3aNz — N2z)°

por lo que observamos que ¢;/2¥ = O(N~*) para N — oo y el desarrollo (82) para valores

C:

)

grandes de N, con z y n fijos es

<]:>Kn(x,%,]\f) = 2" l%ﬂ?(]\f‘*)] ., £=A, z=B.

Tomando limites en la aproximaciéon anterior

lim £ = lim A=z,
N—o0 N—o00
m e = (86)
lim ——~ = lim ——<=1
) T el

obtenemos finalmente el limite del esquema de Askey (ver Figura 14)

. a

3.2.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

En este caso, fijamos B = 1 y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢y = 0 obteniendo

_ (p—Np+a) o - Pp—Np+a)
Np? +x — 2px’ Np? +x —2px’

Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por
C():l, 01:C2:O,

—N @’ +a—pzr)+x(l+3p°+a—p(+3))
3p? (—z +p(N - 1)) '

C3 =
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0.00015 A

Cs(x,100)

-0.0001 1

Figura 14: Limite (87) para n = 5.

El resto de coeficientes se pueden calcular con la siguiente relacién de recurrencia

1

Chy1 = m [hikey + ho(k — 1)ck—1 + (i3 — hg(k — 2)) cx—2 + hacr_3] , (88)
donde

L (2—=3N)p? — 2z +p(4x+ N — 1)

' p((N—1)p—2z) ’
e — (1—-3N)p® —p*(1 — 2N — 5x) + x — Hpx

? P*((N —=1)p—x) ’
he = (p— 1)(Np* + x — 2px)

’ pP((N-1p—z)
b - (1 —p)(Np* + 2 — 2px)

4 — )

p*((N —1)p—x)
. —~N@P*+x—pr)+z(1+3p*> + 2 —p(B3+2)) (89)
’ p* (N —1)p—ux) '

Nuevamente, esta relacién se obtiene sustituyendo el desarrollo de Maclaurin de la funcion

f en la siguiente ecuacion diferencial

w?{—N (—pQw +pP(1+w)+x —px) +
+o (1+w+p*(3+2w) + 2 —pB3+3w+x))}f =

= (w+1)(p—w+ pw) (pQ(—l + N+ Nw) + wx — p(x + 2wx)>%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (81).
Por induccién con respecto a k, probamos que ¢z = O(N?) cuando N — oo y con-
siderando que A = O(N) obtenemos que la sucesion {¢}, con ¢p = c;/2"Cp_1(€,C) =

ckCr_i(&,C), tiene el comportamiento asintético
o =O(N" ) N — o0
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para k = 0,1,2,.... Teniendo en cuenta esto, deducimos que la naturaleza asintética de

la representacién (82) para valores grandes de IV, con x y n fijos viene dada por

<N>Kn(x’p7 N) = M + O<Nn73>? f: A7
n n:

y el primer término es una buena aproximacion de los polinomios de Krawtchouk debida-
mente escalados.
Como alternativa, fijamos

C =pB/(1-p)

y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢o = 0 obteniendo

Np? -2 — N
A=SEEEEEE S TT A
(p—1) p—1
Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por
N —
COZ]-a 61202:07 C3 = x7
3p

y el resto se obtienen de la correspondiente relacion de recurrencia.

La funcién f(x,w) de (81) se puede escribir como

fle,w) = N1 (w) g2 (w)

)

donde las funciones

o) = g [0 Dt = 1P logtu+ 1) - g71og (140 - ),
po(w) = ﬁ [(p—1)w+(p—1)210g(w+1)—p210g <1+w—%>],

tienen las siguientes series de Maclaurin

hilw) = v’ <601p4> 209" — 150 (—5* + 2°) — 120° (—p + 39" = 3p") + - ]
o (w) = w’ <66p4> [20p° — 15w (—p? + 2p*) — 12u? (—p + 3p* = 3p*) + -] .

Por el Lema 2.1, ¢, = O(N¥/3). Por tanto, la sucesién {¢}, con ¢ = cp/2FH,_(€),

tiene el siguiente comportamiento asintético
o = ONFA-FY N — 00, k=0,1,2,....

De esta manera, explicamos la naturaleza asintética de la representacion (82) para valores

grandes de N:

<Z>Kn<x,p,zv>:zn[Mw(w)]7 e—a, =P o)

n!
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7
10 ! [ -1.5x10

0 30f | AVARG

b1
" -10

N=1000

Figura 15: Aproximacién (90) para n = 10. La linea discontinua representa

(8)10Mio(z, 3, ¢), la linea continua z?Cy(&, C) /9!

cuando N — oo. En la Figura 15 podemos ver reflejada la aproximacién que proporciona
el primer término de (90).

Si tomamos limites en (90), tenemos

lim 27" (Z)Kn(%p, N) = lim Cn(4,C) = (_1>n(p— ne, 2= (1=p) C, (91)

N—oo N—o0 n! n! P
y, considerando que limy_, (JX ) /2" = (=1)"(p — 1)™/n! obtenemos finalmente
A}im Ky(x,p,N)=1, 0<p<l1. (92)

3.2.3 UN PARAMETRO LIBRE

Fijamos ahora B =1y C = a y resolvemos ¢; = 0 para obtener

a(p— Np+ x)
p .

A=
En este caso, la funcion f(z,w) de (81) se puede escribir como

) = N oste),
donde las funciones

w
¢1(w) = log(1l + w) + alog (1 - E) :

1 w

oz, w) = 5 (pxlog(l +w) + a(p + z) log (1 — E) +p ( — zlog (1 +w — E))) ,

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin
1 1 1 1
— 1— = “wl1 == e
P1(w) {2< )+3 ( >+ }
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Por el Lema 2.1, concluimos que ¢, = O(N¥/2) cuando N — oco. Por tanto, la naturaleza
asintotica de la representacion obtenida en (82), para valores grandes de N, se deriva del

hecho de que la sucesién {¢y}, con ¢y = cx/2*H,_1(£), tiene el comportamiento asintético
b = ONTEA=Fy N 00, k=0,1,2,...,

y entonces

(M)t )= S& Lo, e

n!

3.8 Polinomios de Meixner-Pollaczeck en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner-Pollaczeck vienen dados por la siguiente funciéon generadora
. —Atiz —A—ix s
F(z,w) = (1 - e’¢w) i (1 %0 ) PA (93)
n=0
con A >0y 0< ¢ <. Siescribimos como en (56)
(1= o)™ (1= eeu) > = oo (1= ZY foa (94
C Y Y
el desarrollo (58) para estos polinomios es

()\).’L‘(b nz nk§§)7 é':A? 2237 (95)

donde los coeficientes ¢ se derivan de (60) con F(z,w) definida en (93).
Si expresamos x + i\ = re', § € [0, 7], r > 0, y consideramos el pardmetro asintético
r — 00; los resultados que obtengamos se cumplirdn uniformemente respecto a 6.

3.3.1 TRES PARAMETROS LIBRES

Resolvemos el sistema ¢; =0, co =0y ¢3 = 0, obteniendo

4 - _ 2 (A cos(2¢) + zsin(26))° . sin®(2¢ + 0)

B (Acos(3¢) + xsin(3¢))> rsin2(3¢ +0)’

B 2(\ +a?)sin®¢g sin? ¢
b= - Acos(3¢) + wsin(3¢) _Qrsin(?)gb +6)’ (96)
o _ (/\2 + 22) sin? ¢ (A cos(2¢) + z sin(20)) _ o sin? ¢ sin(2¢ + 6)

N (X cos(3¢) + xsin(3¢))? sin?(3¢ + 6)

Los primeros coeficientes ¢ vienen dados por

C0:1, 6120220320,
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. (A2 + 22)sin? ¢ sin? ¢
= - _

"~ 2(Xcos(2¢) + xsin(2¢)) " sin(2¢ + 6)’

mientras que el resto se derivan de la relaciéon de recurrencia

Gt = T Jlr 1 [—hiker — ho(k — 1)cg—1 — ha(k — 2)cp—o + hacy3], (97)
con
I Acos ¢ + 2Xcos(3¢) + x (sing + 2sin(3p))  sin(¢ + 0) + 2sin(3¢ + 0)
e A cos(2¢) + x sin(29) T sin(2¢ + 6) ’
he = 2\ cos(2¢) + Acos(4¢) + 8z cos® psing sin(4¢ + 6)
2 A cos(2¢) + x sin(2¢) B sin(2¢ + 6)’
e Acos(3¢) +wsin(3¢)  sin(3¢ +0)
T Xcos(20) + wsin(2¢)  sin(2¢ + 6)’
b, — 2(\ +a2?%)sin®¢ 9 sin? ¢
LT Xeos(29) + wsin(2¢) 7nsin(2¢ +0)

Esta relacién se obtiene sustituyendo la serie de Maclaurin de la funcién f en la ecuacion
diferencial

df

—w32rsin® ¢ f = — (1 + w? — 2w cos gb) (—sin(2¢ + 6) + wsin(3¢ + 0))%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (94).

En este caso, la funcién f(z,w) de (94) tiene la forma

f(z,w) = e 1 (w)+2(w)

)

donde

b1(w) = i log (
¢2(w) =0,

1 — we' sin® ¢ sin®(2¢ + 0) sin(3¢ + 6)
1- we—i¢> 2wsin(3(b +0) * sin?(3¢ + 0) log <1 a wsin(?gb + 9)) ’

y el desarrollo de Maclaurin de ¢;(x,w) es
sin? ¢

hiw) = ' <GOSin3(2¢—|—6)

> {15[—1 + cos(2(2¢ + 6))] +

+12w [—3 cos ¢ + cos(3¢ + 26) + 2 cos(bp + 26)] + - - -} .

Asi, por el Lema 2.1 concluimos que ¢; = O(r*/4) cuando r — oo, y considerando que
A=0(r),C =0(r)y z= B = O(r) cuando r — oo obtenemos que la sucesiéon {¢y},

con ¢, = ¢,/28C, 1 (€, C), tiene el comportamiento asintético
o) = (’)(r[k/‘q*k), r—oo, k=0,1,2,....
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La naturaleza asintdtica de la representacién (95) para valores grandes de N, con z y n

fijos queda reflejada mediante

Cn(§,C _
P,EA)(x,qb):z"[ (jl >+O(7’ 3)], £=A, z=B, (98)
para r — oo uniformemente respecto a §. Tomando limites en (98) obtenemos finalmente
n A7 2n n _
lim Re [xnp,gﬂ(x,@} = lim w =~ (2c0s(26) - 1) cos®™ ¢ cos " (3¢).  (99)

3.3.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

Fijamos B = 1 y resolvemos ¢; = 0 y co = 0 obteniendo

(1 — 2rsin(¢ + 6))? ~ —1+2rsin(¢+90)

A= — _
2rsin(2¢ +0) 2rsin(2¢ + 0)

Los primeros coeficientes ¢, vienen dados por

_ 2r (r —rcos(2¢) +sin(3¢ +0))

T ames=h o 3(—1+2rsin(¢+0))

mientras que el resto se obtiene de la relacién de recurrencia

1
Ck+1 = (

m [hlk:ck —f- hg(lf — 1)Ck_1 —I— (Z3 — hg(/{? — 2)) C—2 —I— h4ck_3] s (100)

con

2rsin(3¢ + 0)
1—2rsin(¢p+0)’

2rsin(2¢ + 0)
hy =2 - hs =
! cos ¢ T 1—2rsin(¢+6)’
_ —1+4rsin(¢ + 0) + 2rsin(3¢ + 0)
B 1 —2rsin(¢ +6) ’

2rsin(2¢ + 0)

h —
? 1 —2rsin(¢+6)’

hy =

(101)

2r (—r 4 rcos(2¢) — sin(3¢ + 6))
1 —2rsin(¢ + 0) ’

13 = —

Nuevamente, esta relacion resulta de sustituir la serie de Maclaurin de la funcién f en la

ecuacion diferencial

w?2r (r — rcos(2¢) — wsin(2¢ + 0) + sin(3¢ + 0)) f =

= (1 + w?* — 2w cos gb) (1 —2rsin(¢ + 0) + 2rwsin(2¢ + 0)) af

%7
obtenida al derivar en ambos miembros de (94).

A través de la relacion de recurrencia, por induccién con respecto de k, probamos que
¢x = O(r) cuando r — oo. Puesto que A = O(r) cuando r — oo, tenemos que la sucesién

{1}, con ¢y, = cp/2*Cr_i(€,C) = cCh_i(€,C), tiene el comportamiento asintético
b = O™ F), r— o0,
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uniformemente con respecto a 6, y para k = 0,1,2,.... La naturaleza asintética de la

representacion obtenida en (95) queda reflejada por

PO, ) = 2D Lo (m2), e,

n!
para r — oo, uniformemente respecto de 6.

Alternativamente, resolvemos ahora el sistema ¢; = 0, ¢co = 0 B fijando
C=aB
y obtenemos
A= —2a’rsin(2¢ +0), B =2r (sin(¢ + 6) — asin(2¢ + 0)) .
Hemos comprobado que los primeros ¢, vienen dados por
_2r (—sin(2¢ + 6) + asin(3¢ + 6))

Co = 1, 01202:0, Cs 3 .

Coeficientes de mayor grado vienen dados por la correspondiente relacién de recurrencia.

Nuevamente, la funcién f(z,w) de (94) se puede escribir como
f(z,w) = er(WHe2(w),
con
L= weme — we™i®

. 1 — we'® 1 — wei®
¢1(w) = e log <i> + log (Sin 9%) — 2wsin(¢ +0) +

+a [w + alog (1 — %)} sin(2¢ + 0),

Po(w) = 0,

y el desarrollo de Maclaurin de ¢ (w) es

p1(w) = rw’ (ﬁ) {20a3 [—sin(2¢ 4 0) + asin(3¢ + 6)] +

15a*w [— sin(2¢ + 0) + a*sin(4¢ + 0)} + - } :

Por el Lema 2.1 tenemos que ¢, = O(r*/3) cuando r — co. Asi, la naturaleza asintética
para valores grandes de r de la representacién en (95) se deriva del hecho de que la sucesién

b = cr/2"H,_1(€) tiene el comportamiento asintético
o = Ok S0, k=0,1,2,...,

y entonces

PWV(z,¢) = 2" [M +0 (ﬂ)] . £=A z2=0CJa, (102)

n!
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Figura 16: Aproximacién (102) para n = 10. La linea discontinua representa Pl(é‘ ) (x, ),
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parar — oo, uniformemente con respecto a #. Por ello, el primer término de este desarrollo
es una buena aproximacion de los polinomios como se ilustra en la Figura 16.

Tomando limites en (102) obtenemos

lim Re {Z_"Py)(x, ¢)] — lim M 1 ( cos ¢

cosp —a cos(2¢)> ’

z=C/a. (103)

A—00 A—00 TL' - n'

3.3.3 UN PARAMETRO LIBRE
Fijamos B =1, C' = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
A =a(l—2rsin(¢ +0)).
Expresamos ahora la funcién f(z,w) de (94) como
flz,w) = el o1 (w)+ea(w)
donde las funciones

o1(w) = ie?log (1 - wei‘z’) —ie " log (1 - we_i(f’) + 2alog (1 - E) sin(¢ + 6),
a

a

po(w) = —w —alog (1 — E) ;

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

o1 (w) = w? <L) {3@4 [—sin(¢ + 0) + asin(2¢ + 0)] +

3ad
+2a*w [~ sin(¢ + 0) + asin(3¢ + 0)] + - - } :

1 1 1 1 1
po(w) = w? <$> <§a4 + §a3w + 1a2w2 + Saw3 .. ) _
Por el Lema 2.1, tenemos que ¢; = O(r*/?) cuando r — oo, y considerando que A = O(r)

concluimos en que ¢y = ¢;/2"H,_1(€) tiene el comportamiento asintético
q

b = O AR o, k=0,1,2,...,

183



y por lo tanto,

PO(e,0) = &Y Lo (1), o g,

n!
para 7 — oo uniformemente respecto a 6.

3.4 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Jacobi P (z) estan definidos por la funcién generadora
200
R(1+ R—w)*(1+ R+ w)?

=> PP ()", R=+1-2zw+w? =zweC,

n=0
(104)
con a > —1y > —1. Si escribimos como en (56)
9o+ 5 B \4

=e’"(1——= 105
RO+ R—wr(l+R+w)? © ( c“’) fz,w), (105)

con f definida en (60). El desarrollo (58) de los polinomios de Jacobi es
PeB)(g) = 2 & Cnk(§, C) E=A, z=B. (106)

Ak (n—k)

donde los coeficientes ¢, se siguen de (60) con F(z,w) dada en (104).

3.4.1 DOS PARAMETROS LIBRES

Fijamos C'= B y resolvemos Ay B con ¢; =0y ¢s = 0. Obtenemos asi

A = i(4+a+ﬁ—2x(a—ﬂ)+$2(—8—3(04+5)))7

B = —j-1)Utatit2o—p) et ).

Los primeros coeficientes ¢ estan dados por

00:1, 01202:0,

(- e (22 (e )

w

1 7 ) 5 21
c4:§+@(—a+ﬁ)+ﬁ(—a+ﬁ)x+<—§—3—2(o¢+5))x2
r2 (a2 + (24 ot ) et

Estudiamos ahora el comportamiento asintético cuando a+5 — oo con (o — ) /(a+ ) —

0. De este modo, tenemos que la funcién f(z,w) de (105) se puede expresar como

(i, w) = P @) o)
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donde

61 (2, w) = i (m—l)(6x+2)+210g2+4(6x — 2)log(1 —w) — log (R + 1)2 — u?)

w[_l_M 3(a — B)a*
4

_ 212
T+ 227 + 1

Pa(w, w) = ] + (o — ) log 2+

(o —p)
4

+ [—1+2$2+ (—1+2x+3$2)] log(l1 —w) —log R — (a« — ) log (1 —w + R),

tienen un desarrollo de Maclaurin de la forma

o1 (7, w) = w (%) 8 (1= 32— 32 4 52°) + 15w (1 — 62 + 5a") + -],
bo(z, w) = 0 (%) {(z 1) [80 (—4+ (8 +5(a — B)z + (16 + 5(a — §))a?) +
+15w(z + 1) (=32 + (=7 +20(a — 8))z + (128 + 35(a — B))a®) + 12u? () + -] }.

Por el Lema 2.1, tenemos que ¢, = O((a+3)¥/3) para a+3 — coy (a—p)/(a+3) —

0. La sucesion ¢y, = c/2¥H,_1(£), tiene el comportamiento asintético

o = O((a+ BEAEF o+ 5 — oo, O‘—ﬁ—>0 k=0,1,2,...,

a+p
lo que explica la naturaleza asintética de la representacién (106) para valores grandes de
a—+
PP () = 2» [ (5 .0) + 0O ((@ + 6)2)] , E=A, z2=C, (107)

para a+ 3 — ooy (a— f3)/(a+ ) — 0. Por ello, el primer término de este desarrollo es

una buena aproximacién de los polinomio como nos muestra la Figura 17.

6
; 2x10 ; : 10° . : 10" : ! 3x1d !
\ /\ | :‘ | ‘ A /\ s
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Figura 17: Aproximacién (107) para n = 10. La linea discontinua representa Pw (:L' o),
la linea continua z1°C/y (&, C)/10!

Finalmente, tomando limites obtenemos

I; np a,f) Ii —
a+ggoo(& + 6) ( ) a+lﬁril><>0 n! n!

(108)

que ilustramos en la Figura 18.
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15 15
Figura 18: Limite (108) para diferentes a = 3 y n = 10 se representan (a + 3)~"P(*#)(z)
y (z/2)1/10!.
3.4.2 UN PARAMETRO LIBRE

Fijamos B =1y C = a y resolvemos ¢; = 0 para obtener
1
A= —§a(2(x—1)+a—ﬁ+(a+ﬂ)).
Los primeros coeficientes ¢ son

COZ]., 01:0

(@+8)—1(a=0)~ (5~ (a=9)+ =@ +8) T+(1+ S +9)

1+1 1
= —=-+——=
2 2 2 8

Nuevamente, analizamos la naturaleza asintética para a+5 — ooy (a—f3)/(a+5) —

0. La funcién f(x,w) de (105) se puede escribir como

f(x’ w) — €5¢1(17w)+¢2(17w)

3

donde las funciones

1—%)—log<(R+1)2—w2>,

O1(z,w) = 2log2+ axlog(

—log R— (a— B)log (1 —w + R).

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin
2

96ab

o1(z,w) = {—24@5 + —48a*z + T2a°x* + w [(—323 — 48a°)x + 80a5x2} +

+w? [9a° — 240%z — 900’2 +1050°x"] + -},
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w2

oz, w) = P {a5 {—24 —3(a—B) +6(a — B + 242% + 9(a — ﬁ)xﬂ +

+6a" 2= (@ = B) = (24 (a = B))z] + w [8a* — da*(a — B) — 2a°(a — B)+
+(—8a® — 24a® — 4a*(a — B) — 6a° (o — B))x + 6a° (o — B)z*+

+ (3207 +10a° (o — B))a?| + w? (- + -}

Por el Lema 2.1, concluimos que ¢, = O((a + 3)¥/2). Por tanto, la sucesién ¢, =

cr /2P H,_1 (&) tiene el comportamiento asintético
or = O((a+ B)"THAH) " (a4 8) - 00, k=0,1,2,...,
y para valores grandes de « + (3 la naturaleza asintdtica de (106), viene dada por

PP (z) = Gulsa) o ((a+p)"),  ¢=A4,

n!

para (a + ) — oc.
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Abstract

The purpose of this work is to give briefly an overall view of the shear wave ve-
locity structure of the lithosphere-asthenosphere system beneath the Mediterranean
basin, providing new tomographic images obtained through a method of spatial
prediction applied to a common database. The starting data are path-averaged
Rayleigh-wave group velocities previously determined by standard digital filtering,
and then inverted by a damped least-squares. We use an interpolation method
as kriging, especially useful for analysing short-range variability between scattered
points. The results are shown by means of characteristic seismic velocities belonging
to a prefixed interval, and horizontal slices at increasing reference depths down to
200 km. The method has allowed us to constrain the sharply contrasting seismic
velocity structure between neighbouring areas of the Mediterranean. The images
reveal significant variations in velocity with depth, and lateral changes in the crust
and uppermost mantle elastic structure emphasising the processes associated with
the convergence of the Eurasian and African plates.

Key words: surface waves, kriging, tomography, Mediterranean basin

1. Database and data processing

On the basis of surface waves propagating at a regional scale, we considered a total of
42 regional earthquakes selected from the USGS catalogue with Ms values > 4.5 and
focal depths <40 km, that occurred during the period 1990-1993, which were recorded at
seismic stations installed in the Mediterranean area. The data set for this study consists of
almost 200 wave trains generated by regional events recorded at very broad-band stations
(Figure 1, upper part) belonging to or cooperating with the MedNet project (Boschi et
al., 1988; Giardini et al., 1992). Epicentral distances mainly range from 500 to 1,500 km
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and the path coverage (Figure 1, lower part) is fairly good on account of the relevant
seismicity of the area despite the irregular distribution of stations (Martinez et al., 1996).

Our work benefited from the constructive pre-processing of real data. The basic infor-
mation consists of path-averaged group velocities of fundamental mode Rayleigh waves
across the Mediterranean basin. Reliable source-receiver, group-velocity dispersion up to
periods of 90 s was determined by moving-window analysis on the signal to obtain approx-
imate group arrival times. Afterwards, a correction of the waveform using a time-variable
filter was performed in order to measure with the least possible bias the dispersion of
the wave train (Badal et al., 1990, 1992). In principle, the wavelengths used sample well
depths down to 160 km or even more.

Starting from path integrals that are representative of group times, local group ve-
locities for periods ranging between 10 and 90 s over the area covered by the seismic
trajectories were mapped. This operation involving linear inversion of travel times, was
made as a previous step to volumetric modelling, and performed by means of the method
proposed by Ditmar and Yanovskaya (1987) and Yanovskaya and Ditmar (1990). More
recent applications can be found in Lana et al. (1997, 1999) and Yanovskaya et al (1998,
2000). Figure 2 shows as an example the local group-velocity contour map for a reference
period of 40 s. Most remarkable lateral changes in group velocity are found for short
periods < 40 s. Longer periods show smooth lateral changes. The velocity uncertainties
do not exceed 0.09 km/s and mainly range from 0.04 to 0.07 km/s for all periods, even in
those areas with the poorest path coverage, such as south of the central Mediterranean
and easternmost part of the basin (Figure 1).

The local velocities were inverted to shear velocity-depth profiles at almost 450 grid
points over the study region using damped least-squares. The compressional and shear
velocities and densities given by the PREM model (Dziewonski and Anderson, 1981)
were taken as initial model to carry out inversion for velocity structure. The stochastic
inversion of all these local dispersion curves permits to obtain the respective 1-D velocity-
depth models, and to regard this set as linear constraints on the averaged properties of the
3-D shear wave velocity distribution. The reliability of the inversion results was tested by
comparing the observed dispersion with the theoretical dispersion obtained after solving
the forward problem, and their resolution through the kernels of the resolution matrix
(Badal et al., 1996). In our case both procedures illustrate the good quality of the solution

down to 160 km and sometimes at greater depths.
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2. Spatial prediction

Our working scheme involves inversion and then volumetric modelling. In this context
volumetric modelling implies spatial prediction that we perform using an interpolation
method as kriging. A brief description of the mathematical content of kriging is depicted
in Serén et al. (2001), where exact-type methods and approximate methods to reconstruct
3-D Earth structures from irregularly sampled seismic data are briefly described and
compared. From a theoretical viewpoint, kriging is based on the theory of regionalised
variables (Davis, 1986). It is a distance weighting estimation method that takes advantage
of the spatial characteristics of the local structure through the variogram function. When
the variogram is well known and well behaved, the resulting estimate is stated to be the
best, linear, unbiased estimate that can be calculated (Isaaks and Srivastava, 1989).
The weighted contribution of each scattered datum is controlled not only by its rel-
ative position respect to the estimation point, but also by the specific spatial properties
of the data involved in the estimation (Krajewski and Gibbs, 1996). When applying this
technique, a number of matrix calculations must be completed as follows. A set of simul-
taneous equations are set up, which calculate the mean square difference between all the
possible pairs of data point values, giving a matrix that we refer as [K]. A second matrix
[M] is computed in order to calculate the mean square difference between each scattered
point value and the point to be estimated. This calculation is carried out using values
from the variogram. The imposition of normalised weights is performed by a Lagrangian

coefficient. The equation

is inverted to obtain the kriging weights \; for each scattered data point value. With

these weights the velocity estimation can be performed through the equation
v=> Avl(w,y), i=1,...,n.

Kriging provides an estimate of the error and confidence interval for every one of the
unknown points, an asset not provided by other interpolation procedures. This infor-
mation reflects the density and distribution of control points, and the degree of spatial
autocorrelation, and therefore is very useful to analyse the reliability of the process. The
error map may also be used to determine where more information is needed, so that future
sampling may be planned.

Among the positive aspects of this technique we can say the following advantages.
Kriged weights result in mean square error that is equal to zero. Kriging can estimate
beyond the minimum and maximum values of the scattered data. Kriging can model

both regional trends and local anomalies. Kriging is a robust estimator. Despite the
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model presented below is based on the same data as used by Martinez et al. (2000), these
advantages make it in principle a better one than simply applying linear interpolation
to space-distributed shear wave velocity. As for disadvantages, kriging is not easy to
understand mathematically and needs experienced staff with geostatistical techniques.
Many types of kriging are available and are used in different situations. In this work
we are chosen “ordinary kriging”. It is the most widely used type of kriging, and permits
to estimate values when data point values vary or fluctuate around a constant mean value.
To substantiate the reliability of the results provided by the imaging technique that
we use, to ensure that the method works well, we take into account two aspects related to
our spatial interpolator: accuracy and computational efficiency. This task has extensively
been developed by Serén et al. (2001). The accuracy and computational efficiency of
the spatial interpolator used have numerically been tested by synthetic outputs from the
reconstruction of specific volumes whose (geometrical and physical) characteristics are
known. The outputs so obtained prove the reliability of the final solution. Relative errors
due to the algorithm measured under the 11-norm, for all the numerical tests, are in all
cases fewer than 2-3%. This is indeed important for interpretation, as even though the
numerical error does not reflect the error due to scatter of real data, the structures given

and interpreted below may be considered actually resolved.

3. Results and interpretation

We directly supply shear wave velocity values, instead of positive and negative velocity
anomalies, in any case estimated with the help of an interpolator not used until now.
The idea, according to our stated main objective, is to review the S-wave velocity pat-
terns concerning the Mediterranean basin, to constraint the contrasting seismic velocity
structure between neighbouring areas of the basin, and to enhance the most conspicuous
structural features.

After computing a three-dimensional matrix of voxelized data and using a 3-D da-
ta visualisation system, we have got tomographic images regarding the S-wave velocity
structure beneath the Mediterranean basin. The most outstanding results are shown in
Figures 3 and 4. These views allow us to see inner structural details of the basin by
means of characteristic seismic velocities belonging to a prefixed interval (Figure 3), and
horizontal slices at gradually increasing depths down to 200 km (Figure 4).

Lower velocities than 3.9 km/s are found in the crust for approximate depths be-
tween 20 (western basin) and 35-45 km (eastern basin). The subcrustal structure shows
velocities up to 4.7 km/s approximately and a complex geometry over the whole basin.

Underlying the lithosphere, the low velocity channel of the asthenosphere shows velocities
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between 4.1 and 4.4 km/s, and exhibits a complicated form on its upper part (Figure 3).
All these constraints agree with velocity values given by Corchete et al. (1995) for the
Iberian subcrustal lithosphere and asthenosphere, and by Martinez et al. (2000) for the
Mediterranean.

All the horizontal depth sections reveal significant lateral changes in shear velocity,
with smaller values for the eastern part and higher ones for the western part, the maximum
differences (sometimes close to 1 km/s for instance at 25 km) corresponding to the eastern
and western ends. This is a general pattern valid at least down to 65 km (Figure 4). For
each reference depth, the highest velocities arise in the Balearic Sea extending to Sardinia,
whereas the lowest velocities are detected in the Adriatic Sea and above all to east of
Crete. As the depth increases, the lateral changes become smoother and relative high
velocities appear near Sardinia and the Algerian coast (45 km). These features suggest
a significant variation in the lithosphere structure -a thickening of the crust- going from
the Iberian Peninsula, Corsica and Sardinia to the opposite end of the Mediterranean, to
the Tonian Sea, Albania, Greece, Aegean Sea, Crete, south of Turkey and Cyprus. So,
a thin crust (20 km) would characterise the Balearic Sea, the Ligurian-Provenzal basin
and the Tyrrenian Sea, and a thicker crust (35km) the rest of the Mediterranean basin
more or less. A conspicuous feature defined by relative high velocities is observed in the
Balearic area and particularly to south of the Balearic Sea (25 km). The contrast with
the north Balearic Sea is due to the thin continental crust underlying this zone opposite
to the oceanic crust of the southern basin.

Since 65 km the velocity pattern changes notably. Areas of relative high velocity begin
to appear in the central and eastern Mediterranean. Three specific high velocity areas are
found in the Ionian Sea and south of the Adriatic Sea, between the Italian Peninsula and
Greece, to south of the central basin, along the Algerian coast, and to west, near Corsica
and Sardinia. Notable lateral changes in velocity arise at 95 km with a displacement
of the highest velocities to east extending over the south Aegean, south Greece, Crete
and reaching the Egyptian coast. These high velocities would be a consequence of the
subduction of the eastern Mediterranean oceanic lithosphere dipping into the Hellenic
Arc.

At greater depths of 130 and 160 km, the most evident variations in velocity take
place in the western basin along a band from the Tunisian coast, through Sicily, to the
Adriatic Sea, where we observe higher velocities in comparison with other neighbouring
areas. Again, these high velocity values at deep levels would be a consequence of the
collision processes associated with the convergence of the African and Eurasian plates

and subduction under the Calabrian Arc. We observe again a conspicuous feature of the
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north Balearic basin (95-130 km) consisting of the emergence of clearly high velocities.
Now we are before the opposite case: low velocities in the south Balearic basin and high
ones in the north basin. Despite this result can be explained by a deep beginning of the
asthenosphere as one approaches the continental domain, since this small area is poorly
covered by seismic paths, such a velocity contrast should be studied with special attention.

An interesting picture of the region as a whole in good agreement with tectonic regimes
is as follows. On the basis of crustal velocities less than 3.9 km/s we can follow the changes
in the location of the crust-mantle boundary and therefore the variable crustal thickness all
over the Mediterranean region. We appreciate a 20 km thin crust in the western Balearic
and Ligurian-Provenzal basins and a gradually increasing thickness going to east, the crust
reaching a maximum thickness of 45 km in the eastern Mediterranean, just between Crete
and Cyprus (Figure 3). We observe likewise a crustal thickness of 35 km in the Ionian Sea,
south Aegean Sea, and Peloponnisos, 30 km beneath the Greece Peninsula, and 30-35 km
under the Italian Peninsula and Adriatic Sea. Assuming shear velocities between 4.1 and
4.4 km/s for the low velocity channel of the Mediterranean asthenosphere (Martinez et
al., 2001), we can estimate that this gross layer extends beyond 200 km of depth varying
its form and velocity structure from north to south and from west to east. The top of the
asthenosphere is indeed irregular, albeit it is detected at an average depth of 75 km in the
western basin (37°N-41°N). This depth becomes 150 km in the middle of the eastern basin
(33°N-37°N). From south to north, the beginning of the asthenosphere varies from 150 to
90 km. Conspicuous features are the presence of materials characterised by relative high
velocities at deep and variable levels affecting the lithosphere/asthenosphere transition in
many places (Figure 3). We observe these materials down to 150 km in the middle of
the eastern basin near the African coast (33-35°N), beneath Sicily (37°N), and to south
and centre of the Italian Peninsula (39-41°N). The thicker lithosphere in these regions
emphasises the processes associated with the convergence of the Eurasian and African
plates: old subduction of the African lithosphere under Sicily, subduction of the Ionian
lithosphere under the Calabrian Arc, and subduction of the eastern Mediterranean oceanic

lithosphere dipping into the Hellenic Arc.
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Figure 1.—Geographical location of the MedNet broad-band stations (small triangles) around
the study region: the Mediterranean basin (upper part). Path coverage of the area for Rayleigh
wave group velocity measurements depicted by great circles connecting epicentres to broadband

stations (lower part).
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Figure 2.—Contoured local group-velocity pattern for the Rayleigh fundamental mode of 40 s
propagating across the Mediterranean basin. Velocities in km/s. Isolines have been drawn in

order to ensure clarity.
References

[1] BADAL, J., V. CORCHETE, G. PAYO, J. A. CANAS, L. PUJADES and F. J. SERON
(1990): Processing and inversion of long-period surface-wave data collected in the Iberian
Peninsula, Geophys. J. Int., 100, 193-202.

[2] BADAL, J., V. CORCHETE, G. PAYO, F. J. SERON, J. A. CANAS, and L. PUJADES
(1992): Deep structure of the Iberian Peninsula determined by Rayleigh wave velocity inver-
sion, Geophys. J. Int., 108, 71-88.

[3] BADAL, J., V. CORCHETE, G. PAYO, L. PUJADES and J. A. CANAS (1996): Imaging
of shear-wave velocity structure beneath Iberia, Geophys. J. Int., 124, 591-611.

[4] BOSCHI, E., D. GIARDINI, A. MORELLI, G. ROMEO and Q. TACCETTI (1988):
MedNet, The Italian broad-band seismic network for the Mediterranean, in Workshop on
Broad. Band Downhole Seismometers in the Deep Ocean, edited by G. M. PURDY and A. M.
ZIEWONSKI, Woods Hole Oceanographic Institute, MA, pp.116-124.

[5] CORCHETE, V., J. BADAL, F. J. SERON and A. SORIA (1995): Tomographic images of
the Iberian subcrustal lithosphere and asthenosphere, J. Geophys. Res., 100, 24133-24146.

[6] DAVIS, J. C. (1986): Statistics and Data Analysis in Geology, Wiley, New York.

[7] DITMAR, P. G. and T. B. YANOVSKAYA (1987): Generalization of the Backus-Gilbert

method for estimation of lateral variations of surface wave velocities, Physics of the Solid

196



V< 4.1 kmlsg

4.1 <V <45 kmlsg

V > 4.5kmlsg
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Materials connected with a specific velocity interval are thereafter displayed within a trans-
parent volume representing the probed domain. An overall view together with an east-west
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Abstract

Evaporation process affecting surficial brines in salar of Huasco (Chile) saline
system has been reproduced in laboratory with the main objective of studying its
chemical evolving path. This experimental device has been carried out since a
previous descriptive work has showed that the evolution of surficial brines present
in salar could not be explained only considering a simple process of evaporative
concentration (Lépez et al., 1999). The dilute initial solucion has evaporated under
isothermal conditions. Density of solutions reaches values up to 1.30 gr/cm3, with
ionic strength levels near to 10 molal. Solid samples analysed have shown the
progressive precipitation of calcite, gypsum, thenardite, and halite. The evolution

of chemical concentration of solutions reflects this mineral sequence.

1. Introduccion

El salar de Huasco se ubica en la zona de la Alta Cordillera andina, en la Primera Regién
de Tarapaca, y se localiza a unos 130 km en linea recta al E de la ciudad costera de
Iquique. Se encuentra muy proximo ademés a la frontera entre Chile y Bolivia, de la cual
dista aproximadamente 15 km (ver figura 1).

Se trata de un cuerpo evaporitico-sedimentario situado a una altitud aproximada de
3800 m.s.n.m, cuyo principal acceso es una pista de tierra que parte del pueblo de Pica,
un oasis enclavado en la Depresién Central aunque muy préximo al contacto entre ésta

y la Precordillera Andina. La cuenca de drenaje del salar se extiende a lo largo de una
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Figura 1.—Ubicacién geografica del salar de Huasco.

superficie aproximada de 1500 km2, la cual aparece elongada en sentido N-S. El salar se
ubica en el sector meridional de dicha cuenca, cubre un 4rea de unos 50 km? y su eje mayor
presenta una direccion ONO-ESE, con una longitud aproximada de 10 km (Karzulovic y
Garcia, 1978).

El clima de la zona donde se instala el salar de Huasco ha sido definido por Fuen-
zalida (1965) como de tipo “estepario de altura”, estando caracterizado por una ex-
trema sequedad ambiental y por la presencia de vientos fuertes, secos y de frecuencia
practicamente diaria, ademas de por sufrir unas acusadas oscilaciones térmicas. Ademas,
el balance hidrico es claramente negativo, ya que mientras que las precipitaciones prome-
dio estimadas se sitian en torno a 150 mm/ano (Karzulovic y Garcia, 1978), los valores
promedio calculados para la evaporacién potencial alcanzan unos 2500 mm/ano (Montti
y Henriquez, 1970).

Los aspectos geolégicos generales del salar de Huasco fueron presentados y publicados
en un articulo previo (Lépez et al., 1999), y junto a ellos se exponian los principales
rasgos geoquimicos deducibles a partir del muestreo de salmueras y sedimentos salinos en
la superficie del salar.

El cuerpo salino central del salar de Huasco es de tipo masivo y su mineralogia esta

dominada por sales sédicas (fundamentalmente sulfatos y cloruros), pero el area cubierta

202



por agua libre es muy reducida en comparacién con las dimensiones del salar, siendo
ademas la profundidad de esta lamina de agua no superior a 20 cm. Los sedimentos
salinos que aparecen en el salar, al igual que ocurre en otros muchos sistemas andinos de
este tipo, se generaron a partir de lagos profundos que ocuparon parcialmente las cuencas
endorreicas donde actualmente s6lo quedan salares y acumulaciones de agua de escasa
entidad.

La modelizacién geoquimica realizada en el trabajo previo de Lépez et al. (1999)
a partir de los analisis quimicos de las soluciones muestreadas permitié observar que el
proceso de evaporacion que tiene lugar actualmente en la superficie del salar se ve afectado
por la interaccion entre las aguas superficiales que acceden al salar y los minerales salinos
previamente existentes. Este hecho deriva directamente de la evolucion paleoclimatica que
ha tenido lugar en tiempos recientes, tendente en general hacia un incremento continuado
de la aridez en buena parte del planeta, y que en zonas como el Norte Grande de Chile
ha provocado que en sistemas salinos como el actual de Huasco la recarga hidraulica no
llegue a generar una acumulacion superficial de agua equiparable a la que dio lugar a
la sedimentacion salina que ocupa la zona mas deprimida de la cuenca endorreica. Esta
situacién ha sido puesta de manifiesto en otros sistemas similares, como es el caso del
salar de Ascotédn (Herrera et al., 1997).

Por todo ello, se considerd oportuno realizar un estudio que permitiese evaluar los
procesos geoquimicos que ocurren actualmente en el salar de Huasco como consecuen-
cia de la concentracion por evaporaciéon de las soluciones que acceden a la superficie del
sistema salino. Ademads, la realizacién de experimentos de evaporacién en condiciones
controladas de laboratorio ha permitido tomar muestras del sistema salino en etapas evo-
lutivas muy avanzadas, situacion ésta altamente complicada de realizar directamente en el
sistema natural. En este trabajo se presentan los resultados obtenidos en el experimento
de evaporacién desarrollado bajo condiciones controladas de laboratorio, a partir de un
volumen de salmuera recogida directamente en el salar de Huasco durante una campana

de desmuestre.

2. Metodologia

Para la consecucion de los objetivos propuestos en este trabajo, es decir, para estudiar el
proceso de concentracion por evaporacion que tiene lugar en las salmueras superficiales del
salar de Huasco pero sin interaccién con los minerales salinos preexistentes, se procedio en
primer lugar a la recoleccion de salmuera del sistema a estudiar. Se recogieron 30 litros de
salmuera del cuerpo de agua superficial circulante sobre el salar, que fueron introducidos

en un bidén de polietileno que fue inmediatamente trasladado al laboratorio, donde se
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dispuso al abrigo de la luz y de los cambios térmicos.

El experimento se realizé mediante la inmersién en un bano termostético de la cu-
beta que contenia la salmuera. Se escogié una temperatura de 40°C para proporcionar
al proceso de evaporacion una velocidad adecuada, dada cuenta del volumen de solu-
cién a evaporar. El experimento se ha desarrollado bajo condiciones isotermas, es decir,
manteniendo constante la temperatura de la salmuera, a fin de evitar procesos de pre-
cipitacion mineral relacionados con las variaciones de temperatura y no con la pauta de
evaporacion en si misma, como se ha comprobado que afecta de manera importante al
sistema Na—SO4—H>0 a consecuencia de la gran variabilidad de la constante de equilibrio
de la mirabilita con la temperatura (Auqué et al., 1995).

Se disend igualmente una estrategia de muestreo del sistema experimental, que incluyé
la toma de 25 ml de salmuera en varios momentos evolutivos. De manera simultanea a
este muestreo se determinaron pH, densidad y alcalinidad carbonatada, y en las soluciones
se procedié a la determinacién analitica del contenido en calcio, magnesio, sodio, potasio,
cloruro, sulfato y boro. Los cationes se analizaron mediante espectrometria de absorcion
atémica con un equipo Perkin Elmer 2380. La determinacién de sulfato fue llevada a cabo
mediante precipitaciéon con BaCly, empledandose técnicas volumétricas para el andlisis de
cloruros (método de Mohr) y boratos (técnica dcido-base).

En algunos puntos de desmuestre de soluciones se procedid, de manera simultanea, a
la recoleccion de precipitados salinos, sobre los cuales se realizé un andlisis mineralégico

mediante difractometria de rayos X, empleando para ello un equipo Siemens D-5000.

3. Resultados

Los resultados obtenidos mediante el andlisis quimico de las soluciones recogidas a lo
largo del experimento de evaporacion en laboratorio aparecen recopilados en la tabla 1.
En ella se presentan ademas las mediciones relativas a pH y densidad que se efectuaron de
manera simultanea al muestreo de las soluciones. Todos estos datos se han representado
graficamente en funcién del parametro escogido como indicador del grado de avance del
proceso evaporativo (la concentracién molal de Cl, expresada en escala logaritmica), a fin
de visualizar mejor las distintas pautas observables.

De este modo, en la figura 2 se puede observar la evolucién de la densidad de las
soluciones, parametro que aumenta paulatinamente de valor hasta un maximo de aprox-
imadamente 1,30 gr/ml, aunque en la tltima muestra se comprueba un cambio en la
tendencia, pasando a producirse en este punto un descenso apreciable hasta un valor en
torno a 1,25 gr/ml. En la misma figura se muestra la evolucién de la fuerza iénica de las

soluciones, parametro calculado por el cédigo de modelizacién geoquimica PHRQPITZ
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Muestra Ca Mg Na K Cl SO, HCOs3 B pH Dens

CH-1 2994 13332  515.751  44.452 274307  157.687  6.064 17.1 8.22 1.023
CH-2 7.485  29.829 1152.861 104.864  630.553  350.821 14.448 389 8.22 1.034
CH-3 12799  50.401 2000.151 186.709 1099.992  609.218 23.993 66.1 8.17 1.076
CH-4 13.099  54.516 2174.880 194.382 1194.991  653.025 22.993 734 834 1.090
CH-5 11.552  63.567 2521.774 229.550 1386.540  760.065 26.747  84.1 8.19 1.131
CH-6 11.228  75.087 3129.957 290.294 1714.241  942.986 35.744 1049 8.04 1.167
CH-7 1.272 141946 5592.531 533.911 3289.990 1573.431 68.489 189.5 7.71 1.283
CH-8 0.349 211.891 5231.457 831.238 4549.996  958.113 95.711 2929 7.41 1.268

Tabla 1.—Composiciéon quimica, pH y densidad de las salmueras recogidas en el experimento
de evaporacién realizado. La concentracién elemental estd expresada en milimoles por litro
(mmoles/l), excepto en el caso del boro (cuyos valores aparecen en este caso expresados en
miligramos por litro). Por su parte, los valores de densidad expuestos corresponden a gramos

por mililitro.

(Plummer et al., 1988) y que se emplea frecuentemente como expresién global de la con-
centracién de una solucién. La evolucion de la fuerza idnica de las soluciones aumenta
progresivamente hasta un valor maximo proximo a 10 molal, pero en la tltima muestra
se observa de nuevo un descenso de este parametro hasta situarse aproximadamente en
torno a 9 molal.

De lo observado en la figura 2 se puede deducir por tanto que el proceso evaporativo
provoca un aumento progresivo tanto en la densidad de las soluciones como en su fuerza
idnica, aunque en un punto determinado, cuando las salmueras alcanzan una concentracion
elevada (para un valor de fuerza iénica préximo a 10 molal), tiene lugar un cambio de
tendencia que provoca un descenso cuantitativamente apreciable en ambos parametros.

En la figura 3 se han representado graficamente los resultados del analisis quimico de
las soluciones muestreadas, ordenados segtin el mismo pardmetro empleado en la figura 2.
El grafico 3A muestra los valores discretos para cada solucién y cada elemento analizado, y
la representacion continua de la evolucién elemental se muestra en el grafico 3B, en el cual
se pueden apreciar de manera mucho mas nitida las pautas evolutivas correspondientes a
los elementos quimicos de interés. Asi, por un lado podemos destacar el comportamiento
conservativo deducible de la pauta lineal de K, Mg y B (ademas del Cl, elemento empleado
como variable de progreso del proceso de evaporacion), lo que significa que estos elementos
no se ven involucrados en proceso alguno de precipitacion o disolucién mineral a lo largo del
intervalo muestreado. Del resto de elementos analizados, Na y SO, delinean una tendencia
conservativa hasta la penultima muestra analizada, donde el aumento continuado en su

concentracion cambia de pendiente y tiene lugar un descenso apreciable en la tultima
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Figura 2.—Evolucién de la densidad de la salmuera y de su concentracién total (expresada

como fuerza i6nica) a lo largo del experimento de evaporacién, en funcién del contenido en Cl.

muestra recogida. Los dos elementos restantes muestran un comportamiento irregular, ya
que mientras el anién bicarbonato ve aumentar su concentracién (aunque con distintas
pendientes) a lo largo de todo el proceso, el catién Ca sufre un cambio de pendiente a
partir del cual su concentracion va a disminuir hasta alcanzar niveles muy bajos.

La representacion de las determinaciones fisicas y quimicas realizadas sobre las solu-
ciones muestreadas nos ha permitido apreciar que el proceso evaporativo provoca un au-
mento progresivo en la densidad y la fuerza iénica de las soluciones, aunque se alcanza un
punto en la pauta evolutiva que da lugar a un cambio de tendencia, pasando a disminuir
el valor de ambas variables (figura 2). Este cambio de tendencia es simultdneo al que
sufren Na y SO, (figura 3B), lo que parece indicar que tiene lugar un importante proceso
de precipitacion salina que afecta a estos dos iones en etapas evolutivas avanzadas, es
decir, cuando las soluciones alcanzan un grado de concentraciéon muy elevado. Hay otros
iones que también muestran un comportamiento no conservativo, como es el caso de Ca
y bicarbonato, de lo que se deduce que deben estar afectados igualmente por procesos de
precipitacion en alguna etapa del proceso evolutivo registrado.

En la tabla 2 se presentan los resultados del anélisis mineraldgico de las muestras sélida
recogidas de la cubeta de evaporacion en distintos momentos a lo largo del experimento.
En la primera columna se indica la muestra de salmuera que fue recogida de manera si-
multanea al sélido correspondiente, y los minerales presentes se han agrupado segin su
abundancia de un modo semicuantitativo a partir de los resultados de los difractogramas,
considerando minerales mayoritarios aquéllos presentes en la muestra en un porcentaje
superior al 5%, y minoritarios los que no alcanzaban este umbral. Los minerales mayori-

tarios determinados en las muestras recogidas son calcita (muestra CH-2), yeso (muestras
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Figura 3.—Evolucion de la composicion quimica de las salmueras a lo largo del experimento de

evaporacion, en funcién del contenido en Cl.

CH-3 y CH-5), thenardita (muestras CH-7 y CH-8) y halita (muestra CH-8). Por otra
parte, los minerales minoritarios no se espera que sean representativos del estadio evolu-
tivo en el que se tomaron las respectivas muestras, ya que los solidos fueron desecados
previamente a su determinacion difractométrica, y en este proceso la salmuera que los im-
pregnaba debié dejar depositados sobre los minerales mayoritarios otros representativos
de etapas mas avanzadas (ésta es una situacién practicamente idéntica a la formacién de
eflorescencias en sistemas naturales).

Los minerales determinados en las muestras sélidas indican que el proceso de precipi-
tacion salina que tiene lugar por evaporacion a partir de las salmueras incluye la formacion
de carbonatos y sulfatos de calcio en las etapas iniciales de menor concentracién, mien-
tras que en las fases mas avanzadas se produce la precipitacion mayoritaria de minerales

evaporiticos soédicos, fundamentalmente sulfatos y cloruros.

4. Conclusiones

El salar de Huasco es un sistema salino que posee un cuerpo masivo compuesto principal-
mente por sales sddicas, generado por la evaporacion de las aguas de un lago preexistente
que ocupaba una cuenca de drenaje endorreico. En la actualidad, las soluciones superfi-
ciales de recarga dan lugar a una acumulacion que cubre inicamente una minima parte del
salar, viéndose sometidas a un proceso de concentracién por evaporacion a consecuencia
de la elevada sequedad ambiental reinante.

En un trabajo previo se realiz6 un estudio geoquimico de la evolucién de estas salmueras

superficiales, donde se pudo constatar que, al menos a priori, las soluciones se veian ex-
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MUESTRA MINERALES MAYORITARIOS MINERALES MINORITARIOS

CH-2 Calcita Yeso, Thenardita, Halita
CH-3 Yeso Calcita, Halita

CH-5 Yeso Halita, Thenardita, Calcita
CH-7 Thenardita Halita, Polihalita
CH-8 Thenardita, Halita —

Tabla 2.—Composicién mineralégica de los sedimentos salinos recogidos en el experimento.

puestas a otros procesos que modificaban las pautas evolutivas esperables por un proceso
simple de concentracién por evaporacion (Lépez et al., 1999). Con el objetivo de estudiar
las caracteristicas de la evolucién de las salmueras tinicamente por evaporacion, se realizo
el experimento cuyos resultados aqui se han presentado.

En el experimento realizado se ha comprobado que las soluciones de recarga del salar
se evaporan para dar lugar a la precipitaciéon progresiva de calcita, yeso, thenardita y
halita, cuya presencia se ha comprobado mediante el andlisis mineraldgico de los precipi-
tados recogidos durante el experimento. Los minerales que se identificaron en las muestras
sélidas recogidas directamente sobre el salar (presentados en el trabajo precedente citado)
son préacticamente los mismos que se han determinado en el experimento de evaporacion.
No obstante, esta experiencia ha permitido comprobar qué minerales se generan por pre-
cipitacién directa a partir de las salmueras del salar, ya que las condiciones impuestas
al dispositivo experimental evitan la formaciéon de costras eflorescentes que suelen estar

formadas por otros minerales salinos de solubilidad todavia superior.
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Abstract

The present work shows the first dates of study carried out in the Lower Creta-
ceous of Iberian Range (Estercuel, Teruel). This is a preliminary report focused on
the analysis of diagenetic structures, septarized nodules and cone-in-cone structures,

based on morphological features and others field indicators.

1. Introduccion

En la cuenca marginal cretacica de Oliete (Cordillera Ibérica), en las proximidades de
la localidad turolense de Estercuel, se han localizado nédulos septarizados asociados con
estructuras tipo “cone-in-cone” en depdsitos detriticos correspondientes al Miembro Medio
de la Formacién Escucha.

Este trabajo refleja los primeros datos de los estudios que se estan llevando a cabo
sobre la génesis de estas estructuras diagenéticas. Para dichos estudios se esta llevando
a cabo, actualmente, el levantamiento de varios perfiles litoestratigraficos, incluyendo el
estudio paleontolégico y geoquimico de las muestras recogidas, para ubicar en un tnico
modelo petrogenético y geoquimico el crecimiento de estas estructuras. De ellos se ha

seleccionado, para este trabajo, el levantado en el denominado “barranco El Pinarello”.

2. Localizacién geografica y Marco Geolégico

La zona de estudio esta situada en la provincia de Teruel, a 110 km de la Capital de la
Provincia. Se ubica en la Comarca de las Cuencas Mineras y geograficamente se halla en

el piedemonte de la Sierra de San Just, en su zona septentrional.
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Figura 1.—Situacién del area de estudio sobre el mapa geolégico de la Provincia de Teruel. A:
Paleozoico; B: Mesozoico; C: Terciario; D: Plio-cuaternario y Cuaternario; E: Principales ejes

de plegamiento; F: Fallas; G: Cabalgamientos. Modificado de Gutiérrez y Meléndez (1991).

El perfil levantado se localiza al Sudeste del pueblo de Estercuel, en las inmediaciones
de un pequeno embalse existente en el denominado “barranco El Pinarello”.

Geoldgicamente, los afloramientos en los que se ha realizado el trabajo se sitian en el
borde Sudeste de la Cordillera Ibérica, mas concretamente en el extremo oriental de la
cuenca marginal cretdcica de Oliete, definida por Soria en 1997 (figura 1).

Los materiales estudiados son de edad Aptiense superiorAlbiense inferior, correspon-

dientes al Miembro Medio de la Formacién Escucha definido por Aguilar et al. en 1971.

3. Titoestratigrafia

El perfil levantado (figura 2) presenta una potencia de 27,5 metros, habiéndose realizado
en dos partes debido a la presencia de una falla de componente inversa, que divide la
serie.

Los niveles con nédulos septariformes se localizan en el Miembro Medio de la For-
macién Escucha. Esta formacién ha sido estudiada por numerosos autores, entre los que
cabria destacar Pardo (1974 y 1979), Cervera et al. (1976), Pardo y Villena (1979a y
b), Garcia-Herndndez et al. (1981) y Soria (1997); quienes dividen la formacién en tres
miembros.

En el perfil levantado (figura 2), el substrato de la Formacién Escucha lo constituye
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Figura 2.—Seccién estratigrafica del perfil estudiado, incluyendo la posicién de las muestras.

una alternancia de calizas, con abundante contenido fosilifero (puntualmente construyendo
verdaderas lumaquelas), y lutitas margosas. Estos materiales se habrian depositado en
medios costeros, y se incluirian, por sus caracteristicas (no poseen niveles de carbén),
en el denominado complejo de facies Urgon, andlogamente a lo sugerido por Garcia-
Herndndez et al. (1981). En los materiales mds antiguos (facies Urgon) se ha hallado,
en una primera prospeccion en el campo, registro fésil correspondiente a medios marinos
litorales, con presencia de los géneros Trigonia, Ostrea, Neithea y Exogyra. También se da
el caso de haber encontrado multiples fragmentos de fésiles corporales y moldes internos
de gasterépodos y bivalvos.

La Formacién Escucha propiamente dicha se caracteriza por una alternancia de are-
nitas poco cementadas y de lutitas margosas, correspondientes al Miembro Medio de la
misma. En ella se han localizado dos niveles estratiformes con nédulos septariformes, a

440 y 370 metros, respectivamente, del techo del perfil. La columna levantada finaliza
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Figura 3.—Nodulo carbonatado estudiado, en el que se aprecia la distribucién de las septarias.

con un nivel carbonatado con estructuras de tipo “cone-in-cone” y espesor maximo de 5

centimetros.

4. Descripcion morfolégica de las estructuras diagenéticas

Los nédulos, de morfologia predominante esférica y con un didmetro variable entre 7 y 60
cm, se localizan en un nivel con alternancia de capas milimétricas de naturaleza arenitica
y lutitica y con abundante contenido fésil (predominantemente bivalvos). Los materiales
que los rodean adaptan su laminacién a la forma de los mismos, siendo este hecho una
de las evidencias que caracterizan un modelo de crecimiento concéntrico convencional,
tal y como sugieren, entre otros, Raiswell (1971) y Torrijo (1999). Su naturaleza es
carbonatada, con contenido variable en hierro, presentando una red de fracturas grietas
que se desarrollan integramente en su interior, constituyendo lo que se denomina en la
literatura geoldgica como “septarias”.

Las septarias (Fig. 3) podemos dividirlas en dos grupos en funcién de su didmetro
de apertura. Las que presentan una menor apertura (05-20 mm) se localizan en la parte
central de los nédulos, aumentando el tamano a medida que nos vamos aproximando a
la periferia de los mismos. Presentan una estructura radial desde el centro a la periferia,
disponiéndose de modo concéntrico en la parte mas externa de los nodulos, presentando
un esquema muy parecido al expuesto por el Comité des Techniciens (1966) y Sellés-
Martinez (1996a y b). Estas septarias se encuentran selladas por un cemento esparitico
de naturaleza calcitica y puntualmente dolomitica.

Por otra parte, las estructuras tipo “cone-in-cone” consisten en un conjunto de conos
circulares rectos, encajados unos en otros, presentando analogias con los descritos con
anterioridad en areas cercanas por Garcia-Herndndez et al. (1981). Estos conos encajados
se disponen perpendiculares a la superficie de estratificaciéon, con los conos apuntando

hacia abajo.
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La altura de los conos individuales oscila entre 3 y 5 centimetros, y el diametro de
la base varfa entre 1 y 3 centimetros, siendo la relacién entre la altura y el didmetro
de la base de 2 a 3, por lo que el valor del angulo del vértice viene a ser de 35 a 60
grados. Morfolégicamente, la superficie externa de cada uno de los conos presenta unas
depresiones de tipo anular y pequeno tamano, que simulan un aspecto escalonado. Estas
caracteristicas son similares a las que se dan para las estructuras de este tipo descritas en
la bibliografia (véase entre otros: Franks, 1969; MacKenzie, 1972; Garcia-Herndndez et

al., 1981; Aso, 1991; Aso et al., 1992; Sellés-Martinez, 1994, 1996a y b).

5. Discusion y conclusiones

En la cuenca marginal cretacica de Oliete (Cordillera Ibérica) se han localizado nédulos
septariformes, asociados a estructuras tipo “cone-in-cone”, en depédsitos detriticos co-
rrespondientes al Miembro Medio de la Formacion Escucha. Para su estudio se estan
levantando varios perfiles litoestratigraficos en las proximidades de la localidad turolense
de Estercuel.

Segun los apartados descritos anteriormente, se puede hacer una primera aproximacion
al modelo sedimentario sugiriendo que se trataba de una zona litoral, en la que se han
producido abundantes aportes de materiales detriticos, propios de cauces fluviales o bien
medios deltéicos.

La presencia de fosiles marinos en los estadios més inferiores y la ausencia de ellos
en los mas superiores marca un retroceso de la linea de costa. La concentracién de
abundantes fésiles corporales y moldes internos muy fracturados, indican un medio muy
agitado propio de acumulaciones de materiales en épocas de tormentas.

Los nédulos septarizados presentan una estructura de tipo “polar” (Sellés-Martinez,
2000), que se caracteriza por presentar un juego de fracturas radial planar, y otro concéntri-
co esferoidal. Esto implica que el cambio de volumen del nicleo de la concrecién se ha
producido isotrépicamente, es decir, en el momento de su génesis, los campos de esfuerzos
interno y externo tuvieron que ser isétropos, presentando el primero de ellos, traccion
perimetral y radial.

Las muestras obtenidas, tanto nédulos septarizados como estructuras “cone-in-cone”,
presentan caracteristicas similares a las recogidas en la literatura geolégica para este tipo
de estructuras diagenéticas. Este hecho esta permitiendo una buena precisién respecto a
su origen, lo cual facilita su modelizacién genética y proporciona nuevos parametros para
estudiar con precision el transito entre los depdsitos en facies Urgon y los pertenecientes

a la Formacién Escucha en este sector de la Cordillera Ibérica.
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Abstract

Carbonate concretions in deposits of Tertiary (Calatayud-Zaragoza) were stud-
ied. The concretions are included in dolomitic mudstones, and contain dolomite
and detrital particles of host. The cement is micritic dolomite.

Content in authigenic cement decreases outwards the concretions related to the
ground waters. A precompactacional model, and a reemplacement growth are pro-

posed.

1. Introduccion

Son numerosos los autores que a lo largo de la historia han estudiado diferentes aspectos
de los materiales terciarios de la cuenca de Calatayud, aunque es destacable que ninguno
haga referencia a la existencia de nodulos carbonatados. El estudio de la bibliografia
geologica referente a los materiales estudiados en esta zona permite comprobar que hay
numerosos trabajos, tanto generales como especificos, de los mismos, pero en los cuales
no se hace referencia a la existencia de concreciones carbonatadas.

Los primeros estudios concretos en esta region fueron realizados por Julivert en 1954,
en un trabajo referente a la tectéonica de la Depresion de Calatayud. A éste se han
sumado numerosos trabajos, de diversa indole, de los que cabria destacar los de Bomer
(1960), Tena et al. (1980), Tena y Mandado (1984), Colomer y Santanach (1988), y mas
recientemente los llevados a cabo por Gutiérrez (1994 y 1999).

Uno de los dltimos trabajos sobre la zona es el realizado por Joven et al. (1997) sobre
los rasgos edaficos de los materiales miocenos de la periferia del lago terciario central y

en él se cita la presencia de estas estructuras.
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Este trabajo se centra, por tanto, en el estudio petrogréfico, geoquimico y mineralégico
de las concreciones, que aportan datos que permiten discernir su origen, proporcionando
un modelo genético para ellos, que se basa en el modelo de clasificacién propuesta por
Torrijo et al. (1997) y Torrijo (1999).

2. Localizacion geografica y Marco Geolégico

La situacion del punto de estudio se localiza en la Depresién de Calatayud, en el margen
oriental de la Sierra de Armantes, situada al norte de Calatayud. La regién se sitia en la
hoja de Calatayud (409) del Mapa Topogréfico Nacional a escala 1:50.000.

El perfil levantado se localiza entre la Ermita del Cristo de Ribota y la Ermita de
Santa Cruz (figura 5.11 y lamina VII, foto A). Este perfil fue publicado por Joven et al.
(1997), y se recoge en la figura 1.

El punto de estudio se sitia al NE de la Sierra de Armantes, dentro de la Cuenca de
Calatayud. Esta cuenca es una fosa tecténica intramontanosa formada por un proceso de
rifting en el Mioceno medio mediante la reactivacién de fracturas de zocalo y rellena de
sedimentos nedgenos que se depositaron en un ambiente continental endorreico. Julivert
(1954) considera que la Depresiéon de Calatayud, en la zona de Daroca, presenta un
caracter de semigraben, mientras que en la zona de Calatayud se puede considerar como
una verdadera fosa tecténica.

La cuenca esta limitada al SO por la llamada falla del Jiloca, la cual es en realidad
un sistema de fallas de direccion NO-SE escalonadas de forma levigira (Colomer y San-
tanach., 1988), y al NO por una discordancia que pone en contacto los conglomerados
terciarios y los materiales paleozoicos.

Sobre los materiales paleozoicos se depositaron los materiales mesozoicos y paleégenos
en un ambiente continental endorreico, que continia en el Mioceno con el depdsito de
evaporitas en el centro de la cubeta, completdandose la colmatacion con depdsitos predo-
minantemente calcareos.

Los depdsitos carbonatados terciarios de las planas, donde se encuentran las concre-
ciones, tienen su origen en la precipitacién dentro del lago central en condiciones relati-
vamente salobres, aunque también se considera la influencia de algas para su deposito.
Los materiales calcareos que se encuentran digitados entre los depdsitos detriticos se con-
sideran debidos a la precipitacién en zonas de llanura circundante al lago sulfatado por
procesos de concentracion evaporativa (Joven et al., 1997).

Dos de las caracteristicas de los materiales carbonatados encontrados en la Sierra de
Armantes es la presencia de procesos de dolomitizacion y de silicificaciones en forma de

nodulos y capas continuas de silex. Es importante senalar la evolucion lateral de nédulos
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Figura 1.—Columa litoestratigrafica levantada entre la Ermita del Cristo de Ribota y la Ermita

de Santa Cruz (modificada de Joven et al., 1997).

de silex a una capa continua que desaparece cuando se produce el transito de la facies
carbonatada a las facies lutiticas. El proceso que se interpreta para la formacién de
estas silicificaciones es la sustitucion de los carbonatos preexistentes por la silice, lo cual
es coherente con un modelo de génesis por reemplazamiento. Estos procesos han sido
verificados recientemente por Joven et al. (1997).

La cronoestratigrafia de esta cuenca se basa actualmente en las unidades tectosed-
imentarias (U.T.S.) establecidas por Villena et al. (1991). Dentro de este marco, las
concreciones se ubican en materiales calcareos nedgenos de la unidad tectosedimentaria

UTS T7 (Aragoniense superior-Vallesiense).
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3. Metodologia

Se muestrearon cuatro concreciones separandolas de la roca encajante de manera manual
y retirando posteriormente del mismo modo las superficies de alteracién. A continuacién
se subseccionaron cada una de las concreciones, seleccionando de cada subseccion una
muestra para su estudio en lamina delgada y otra para su trituracién y posterior andlisis
quimico, tal y como propone Raiswell (1971).

La trituracion se realizé mediante trituradora de mandibulas y molienda de la fraccion
extraida con molino de aros, hasta un tamano de grano inferior a 60 mm. Para ello se
usaron los equipos del Servicio de Preparacion de Rocas y Materiales Duros de los Servicios
de Apoyo a la Investigacion de la Universidad de Zaragoza.

El analisis quimico de las muestras se realizaron en el Laboratorio “Juan Tena” del
Area de Petrologia y Geoquimica del Departamento de Ciencias de la Tierra de la Univer-
sidad de Zaragoza, y en el Laboratorio de Analisis Quimico de la empresa Laboratorios

Proyex, S.A.

La disgregacion de las muestras carbonatadas es un problema analitico sencillo que
requiere pocas modificaciones en funcion de las caracteristicas de la misma. En nues-
tro caso, se ha seleccionado una sistematica de extraccion estandar, de acuerdo con la

metodologia de Brand y Veizer (1980).

La valoracién gravimétrica del residuo insoluble al ataque dcido, expresada en % res-
pecto al peso inicial de muestra, se expresa como R.I.; que corresponde al contenido de la
fraccion de minerales arcillosos, cuarzo y otros silicatos detriticos de la roca, no disueltos

durante el ataque.

La determinacion del contenido en carbonato se ha realizado mediante el calculo de
la pérdida el peso por ignicién (Dean, 1974). Se basa en la interpretacién de que las
pérdidas de peso tras calentamientos escalonados a 200, 500 y 900 °C corresponden a los

contenidos de agua, materia organica y CO, respectivamente.

El anélisis de cationes, excepto el estroncio, se efectud por espectrometria de absorcién
atémica, con un equipo PERKIN-ELMER 2380 con llama de acetileno en atmosfera de
aire. Por su parte, el estroncio se determiné también por espectrometria de absorcion
atémica, con un equipo PERKIN-ELMER 3030 con llama de 6xido nitroso en atmosfera

de aire.

A partir de las muestras se realizaron secciones pulidas y laminas delgadas en el Servi-
cio de Preparacion de Rocas y Materiales Duros de la Universidad de Zaragoza. Antes del
recubrimiento de estas ltimas, se hizo la observacién de las propiedades luminiscentes de

los cristales que componen las muestras carbonatadas. Mediante esta técnica se intento
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identificar si la incorporacién de elementos tales como Fe y Mn en la red del carbonato
era o no significativa. Para ello se utilizo el equipo de catodoluminiscencia del Departa-
mento de Geologia, modelo 8200 MK IT de TECHNOSYN. Los resultados de esta técnica
demostraron el cardacter no luminiscente de practicamente la totalidad de las muestras
analizadas.

El estudio petrogréafico convencional permite identificar la distribucién textural y es-
tructural de los componentes, asi como una semicuantificacién de los mismos, facilitan-
do la identificacion de subestructuras y variaciones composicionales en el interior de los

nodulos.

4. Resultados

4.1 Distribucion y geometria

Las concreciones se situan paralelas a la estratificacion existente en la roca encajante. Se
disponen en un nivel bien definido, presentando una correlacién a gran escala dentro del
afloramiento.

La laminacién alrededor de la concrecion estd deformada y envolviendo a ésta, sin
apreciarse laminas que las corten.

Se encuentran separadas de forma brusca de la roca encajante por la presencia de una
coraza de 1 a 3 mm de espesor. Su naturaleza es carbonatada aunque empobrecida con
respecto a la concrecién y a la roca encajante.

En las concreciones se observan fracturas de pequeno tamano con continuidad dentro
la roca que las rodea. Ademads, presentan numerosos rasgos edaficos recientes, tales como
restos de bioturbacion por raices, depdsitos espeleotémicos laminares y estructuras en
panal de abeja.

Tanto en las concreciones como en la roca encajante no se ha podido constatar la
presencia de restos fésiles.

In situ, las concreciones son de color gris oscuro a gris blanquecino, presentan una
morfologia esferoidal oblata, aunque también se han identificado algunas morfologias irre-
gulares, y se presentan paralelas al plano de estratificacién. Sus didmetros mayores varian
de 3 a 16 cm (tabla 1). Presentan una clara zonacién, mostrando un nicleo de color mas
oscuro.

Las concreciones con morfologias irregulares (p.ej.: la muestra Cc-02) podrian tener
su origen en la accion de los procesos edaficos posteriores, o incluso podrian deberse a una
karstificacion diferencial de estas morfologias. Ambos procesos son visibles en la muestras
estudiadas. En este caso se descarta el origen por coalescencia de dos o més concreciones,

ya que no se ha podido encontrar ningin indicio de este fenémeno.
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Muestra Forma Didmetro Diametro Didmetro Material Inclinaciéon

mayor intermedio menor encajante respecto a So
Cc-01  Esferoide oblato 16 11.5 3 Dolomia 0
Cc-02 Irregular - - - Dolomia 0
Cc-03  Esferoide oblato 11.5 6 6 Dolomia 0
Cc-04  Esferoide oblato 21 15 8 Dolomia 0

Tabla 1.—Parametros morfolégicos y caracteristicas de situacion de los nédulos estudiados. Los

didmetros establecidos en cm y la inclinacién en grados.

Su superficie viene caracterizada por la presencia de irregularidades debidas a la exis-
tencia de espeleotemas laminares, los cuales se ajustan al modelo de formacién pedogénico
descrito por Sanz (1998) para estas estucturas, y por la existencia de una coraza carbon-
atada que las separa de la roca encajante.

En varias de las muestras se observa la existencia de patinas de pirolusita dendritica y

es de destacar la falta de restos fésiles, tanto en la roca encajante como en las concreciones.

4.2 Caracteristicas microscopicas

Las concreciones estan constituidas por dolomita (de origen secundario), con algin indicio
de calcita, en forma de micrita (< 5um), y por pequenas cantidades de cuarzo, tanto como
pequenos fragmentos detriticos como en forma de coloides de silice.

Las concreciones presentan una textura micritica, en cuyo interior aparecen pequenas
zonas con morfologias pseudolenticulares rellenas de cemento microesparitico, cuya génesis
estd ligada a la actividad edafica. En todas ellas encontramos zonas rellenas de cemento
microesparitico, las cuales se asocian a procesos edaficos. Estos procesos son el resultado
de la actividad de las raices, tanto en las concreciones como en la roca encajante.

Se observan algunas fracturas de poco espesor y rellenas de cemento microesparitico.
Estas fracturas también se aprecian en la roca encajante.

Todas las muestras estudiadas presentan un marcado contraste con la roca encajante,
ya que ésta presenta un mayor contenido en minerales opacos y fragmentos de cuarzo

detritico.

4.8 Caracteristicas mineralégicas y geoquimicas

La composicion mineraldgica de las concreciones y de la roca encajante es muy homogénea,
sin observarse cambios considerables entre el interior y el exterior de las concreciones, tal
y como se aprecia en los datos obtenidos por D.R.X. (tabla 2).

Por su parte, las tendencias de evolucién geoquimica se pueden explicar desde un

punto de vista mineraldgico. Si expresamos los contenidos de los elementos diagenéticos
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Micas Cuarzo Calcita Dolomita

Roca 8 7 indicios 85
Exterior - indicios indicios 100
Interior - indicios indicios 100

Tabla 2.—Contenido mineralégico medio obtenido mediante andlisis semicuantitativo por

D.R.X..

(Fe+Mn)

Leyendn
Ce1
Ce02
Ce03
Cc04

Figura 2.—Variabilidad composicional de las muestras estudiadas, expresada en forma de dia-

grama triangular, utilizando como polos del mismo los datos analiticos del Ca, Mg y Fe+Mn.

mas significativos en un diagrama triangular en el que se representen los contenidos de
Ca - Mg - Fe+Mn (figura 2) podemos observar que todas las muestras se sittiian en el
dominio de la dolomita.

En contra de lo que parece indicar la figura 2, la dolomita no es la fase mineral respons-
able original de la formacién de las concreciones, sino que han sufrido un proceso posterior
de dolomitizacién que ha afectado por igual a la roca encajante y a las concreciones (Joven
et al., 1997). Por lo tanto, es presumible pensar, por analogia con los materiales adya-
centes a la columna estudiada, los cuales presentan una naturaleza calcitica, que la fase
mineral primaria en la formacion de las concreciones y de la roca encajante sea calcita.

La tendencia general en el interior de los nédulos es de una paulatina disminucion del
contenido en dolomita de centro a borde y en el contenido de residuo insoluble hacia el

exterior (figura 3).
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Figura 3.—Porcentaje medio de variacion, en el interior de las concreciones, del contenido en

carbonato, calcio, magnesio y residuo insoluble.
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Figura 4.—Variacién media del pardmetro geoquimico Mn/Fe en las diferentes zonas de los

nédulos y en la roca encajante.

Por dltimo, el parametro Mn/Fe (figura 4), presenta una tendencia negativa desde el

interior de los nodulos hasta la roca encajante.

5. Discusién y conclusiones

La distribucién de concreciones carbonatadas en los materiales terciarios de las proxi-
midades de la Ermita del Cristo de Ribota (Cuenca de Calatayud), estd controlada por
las aguas intergranulares atrapadas en los sedimentos. Esta afirmacion se fundamenta
en la inexistencia de restos fésiles y fragmentos detriticos carbonatados dentro de las
concreciones, que pudieran haber actuado como fuente interna en el crecimiento de las
concreciones.

El transporte sufrido por el carbonato disuelto hasta el punto de precipitacién ha

debido ser, en circunstancias normales, relativamente largo (de escala hectométrica a
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kilométrica); y evidentemente el mecanismo de transporte ha sido el de flujo, pudiendo
descartarse un mecanismo difusivo (Bjgrkum y Walderhaug, 1990).
Los aspectos mas relevantes a tener en cuenta a la hora de establecer un modelo

genético son:

1. La laminacion alrededor de las concreciones estd deformada, envolviéndolas, sin
apreciarse laminas que las corten. Esto sugiere que la roca encajante ha sido de-

splazada durante el crecimiento de las concreciones.

2. El contenido en residuo insoluble, considerado como el reflejo del contenido en min-
erales detriticos no carbonatados existente en las muestras, es muy similar tanto en
las concreciones como en la roca encajante, observandose los mayores valores en la
periferia de los nédulos y en la coraza, lo que podria explicarse por un modelo de

emplazamiento desplazante.

3. Las concreciones presentan un contenido en carbonato mas elevado, generalmente,
en el centro de las concreciones y va disminuyendo progresivamente hacia la per-
iferia. Esta tendencia negativa hacia el exterior de las concreciones es coherente
con el crecimiento concrecionario y refleja una reduccién progresiva de la porosidad

(Gautier, 1982a y b; Mozley y Burns, 1993a y b; entre otros).

4. Se observa un claro zonado marcado por cambios de tonalidad que se podria cor-
responder con un proceso de ralentizacién en su velocidad de crecimiento asociado
al empobrecimiento progresivo de las concreciones en carbonato. Esta zonacion in-
terna concéntrica es una evidencia clara de una estructura concéntrica convencional
(Parsons, 1980; Scotchman, 1991; entre otros), la cual no implica siempre un modelo
de crecimiento concéntrico convencional, sino que en este caso, y debido al marcado
empobrecimiento en carbonato de la roca encajante en contacto directo con las con-
creciones, parece implicar que crecimiento se ajuste a un modelo de crecimiento en
equilibrio, el cual también puede presentar una estructura concéntrica, debida a la
variacién temporal de la quimica de las aguas intergranulares durante el crecimiento

concrecionario (Berner, 1968; Gautier, 1982a y b).

A la vista de estas evidencias podemos concluir diciendo que la génesis de las con-
creciones se adapta claramente a un modelo precompactacional, con un emplazamiento
desplazante y caracterizado por un crecimiento en equilibrio (Torrijo et al., 1997; Torrijo,

1999).
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Abstract

Samples from a toxic bloom in La Estanca (Alcaniz, Teruel) during the late sum-
mer and fall of 2000 were used to study the possible Fur (ferric uptake regulator)
regulation of the microcystin synthesis. Three promoter regions with homology with
promoter sequences present in the mcy operon from the toxic Microcystis aerugi-
nosa PCC 7806 were found. Putative iron-boxes are present in the three amplified
sequences. Gel-shift assays were perform to study possible Fur-DNA binding using
those promoter regions and a Fur protein from the cyanobacterium Anabaena PCC
7120.

Resumen

En muestras colectadas en la proliferacién detectada en otofio del ano 2000 en
La Estanca de Alcaniz (Teruel) se ha llevado a cabo la amplificacién de regiones
promotoras de genes descritas en el operéon mcy de Microcystis aeruginosa PCC
7806. El resultado ha mostrado la amplificacién de tres regiones con un considerable
grado de homologia con el citado operén. Estas regiones presentan potenciales
secuencias de unién de la proteina Fur (ferric uptake regulator). Ensayos de retardo
en gel mostraron que estos promotores unian débilmente FurA de la cianobacteria
Anabaena PCC 7120.

1. Introduccién

El hierro es un elemento esencial limitante en los ecosistemas acudticos. Recientemente

el experimento de fertilizaciéon in situ en el océano Pacifico, Iron ExII (Coale et al.,
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1996) demostré que la adicién de este elemento incrementaba fuertemente la biomasa. El
hierro es muy abundante en la naturaleza, pero paraddjicamente se produce deficiencia en
muchos casos, dada su escasa solubilidad en medios acuaticos. Ademas, los organismos
deben controlar muy finamente su incorporacion ya que puede catalizar la generacion de
radicales libres. La proteina Fur (ferric uptake regulator) es un represor que en presencia
de hierro regula un gran niimero de genes en bacterias y cianobacterias. Se trata de una
proteina de uniéon al DNA que reconoce secuencias especificas en los promotores de los
genes blanco, y afecta a su transcripcién. Asimismo, la supervivencia de muchas bacterias
patogenas esta limitada por el hierro disponible, y en muchos de esos casos la expresion
de algunos factores de virulencia y toxinas esta mediada por Fur (De Lorenzo et al. 1999)

Las microcistinas son metabolitos secundarios hepatotoxicos producidos por ciertas
cianobacterias. Se han descrito cerca de un centenar de microcistinas, que son péptidos
ciclicos en los que intervienen aminoécidos no proteicos, y cuya sintesis no se lleva a cabo
mediante ribosomas, sino por enzimas denominadas en general “péptido sintetasas”, que
llevan a cabo los enlaces peptidicos, junto con otras enzimas.

Las cianobacterias estan ampliamente distribuidas en océanos y aguas dulces. En las
aguas dulces, debido a la creciente eutrofizacién, en muchas ocasiones se producen prolife-
raciones incontroladas de cianobacterias, capaces de competir muy eficazmente con otros
organismos del fitoplancton. Algunas de estas proliferaciones o “blooms” dan lugar a la
produccién de toxinas, sin que hasta el momento se hayan podido establecer con claridad
las causas que llevan a esta situacion. Sélo algunas cepas de estos organismos se han
mostrado como capaces de formar toxinas. Los factores ambientales en que una cianobac-
teria pasa a expresar toxinas es uno de los aspectos mas estudiados por los especialistas,
pero dista mucho de estar claro. Parece ser que altas temperaturas, alta luminosidad,
poco viento (es decir, aguas tranquilas y no aireadas), ademds de disponibilidad de ni-
trégeno y fésforo podrian ser los factores implicados en que una determinada especie se
transforme en toxica. También un pH del agua alcalino se ha asociado a la apariciéon
de toxicidad. Se da la paradoja de que en muchos casos resulta bastante dificil hacer
expresar la toxicidad en el laboratorio a determinadas cepas, mientras que en condiciones
naturales la produccién ha sido muy elevada.

Los péptidos no ribosomales se sintetizan tanto en organismos eucariotas como en
procariotas. La sintesis ocurre en grandes complejos multienziméticos llamados en general
“péptido sintetasas”, que permiten incorporar y modificar de forma muy variable los
aminoacidos, dando lugar a una gran variabilidad. Los genes que codifican las proteinas
que forman estos grandes complejos multienzimaticos suelen estar agrupados en grandes

operones o “clusters”, donde cada modulo responsable de la adicion de un aminoacido
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concreto estd constituido por dominios muy similares a otros del mismo operén (Moffit
and Neilan, 2000). Tillet et al. (2000) caracterizaron el operén presente en una cepa de
uno de los organismos que mas frecuentemente produce problemas, Microcystis aeruginosa
PCC 7806.

En el otono del afio 2000 tuvo lugar en La Estanca de Alcaniz (Teruel) una proliferacién
de Microcystis, acompanada de produccion de toxinas. En estas muestras hemos estudiado
la posible presencia de secuencias promotoras homoélogas a las presentes en el operéon
mcy (responsable de la sintesis de microcistina) de la cianobacteria toxica Microcystis
aeruginosa PCC 7806. Se estudia también la potencial unién de una proteina Fur de otra

cianobacteria, Anabaena PCC 7120 a estas regiones.

2. Material y Métodos

RECOGIDA DE MUESTRAS: Se tomaron muestras de agua de La Estanca (Alcafiz, Teruel)
y tras filtrar a través de varias capas de gasa, se obtuvo el conjunto de la biomasa por

centrifugacién. Las muestras se mantuvieron congeladas a -20 °C hasta su uso.

EXTRACCION DEL DNA TOTAL: Se tomé 0,03 g de masa celular, resuspendiéndose la
muestra en 300 ul de TE ( 10 mM Tris-HCI pH 8,0 + 1 mM EDTA, pH 8) y 1% Trit6n-X
100. Tras calentar a 95C durante 4 min, se procedié a la extraccion del DNA utilizando
fenol-cloroformo (1:1). La extraccién se realizé dos veces en proporcion 1:1 (v/v) con la

muestra. Se centrifugd durante 2 min a 13.000 rpm para separar las fases.

AMPLIFICACION DE LOS PROMOTORES: De acuerdo con la secuencia previamente pub-
licada del operén mcy de Microcystis aeruginosa PCC 7806, (Tillet et al., 2000. Figura
1) se seleccionaron secuencias promotoras, y se disenaron los oligonucledtidos correspon-
dientes, utilizandose 20ul de la fase acuosa obtenida anteriormente. Se llevé a cabo la
amplificacion utilizando los oligonucledtidos disenados para las regiones promotoras J, H,
E, G, DA de Microcystis PCCT7806 en condiciones de hibridacion muy permisivas 46°C ,
o mas restrictivas, 57 °C (7. annaling), obteniéndose en este tltimo caso una sola banda.
Los fragmentos de DNA clonados se purificaron mediante los productos GFX PCR DNA
y Gel Band Purification (Amersham-Pharmacia).

EXPERIMENTOS DE RETARDO EN GEL: Se utilizé una proteina recombinante clonada y
sobreexpresada de acuerdo con lo descrito en Herndndez et al. (2002). Los extractos se
obtuvieron y purificaron parcialmente segin lo descrito en Bes et al. (2001). El estudio de
retardo en geles se llevé a cabo utilizando la metodologia descrita en Bes et al. (2001). Se
utiliz6 un tampdén que contenia 10 mM Bis-Tris, pH 7.5, 2 mM de DTT, 40 mM KCI, 0.1
mM MnCly, 0.5 mg/ml BSA y 15% glicerol. Los fragmentos de DNA usados se obtuvieron
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Figura 1.—Localizacién de potenciales secuencias de unién de Fur en el operén mcy de Micro-
cystis aeruginosa PCC 7806 (Tillet et al., 2000). Las flechas senalan las regiones promotoras en

las que se ha localizado una potencial caja Fur

por PCR y su posterior purificacion fue llevada a cabo mediante los “kits” GFX PCR
DNA y Gel Band Purification (Amersham-Pharmacia). Para demostrar la especificidad
de la unién de la proteina a un determinado promotor, las incubaciones se llevaron a cabo

en presencia de un DNA competidor no especifico, el cuarto exon de la Apo-E humana.

3. Resultados

El estudio de las secuencias publicadas del operén mcy permitio localizar varias secuen-
cias, en las regiones promotoras de algunos genes, potencialmente identificables como una
caja de unién de la proteina Fur. La secuencia utilizada como secuencia consenso para
establecer la comparacién, fue la descrita previamente en Bes et al., (2001), y que co-
rrespondia con la secuencia de unién de Fur presente en la zona promotora del gen de la
flavodoxina. Presentaban cajas de unién de Fur la mayoria de las regiones promotoras
del operén mcy, (senaladas con una flecha en la Figura 1).

A partir del DNA cromosémico obtenido del conjunto de células procedentes de La
Estanca, y utilizando los oligonucleétidos complementarios a las regiones del operon mcy
en las que se habia localizado una potencial caja de unién de Fur, fue posible amplificar
3 fragmentos de las regiones denominadas J, E y H. No resulté posible amplificar la
region DA ni G utilizando los oligonucleétidos disenados con las secuencias de Microcystis
aeruginosa PCC 7806.

La figura 2 muestra el alineamiento de las regiones amplificadas, E, J y H (ver corres-
pondientes en figura 1) con las secuencias publicadas para la cepa PCC 7806 de Microcystis
aeruginosa. La figura muestra que la homologia es alta en los tres casos mostrando que
mientras en el caso de E y de J la identidad es del 98% y 99% respectivamente, en el
caso de la regién H, ésta se limita al 74%. En la figura se muestran con una barra las
secuencias identificadas como potenciales cajas Fur, en algin caso, solapadas.

Se llevaron a cabo estudios de retardo en gel utilizando los fragmentos citados, una

vez purificados. Los fragmentos, que presentaban potenciales cajas de unién a Fur, se
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incubaron con la proteina FurA procedente de otra cianobacteria, Anabaena PCC 7120. La
proteina FurA presenté una débil unién a los promotores, ya que tnicamente se observaba
retardo a altas concentraciones de proteina, 1 uM (Figura 3). Otras concentraciones de
proteina FurA, tales como 250 y 350 nM no indujeron ningtin cambio.

Extractos crudos de las células recolectadas en La Estanca fueron incubados durante
30 minutos a temperatura ambiente con anticuerpos obtenidos contra la proteina FurA
de Anabaena PCC 7120. Las muestras se centrifugaron y los precipitados se sometieron
a una electroforesis desnaturalizante en presencia de SDS (15% de poliacrilamida), y
a una posterior transferencia a una membrana de PVDF. La tincién de las proteinas
obtenidas indicé que habia una proteina mayoritaria con reaccién cruzada con los anti-
Fur de Anabaena PCC 7120, (carriles 4 y 5 de la Figura 4), que tenia mayor peso molecular
que la utilizada como control, Fur de Anabaena (carriles 1, 2 y 3 de la Figura 4). Esta
potencial proteina Fur podria también proceder de alguna de las cianobacterias presentes
en las células de partida, no necesariamente de Microcystis, aunque ésta era la poblaciéon

mayoritaria.

4. Dicusién

Fur es una proteina reguladora que se piensa que afecta a gran nimero de genes, incluyen-
do algunos no directamente relacionados con el metabolismo o la incorporacién de hierro
(Escolar et al., 1999). Se ha propuesto que Fur podria ser un regulén de primera magni-
tud en los procariotas, controlando rutas clave. En bacterias heterétrofas patogenas se ha
demostrado que la expresiéon de factores de toxicidad estd controlada por la proteina Fur,
que ante la escasez de hierro disponible, deja de reprimir una serie de genes que expresan
toxinas. Las toxinas destruyen a las células circundantes, por ejemplo glébulos rojos,
que originan el hierro suficiente para garantizar su proliferacién y no ver su crecimiento
limitado por la escasez de este metal.

En cianobacterias, Fur reprime, entre otros genes, la expresion de la flavodoxina, una
flavoproteina de pequeno tamano que se induce en condiciones de deficiencia de hierro. El
hecho de que en anos anteriores se demostrara inequivocamente, mediante fertilizacién in
situ, que el hierro es el elemento limitante en ciertas regiones ocednicas llamadas HNLC
(high nutrients low chlorophyll, altos nutrientes y baja clorofila) (Coale et al., 1996) indica
que el metabolismo del hierro puede ser crucial en la supervivencia y crecimiento de las
cianobacterias.

Existe muy poca informacién en cuanto a la regulacion de la expresion de las enzimas
relacionadas con la sintesis de microcistina. Se ha descrito que la luz regula la tran-

scripcién del operén mey en Microcystis aeruginosa PCC 7806 (Kaebernick et al., 2002),
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pero por el momento no se ha encontrado ningiin otro factor de regulaciéon. Como dato
interesante podemos apuntar que se han observado cajas de unién a Fur en general, en
los genes regulados por luz.

Un factor importante en la regulacién de la sintesis de microcistinas, podria ser en
nuestra opinion, la disponibilidad de hierro, y Fur podria estar mediando esa regulacion.
En principio Fur es un represor, que en presencia de Fett se une al DNA e impide la
transcripcion de los genes a los cuales regula. Las cianobacterias tienen mecanismos de
adquisiciéon de hierro muy importantes, lo cual les confiere una ventaja muy grande en
cuanto a competencia con otros organismos debido a la produccién de sideréforos. Muchos
de estos mecanismos de adquisicién de hierro, estan regulados también por Fur. En la
literatura hay datos contradictorios con respecto a la influencia del hierro y la expresion
de toxicidad, aunque Lukac y Aegerter (1993) y Lyck et al, (1996) demuestran que la
deficiencia de hierro da lugar a una mayor produccién de microcistina, interpretandolo
como una respuesta a un estrés. Deficiencia de hierro provocaria la no funcionalidad de
Fur, y el cese de represién de los genes afectados.

Nuestra hipétesis consiste en que un exceso de nutrientes, incluido el hierro, provocan
una proliferacién incontrolada de fitoplancton, con fuerte predominio de las cianobacterias
con mejores sistemas de adquisicion de nutrientes, y esta proliferacion da lugar a un
colapso en que se induce una deficiencia secundaria de hierro, por otra parte muy poco
soluble en ciertos pHs tipicos de blooms téxicos. La deficiencia de hierro daria lugar a la
expresion de los factores de toxicidad, antes bloqueados, y a la sintesis de microcistina.
En algin caso, hay una referencia indicativa de que el hierro estimula la produccién de
microcistina (Utkilen and Gjome, 1995), pero en nuestra opinién, esto podria ser debido

a un efecto del hierro sobre proliferacion de las células, y posterior deficiencia indirecta.
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mcyH GGAGGAGARACAGCATTCCCCATGAAC TTATTACCTIC TS ARLATGTCCTTCCTTT
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region H GELTLCC GELGC ATGLG 1z0

mcyH GELTLCC GELGC ATGALG 119

region H CTTGiﬁ*' Ih TTTGAY-————————————— 166

mcyH i CTTRTIL & i TTTGALNTATAGGGTLACTTT 179

region H GGAGGAGAAACAGCATTCCCCATGAACTTATTACCTANGAAAATGTCCTTCCTTTEEE?F [0}

regpon H ———"—-—1-—1-—--"-—"H—-"-——-""-"—"""-""""""""""""" " lag
mcyH TAGEAAA TG TTGAATTTTTT TTARC TTC AAGC TTTC TAACTTCAAGGCTTAGFATTAT 239
region H ------»-—- - —_——————————— 1686
mcyH TTAATCTCCTALAAARAGCCTCCARATCAGTALGTTCTTS 278

region E CTCTCAACCATGCCCTATTCTCTATAATTTC TAALTTTATACGCCGTTARACATALLTTA A0
pmcyE CTCTCAAC CATGCCCTAT T TC TATAATTTC TAAATTTATACGC O GTTARACATAALTT

1 1

region E [GATGCTGTGCTATCAGTARATATAARCCCAAATTTARIZCAGAGAGTTARGCTTACT 120
pmcyE A TGO TETGCTATCAGTAAATATAAACCCAALTTTAAQOC CAGAGAGTTAAGCTTACT) 120

[ 1
region E J‘LTGTTCATCTELCCTELTCCTJLCCACATCTCATGGCTTTTGRE@:TTTTTﬂiAGTTTf‘I 180

pmcyE LT GTTCATC TACCTATCC TACCACATC TCATGGCTTTTGAL TTTTHJLAGTTTH 150

region E ACCTCCATATTGATCAAGCTCCR 203
pmcyE WCCTCCATATTGATCALAGCTCCH 203

I
region J CTGLTCTTGCAAAAECGCCATTTCTCGRLCCGGLTTAAGGRTAALTTGTTTGETGjiTGC a0

pmeyd CTGATCTTGCARARACGCCATTTCTCGAAC COGATTAAGGATARATTCTTTGATHYTTC &0
1

region J CCAGCGATTACGCCATTCATCTTTGAGGGGAATTTTGCCGATGTTTTCCAALTTATTATT 120

pmeyd CCAGCGATTACGCCATTCATC TTTGAGGGGAATTTTGCCGATGTTTTCCARATTATTATT 120

1 1
region J CTCCTAEGGRTTTTGCAGAAATATTGCCATTTTTAEETAACCGAETCCCTGAGETTCTCT 1350

pmoyd CTCCTALGGATTTTGCAGAAATATTGCCATTTTTAMITAACCGAATCCCTGAGATTCTCT] 150

region J PRGATGCTTTAARARAGATTCCACGCCTCOGGATTAAT 218
pmeyd L GA TGO TTTAARARAGATTCCACGCCTCCGGATTALT 215

Figura 2.—Secuencia de las tres regiones promotoras amplificadas, H, E y J. Las secuencias se
muestran alineadas con las correspondientes en el operén mcy de Microcystis aeruginosa. Las
potenciales cajas de unién de la proteina Fur se encuentran senaladas con una barra en la parte

superior.
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Figura 3.—Retardo en gel de las regiones H, E y J en presencia de FurA 1 mM. Carriles 1, 2 y
3: control positivo con la region promotora de furA (1) y esta regién promotora en presencia de
FurA 750 nM (2) y 1 uM (3). Carriles 4 y 5: promotor E sin (2) y con (3) FurA 1 uM. Carriles
6 y 7: promotor J sin (6) y con (7) FurA 1 puM. Carriles 8 y 9: promotor H sin (8) y con (9)
FurA 1 puM.

12345

Figura 4.—Transferencia de Western de inmunoprecipitados obtenidos tras incubacion de ex-
tractos crudos de muestras de La Estanca. Carril 1: 1 ug de FurA pura ; carril 2: 0.5 pg de
FurA pura; carril 3: 0.25 pg de FurA pura; carril 4: extracto crudo de muestras de La Estanca,
con 64 ug de proteina total, incubadas con anticuerpos antiFurA de Anabaena PCC 7120. Se
aplico el inmunoprecipitado; carril 5: muestra andloga a la aplicada en el carril 4, pero con 42

ug de proteina total.
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Abstract

To mantain photosythetic competence under different nutritional conditions, the
green alga Scenedesmus vacuolatus is able to use either a hemo protein, cytocrhome
cg Oor a copper protein, plastocyanin, depending on the iron and copper availability.
A 42 kDa protein, crossreactive with plastocyanin antibody is coordinately expessed

with plastocyanin in response to changes in copper availability.

Resumen

Se ha purificado una nueva proteina del alga verde Scenedesmus vacuolatus. Esta
proteina presenta reactividad cruzada con los anticuerpos de plastocianina, tiene
un peso molecular aparente de 42 kDa, un punto isoelétrico acidico. Esta proteina
parece verse afectada por la disponibilidad de cobre, y se expresa coordinadamente

con la plastocianina.

1. Introduccién

La plastocianina es una pequena proteina que contiene cobre, y que lleva a cabo un
importante papel redox en organismos fotosintéticos. Este transportador soluble de un
electréon se encuentra en el espacio tilacoidal y transfiere electrones desde el citocromo
f al fotosistema I. Algunas algas y cianobacterias, bajo deficiencia de cobre son capaces
de sustituir esta cuproproteina por otro transportador que contiene hemo, el citocromo
c¢. En contraste, solo plastocianina ha sido encontrada en las plantas superiores, y estéa
ampliamente aceptado que el citocromo ha sido evolutivamente eliminado. La cantidad
relativa de ambas proteinas, cuando estas coexisten, esta regulado por cobre, que reprime

la transcripcién del gen del citocromo c¢g (Merchand y Bogarad, 1986).
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En el trabajo de purificacién y caracterizacion de la plastocianina del alga verde
Scenedesmus vacuolatus (Miramar et al., 2002) se detect6 una proteina que presenta reac-
tividad cruzada con los anticuerpos generados contra la plastocianina. En este trabajo se
describe la purificacién de esta proteina, su expresién en medios de cultivo con diferentes

disponibilidades de hierro y cobre.

2. Materiales y Métodos

CULTIVO DE Scenedesmus vacuolatus

Las células se cultivaron a 28 °C con el medio de cultivo descrito por Kessler y Czygan
(1970). Las células se iluminaron con un panel de luces fluorescentes (100 pmol m=2 s71)
y se burbujearon con aire y CO, al 5%. Las células fueron cultivadas en medios deficientes
de hierro (0,18 uM) con cobre (1 pM) y en medios completos de hierro (18 uM) y nada

de cobre.

PURIFICACION DE LA PROTEINA

Las células se rompieron utilizando un molino de bolas (Vi 4 de Edmund Biiler). Para
ello se mezclan 160 g de bolas de circonio (de 500 ym de didmetro) por cada 20 g de algas
y 25 ml de tampén de homogenizacion. El tampdén de homogenizacién consiste en: Tris-
acetato 50 mM pH 8, MnCly; 5mM, SB-mercaptoetanol 1 mM, EDTA 1 mM y el inhibidor
de proteasas PMSF (fluoruro de fenil-metil-sulfonilo) 10 uM. Las membranas y células
no rotas se retiraron por centrifugacion a 18000 g durante 20 minutos a cuatro grados.
El sobrenadante resultante se precipité con un 90% de acetona pre-enfriada (-20 °C). El
nuevo precipitado obtenido se separd por centrifugacion y se eliminé la acetona restante
por evaporacion en campana extractora.

El precipitado se resuspendié en tampén de homogenizacion y se centrifugd a 18000 g
durante 10 minutos.

Este extracto proteico crudo se pasé por una primera columna de DEAE-celulosa (3
X 65 cm) previamente equilibrada con Tris-HCl 50 mM pH 8. La elucién se llevé a
cabo mediante un gradiente salino de 0 a 0,5 M de NaCl. Las fracciones obtenidas se
analizaron mediante medidas de absorbancia a 280 nm y mediante el test de Ouchterlony.
Las fracciones que contenian p42 se juntaron y dializaron frente a Tris-HC] 50 mM pH 8.

Se realiz6 una segunda cromatografia de DEAE-celulosa para separar la plastocianina
de la p42. La columna (2 x 31 cm) se eluyé utilizando un gradiente salino de 0 a 0,4
M de NaCl. La fraccién que contiene p42 se dializé y concentré con una célula Amicon
(Grace).

Esta fraccién se sometié a una nueva cromatografia por FPLC, usando una columna

Mono-Q 10 (Pharmacia). El disolvente A fue Tris 20 mM pH 8 y el B fue Tris 20 mM
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pH 8 y NaCl 1 M. El gradiente fue de 0 a 55 % en 30 minutos. Las fracciones obtenidas

se examinaron por absorbancia a 280 nm, electroforesis y por la técnica de Ouchterlony.

METODOS INMUNOQUIMICOS

Los anticuerpos anti-plastocianina se obtuvieron como se describe en Bes et al. (1999).

La reactividad cruzada se estudié con la técnica de Ouchterlony (1949).

Los analisis de western-blot se llevaron a cabo usando los anticuerpos anti plastocianina
al 0,5% (v/v). Las muestras se corrieron en geles de SDS-PAGE al 15%, y se transfiri6
a filtros de PVDF (Waters). Las membranas fueron tratadas utilizando anticuerpos anti-
IgG de conejo unidos a peroxidasa. Como sustrato de la peroxidasa se utilizé dioctil-

sulfosuccinato y 3,3’,5,5-tetrametilbenzidina.

METODOS ANALITICOS

La cuantificacion de proteina totales se llevé a cabo por el método de Lowry (Lowry
et al., 1951).

El contenido en clorofila se determiné espectrofotometricamente utilizando acetona
como describié MacKinney (1941).

La lectura de la secuencia aminoterminal de la p42 se llevé a cabo en The Babra-
ham Institute de Cambridge (U.K.). La muestra para secuenciacién fue transferida a

membranas de PVDF como se describe en LeGengre et al (1993).

TECNICAS ENZIMATICAS. ACTIVIDAD ALDOLASA.

Se determino el descenso de absorbancia por minuto a 340 nm, causado por la oxidacion
del NADH a NAD*.

La mezcla de reaccion contenia: Glicil-glicina-KOH pH 7,5 60 mM, KCI 0,15 M, Fruc-
tosa 1,6 difosfato 30 mM, Triosa fosfato isomerasa 1 Ul, a-glicerofosfato deshidrogenasa

1 UI, NADH 1mM y muestra proteica.

3. Resultados y discusion

Las anticuerpos generados contra la plastocianina, no solo reconocen a la plastocianina,
sino que también reconocen a otra proteina. Utilizando la técnica de doble difusion
(Ouchterlony) se comprobé que el mismo antisuero reconocia a dos proteinas (Fig. 1).
La reactividad cruzada podria ser debida a la presencia de un mismo determinante
antigénico en ambas. Se excluyé que se tratara de una contaminacioén inicial al generar los
anticuerpos, ya que no se observé una banda de precipitacién extrana entre el antisuero
y la proteina utilizada en su generacién. El antisuero fue generado a partir de la proteina
pura, la cual s6lo produjo una senal. Esta analogia antigénica entre varias proteinas de un

mismo organismo ha sido descrita previamente en proteinas ferredoxin-dependientes de al-
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Figura 1.—Gel de Ouchterlony. En los pocillos centrales se colocé el suero anti-plastocianina.
En el pocillo A se aplicé extracto total de proteinas solubles de S. Vacuolatus y en B se apli-
caron muestras de la misma fraccién de plastocianina pura de S. Vacuolatus utililizada para la

inoculacion de los conejos.

gas (Gotor et al., 1990) y plantas (Knaff y Hirasawa, 1991). Esta proteina era ligeramente
menos aniénica que la plastocianina (pl= 3,9), deducido a partir de su comportamiento
en cromatografia de intercambio aniénico.

Transferencias de Western mostraron que la banda con reactividad cruzada correspon-
dia a una masa molecular de 42 kDa (Figura 2, carril C).

Se considerd la posibilidad de que esta banda se debiera a oligomerizacion de plasto-
cianina y un comportamiento anormal de estos oligomeros no afectandose por la presencia
de SDS y [-mercaptoetanol. La formacion de oligomeros en este tipo de geles habia sido
observado previamente en otras proteinas (Medina et al., 1997; Kerfeld et al., 1995), pero
la plastocianina purificada y concentrada no daba lugar a esta banda pesada, por lo que
se descart6 esta posibilidad (Figura 2, carril A).

En el mismo experimento se analizaron muestras procedentes de cultivos en presencia
y ausencia de cobre y se observé que esta proteina aparecia incrementada en cultivos sin
deficiencia de cobre (Figura 3, carriles 1, 2 y 4), y que su comportamiento parecia paralelo
al de la plastocianina. Con hierro en condiciones optimas (carril 4), se observa otra
banda con reactividad cruzada que identificamos como el precursor de la plastocianina,
conteniendo el péptido senal para su introduccion en el cloroplasto.

La purificacién se realizé con varios pasos de cromatografia. Fn la primera cro-
matografia, columna de DEAE-celulosa, la eluccion se analizd espectrofotométricamente
a varias longitudes de onda para determinar de forma especifica la presencia de varias
proteinas ya descritas. En el conjunto de fracciones que contenian plastocianina habia

considerables cantidades de p42. Este conjunto de fracciones que contenian plastocianina
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Figura 2.—Gel de electroforesis SDS-PAGE de dos fracciones eluidas de la cromatografia de
FPLC. Carril A= muestra de plastocianina pura., Carril B= patrones de peso molecular, Carril

C= proteina de 42 kDa pura.
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Figura 3.—Western-blot (electroforesis SDS-PAGE al 15% y transferencia a filtro de PVDF)
de proteinas procedentes de extractos solubles de células de S. vacuolatus crecidas en diferentes
condiciones de hierro y cobre. Carril 1: extracto de células crecidas con Fe 9 pM y Cu 0 pM.
Carril 2: extracto de células crecidas con Fe 9 uM y Cu 1 pM. Carril 3: Plastocianina. Carril

4: extracto de células crecidas con Fe 18 uM y Cu 1 uM.

y p42 se dializ6 y sometié a una segunda cromatografia, también de DEAE-celulosa. Una
nueva cromatografia en FPLC de intercambio iénico permitié separarla de las impurezas
de plastocianina. En la figura 2 se observa un gel de electroforesis con dos muestras de
proteinas separadas en la tercera cromatografia.

La proteina purificada se sometié a secuenciacién del extremo amino-terminal, obte-
niendose la secuencia:

IKYDEELVQTANKKKSSSGRG?21

Se buscaron secuencias homologas a la secuencia aminoterminal de p42 en las bases
de datos Swiss-Protein (www.expasy.org/sprot/) (Bairoch y Apweiler, 2000) y EMBL
(www.embl-heildelberg.de), con resultados meramente especulativos.

La méaxima homologia comparando con secuencias conocidas de proteinas correspondié
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con la fructosa difosfato aldolasa de arroz (12 de 19 aminodacidos) y de otra alga verde,
Chlamydomonas reinhartii (8 de 10 aminodcidos). Esta proteina tiene el peso molecular
aproximado coincidente con nuestra proteina problema, pero por el contrario, el pl de
todas las aldolasas caracterizadas hasta el momento es basico y el punto isoeléctrico
de la p42 es aniénico. Las pruebas de actividad aldolasa realizadas con p42 purificada
resultaron negativas, por lo que no se puede asumir que se trate de esta proteina. Aunque
se han descrito tres tipos de aldolasas en los organismos fotosintéticos, con distintos re-
querimientos bioquimicos para ser activas, las de algas verdes, rojas y pardas no necesitan
requerimientos especiales (Gibbs y Latzkoe, 1979).

La comparacion con las bases de datos de genomas conocidos no aporté tampoco mas
luz al problema. Ninguna hipotética proteina de cianobacterias presentaba homologia
con p42, y en este caso la mayor homologia la presentaba con una hipotética proteina
inducible por NaCl (13 de 20 aminoécidos), acidica, pero de 7 kDa también presente en
el alga verde Chlamydomonas reinhartii.

Los resultados obtenidos indican que se trata de una proteina desconocida que aumenta
su concentracion en presencia de cobre, que tiene un peso molecular de 42 kDa y un punto

isoléctrico cercano a 4.
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VIDA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FiSICAS,
QUIMICAS Y NATURALES DE ZARAGOZA EN EL ANO 2002

Desde el dia 18 de septiembre de 2002, y por concesion de la Casa Real de Espana,
la Academia pasa a denominarse Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas,
Quimicas y Naturales de Zaragoza. Sus principales actividades a lo largo del ano

2002 se resumen en lo que sigue.

Sesiones:

En el ano 2002 la Real Academia de Ciencias de Zaragoza ha celebrado 9 Sesiones. De
ellas cinco fueron Ordinarias y cuatro Extraordinarias, dos de estas tltimas con motivo
de Discursos de Ingreso de nuevos Académicos Numerarios y las dos restantes con motivo
de Discursos de Recepcién de nuevos Académicos Correspondientes.

Las Ordinarias tuvieron lugar los dias 11 de abril, 9 de mayo, 13 de junio, 25 de
septiembre y 17 de diciembre.

Las Extraordinarias tuvieron lugar en las fechas que se indican, con los titulos de los

correspondientes discursos:

— 16/5/2002. Discurso de Ingreso del Ilmo. Sr. D. Pablo J. Alonso Gascén: La

resonancia paramagnética y electronica: una técnica multidisciplinar.

— 17/10/2002. Discurso del Académico Correspondiente Ilmo. Sr. D. Claude Brezins-

ki: Quasi-orthogonality and applications to some families of orthogonal polynomials.

— 16/5/2002. Discurso de Ingreso del Ilmo. Sr. D. Juan Pablo Martinez Rica: La

ecologia de montana: oportunidades para la investigacion cientifica.

— 17/10/2002. Discurso del Académico Correspondiente Ilmo. Sr. D. Leandro Se-
queiros Sanroman: La extincion de las especies bioldgicas: construccion de un

paradigma cientifico.

Nuevos Académicos Numerarios:

— Ilmo. Sr. D. Pablo Javier Alonso Gascon, Académico Numerario (Seccion de Fisicas)

con la Medalla N°35
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[lmo. Sr. D. Juan Pablo Martinez Rica, Académico Numerario (Seccién de Natu-
rales) con la Medalla N°36

Nuevos Académicos Correspondientes:

[lmo. Sr. D. Claude Brezinski, de la Universidad de Lille (Francia), por la Seccién

de Exactas.

[lmo. Sr. D. Charles A. Micchelli, de la State University de Nueva York en Albany
(USA), por la Seccién de Exactas.

[lmo. Sr. D. Giles Pisier, de la Universidad de Paris VI. Paris (Francia), por la

Seccion de Exactas.

Ilmo. Sr. D. José Luis Fernandez Pérez, de la Universidad Auténoma de Madrid

(Espana), por la Seccién de Exactas.

[lmo. Sr. D. Emiliano Aguirre Enriquez, de la Real Academia de Ciencias de Madrid

(Espana), por la Seccién de Naturales.

[lmo. Sr. D. Leandro Sequeiros Sanromén, de la Universidad de Granada (Espana),

por la Seccion de Naturales.

[Imo. Sr. D. Claus Sdzuy, de la Universidad de Wrzburg (Alemania), por la Seccién

de Naturales.

[Imo. Sr. D. Pedro Montserrat, del Instituto de Estudios Pirenaicos (Espana), por

la Seccién de Naturales.

[lmo. Sr. D. Luis Villar, del Instituto de Estudios Pirenaicos (Espana), por la

Seccién de Naturales.

[Imo. Sr. D. Adrian Harvey, de la Universidad de Liverpool (Gran Bretana) por la

Seccién de Naturales.

[Imo. Sr. D. Mario Panizza, de la Universidad de Médena (Italia), por la Seccién

de Naturales.

[lma. Sra. Dna. M Josefa Yzuel, de la Universidad Auténoma de Barcelona (Es-

pana), por la Seccién de Fisicas.

Ilmo. Sr. D. Carlos Sanchez del Rio, de la Real Academia de Ciencias de Madrid

(Espana), por la Seccién de Fisicas.
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— Ilmo. Sr. D. Giuseppe Marmo, de la Universidad de Népoles (Italia), por la Seccién

de Fisicas.

— Tlmo. Sr. D. Ekkehardt Hahn, de la Universidad de Munster (Alemania), por la

Seccién de Quimicas.

— Ilmo. Sr. D. Pierre Braunstein, de la Universidad de Estrasburgo (Francia), por la

Seccién de Quimicas.

Publicaciones de la Academia:

— Los dos Discursos de Ingreso relatados en el apartado de Sesiones.

— Monografia N°20. Multivariate Approximation and Interpolation with Applications.

Editor: Mariano Gasca.

— Monografia N°21. La extincion de las especies biologicas: construccion de un paradig-

ma cientifico. Autor: Leandro Sequeiros.

— Volumen 57 de la Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza.

La distribucién de ntimeros de la Revista y Monografias se realiza fundamentalmente

mediante intercambio con distintos organismos de todo el mundo.

Organizacién de Congresos y Conferencias.
La Academia ha colaborado en la organizacion de los siguientes congresos en 2002:

— IX Encuentro de Toplogia, organizado en Jaca (Huesca) en mayo por la Académica

Numeraria Dra. Dna. Ma. Teresa Lozano.

— V Jornadas de Mecénica Celeste, organizadas en Albarracin (Teruel) en junio por

el Académico Numerario Dr. D. Antonio Elipe.

— También ha colaborado en la organizacion del Ciclo de Conferencias Cita con la Cien-
cia. Espacio Facultad 2002-2003 en la Facultad de Ciencias y en la organizacion,
con la Secretaria General de la Universidad de Zaragoza, el 25 y 26 de noviembre,
de unas Conferencias sobre Matematica Electoral con el titulo Elecciones Univer-
sitarias, impartidas por el Profesor D. Victoriano Ramirez, de la Universidad de

Granada.
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— Ademas de participar en numerosos Congresos nacionales e internacionales, los
Académicos impartieron distintas conferencias en el ambito de la difusién de la

clencia.

En particular, el Académico D. José S. Urieta, ha coordinado unos ciclos de confe-
rencias (e impartido algunas de éstas) correspondientes a la Red Temética Docente
“Fundamentos moleculares del comportamiento de fluidos y de los equilibrios de
fases. Aplicaciones a las industrias quimica y alimentaria”. Tuvieron lugar en la
Universidad de Vigo-Orense, del 15 al 20 de julio, 2002, y en la Catodlica Universidad
Pontificia del Peru (Lima, del 12 al 17 de agosto, 2002).

El Académico D. José F. Carinena fue miembro del Comité Organizador del “34th
Symposium on Mathematical Physics”, celebrado en junio en Torun (Polonia) y
el Académico D. Mariano Gasca fue miembro del “Comité Cientifico de la Fifth

International Conference on Curves and Surfaces” celebrado en St. Malo (Francia).

Premios de investigacién 2002.

Se convocaron los Premios de Investigacién 2001-02 de la Academia. El ganador fue
el trabajo de la Seccién de Exactas titulado On the asymptotic determination of invariant
manifolds of autonomous ordinary differential equations, firmado por D. Jesis Palacian
Subiela, que recogié el Premio en la Sesion Extraordinaria del 24 de octubre. El trabajo

se publica en el volumen 57 de la Revista de la Academia.

Distinciones a Académicos.

El lmo. Sr. D. Luis Oro Giral recibié el Premio de Investigacion Bethancourt-
Perronet 2002.

El Ilmo. Sr. D. Manuel Calvo Pinilla recibié el Premio CMMSE 2002 en el Congreso
Computational and Mathematical Methods in Science and Engineering 2002 en Alicante.

El Ilmo. Sr. D. Antonio Elipe Sanchez recibi6 en San Fernando (Cadiz) la Cruz al
Mérito Naval con distintivo blanco.

El Ilmo. Sr. D. Luis Oro Giral fue nombrado Académico Asociado Extranjero de la
Academie des Sciences de Francia.

El Ilmo. Sr. D. Manuel Calvo Pinilla fue nombrado Académico Correspondiente de la

Academia Canaria de Ciencias.
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El Ilmo.Sr. D. Eladio Linan fue nombrado Académico Correspondiente de la Real

Academia de Cérdoba de Ciencias, Bellas Letras y Nobles Artes.

Otros datos.

Se ha dado mucho mayor contenido a la pagina web de la Academia, cuya direccién
es http://www.unizar.es/acz/
Se ha completado en los locales de la Academia en la Facultad de Ciencias la Galeria

de Retratos de todos los Presidentes de la Academia a lo largo de sus 86 anos de vida.

Zaragoza, diciembre de 2002
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PUBLICACIONES DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS DE ZARAGOZA

La Real Academia de Ciencias de Zaragoza inici6, a partir de 1988, una nueva fase
en la estructura de sus publicaciones, con objeto de ampliar y completar su contenido,

estableciendo que dichas publicaciones pueden ser de tres clases:

1. Discursos pronunciados por Académicos electos para su ingreso como numerarios,
o conferencias desarrolladas por Académicos numerarios o correspondientes en se-

siones publicas.

2. Rewvista de la Real Academia de Ciencias, que incluye trabajos cientificos de investi-
gacion en las secciones de Matematicas, Fisica, Quimica y Naturales, tal como viene

realizando desde 1916, y con arreglo a los normas de publicacién que se acompanan.

3. Monografias de la Real Academia de Ciencias, que pueden recoger aspectos actuales
del quehacer cientifico, aunque no tengan el caracter de exclusiva investigacion.
Se incluirdn, por tanto, entre tales monografias los trabajos de revision y puesta al
dia de problemas cientificos, trabajos bibliograficos de interés, e incluso exposiciones
didéacticas de temas cientificos destinados a favorecer la adquisicién de conocimientos

por parte de personas interesadas en ellos.

En principio, se estima que el contenido de dichas monografias, escritas con arreglo al
mismo formato de publicacion establecido para los articulos de la Revista, no deben

sobrepasar las 100 paginas.

Por todo lo anterior, la Real Academia de Ciencias de Zargoza invita a los cientificos
de cualquier nacionalidad, y de modo especial a los espanoles, al envio de originales que

puedan ser incluidos entre sus publicaciones.

Horacio Marco Moll

Presidente
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REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS
EXACTAS, FISICAS Y NATURALES DE ZARAGOZA

Abstract

La Revista de la Real Academia de Ciencias publishes original research contri-
butions in the fields of Mathematics, Physics, Chemistry and Natural Sciences. All
the manuscripts are peer reviewed in order to assess the quality of the work. On
the basis of the referee’s report, the Editors will take the decision either to publish

the work (directly or with modifications), or to reject the manuscript.

1. Normas generales de publicacion

1.1 Envio de los manuscritos.

Para su publicaciéon en esta Revista, los trabajos deberan remitirse bien por correo ordi-

nario al

Académico-Director de Publicaciones
Revista de la Academia de Ciencias
Universidad de Zaragoza
50009 Zaragoza
o bien electronicamente a la cuenta elipe@posta.unizar.es.

La Revista utiliza el sistema de offset de edicion, empleando como original el facilitado
por los autores, que deberan cuidar al maximo su confeccién, siguiendo las normas que
aqui aparecen.

Los autores empleardn un procesador de texto. Se recomienda el uso de LaTeX, para
el que se han diseniado los estilos academia.sty y academia.cls que pueden obtenerse
directamente por internet en http://www.unizar.es/acz/ o por peticién a la cuenta de

correo electronico: elipe@unizar.es.

1.2 Dimensiones

El texto de los trabajos, redactados en espanol, inglés o francés, no debera exceder de 16
péaginas, aunque se recomienda una extension de 6 a 10 paginas como promedio. El texto

de cada pagina ocupara una caja de 16 x 25 cm., con espacio y medio entre lineas.
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2. Presentacion del trabajo.

Los trabajos se presentaran con arreglo al siguiente orden: En la primera pégina se

incluiran los siguientes datos:

a) Titulo del trabajo: Conciso, pero ilustrativo, con mayusculas.

b) Autor: Nombre y apellidos del autor o autores, con miniscula.

c¢) Centro: Centro donde se ha realizado, con su direccién postal.

d) Abstract: En inglés y con una extension maxima de 200 palabras.

e) Texto

A) En la primera pagina, el titulo debe comenzar 2 cm por debajo de la caja antes

mencionada.
B) El punto y aparte tendra una sangria de cinco espacios.

C) Los encabezamientos de cada seccién, numerados correlativamente, serdn escritos
con letras minusculas en negrita. Los encabezamientos de subsecciones, numerados en

la forma 1.1, 1.2, ..., 2.1, 2.2, ..., se escribirdn en cursiva.

D) Las férmulas comenzaran, preferentemente, con una sangria de 10 espacios y seran
numeradas correlativamente, o bien haciendo referencia a la seccién, seguidas de niimeros

correlativos.

E) Las referencias bibliogaficas intercaladas en el texto, deben ser facilmente identifi-
cables en la lista de refencias que aparecera al final del articulo, bien mediante un ntimero,

bien mediante el nombre del autor y ano de publicacién.

F) Las figuras y tablas, numeradas correlativamente, se intercalarén en el texto. Los

apéndices, si los hay, se incluiran al final del texto, antes de la bibliografia.

G) Las referencias bibliogréficas de articulos deberdn contener: Autor: afio de publi-
cacion, “Titulo del articulo”, revista nimero, pagina inicial-final. En el caso de libros,
debera incluirse: Autor: ano de publicacién, Titulo del libro. Editorial, lugar de publi-

cacion.

3. Notas finales

Por cada trabajo publicado, se entregaran al autor o autores un total de 25 separatas. La
Revista permite la inclusion de fotografias o figuras en color, con un coste adicional que
correrd a cargo de los autores.

Rafael Cid Antonio Elipe
Editor Editor asociado
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RELACION DE REVISTAS NACIONALES QUE RECIBE EN INTERCAMBIO
LA BIBLIOTECA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS

ACTA BOTANICA BARCINONENSIS

ACTA QUIMICA COMPOSTELANA - Departamento de Quimica Analitica
AFINIDAD - Revista Quimica Teérica y Aplicada

ANALES DE BIOLOGIA - Seccién de Biologia General (Murcia)

ANALES DEL JARDIN BOTANICO DE MADRID

ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE MURCIA

ANALES DE CIENCIAS - Facultad de Ciencias (Quimicas y Matematicas) (Murcia)
ANALES SECCION DE CIENCIAS - Colegio Universitario de Girona

ANUARIO DEL OBSERVATORIO ASTRONOMICO - Madrid.

BELARRA. SOCIEDAD MICOLOGICA. Baracaldo.

BLANCOANA - Col. Univ. “Santo Reino” Jaén

BOLETIN DA ACADEMIA GALEGA DE CIENCIAS - (Santiago de Compostela)
BOLETIN DE LA ASOCIACION HERPETOLOGICA ESPANOLA

BOLETIN GEOLOGICO Y MINERO

BOTANICA COMPLUTENSIS - Madrid

BUTLLETI DEL CENTRO D’HISTORIA NATURAL DE LA CONCA DE BARBARA
COLLECTANEA BOTANICA - (Barcelona)

COLLECTANEA MATEMATICA - (Barcelona)

ESTUDIO GENERAL - Revista Colegio Universitario (Girona)

EXTRACTA MATHEMATICAE - Universidad de Extremadura

FACULTAD DE CIENCIAS EXPERIMENTALES DE JAEN. Monografias.

FOLIA BOTANICA MISCELANEA - Departamento de Boténica (Barcelona)

INDICE ESPANOL DE CIENCIA Y TECNOLOGIA -

INSTITUTO GEOLOGICO Y MINERO DE ESPANA

INVESTIGACION E INFORMACION TEXTIL Y DE TENSIOACTIVIVOS (C.S.I.C.) - Barcelona
LACTARIUS.- BOL. DE LA ASOCIACION MICOLOGICA - Jaén

LUCAS MALLADA - Inst. Est. Altoaragoneses.

MEMORIAS DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS Y ARTES DE BARCELONA
MISCELANEA ZOOLOGICA - Museo Zooldgico - Ayuntamiento de Barcelona
NATURALIA BAETICA - Jaén

PUBLICACIONES PERIODICAS DE LA BIBLIOTECA DEL MUSEU DE ZOOLOGIA -
(Barcelona)

REBOLL.- Bull. Centro d’Historia Natural de la Concha de Barbera.

REVISTA DE LA ACADEMIA CANARIA DE CIENCIAS

REVISTA REAL ACADEMIA GALEGA DE CIENCIAS
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REVISTA DE BIOLOGIA DE LA UNIVERSIDAD DE OVIEDO

REVISTA ESPANOLA DE FISIOLOGIA - Pamplona

REVISTA ESPANOLA DE HERPETOLOGIA

REVISTA IBERICA DE PARASITOLOGIA

REVISTA MATEMATICA UNIVERSIDAD COMPLUTENSE - (Madrid)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATURALES
DE MADRID - Matemaéticas

REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS - QUIMICA - Madrid

RUIZIA - Monografias del Jardin Botanico (Madrid)

SCIENCIA GERUNDENSIS

STUDIA GEOLOGICA SALMANTICENSIA - Universidad de Salamanca

TRABAJOS DE GEOLOGIA - Universidad de Oviedo

TREBALLS DEL CENTRE D’HISTORIA NATURAL DE LA CONCA DE BARBERA.
TREBALLS DE L’INSTITUT BOTANIC DE BARCELONA

TREBALLS DEL MUSEU DE ZOOLOGIA DE BARCELONA

ZOOLOGIA BAETICA. UNIVERSIDAD DE GRANADA.
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RELACION DE REVISTAS INTERNACIONALES QUE RECIBE EN
INTERCAMBIO LA BIBLIOTECA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS

ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS - Cérdoba. Argentina
ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCIEI - Notiziario
ACCADEMIA UDINESE DI SCIENZI LETTERS ED ARTI.
ACTA ENTOMOLOGICA MUSEI NATIONALIS PRAGAE
ACTA FAUNISTICA ENTOMOLOGICA MUSEI NATIONALIS - Pragae
ACTA GEOLOGICA POLONICA - Warszawa
ACTA MATHEMATICA HUNGARICA
ACTA MATEMATICA SINICA - New Series China
ACTA MUSEI NATIONALI PRAGAE
ACTA ORNITHOLOGICA - Polska Akademia Nauk Warszawa
ACTA PHYSICA - Academia Scientarum Hungaricae
ACTA SOCIETATIS ENTOMOLOGICA BOHEMOSLOVACA
ACTA UNIVERSITATIS - Series: Mathematics and Informatic - University of Nis - Yugoeslavia
ACTA ZOOLOGICA FENNICA
AGRONOMIA LUSITANICA - Est. Agr. Nac. Sacavem - Portugal
AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
ANALES DE LA ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATU-
RALES DE BUENOS AIRES
ANALES DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLOGICAS. Mexico
ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA
ANALES DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLOGICAS - México
ANNALEN DES NATURHISTORICHEN MUSEUMS IN WIEN
ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - I Matematica - Helsinke
ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - IT Chemica - Helsinke
ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - IIT Geologica Geografica - Helsinke
ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - IV Physica - Helsinke
ANNALES HISTORICO NATURALES - Musei Nationalis Hungarici
ANNALES DE I’INSTITUT FOURIER - Université de Grenoble
ANNALES DE IINSTITUT FOURIER - Gap
ANNALES DE LA SOCIETE SCIENTIFIQUE - Serie I - Science Mathematiques Physiques
Bruxelles
ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sectio A Mathemat. - Sklodowska
ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sklodowska - Sectio AA Chemica. Lublin.
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ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sklodowska - Sectio AAA Physica. Lublin.
ANNALES ZOOLOGICI FENNICI - Helsinki

ANNALI DELLA FACOLTA DE AGRARIA - Universita de Pisa

ANNALI DEL MUSEO CIVICO DI STORIA NATURALE ”Giacomo Doria”

ARBOLES Y SEMILLAS DEL NEOTROPICO - Museo Nac. de Costa Rica

ARCHIVIO GEOBOTANICO - Univ de Pavia.

ATTI DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI. RENDICONTT LINCEI - Matemat-
ica e Applicacioni - Roma

ATTI DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI. RENDICONTI LINCEI - Scienze
Fisiche e Naturali - Roma

ATTI DELLA ACCADEMIA DI SCIENZE, LETTERE E ARTI DI UDINE

ATTI DELI’INSTITUTO BOTANICO E DEL LABORATORIO CRITTOGRAMICO DELL’UNIVERSITA
DI PAVIA

BAYERISCHE AKADEMIE DR WISSENSCHAFTEN - Munchen

BEITRAGE ZUR FORSCHUNSTECHOLOGIE - Akademie Verlag Berlin

BOLETIM DA SOCIEDADE PARANAENSE DE MATEMATICAS - Parand

BOLETIM DA SOCIEDADES PORTUGUESA DE CIENCIAS NATURALES - Lisboa
BOLETIN DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS FISICAS, MATEMATICAS Y NATU-
RALES - Caracas

BOLETIN DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS - Cordoba. Argentina.

BOLETIN BIBLIOGRAFICO DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLOGICAS
- México

BOLETIN DEL MUSEO NAC. DE COSTA RICA.

BOLETIN DE LA SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

BOTANY UNIV. OF CALIFORNIA PUBLICATIONS.

BRENESIA - Museo Nacional de Costa Rica

BULGARIAN ACADEMY OF SCIENCES - Scientific Information - CENTRE MATHEMAT-
ICAL AND PHYSICAL SCIENCES

BULGARIAN JOURNAL OF PHYSICS

BULLETIN OF THE AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY - Providence

BULLETIN DE LA CLASSE DE SCIENCES - Academie Royale de Belgique - Bruxelles
BULLETIN OF THE GEOLOGICAL INSTITUTION OF THE UNIVERSITY UPSALA
BULLETIN OF THE JSME (Japan Society of Mechanical Engineers)

BULLETIN DE LA SOCIETE SCIENTIFIQUE DE BRETAGNE - Rennes

CALIFORNIA AGRICULTURE - University of California

CIENCIAS TECNICAS FISICAS Y MATEMATICAS. Academia de Ciencias. Cuba.
COLLOQUIUM MATHEMATICUM - Warszawa

COMMENTATIONES MATHEMATICAE - Ann. So, Mathematicae Polonese

COMPTES RENDUS DE I’ACADEMIE BULGARE DE SCIENCES - Sofia

DARWINIANA REV. INST. BOTANICA DARWINION - Reptblica Argentina
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DORIANA - Supplementa agli Annali del Museo Civico di Storia Naturale ”G. Doria” - Cenova
ESTUDOS, NOTAS E TRABALHOS DO SERVIC DE FOMENTO MINERO - Portugal
ESTUDOS, NOTAS E TRABALHOS, DIECCIO GERAL DE GEOLOGIA E MINAS - Porto
FILOMAT - FACTA UNIVERSITATIS - Univ. af Nis.

FISICA DE ONDAS ACUSTICAS Y ELECTROMAGNETICAS LINEALES - Acad. Bulgara
de las Ciencias

FOLIA ANATOMICA UNIVERSITATIS CONIMBRIGENSIS - Coimbra

FOLIA ZOOLOGICA - Czechoslovak Academy of Sciences

FUNCTIONS ET APPROXIMATIC COMMENTARI MATHEMATICI - Poznan

GLASNIK MATEMATICKI - Zagreb

IBC - INFORMAZIONI - Rivista Bimestrale Inst. Beni. Artistic. - Regione Emilis- Romagna
INSTITUTO DE MATEMATICA - Univ. Nac. del Sur - Bahia Blanca - Argentina
INSTITUTO NACIONAL DE INVESTIGACAO AGRARIA - Estagao AGRONOMICA NA-
CIONAL OEIRAS

INSTITUTO SUPERIOR TECNICO DE CIENFUEGOS

INTERNATIONAL TIN RESEARCH INSTITUTE

JAHRBUCH DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN IN GTTINGEN.

JOURNAL OF THE AMERICAN ACADEMY OF ARTS AND SCIENCES - Daedalus
JOURNAL OF THE BULGARIAN ACADEMY OF SCIENCES

JOURNAL OF THE LONDON MATHEMATICAL SOCIETY

JOURNAL OF NON-CRYSTALLINE SOLIDS - Amsterdam

LESTURAS MATEMATICAS - Colombia

MATHEMATICA BALKANICA

MATHEMATICA MONTISNIGRA

MEMORABILIS ZOOLOGICA

MEMORANDA SOCIETATIS PROFAUNA ET FLORA FENNICA - Helsingfors
MEMORIAS DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA (Classe de Ciencias)
MITTEILUNGEN AUS DEN ZOOLOGISCHEN MUSEUM IN BERLIN

MONOGRAFIAS DE LA ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y
NATURALES DE BUENOS AIRES

NACHRICHTEN DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN IN GUTTINGEN - II
Matematic y Fisica

NATURAL HISTORY MUSEUM UNIV. OF KANSAS.

NEOTROPICO - Museo Nacional de Costa Rica

NETHERLANDS JOURNAL OF ZOOLOGY

NONLINEARITY - Inst. Physics and London Math. Soc

NOTAS DE ALGEBRA Y ANALISIS - Ins. de Matematica - Univ. Atac. del Sur. Bahia
Blanca

NOTULAE NATURAE

NUCLEAR ENERGY -Bulgarian Academy of Sciences
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OCCASIONAL PAPERS OF THE CALIFORNIA ACADEMY OF SCIENCES - San Francisco
PHILIPPINE JOURNAL OF SCIENCES - Manila

POLISH ACADEMY OF SCIENCES. INSTITUTE OF MATHEMATICA

POLSKA AKADEMIE NAUK-PRACE GEOLOGICZNE

POLSKA AKADEMIE NAUK-PRACE MINERALOGICZNE

PORTUGALIA PHYSICA - Sociedade Portuguesa de Fisica

PROCEEDINGS OF THE ACADEMY OF NATURAL SCIENCES OF PHILADELPHIA
PROCEEDINGS OF THE CALIFORNIA ACADEMY OF SCIENCES

PROCEEDINGS OF THE LONDON MATHEMATICAL SOCIETY

PROCEEDINGS OF THE ROCHESTER ACADEMY OF SCIENCES

PROCEEDINGS OF THE ROYAL SOCIETY OF LONDON - A: Mathematical and Physical
Sciences

PROCEEDINGS OF THE ROYAL SCOIETY OF EDINBURGH - Section A (Mathematical
and Physical Sciences)

PROCEEDINGS OF THE ROYAL SOCIETY OF QUEENSLAND

PUBLICACIONES FUNDAMENTALES DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS DE SOFTA
PUBLICATION DE I’INSTITUT DE RECHERCHE MATHEMATIQUE AVANCEE - Stras-
bourg

PUNIME MATEMATIKE - Prishtine

QUADERNI DELL’ ACADEMIA UDINESA.

QUATERLY OF APPLIED MATHEMATICS

REVISTA CUBANA DE FISICA

REVISTA COLOMBIANA DE MATEMATICAS

REVISTA DE LA FACULTAD DE INGENIERIA QUIMICA- Univ. Nal. del Litoral - Argentina
REVISTA TRIMESTRAL DEL INTERNATIONAL TIN RESEARCH INSTITUTE
REVISTA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA - Argentina

REVISTA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA

REZIMEA ABSTRACS - POGDORICA

SCIENCE BULLETIN - University of Kansas
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