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Abstract 

 

 The interplay between transition metal and carbene species has 

revolutioned the synthetic strategies for added value products. The 

electronic properties of the metal carbene intermediates vary from very 

electrophilic to strongly nuchleophilic that allow for a wider scope for these 

species in catalytic transformations ranging from C-H insertion, 

cyclopropanation, cycloadditions or olefin metathesis. 

 

1 Introducción 

La Química está jugando, y va a jugar sin duda, un papel central en la resolución 

de muchos problemas de la sociedad moderna, desde la síntesis de medicamentos más 

eficaces hasta el desarrollo de materiales con nuevas y sorprendentes propiedades. Este 

objetivo no se debe alcanzar a cualquier precio, sino que es necesario el desarrollo de 

nuevos procesos industriales llevados a cabo en condiciones suaves, eficientes y 

selectivas. Para ello es necesario el diseño de nuevas tecnologías que estén en 

consonancia con los postulados de la química sostenible. Ello incluye básicamente la 

utilización de materias primas sencillas, prevención en la generación de residuos, 

seguridad laboral, eficiencia energética y economía atómica. La catálisis homogénea 

cumple estos requisitos, ya que es un magnífico instrumento que permite la 

transformación de los sustratos para generar productos de alto valor añadido, 
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generalmente en condiciones de reacción suaves y con gran selectividad. El diseño de 

nuevos catalizadores más activos y selectivos es actualmente una tarea fundamental. En 

este campo, la sinergia carbeno-metal de transición ha demostrado no solo una gran 

eficiencia catalítica para un amplio rango de reacciones sino también su enorme 

potencial en el diseño del catalizador adecuado para cada tipo de transformación. 

2 Características de los carbenos 

Los carbenos son compuestos neutros divalentes en los que el átomo de carbono 

posee tan solo seis electrones en su capa de valencia (Figura 1).
1
 Debido a esta peculiar 

característica durante mucho tiempo fueron considerados como especies transitorias 

muy reactivas,
2
 hasta que finalmente consiguieron aislarse y caracterizarse como 

compuestos estables.
3
 Los carbenos presentan gran variedad de geometrías y estados de 

espín. Así, dependiendo del tipo de hibridación, se pueden encontrar especies lineares 

(hibridación sp) o angulares (sp
2
). Las dos principales configuraciones electrónicas de 

los orbitales no enlazantes son: i) capa abierta con un electrón en cada orbital con 

espines paralelos o estado triplete y ii) capa cerrada con dos electrones en el nivel de 

más baja energía (orbital !) dejando un orbital vacío (p"), denominado estado singlete. 

La diferencia energética entre estos dos niveles especifica el estado de espín del carbeno 

y viene determinada por las características estereoelectrónicas de los sustituyentes. Los 

carbenos de tipo singlete angulares se estabilizan por grupos fuertemente 

electronegativos y dadores ! de densidad electrónica (-NR2, -OR, -SR…),
3b

 mientras 

que la combinación de un sustituyente " dador y otro " aceptor (PR2, SiR3) estabiliza 

los carbenos singlete con geometría casi lineal.
3a

 Los ligandos muy voluminosos 

estabilizan cinéticamente todo tipo de carbenos pero hasta la fecha es el único modo de 

estabilizar carbenos en estado triplete.
4
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Figura 1. Estructura electrónica de los carbenos y algunos carbenos estables. 

3 Carbenos y metales de transición 

Además de la estabilización aportada por los sustituyentes, los carbenos también 

se pueden estabilizar mediante la formación de complejos de metales de transición.
5
 La 

sinergia entre estas dos especies es casi perfecta ya que el metal posee orbitales 

ocupados y vacantes con simetría idónea para interaccionar con los orbitales frontera de 

los carbenos. Se han descrito gran cantidad de complejos organometálicos con 

diferentes metales y estados de oxidación que presentan características muy variadas.
6
 

Tradicionalmente, se han dividido los carbenos metálicos en dos grandes grupos, de tipo 

Fischer o de tipo Schrock. Los carbenos de tipo Fischer,
7
 en el que el carbeno está 

estabilizado por un heteroátomo, tienen carácter electrófilo en el átomo de carbono, 

mientras que los carbenos de tipo Schrock
8
 son nucleófilos (Figura 2). El tipo de enlace 

metal-carbeno en estos complejos es muy diferente. Los carbenos de Fischer presentan 

una doble donación electrónica ligando!metal metal!ligando que involucra la 

donación desde el orbital ! del carbeno en estado singlete y la retrodonación desde un 

orbital d ocupado del metal al orbital p" vacante similar a la encontrada en los ligandos 

carbonilo o en las especies #2
-olefina. Por otro lado, en el carbeno de tipo Schrock tiene 

lugar la formación de dos enlaces covalentes entre fragmentos de capa abierta del metal 

y el carbeno. 
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Figura 2. Descripción del enlace metal-carbeno. 

Para explicar la diferente naturaleza electrónica del átomo de carbono de estos 

complejos debemos fijarnos en sus orbitales frontera. En el caso de los carbenos de tipo 

Fischer, el orbital ocupado de máxima energía (HOMO) se encontraría más centrado en 

el metal, y con ello el orbital desocupado de más baja energía (LUMO) se localizaría en 

el carbono, lo que explicaría el carácter electrófilo de este tipo de especies, mientras que 

para el carbeno de tipo Schrock el HOMO se situaría centrado en el carbono 

confiriéndole naturaleza nucleófila. Dada la gran variedad de carbenos metálicos 

descritos hasta la fecha se podría decir que estos dos arquetipos de carbenos son los 

extremos de una línea continua en la que se situarían los demás complejos. 

Terminología de carbenos: tipo Fischer ¿electrófilo o estabilizado por 

heteroátomo? 

El primer complejo aislado de tipo Fischer fue un derivado pentacarbonilo de 

cromo en el que carbeno está estabilizado por un heteroátomo, en este caso oxígeno. 

Esta estabilización consiste en la donación del par libre del heteroátomo al orbital vacío 

p" del carbeno, con lo que disminuye la densidad electrónica retrodonada por parte del 

metal y por ello el orden de enlace M-C es menor (Figura 3). Además el átomo de 

carbono posee carácter electrófilo. Esta dualidad de características puede generar cierta 



 11 

confusión a la hora de encuadrar un carbeno como de tipo Fischer ya que podríamos 

estar refiriéndonos a su estabilización por heteroátomo o a su carácter electrófilo y no 

necesariamente las dos cosas suceden al mismo tiempo. Por ejemplo, los carbenos N-

heterocíclicos (NHC) están estabilizados por un heteroátomo pero no son para nada 

electrófilos, sin embargo se les suele denominar de tipo Fischer. Por otro lado, Pettit 

describió carbenos de hierro no estabilizados por heteroátomos de naturaleza electrófila 

por lo que también se describen como de tipo Fischer.
9
 Con la intención de clarificar 

estos supuestos se ha propuesto con muy buen criterio denominar carbenos de tipo Pettit 

a los carbenos electrófilos no estabilizados por heteroátomos y reservar el término 

carbenos de Fischer a los estabilizados por heteroátomos.
10

 

 

Figura 3. Enlace en los carbenos estabilizados por heteroátomos. 

Orden de enlace metal-carbeno: ¿sencillo o doble? ¿Es correcta la denominación 

“ilideno” para un carbeno libre sin enlace? 

Los carbenos metálicos no estabilizados por heteroátomos que generalmente 

presentan dos interacciones orbitalarias principales y una distancia de enlace más corta 

característica de un doble enlace se denominan con la terminación “ilideno” 

(alquilideno, bencilideno…), que significa grupo unido por doble enlace. Sin embargo, 

hemos visto que en los carbenos estabilizados por heteroátomos disminuye el orden de 

enlace metal-carbeno desde dos hasta ser casi uno para los ligandos NHC. A pesar de 

ello, en los carbenos libres del tipo NHC se añade el sufijo “ilideno” para denotar 

carbeno siendo precisamente en estos complejos donde se alarga más el enlace metal-

carbono! Esta asimilación errónea ilideno-carbeno puede tener su origen en que en un 

principio se pensaba que estos ligandos formaban enlace doble con el metal. Otra 

posibilidad la encontramos en el hecho de que, previamente a que Arduengo aislara los 

carbenos libres, los complejos NHC se preparaban por derivados enetetramina resultado 

de la dimerización del carbeno libre, lo que se conoce como equilibrio de Wanzlick, y 
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que en este caso si son denominados correctamente imidazolin-2-ilidenos (Figura 4).11 

Ser carbeno no implica pues necesariamente formar enlaces dobles por lo que debería 

buscarse una nueva notación para los carbenos libres, por ejemplo simplemente el sufijo 

“carbeno” en la posición del átomo de carbono implicado. 

 

Figura 4. Equilibrio de Wanzlick entre carbenos e imidazolin-2-ilidenos. 

Carga formal del carbeno metálico: ¿neutro o dianiónico? 

Hemos visto que existen dos modelos de enlace para los carbenos metálicos. El 

primer modelo implica interacciones de capa cerrada ligando-metal donación-

retrodonación, por lo que el ligando se considera neutro. El caso es diferente para los 

carbenos de Schrock ya que se considera el doble enlace como la interacción entre dos 

grupos en estado triplete por lo que el ligando carbeno se considera dianiónico. ¿Cómo 

considerar a los carbenos intermedios entre estos dos extremos como por ejemplo los 

carbenos de Grubbs? La respuesta es que por regla general se consideran los carbenos 

como ligandos neutros para metales de las últimas series de transición y se reservan los 

carbenos dianiónicos para complejos de metales de la primeras series de transición y 

cuya estructura concuerda con un metal en alto estado de oxidación, como por ejemplo 

la estructura tetraédrica en los catalizadores de Schrock para la metátesis de olefinas 

basados en molibdeno.12 

Rutas sintéticas hacia carbenos metálicos estables 

Existen numerosas rutas de acceso a los carbenos metálicos (Figuras 5 y 6). De 

manera general se podrían dividir en tres grandes bloques: i) modificación de un ligando 

preexistente (Figura 5a y d; Figura 6a, b, d y e) ii) Sustitución o adición de un carbeno 

libre (5b y 6c) y iii) isomerización de un ligando (5c y 6f).  
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Figura 5. Síntesis de carbenos metálicos estabilizados por heteroátomos. 

Los carbenos estabilizados por un heteroátomo fueron los primeros que se 

sintetizaron. La vía más típica para obtener estos derivados consiste en un ataque 

nucleófilo a un ligando carbonilo y posterior tratamiento con un derivado halogenado 

(Figura 5a).
13

 Otra vía de acceso consiste en la adición de alcoholes o aminas a especies 

vinilideno o alenilideno.
14

 Como hemos visto anteriormente la presencia de dos 

heteroátomos, en este caso nitrógeno, estabilizan tanto el carbeno que puede ser aislado 

puro (Figura 5b). Se han descrito complejos NHC para prácticamente todos los metales 

de transición.
15

 La síntesis se puede efectuar directamente con el carbeno libre. En los 

casos donde aislar el carbeno es dificultoso se pueden generar in-situ con una base, o 

bien obtenerlos por transmetalación desde un carbeno de plata.
16

 El carbeno también 

puede sintetizarse elegantemente en la esfera de coordinación del metal usando éste 

como plantilla (Figura 5d).
17

 Recientemente, se ha descrito que ciertos metales de 

transición con los ligandos adecuados son capaces de desplazar el equilibrio de 

tautomerización de piridina a carbeno, altamente desfavorecido en estado libre (Figura 

5c).
18
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Figura 6. Rutas de acceso para carbenos metálicos no estabilizados por heteroátomos. 

En el caso de los carbenos no estabilizados por heteroátomos la primera ruta 

utilizada fue la $-eliminación de alquilos (Figura 6a).5a,19 Posteriormente se comprobó 

que el equilibrio funciona también en sentido inverso, por lo que estos derivados 

pudieron obtenerse mediante inserción migratoria en especies hidruro-carbino.20 Otra 

vía de acceso utilizada principalmente para preparar carbenos electrófilos de hierro 

consiste en la protonación de ligandos alquil éter (Figura 6b).21 Sin embargo, la ruta de 

síntesis más común y sencilla es sin duda la utilización de diazocompuestos como 

precursores del carbeno (Figura 6c).22 Mediante este método se han obtenido los 
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carbenos metálicos más conocidos, los catalizadores de Grubbs para la metátesis de 

olefinas.23 La modificación juiciosa de los sustituyentes de estos complejos ha mejorado 

notablemente tanto la actividad como la selectividad de estos catalizadores. Estos 

nuevos alquilidenos evolucionados se preparan con gran rendimiento mediante 

intercambio de los sustituyentes entre un precursor alquilideno y un alqueno (Figura 

6e).24 

Más recientemente, se ha descubierto que derivados alquilideno pueden obtenerse 

a partir de alquinos y alquinoles mediante reorganización de especies intermedias 

vinilideno o alenilideno (Figura 6d).
25

 Otro equilibrio de gran relevancia en el campo de 

los carbenos metálicos es la isomería olefina-carbeno (Figura 6f).
26

 Se ha propuesto que 

las especies intermedias son derivados hidruro-alquenilo resultantes de la activación C-

H de la olefina o de la %-eliminación en alquil carbenos en el sentido opuesto. 

Generalmente el equilibrio esta desplazado hacia el complejo #2
-olefina pero la 

modificación cuidadosa de los ligandos del metal puede desplazar el equilibrio hacia la 

forma carbénica. Similarmente, la protonación de especies alquenilo también da lugar a 

derivados carbeno.
27

 

4 Transformaciones catalíticas que involucran carbenos metálicos 

La gran variedad y diferentes características de los carbenos organometálicos hace 

que se comporten como potentes iniciadores catalíticos para una miríada de 

transformaciones orgánicas entre las que se incluyen la inserción en enlaces C-H,
28

 

ciclopropanación,
29

 cicloadiciones
30

 o metátesis de olefinas,
12,23

 lo que los convierte en 

importantes efectivos en el arsenal del químico sintético. El diferente grado de 

estabilidad proporcionado por el metal a la especie carbénica es lo que determina este 

amplio espectro de reactividad (Figura 7). Por un lado se encuentran los carbenos que 

interaccionan solo con su orbital ! ocupado manteniendo el p! vacío, por lo que son 

electrófilos muy potentes capaces de reaccionar con enlaces múltiples C-C o incluso 

enlaces C-H. Estas especies transitorias cercanas a un carbocatión estabilizado se 

denominan carbenoides. El siguiente tipo de carbeno en nivel de electrofilia serían los 

carbenos de Fischer.
13

 Estas especies se han utilizado principalmente como plantilla 

sintética aunque más recientemente también en reacciones catalíticas. A continuación se 

situarían los alquilidenos en la que la estabilización del orbital libre del carbeno 

proviene de la retrodonación del metal. Dependiendo de los ligandos del metal y el 
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propio metal estas especies presentan carácter electrófilo o principalmente nucleófilo en 

el carbono carbénico. Su mayor aplicación es la metátesis de olefinas. Finalmente, 

encontramos los carbenos estables de tipo NHC que aunque generalmente no 

intervienen directamente en la especie reactiva sus especiales propiedades 

estereoelectrónicas han propiciado la mejora de la actividad y selectividad de los 

catalizadores organometálicos para una amplia gama de transformaciones.
15

 

 

Figura 7. Carbenos metálicos involucrados en procesos de síntesis orgánica. 

Reacciones catalíticas con especies carbenoide 

Los diazocompuestos son precursores de carbeno adecuados para formar especies 

intermedias de tipo carbenoide muy electrófilas que son capaces de interactuar con los 

nucleófilos del medio de reacción. La presencia de moléculas con un enlace múltiple C-

C da lugar a la formación derivados ciclopropano o ciclopropeno (Figura 8a). Pero estas 

especies carbenoide también son capaces de interaccionar con la densidad electrónica de 

un enlace C-H para generar en este caso los productos resultantes de la inserción del 

carbeno (Figura 8b). Estas especies son raramente detectadas o aisladas del medio de 

reacción aunque existen algunos ejemplos con cobre.31  

 

Figura 8. Reacciones de ciclopropanación e inserción C-H. 
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Los catalizadores utilizados en reacciones de inserción C-H se basan 

principalmente en Rh, Cu, Au (Figura 9). Se han desarrollado catalizadores muy 

selectivos sobre todo derivados del sistema dinuclear de Rh(II).32 La inserción se 

produce manteniendo la configuración del átomo de carbono y depende del tipo de 

enlace C-H, los terciarios son más reactivos que los secundarios y éstos más reactivos 

que los primarios. En el estado de transición se produce una especie con cierta carga 

positiva en el átomo de carbono del sustrato activado por lo que grupos que estabilicen 

esta carga se verán favorecidos. El efecto estérico del catalizador es muy importante 

revirtiendo a veces la tendencia general, lo que permite un diseño a la carta de 

catalizadores para cada caso concreto. La reactividad también depende de los 

sustituyentes del diazocompuesto. Los grupos atractores aumentan la reactividad pero 

con una pérdida sensible de la selectividad. La utilización de carbenos con un grupo 

atractor y otro aromático ha permitido extender la utilización de los catalizadores desde 

transformaciones intramoleculares a intermoleculares de mayor interés sintético. 

Recientemente, se ha descrito un sistema capaz de activar incluso metano usando 

dióxido de carbono supercrítico como disolvente.33 

 

Figura 9. Catalizadores para reacciones de inserción C-H. 

Generalmente, los complejos que catalizan reacciones de inserción C-H también 

promueven reacciones de ciclopropanación, en muchos casos de manera competitiva. Se 

han descrito catalizadores muy eficientes e incluso enantioselectivos basados en Cu, Fe, 

Ru, Os, Co o Ir con ligandos bis-oxazolina, porfirinas o ligandos salen (Figura 10). 

Estos compuestos se han soportado en diferentes materiales observándose en ciertos 

casos la inversión de la selectividad.34 Especies alquilideno de rutenio aisladas también 

catalizan la reacción de ciclopropanación. En este caso se propone la formación de una 

especie metalaciclobutano mediante reacción de cicloadición [2+2], similar a la 

propuesta en la metátesis de olefinas, que podría evolucionar para dar los productos de 
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ciclopropanación, metátesis de olefinas o la formal inserción del carbeno en enlace =CH 

del alqueno (Figura 11).22f,29b  

 

Figura 10. Catalizadores de ciclopropanación. 

 

Figura 11. Posibles vías de descomposición de las especies metalaciclobutano. 

Especies de tipo carbenoide también han sido propuestas en reacciones de 

ciclación con catalizadores de oro, paladio o platino.
30

 Especialmente, ciertos complejos 

de oro han demostrado su versatilidad para favorecer reacciones de cicloisomerización 

de eninos, adiciones nucleófilas, hidroaminación de alenos o transformaciones de tipo 

Nazarov.
35

 Aunque se proponen intermedios de tipo carbeno para este tipo de 

transformaciones, existe cierta controversia sobre si no deberían considerarse más bien 

como carbocationes estabilizados por el metal.
30,35

 

Carbenos de Fischer como plantilla 

Los carbenos típicos de tipo Fischer contienen generalmente un metal del grupo 6 

en bajo estado de oxidación y con ligandos "-aceptores como por ejemplo grupos 

carbonilo. Este tipo de complejos poseen una reactividad muy rica y han demostrado su 

utilidad en reacciones estequiométricas de acoplamiento carbono-carbono y carbono-

heteroátomo (Figura 12). La electrofilia del átomo carbénico le hace susceptible de 

ataque por nucleófilos mientras que los electrófilos atacan al heteroátomo unido al 
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carbeno. Como consecuencia de la naturaleza electrófila del carbeno la acidez del 

protón en posición alfa aumenta por lo que estos complejos promueven condensaciones 

aldólicas o de tipo Michael. De hecho, se puede considerar el fragmento [M]-C en estos 

complejos como isolobular de un grupo carbonilo. Esta analogía metal de transición-

átomo de oxigeno ha sido propuesta en otros sistemas.36 Los ligandos carbonilo pueden 

experimentar reacciones de sustitución lo que confiere mayor control en la esfera de 

coordinación del metal. Este tipo de complejos promueven reacciones de cicloadición, 

ciclopropanación o benzanulaciones, además de adiciones de aminas y alcoholes. 

Recientemente se han descrito reacciones catalíticas que involucran carbenos de Fischer 

como reactivos,13c así como reacciones fotoquímicas interesantes.37 

 

Figura 12. Reactividad de los carbenos de Fischer. 

Metátesis de olefinas promovida por derivados alquilideno 

La metátesis de olefinas es, con permiso de las reacciones de inserción C-H, la 

aplicación más importante de los carbenos metálicos, como ha sido recientemente 

reconocido por la concesión del premio Nobel de química en 2005.12,23,24 La reacción, 

aunque en origen simple (intercambio de sustituyentes entre dos olefinas), es de una 

gran diversidad sintética dando lugar a ciclaciones, cicloisomerizaciones o polímeros 

dependiendo de los sustituyentes de las olefinas (Figura 13). Los catalizadores más 

eficientes están basados en molibdeno y rutenio aunque se han descrito también para 

otros metales.37 Generalmente, los complejos de molibdeno son más activos que los 

basados en rutenio pero también más sensibles a los grupos funcionales de los sustratos, 

aunque debido a la gran evolución de estos catalizadores existen especies muy activas 

basadas en rutenio y otras bastante tolerantes a los grupos funcionales basadas en 

molibdeno. 
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Figura 13. Metátesis de olefinas, tipos de reacciones y catalizadores. 

La reacción de metátesis de olefinas es un claro ejemplo donde el estudio en 

profundidad de los mecanismos implicados ha permitido el diseño molecular de nuevos 

catalizadores evolucionados más eficientes y selectivos. Fue Chauvin quien propuso por 

primera vez la formación de especies metalaciclobutano como intermedios formados vía 

una reacción de cicloadición [2+2] entre el metal-alquilideno y la #2-olefina coordinada 

al metal.38 En el caso de los catalizadores de tipo Grubbs, y a pesar de ser especies 

insaturadas de 16 electrones, la etapa de iniciación consiste en la descoordinación de un 

ligando para generar la especie activa de 14 electrones. Es muy importante que la 

especie activa sea un intermedio insaturado con dos vacantes coordinativas ya que una 

es necesaria para la coordinación de la olefina y la segunda para que la ciclorreversión 

del metalaciclo sea productiva y no regenere solamente los productos de partida (Figura 

14). 
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Figura 14. Mecanismo para la metátesis de olefinas con los catalizadores de Grubbs. 

El gran desarrollo experimentado por los catalizadores de tipo Grubbs es debido a 

la facilidad de modificación de los ligandos (Figura 15). Una de las modificaciones 

principales consiste en intercambiar una fosfina por un ligando NHC. Aunque en un 

principio se postuló que el mayor efecto trans del carbeno NHC frente a una fosfina 

favorecería la descoordinación de la otra fosfina para generar la especie activa, se 

comprobó que sorprendentemente la etapa de iniciación con los ligandos NHC era más 

lenta. Sin embargo, se comprobó que la etapa de propagación era más rápida con lo que 

la velocidad global aumentaba al intercambiar una fosfina por un carbeno.
40

 Visto que la 

etapa de iniciación consistía en la descoordinación de un ligando, la siguiente 

modificación fue sustituir la segunda fosfina por un ligando más lábil, en este caso un 

grupo éter unido al anillo aromático del alquilideno.
24a,b

 La labilidad del grupo éter 

puede aumentarse añadiendo grupos atractores en posición para.
24c

 La sustitución de 

fosfina por dos ligandos piridina también aumenta la actividad catalítica pero además es 

un complejo de partida útil para posteriores modificaciones.
41

 También se ha 

modificado el ligando bencilideno sustituyéndolo por un grupo indenilideno mucho más 

robusto, así como los ligandos cloruro.
25a,d,42
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Figura 15. Modificaciones de los catalizadores de tipo Grubbs. 

Carbenos N-heterocíclicos como ligandos auxiliares de catalizadores 

Desde el aislamiento por Arduengo y colaboradores de un carbeno N-heterocíclico 

de tipo imidazol,3b el desarrollo y aplicaciones de este tipo de moléculas ha sido 

exponencial.15 Este tipo de ligandos se comportan como ligandos !-dadores típicos, 

aunque recientemente se han estudiado su capacidad para actuar como "-aceptores43 e 

incluso como "-dadores.44 En general, los ligandos NHC son más básicos y más 

voluminosos que las fosfinas lo que unido a la facilidad en su síntesis y la gran 

capacidad de modulación de los sustituyentes, hace que se hayan utilizado como 

sustitutos de éstas, tanto en química estequiométrica como catalítica (Figura 16). 

Además estos derivados se han aplicado con éxito como organocalizadores.45 También 

son capaces de estabilizar homoenolatos46 o incluso enlaces múltiples entre átomos de 

los grupos principales.47 
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Figura 16. Aplicaciones de los carbenos NHC. 

La irrupción de este tipo de ligandos ha revolucionado la catálisis organometálica. 

Su gran capacidad electrodadora favorece la estabilización de intermedios de reacción. 

La fácil modulación de sus sustituyentes permite el diseño a la carta para un tipo de 

catálisis concreta. Se han descrito complejos con ligandos NHC muy variados. Por 

ejemplo, se puede cambiar el tipo de heteroátomo que estabiliza el carbeno, aumentar la 

longitud del ciclo o utilizar heterociclos fusionados (Figura 17a). La coordinación de 

especies de tipo imidazol se puede producir por el carbono-4 lo que se conoce como 

carbenos atípicos en los que aumenta la capacidad electrodadora (Figura 17b).48 

También se han descrito carbenos con átomos de los grupos principales49 o especies 

acíclicas estabilizadas por un solo heteroátomo o incluso por ninguno (Figura 17c,d,e).50 

Los carbenos pueden formar complejos de tipo pinza o puentes entre los que destacan 

los de tipo Jano coordinados a dos metales, con lo que son potencialmente interesantes 

en reacciones tándem (Figura 17f).51 Puesto que los carbenos se estabilizan por cesión 

de densidad electrónica desde un átomo nucleófilo y acabamos de ver que las especies 

NHC son muy nucleófilas, se podría pensar en la estabilización de carbenos por otros 

carbenos. Esta quimera se ha llevado a cabo pudiéndose caracterizar complejos de oro 

con carbenos estabilizados por NHCs conocidos como “carbodicarbenos” (Figura17g).52  
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Figura 17. Diferentes tipos de carbenos NHC. 

Los ligandos NHC no son solo importantes por sus propiedades electrónicas sino 

que la influencia estérica que ejercen es fundamental sobre todo para controlar la 

selectividad de la transformación.53 El efecto estérico de estos ligandos es muy diferente 

al de las fosfinas (Figura 18). Contrariamente a las fosfinas voluminosas donde los 

sustituyentes se disponen de forma cónica, en el ligando NHC los sustituyentes se 

disponen en forma de paraguas protegiendo mas las posiciones axiales del complejo y 

con ello ejerciendo más influencia sobre la especie catalítica. 

 

Figura 18. Comparación del efecto estérico de un carbeno NHC y una fosfina. 

Recientemente, nuestro grupo de investigación ha presentado un catalizador Rh-

NHC capaz de deuterar regioselectivamente las posiciones beta de olefinas aromáticas 

manteniendo intactas tanto las posiciones aromáticas como el átomo de hidrógeno en 

posición alfa (Figura 19).54 El efecto estérico del ligando NHC se ha propuesto como el 

responsable para dicha selectividad. La inserción de la olefina en el ligando deuteruro 

puede dar lugar a dos ligandos alquilo, lineal y ramificado. Para que el intercambio H/D 

sea efectivo es necesario la rotación de este ligando y posterior %-eliminación. Sin esa 
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rotación se regeneraría la olefina de partida. Los sustituyentes del carbeno dificultan en 

mayor medida la rotación del alquilo lineal frente a la rotación del alquilo ramificado 

por lo que se obtiene selectivamente la olefina con la posición beta deuterada.  

 

Figura 19. Deuteración selectiva catalizada por complejos Rh-NHC. 

4 Conclusiones 

La conjunción de carbenos y metales de transición es un excelente tándem para el 

desarrollo de catalizadores eficaces. Las interacciones metal carbeno son muy variadas 

y dependen tanto de los sustituyentes del carbeno, sobre todo si son heteroátomos, como 

de la densidad electrónica y estado de oxidación del metal. La estabilización aportada 

por el metal al carbeno modula la electrofilia del mismo determinando a su vez la 

estabilidad y con ello la actividad catalítica. Este diferente comportamiento convierte a 

los carbenos metálicos en excelentes catalizadores para una miríada de transformaciones 

entre las que se incluyen reacciones de inserción C-H, cicloadiciones, ciclopropanación 

o metátesis de olefinas. La facilidad de modulación tanto de los sustituyentes del 

carbeno como de los ligandos del metal abre nuevas oportunidades de mejora para 

reacciones ya estudiadas y para el descubrimiento de otras nuevas. 
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Abstract 

The geological record of the Pyrenees includes igneous rocks generated in three 
main tectono-magmatic events during the Alpine cycle: Permian (transitional-
alkaline), late Triassic (tholeiitic) and Cretaceous (alkaline) magmatisms. The 
geochemical signature of the mantle involved in the genesis of each of these 
magmatisms suggest a dominant influence of the enrichment related to the 
subduction of oceanic lithosphere during the Variscan orogeny, which is significant 
in the Permian and Triassic magmatisms, whereas the composition of the 
Cretaceous magmatism suggests the upwelling of astenospheric, undepleted mantle 
as the Pyrenean crust was extremely thinned during the opening of the Bay of 
Biscay. These igneous rocks preserve in their geochemical composition some of 
the geochemical modifications added to the upper mantle in previous events 
allowing for a evolutionary study of the lithospheric mantle under the Pyreneean 
structure. The geochemical footprint of each of these tectono-magmatic events can 
be identified in the subsequent magmatisms, supporting the persistence of these 
geochemical anomalies to long periods of time (>200 Ma) and the progressive 
increase of upper mantle heterogeneity  under active areas.  

 

1 Introducción 

 

La cordillera pirenaica, tal como la conocemos en la actualidad es una cadena 

montañosa reciente, desde un punto de vista geológico, ya que su construcción principal 

tuvo lugar desde finales del Cretácico superior hasta inicios del Mioceno (84-24 Ma, 

Capote et al., 2002; Srivastava et al., 1990). Pero su historia es mucho más compleja y 
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se puede afirmar que, realmente, la estructura geológica que vemos y estudiamos 

actualmente son los Pirineos más recientes, en los que podemos encontrar los datos para 

reconstruir, al menos parcialmente, los principales eventos que han intervenido en la 

configuración de los materiales y de la cordillera actual, considerados a escala de 

corteza terrestre y las evidencias de otros “pirineos” anteriores.  

Uno de los principales caracteres geológicos de la cadena pirenaica es su especial 

situación, jalonando de modo aproximado el límite previo a la etapa compresiva alpina, 

entre la placa europea y la microplaca ibérica, configurada como tal durante la orogenia 

Varisca, que alcanzó su clímax al final de la era Paleozoica (hace aproximadamente 300 

Ma). Esta particular situación permite entender porque esta zona ha actuado como una 

zona especialmente activa, no solo desde la configuración de la microplaca ibérica sino 

también con anterioridad, como se puede deducir, entre otros, de los estudios tectónicos, 

petrológicos y geoquímicos. El presente trabajo pretende aproximarse, de modo 

integrado, a la historia y evolución durante el ciclo alpino de este particular contexto 

geológico y del manto terrestre subyacente, a partir de los estudios realizados sobre 

rocas ígneas.  

 

2  Evolución de la microplaca ibérica durante el ciclo alpino. 

 

La actual península ibérica forma parte de una placa litosférica menor (denominada 

microplaca ibérica) individualizada como unidad al final de la orogenia Varisca. Esta 

orogenia, generada por  la colisión entre Laurussia y Gondwana resultó en el cierre del 

espacio oceánico que separaba estas dos masas continentales (océano Rheico) y el 

desarrollo de una estructura orogénica de enormes dimensiones enlazando las masas 

continentales que configuraron Pangea (Matte, 1986, 2001). Esta amalgama de unidades 

litosféricas resultó también en la unión de las diferentes unidades de litosfera 

continental que configuran y encuentran su mejor zona de estudio en el Macizo ibérico 

y que definen una de las estructuras geológicas más características del orógeno varisco 

en el sur de Europa: el arco Ibero-armoricano (Franke, 1989; Matte, 2001). Pero 

también tuvo como consecuencia la subducción de volúmenes muy significativos de 

litosfera oceánica, que pasaron a incorporarse a niveles del manto litosférico profundo 

bajo el orógeno, favoreciendo así el desarrollo de procesos de movilización de 

elementos en fases fluidas y en consecuencia, de modificaciones metasomáticas de los 

niveles de manto litosférico más superficial situados por encima.  
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El cese de los movimientos compresivos Variscos dio paso, durante el Carbonífero 

superior (limite Kasimoviense-Gzheliense, aproximadamente 305 Ma) a un régimen de 

esfuerzos primero transcurrente y posteriormente extensional (Ziegler, 1990; Ziegler y 

Cloetingh, 2004); este cambio marca el inicio de lo que denominamos ciclo alpino. Los 

sistemas de fracturas generados comenzaron a individualizar la microplaca ibérica ya 

durante el final del Paleozoico (Pérmico) e inicio del Mesozoico (Figura 1a). 

Asociado a esta evolución tardiorogénica y al desarrollo de los sistemas de fracturas, se 

produjo vulcanismo en numerosos puntos, tanto en el interior de la microplaca ibérica 

(Sistema Central, Cadena Ibérica) como en su margen norte (área pirenaica), del que 

trataremos en el epígrafe 3.1.  

El contexto netamente distensivo que caracterizó a las etapas iniciales del ciclo 

alpino junto con la existencia de los sistemas de fracturas tardivariscos citados, 

facilitaron el inicio de la apertura de nuevos espacios oceánicos, bordeando la 

microplaca ibérica por el noroeste (proto-atlantico) y por el este (neo-Tethys). Esta 

Figura 1. Reconstrucciones paleogeográficas de la microplaca ibérica durante el 
ciclo alpino, con indicación de la localización de los vulcanismos desarrollados. 
1: áreas continentales emergidas. 2: cuencas continentales. 3: sedimentación en 
cuencas restringidas continentales. 4: sedimentación detrítica de margen 
continental. 5. sedimentación carbonatada de plataforma somera. 6: 
sedimentación mixta de plataforma somera. 7: sedimentación carbonatada de 
plataforma profunda. 7: sedimentación pelágica. Modificado de Vera et al, 2001. 
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situación de fracturación de corteza continental en régimen extensional (rifting), 

permitió la descompresión del manto litosférico (por adelgazamiento de la corteza) 

desencadenando procesos de fusión parcial y la generación, ascenso y emplazamiento 

de magmas en condiciones volcánicas y subvolcánicas durante el Triásico Superior, de 

modo muy destacado en la zona pirenaica (véase epígrafe 3.2), pero también en otras 

áreas, como los márgenes de las actuales Cordilleras Béticas o la Cordillera Ibérica. 

(Figura 1b). A partir del Jurásico Inferior, el inicio de la apertura del Atlántico central y 

posteriormente del Atlántico norte, acaban de delimitar la microplaca ibérica, 

plenamente bordeada por cuencas sedimentarias marinas en el Cretácico Inferior 

(Figuras 1c y 1d).   

El contexto de máxima distensión relacionado con la individualización de Iberia se 

alcanzó en el Cretácico inferior tras la rotación de Iberia durante el Aptiense (125-112 

Ma; Sibuet et al., 2004; Gong et al., 2008), movimiento que se tradujo en la apertura del 

golfo de Vizcaya y en una profundización de la cuenca pirenaica en su sector central y 

occidental. 

Desde el punto de la actividad endógena, esta situación distensiva se expresa por el 

desarrollo de una intensa actividad volcánica e intrusiva que se desarrolló inicialmente 

en la cuenca vasco-cantábrica, pero que afectó posteriormente a sectores más orientales 

(Figuras 1d y 1e), magmatismo que caracterizaremos en el epígrafe 3.3.   

El inicio, en el Cretácico Superior de los movimientos compresivos alpinos, 

relacionados esencialmente en el contexto Ibérico con el movimiento hacia el norte de 

la placa africana respecto a la europea tras la rotación de la microplaca ibérica supuso 

una evolución muy rápida de las cuencas y de los contextos tectónicos. Así, el paso a un 

régimen compresivo condicionó la inversión tectónica de la cuenca pirenaica y el 

desarrollo de las grandes estructuras de cabalgamiento que caracterizan a la cordillera 

actual, que se desarrollaron involucrando progresivamente a niveles más profundos del 

zócalo.   

En este contexto, los pirineos actuales constituyen la macroestructura geológica que 

jalona el límite septentrional de la microplaca ibérica y que, desde el final de la orogenia 

alpina, une solidariamente a Iberia con la placa euroasiática.  Esta sutura se configura 

como un orógeno de colisión continental construido, en su parte superior, por 

apilamiento de unidades cabalgantes y en el cual la litosfera ibérica se introduce por 

debajo de la litosfera europea, tal como se ha podido mostrar a partir de la realización 

de los perfiles de sísmica de reflexión profunda ECORS (ECORS-Pirineos, ECORS-
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Arzacq  y ECORS Golfo de Vizcaya) y más recientemente ESCI (ESCI N1, ESCI N2, 

ESCI N3 y ESCI N4) y MARCONI, realizados en diferentes segmentos de la estructura 

pirenaica, todos ellos como parte de proyectos internacionales o nacionales de 

investigación aplicada.   

El limite meridional actual de la placa ibérica (y por ende, de la placa euroasiática), 

lo constituye el sistema de fracturas de Azores-Gibraltar.    

 

3 Eventos tectono-magmáticos 

  

Tal como hemos indicado en el apartado anterior, la evolución alpina del margen 

norte de la microplaca ibérica va a estar jalonada, en diversos momentos, por el 

desarrollo de actividad ígnea que marca los momentos en los que se alcanzaron las 

condiciones tectónicas distensivas adecuadas, capaces de favorecer el ascenso 

adiabático del manto litosférico al adelgazarse la corteza y que favorecieron el 

desarrollo de procesos de fusión parcial del manto. Estos magmatismos no son por lo 

tanto eventos de actividad puntual, causados por el desarrollo de anomalías térmicas 

profundas, sino que se relacionan, en su origen, con la evolución tectónica de la 

litosfera; de ahí, que para referirnos a estos episodios de actividad empleemos la 

denominación de eventos tectono-magmáticos, ya que ambos factores están 

íntimamente relacionados. Por otra parte, la composición de los productos emitidos va a 

reflejar la composición y la situación relativa de la zona fuente y nos va a permitir 

reconstruir la evolución del manto en el entorno geológico considerado, que es el 

principal objetivo de este trabajo. Tal como hemos esbozado previamente, los 

magmatismos alpinos en los pirineos se desarrollan en tres momentos concretos. 

-en el Pérmico, momento en el que el cambio de régimen de esfuerzos relacionado 

con el fin del ciclo varisco y el inicio del ciclo alpino, está marcado por un cambio en el 

tipo de magmatismo. 

- en el Triásico superior, asociado al inicio de la oceanización (rifting) del golfo de 

Vizcaya y el Atlántico norte. Este magmatismo es el que presenta un mayor desarrollo 

en número de afloramientos. 

- en el Cretácico, asociado a la máxima distensión previa a los movimientos 

compresivos y a la rotación de la microplaca ibérica. Es este caso, se observa una 

variación temporal en el magmatismo, ya que la actividad más temprana (final del 
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Cretácico inferior) se sitúa en el extremo occidental (cuenca vasco-cantábrica) en tanto 

que los afloramientos más orientales tienen una edad más reciente (Cretácico superior). 

La localización de los afloramientos de rocas ígneas generadas en cada uno de estos 

momentos se indica en la Figura 2.   

   

Figura 2. Localización de los afloramientos de rocas ígneas alpinas en los Pirineos 

 

3.1  El magmatismo tardivarisco en los Pirineos 

 

El final de los eventos relacionados con la orogenia Varisca en el área pirenaica y 

que marcan el inicio del ciclo Alpino estuvo marcado por dos caracteres muy 

significativos (Lago et al, 2004): 

 - respecto a la tectónica, el cambio de régimen de esfuerzos, que provocó un 

progresivo adelgazamiento de la corteza engrosada previamente. 

 - respecto al magmatismo, un cambio en la química de los magmas generados. 

El inicio del ciclo alpino está marcado por una profundización de la fuente de los 

magmas, que adquieren rasgos propios de los magmas alcalinos, si bien mantienen 

algunos de los rasgos propios del magmatismo calco-alcalino sin-orogénico, indicando 

una cierta herencia petrológica y composicional.  

Ambos rasgos permiten afirmar que el cambio de ciclo tectónico no resulto 

simplemente del cese de la actividad orogénica, sino también del inicio de las 

características propias del ciclo siguiente, teniendo por lo tanto un carácter 

marcadamente transicional.  
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La fase de colapso extensional de la orogenia Varisca, tras el cese de los esfuerzos 

compresivos tuvo lugar desde el Carbonífero final (Gzheliense) al Pérmico inferior y se 

caracterizó por  la implantación de un régimen de esfuerzos tangenciales que se tradujo 

en el desarrollo de sistemas de fracturas transcurrentes y sus fracturas de Riedel 

secundarias asociadas; estas fracturas controlaron el desarrollo de cuencas sedimentarias 

alargadas pero relativamente estrechas, fuertemente subsidentes ya que estaban 

limitadas esencialmente por sistemas de fracturas activos y con morfología 

compartimentada, con varias zonas subsidentes (subcuencas) separadas por umbrales 

elevados (Gisbert, 1981; Figura 3). Estas cuencas, presentan registros sedimentarios 

variablemente completos, bien por erosión o ausencia de relleno; en la cuenca del Cadí, 

en los pirineos orientales, el registro es bastante completo y permitió establecer tanto 

una secuencia tipo como el modelo general de cuenca, que se encuentran representados 

de modo parcial en otros sectores pirenaicos. En el caso de la cuenca del Cadí (Gisbert 

1981, 1984; Valero y Gisbert, 2004), los niveles inferiores de relleno de la cuenca 

corresponden a rocas sedimentarias detríticas y en menor proporción carbonatadas, con 

intercalaciones de materiales volcánicos (rocas masivas andesíticas a riolíticas, rocas 

piroclásticas -tobas, ignimbritas, aglomerados). El material de origen volcánico es 

también un componente significativo de las rocas sedimentarias presentes.   

 Tal como fue propuesto por  Bixel (1984,1988) y Martí (1986), todas estas rocas 

volcánicas asociadas a las unidades sedimentarias inferiores de relleno de las cuencas 

(Unidades Gris, de Tránsito y Roja Inferior de Gisbert, 1981), representan al primer 

ciclo tectono-magmatico de volcanismo tardivarisco. Dentro de este primer ciclo, se 

pueden identificar al menos tres episodios magmáticos, claramente diferenciables en el 

complejo del Midi d´Ossau (Episodio I) y en la Sierra del Cadí (Episodios I, II y III; 

Bixel, 1984), con diferentes caracteres petrológicos, dominando las composiciones 

riolíticas y dacíticas en los tres episodios, con caracteres propios de volcanismo 

explosivo (ignimbritas y otras rocas piroclásticas) en el episodio II y en menor 

proporción andesitas (fases finales del episodio I). Todas las rocas emitidas en  este 

ciclo son de naturaleza calco-alcalina y representan las emisiones al exterior de las 

cámaras magmáticas emplazadas en la corteza en este contexto transcurrente. Algunas 

de estas cámaras terminaron consolidando en profundidad y se configuran los como 

grandes macizos plutónicos que actualmente resultan expuestos por erosión en la zona 

axial pirenaica.  
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Pero la actividad sedimentaria y volcánica en estas cuencas no se interrumpió a 

terminar este primer ciclo. El segundo ciclo  magmático propuesto por Bixel 

(1984,1988), es el primero que muestra caracteres propios de la evolución alpina. Se 

caracteriza por desarrollarse bajo un régimen transtensivo a claramente extensional y se 

divide a su vez en dos eventos de naturaleza diferente: 

‐ Un evento de edad Pérmico inferior-medio con actividad 

subvolcánica-volcánica (Galé, 2005), formado por lavas traquiandesíticas 

con carácter transicional o débilmente alcalino que está representado en dos 

áreas de afloramiento: el dique de San Salvador, cerca de La Seu d´Urgell, y 

en la cuenca del Anayet (zonas de Aguas Tuertas y pico de Anayet). Este 

evento corresponde al Episodio IV de Bixel (1984).   

‐ Un evento poco posterior, de edad probable Pérmico medio, 

caracterizado por actividad volcánica y subvolcánica con magmas de 

composición basáltica y afinidad alcalina (Galé, 2005; Lasheras, 1998). Este 

episodio magmático (episodio V de Bixel, 1984,1988) está representado por 

los sills basálticos del área del Anayet y por los sills basálticos y diques 

doleríticos aflorantes en el macizo de Cinco Villas (áreas de Larrún, 

Ibantelli, Mendaur, Yanci y Aranaz, Pirineo Navarro).  

Figura 3. Estructura y secuencia de relleno volcano-sedimentario de las 

cuencas tardivariscas pirenaicas (modificado de Gisbert, 1981). 
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Los afloramientos actuales de rocas formadas en estos dos eventos magmáticos 

(Figura 2) forman parte del relleno de cuencas sedimentarias que ya fueron activas y 

rellenadas parcialmente durante el primer ciclo. Los mismos sistemas de fracturas que 

permitieron el desarrollo, subsidencia y alimentación de conductos volcánicos durante 

el final del Carbonífero, siguieron siendo activos durante el Pérmico e incluso 

posteriormente.  

 

 Evento Pérmico inferior-medio (Episodio IV) 

 

Tal como hemos indicado, las rocas desarrolladas durante este evento corresponden 

esencialmente a rocas andesíticas con textura traquítica, caracterizadas por el 

predominio de la plagioclasa como microcristales y microfenocristales, con 

proporciones subordinadas de clinopiroxeno y minerales opacos y apatito como mineral 

accesorio. En general, presentan una intensa alteración que afecta especialmente al 

piroxeno, transformado de modo habitual a clorita. Desde el punto de vista del 

emplazamiento, las intrusiones en el sector del Anayet (en forma de lacolito y sills 

asociados) y de Oza (un solo sill, que alcanza los 40 m de espesor) se intercalan entre 

los niveles inferiores de la Unidad Roja Superior (URS, Gisbert, 1981), lo que permite 

situar la edad de estas intrusiones próxima al límite pérmico inferior-medio (limite 

Cisuraliense-Guadalupiense). La intrusión que representa a este magmatismo en la 

sierra del Cadí (dique de San Salvador) presenta relaciones de contacto poco claras: 

intruye a la serie carbonífero-pérmica e incluso a la URS, pero no se pueden apreciar, 

por erosión, las relaciones de contacto con los niveles suprayacentes. Dado que al 

menos es posterior a la base de la URS y que además su composición y su petrología 

son equiparables a las de las rocas descritas en el sector central (Anayet-Oza), se 

considera como representativo del mismo evento magmático.   

 

Evento Pérmico medio (Episodio V) 

 

Las rocas ígneas que se generaron durante este evento se presentan emplazadas bien 

como sills de espesor variable (desde ligeramente inferior a 1 m., hasta 110 m.) 

intercalados en los niveles medios y superiores de la URS, tanto en el sector central 

(Anayet), como en el occidental (Pirineo Navarro) o bien como diques, emplazados 

cortando a las series del  Devónico y Carbonífero Inferior, en el sector occidental 
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(Pirineo Navarro).  En ambas modalidades de emplazamiento la composición general es 

basáltica, si bien la textura es diferente; en los sills, la textura es porfídica, con 

fenocristales de plagioclasa y clinopiroxeno, correspondiendo petrológicamente a 

basaltos, mientras que en los diques, la textura es subofítica a intergranular, de modo 

que se clasifican como doleritas. En ambos casos, la plagioclasa es el mineral 

predominante, junto con clinopiroxeno titanado, lo que indica una composición de tipo 

alcalino, carácter que está apoyado también por la presencia de olivino en los basaltos 

del sector occidental (Pirineo Navarro), si bien este mineral se presenta siempre 

transformado a otros minerales como consecuencia de procesos de alteración, siendo 

reconocible solo como seudomorfos. Los minerales opacos (esencialmente magnetita) 

completan la asociación mineral primaria en estas rocas. Cabe reseñar que, según los 

datos paleogeográficos y paleomagnéticos, el sector occidental (Pirineo navarro), 

actualmente en continuidad estructural con el resto de la cadena alpina, formó parte del 

margen sur de la placa europea (Larrasoaña et al, 2003), mientras que el sector central 

se situaba en el margen norte de la microplaca ibérica. Esta situación se mantuvo hasta 

la etapa de colisión alpina y permite explicar las diferencias de detalle en la 

composición de las rocas pérmicas en estos dos sectores mucho más distantes 

originalmente que en la actualidad.  

 

Geoquímica de los eventos pérmicos 

Desde el punto de vista de la composición química en elementos mayores, la 

proyección de las composiciones de ambos episodios magmáticos Pérmicos en el 

diagrama Total de Álcalis-Sílice (TAS, Fig. 4), comparada con la de los episodios 

anteriores (I a III, que componen el primer ciclo tectono-magmático, tardivarisco), 

permite indicar varios caracteres relevantes.  

En primer lugar, resulta patente  la marcada diferencia entre las rocas del episodio IV y 

las del episodio V, si bien ambos grupos de muestras definen tendencias paralelas.  En 

ambos casos, las composiciones menos evolucionadas se sitúan cerca del límite entre las 

composiciones subalcalinas (calcoalcalinas en este caso) y alcalinas y evolucionan hacia 

el campo alcalino.  
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Las composiciones del episodio IV son coincidentes con las más alcalinas del 

volcanismo del Pérmico inferior (episodios I a III), indicando una cierta relación 

composicional, si bien la petrología y la química mineral permiten diferenciar ambos 

grupos. En cuanto a la composición en elementos traza (Figura 5), los episodios IV y V 

son también claramente diferenciables entre si y respecto al magmatismo calcoalcalino 

previo (Ep. I a III). Estas diferencias son especialmente relevantes en cuanto a los 

valores en elementos litófilos (Rb, Ba, K) y otros de alto radio iónico (Th, U) asociados 

típicamente a la participación de componentes relacionados con la corteza en la génesis 

de los magmas y a la presencia de una anomalía negativa en el par Nb-Ta, que 

típicamente se asocia a contextos de subducción. El magmatismo calcoalcalino 

orogénico (Ep. I a III) muestra un marcado enriquecimiento en Rb, Ba, K, Th y U. Estos 

dos últimos elementos siguen presentando valores elevados en  el magmatismo de 

carácter transicional (Ep. IV), que también presenta valores elevados para los elementos 

ligeros del grupo de las tierras raras (La-Eu). 

 Por el contrario, el magmatismo basáltico del Ep. V presenta valores mucho menores 

para los elementos litófilos y no presenta anomalía negativa en Nb-Ta, sino en K y Rb, 

Figura 4. Composición geoquímica en elementos mayores de los 
magmatismos pérmicos en el diagrama TAS. Datos composicionales 
empleados de Cabanis y Le Fur-Balouet (1989) y Galé (2005). 
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junto con valores elevados en los elementos más pesados de la derecha del diagrama. 

 

La composición de estos magmatismos, en cuanto a los valores de las relaciones 

isotópicas de Sr y Nd (Figura 6), nos permite hacer inferencias más claras respecto a las 

fuentes implicadas en su génesis. El volcanismo del primer ciclo, calcoalcalino, se 

proyecta en el cuadrante inferior derecho, mostrando composiciones isotópicas muy 

radiogénicas: valores elevados de la relación 87Sr/86Sr -muy superiores al de UR- y 

bajos para 143Nd/144Nd -inferiores a CHUR-. Este tipo de composiciones isotópicas se 

relacionan con fuentes magmáticas con un elevado tiempo de residencia en la corteza, 

es decir son indicativas de procesos de generación que implican la incorporación de 

fundidos generados en la corteza, bien de modo directo o mediante mezcla entre 

componentes de derivación cortical y otros de origen profundo (manto 

metasomatizado), hipótesis que parece probable dada la elevada dispersión de los 

valores de 87Sr/86Sr, típica de procesos con participación variable de componentes. En 

contraste, las composiciones de los magmatismos del pérmico inferior-medio 

(transicional y alcalino),  son algo menos radiogénicas y se aproximan a las 

composiciones propias de mantos de tipo enriquecido (EM1 o EM2), indicando una 

participación clara de niveles del manto en la generación de los magmas; además, ese 

carácter de modificación de la composición del manto (“enriquecimiento”), se sitúa en 

una composición intermedia entre los campos de EM y del magmatismo calcoalcalino 

Figura 5. Diagrama multielemental normalizado para las composiciones de los 
magmatismos pérmicos.  Datos composicionales empleados de Cabanis y Le 
Fur-Balouet (1989) y Galé (2005). 
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previo, de modo que se puede afirmar que el proceso de enriquecimiento del manto está 

relacionado con el metasomatismo generado por el evento previo.  

 

 

3.2 Magmatismo Triásico 

 

La corteza en el área pirenaica resulto considerablemente adelgazada como 

consecuencia de la actividad tectónica transcurrente y posteriormente extensional que 

caracterizó al inicio del ciclo alpino. El inicio de los movimientos de apertura de nuevos 

espacios oceánicos al final del Triásico, facilitó el desarrollo de procesos de fusión 

parcial del manto litosférico, generando diferentes tipos de magmas. En el caso del 

margen pirenaico, el magmatismo desarrollado en este momento son las rocas de 

composición basáltica y textura dolerítica, denominadas en la literatura clásica como 

“ofitas”. Su afinidad, definida tanto a partir de su petrología como de la composición 

geoquímica es claramente toleítica, lo que permite indicar que los magmas se generaron 

a partir de niveles relativamente altos del manto litosférico y con una tasa de fusión 

elevada. Esta es una característica claramente diferencial, ya que en otros sectores, los 

Figura 6. Composición isotópica de Sr y Nd de los magmatismos pérmicos. Se 
indican los valores de referencia para ambos sistemas isotópicos (UR, Uniform 
Reservoir y CHUR, Chondritic Uniform Reservoir), así como los campos 
definidos por composiciones reales representativas de los distintos tipos de 
reservorios o fuentes mantélicas definidas por Zindler y Hart (1986): EM 
(Enriched mantle) de tipos 1 y 2, PREMA (Prevalent Mantle), HIMU (High µ) y 

MORB (Mid Oceanic Ridge Basalt) de tipo Atlántico. Datos composicionales 
empleados de Innocent et al (1994), Galé (2005) y Lago et al (2004). 
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magmatismos desarrollados en igual edad tienen una afinidad diferente; así, son 

comunes las rocas basálticas de afinidad alcalina relacionadas con la apertura del Neo-

Tethys, aflorantes, p.e. en el margen este pirenaico (Corbiéres), el área del Moncayo, el 

sur de Tarragona y la Sierra de Tramuntana en Mallorca; también alcalinas son las rocas 

ígneas intercaladas en la serie del Triásico superior relacionadas con el rifting de la 

cuenca Ibérica, emplazadas en varios sectores del sur-sureste de la provincia de Teruel. 

En todos estos casos,  el carácter alcalino de estos magmatismos sugiere un origen a 

partir de magmas generados con tasas de fusión bajas y en principio a partir de niveles 

más profundos, esquema compatible con un contexto de adelgazamiento previo de la 

corteza menor en estos sectores que en la zona pirenaica.  

 El magmatismo toleítico pirenaico (doleritas), estudiado en conjunto por Lago 

(1980), presenta una extensión amplia (Figura 2) desde el sector oriental (Tremp) al 

occidental (Santander) y también se identifican numerosos afloramientos en el margen 

norte pirenaico (Francia). La morfología de afloramiento es bastante común, en forma 

de sills, con longitud variable, desde la escala kilométrica a la decamétrica, que se 

encuentran interestratificados dentro de los sedimentos evaporíticos del Triásico 

superior (Facies Keuper), sobre los que la intrusión de magmas generó un 

metamorfismo de contacto de grado débil (Amigó et al., 1987). El modelo de 

emplazamiento propuesto implica una inyección lateral del magma a partir de los 

conductos, produciéndose el emplazamiento a favor de la interfase entre los sedimentos 

(arcillas y margas) poco compactados, plásticos, de la Facies Keuper y los niveles 

inferiores, ya algo litificados. La actuación posterior de esfuerzos compresivos y 

procesos halocinéticos determinan una fragmentación de los sills en cuerpos aislados 

con modificación de los contactos iniciales, fragmentación que por otra parte facilitó el 

desarrollo de alteraciones secundarias a favor de planos de fracturas. 

En las áreas mejor conservadas para su estudio -Aulet (Lago y Pocovi, 1980), 

Estopiñán-Camporrells (Lago y Pocovi, 1982) y El Grado (Lago et al., 2000) en la 

provincia de Huesca y en diversos sectores de Santander (Lago y Pocovi, 1984)-, los 

sills doleríticos presentan a su techo estructuras de fluidalidad (formas almohadilladas y 

otras helicoidales) debidas a la movilidad del magma a favor del plano de contacto entre 

los sedimentos plásticos (arcillas y margas), poco consolidados, de la Facies Keuper 

encajante. En la base, son frecuentes las estructuras de carga. El control estratigráfico 

marca una edad de emplazamiento en el límite del Trías superior, pre-Lías inferior, 
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corroborada por datación absoluta en zircón (199±2 M.a., Limite Triásico- Jurásico; 

Rossi et al, 2003). 

Además de la morfología de emplazamiento indicada, es característico en este 

magmatismo el desarrollo de una estructura petrológica con tres tipos de facies:  

- el borde enfriado, con desarrollo centimétrico, caracterizado por una textura de 

grano fino,  que pasa gradual y rápidamente a la facies central 

- facies central (textura ofítica típica) con progresivo aumento en tamaño de 

grano hacia el interior del afloramiento.  

- aislados filones pegmatoides donde los cristales de piroxeno y plagioclasa 

pueden alcanzar dimensiones de hasta 7 centímetros con entrecruzamiento mutuo. 

Desde el punto de vista de la petrología, su composición es considerablemente 

homogénea en los distintos afloramientos considerados (Azambre et al., 1987; Lago et 

al., 2000). La asociación mineral es de 2-5% olivino (siempre alterado a clorita o talco), 

35-55% plagioclasa cálcica, 30-45% piroxeno (augita cálcica y pigeonita características 

y ortopiroxeno ocasional) siendo minoritarios el anfíbol (ferroedenita), la biotita, el 

feldespato potásico, el cuarzo y los opacos (magnetita e ilmenita). Los sulfuros son 

accesorios. En las facies micropegmatíticas (líquido más diferenciado y sin olivino) 

destacan la plagioclasa sódica y los piroxenos enriquecidos en Fe así como una mayor 

proporción de feldespato potásico, cuarzo, anfíbol, biotita y opacos (ilmenita) y son 

excepcionales los silicatos de circonio y con tierras raras. En casos aislados se observan 

facies de cumulado con más del 10% de olivino y una proporción más alta a la habitual 

de orto- y clinopiroxeno (Azambre et al., 1987).  

Su composición química confirma la afinidad toleítica y su escasa variación 

composicional (Figura 7), además de su clara distinción respecto a los vulcanismos 

anteriores en el área; los magmas experimentaron una pequeña diferenciación por 

cristalización fraccionada, solo destacable en el caso de los escasos cumulados o en los 

pegmatoides. Sus pautas de elementos traza muestran valores relativamente bajos en 

todo el espectro de elementos (Figura 8), como es característico de los magmas 

generados en el manto con tasas de fusión elevadas.  
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Resulta relevante que algunas de las muestras presentan anomalía positiva en K y 

negativa en U, junto con valores relativamente elevados en Rb y Ba, lo que indica que la 

fusión afectó a niveles de manto modificados por los eventos previos, posiblemente 

fundiendo fases que no fueron incorporadas en el magmatismo alcalino pérmico. Esta 

herencia composicional respecto a magmatismos previos es claramente patente cuando 

se consideran las composiciones isotópicas de Sr y Nd (Figura 9); pese a la diferente 

tasa de fusión y la clara diferencia composicional, el vulcanismo toleítico presenta 

composiciones similares a las que ya se observaban para el magmatismo pérmico (se 

Figura 7. Composición geoquímica en elementos mayores del  magmatismo triásico 
en el diagrama TAS. Datos composicionales empleados de Alibert (1985), Curnelle 
y Cabanis (1989), Béziat et al  (1991), Demant y Morata (1996) y Lago et al (2000). 

Figura 8. Diagrama multielemental normalizado para composiciones representativas 
del magmatismo toleítico triásico de los pirineos.  Datos composicionales empleados 

de Lago et al (2000). 
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proyectan dentro del campo definido por las rocas pérmicas), lo cual sugiere que el 

manto afectado en ambos procesos de fusión pudo haber tenido características similares 

e incluso corresponder a niveles equivalentes. Cabe destacar, no obstante, que resulta 

inusual que un magmatismo toleítico presente composiciones propias de un manto 

enriquecido. Las rocas toleíticas emitidas en la actualidad en zonas de dorsal oceánica 

(p.e. MORB Atlántico), derivadas de mantos no enriquecidos, muestran composiciones 

isotópicas claramente diferentes, empobrecidas en los componentes radiogénicos, como 

se puede observar en la Figura 9. 

 

3.3  Actividad Cretácica 

 

El magmatismo de edad cretácica de los Pirineos y áreas próximas (incluimos los 

afloramientos de rocas de igual edad y afinidad situados en la provincia de Gerona, 

aunque en un sentido geológico estricto se sitúan en el extremo norte de la Cadena 

Costera Catalana), es uno de los marcadores más relevantes de las condiciones de 

distensión y transtensión que se produjeron en el margen septentrional de Iberia como 

consecuencia de la rotación de la microplaca ibérica y la apertura del Golfo de Vizcaya 

(Rossy et al 1992, Cabanis y Le Fur-Balouet, 1990). Los sectores relevantes de 

afloramiento (Figura 2; Azambre et al, 1992) corresponden a: la cuenca Vasco-

Cantábrica, los pirineos centrales (donde aparte de algunos afloramientos menores se 

han descrito rocas ígneas cretácicas en registros de sondeo en Pau-Tarbes y Sant 

Figura 9. Composición isotópica de Sr y Nd del magmatismo toleítico pirenaico. 
Referencias igual que en la Figura 6. Datos composicionales empleados de Alibert 

(1985) 
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Gaudens), el área de Corbières-Fitou (en el extremo oriental, entre Narbonne y 

Perpignan) y finalmente en el extremo norte de la Cadena Costera Catalana (macizo del 

Montseny  y zonas costeras próximas a Sant Feliu de Guixols, Begur y Calella de 

Palafrugell; Ubide et al, 2008).  

Las rocas ígneas generadas en relación a este evento extensional son todas ellas de 

naturaleza alcalina, pero en detalle, son considerablemente variadas. Así, los 

afloramientos en el sector occidental (cuenca Vasco-cantábrica), presentan tanto 

variedades extrusivas (basaltos y rocas traquitoides) como intrusivas (gabros y escasos 

monzogabros, algunos de ellos con carácter cumulativo). Hacia los sectores central y 

oriental el predominio corresponde a las variedades intrusivas que, de modo general 

presentan desarrollo filoniano (diferentes tipos de lamprófidos -camptonitas de modo 

común, pero también monchiquitas y sannaitas-) o en pequeños stocks (sienitas 

nefelínicas y gabros anfibólicos).  

El vulcanismo de la cuenca vasco-cantábrica (Castañares et al, 2001; Castañares y 

Robles, 2004 y sus referencias) es la manifestación mayor en volumen y también la que 

permite un estudio más detallado de las relaciones entre las diferentes unidades 

volcánicas y sedimentarias en la provincia alcalina cretácica de los pirineos. Las 

unidades volcánicas presentan un desarrollo de diferentes facies, relacionadas con la 

existencia de conductos de alimentación que extruyeron el magma en diferentes partes 

del talud generado por la actividad tectónica (Figura 10), siendo más activas las zonas 

con desarrollo de pillow lavas. Dado que las emisiones se produjeron en un medio 

sedimentario marino y se intercalaron entre materiales sedimentarios que han podido ser 

datados mediante métodos bioestratigráficos, la edad de este magmatismo se ha podido 

delimitar con precisión, abarcando desde el Albiense superior al Santoniense inferior 

(102-85 Ma.), así como establecer el carácter discontinuo del magmatismo, 

comprendiendo diversos episodios de actividad.   

En las unidades intrusivas del extremo oriental (Corbières y Cadena Costera 

Catalana), las edades obtenidas para este magmatismo cubren un intervalo similar, si 

bien parecen reflejar una actividad que se desarrolla de modo algo más tardío, tanto en 

su inicio como en su finalización. Así, Montigny et al (1986), obtienen edades entre 

95,5 - 89 Ma. para las rocas de Corbières, en tanto que las rocas de la Cadena Costera 

Catalana presentan edades algo más recientes, en el intervalo 80,5 a 69 Ma. (Solé et al, 

2003). Actualmente estas dataciones están siendo revisadas y completadas por nuestro 

grupo de investigación, dentro de la Tesis Doctoral de T. Ubide.  
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 Figura 10. Modelo de emplazamiento de las rocas volcánicas cretácicas en uno 
de los márgenes de la cuenca vasco-cantábrica. La zona de mayor productividad, 
con desarrollo de cámaras de mayor continuidad se sitúa en las proximidades de la 
zona de fractura, donde se produce una intensa acumulación de lavas 
almohadilladas (pillow lavas). Modificado de Castañares et al, (2001). 

Desde el punto de vista petrológico, las rocas intrusivas más básicas generadas por 

este magmatismo (gabros y lamprófidos) presentan características netamente distintas 

de las que se pueden identificar en las rocas de eventos anteriores. El carácter porfiroide 

a claramente porfídico es apreciable en buena parte de los casos y está condicionado por 

la presencia de núcleos cristalinos de anfíbol (kaersutita) y clinopiroxeno variablemente 

titanado, relativamente homogéneos y de gran tamaño que se presentan parcialmente 

reabsorbidos y posteriormente recrecidos.  

Este carácter parece indicar  (Ubide et al, 2011) el desarrollo de eventos de fusión e 

infiltración del manto superior por fundidos previos, en ocasiones más diferenciados 

que los que finalmente incluyen a los cristales y la extracción posterior de los magmas a 

través de los mismos conductos, durante episodios de recarga o inyección en niveles 

superiores, produciéndose la reabsorción y posterior recrecimiento de dichos  cristales. 

Por otra parte, es muy relevante el desarrollo de estructuras de emplazamiento en los 

sills de lamprófidos camptoniticos, encajados en rocas graníticas; la estructura general 

muestra el desarrollo de bordes enfriados, tanto a la base como al techo, laminaciones a 

la base, desarrollo de niveles de vesiculación (con vesículas rellenas de calcita) y 

acumulación gravitatoria de los fenocristales hacia la base, caracteres que definen una 

estructuración compleja con influencia en la composición de cada una de las unidades 
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(Ubide et al, 2012). Todos estos caracteres permiten interpretar unas condiciones de 

emplazamiento con una reducida carga litostática, sobre un encajante a baja temperatura 

y con desarrollo de una inyección lateral forzada, que aprovecha las discontinuidades 

previas del encajante.    

La composición geoquímica de las rocas indica claramente una composición de tipo 

alcalino, cubriendo un amplísimo rango de variación (Figura 11), como es esperable en 

magmas generados durante un amplio intervalo temporal y en áreas distantes entre si, 

desde términos fuertemente subsaturados en sílice hasta términos peralcalinos (total de 

álcalis: 14%). No obstante, cada una de las tres áreas de afloramientos presenta un rango 

de variación composicional de similar amplitud y además las composiciones se 

superponen según una pauta común, lo que es indicativo de una similitud en el proceso 

y en las fuentes de los magmas generados.  

 

Las pautas de elementos traza normalizados (Figura 12) muestran los caracteres 

típicos de un magmatismo alcalino generado por fusión del manto, con 

enriquecimientos muy significativos en algunos elementos fuertemente incompatibles o 

móviles, relacionados con su generación a partir de procesos con baja tasa de fusión. 

Debe destacarse que las composiciones en elementos traza de las rocas representadas 

son considerablemente homogéneas, pese a incluir materiales de edades y localizaciones 

muy diferentes, lo que nos indica que el proceso de fusión responsable de este 

Figura 11. Composición geoquímica en elementos mayores del  magmatismo 
cretácico pirenaico en el diagrama TAS. Datos composicionales empleados de 
Cabanis y Le Fur-Balouet, (1990).Se han indicado, como referencia, los campos 
de proyección de las composiciones de los magmatismos triásicos pirenaicos. 
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magmatismo se desarrollo en condiciones similares en toda el área considerada. 

 

Las composiciones isotópicas, en contraste (Figura 13), muestran una moderada 

dispersión, especialmente en cuanto a la relación isotópica de Sr, carácter que parece 

sugerir una cierta heterogeneidad de la fuente, aunque también puede ser consecuencia 

de otros procesos, como una variable interacción con los materiales encajantes, tal como 

proponen Rossy et al (1992); en cualquier caso se aprecia un desplazamiento hacia 

composiciones menos enriquecidas y con un menor carácter radiogénico. 

 

 

 

Figura 12. Diagrama multielemental normalizado para composiciones 
representativas del magmatismo alcalino cretácico de los pirineos. Datos 
composicionales empleados de Cabanis y Le Fur-Balouet (1990). 

Figura 13. Composición isotópica de Sr y Nd del magmatismo toleítico 
pirenaico. Iguales referencias que en la Figura 6. Datos composicionales 
empleados de Rossy et al (1992). 
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4  Evolución del manto bajo los pirineos durante el ciclo alpino. 

 

El desarrollo de la orogenia varisca (como evento inmediatamente anterior al ciclo 

alpino), implicó la colisión de grandes masas continentales y la subducción de 

importantes segmentos de litosfera oceánica. Los efectos de esta subducción son poco 

conocidos en general y especialmente en el entorno de los pirineos, puesto que 

solamente podemos deducirlos de modo indirecto. Uno de los principales argumentos 

que permiten identificar este proceso se relaciona con los caracteres del vulcanismo 

tardivarisco de los Pirineos.  

Las secuencias vulcano-sedimentarias  que rellenan inicialmente las cuencas 

carbonífero-pérmicas del pirineo –y que hemos denominado Ciclo I, siguiendo la 

terminología de Bixel (1984) presentan características propias del magmatismo 

asociado a zonas de subducción, con desarrollo de un magmatismo calcoalcalino 

andesítico acompañado de emisiones riolíticas y actividad explosiva de tipo pliniano, 

evidenciada en el desarrollo de niveles ignimbríticos (Gisbert, 1981; Martí, 1986).  

Además, la composición en elementos traza de las rocas generadas durante  este primer 

ciclo, con valores elevados del grupo Rb-K, anomalía negativa del par Nb-Ta, valores 

bajos de Sr y Ti y valores marcadamente radiogénicos para las relaciones isotópicas del 

Sr y del Nd son todos ellos característicos de contextos de subducción; en el caso de los 

pirineos, el cierre completo del espacio oceánico previo provocó, adicionalmente, un 

sobreengrosamiento de la corteza continental que facilitó el desarrollo de procesos de 

fusión parcial de corteza (anatexia), posiblemente concomitantes con el clímax térmico 

del metamorfismo varisco en los pirineos (305±5 Ma, Vielzeuf, 1996) y favorecidos 

también por la intrusión de magmas básicos subalcalinos, generados en el manto 

litosférico, a los niveles inferiores de la corteza o a las zonas de interfase manto-corteza 

(Arranz, 1997).  

Estos caracteres desarrollados durante la orogenia Varisca resultaron el punto de 

partida al inicio del ciclo alpino. Así el primer magmatismo que se puede considerar ya 

propiamente alpino, de carácter transicional (episodio IV), preserva algunos de los 

caracteres propios del evento anterior (valores altos de Th y U, anomalía de Nb-Ta pero 

por otra parte muestra caracteres propios de la fusión de un manto litosférico 

relativamente enriquecido por procesos metasomáticos, con valores elevados en 

elementos muy incompatibles, como son todos los elementos del grupo de las tierras 
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raras ligeras y medias (La-Eu).  Estos caracteres permiten sugerir la posible interacción 

de los magmas generados en el manto, con magmas residuales de origen cortical, 

generados previamente y que no hubieran consolidado completamente, lo que permitiría 

justificar el carácter intermedio (transicional), de este magmatismo. 

Durante el pérmico, tal como hemos descrito, el contexto tectónico evolucionó 

hacia condiciones más extensionales y las rocas ígneas generadas en el pérmico medio 

(Episodio V) presentan un carácter alcalino definido, pero no extremo. Este carácter 

alcalino debería llevar asociado valores elevados en elementos incompatibles (véase por 

ejemplo el diagrama de pautas de elementos traza para el volcanismo cretácico en la 

figura 12), situación que no se produce, lo que sugiere que los magmas se generaron a 

partir de un volumen de manto afectado por modificaciones de composición 

(metasomatizado) y en la que posiblemente la fusión parcial se produjo en condiciones 

de equilibrio con minerales residuales capaces de retener algunos elementos, como el 

Rb y el K, que aparecen empobrecidos pero incluyendo como fases en fusión otro 

mineral capaz de liberar otros elementos más compatibles, como el Ti y las tierras raras 

pesadas. Considerando las relaciones isotópicas de este magmatismo alcalino pérmico, 

la fuente presenta caracteres propios de un manto enriquecido, metasomatizado, en el 

que es frecuente la presencia de fases minerales hidratadas (Lago et al., 2004).  

El magmatismo toleítico triásico, presenta un carácter claramente subalcalino y una 

gran homogeneidad de composición a todos los niveles (elementos mayores, traza e 

isótopos radiogénicos). Sus contenidos en elementos traza son considerablemente bajos 

y coherentes con lo esperable en magmas toleíticos de naturaleza basáltica, generados 

en relación con procesos con mayor tasa de fusión que en el caso de los magmas 

alcalinos. No obstante, la fuente magmática es isotópicamente muy similar a la que ya 

presentaba el magmatismo alcalino pérmico y, como ya hemos destacado anteriormente, 

presenta un carácter enriquecido, con algunas anomalías positivas de composición en 

elementos alcalinos y alcalinotérreos, situación infrecuente en magmatismos toleíticos.  

Finalmente, el magmatismo cretácico presenta caracteres propios de un 

magmatismo con baja tasa de fusión, con valores muy elevados en elementos 

incompatibles y con una composición isotópica menos radiogénica que la identificada 

en los casos anteriores, sugiriendo una generación a partir de una fuente de manto 

diferente y emplazado posiblemente desde niveles más profundos, teniendo por lo tanto 

un carácter más “juvenil”. Rossy et al (1992), apoyan esta idea, indicando que este 

enriquecimiento en elementos incompatibles se produjo durante el proterozoico (1000-
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600 Ma) y que la composición del magmatismo alcalino cretácico de los pirineos es 

similar a la propia de los contextos de isla oceánica.   

Los estudios de detalle, especialmente los centrados en las composiciones 

isotópicas, realizados sobre los macizos de peridotitas de los pirineos centrales, 

considerados clásicamente como representativos de la composición del manto 

litosférico bajo los pirineos han puesto de manifiesto el registro de diferentes eventos de 

modificación de la composición del manto y la edad de dichos eventos. Así, Henry et al 

(1998), basándose en la composición isotópica de Sm y Nd de las peridotitas y 

piroxenitas de los pirineos centrales, identifican un evento de fraccionación antiguo, 

desarrollado hace 450-500 Ma (Cámbrico superior-Ordovícico), cuando las unidades de 

litosfera que finalmente compusieron la microplaca ibérica eran todavía bloques 

independientes en el margen norte de Gondwana.  Estos mismos autores obtienen 

edades 40Ar-39Ar, en los anfíboles de estas peridotitas, que se distribuyen en el intervalo 

103-108 Ma, edad que interpretan como representativa del evento de ascenso y 

emplazamiento de los magmas cretácicos, que provocaron la cristalización de fases 

hidratadas.  

Varios de los estudios realizados sobre la composición de las peridotitas pirenaicas 

(Downes et al, 1991; Fabries et al, 1991) y de las rocas emitidas (Lago et al, 2004) 

ponen de manifiesto la heterogeneidad del manto litosférico pirenaico, en el que se 

pueden distinguir, a diferentes escalas, dominios con composiciones diferentes; el 

desarrollo de estos dominios se relaciona con dos factores principales:  en primer lugar, 

con la historia del manto subpirenaico, que incluye unidades cuya historia, tanto alpina 

como previa es diferente (unidades de manto “europeo” amalgamadas durante la 

orogenia Varisca con unidades que habían evolucionado en el margen norte de 

Gondwana). En segundo lugar, con los efectos de los diferentes eventos 

tectonomagmáticos que han afectado a dicho manto durante el final de la orogenia 

Varisca y durante el ciclo alpino y que han modificado diferencialmente la composición 

de distintos sectores. Un resumen esquemático de esta evolución se muestra en la figura 

14. 

 Los eventos asociados a la orogenia Varisca, como punto de partida de la 

evolución alpina, supusieron una intensa modificación del manto subpirenaico, con un 

metasomatismo asociado a la incorporación al manto de los componentes subducidos 

durante la convergencia continental (véase epígrafe 2) y también la incorporación de los 

fundidos generados en el manto a los niveles basales de la corteza y su interacción con 
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fundidos generados en la corteza. Este metasomatismo generó un enriquecimiento,  

posiblemente diferencial, con creación de dominios diferentes de manto, situación que 

dejó un manto heterogéneo, variablemente enriquecido, a inicios del ciclo alpino (Lago 

et al, 2004), alcanzando profundidades de más de 75 km, dentro del campo de 

estabilidad del granate. Este manto enriquecido siguió generando fundidos de modo 

progresivo durante el pérmico y triásico, a la vez que iba siendo elevado como 

consecuencia del contexto extensional (adelgazamiento de la corteza) y su herencia es 

claramente apreciable en las características de estos magmatismos. A su vez, cada uno 

de estos eventos magmáticos indujo modificaciones, tanto en los niveles de manto 

afectados por fusión parcial (proceso que implica la perdida selectiva de componentes 

minerales) como en los niveles superiores, en los que se inyectaron los fundidos 

generados.  

 

Tal como indican Fabries et al (1991), los fundidos toleíticos triásicos se inyectaron en 

niveles peridotíticos emplazados a profundidades en torno a los 45-50 km, proceso al 

Figura 14. Esquema evolutivo del manto subpirenaico con indicación de los 
diferentes eventos magmáticos alpinos, sus fuentes y los niveles afectados por 
modificaciones composicionales relacionadas con los diferentes eventos. 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que siguió un metasomatismo generalizado de las peridotitas a dicho nivel, evidenciado 

por la formación de anfíbol rico en titanio. 

El magmatismo cretácico, que presenta en parte caracteres juveniles (es decir, 

con participación de componentes de origen profundo, astenosférico), tal como hemos 

expuesto, supuso un nuevo evento de modificación del manto litosférico supirenaico. 

Tal como han mostrado los numerosos estudios sobre los macizos de peridotitas de los 

pirineos, los magmas generados durante el cretácico modificaron profundamente la 

composición del manto litosférico, cristalizando parcialmente en forma de venas 

penetrativas, de composición rica en anfíbol, muy patentes en el caso del macizo de 

Lherz (Fabries et al, 1991; Downes et al, 1991). Las edades obtenidas por Henry et al 

(1998) en dichos anfíboles apoyan esta relación genética. Esta modificación 

composicional supone incluso una “refertilización” (Le Roux et al, 2007) de las 

peridotitas, es decir, la incorporación, en dominios discretos, de componentes que 

pueden generar fundidos, sobre rocas que habían adquirido un carácter refractario como 

consecuencia de los eventos de extracción de fundidos previos. 

 Finalmente, los estudios realizados sobre el magmatismo cuaternario de La 

Garrotxa, (Olot y áreas próximas, Gerona; Cebriá et al ,2000), han permitido mostrar 

que los efectos de las modificaciones composicionales desarrolladas durante el ciclo 

alpino, tanto por metasomatismo como por extracción de fundidos, son identificables en 

las rocas emitidas por este volcanismo reciente. 

 Este hecho junto con la herencia composicional que hemos podido mostrar entre 

los magmatismos alpinos pirenaicos, permiten demostrar que, en la evolución de zonas 

activas, los eventos tectonomagmaticos desarrollados dejan una impronta geoquímica 

identificable en el manto litosférico, que va a condicionar su comportamiento posterior 

y la composición de los magmas que se generen en eventos posteriores. El tiempo 

durante el cual la modificación composicional (anomalía geoquímica) relacionada con 

un evento magmatico es identificable en productos posteriores, puede ser muy grande, 

de más de 200 Ma tal como muestran los datos expuestos. Esta elevada longevidad 

permite indicar que, incluso en zonas activas, con una dinámica intensa de las unidades 

implicadas, las composiciones del manto litosférico evolucionan hacia una mayor 

heterogeneidad, tal como resulta patente en el caso estudiado, la cordillera pirenaica.      
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Departamento de F́ısica Teórica, Universidad de Zaragoza

E-50009 ZARAGOZA, SPAIN

Rev. Real Academia de Ciencias. Zaragoza. 66: 63–104, (2011).

ISSN: 0370-3207

Abstract

We consider all finite groups G up to order 32 (there are 93 of them) from a

different point of view as usually seen. We consider first possible values for the

number r of classes of conjugate elements from the relations N ≡ |G| =
∑r

i=1
d2

i ,

where di is the dimension of the i-th irreducible complex representation, and |G| =
∑r

n=1 n · ms, the partition of elements in classes. For each possible value of N , we

extract the maximum information: abelianized group, center, and some details on

the classes of (outer) automorphisms. In several cases this is enough to characterize

some of these groups completely.

MSC Classification: 20B05, 20D45

1 Introduction

Today finite groups up to order 2000 have been classified [5]; also, extensive studies

do exist for groups e.g. up to order 32, or order power of a prime; see, for example,

Coxeter-Moser, [10]; Thomas-Wood, [29]; Hall [18]; Berkovitz [3], [4] and Huppert [20];

for elementary details, up to order 8 see e.g. Lederman [22]; for order 16, Wild [32], etc.

In this review we study these groups again, up to |G| < 32 (there are 48 abelian for a

total of 48 + 45 = 93 distinct groups), with a different point of view: our starting point

will be the orthogonalityBurnside relation, relating the order |G| of group G with the

dimensions di of the r inequivalent irreducible complex representations (irreps), and with

the same number r of classes of conjugate elements, namely the two relations

|G| =

r
∑

i=1

d2
i = 1 · 12 + (N − 1) · 12 + M · d2

2 + · · · , (1.1)
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|G| =
r
∑

n=1

n · ms = 1 · 11 +
∑

n

n · 1s 6=1 + · · · , (1.2)

where 1, 2, · · · i, · · · r label the irreps, of dimension di, with also the r classes, expressed in

the second equation, where n · ms means there are n classes of conjugate elements, of m

elements each, of period (order) s; we stress that there are N ≥ 1 one-dim irreps, with the

identical always, and the identity e is the first summand 1 · 11 in (1.2). The information

enclosed in (1.1) and (1.2) is plentiful: number of classes r, order of the abelianized group

|Gab| = N = 1 + (N − 1), where Gab = G/G′ and G′ being the derived or commutator

(sub-)group; order of the center, |Z(G)| = 1 +
∑

n n · 1s 6=1, etc. Automorphisms can be

detected as repeated elements of same period in the abelian case; in non-abelian groups,

with 1 ≤ N < |G|, types of outer automorphisms are delated by repeated classes, etc. Of

course, for each relation (1.1) and (1.2) there might be several groups.

We shall employ the usual definitions and notations (see Appendix A; also [25]; [18]):

we write G for a generic group, Gab if we know it is abelian, Gn if its order is n. For any

group G, G′ is the derived subgroup, Z(G) ≡ ZG is the center (centre), Gab = G/G′ the

abelianized group, Inn(G) = G/Z(G) the group of inner automorphisms (autos), Aut(G)

the total group of autos, Out(G) = Aut(G)/Inn(G) the group of classes (or types) of

automorphisms (outos). #X at times would mark the number of elements in set X. |.|
means the order of some implicit group, ∗...∗ would mean a higher statement, not shown

why in the main text. We discuss often the automorphism group (for G = Gab, abelian)

and the group of classes of automorphisms, Out(G), for G which, although computable

from Ref. [29], is not calculated explicitly. For any n, φ(n) is the Euler totient function,

which counts the numbers ≤ n coprime with it; for example, φ(9) = 6. For the numeration

of groups, we use nearly always the system in [29], which starts as n/1 for the cyclic group

Zn for any number n, then the rest of the abelian groups of this order, then direct products,

etc.

Some known results (proved or hinted at in the Appendices) we use directly are:

1. The dimension di of the irreps divides the order of the group, |G| : di.

2. The family of irreps of G includes that of all quotients Q = G/K.

3. The order of the abelianized also divides the order of the group (because |Gab| =

N = |G|/|G′| and Lagrange’s theorem).

4. If G abelian, N = |G|. If G is simple and non-abelian, N = 1.

5. If |G| = pf , p a prime number, the center is non-trivial, |ZG| > 1.

6. For |Out(G)| > 1, there must be repeated classes of same period in (1.2) for G.
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From this and the number of classes r, we work out many of the characteristics of

the group: after doing that, we continue with the usual characterization of groups by

generators and relations, and consider several items: Hasse subgroup structure, Jordan-

Hölder chain(s), Character Table, automorphisms (Aut(G)) and classes of them (Out(G)),

etc., although we are not at all exhaustive; some natural extensions of groups, including

the (semi)direct product(s), and the holomorph of a group, are also indicated. Possible

outer autos relate different classes of the same type. When a group admits two or more

representations with the same dimension, we may have (but not necessarily) isomorphism

between them, related to outos of the group or of some quotient groups. In general Aut(A)

(A abelian) operates in the set (dual group) Â of irreps of A, and Out(G) operates in the

set of irreps or the “dual” set Ĝ. When actions of the group in some sets are important,

we signal them also; G ◦→X will always mean for us: the group G operates in the set X.

2 Review of the paper

The plan of the work is as follows. In Sect. 3 we study groups with |G| < 8, showing

simply why there are precisely 8 abelian +1 non-abelian = 9 groups, and its structure.

Sect. 4 deals with groups of order 8 (five of them, 3 Abelian plus 2 non-). Sect. 5 studies

other groups up to order 16, with order 12 left out, for Sect. 5A; in total so far there

are 20 abelian +8 = 28 groups, |G| < 16. Sects. 6 and 7 deal with |G| = 16, with

5 + 9 groups. Sects. 8 to 10 deal with the remaining groups, with 16 < |G| < 32, again

separating |G| = 24 (for Sect. 9). The total number of groups is 48 abelian plus 45 non

abelian, a total of 93. Some Tables and final comments are grouped in Sects. 11 and 12.

We shall use also at times notions and notations of category theory: G stands for the

category of all groups, and G◦◦ for that of finite groups; Ab for all abelian groups, Ab◦ for

the finitely generated abelian groups (e. g. the integers Z), and Ab◦◦ for that of the finite

abelian groups. We include, of course, morphisms between the groups in each category.

As said, we shall also use generally the notation of [29] for the number of the group: e.g.

4/2 is the Vierergruppe V , or second group of order 4; 24/1 is the group Z24, 24/2 is

Z12 × Z2 etc.

There are two Appendices; Appendix A deals with general definitions and results,

around subsets (subgroups), extensions and natural maps (morphisms); then we deal with

the structure of finite abelian groups, and next categorize the action of (finite) groups G

on (arbitrary) sets Ω (orbits, fixed points, stabilizers, transitivity, etc); it also contains

standard examples of families of groups (symmetric, cyclic, . . . , dicyclic, Clifford, . . . ).

Appendix B includes the necessary elements of Representation Theory: irreducibility,

equivalence, Tables of Characters etc. Then we study all the possible groups up to two

prime factors, |G| = pq; also we recall the finite fields Fq with q = pf , power of a prime
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p, and the Fq-linear groups GLn(q) with some (sub)quotients (= quotients of subgroups).

We deal finally with Coxeter groups [10], that is groups defined by reflections (involutions,

a2 = e).

The notation Symn or Sn, Altn, Zn, Dn or Dihn stands for the groups: Symmetric

(order n!), Alternating (n!/2), Cyclic (n), and Dihedral (2n), Dn = Zn ⋊ Z2, with ⋊

meaning semi-direct product; our Dn is labelled D2n very often in the literature. Later

we shall define and use the dicyclic groups Qn, and also the Clifford groups Γn, Γ+
n . As

above, with A ⋊ B we denote the semidirect product with kernel A (supposed abelian

unless statement to the contrary); in particular Hol(A) := A ⋊ Aut(A) is the holomorph

(group) of abelian group A. For quotient groups G/H = Q, we shall use frequently the

exact sequence formulation H → G → Q, explained in detail in App. A.

3 Groups up to order 8

The group of one element, e, will be noted I for 1/1, so I = {e}, and will be not too

much used in the sequel, but it will count.

For order two we have only a group:

2/1: Z2 : {a | a2 = e} abelian, cyclic and simple.

2 = 2 · 12 = 1 · 11(e) + 1 · 12(a) (3.1)

The two 1-dim irreps are Id := D0 and D−
0 ; in the second, D−

0 (a) = −1, of course, so

it is faithful.

In any group G, elements a 6= e with a2 = e are called involutions: each generates a

different Z2 (sub)group. We have the following four lemmas, all referred to the number

2, and very easy to prove:

Lemma 1.- H ⊂ G and [G : H ] = 2 ⇒ H normal in G (only a coset, hence gH = Hg).

Lemma 2.- Z2 normal in G ⇒ central also (as g · Z2 · g−1 = Z2 ⇒ g · a · g−1 = a).

Lemma 3.- If, in some group G, all elements 6= e are involutions, G is abelian and, if

finite, G ≈ (Z2)
n. For ab involutive means abab = e, but ab(ab)−1 = abba = e also, hence

ab = ba; G has, if finite, order power of two, G ≈ (Z2)
n, so |G| = 2n with 2n−1 involutions.

Lemma 4.- (Cauchy) G ∋ a involution, ⇒ |G| even; and if |G| even, # involutions

odd number. Proof: If ∃ a, ∃Z2; now Z2 ⊂ G, ⇒ |G| even (Lagrange). Now if |G| even,

pair any g with g−1 6= g: only involutions and e left over, so an even number; hence #
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involutions is odd, and hence ≥ 1.

When G is a Z2 extension of K, viz. when K → G → Z2, we might write G = K · 2;

when G is a Q-extension of Z2, viz. when Z2 → G → Q, we can write G = 2 · Q. This is

the notation of the Atlas [12]; see also [16]. Some common examples follow:

1. Symn/Altn = Z2, or Sn = Altn · 2

2. ∗O(n)/SO(n) = Z2, or O(n) = SO(n) · 2 [O(n), orthogonal; SO(n), rotations]

3. Dn/Zn = Z2, or Dn = Zn · 2

4. Z2 → SU(2) → SO(3), or SU(2) = 2 · SO(3); in general

5. Z2 → Spin(n) → SO(n), or Spin(n) = 2 · SO(n)∗

As a fact, groups reflect symmetries of particular systems; for a general introduction

to groups from this point of view, see [26]. See also the original [21].

The Coxeter diagram for Z2 is simply ◦ (meaning a single generator a, with a2 = e).

The character Table and the Hasse subgroup structure are trivial here, so we shall show

them later, in more complicated groups. As Z2 is already simple, the Jordan - Hölder

chain (J-H) is simply {Z2, e}. There is only the Id automorphism in Z2, as (e, a) must go

to (e, a) under any auto: indeed Z2 is the only group G ∈ G with no non-trivial autos:

Lemma 5.- Aut(G) = I ⇔ G = Z2 : Z2 is the ONLY group with not more than the

trivial automorphism α = Id.

Proof : if G is non-abelian, it has inner autos; and in any abelian group with more

than involutions the map α : a → a−1 is a non-trivial automorphism. Finally if e.g. is

A = (Z2)
k, k > 1 we have autos; in particular (see below, 4/2) if A = Z2

2 = V , with

involutions (a, b, ab), e.g. the map α : a → b → a is auto. qed.

Z2 is also the additive group of the finite field F2; see App. B. Therefore, the elementary

abelian group (Z2)
k can be written also as the k-dim vector space Fk

2 over F2, with

Automorphism group the linear group GLk(2); we have GL1(2) = I, but we shall see that

GL2,3,4(2) are important groups, which we shall encounter later; note F∗
2 = F2\{0}, the

multiplicative group of the field, is just I.

Even order for simple nonabelian groups is the famous Feit-Thomson∗ result: any odd

order group is solvable, hence cannot be simple. Also in the ’60s, the search for centralizers

of involutions (Brauer) were instrumental in completing the list of finite simple groups [14].

∗The Feit-Thomson result (1963) [13]: any odd order group is solvable.
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For order three 3, again we have only Z3, as abelian, cyclic and simple.

3/1 : 3 = 3 · 12 .− 3 = 1 · 11(e) + 2 · 13(a, a2).− Z3 : a; a3 = e; Z3 ≡ {e, a, a2} (3.2)

If C ∋ ω := exp(2πi/3) (= rotation by 120◦), besides the identical irrep D0 := χ(a) = 1

for Z3, one faifthful irrep is χ(a) = ω , or D1 ≡ χ(e, a, a2) = (1, ω, ω2); the other is the

conjugate D2(...) = (1, ω2, ω); this is related to Aut(Z3):

Now we have Aut(Z3) = Z2, namely α 6= Id is the map to the inverses for a, a2 (resp.

(a2, a)). Hence the holomorph will have order 6; indeed, as we shall prove later,

Hol(Z3) ≡ A ⋊ Aut(A)|A=Z3
= Z3 ⋊ Z2 = S3 = D3. (3.3)

We have also Alt3 = Z3, as |Alt3| = 6/2 = 3. Z3 is also the rotation symmetry of

the regular triangle, Rot(△) = Z3. The involution α in Aut(Z3) = Z2, as hinted, also

changes the two D1,2 1-dim irreps (out of the identical D0): this is a general feature; as

said, the Aut of an abelian group operates in its irreps. Finally F3 is the 3-element field;

GL1(3) = F∗
3 = Z2 and, for example, |PSL2(3)| = (32 − 1)(32 − 3)/2/2 = 12; in fact,

PSL2(3) ≈ Alt4, see later, and |GL2(3)| = 48.

In any G, elements a, a 6= e, a3 = e will be called cubic; if G contains cubics, |G| : 3,

again form Lagrange’s. The number of cubics is even (if a cubic, a2 6= a also), but the

number of Z3 subgroups might be even (including zero) or odd.

For order four 4 = 22 we have only 4 = 4 · 12 from Burnside’s, so group(s) are abelian;

if ∃a, a4 = 1, the group must be Z4; if not, we have the group V := Z2 × Z2 (Lemma 3),

an elementary abelian group, as the only other possibility. Consider first the cyclic case

Z4:

4/1 Z4 = {a | a4 = 1} = {e, a, a2, a3}. − 4 = 1 · 11(e) + 1 · 12(a
2) + 2 · 14(a, a3) (3.4)

The only nontrivial auto is the map α : a → a−1 = a3, so Aut(Z4) = Z2; hence

Hol(Z4) := Z4 ⋊ Z2 = D4, a dihedral group, see below. The (unique) Jordan-Hölder (JH)

chain is {Z4, Z2, e}.
Z4 has four irreps 1-dim, of course. The two faithful ones are χ(e, a, a2, a3) ⇒

(1,±i,−1,∓i); besides the identical irrep, the map Z4 → Z2 provides the fourth one,

unfaithful. The Hasse subgroup diagram is simply:

(all) Z4 (order 4)

(a2) Z2 (order 2)

(e) I

(3.5)
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Z4 is the rotation symmetry group of the square � , and the isometry group of the

Swastika.

Consider now the Vierergruppe V of F. Klein (or four-group) ≈ Z2
2 :

4/2 or V : {e, a, b, ab} with a2 = b2 = (ab)2 = e. − 4 = 1 · 11(e) + 3 · 12(a, b, ab) (3.6)

It has NO faithful irreps; besides the identical D0, the other three are (1, a′, b′, a′b′)

with a′ = ±1, b′ = ±1. The reason is, there are three quotients V → Z2, which have to

be represented by their (faithful) irrep.

The Hasse diagram is (3∗Z2: there are three subgroups type Z2)

V

3∗Z2

I

(3.7)

As Automorphism group, any α ∈ Aut(V ) must permute the involutions: (α1(a) = b,

α1(b) = a) generates Z2, but (α2(a) = b and α2(b) = ab) generates Z3: hence Aut(V ) = S3,

which creates the holomorph of V as a rather large (Hol) group:

Hol(V ) := V ⋊ S3 = S4 (as we shall see), order 4 × 6 = 24 (3.8)

Now V can be considered also as F2
2, the 2-dim vector space over the finite field F2

(App. 2). For V ≈ F2
2, the automorphism group must be GL2(2): we shall exploit later

the natural isomorphism (as we know GL2(2) cannot be abelian)

GL2(2) ≈ S3 = D3 as order (22 − 1)(22 − 2) = 3 · 2 = 3 · 2 · 1 = 6. (3.9)

Finally, the Coxeter diagram for V is just two unconnected balls: o o (so G = Z2×Z2).

As subgroup of Alt4, V ⊂ Alt4 contains permutation (12)(34), etc.). Finally, recall the

three extensions V ⋊ Z2 (≈ D4, see below Sect. 4), V ⋊ Z3 (≈ Alt4, no elements of order

4), V ⋊ S3 (≈ Sym4, see below Sect. 9).

Order five, 5 prime number, so only a group:

5/1 or Z5 : {a | a5 = e}.- Finite, abelian, cyclic and simple. 5 = 5 · 12 = 1 · 11 + 4 · 15

Aut(Z5) = Z4, as any auto α maps a to any power ak, k 6= 0. So we have Hol(Z5) :=

Z5 ⋊ Z4, order 20.- In particular it contains D5 := Z5 ⋊ Z2, order 10.
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If φ = exp(2πi/5) = rotation by 72◦, and D0 is the identical irrep, the second D1 can

be defined by a → φ, and the other three 6= id as variations, e.g. a → φ2 etc., permuted

cyclically by Aut(Z5) = Z4, see below in detail for Z7.

Z5 is the rotation symmetry group of the regular pentagon D. Regular polytopes

(generalization of regular polyhedra in any dimension) might have pentagonal faces in 2,

3 and 4 dimensions only.

Groups of order six. There is a single abelian one, Z6, as 6 = 2 · 3, primes, and one

has the cyclic group

6/1 Z6 : {a | a6 = e}. − Z6 = Z2 × Z3, or {b, c | b3 = c2 = e; bc = cb} (3.10)

The equations type (Z6 = Z2 × Z3) are NOT true in general (e.g. Z4 6= {Z2 × Z2}; it

is true for Zp × Zq, with p 6= q primes). The isomorphism in (3.10) ι : Z6 ≈ Z2 × Z3 is

proved e.g. by ι(a) = bc.

|G| = 6 group(s), non-abelian. One writes 6 = N · 12 + M · 22, as 32 = 9 > 6. Now

6 > N ≥ 1 if G nonabelian, and N divisor of 6: the only solution is 6 = 2 · 12 + 1 · 22: so

# classes ≡ r = 3, there are possibly just three classes, and the abelianized group being

of order two, it has to be Z2, and then the derived G′ has to be Z3. G of order 6 must

have elements 6= e of order 2 and 3, the number of 3 even (a 6= a2), but that of 2 odd

(Cauchy; see our Lemma 3 in 2/1); hence, as Z3 normal, the only solution is 2 elements

of order 3 and 3 of order 2. That is, in classes

6 = 1 · 11 + 1 · 32 + 1 · 23 (3.11)

Hence Z3 is a unique subgroup and so must be normal (Sylow), and it is the derived

group G′: so from G′ → G → Gab = Z2, it is Z3 → G → Z2; now Aut(Z3) = Z2, hence

there is a unique solution D3 := Z3 ⋊ Z2, order 3 · 2 = 6; so there is only a group, which

of course is the smallest nonabelian group:

6/2 D3 = Z3 ⋊ Z2 = S3; {a, α | a3 = α2 = 1, αaα−1 = a2 = a−1} (3.12)

Now, trivially, 3 · 2 = 3 · 2 · 1, and one shows at once that D3 = S3: the 3 order-two

elements are the permutations (12), (23) and (13), and the 2 order-3 are (123) and (132).

The full group diagram is simply:
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I

��

Z3
// S3

��

// Z2

S3
// S3 (i.e., no outos)

(3.13)

To see another form, take again F2, the Galois field of order two {1, 0}. The projective

line (App. B) F2P
1 has three elements (say 0, 1,∞), and indeed the projective group

PGL2(2) = GL2(2) is S3 also, because F2
2 ≈ V (see 4/2). Notice, for the field F2,

GLn(2) = PGLn(2) = SLn(2) = PSLn(2) (because F∗
2 = {1}).

Finally, as isometry of regular triangles △, Z3 is the rotation group and S3 the full

isometry group... The Coxeter diagram for S3 is clearly o − o, as any link with no mark

is supposed to be of period 3 (Cfr. App. B): the group is also formed with {a, b} as

reflections, by a2 = b2 = (ab)3 = e.

So for the smallest nonabelian group we have many characterizations, to repeat:

D3 = S3 = Z3 ⋊ Z2 = Sym3 = PSL2(2) = GL2(2) = Hol(Z3) = Z3 ⋊ Aut(Z3) (3.14)

Regular hexagons 7 tessellate the plane optimally; this is probably why honeycombs

by bees are made out of hexagons...

The definition for Z7 is of course {a | a7 = e}, with

7/1 Z7 : {7 = 7 · 12}. − 7 = 1 · 11 + 6 · 17 again abelian, cyclic and simple (3.15)

What about automorphisms α? They are defined by the image of generator a : α(a);

as the map might be any power α(a) = ak, k 6= 0, the group is Aut(Z7) = Zp−1|p=7 =

Z6 = Z2 × Z3. Hence the Holomorph A ⋊ Aut(A) is Z7 ⋊ Z6, of order 7 · 6 = 42. Of

course, the Dihedral extension is included, D7 ⊂ Hol(Z7), as D7 = Z7 ⋊ Z2, where the

single non-trivial auto is only α(a) = a−1 = a7, as we shall see; compare discussion after

5/1.

We include the whole Character Table for completeness; if Φ ≡ rotation by 2π/7 ≈ 51◦,

it is

Z7 is the rotation symmetry of the regular heptagon, and D7 the full isometry group

(rotations and reflections) of the same; it is also the periodicity of the white keys in the

piano musical instrument.

7 is also a number with religious resonances: the seven arms of the jewish candelabrum;

or the seven days of creation (Jews and Christians), the 7-day week, etc.
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1A 7A 7B 7C 7D 7E 7F

χ0 1 1 1 1 1 1 1

χ1 1 Φ Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6

χ2 1 Φ2 Φ4 Φ6 Φ Φ3 Φ5

χ3 1 Φ3 Φ6 Φ2 Φ5 Φ Φ4

χ4 1 Φ4 Φ Φ5 Φ2 Φ6 Φ3

χ5 1 Φ5 Φ3 Φ Φ6 Φ4 Φ2

χ6 1 Φ6 Φ5 Φ4 Φ3 Φ2 Φ

Table 1.— Character Table

4 Order 8

Let us work out now possible groups of order 8. First, there are the three abelian

cases, as 8 = 23 and Part(3) = 3: [3], [2, 1] and [1, 1, 1], see App. A. If there is an

element of order 8, it generates Z8, the cyclic group; if all elements 6= e are involutions,

the group is (Z2)
3, an elementary abelian group; and if there are 4-th order elements (but

not 8-th), the abelian group has to be Z4 × Z2:

G8, Abelian : Z8; Z4 × Z2; (Z2)
3 (4.1)

8/1 Z8 : {a | a8 = e}. − 8 = 1 · 11(e) + 1 · 12(a
4) + 2 · 14(a

2, a6) + 4 · 18(rest) (4.2)

Let us look for its automorphism group; as Z8 is cyclic, any auto α is defined once

α(a) is known; α(a) can be a, a3, a5 or a7: these α 6= Id are involutions (and commute),

e.g. if α(a) = a5, α(a5) = a25 ≡ a ⇒ α2 = Id. Therefore

Aut(Z8) = (Z2)
2 = V (4.3)

Because this, we shall see that Z8 admits three different Z2 extensions, not only the

conventional Dihedral D8 = Z8 ⋊ Z2 (see order 16, Sect. 7).

As for A = (Z2)
3, it is the 3-dim vector space over the F2 field,

8/3 (Z2)
3 ≈ F3

2 = (a, b, c). − 8 = 1 · 11(e) + 7 · 12(a, b, c; ab, ac, bc; abc). (4.4)

Hence the Automorphism group is some matrix group:

Aut((Z2)
3) = Aut(F3

2) = GL3(2) ≡ PSL3(2) = PSL2(7) (4.5)

order (23 − 1)(23 − 2)(23 − 4) = 168 = (72 − 1)(72 − 7)/(7 − 1)/2
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168 is the order of the second smaller nonabelian simple group (the first is Alt5); for

a modern outlook see [15]. Both GL3(2) and PSL2(7) are of same order and simple (see

Appendix B), to they must be isomorphic (the smallest number for two different simple

group of same order is bigger than 20000: see (Artin [1]) ). If {a, b, c} generate (Z2)
3, in

any auto α : a → α(a), a can go to 7 positions, then b only 6, as α(b) 6= α(a), but c only

four, as a, b and ab have already prefixed positions; hence directly we obtain |Aut(Z3
2)| =

7 · 6 · 4 = 168. Now the group PGL2(7) acts naturally and sharp 3-transitive (App. B)

in the 8(= 7 + 1)-point projective line F7P
1, hence is of order (49 − 1)(49 − 7)/6 = 336,

so |PSL2(9)| = 168 = 336/2. Recall Aut(Z2
2) = S3, arbitrary permutations of a, b and

ab. But here, |Aut(Z3
2)| = 168 ≪ |S7| = 5040; *for analogous reasons, if H and O are

the division algebras of the quaternions and octonions, resp., Aut(H) = SO(3), while

Aut(O) = G2 < (!)SO(7): as Lie groups, dim G2 = 14 < dim SO(7) = 21∗.

Next we have Z4 × Z2: suppose is generated by a and b (a4 = b2 = e; ab = ba); then

8/2 Z4 × Z2. − 8 = 1 · 11(e) + 3 · 12(a
2, b, ba2) + 4 · 14(a, a3, ba, ba3) (4.6)

As for Aut(Z4 ×Z2), as any aut element α keeps order, so it must map a to (a, a3, ba

or ba3), while b maps to (b, or ba2): the possible map b to a2 is fixed for α(a) (the inverse):

so we have 4 · (3−1) cases: eight possible autos ; they go from α0 = id, α1(a, b) = (a, a2b);

α2(a, b) = (a3, b) ... up to α7(a, b) = (a3b, a2b). α5 and α7 have order four, the rest two.

Hence the Aut group has to be D4 := Z4 ⋊ Z2, (see Sect. 7) as the only rival, Z4 × Z2

itself, has four elements of order 4, see (4-6). This remarkable result is also proved directly

in [32]:

Aut(Z4 × Z2) = D4 (4.7)

The Hasse diagram for (Z4 × Z2) is worth to describe ( [29], type 8/2):

Z4 × Z2

JJJJJJJJJ

ttttttttt

2∗Z4

JJJJJJJJJ
3∗Z2

ttttttttt

I(e)

(4.8)

Classes for order 8: call n1,2,4,8 the number of elements of each order in any G, |G| = 8;

we have n1 = 1 in all cases; in the nonabelian ones, n8 = 0 (otherwise the group is Z8),

and n2 < 7 (otherwise the group is (Z2)
3). On the other hand, n2 is odd, and n4 even

(because Lemma 4 above and: if a is order four, a3 6= a is also).

Non abelian groups of order 8; Burnside’s relation is unique, as in 8 = N · 12 + M · 22

is N < 8 if nonabelian: so

8 = 4 · 12 + 1 · 22 (r = #classes = 5) (4.9)
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Hence, the derived group G′ is = Z2, implied by abelianized Gab of order 4; but now,

derived Z2 implies Center contains Z2, because Z2 normal implies Z2 central (see Lemma

2 in Sect. 3 ); and we have to solve for number of involutions (n2) and number of elements

of order four (n4). n2 has to be odd (Cauchy, see Lemma 3.); the fourth order elements

go in pairs (b, b3); so we have three cases:

(n2, n4) = (1, 3 · 2), or (3, 2 · 2) or (5, 1 · 2) (4.10)

In the third case, the Z4 is unique, so normal (Sylow), and the solution of Z4 → G8 →
Z2 is clearly G8 ≡ D4 = Z4 ⋊Z2: the Dihedral group (of order 8), or 8/4. In the first case,

if i and j are order-four, the squares coincide, and ij must be also of order four: the group

is called the Quaternion group 8/5, specified as Q := ±(1, i, j, ij), with i · j · i−1 = −j etc.

One writes a quaternion (Hamilton, 1842) as q = u + xi + yj + z(ij) ∈ H, x, y, z ∈ R.

As for the second solution in 4.10, it leads to Z4 ×Z2 or 8/2 of above, and to nothing

else. Hence the two nonabelian groups of order 8 are

D4 = Z4 ⋊ Z2 : (n2, n4) = (5, 2) and Q : (n2, n4) = (1, 6) (4.11)

In both nonabelian cases the center is Z2: this is to be expected, as in any p-Group

(= order pf ) the center is never trivial [25]. D4 is the full symmetry group of the regular

square; it is also called octic group. Q is the quaternion group, also called Q2 (dicyclic)

and Γ2 (Clifford) (see just below).

For the octic group D4, the class split is, as D4 = Z4(a) ⋊ Z2(α):

8/4 8 = 1 · 11(e) + 1 · 12(a
2) + 2̄ · 22(α, αa2; αa, αa3) + 1 · 24(a, a3), (4.12)

hence it admits a unique involutive outo (changing classes in 2 · 22 ): Out(D4) = Z2;

however, it cannot be implemented as semidirect product, as one shows that the inverse

image of that Z2 in Aut(D4) is Z4, not Z2. We have |Aut(D4)| = |Inn| · |Out| = 8; indeed,

one shows Aut(D4) = D4, inspite having a center! (Compare S3 = Aut(S3) above; this

peculiarity of D4 is noted also by Robinson [25] p. 30). In other words, one has the

curious result

Z4 ⋊ Z2 = D4 = V ⋊ Z2 (4.13)

which can be proved directly as isomorphism ι : (e, b, a2, ba2) makes up D4 as V ⋊ Z2.

As for Q = ±(1, i, j, ij = k), the class split is different,

8/5 8 = 1 · 11(e) + 1 · 12(−1) + 3̄ · 24(±i,±j,±ij) (4.14)

(−1 = i2 etc.) and hence the Aut group can be up to S3; it is S3, as one can map i to

three values i, j, ij, and then j to two only, so |Aut| = 3 · 2, and being non-abelian, it

has to be S3.
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For another construction of Q from Z4, see [32]

In App. A (examples) we gave the definitions of Clifford Γn [6] and dicyclic groups

Qn; that accepted, we can write at once

Q = Γ2, and Γ+
2 = Z4 . − Q = Z4 ⋊/2 Z4 ≡ Q2 (4.15)

Recall (App. A and B) a (finite) p-Group is a group of order pf . A p-group is

called extraspecial, if the center Z(G) is Zp and the quotient Inn(G) := G/Z(G) is the

elementary abelian group (Zp)
f−1; one shows [14] that f is odd, f = 1+2n. In our simple

case 8 = |G| = 21+2·1 we see our two groups D4 and Q are extraspecial (center Z2 and

quotient V in both cases); notice also G′ and G/G′ behave similarly as Z(G) and G/Z(G).

Extraspecial groups are important because they show up as centralizers of involutions,

and as such they were instrumental for the big advances in the ’60 and ’70s in the search

for finite simple groups [14], [24].

This completes the study of the (3+2) 8-order groups. Notice how fast the number of

groups grows with the prime factors in the order: if |G| = p, only 1 group; if |G| = pq, at

most two; and if |G| = pqr, at most five (as we shall see); generally the number of groups

with four factors is 15. So up to order ≤ 8, we have in total 14 groups, 3 non-abelian.

5 Groups with order 8 < |G| < 16

Exclude |G| = 12 for the moment (studied at the end, Sect. 5A). From now on we

shall use directly some results of the Appendices; so for example, for orders |G| = p, p2

or pq, we shall take directly the results for granted.

Order 9.- |G| = 9; as 32 = 9 · 12 only possibility, the groups are abelian, and there are

two of them, as 9 = 32 and Part(2) = 2, namely Z9 and (Z3)
2.

9/1 Z9.−{a | a9 = e} 9 = 1 · 11(e) + 2 · 13 (a3 and a6) + 6 · 19 (rest) (5.1)

so the group is (abelian and) cyclic. As for autos, |Aut(Z9)| = φ(9) = 6: the function of

Euler φ(n), counting the number of coprimes with n (here 2, 4, 5, 7, 8 and 9). One sees

easily that α(a) = a2 is of order 6, hence

Aut(Z9) = Z6 α(a) = a2 (5.2)

As for the other group, Z3 × Z3, it is an elementary abelian group, ≈ F2
3, with F3 the

(Galois) field with 3 elements, and therefore

9/2 Z3 × Z3 ≈ F2
3 . − 9 = 1 · 11(e) + 8 · 13 (5.3)
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|Aut(Z3 × Z3)| = |GL2(3)| = (32 − 1)(32 − 3) = 48. Hol(Z2
3) = Z2

3 ⋊ G48 = G432. As

reasoning, if Z2
3 has points (elements) (e; a, a2; b, b2; ab, a2b, ab2, a2b2), under auto α a can

go to eight points, but then b to six: α(a) and α(a2) excluded; hence, order 8 · 6 = 48.

Order ten.- As 10 = 2 ·5, both primes, there are only the two known solutions, namely

the cyclic Z10 = Z5 × Z2 and the Dihedral, D5 = Z5 ⋊ Z2:

10/1 Z10 : {a | a10 = e}; Z10 = Z5×Z2.− 10 = 1 ·11(e)+1 ·12(a
5)+4 ·15(a

2,4,6,8)+4 ·110

(5.4)

The Aut(Z10) group is easy to compute: as 2, 5 are prime,

Aut(Z10) = Aut(Z5 × Z2) = Aut(Z5) × Aut(Z2) = Z4 × {e} = Z4 (5.5)

Hence e.g. |Hol(Z10)| = 40.

10/2 D5 = Z5 ⋊ Z2. − (a5 = α2 = 1; α · a · α−1 = a−1, or α · a · α = a4). (5.6)

10 = 2 · 12 + 2 · 22. − 10 = 1 · 11(e) + 1 · 52 + 2̄ · 25

There is clearly a leftover auto, as |Hol(Z5)| = 20: Out(D5) = Z2, changing the two

order-5 classes. The complete structure is given by the diagram

D5

NNNNNNNNNNN

xx
xxx

xxx

Z5 (a)

FFFFF
FFF

F
4∗Z2 (α, αa, ...)

pppppppppppp

I

(5.7)

11/1 Order 11 .- As 11 is prime, only ∃ Z11 (a | a11 = e), with Aut(Z11) = Z10 =

Z2 × Z5. If α is the generating auto, α(a) = a2, etc. As before, Z11 is abelian, cyclic and

simple.

13/1. Same with 13, another prime, Z13; and, of course, Aut(Z13) = Z12 = Z4 × Z3.

Order 14.- The abelian case, Z14 is of course ≈ Z7 × Z2 and unique; there is also the

dihedral D7, as the only non-abelian; so in toto:

14/1 Z14 = Z7 × Z2. − Abelian and cyclic. − Aut(Z14) = Aut(Z7) = Z6 (5.8)
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14/2 D7 = Z7(a) ⋊ Z2(α), a7 = α2 = 1, α · a · α = a6. − 14 = 2 · 12 + 3 · 22. −
14 = 1 · 11(e) + 1 · 72(α, αa, · · · , αa6) + 3̄ · 27 (5.9)

What about Out(D7)? It must be Z3, as the three order-7 classes can be mixed, but

in order. Hence

|Aut(D7)| = |Inn| × |Out| = 14 × 3 = 42 (5.10)

as D14 has trivial center, but derived group is Z7 (non-trivial, as in any Dihedral). The

last equation corresponds of course to |Hol(Z7)| = 42, Hol(Z7) = Z7 ⋊ Z6.

Order 15.- As 15 = n · 12 + m · 32, with n = 1, 3, 5 or 15, only solution is n = 15,

m = 0, which gives

15/1 Z15 = Z5 ×Z3 as the only possibility. We say that primes (3, 5) are incompatible

(by contrast, we shall see that (3, 7) are compatible). As (5, 3) =1, the Aut group just

factorizes:

Aut(Z15) = Aut(Z3) × Aut(Z5) = Z2 × Z4 |Hol(Z15)| = 15 · 8 = 120 (5.11)

Sect 5·A .- Groups of Order 12.- 12 = n · 12 + m · 22 + r · 32 has three solutions for the

first time for the Burnside relation:

12 = 12 · 12 (Z12); 12 = 4 · 12 + 2 · 22 (D6); and 12 = 3 · 12 + 1 · 32 (Alt4); (5.12)

we wrote an example of each, to be discussed next. As 12 = 22 · 3, there are two abelian

groups: Z12 = Z4 × Z3 (our example) and V × Z3: so 12/1 and 12/2 are cleared up:

12/1 = Z12 Aut(Z12) = Aut(Z4) × Aut(Z3) = Z2 × Z2 = V (5.13)

Z12 = Z4 × Z3 1 · 1(e) + 1 · 12(a
2) + 2̄ · 13(b, b

2)

+ 2̄ · 14(a, a3) + 2 · 16(a
2b, a2b2) + 4 · 112(ab, ab2, a3b, a3b2) (5.14)

12/2 = V × Z3 = Z2 × Z6 Aut(V × Z3) = S3 × Z2 (order 12, so it is 12/4 below)

(5.15)

77



1 · 11(e) + 3 · 12(a, b, ab) + 2 · 13(c, c
2) + 6 · 16(a, ab2, b, bc2, abc, abc2) (5.16)

As for the non-abelian groups, see first that 12 = 3 · 12 + 1 · 32, with four classes,

implies Gab = 3, so Gab = Z3, and hence G′ = Z4 or V : only V to form the non-abelian

case, as Aut(Z4) = Z2, 6= Z3 but Aut(V ) = S3 ⊃ Z3; so we have

12/3 G12 : V → G12 → Z3 or G12 := V ⋊ Z3 = Alt4,

12 = 1 · 11 + 1 · 32 + 2̄ · 43 (5.17)

as Alt4 has the class of (12)(34), that closes to V , and the class of (123), which closes to

Z3. The repetition 2̄ hints at the extension to the symmetric group S4, of course, which

is S4 = Alt4 · 2 in the Atlas [12] notation.

As for 12 = 4·12+2·22 (six classes), now Z3 is the derived, and V or Z4 the abelianized;

both give solutions, as

Z3 ⋊ Z4 = Q3 and Z3 ⋊ V = S3 × Z2 = Z6 ⋊ Z2 = D6 (5.18)

As said, this is the first case in which there are more than one (two) possibilities for

non-abelian Burnside’s. In the first, Gab = Z4, so the construction must be

Z3 → G12 = Q3 → Z4

As for 12 = 4 · 12 + 2 · 22, it is also trivially realized in Z2 × S3 = (b, a, α). The class

splits are, first

12/4 Z2×S3.− 12 = 1 ·11+1 ·12(b)+2 ·32(α, αa, αb)+1 ·23(a, a2)+1 ·26(ba, ba2) (5.19)

Notice 12/3 = Alt4 has no elements of order 6, while 12/4 none of order 4: the

reciprocal of Lagrange theorem is not true. Out(Alt4) = Z2 necessarily.

And secondly, there is the dicyclic Q3 group, or

12/5 Q3 = Z6 ⋊/2 Z4 = Z3 ⋊ Z4 : 12 = 1 · 11 + 1 · 12 + 1 · 23 + 2̄ · 34 + 1 · 26 (5.20)

We see there is again only a nontrivial outo, mixing the two order-3 classes.

This completes our study of groups up to order 16. As final result, for order less than

16, we find 20 abelian groups plus 8 non-abelian. The non-abelian ones, with their outos,

are given in Table 2:
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Order Group G |Out G|
6 S3 1

8 D4 2

8 Q 6

10 D5 2

12 Alt4 2

12 D6 = S3 × Z2 2

12 Q3 = Z3 ⋊ Z4 2

14 D7 = Z7 ⋊ Z2 3

Table 2.— |Out(G)| for |G| < 16

6 Abelian Groups of order 16

From order 16 on we shall be less exhaustive: we shall take the groups for granted,

explaining them with generators and relations. Cfr. e.g. [10] or [29]; see also the modern

treatment [32]. The Aut groups will also be indicated only succinctly.

As 16 = 24 and Part(4) = 5, ([4], [3, 1], [22], [2, 12] and [14]), there are FIVE abelian

groups of order 16. They are (Appendix A):

Z16, Z8 × Z2, Z4 × Z4, Z4 × Z2
2 = Z4 × V and Z4

2 . (6.1)

The first one is the only cyclic, and the last is elementary abelian. The third is like

(Z4)
2, understood as modulus over Z4 as a ring (not as Galois field!). Now in detail:

16/1 Z16 = {a | a16 = e}, 16 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 · 14 + 4 · 18 + 8 · 116: abelian cyclic.

The Aut group has order 8, as |Aut(Zn)| = φ(n), Euler’s function; φ(16) = 8. It has

to be Z4 × Z2, as it has four elements of order 4, 3 of order 2, and none of order 8. See

this group above.

16/2 Z8 × Z2 = {a, b | a8 = b2 = e; ab = ba}, 16 = 1 · 11 + 3 · 12 + 4 · 14 + 8 · 18.

The Aut group has order 16 = 8 · 2, as a can go 8 places, and then b to 3− 1; it turns

out that Aut(Z4 × Z2) = D4 × Z2 o 16/6 (see later).

16/3 Z4×Z4 ≈ (Z4)
2, 16 = 1 ·11 +3 ·12 +12 ·14; |Aut ((Z4)

2) | = 96, as in (a, b) of fourth

order generating 16/3, a can go to 12 positions, but then b only to eight. One shows also

Aut ((Z4)
2) = GL2(Z4) as 2 × 2 matrices over the ring Z4.

16/4 Z4 × Z2
2 = Z4 × V ; 16 = 1 · 11 + 7 · 12 + 8 · 14; |Aut(Z4 × Z2

2)| = 192, as, if a, b, c

generate Z4, Z2 and Z2, a has 8 choices, for 6 of b and 4 of c.
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16/5 Z2
4 : 16 = 1 · 11 + 15 · 12.

As before Z2
3 for order 8, this elementary abelian group is a 4-dim vector space over

the field F2. So Z2
4 ≈ F2

4, and therefore

Aut(Z2
4) = GL4(2), with order (16− 1)(16− 2)(16− 4)(16− 8) = 20160 = 8!/2. (6.2)

The groups GL4(2) and Alt8 are isomorphic [2]; but notice also other numerical coinci-

dence:

|PSL3(4)| = (64 − 1)(64 − 4)(64 − 16)/3/3 = 20160, (6.3)

but these groups are not isomorphic: 20160 is the smallest number for the order of two

non-isomorphic simple groups (Artin). This anticoincidence is also related to the “large”

Mathieu groups M22, M23 and M24
†.

It is remarkable the increase in automorphisms as one goes from the first A = Z16 to

the fifth, the elementary abelian A = (Z2)
4: the orders of (AutA) are 8, 16, 96, 192 and

20160 respectively: this is reflected also in the partition by numbers: calling n1,2,4,8,16 the

number of elements of this order, for 16/1... up to 16/5:

n1,2,4,8,16 : (1, 1, 2, 4, 8).−(1, 3, 4, 8, 0).−(1, 3, 12, 0, 0).−(1, 7, 8, 0, 0).−(1, 15, 0, 0, 0). (6.4)

7 Non-abelian groups of order 16

See [32] as a modern reference, therefore we shall report on them rather briefly. We

start by dividing the groups in three families:

First family : (Semi-) Direct products; D4 × Z2, Q × Z2 and Q ⋊ Z2

16/6 D4 × Z2. − 2(4 · 12 + 1 · 22) = 8 · 12 + 2 · 22 : (7.1)

There are then TEN classes, and the class split is deduced from the structure (Z4 ⋊

Z2) × Z2 : (a, α, b; a4 = aα2 = b2 = e; αaα = a3; ab = ba, αb = bα).

n1,2,4,8,16 = 1, 11, 4, 0, 0 with 16 = 1 · 11 + 3 · 12 + 4 · 22 + 2 · 24 (7.2)

There are plenty of Out elements; notice Centre = V , Ab = Z3
2 , and Inn = V . One

shows |Aut| = 64 (as a can go to 4 places, α to 8, and then b to 2), hence |Out| = 16.

16/7 Q × Z2 with, as above, 16 = 8 · 12 + 2 · 22, and

n1,2,4,8,16 = 1, 3, 12, 0, 0 with 16 = 1 · 11 + 3 · 12 + 6 · 24 (7.3)

†(L.J. Boya, Aug-2010). Contribution to the ICM in Hyderabad, India. Unpublished.
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As before, G′ = Z2, Z(G) = V , Inn(G) = V , one shows |Aut| = 192, hence |Out| = 48.

16/8 Q ⋊ Z2: as Aut(Q) = S4 and Out(Q) = S3, Z2 ⊂ S3 ⊂ S4 and the semidirect

product makes sense.

Second family : Dihedral groups, 16/9 to 16/11: D8 , D′
8 , and D′′

8

16/9 D8 = Z8 ⋊ Z2 : {a8 = α2 = e, α · a · α = a7 = a−1}, 16 = 4 · 12 + 3 · 22,

Dihedral group n1,2,4,8,16 = 1, 9, 12, 4, 0 with 16 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 · 24 + 1 · 24 + 2 · 28(7.4)

Center is Z2, Gab is Z4, Out is Z2 ×Z2 = V ; so |Aut| = (16/2) · 4 = 32; one shows also

Aut = Hol(Z8) = Z8 ⋊ V . D8 is the full Symmetry group of the regular octagon.

As we anticipated, due to the fact that Aut(Z8) = V , there are two more involutive

autos, which allow for two more (different) “dihedral-type” groups:

16/10 D′
8 = Z8 ⋊ Z2 : {a8 = α2 = e, α · a · α = a3}, 16 = 4 · 12 + 3 · 22,

n1,2,4,8,16 = 1, 5, 6, 4, 0 with 16 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 · 42 + 1 · 24 + 2 · 44 + 2 · 28(7.5)

Center Z2 implies |Inn| = 8, and as obviously |Out| = 2, we have |Aut| = 16; indeed

Aut(D′
8) = Q ⋊ Z2.

Now, as when α · a · α = a5, the a2 and a6 remain fixed, things are a bit different in

D′′
8 :

16/11 (TW : 16/11) D′′
8 = Z8 ⋊Z2 : {a8 = α2 = e, α · a ·α = a5}, 16 = 4 · 12 +2 · 22,

n1,2,4,8,16 = 1, 3, 4, 8, 0 with 16 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 · 22 + 2 · 14 + 1 · 42 + 4 · 28

Third family : “4 × 4” groups, 16/12 to 16/14:

16/12: Z4 ⋊ Z4: the auto is defined as Aut(Z4) = Z2, and Z4 → Z2. We have

16 = 8 · 12 + 2 · 22, ten classes, and 16 = 1 · 11 + 3 · 12 + 6 · 24 (7.6)

Center is V , Gab is Z4 × Z2, and Inn is V ; hence, |Aut| = 32, as |Out| = 8.

16/13: V ⋊ Z4 = (Z2 × Z2) ⋊ Z2: the auto is an involution within Aut(V ) = S3:

16 = 8·12+2·22.− n1,2,4,8,16 = (1, 7, 8, 0, 0) with 16 = 1·11+3·12+2·22+4·24 (7.7)

One has |Out| = 8; as Inn = V , |Aut| = 32.

16/14: Finally, we have the Dicyclic Q4 = Z8 ⋊/2 Z4, 16 = 4 · 12 + 3 · 22, 7 classes

{a8 = α4 = e, a4 = α2, α · a · α−1 = a−1}
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n1,2,4,8,16 = (1, 1, 10, 4, 0) with 16 = 1 · 11 + 1 · 12 + 1 · 24 + 2 · 44 + 2 · 28 (7.8)

We have easily Center = Z2, Gab = V , Inn = D4, |Aut| = 32 and |Out| = 4

8 Groups with order 16 < |G| < 32, order p or pq

Consider first |G| = p or pq (one or two prime factors only). That means in this level

orders 17, 19, 23, 29, 31 (prime p) and orders 21, 22, 25, 26 (two primes pq).

For the first case, prime order, the only group is the corresponding Zp:

17/1, 19/1, 23/1, 29/1 and 31/1. e.g. for p = 29 as the example,

29/1 Z29, abelian, cyclic and simple; 29 = 29 · 12; 29 = 1 · 11 +28 · 129. Aut(Z29) = Z28 =

Z7 × Z4; rotation symmetry of the 29-th regular polygon.

Now for the case of two prime factors:

Groups of order 21. As anticipated, there are two, as 3 and 7 are compatible primes

(i.e. (7 − 1) divides 3):

21/1, namely Z21 = Z7 ×Z3 : 21 = 1 · 11 + 6 · 13 + 2 · 17 + 12 · 121, Aut(Z21) = Z6 ×Z2 =

V × Z3 = 12/2.

21/2: G21, called sometimes Frobenius group, G21 = Z7 ⋊ Z3: this group acts transitively

in the so-called Fano plane, related to the octonion numbers... [9]

21 = 3 · 12 + 2 · 32, 21 = 1 · 11 + 2 · 73 + 2 · 37. (8.1)

For order 22, we have the cyclic and the dihedral, as for order 10, 14, etc.:

22/1: Z22 = Z2 × Z11.

22/2: The dihedral D11 = Z11 ⋊ Z2.

For order 25 = 52 we have the two abelian solutions, as Part(2) = 2.

25/1: Z25, cyclic. Aut(Z25) = Z25−5=20.

25/2: (Z5 × Z5) (elementary abelian: F5
2, Aut = GL2(5), order 480 = (52 − 1)(52 − 5)).

It is good to exhibit the full structure of the GL2(5) group:
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Z2

��

// SL2(5)120

��

// PSL2(5)60 ≈ Alt5

��

Z4

��

// GL2(5)480

��

// PGL2(5)120 ≈ Sym5

��

Z2
// Z4 ≈ F∗

5
// Z2

Notice the isomorphisms: PSL2(5) ≈ Alt5, the first nonabelian simple group; and

PGL2(5) ≈ Sym5: the group PGL2(5) is sharp 3-transitive in 5+1 symbols (Cfr. App.

A), whereas Sym5 is sharp 5-trans in 5, but this is the same number, as 6·5·4 = 5·4·3·2·1.

The groups are also isomorphic: e.g. Sym5 has elements of order 6.

As for order 26 is:

26/1: Z26 = Z2 × Z13. Aut = I × Aut(Z13) = Z12.

26/2: D13 = Z13⋊Z2. Aut(D13) = Z6, as |Hol(Z13)| = 13·12. 26 = 1·11(e)+6·213+1·132

9 Groups of order 24

As 24 = 23 · 3, there are three abelian groups: (24/1,2,3)

Z24 = Z8 × Z3, Z4 × Z2 × Z3 = Z6 × Z4, Z2
3 × Z3 = Z6 × V. (9.1)

As examples, the class-order partition for the three are

24 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 · 13 + 2 · 14 + 2 · 16 + 4 · 18 + 4 · 112 + 8 · 124 (for Z24)

24 = 1 · 11 + 7 · 12 + 2 · 13 + 14 · 16 (for Z6 × Z4)

24 = 1 · 11 + 7 · 12 + 8 · 13 + 8 · 16 (for Z6 × V )

As for the Aut groups, we have Aut(Z24) = Aut(Z2
3) × Aut(Z3) = Aut(Z2

3) × Z2, so

Aut(Z24) = Aut(Z8) × Aut(Z3) = V × Z2 = (Z2)
3,

Aut(Z4 × Z2 × Z3) = D4 × Z2, and

Aut(Z2
3 × Z3) = GL3(2) × Z2, order 168 · 2 = 336.

As for the non-abelian groups of order 24, several at once are direct products:

24/4: D6 × Z2 = (Z6 ⋊ Z2) × Z2 = Z2 × (Z3 ⋊ Z2) × Z2 = S3 × V .

24/5: Alt4 × Z2 = (V ⋊ Z3) × Z2

24/6: Q3 × Z2 = (Z3 ⋊ Z4) × Z2.
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24/7: D4 × Z3.

24/8: Q × Z3.

24/9: S3 × Z4. (Notice S3 × V = 24/4: easy to prove).

As 24 divisible by 2 and 4, and also 24 = 4!, three more groups are immediate;

24/10: D12 = (Z12 ⋊ Z2) = (Z3 × Z4) ⋊ Z2.

24/11: Q6 := Z6⋊/2Z4.

24/12: S4 ≡ Sym4 = Alt4 · 2 = Alt4 ⋊ Z2.

As the last (Sym4) is one of the few cases of semidirect product with nonabelian

kernel, we specify why is it possible: The outo in Alt4 mixing the two (123)-type classes

is involutive. But it can be realized also as an involutive auto, because, for example,

conjugation of a (123) permutation by an involution, e.g. (12) does generate the other

3-cycle class! Hence, one writes correctly Sym4 = Alt4 ⋊ Z2.

Finally, we shall show later (last, Sect. 12) that the Altn groups have a 2 · Altn

extension (Schur multiplier), so our next group is

24/13: SL2(F3) ≈ 2 · Alt4.

For more detailed information, see [29]. Notice only the diagram (Cfr. 8.1)

2 · Alt4 ≈ SL2(3)24

��

// PSL2(3)12 ≈ Alt4

��

GL2(3)48
// PGL2(3)24 ≈ Sym4 = Alt4 · 2

(9.2)

Finally, in the product 24 = 3 · 8 the group Z3 admits semidirect extensions as in

24/14: Z3 ⋊ Z8 (where Z8 acts in Z2 = Aut(Z3) by Z8 → Z2 mod Z4).

24/15: Z3 ⋊ D4 (where similarly D4 acts in Z2 = Aut(Z3) mod V ).

This completes our study of order 24 groups. There are 15 = 3 + 12 of them.

10 Rest of groups

16 < |G| < 32. |G| = pqr : 18, 20, 27, 28 and 30 (|G| 6= 24).

Order 18: Two abelians, as 18 = 2·32 and three no-abelians: D9, S3×Z3 and (Z3
2)⋊Z2.

For the last one, note Aut(Z3
2) = GL2(3) ⊃ Z2. The description is straightforward; we

omit to make some of the autos explicit, for simplicity. Notice the Burnside possibility

18 = 9 · 12 + 1 · 32 is not realized. Notice also Hol(Z9) = Z9 ⋊ Z6 ⊃ Z9 ⋊ Z2.
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18/1: Z18 = Z9×Z2. 18 = 1·11+1·12+2·13+2·16+6·19+6·118; Aut(Z18) = Z6

18/2: (Z3)
2×Z2 = Z6×Z3. 18 = 1 ·11+1 ·12+8 ·13+8 ·16 Aut = GL2(3)

18/3: for S3×Z3, 18 = 6·12+3·22; 18 = 1·11+1·32+1·23+2·13+2·23+2·36 Out =

Z2.

18/4: D9 := Z9 ⋊ Z2; 18 = 2 · 12 + 4 · 22; 18 = 1 · 11 + 1 · 92 + 1 · 23 + 3 · 29.

18/5: for (Z3)
2 ⋊ Z2; 18 = 2 · 12 + 4 · 22; 18 = 1 · 11 + 1 · 93 + 4 · 22.

For order 20 the situation is very similar: 20 = 22 · 3, so 2 Abelian plus 3 non: only

the structure is given, but for 20/5:

20/1: Z20 = Z5 × Z4.

20/2: Z5 × (Z2)
2 = Z5 × V .

20/3: D10 = Z10 ⋊ Z2 = (Z5 ×Z2) ⋊ Z2 = (Z5 ⋊ Z2)×Z2 = D5 ×Z2 20 = 4 · 12 + 4 · 22.

20/4: Q5 Dicyclic = Z10⋊|
2
Z4 = Z5 ⋊ V 20 = 8 · 12 + 3 · 22.

20/5: Z5 ⋊ Z4 = Hol(Z5) : 20 = 4 · 12 + 1 · 42, 20 = 1 · 11 + 1 · 52 + 2 · 54 + 1 · 45.

For order 27 = 33, we have three abelian groups, as Part(3) = 3 and two nonabelian,

as for order 8:

27/1: Z27, cyclic; 27 = 27 · 12; 27 = 1 · 11 + 2 · 13 + 6 · 19 + 18 · 127, |Aut(Z27| = 9.

27/2: Z9 × Z3, 27 = 1 · 11 + 8 · 13 + 18 · 19.

27/3: (Z3)
3, elementary abelian. 27 = 1 · 11 + 26 · 13, |Aut((Z3)

3)| = |GL3(3)| = 11232.

As Aut(Z9) = Z6 and Aut(Z3
2) = GL2(3), | · | = 48, there is map Z3 → Aut(Z3

2).

Hence, the two nonabelian are semidirect products (this differs from the order 8 case):

27/4: (Z3
2) ⋊ Z3 : 27 = 9 · 12 + 2 · 32, and 27 = 1 · 11 + 2 · 13 + 8 · 32.

27/5: Z9 ⋊ Z3 : 27 = 9 · 12 + 2 · 33, and 27 = 1 · 11 + 2 · 13 + 2 · 33 + 18 · 39.

As for the case of order 8, these two order 27 groups are extraspecial, as the center is

Z3 and the abelianized (Z3)
2.

Notice 27/2 and 27/5 have the same partition by orders (namely, n3, n9 = 8, 18).

In [9] groups with this property are called conformal; note they are not isomorphic.

For order 28, there are only four groups: 2 Ab + 2 non:

28/1: Z28 = Z7 × Z4 Aut = Z6 × Z2.
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28/2: Z7 × Z2 × Z2 = Z7 × V = Z14 × Z2 Aut = Z6 × S3.

28/3: D14 := Z14 ⋊ Z2 = D7 × Z2 Out = Z3.

28/4: Z7⋊Z4 = Q7 = Z14⋊2Z4, 28 = 4·12+6·22 = 1·11+1·12+2·74+3·27+3·214 Out =

Z6.

One might ask: why in orders 12 = 22 · 3, 18 = 2 · 32 and 20 = 22 · 5 are there five

groups, whereas in 28 = 22 · 7 there are only four? The answer is: 12, 18 and 20 are

special! The first has V ⋊ Z3 = Alt3 as special, the second S3 × Z3 is special, and the

third Z5 ⋊ Z4 = Hol(Z5), also special.

Order 30 is interesting, as there is only an abelian group, inspite of having three

factors, but none is repeated: 30 = 2 · 3 · 5. Hence

30/1: Z30 = Z2 × Z3 × Z5 = Z6 × Z5 = Z10 × Z3 = Z2 × Z15, etc. 30 = 1 · 11 + 1 · 12 + 2 ·
13 + 4 · 15 + 4 · 110 + 8 · 115 + 8 · 130. Aut(Z30) = Z4 × Z2.

and there are three nonabelian as 2 is compatible with any prime, but 3 and 5 are not:

30/2: D5×Z3, 30 = 6·12+6·22, 30 = 1·11+1·52+2·13+2·25+2·56+4·215 Out = V .

30/3: (Z3⋊Z2)×Z5 = S3×Z5, 30 = 1·11+1·32+1·23+4·15+4·310+4·215 Out = Z4.

30/4: D15 = Z15⋊Z2, 30 = 2·12+7·22, 30 = 1·11+1·152+1·23+2·25+4·215 Out =

Z4.

This completes our study of the 48 + 45 = 93 groups G, with |G| < 31.
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11 Tables

In this Section we just group the found groups in some classes, for completeness.

Table 3 recalls the total counting, separating the abelian ones.

Abelian Non-abelian Total

|G| < 8 8 1 9

|G| = 8 3 2 5

8 < |G| < 16, ( 6= 12) 7 2 9

|G| = 12 2 3 5

20 + 8

|G| = 16 5 9 14

16 < |G| < 24 9 8 17

|G| = 24 3 12 15

24 < |G| ≤ 31 11 8 19

48 45 93

Table 3.—

Table 4 selects some Abelian groups with their Aut group, or |Aut| order.

Group Order Struct. Aut |Aut| Comments

V 4 Z2
2 S3 6 First non-cyclic group.

Z8 8 cyclic V 4 Cyclic, Aut group not.

Z2
3 8 F2

3 GL3(2) 168 (2nd smallest nonabel. simple)

Z24 24 Z8 × Z3 V × Z2 8

Z30 30 Z2 × Z3 × Z5 Z2 × Z4 8

Table 4.— Some interesting abelian groups, |A| < 32.
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Group Order Struct. Out |Out| Comments

S3 6 Z3 ⋊ Z2 e 1 Smallest non-abelian.

Q 8 Quaternion S3 6 Smallest, no × nor ⋊.

Alt4 12 V ⋊ Z3 Z2 2 Alt4 · 2 = Sym4 = Alt4 ⋊ Z2.

Dih′
8 16 Z8 ⋊ Z2 αaα = a5.

Table 5.— Some interesting non-abelian groups, |G| < 32.

Group Order Aut Hol |Hol|
Z3 3 Z2 S3 6

V = F2
2 4 S3 S4 24

F2
3 8 GL3(2) Aff3(2) 1344

F3
2 9 GL2(3) Aff2(3) 48

Table 6.— Some interesting Holomorphs of certain groups, |G| < 32.

12 Final comments

Here we comment some isolated topics not deal with in the main text.

1. Extraspecial groups. For order 8 = 23 and 27 = 33 the nonabelian groups (two in

each case) are extraspecial, as we noted. This is reflected in the center, being Z2

and Z3 respectively, and the abelianized, being (Z2)
2 and (Z3)

2 respectively. One

shows [14] they all come from (Zp)
3, p prime, where the two nonabelian groups are

the extraspecial.

2. Schur multipliers. (To understand the following some knowledge of the mathematics

of Quantum Theory is necessary; see e.g. [30] or [23]).

The transition from integer spin “ℓ”= 0, 1, 2, 3, ... in orbital angular momentum to

“half-integer” for spin particles in Quantum Mechanics (QM), so s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, ...

is due to the need of using projective representations of the SO(3) group, because

in QM states are rays, not vectors. The change from SO(3) to Spin(3) is, as an

extension problem, a double (universal) covering;

Z2 −→ SU(2) = Spin(3) −→ SO(3) (12.1)

and we wrote in several ocassions SU(2) = 2 · SO(3): this 2 “on the left” is a case

of Schur multiplier; in general, extensions of type

Zn −→ Gˆ −→ G (12.2)
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are called “Schur multipliers”, because I. Schur was the first to consider projective

representations of groups (ca. 1898).

The complete story of this goes through the extension theory, which requires a study

of Homological Algebra, that we just omit.

3. The attentive reader has probably observed that the majority of our non-abelian

groups are:

• Simple, if prime order, Zp.

• Direct product, whenever possible; e.g. 28/3: D7 × Z2.-

• Semidirect product, e.g. S3 = Z3 ⋊ Z2.

In very few occasions, we have quotients of semidirect products, e.g. in order 8,

Q = Q2 ≡ Z4×/2Z4. Why non-simple groups are nearly always direct or semidi-

rect products? The reason is [6] that, in the general extension problem, that we

just mention in Appendix A, for orders of G with small factors, the group of the

extensions reduces to the unity. And precisely the cases non of this type start with

three or more factors identical, that is to say, 8, 16, 24, etc., where indeed there are

groups not in simple, direct or semidirect form.
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A APPENDIX

Here we collect some definitions and show easy results in the abstract theory of

finite groups; general references are ( [25], [17], [14], and [28]). All groups will be finite,

order of G := |G| = n < ∞; three other classical sources for finite groups are [9], [8]

and [20]. The unity will be named e or Id or id; for I we signal at times the group only

with {e}. For a group G the opposed group, named Go has the same elements as G,

but to the pair (a, b) corresponds the product (ba). ab and ba are in the same class, as

a−1aba = ba. G is abelian iff G = Go. Groups and their natural maps (homomorphisms)

form a category G, and finite groups the (sub)category G◦◦; but we shall not say much of

that.

N, Z, Q, R and C will be the natural, integer, rational, real and complex numbers, as

usual; quaternions H will be mentioned very sporadically. For any natural number n there

always exists a cyclic group (and only one), named Zn, where Zn : {a | an = e}; it is

also written Z/nZ, read integers with sum mod n (Gauss). For a set X with n points,

the permutation group or collection of all permutations under composition, has order n!;

it is written Symn or simply Sn; the even permutations make a normal subgroup, called

alternating group Altn, with n!/2 elements.

1. General definitions. In a set X we give a composition law X × X → X, which is

associative x(yz) = (xy)z, with unit e (xe = ex = x) and inverse x−1 (xx−1 =

x−1x = e): this is the abstract definition of a group (A. Cayley, 1854); as said

we consider only finite groups G, |G| < ∞. Then the period of an element is the

minimum n such an = e.

Given a group G, a subgroup H is a subset of G which is group by itself; G splits

under H in left gH (or right - Hg) cosets, so e.g. G = H ∪ gH ∪ g′H ∪ g′′H... Each

coset gH has order |H|, because gH with g /∈ H just changes k in H by gk: this is

Lagrange theorem: the order h = |H| of a subgroup H ⊂ G divides the order of G,

n = |G|; one writes [G : H ] for the index of H in G, so [G : H ] = n/h.

The “left translation” g : g′ → gg′ permutes the elements of the set G; hence the

group itself G, |G| = n, can be seen as a subgroup of the general permutation group

Sn: this is Cayley theorem. H ⊂ G is normal subgroup (invariant, distinguished)

if gHg−1 = H ⇔ ghg−1 = h′. If H normal in G, there is a group structure in the

cosets, by composition, called the quotient group Q; one writes G/H = Q. We shall

write this as

1 → H → G → Q → 1 (A.1)
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(short exact sequence), meaning: the second map is injective, the third epijective,

and composition of any two consecutive maps gives 1. Normally we shall omit the

two “1”s.

If |G| = pf · m, with m natural, p prime and f natural, with (m, p) = 1, there are

in G subgroups of any order pr, 1 ≤ r ≤ f ; the subgroups of maximal order pf are

called Sylow subgroups, all are conjugate, and the number of them is 1+kp, dividing

|G| (Sylow theorems); see [11]. There is a partial ordering of the subgroups H of a

group G by inclusion; one thus forms the lattice of subgroups.

Natural maps µ : G → Q are homomorphisms, i.e. when µ(gh) = µ(g)µ(h). The

image of µ is the subgroup µ(G) ⊂ Q, and µ is onto when µ(G) = Q. (Homo-

)Morphisms µ : G → G are called endomorphisms (endos), and isomorphisms ι

are invertible morphisms, as automorphisms α (autos) are invertible endos. In any

morphism µ : G → Q the kernel K := µ−1(eQ) is normal subgroup, gKg−1 = K,

as k ∈ K ⇒ µ(gkg−1) = µ(g)µ(k)µ(g−1) = µ(g)µ(g−1) = e. M is injective if

ker K = {e}. One writes G/K = Im µ = µ(G) ⊂ Q: the image is just subgroup. If

two groups G1 and G2 are isomorphic, we write G1 ≈ G2: we try to reserve G1 = G2

for two groups defined identically. For example Z6 ≈ Z2 × Z3, but Z2
2 = V .

One writes a general morphism µ : G → Q as composition of Ker µ → G → Im µ

and injection Im µ → Q.

The set of autos of any algebraic (or geometrical) structure is always a group under

composition. This is the very reason of the existence of Groups as algebraic struc-

tures. In our study Aut(G) will play an important role; of course, Aut(G) is finite if

G is. But A can be abelian and Aut(A) not; or Z being infinite, has Aut(Z) finite

(±1).

For abelian groups A one sets up a ring structure in the whole set of endos, End(A),

by defining (a + b)(x) := a(x) + b(x), besides (ab)(x) = a(b(x)); the autos are the

invertible elements in End(A); (so 0 : a → e is never an auto, but 1 : a → a is

always). Recall a field is a commutative ring with all elements 6= 0 having inverse

under product.

Conjugation of element g by another element k is the map ik : g → kgk−1, and it

is an automorphism in G, called inner; their set is named Inn(G), with Inn(G) ⊂
Aut(G), as (normal) subgroup. The above onto map G → Inn(G) is morphism,

with kernel the center (centre) of G, namely Z(G) : {z|zg = gz}. An automorphism

which is not inner is called outer: the quotient Out(G) := Aut/Inn is called the

group of classes of outer automorphisms. An element g and all its conjugates kgk−1

make up the class of g, cl(g).
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Automorphisms α ∈ Aut(G) keep the order, as an = e ⇒ α(a)n = e with n period;

hence, in order a group to have automorphisms 6= e, it has to have more than one

element with the same period; for example, Aut(Z2) = I. If G is nonabelian, the

Out(G) group operates in the classes (as orbits under conjugation, i. e. inner

automorphisms); hence, for having outos γ 6= e, a group G has to have classes of

the same periods (many examples).

The commutator of two elements a, b is (a, b) := aba−1b−1; it is (, ) = e iff ab = ba;

the clausure of commutators makes up another normal subgroup, called the derived

(or commutator) subgroup G′ = {aba−1b−1}. The quotient G/G′ := Gab is abelian,

and G → Gab is the maximal abelian image of G, with A = Gab iff G abelian

already. For any subset X of a group G, the centralizer in G, ZG(X) is the subgroup

{g|gx = xg, x ∈ X}; the normalizer NG(X) is defined by {g|gxg−1 = x′ ∈ X}; by

〈X〉 we mean the group generated by elements in X, that is, the minimum group

containing the set X.

For example, the centralizer of G itself is the center, Z(G); the normalizer of a

normal subgroup H is the whole group, G; etc.

We express these definitions and results by the following diagram, very much used

(implictly) in this review

Z(G)

��

G′ // G

��

// Gab

Inn(G) // Aut(G) // Out(G)

A normal subgroup is invariant under inner autos, by definition; if it is invariant

under any automorphism, it is called characteristic subgroup; one shows easily that

the center Z(G) is characteristic, and so is the commutator G′. Therefore, there is

a map Out(G) → Aut(Z(G)) as Inn(G) operates trivially in the center.

A group is simple if the only normal subgroups are the trivial ones, namely I and

the group G itself. For example, Zp, p a prime number, is simple; so is Altn>4

(Galois). The smallest non-abelian simple group is Alt5, order 5!/2 = 60, and the

second smallest is PSL2(7) = GL3(2), order 168.

A group is called complete if Center = Out = e; perfect if G = G′ (so Gab = e).

For example, S3 is complete, and Alt5 is perfect; perfect groups, if not simple, are

rare: about the smaller nonsimple perfect group is SL2(5), order 120; *note Alt5 ≈
PSL2(5)*.
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We define the class [g] ≡ cl(g) of an element as the set of its conjugate elements:

[g] = {k, k = hgh−1}; then “belonging to a class” is an equivalence relation in G,

and so one writes G = ∪suff classes [g]; for example, for the cyclic group Zp, p a prime

number, one has |Zp| = p and there are one class of 1 element of order 1(e), plus

(p − 1) classes of 1 element, of order p; we write this as p = 1 · 11(e) + (p − 1) ·
1p(a, a2, a3, ..., ap−1).This partition by classes is the same as the orbits of the group

acting on itself by conjugation. For any finite group G, one can write, in general

|G| := N =
∑

n · ms, (A.2)

where n ·ms means: n classes of m elements each, of period s. Elements in the same

class have same period, but of course not viceversa: a more rough classification of

elements is by counting {ns}, the number of elements for each period. For example,

{ns=1,2,4,8,16} = (1, 1, 2, 4, 8) in Z16. In [8] one defines two groups to be conformal if

the partition by classes (A.2) is the same.

With two groups G = {g} and K = {k} we form the direct product in the product set

G×K by (g, k)·(g′, k′) := (gg′, kk′). For example, one shows thus that Z6 = Z2×Z3,

Z15 = Z3 × Z5, etc. This is the simplest case of the extension problem: given two

groups, K for kernel and Q for quotient, form all groups E with K normal and

E/K = Q. The complete solution of this question requires Homological Algebra,

which we shall not develop.

If A is abelian (with a + b for ab) and there is a morphism µ : G → Aut(A), in the

set A×G one forms a group with the composition (a, k) · (a′, k′) = (a+µk(a
′), kk′),

and it is called the semidirect product, written A ⋊ G. For example, one shows

S3 = Z3 ⋊Z2. We shall use a lot this semidirect product construction. There is also

an extension of the semidirect product for non-abelian groups, B 6= Bo, which we

shall use far less.

As an example of (A.2), for the permutation group Sym4, of order 4! = 24, there

are 5 classes, as Part(4) = 5; the reader should check the balance (we write one

representative per class)

4! = 24 = 1 · 11(e) + 1 · 62([12]) + 1 · 32([12; 34]) + 1 · 83[123] + 1 · 64([1234] (A.3)

where [12] is the transposition 1 → 2 → 1, etc: we suppose the structure of the

group Sn is known to the reader: e.g. the classes of Sn correspond to the partitions

of number n.
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2. Subgroup structure. Recall a group G with no non-trivial normal subgroups is called

simple. Finite simple groups are the atoms in the (G◦◦) category of finite groups,

meaning any finite group is an extension (composition) of more elementary, simple

groups; for example, Sym3 is composed of Z3 and Z2, and Alt4 is also, as we shall

see that Alt4 = (Z2 × Z2) ⋊ Z3).

For any finite group G, the Hasse diagram exhibits the subgroup structure; for

example, for Z6 the Hasse diagram is

Z6

AA
AA

AA
AA

}}
}}

}}
}}

Z3

BB
BB

BB
BB

Z2

||
||

||
||

I

(A.4)

Really, the set of subgroups H of a group G form a lattice (we do not elaborate; see

e.g. [25]).

Jordan-Hölder theorem. For any group G, a normal subgroup H is maximal, if there

is NO group K, with H ⊂ K and K normal in G. Then G/H = Qu1
is simple (proof

elemental!); if now H is not simple, it has Qu2
as quotient H/K, with K maximal

in H . So we obtain a chain: {G; Qu1
; Qu2

; ...Qun
}, or {G; H ; K1; ...Kn} with Qj

simple. The chain ends when the last Kn is already simple. The Jordan-Hölder

theorem asserts: any other choice of maximal normal subgroups has the same chain

of quotients, up to the order. See e.g. [17], [25], etc... By contrast, a group G is

called solvable if the chain of Jordan-Hölder quotients is made out of abelian (hence

prime cyclic) groups.

When we have an extension Zn → G → Q, we say that G = n · Q, and called it a

Schur multiplier. See Sect. 12.

3. Abelian Groups. The category of finite abelian groups is perfectly understood

(Frobenius and Stickelberger, 1879); see any textbook or even [7].

If A is abelian (A = Gab), one usually writes 0 for e and sum (a+b) for composition;

Zn is abelian for any n, and so are Sym2(≈ Z2) and Alt3(≈ Z3). As any irrep is 1-d

(see App. B), the Character Table conveys the whole irrep information.

If A is (finite and) abelian, it is a direct product (direct sum) of cyclic groups of

order power of a prime, A = P (p)Q(q)...T (t), where |P (p)| = pf , etc., with p, q, ...t

primes. If α is an automorphism of A = P (p)Q(q), and p′, q′ are in each factor, any

auto α preserves the order, hence also the product structure, that is α(p′) = p′′ ∈ P ,

α(q′) = q′′ ∈ Q.

94



For rank r of an abelian group we understand the minimal number of generators;

it does not coincide with the number of different number of prime-power products:

for example, Z6 is rank one, but it is also Z2 × Z3.

For |A| = pf , there are as many different abelian groups of this order as partitions

of number f , called Part(f), that is expressions of f as sum of integers; we have

e.g.,

Part(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) = 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42. (A.5)

For example, the number of abelian groups of order 32 = 25 is Part(5) = 7, namely

Z32, Z16 × Z2, Z8 × Z4, Z8 × V, Z4
2 × Z2, Z4 × Z2

3 and Z2
5; see e.g. ( [25], Ch.

4). The number of abelian groups of order 720 is ten: 720 = 24 · 32 · 5, and so

Part(4) ·Part(2) ·Part(1) = 5 · 2 · 1. Part(n) grows rather quickly with n, like [23]

Part(n) ≈ exp

(

π
√

2n/3

4n
√

3

)

, n ≫ 1. (A.6)

We shall need and use some results on Aut(A), A abelian; the complete results are

messy; for a recent review, see [19].

For any (abelian or not) group G one can form the holomorph, Hol(G), defined by

Hol(G) = G ⋊ Aut(G). (A.7)

For example, Hol(Z3) = S3(= Z3 ×Z2); we shall use the holomorph concept mainly

for abelian groups. Finally we recall (Appendix B) the irreps of an abelian group

are unidimensional, and reciprocally.

4. G operates in Ω: Actions of Groups. The group G = {g} operates in the set Ω =

{x}, if g(x) = y is well defined, with e(x) = x and g(k(x)) := (gk)(x); for this

action we shall write at times G ◦→Ω. This is equivalent to the existence of a

natural map

µ : G → Perm(Ω), (A.8)

where Perm(Ω) = Symn if |Ω| = n: Perm(Ω) is kind of “universal” operating

group in the set Ω. The true nature, its raison d’etre, of groups is as transformation

groups in some sets: the idea of Geometry (F. Klein) is just that of a group of

allowed transformations G in some space Ω [21]. Also, Symmetries in physics are

implemented by means of groups.

If the kernel above, K := ker µ is = e, we say the action (of G on Ω) is effective. G/K

acts naturally and effectively on Ω. Call G(x) or G·x the set of y’s in Ω reached from
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x by some g ∈ G: it is called the orbit of x; belonging to an orbit is an equivalence

relation. If in G◦→Ω there is only an orbit, we speak of action being transitive:

any element x can go to any other y. In any orbit, the set Gx = {g ∈ G|g(x) = x}
is a subgroup of G, called the stabilizer of point x (isotropy subgroup, little group

in physics), or of the orbit G(x): different points in the same orbit have conjugate

stabilizers; in our finite group context, clearly |Orb x| = |G|/|Gx|, or

|G| = |Orb x| · |Gx| for any x. (A.9)

Orbits with a single point signal fixed points, whose stabilizer is the whole group;

for example, GLn(R) acting on vector space Rn has the origin x = 0 as (unique)

fixed point. Or: central elements of a group are the fixed points for the adjoint

action (conjugation).

*For example, SO(3) acting by rotations is transitive in the ordinary sphere S2 ;

the stabilizer (of any point, e.g. the north pole) is ≈ SO(2)*. If T2 is the regular

triangle △, the symmetric group S3 acts by orthogonal transformations (leaving it

invariant), S3 ◦→T2: the action is transitive, with stabilizer Z2 as reflections. The

subgroup Alt3 = Z3 of rotations is also transitive, with e as stabilizer: one says then

the action is free. If G with |G| = n operates in X, cardX = m and describes k

orbits, one has |G| = |Gx| · |G(x)|, for x arbitrary in each of the k orbits as in A.9.

The action G ◦→X is 2-transitive, if it is transitive and Gx acts transitive in the

complement to x, X∗ := X\{x}, i.e., the little group acts still trans in the com-

plementary. Alternatively, if any two points x 6= y go to any other two points

g(x) 6= g(y). One defines k-transitive actions of G on X, by the natural generaliza-

tion: in particular, G operating on X is k-transitive, if any k different points go to

any other set of distinct k points. In particular, by a transitive action we just mean

1-transitive.

The k-transitive action is called sharp, if the last stabilizer is just the identity: in

particular, if G is sharp 1-trans on Ω, |Ω| = |G|; if G ◦→Ω is 2-trans sharp, we

have similarly |G| = |Ω| · (|Ω| − 1), etc. Nearly by definition, Symn = Sn is sharp

n-transitive in n objects; one shows easily that Altn is (n− 2) sharp transitive in n

objects (as Alt3 = Z3). Besides the natural Symn and Altn, actions more than 3-

transitive are very rare; but with finite fields Fq (App. B), one shows that PGL2(q)

is sharp 3-transitive in the projective line FqP
1, with q + 1 points, where q = pf

(power of a prime). *Compare RP 1 ≈ S1, where x → (ax + b)/(cx + d) is sharp

3-trans, with stabilizers Aff1(R), R\{0}, {e}*.

5. Examples of families of finite groups. We already defined and use

Zn(order n), Dn(oder 2n), Symn = Sn(order n!), Altn(n!/2) (A.10)
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as families of finite groups; some structural relations are

Zp is simple; Dn = Zn ⋊ Z2; Alt3 = Z3; Sym2 = Z2;

Sym3 = D3; Alt4 = V ⋊ Z2; S4 = V ⋊ S3 = Hol(V ). (A.11)

Dicyclic groups are defined as 2-quotients, namely (If a, α verify a2n = α4 = e),

(Dicln =)Qn := Z2n ⋊/2 Z4, αaα3 = a−1, an = α2. (A.12)

We have

|Qn| = 4n, Q2 = Q(= ±(1, i, j, ij = k), Q3 ≈ Z3 ⋊ Z4, etc. (A.13)

where Z4 acts in Z2n by the inverse auto via the 2 : 1 map Z4 → Z2.

We shall define another family, Γn, the finite Clifford groups [6]: define Dirac-like

matrices γµ by

{γµ, γν} = −2δµν ; µ, ν = 1, 2, ..., n. (A.14)

The γ’s make up a finite group of order 2n+1:

±{1; γµ; γµγν; ...; “γ5” := γ1γ2...γn}. (A.15)

One has Γ1 = Z4, Γ2 = Q, Γ4 is the group of the usual Dirac matrices (order 32),

etc. The even order matrices make up a index-2 subgroup, hence normal, called

Γn
+; for example Γ2

+ = Z2.
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B APPENDIX

1A.- A representation of the group G is a natural map (morphism) D : G → Aut(V ),

where V is a K-vector space; we shall consider only spaces V finite dimensional

over C, the field of complex numbers (at times over R ⊂ C): so a representation of

a group is a realization of the group via complex (invertible) matrices; of course,

Aut(V ) = GLn(K), if dim V = n : GLn(K) is the set of n × n invertible matrices

with entries in the field K. Representation theory was instrumental in extending

group theory at the end of the XIX century (Frobenius, 1896; Schur...), and it has

many applications in physics, mainly in Quantum Physics [30], [31].

If a subspace W ⊂ V is invariant, namely if D(G)W ⊂ W , we say D reduces to

W ; D is irreducible if only V and C are invariant. A representation D of group G

is called fully reducible or decomposable, if for any subrepresentation D1 in W ⊂ V

there is a complementary one D′
1 in W ′, so one writes D = D1+D′

1 and V = W +W ′.

Finite groups (indeed, compact groups) have only decomposable representations, as

one can set up a metric in V , the representation space, so D is unitary under that

metric: then any invariant subspace has an orthogonal one, also invariant.

D : G → Aut(V ) and D′ : G → Aut(V ′) are equivalent, if ∃A : V ⇔ V ′ with

D′(g) = AD(g)A−1. The search for irreducible inequivalent representations (irreps)

is a formidable industry, with plenty of applications in mathematics and in physics.

For a group G, note the set of irreps by Ĝ: it is a well-defined set.

We have, for any finite group G, the following results ( [25], [30]):

1) The number of irreps coincides with the number of classes, r.

Hint: The formal sums
∑

xigi with xi complex numbers, make up a complex

associative algebra A(G), as the “units” g multiply by the group product,

gigj = gk, with dimension of A = n ≡ |G|; this is called the group algebra

A(G) = AC(G) (Frobenius, 1906). The center of this algebra is generated

by g(= ege) +
∑

kgk−1, i.e. by sum of classes of conjugate elements, so the

order of the center is r, the number of classes. One obtains a bilateral central

projector for each class. One shows then that A(G) splits in m simple matrix

algebras Mi, where m = dim(centerA) = # of classes = r. It is well-known

(e.g. [30]) that simple complex matrix algebras are complete, and of the form

Mn(C), hence a square; so it follows that A(G) =
∑r

i=1
Mi

2.

This leads to the important and very much used
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2) Burnside relation between the order |G| and the dim di of the i-th irrep:

|G| =

r
∑

i=1

d2
i (B.1)

3) If G abelian, all irreps are of dim 1 (Schur’s Lemma; obvious from cl(a) = {a});
in this case one shows Â is an abelian group, and A ≈ Aˆˆ: this is the starting

point of Fourier analysis: for example, if G = U(1), the dual ˆU(1) = Z, and

completeness in either space is justly Fourier series!

4) When G/K = Q, the set of irreps of G includes these of Q (as D : G → Q →
Aut(V ) defines D : G → Aut(V )).

5) |Gab| is the number of 1-dim irreps of G (always ≥ 1).

6) If G = K × H , D(G) = D(K) ⊗ D(H), where ⊗ is Kronecker product of

matrices.

7) For A abelian, Aut(A) operates in Â. For G arbitrary, it is Out(G) which

operates in Ĝ.

8) If G finite, |G| : di, i.e., the dim of the irrep divide G (difficult; see [27]).

1B.- Character Table. For any representation D : G◦→V the character χ of element g

in this representation D is defined as the trace: χ : G → C∗

χD(g) := TrD(g) (B.2)

One proves at once: elements in the same class have the same character, and equiv-

alent representations also; both come from the cyclic property, namely Tr(ABC) =

Tr(CAB).

As an example, for the group Z3 the Character Table runs as follows: (with ω a

cubic root, ω = exp(2πi/3)).

1A 3A 3B

D0 1 1 1

D1 1 ω ω2

D2 1 ω2 ω

As finite groups are compact, and irreps of compact groups are unitary (mentioned

above), there are orthogonality properties between rows and between columns [30].

99



We write only one: the square modulus of the first row is again Burnside relation,

namely

|G| =
r
∑

i=1

d2
i . (B.3)

Different columns have zero (conjugate) product: above e.g. it is (1 + ω + ω2 = 0),

as the sum of the three cubic roots of 1.

2. Finite Fields. Some of our finite groups can be seen as groups of matrices over

finite fields. Let p be a prime, and in the numbers 0, 1, 2, ..., (p − 1) consider sum

and product mod p: the congruences of Gauss; for example, in (0, 1) the rules are

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 1 = 0; with 0 · (any) = 0, and 1 · 1 = 1. So we define the

finite field F2 with 2 elements, and the finite field Fp with p; F∗
p := Fp \ {0} is the

multiplicative group: only 0 is non-invertible under the product. These finite fields

were first introduced by Galois (1832).

One shows (Moore 1903) that any other finite field Fq has cardinal q = pf , for (any

prime p and) any natural number f , and it is commutative (Wedderburn, 1905);

but the rules are different:

Sum in Zq, as in the elementary abelian group (Zp)
f . (B.4)

Product in F ∗
q , as in Zq−1. (B.5)

For example,

in F4 : {0, 1, ω, ω2} is e.g. 1 + ω = ω2, ω + ω2 = 1. 1 + ω2 = ω. (B.6)

Product: as Z3 in (1, ω, ω2) = (e, a, a2).

Given any finite field Fq, Fn
q is the n-dim Fq-vector space, Mn(Fq) all the n × n

matrices ≈ End(Fn
q ), and GLn(Fq) = GLn(q) the invertible ones. One shows the

order of the finite group GL is

|GLn(q)| = (qn − 1)(qn − q)(qn − q2)...(qn − qn−1), (B.7)

(e.g. in the first row there cannot be all 0’s; the second is linear independent of the

first, etc.).

The determinant map: GLn(q) → F∗
q has as kernel the unimodular group SLn(q).

Also the diagonal matrices ≈ F∗
q are normal (central) in GL, with PGL as quotient.
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So one constructs the Box

H

��

// SLn(q)

��

// PSLn(q)

��

F∗
q

��

// GLn(q)

��

// PGLn(q)

��

J // F∗
q

// H

where H = F∗
q ∩ SLn(q), etc. Now, the fundamental result of Jordan-Dickson says:

PSLn(q) is simple, for all n and q, except n = 2 and q = 2 or q = 3. Indeed

PSL2(2) = Sym3 = Z3 ⋊ Z2; PSL2(3) = Alt4 = V ⋊ Z3. (B.8)

This forms the third family (besides Zp and Altn>4) of finite simple groups, al-

though it is bi-parametric. Other families, that we omit, contain the equivalent to

the orthogonal and symplectic groups, plus the corresponding exceptional groups

(Chevalley, 1955), etc.

3. |G| = up to pq. Let us study the possible finite group with |G| up to order pq, only

two factors. If only one, Zp is the only possibility, and the group split in irreps and

classes is

Zp : {ap = e}; p = p · 12 and p = 1 · 11(e) + (p − 1) · 1p. (B.9)

These groups are finite, abelian, cyclic and simple: one for each prime (e.g. Z137).

Consider now |G| = p2; one has p2 = p2 · 12, so they are abelian; and there are two

of them, as Part(2) = 2: they correspond to Zp2, cyclic, and (Zp)
2, the elemen-

tary abelian: the groups (Zp)
f , appearing very often, are called elementary abelian

groups.

E.g. for the case (Zp)
2 it is,

Zp × Zp : p2 = p2 · 12; p = 1 · 11(e) + (p − 1) · 1p (rest). (B.10)

Next case is |G| = p( 6=)q; if p = 2, there is also the dihedral group, performing the

auto of pass to the inverse in Zp: so there are just two groups,

|G| = 2q : Z2q and Dq = Zq ⋊ Z2. (B.11)

We leave to the reader to express 2q = (sum of irreps) = (sum of classes).

Next case is |G| = pq, 2 < p < q. Only possible non-abelian solution is

pq = p · 12 + x · p2, with x = (q − 1)/p, (B.12)
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when (q−1) : p. we say then that primes q and p(> 2) are compatible; q, p = 3, 7 are

the first example (see more examples in [7]); then we have the semidirect product

pq = |Gpq| = p · 12 + (q − 1)/p · p2 or Gpq = Zq ⋊ Zp. (B.13)

When p and q are incompatible, the only possible group is the cyclic Zpq.

We shall not bother to completely classify the pqr groups; only two cases will be

considered here:

(a) |G| = p3: there are 3 abelian groups, as Part(3) = 3, and two nonabelian

groups, repeating our studied case for |G| = 8 and 27: one has the two con-

structs

(Zp2) ⋊ Zp, possible as |Aut(Zp2)| = Φ(p2 − p) and ∃Zp → Aut(Zp2).

(Zp)
2 ⋊ Zp, possible also, as |Aut(Zp)

2| = |GL2(p)| = (p2 − 1)(p2 − p), divides p.

The two nonabelian groups of order p3 can be seen to be extraspecial [20].

(b) G = (Zp)
3, an elementary abelian group. In this case G = Fp

3, and Aut(G) =

GL3(Fp), of order (p3 − 1)(p + 1)(p − 1)2p3.

4. Coxeter groups. H. S. M. Coxeter (1907 - 2003) studied since 1930 discrete groups

generated by involutions (reflections); for full information see [10].

There is a well-known graphical representation (invented by Coxeter, but copied by

Dynkin):

(a) ◦ means a single involution a, so the group is Z2.

(b) ◦ ◦ two independent involutions, so the group is V = (Z2)
2.

(c) ◦—◦ means, by definition, a2 = b2 = (ab)3 = 1: it generates Sym3.

(d)
4◦—◦ means a2 = b2 = (ab)4 = e; it generates D4. With any other number n

it generates the dihedral Dn, order 2n. It is the isometry group (rotations and

reflections) of a regular polygon of n sides.

(e) ◦—◦—◦—...—◦, means a2 = b2 = ... = n2 = (ab)3 = (bc)3 = (ac)2 = ... =

(mn)3 = e: it generates Sn (easy to prove).
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Resumen

El objetivo de estas páginas es mostrar el problema de Waring y su evolución en

la resolución del mismo a través de las investigaciones de matemáticos como G.H.

Hardy, J.E. Littlewood, I.M. Vinogradov y otros.

1. Euler y la función partición

Los problemas aditivos tratan de la posibilidad de representación de los enteros n en

sumandos de la forma

n = a1i1 + a2i2 + · · ·+ asis, (1)

donde los ajrj
son enteros de unas sucesiones numéricas determinadas. El fundador de esta

rama de la teoŕıa de números es L. Euler(1707-1783). Sus investigaciones vienen expuestas

en su memoria “De partitionumerorum”.

En el método empleado por Euler, las sucesiones {ajr}, j = 1, . . . , s no negativas, se

ponen en correspondencia con la serie de potencias fj(z) =
∑∞

r=1 zajr la cual es conver-

gente para |z| < 1. El número de soluciones A(n), de la ecuación (1), es igual al coeficiente

de zn en la serie

F (z) =
s
∏

j=1

fj(z) =
∞
∑

n=0

A(n)zn, (2)

y el problema se reduce al cálculo de ese coeficiente. En numerosos problemas, s está aco-

tado, pero puede ser infinito.
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El método empleado por Euler ( método de las funciones generatrices ) hab́ıa sido casi

olvidado durante mas de cien años pues no se hab́ıa conseguido hallar métodos efectivos

para el cálculo de los coeficientes de la serie principal (2). A finales del siglo XIX, el

matemático inglés J. Sylvester y otros, para la resolución de los problemas aditivos lineales,

aplicaban la descomposición de F en fracciones continuas, pero este método no serv́ıa para

los problemas no lineales. Más tarde, grandes matemáticos como S. Ramanujan, G.H.

Hardy, J.E. Littlewood, e I.M. Vinogradov, conservando la idea fundamental de Euler de

aplicación de las series infinitas desarrollaron un método nuevo que actualmente sigue

siendo de gran utilidad en la resolución de problemas aditivos.

La suma de la serie (2) cuyo coeficiente es A(n), se llama función generatriz de A(n).

A Euler el estudio del número de formas en que un entero puede expresarse como suma

de otros enteros era un problema que le fascinaba. En este caso, la función A(n) se denota

por P (n) y se llama función partición.

La función partición se define precisamente, como el número de formas en que el entero

positivo n puede escribirse como una suma de enteros positivos. No se consideran distintas

dos particiones si, difieren sólo en el orden de sus sumandos. Por ejemplo P (4) = 5

puesto que 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1. Definimos P (0) = 1.

Euler descubrió numerosas identidades que relacionan diversos valores de P (n). Tomando

P (0) = 1 y P (n) = 0 para n < 0, Euler da una fórmula de recurrencia para P (n), para

todo n ≥ 1

P (n) − P (n − 1) − P (n − 2) + P (n − 5) + P (n − 7) + · · · = 0.

y obtiene también la función generatriz expresada en el siguiente teorema:

Teorema 1. (Euler)([17]) Para |z| < 1 tenemos

F (z) =
∞
∏

m=1

1

(1 − zm)
=

∞
∑

n=0

P (n)zn. (3)

La demostración se hace primero en el intervalo 0 ≤ x < 1 y se extiende al disco unidad

por prolongación anaĺıtica.

Notar que
∞
∏

m=1

(1 + zm),
∞
∏

m=1

(1 − zm)

son ambos uniformemente convergentes en un disco |z| ≤ ρ, donde ρ < 1. Luego re-

presentan funciones anaĺıticas que pueden desarrollarse en serie de Taylor para |z| < 1.

Los productos señalados son no nulos en |z| < 1 y sus rećıprocos son a su vez funciones

anaĺıticas en dicho disco.
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Euler también considera las particiones de n en sumandos impares y distintos o pares

y distintos. Las funciones generatrices son respectivamente

F (z) =

∞
∏

m=1

(1 + z2m−1), F (z) =

∞
∏

m=1

(1 + z2m).

Los números pentagonales 1, 5, 12, 22, . . . son las sumas parciales de los términos de

la progresión aritmética

1, 4, 7, 10, 13, . . . , 3n + 1, . . . .

Si T (n) denota la suma de los n primeros términos de esta progresión, entonces

T (n) =
n−1
∑

r=0

(3r + 1) =
3n2 − n

2

Para estos números, Euler comprueba que su función generatriz es

∞
∏

m=1

(1 − zm) = 1 +

∞
∑

n=1

(−1)n(zT (n) + zT (−n)), |z| < 1.

Es de notar también que la función partición crece muy rápidamente con n, por ejemplo

P (10) = 42, P (100) = 190569292, P (200) = 3972999029388.

2. Análisis complejo en los problemas aditivos

G.H. Hardy (1877-1947) y S. Ramanujan (1887-1920), hicieron un estudio profundo

de la función generatriz F (x) para valores complejos de x en las proximidades del ćırculo

unidad de convergencia. Aśı que conservando la idea fundamental de L. Euler de aplicación

de las series infinitas, estudiaron el problema de las particiones de un entero n, y en 1918,

dieron una primera aproximación de lo que después conocemos como método del ćırculo.

Ellos obtienen una fórmula asintótica para P (n). El punto de partida es la fórmula de

Euler (3) y el Análisis Complejo: Todo punto del ćırculo unidad |z| = 1 es punto singular

esencial para la función F (z) representada por el producto en el disco |z| < 1, aplicando

la fórmula integral de Cauchy consiguen calcular los coeficientes P (n) de la serie (3):

P (n) =
1

2πi

∫

γρ

F (z)

zn+1
dz, (4)

donde γρ es el ćırculo de centro 0, |z| = ρ < 1. Hardy y Ramanujan, grandes conocedores

de las propiedades anaĺıticas, observaron que al ser el punto z = 1 polo de cada término

del producto infinito, la función F (z)
zn+1 deb́ıa crecer muy rápidamente cuando z tiende hacia

1 a lo largo del eje real. Dividieron γρ en dos arcos Mα y mα, aśı la integral es

P (n) =
1

2πi

∫

Mα

F (z)

zn+1
dz +

1

2πi

∫

mα

F (z)

zn+1
dz

107



en el arco Mα dedujeron una aproximación para F (z)
zn+1 y pudieron acotar la integral sobre

mα por una función de ρ, y α relativamente pequeña, con lo que consiguieron obtener una

fórmula asintótica para P (n). (Chandrasekharan [9] ).

Teorema 2. Si P (n) denota el número de particiones de n, entonces

P (n) =
eCλ(n)

4
√

3λ2(n)
+ O

(

eCλ(n)

λ3(n)

)

donde C = π
√

2/3, λ(n) =
√

n − (1/24).

Algunas propiedades notables de divisibilidad relativas a P (n) descubiertas por Ra-

manujan son

P (5n + 4) ≡ 0(mód5), P (7n + 5) ≡ 0(mód7) (5)

también da sin demostración las identidades siguientes

∞
∑

n=0

P (5n + 4)xn = 5
f(x5)5

f(x)6
(6)

∞
∑

n=0

P (7n + 5)xn = 7
f(x7)3

f(x)4
+ 49x

f(x7)7

f(x)8
, (7)

donde f(x) =
∏∞

m=1 (1 − xm). Pero dado que las funciones de la derecha de (6), (7) admi-

ten desarrollos en serie de potencias con coeficientes enteros, se sigue que las identidades

de Ramanujan implican a su vez las relaciones de congruencia (5).

2.1. Aplicación a los grupos abelianos finitos.

Sea a(n) la función aritmética que denota el número de grupos abelianos con n ele-

mentos. Esta función es positiva de valores enteros y multiplicativa de forma que a(1) = 1

y para cada p primo y cada entero k ≥ 1, a(pk) = P (k), donde P (k) es la función partición

de k.

Por la teoŕıa de series de Dirichlet y el teorema de Euler, resulta que

∞
∑

n=1

a(n)

ns
=
∏

p

(

1 +

∞
∑

k=1

P (k)

pks

)

=
∏

p

∞
∏

k=1

{

1 − p−ks
}−1

=
∞
∏

k=1

∏

p

{

1 − p−ks
}−1

=
∞
∏

k=1

ζ(ks), Re s = σ > 1

donde ζ(s) es la función zeta de Riemann y s = σ + it. También podemos decir que a(n)

es igual al número de formas en las que n puede ser expresado como n = n1n
2
2 . . . nj

j . . . ,

donde n1, . . . , nj, . . . , son enteros positivos.
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Es fácil calcular el valor de a(pk). Por ejemplo, para todo número natural k = 1, 2, . . . , 20

sus valores son respectivamente:

1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, 135, 176, 231, 297, 385, 490, 627.

Es decir que para todo primo p se cumple que a(p) = 1, a(p2) = 2, a(p3) = 3, a(p4) =

5,a(p6) = 11, a(p7) = 15, . . . , a(p20) = 627. Como por otro lado si n = pα1

1 . . . pαr
r se

cumple que a(n) = a(pα1

1 ) . . . a(pαr
r ) podemos conocer a(n) para cada n.

Aplicando métodos del Análisis Complejo y acotaciones de la función zeta de Riemann,

se pueden estudiar términos error para funciones obtenidas mediante convoluciones de

Dirichlet en las que interviene precisamente a(n). Aśı se demuestra -entre otras fórmulas

asintóticas- que (véase [6])
∑

n≤x

(a ∗ a ∗ a)(n)2 = xP8(log x) + Oǫ(x
2/3+ǫ)(∀ǫ > 0)

siendo P8(t) un polinomio de grado 8 en t.

3. De Waring a Hilbert

Edward Waring nació en 17341 en Old Heath (cerca de Shrewsbury), Shrosphire (In-

glaterra), hijo de granjeros, fue educado en la escuela de Shrewsbury.

Ingresó el 24 de Marzo de 1753 en el Magdalene College de Cambridge, la segunda

Universidad más antigua de habla inglesa del mundo, fundada en 1209.

Figura 1.— Edward Waring (1734-1798). Retrato de Thomas Kerrich (1794)

Muy pronto destacó por su capacidad matemática. Su trabajo mas famoso es Medita-

tiones algebraicae, remitió el primer caṕıtulo de su trabajo a la Royal Society sin obtener

1The new enciclopaedia Britanica 15th edition, vol. 12 pag 487
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contestación en los dos años siguientes. Cuando en 1759, Waring fue nombrado Lucasian

Chair of Mathematics en Cambridge, el trabajo fue distribuido como Miscellanea analytica

para probar que estaba cualificado para el puesto a pesar de su juventud. Se publicó co-

mo un trabajo completo en 1762 y a esta segunda edición, Waring la llamó Meditationes

algebraicae, un importante trabajo que cubre tópicos entre los que se encuentra la teoŕıa

de números.

El 2 de Junio de 1763, Waring fue elegido Fellow de la Royal Society. Algunos de los

miembros ilustres de la Royal Society fueron L. Euler (1747), J.L.M. Lagrange (1791),

C.F. Gauss (1804), A.L. Cauchy (1832), I.M. Vinogradov (1942) y mas recientemente

R.C. Vaugahn (1990) y D.R. Heath-Brown (1993).

Su obra Miscellanea analytica de 1762, fue la base de otras obras que publicaŕıa pos-

teriormente. Proprietates algebraicarum curvarum, sobre geometŕıa publicada en 1772.

Otro trabajo Miscellanea analytica apareció en 1776 y una nueva edición ampliada en

1785. Meditationes algebraicæ, cubriendo la teoŕıa de ecuaciones y la teoŕıa de números

apareció en 1770, y una versión ampliada en 1782.

En Meditationes algebraicae prueba que todas las funciones simétricas racionales de las

ráıces de una ecuación, se pueden expresar como funciones racionales de los coeficientes.

Dedujo un método para expresar polinomios simétricos e investigó la ecuación ciclotómica

xn − 1 = 0. Este trabajo hace de Waring uno de los investigadores mas tempranos en el

desarrollo de la teoŕıa de Galois.

También Meditationes algebraicae, caṕıtulo 4, contiene resultados como : k ecuaciones

con k incognitas se pueden reducir a una ecuación con una incognita. Su resultado: el

producto de los grados de las ecuaciones originales es el grado de la ecuación reducida es

conocido como Teorema Generalizado de Bezout. El resto del libro se ocupa de la Teoŕıa

de números, un tema en el cual Waring hizo interesantes avances.

Presentaba una serie de proposiciones nuevas relativas a la descomposición de un núme-

ro como suma de otros números y sugeŕıa un método (no probado) para la descomposición

de todo número par en suma de dos números primos.

Este resultado es conocido como Conjetura de Goldbach. ( Cada entero par (a partir

de 4) es suma de dos primos, y cada entero impar (a partir de 7) es o primo o suma

de tres primos,(ver [24]) ). Aunque Goldbach propuso esta cuestión a Euler en una carta

mucho antes de que Waring publicara su Meditationes algebraicæ, la versión de Waring

fue la primera en publicarse. Waring lo publicó en 1770 y la carta de Christian Goldbach

(1690-1764), a Leonhar Euler (1707-1783) de 30 de Junio 1742 no fue publicada hasta

1843.

Entre los resultados también se encontraba el teorema que universalmente se conoce
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con el nombre de John Wilson (1741-1793). Wilson enuncia, sin demostración, el teorema

siguiente: Para cada número primo p, (p− 1)! ≡ −1 mód p. Fué Lagrange en 1773, el que

dió una demostración de esta propiedad.

Se le concedió en 1784 la Medalla Copley, un reconocimiento a su trabajo cient́ıfico.

La medalla es considerada como la más prestigiosa atribuida al trabajo cient́ıfico, en

cualquiera de sus campos y otorgada por la Royal Society. Es también la mas antigua,

la primera se concedió en 1731. En 2006 se le concedió a Stephen Hawking (especialidad:

f́ısica teórica), a Roger Penrose (especialidad: f́ısica matemática) se la otorgaron en 2008.

En 2009 a Sir Martin John Evans (Stroud, Inglaterra, 1 de enero de 1941); genetista y

bioqúımico británico. La Medalla Copley 2011 se otorgó a Dan Peter McKenzie, Professor

de la University of Cambridge.

En 1794 publica un ensayo filosófico Essay on the principles of human knowledge.

Durante toda su carrera, los problemas de comunicación impidieron que el mérito de

Waring fuera realmente reconocido. Al final de su vida entró en una profunda melancoĺıa.

Quizá por eso dimitió de la Society en 1795.

Posiblemente la más acertada afirmación acerca de Waring fue hecha por Thomas

Thomsom: Waring fue uno de los más profundos matemáticos del siglo dieciocho, pero la

poca elegancia y oscuridad de sus escritos evitaron que él obtuviera esa reputación a la

cual le dieron derecho.

Waring estudió también el problema de la convergencia de series infinitas y enunció el

criterio del cociente, atribuido a Cauchy (1789-1857). El 15 de Agosto de de 1798 Edward

Waring murió en Pontesbury.

3.1. Existencia de solución en el problema de Waring

E. Waring en Meditationes Algebraicae de 1770, ( pág. 203-204) y en su edición poste-

rior de 1782 (pp. 349-350) [41] [42] [43], afirma (sin demostrar), que cada número entero

o bien es un cubo o la suma de 2, 3, 4 . . . , 8, o 9 cubos; análogamente cada entero es o

una cuarta potencia o la suma de 2, 3, . . . , 19 cuartas potencias de enteros no negativos y

aśı sucesivamente. De otra: para cada k ≥ 2 existe un s ≥ 1 tal que cada número natural

es la suma de a lo mas s potencias k-ésimas.

En este caso vemos que {ajr}, j = 1, 2, . . . , s es la sucesión de las k-potencias de enteros

no negativos.

El problema general denominado como problema de Waring, consiste en demostrar

que para cualquier entero k ≥ 2 existe un entero s dependiendo sólo de k, tal que todo

entero positivo n pueda expresarse como la suma de a lo más s k-ésimas potencias de
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enteros no negativos:

n = xk
1 + · · ·+ xk

s . (8)

Se denota por g(k) al mı́nimo s que verifica la condición anterior. David Hilbert (1862-

1943), en 1909 resolvió el problema de la existencia de g(k) < ∞, para todo k.

Teorema 3. (Hilbert) Para cualquier número natural k, existe un s que solo depende de

k, tal que para todo número natural n, la ecuación (8) admite solución mediante números

enteros no negativos x1, . . . , xs.

Su demostración se basa en la identidad siguiente: Dados k ≥ 1, n ≥ 1, sea N =
(

2k+n−1
2k

)

. Existen N números racionales λ1, . . . , λN y enteros a1i,, . . . , ani, i = 1, . . . , N

tales que

(x2
1 + · · ·+ x2

n)k =

N
∑

i=1

λi(a1ix1 + · · ·+ anixn)2k

para todos los enteros x1, . . . , xn. Aśı que la respuesta al problema de Waring es afirmativa,

pero Hilbert no determinó el valor numérico de g(k) para cualquier k. La demostración

de Hilbert fue publicada en Göttinger Nachrichten (1909) 17-36 y Math. Annalen 67

(1909), 281-305.

Cota inferior de g(k). La pregunta natural que surge es ¿cómo es de grande g(k)? o si se

puede determinar el valor de g(k) para cada k. J.A. Euler (1734-1800) ( hijo de L. Euler

ver Ribenboim [24]), hace la siguiente observación: Para k ≥ 2, sea 3k = q2k + r, donde

1 ≤ r < 2k y q = [(3/2)k], como el entero n = 2kq − 1 < 3k, solo puede ser representado

por potencias k-ésimas de 1 y 2, y el menor número de estas es [(3/2)k] − 1 potencias

k-ésimas de 2 y 2k − 1 potencias k-ésimas de 1 esto es, n = (q − 1)2k + (2k − 1)1k, aśı que

se requieren 2k + q − 2 potencias k-ésimas, por lo tanto se tiene que

Teorema 4. Si q = [(3/2)k], y k ≥ 2 se verifica la desigualdad

g(k) ≥ 2k + q − 2. (9)

Se sigue que para k = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, . . . resultan las cotas (Hardy-Wright [17] y

Vaughan[32])

g(k) ≥ 4, 9, 19, 37, 73, 143, 279, 548, . . . .

Pero es probable que se verifique siempre la igualdad. Supongamos que k 6= 4. Sabemos

que si

2k{(3/2)k} + [(3/2)k] ≤ 2k, (10)
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entonces

g(k) = 2k + q − 2, q = [(3/2)k]. (11)

Pero cuando 2k{(3/2)k} + [(3/2)k] > 2k entonces se verifica una de las dos igualdades

siguientes

g(k) = 2k + [(3/2)k] + [(4/3)k] − 2, g(k) = 2k + [(3/2)k] + [(4/3)k] − 3

según que [(4/3)k][(3/2)k]+ [(4/3)k]+ [(3/2)k] sea igual a 2k o mayor. En 1957, Mahler[22]

demostró que si existen valores de k para los cuales (10) es falsa entonces solo pueden

ser un número finito. Posteriormente Stemmler (1964) verificó, en ordenador, que (10) y

(11) se cumplen para k ≤ 200000 [25]. En 1990, Kubina y Wunderlich[19] ya lo hab́ıan

extendido a k ≤ 471600000.

Determinado casi en su totalidad g(k), la siguiente pregunta que nos hacemos es: ¿Es

posible que si prescindimos de ciertas excepciones resulte que, el número de potencias que

precisamos para representar los números, como suma de esas potencias, sea menor? y la

respuesta es afirmativa, aunque en raras excepciones se da la igualdad. Para estudiar este

caso denotamos por G(k) al menor entero positivo s tal que todo entero suficientemente

grande pueda ser representado como suma de a lo más s potencias k-ésimas. Está claro

que G(k) ≤ g(k). De nuevo nos planteamos el problema de calcular el valor exacto de

G(k) o, al menos, determinar cotas superiores e inferiores.

Teorema 5. (Maillet-1908)[17] Si k ≥ 2, entonces se verifica la desigualdad G(k) ≥ k+1.

Esto signifca que existen números naturales arbitrariamente grandes que no son suma

de k- ésimas potencias. Aśı que para todo k ≥ 2 se verifican las desigualdades

k + 1 ≤ G(k) ≤ g(k).

En 139 años, desde que Waring plantea el problema hasta las investigaciones de Hilbert,

el problema se resolvió solo para algunos casos especiales (y no del todo) como k =

3, 4, 5, 6, 7, 8, 10.

3.2. Casos k = 2 , k = 3

Sumas de cuadrados. El caso de la suma de potencias cuadrados y, que conocemos como

teorema de los cuatro cuadrados, hab́ıa sido establecido por Bachet en 1621 a consecuencia

de una observación hecha por Diofanto, y posteriormente en 1640 por Fermat, quién

afirmaba haber demostrado un teorema general que implicaba la veracidad de la conjetura

de Bachet y promet́ıa publicarlo pero murió antes de revelar su demostración. Fué resuelto

finalmente por Lagrange en 1770, (ver Chandrasekharan [8]).

113



Teorema 6. ( Lagrange )Todo entero positivo es una suma de cuatro cuadrados.

Según este teorema g(2) = 4, luego ya sabemos que al menos es G(2) ≤ 4.

Respecto del módulo 8 tenemos que x2 ≡ 0, 1, 4 (mód 8) de lo que se deduce x2 +y2 +

z2 6≡ 7 (mód 8). Esto nos lleva a que ningún entero de la forma 8n + 7 se puede expresar

como suma de solo tres cuadrados, por lo tanto G(2) ≥ 4.

Tenemos aśı que, por el teorema de Lagrange de los cuatro cuadrados g(2) = 4 donde 4

puede reducirse a 3 salvo para los números de la forma 4r(8n+7), como demostró Legendre

(ver Hardy 1999, pág. 12, [18]), y estos son los únicos enteros que no son expresables como

suma de tres cuadrados.

Como G(2) ≥ 4 y G(2) ≤ g(2) = 4, resulta entonces que si k = 2,

G(2) = g(2) = 4

y el problema de Waring está completamente resuelto para este caso.

Representación por sumas de cubos. Para el caso k = 3, se tiene según la desigualdad

de J.A. Euler que g(3) ≥ 9 y en 1909 A. Wieferich[65] demostró que g(3) ≤ 9. Sin embargo,

el valor preciso de G(3) no se conoce. En 1909, E. Landau (1877-1938) da la acotación

G(3) ≤ 8 y en 1939 Dickson prueba que los únicos números que requieren nueve cubos

son 23 = 2 · 23 + 7 · 13, y 239 = 2 · 43 + 4 · 33 + 3 · 13.

Luego cada número es representable por 9 ó menos cubos, salvo los números 23, 239.

Es decir que aunque g(3) = 9, resulta que solo dos números necesitan 9 cubos.

En 1949, Yu V. Linnik[21], demostró que G(3) ≤ 7. Su demostración requiere algunos

resultados profundos sobre la representación de números por formas cuadráticas ternarias.

Sin embargo, para el caso de sumas de cubos, debemos recordar que el ingenioso uso de

identidades polinomiales ha jugado un gran papel, como demostró en 1951 G.L. Watson

en su elegante demostración también de la cota G(3) ≤ 7. Utiliza además una estimación

para el número de primos en una progresión aritmética, ver[64].

Aplicando el teorema de Maillet vemos que G(3) ≥ 4, por lo que G(3) solo puede

tomar los valores 4, 5, 6 ó 7. Aśı para k = 3 es

g(3) = 9, 4 ≤ G(3) ≤ 7

aunque los cálculos numéricos sugieren que G(3) = 4.
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4. Hardy y Littlewood

Las ideas subyacentes al problema de las particiones de Hardy y Ramanujan fueron

desarrolladas por G.H. Hardy y J.E. Littlewood (1885-1977) en una serie de trabajos pu-

blicados entre 1920 y 1928 bajo el t́ıtulo general ”Some problems of partitio numerorum”.

Aplicaron con cierto éxito el método al problema de Waring y la conjetura de Goldbach.

En el problema de Waring, Hardy y Littlewood se interesaron por dos cuestiones: 1)

de cuantas formas es posible una representación en enteros (8) y 2) hallar una fórmula

asintótica para el número de tales representaciones.

Sea A = {am} una sucesión cualquiera de enteros no negativos y la función

F (z) =

∞
∑

m=0

zam , |z| < 1.

Se tiene entonces que

F s(z) =

∞
∑

m1=0

· · ·
∞
∑

ms=0

zam1
+···+ams (12)

haciendo ahora n = am1
+ · · · + ams

, se deduce que

F s(z) =

∞
∑

n=0

rs(n, A)zn (13)

donde rs(n, A) es el número de representaciones de n como suma de s elementos de A.

De aqúı se deduce como en (4) que

rs(n, A) =
1

2πi

∫

γρ

F s(z)

zn+1
dz

Su principal mejora consistió en tomar en esta integral, varios arcos mayores y varios arcos

menores, en lugar de uno sólo de cada clase. Pero su método segúıa teniendo el defecto

de tener que trabajar con series infinitas. Considerando la sucesión Ak de las potencias

k-ésimas de enteros, demuestran el teorema siguiente

Teorema 7. Si s > (k − 2)2k−1 + 5, entonces el número rs(n, Ak) de soluciones de la

ecuación n = xk
1 + · · ·+ xk

s , en enteros positivos verifica

rs(n, Ak) = σs(n)
Γs(1 + (1/k)

Γ(s/k)
n

s
k
−1 + o(n

s
k
−1). (14)

Γ es la función Gamma de Euler, y σs(n) es una función aritmética (que se llama

serie singular y por lo general bastante complicada), que verifica: existen dos constantes

c1(k, s), c2(k, s) tal que 0 < c1 ≤ σs(n) ≤ c2, para todo n.
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Si se considera k ≥ 3, entonces la condición s ≥ k2k−1 + 1 será suficiente.

Calcularon los valores de las constantes c1, c2 para varios exponentes k. El resultado

anterior implica que existe una constante n0(k) tal que si s ≥ k2k + 1 y n > n0(k),

entonces rs(n, Ak) > 0.

Cotas generales para G(k). Asociado con la validez de la fórmula asintótica, está el

problema de hallar G(k). Hardy y Littlewood [14], [15], [16] abordaron este problema y

obtuvieron que para cada k ≥ 2,

G(k) ≤ (k − 2)2k−1 + 5

y que mejoran posteriormente a

G(k) ≤ k2k−2h(k)

donde h(k) → 1 cuando k → ∞.

Conjeturaron que G(k) ≤ 2k+1, salvo cuando k = 2m, m > 1, en cuyo caso G(k) = 4k.

Cuando k = 2 ya sabemos que G(2) = 4.

Para casos especiales de k se pueden especificar mejores cotas que la de Maillet.

Teorema 8. 1) Si m ≥ 2, entonces G(2m) ≥ 2m+2.

2) Para todo primo p > 2 y todo m ≥ 0 se verifican las desigualdades

a) G(pm(p − 1)) ≥ pm+1,

b) G(1
2
pm(p − 1)) ≥ 1

2
(pm+1 − 1).

La propiedad 1) se debe a Kempner y la 2) a Hardy-Littlewood. (see[17]) Ejemplo de

estas cotas son G(6) ≥ 9, G(9) ≥ 13, G(10) ≥ 12. Para G(8) la cota de Maillet dice que

G(8) ≥ 9, pero la de Kempner nos dice que G(8) ≥ 32.

5. Vinogradov y las sumas trigonométricas

I.M. Vinogradov (1891-1983) alrededor de 1924, al estudiar el problema de Waring,

propuso sustituir las series infinitas (2) por sumas finitas ( sumas trigonométricas):

Sj(θ, n) =
∑

ajr≤n

e2πiθajr

y la integral (4) por
∫ 1

0

s
∏

j=1

Sj(θ, n)e−2πiθajrdθ.
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Vinogradov observó que el método pod́ıa aplicarse con sumas finitas, puesto que en la

representación de n como suma de potencias k-ésimas el mayor entero que puede tomar

cada xi en (8) es a lo más [n1/k] = N , de forma que (12) es ahora

F s
N (z) =

N
∑

x1=1

· · ·
N
∑

xs=1

zxk
1+···+xk

s

pero ahora sin problemas de convergencia y puede considerar la integral en el ćırculo

unidad |z| = 1. Entonces: si rs(n, Ak) denota el número de soluciones de la ecuación

n = xk
1 + · · ·+ xk

s , en enteros positivos, resulta que

rs(n, Ak) =

∫ 1

0

(

N
∑

x=1

e2πixkθ

)s

e−2πinθdθ.

La modificación introducida por Vinogradov de este método tiene la gran ventaja de que

admite una extensa aplicación a otros problemas de Teoŕıa Aditiva de Números.

Con la terminoloǵıa de Vinogradov, los puntos del segmento [0, 1] se dividen en dos

clases. Pertenecen a la primera clase los números que admiten una buena aproximación

mediante fracciones racionales. Estos son los números para los cuales existe una fracción

racional a/q, con un denominador pequeño respecto de n y tal que |θ − (a/q)| es consi-

derablemente menor que q−2. Todos los demás puntos del segmento [0, 1] pertenecen a la

segunda clase.

Observó que, para tener buenas acotaciones de la integral sobre puntos de la pri-

mera clase, necesitaba mejores estimaciones de las sumas trigonométricas-interiores a la

integral-que las obtenidas por H. Weyl. Por ello en los años posteriores estudia las sumas

trigonométricas e introduce técnicas muy refinadas para obtener acotaciones de las sumas

anteriores y en general del tipo
P+Q
∑

x=P

e2πif(x)θ

donde f(x) puede ser por ejemplo un polinomio u otra función con determinadas condicio-

nes. Para el estudio de las sumas trigonométricas y método del ćırculo se puede consultar

N.M. Korobov [20] y R.C. Vaughan [32], se recomienda la segunda edición por que en esta

se ha incluido un refinamiento de Wooley del teorema del valor medio de la integral de

Vinogradov-muy importante en muchos problemas de la Teoŕıa de Números- además de la

cota superior de G(k) obtenida por Wooley. (Una generalización de la suma exponencial

en la que se introducen caracteres de Dirichlet como coeficientes, es estudiada en [7].)

Vinogradov hizo algunas precisiones en la fórmula asintótica de Hardy y Littlewood,

demostrando el siguiente teorema:

Teorema 9. Si k ≥ 12 y s ≥ [10k2 log k], entonces la fórmula (12) se verifica con un
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término error

O(n
s
k
−1− 1

k2 ).

Luego existe una constante n0(k) tal que si n > n0(k) entonces

rs(n, Ak) > 0.

6. Algunas cotas para g(k) y G(k)

Representación de enteros por cuartas potencias. El problema de Waring para cuartas

potencias dice que: cada número natural es la suma de a lo más 19 cuartas potencias.

Para k = 4 de (9) se deduce que g(4) ≥ 19. Por otro lado, en 1986, Balasubramanian-

Desouillers-Dress[3] obtienen la cota g(4) ≤ 19. En su demostración usan el método del

ćırculo para demostrar la propiedad para cada entero ≥ 10367, además de este resultado

asintótico dan un resultado numérico según el cual todo n ≤ 10367 es una suma de a lo

más 19 cuartas potencias.

Por lo que se tiene g(4) = 19, y el problema de Waring para cuartas potencias está re-

suelto.

En 1912, A. J. Kempner (ver Dickson Volumen II, [12]) ya hab́ıa obtenido la cota

G(4) ≥ 16 y Davenport (1939) demostró que G(4) ≤ 16, (ver [11]). Se tiene entonces

G(4) = 16. Es decir que para k = 4,

g(4) = 19, G(4) = 16

y el problema en este caso, está totalmente resuelto.

Representación de enteros por quintas potencias. Para k = 5, J.R. Chen en 1964 [10],

obtiene g(5) ≤ 37 que es la mejor cota posible para este caso, teniendo en cuenta (9)

resulta que g(5) ≥ 37, luego g(5) = 37. En 1990 Brüdern [4] obtiene la cota G(5) ≤ 18

R.C. Vaughan, T.D. Wooley obtienen-entre otras-las siguientes cotas G(5) ≤ 17 [36] que

mejora la de Brüdern. Con la cota de Maillet tendŕıamos 6 ≤ G(5) ≤ 17. Aśı que

g(5) = 37, 6 ≤ G(5) ≤ 17.

No se conoce por ahora el valor exacto de G(5). La conjetura es que G(5) = 6

Representación de enteros por sextas potencias. Pillai [23] obtuvo en 1940 la cota

g(6) ≤ 73. Vaughan y Wooley obtienen G(6) ≤ 24 (ver [36]), y por el teorema 8 sabemos

que G(6) ≥ 9. Es decir si k = 6 tenemos

g(6) = 73, 9 ≤ G(6) ≤ 24.
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No se conoce por ahora el valor exacto de G(6). Se conjetura que G(6) = 9.

Para potencias superiores tenemos, en el caso k = 7, según lo comprobado por Stemm-

ler, [25] resulta que g(7) = 143. Vaughan y Wooley obtienen la cota G(7) ≤ 33 (ver [36])

aśı con la cota de Maillet tenemos

8 ≤ G(7) ≤ 33, g(7) = 143.

Tampoco se conoce por ahora el valor exacto de G(7). La conjetura es que G(7) = 8.

Para k = 8 tenemos g(8) = 279[25] y G(8) ≤ 42 (ver [37] ). Teniendo en cuenta el

teorema 8 resulta que 32 ≤ G(8) ≤ 42. Esto es

g(8) = 279, 32 ≤ G(8) ≤ 42.

La conjetura es que G(8) = 32.

Cuando k = 9 el valor de g(9) aumenta considerablemente g(9) = 548[25] sin embargo

G(9) ≤ 50 (vease [38]), entonces 13 ≤ G(9) ≤ 50. Aśı que

g(9) = 548, 13 ≤ G(9) ≤ 50.

La conjetura es que G(9) = 13.

R.C. Vaughan, T.D. Wooley [37], [38] obtienen-entre otras-las siguientes cotas para

10 ≤ k ≤ 20

G(k) ≤
[

157

19
k − 23

]

.

Para k = 10 se tiene g(10) = 1079. Pero G(10) se reduce considerablemente pues de las

desigualdades de Vaughan-Wooley y de Hardy-Litllewood resulta que 12 ≤ G(10) ≤ 59.

Se conjetura que G(10) = 12.

I.M. Vinogradov (Ann. Math. 36, 1935,395), obtuvo la cota

G(k) < 6k log k + (4 + log 216)k

que mejoró posteriormente

G(k) < k(3 log k + 11)

y en 1959[39] demostró mediante su famoso método de sumas trigonométricas que

G(k) < k(2 log k + 4 log log k + 2 log log log k + 13)

para todo k suficienteente grande. En particular uno de los lemas precisa que k > 170000.

Thanigasalam [26], [27], [28] obtiene cotas para G(k) cuando k = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. En
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cada caso el método de Davenport, junto con el método del ćırculo, son ingredientes

esenciales en la obtención de los resultados. R.C. Vaughan consigue mejorar el método

del ćırculo. Su método iterativo en el problema de Waring, ha resultado ser de gran

importancia en la mejora de las cotas, [32] y [33].

D.T. Wooley [66], obtiene para valores grandes de k, la cota

G(k) ≤ k(log k + log log k + O(1)).

7. Extensiones del problema de Waring

Solo mencionaré las alguna de las extensiones más notables del problema de Waring

que son:

1.-Problema de Waring -Goldbach. Se trata del problema clásico de Waring pero ahora

los enteros xi son números primos. Esto es, en el problema de Waring -Goldbach nos

preguntamos por la posibilidad de expresar números naturales como suma de k-ésimas

potencias de primos, con un número acotado de sumandos: n = pk
1 + · · · + pk

s .

2.- El problema de Hilbert-Kamke. En este caso, se estudia la representación simultanea de

los números naturales N1, . . . , Nn por sumas de un número finito de sumandos naturales

de la forma x, x2, . . . , xn, esto equivale a estudiar la resolubilidad del siguiente sistema de

ecuaciones diofánticas

xr
1 + · · · + xr

s = Nr, r = 1, 2, . . . , n. (15)

Este problema fue propuesto por Hilbert en el año 1900. La existencia de soluciones

para s = s(n) suficientemente grande fue demostrada por E. Kamke en 1921 mediante

una generalización del método usado por Hilbert en el problema de Waring.

3.- Problema de Prouhet-Tarry. Otra cuestión, consecuencia de las anteriores es la reso-

lubilidad de sistemas de ecuaciones del tipo

xr
1 + · · · + xr

k − xr
k+1 − · · · − xr

2b = 0; r = 1, . . . , n (16)

donde cada xj , independientemente unos de otros, recorre los valores enteros entre 1 a P.

Su generalización es la resolubilidad del sistema de ecuaciones no homogéneo siguiente:

xr
1 + · · · + xr

k − xr
k+1 − · · · − xr

2b = λr; r = 1, . . . , n (17)

donde como en el caso anterior, cada xj independientemente unos de otros recorren los

valores enteros de 1 a P.
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4.- Problema de Waring con potencias mixtas. El problema en este caso es el estudio de

la representación de un entero positivo n como

n = xk1

1 + · · ·+ xks

s , (2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ ks), (18)

donde los xi y ki son enteros positivos.

5.- Problema de Waring con exponentes no enteros. La representación de enteros en este

caso como suma de potencias se realiza ahora con sumandos del tipo [xc] donde c es un

número positivo no entero. Aśıque la pregunta ahora es 1) ¿para qué valores de c y de s

es resoluble la equación

n = [xc
1] + · · ·+ [xc

s]? (19)

2) ¿Cuál es el número de soluciones?

Si c > 12 es un número no entero y s > 22c2(log c+4), Arhipov y Zhitkov [1] prueban

que el número de soluciones Ws,c(n) de esta ecuación en enteros positivos x1, . . . , xs verifica

la relación asintótica siguiente

Ws,c(n) = Γs

(

1 +
1

c

)

Γ−s
(s

c

)

n
s
c
−1 + o(n

s
c
−1)

6.- Problema de Waring sobre enteros llenos de cuadrados. Un entero n se dice que es

lleno de cuadrados cuando verifica que: si p divide a n entonces p2 también lo divide.

En este caso se trata de estudiar el número de soluciones de la ecuación diofántica (8)

cuando x1, · · ·xs son enteros llenos de cuadrados. Denotando por Js,k(n) a dicho número

de soluciones se demuestra que se verifica la siguiente fórmula asintótica (vease [5]

Js,k(n) = σΓs

(

1 +
1

2k

)

Γ−1
( s

2k

)

P
s
2
−k + O

(

P
s
2
−k− 1

120k + P
s
2
−

c2s

2k2 log k

)

donde σ es la serie singular y P = [n1/k].
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El astrof́ısico y matemático Fred Hoyle hab́ıa anticipado que el d́ıa que pudiéramos ver

la Tierra desde el exterior cambiaŕıa nuestra idea del mundo y de nosotros mismos. No se

equivocó. Cuando a finales de los sesenta del pasado siglo los astronautas hicieron llegar

las primeras imágenes de nuestro planeta flotando en el espacio, tomamos conciencia, por

primera vez, de que todos viajábamos a bordo de una nave pequeña y frágil que, además,

era la única que teńıamos. Basado en una de aquellas fotograf́ıas, mi amigo y maestro

en divulgación Félix Rodŕıguez de la Fuente tituló una de sus series “Planeta azul”, y

por supuesto él no fue, ni mucho menos, el único en utilizar dicha denominación. La

fascinación general naćıa de la pequeñez, de la finitud de nuestra casa, pero también de

otra evidencia. La expresó mejor que nadie el médico y literato norteamericano Lewis

Thomas, cuando escribió: “Vista desde la Luna, lo que más sorprende de la Tierra, tanto

que corta la respiración, es que está viva”. A cientos de miles de kilómetros de distancia, y

sin otro auxilio que la simple vista, uno es capaz de detectar que la vida ha transformado

al planeta Tierra.

A James Lovelock, imaginativo y polifacético investigador, se le hab́ıa ocurrido eso

mismo algún tiempo antes. Cuando recibió el encargo de poner a punto métodos y

procedimientos para buscar vida en Marte, lo primero que se le ocurrió fue analizar qué

variables diferenciaban a la Tierra, planeta con vida, de otros cercanos que no parećıan

tenerla. Por ejemplo, ¿por qué hab́ıa relativamente poco CO2 libre en la Tierra? Tal vez

fuera porque las plantas y muchos microorganismos lo utilizan, a través de la fotośıntesis,

para obtener enerǵıa y construir sus propios cuerpos. Pero entonces la pregunta era: ¿Por

qué no se acaba? Los propios seres vivos, advirtió el cient́ıfico, liberan CO2 al respirar. ¡La

composición de gases de la atmósfera parećıa estar regulada por la vida! En algún art́ıculo

∗Discurso pronuciado con motivo de su nombramiento como Académico Correspondiente de la Real

Academia de Ciencias de Zaragoza.
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y en un libro de 1979 James Lovelock postuló que los seres vivos, incorporando sustancias

a sus propios cuerpos, transformándolas, y liberando residuos, modifican su ambiente y

lo mantienen en un cierto equilibrio imprescindible para sostener la propia vida. Como

metáfora, insinuó que toda la Tierra se comportaŕıa como un solo organismo vivo con

capacidad de homeostasis (autorregulación), y llamó a su hipótesis, que entonces no era

más que eso, Gaia (o Gea). Al principio, la mayor parte de los investigadores se tomaron

la hipótesis de Gaia como una broma, mientras que diversos grupos ambientalistas, más

o menos metaf́ısicos o esotéricos, adoptaron de inmediato la figura de la diosa Gaia, o la

madre Tierra, como objeto de su devoción y sus preocupaciones. Ello tuvo como primera

consecuencia que la propia idea de Gaia se antojara ajena a los ćırculos cient́ıficos, cuando

no abiertamente rechazable. Hab́ıan de transcurrir pocas décadas, sin embargo, para que

el progreso del conocimiento demostrara que la hipótesis de Lovelock hab́ıa constituido el

punto de partida para una auténtica revolución conceptual, un cambio de paradigma.

Durante mucho tiempo se pensó que la biosfera, la delgada peĺıcula de vida que en-

vuelve la Tierra, era poco menos que un accidente, prácticamente irrelevante en relación

con las poderosas fuerzas planetarias. Pacientes de cuanto acontećıa en el exterior, los

seres vivos no teńıan más alternativa que adaptarse a los cambios ambientales, por otra

parte no demasiado notables. Hab́ıamos dado con un planeta que reuńıa buenas y rela-

tivamente estables condiciones para la vida, y la vida se hab́ıa instalado aqúı desde hace

unos miles de millones de años, como atestigua el registro fósil. Tras la sugerencia de

Lovelock las cosas se ven de otra manera. Las condiciones de la Tierra no están deter-

minadas exclusivamente por la f́ısica y la qúımica, a través de la geoloǵıa, sino también

por los seres vivos, que conectados entre śı y con la atmósfera, la litosfera y la hidrosfera,

fabrican y mantienen el ambiente global. Como ha escrito Ricard Guerrero, no es que las

condiciones de la Tierra hayan permitido el desarrollo de la vida, sino que la propia vida

ha determinado las condiciones idóneas en la Tierra para su desarrollo y evolución.

El cambio de paradigma cient́ıfico obliga a proponer una revolución en los planteamien-

tos conservacionistas. Los cient́ıficos están hoy de acuerdo en referirse a la Tierra como un

único sistema, limitado, autocontenido (con excepción de la fuente primaria de enerǵıa, el

Sol), interconectado y capaz de autorregularse, del que la biosfera es un ingrediente activo

y esencial. Lo llaman el Sistema Tierra. Si los seres vivos, la naturaleza en su sentido más

amplio, regulan el funcionamiento y mantienen el equilibrio de ese sistema, la pérdida de

biodiversidad (junto a otras modificaciones incluidas en lo que llamamos cambio global)

podŕıa acarrear la alteración de las condiciones que hacen de la Tierra un hogar favorable

para nuestra especie.

Pues bien, los cient́ıficos coinciden también en que los humanos estamos deteriorando

gravemente la biodiversidad mundial, aunque no conozcamos su extensión. Puede parecer
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extraño, pero sólo actualmente empiezan a llevarse a cabo inventarios generales de las

especies descritas en el mundo, y aun aśı limitándonos a los organismos eucariotas (que

tienen células con núcleo, lo que excluye a las bacterias, probablemente las piezas más

relevantes para el funcionamiento del Sistema Tierra). Cálculos aproximados sugieren

que se han descrito algo más de 1.800.000 especies, pero alrededor de 200.000 deben

ser sinonimias (una misma especie con más de un nombre). Se admite, por tanto, que

alrededor de 1.600.000 especies han sido descritas y bautizadas por los expertos (la mayor

parte son insectos, seguidos por las plantas con flores). ¿Cuántas podŕıan existir? En el

caso de los mamı́feros o las aves, grupos bien estudiados, e incluso en el de las plantas con

flores, el número de especies descritas debe ser sólo un poco inferior al de las existentes,

pero la situación es muy diferente en lo que atañe a otros colectivos. Para dar una idea

de nuestra ignorancia, baste señalar que se considera razonable que haya entre 12 y 18

millones de especies (¡casi diez veces lo conocido!) pero, como ha indicado el especialista

Robert H. May, cifras tan dispares como tres y cien millones de especies pueden ser

defendidas con buenos argumentos.

Desde que existe un registro fósil continuado, al comienzo del Paleozoico, se han docu-

mentado varias extinciones masivas en la historia de la vida sobre la Tierra (aproximada-

mente una cada 26 millones de años). Cinco de ellas fueron, sin embargo, especialmente

relevantes, destacando la del final del periodo Pérmico, hace 247 millones de años, cuando

probablemente el 95% de las formas de vida existentes entonces desaparecieron. Los estu-

diosos creen que el ritmo al que se pierden especies en la actualidad es por lo menos igual,

si no más rápido, que el de cualquiera de esas cinco grandes extinciones precedentes.

Dado que no conocemos cuántas especies hay, menos aún podemos saber las que se

extinguen cada año. Hay que estimarlo mediante extrapolaciones, partiendo de datos de

especies, grupos y épocas que se conozcan bien. Por ejemplo, se puede saber, a la baja, el

número de especies de aves que se han extinguido en islas del Paćıfico desde la llegada de

los polinesios, hace aproximadamente un millar de años (y groseramente las que se han

extinguido en el mundo en ese periodo). Son varios miles, y la tasa resultante es superior

a cien especies por millón de especies y año. El número de especies de almejas de agua

dulce extinguidas en Norteamérica en el último siglo (como mı́nimo 21 de 300 existentes)

también proporciona ı́ndices de hasta 1000 especies por millón de especies y año. Pueden

estimarse tasas anuales de extinción a partir de la cantidad de bosque tropical destruida,

pues no en vano el bosque húmedo es el ambiente más rico en diversidad. De una u otra

forma, los expertos sugieren que actualmente se extinguen mil, y quizás diez mil, especies

por millón de especies y año. Ello supone que admitiendo, a la baja, que hubiera diez

millones de especies, entre diez mil y cien mil se extinguiŕıan anualmente. Con el ánimo

de proporcionar una cifra redonda, por más que simplemente orientativa, E. O. Wilson
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suele referirse a 27.000 especies desaparecidas cada año, lo que supone 72 pérdidas por

d́ıa y tres por hora.

Obviamente, si cada año desaparecen el uno por mil de las especies vivientes, en unos

siglos apenas quedaŕıa casi ninguna. Y unos siglos puede parecer mucho tiempo, pero

no es ni siquiera un suspiro a escala geológica. Las cinco grandes extinciones masivas a

las que nos hemos referido se diŕıan repentinas ojeando el registro fósil, pero en realidad

ocurrieron a lo largo de cientos de miles de años, y a veces necesitaron más de un millón

de años. Ello confirma, pues, que el ritmo actual de extinción puede equipararse sin

desdoro al de las cinco grandes extinciones anteriores, e incluso que esta sexta extinción

contemporánea seŕıa la más vertiginosa de todas.

Perdemos especies y poblaciones muy aprisa, y sin embargo el Sistema Tierra necesita

de ellas para mantenerse, al menos tanto como nosotros necesitamos del propio Sistema

para poder vivir. Los especialistas suelen agrupar los servicios gratuitos que nos facilita la

biodiversidad (habitualmente se habla, con más propiedad, de servicios ecosistémicos) en

cuatro categoŕıas, según se relacionen con las funciones de los ecosistemas de regulación,

de hábitat, de producción y de información. Las funciones de regulación mantienen los

procesos ecológicos esenciales y los sistemas que soportan la vida. Incluyen, entre otras,

la regulación de elementos (por ejemplo, la ubicación del carbono en la biosfera, que

determina parcialmente el efecto invernadero), la regulación del clima, la prevención y

limitación de perturbaciones (la vegetación limita la erosión; los manglares, por ejemplo,

debilitan la fuerza de los tsunamis), la regulación del agua en superficie y subterránea, la

formación y retención de suelo, la regulación de nutrientes y descomposición de residuos,

la polinización de las plantas con flores, incluidas las cultivadas, y el control biológico,

natural, de las plagas. Por detallar un solo caso, el 90% de las plantas con flores necesitan

al menos un animal para ser polinizadas (en el caso de las especies cultivadas, el porcentaje

se reduce al 70%), y con mucha frecuencia ese animal no vive en el propio cultivo, sino

que precisa a su vez de hábitats silvestres para completar su ciclo reproductor.

Las funciones llamadas de hábitat se refieren al refugio y entorno de reproducción que

ofrecen los ecosistemas a la flora y fauna silvestres, contribuyendo aśı a la conservación

de la diversidad genética y de los procesos evolutivos. Habitualmente se distingue una

función de refugio (sin un refugio no seŕıa posible que los seres vivos realizaran otras

funciones) y una función de criadero (por ejemplo, posibilitar el alevinaje de la fauna de

interés pesquero).

Las funciones de producción son las más fácilmente percibidas, pues se relacionan

con la explotación directa de los bienes naturales. La base, no obstante, reside en la

capacidad de las plantas y muchos microorganismos (unas y otros llamados conjuntamente

productores primarios) de convertir el dióxido de carbono, el agua y unos pocos nutrientes
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en materia viva. Entre los bienes más evidentes que suministra la biodiversidad se cuentan

las pesqueŕıas, la madera, e incluso los productos derivados de la agricultura y la gana-

deŕıa. Ciertos cŕıticos podrán argir que esos bienes son proporcionados por un número

muy limitado de especies, y que no es evidente que los millones de especies restantes sean

necesarias. Se olvida, argumentando aśı, que para que existan vacas debe haber hierba, y

para que exista hierba debe haber lombrices, y microbios y otros organismos que tornen

el suelo fértil, e insectos polinizadores, y también escarabajos que reciclen las boñigas,

y para que existan escarabajos... Toda la biodiversidad está entrelazada, tejida como

una red y perdiendo unidades pierde textura y capacidad para sostener el funcionamiento

de los ecosistemas. Otros bienes, también de interés económico en sentido estricto, son

probablemente menos conocidos. Aśı, por ejemplo, casi la mitad de las medicinas que se

utilizan regularmente en los páıses desarrollados están basadas en productos naturales, y

los veinte fármacos más recetados en Estados Unidos han sido descubiertos originalmente

en especies silvestres. Su valor de mercado anual supera los seis mil millones de euros.

Las funciones de información son menos aprehensibles, pero no carecen de importancia.

Los ecosistemas, por ejemplo, proporcionan oportunidades para el desarrollo cognitivo.

En esta ĺınea cabe situar, por ejemplo, los beneficios derivados del conocimiento sobre

cómo cruzar distintas formas silvestres y cultivadas para conferir a éstas resistencia a las

enfermedades o la seqúıa, aśı como, en un futuro, los probables resultados derivados de

la ingenieŕıa genética. Además, tienen un valor de amenidad (caza y pesca deportivas,

excursiones en la naturaleza, la mera observación, e incluso el placer de saber que existen

especies silvestres a las que nunca vamos a ver) y de futuro (¿qué soluciones a cuáles

de nuestros problemas pueden estar ocultas en especies silvestres? ¡Comiéndose a los

caballos que viv́ıan en Norteamérica hace once mil años, los primeros amerindios no

pod́ıan imaginar que perd́ıan la oportunidad de domesticarlos!), y ofrecen una base de

información cultural (art́ıstica, espiritual, histórica, representativa, etc.).

Hace varios lustros un grupo de investigadores liderados por R. Constanza afrontó

el discutido reto de evaluar monetariamente lo que costaŕıa sustituir a los servicios eco-

sistémicos (digo “discutido” porque a priori su valor es infinito, si pensamos que no de-

penden de nosotros y nos son imprescindibles para vivir). Para hacerlo, identificaron 17

grandes grupos de bienes y servicios proporcionados por la naturaleza y estimaron el valor

económico de los mismos por unidad de superficie y año en cada ecosistema (estuarios,

océanos, bosques templados, selvas tropicales, etc). Cuando lo extrapolaron al total de la

superficie terrestre concluyeron que el valor era aproximadamente de 33 billones de dólares

de 1994, más o menos el doble del producto global bruto. En otras palabras, si destruimos

la biodiversidad no habrá en el mundo dinero suficiente para pagar la sustitución de los

servicios que nos está prestando (además, dicho sea entre paréntesis, no sabŕıamos cómo
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hacerlo). Tal vez por ello, Gretchen C. Daily y otros cient́ıficos de la Sociedad Americana

de Ecoloǵıa han podido asegurar sin asomo de duda que los servicios de los ecosistemas

son esenciales para la civilización, y que de continuar las tendencias actuales las activi-

dades humanas dañarán irremediablemente la biodiversidad, y con ella el funcionamiento

de todos los ecosistemas, poniendo en peligro la prestación de estos servicios.

Pero hay otra circunstancia alarmante. El Sistema Tierra es un sistema finito, limita-

do. Los bienes y servicios que utilizamos no son inagotables, y lo que utilizamos unos no

pueden utilizarlos los otros. A escala de biodiversidad, eso significa que los recursos (en-

tendidos como bienes, por ejemplo, la producción primaria, y como servicios, por ejemplo

el reciclado de residuos) que monopoliza la especie humana se detraen a otras especies.

Por citar dos ejemplos: La población de la especie humana utiliza en su provecho entre el

39% y el 50% de la producción primaria y los recursos derivados de ella; asimismo, con-

sumimos más de la mitad del agua dulce disponible. Ello ha permitido al ecólogo Brian

Czech concluir que Homo sapiens excluye competitivamente del Planeta a muchas de las

especies restantes. A escala intraspećıfica sigue siendo válido todo los referido hasta aqúı:

Los bienes y servicios naturales son limitados, y lo que utilizamos unos hombres y mu-

jeres no pueden utilizarlo otros. Es evidente que cuantos más seamos más impactaremos

sobre la biodiversidad, pero también lo es que ni todos consumimos lo mismo ni todos

producimos los mismos residuos (esto es, contaminación). Pondré solamente un ejemplo,

referido a la enerǵıa; con datos de 1998, Estados Unidos era el mayor consumidor mundial

de enerǵıa: Reuniendo tan sólo el 4’64% de la población mundial, consumı́a el 25’32% de

la enerǵıa; en el extremo opuesto, India reuńıa el 16’64% de la población pero consumı́a

únicamente el 3’19% de la enerǵıa.

¿Por qué no hemos pensado antes que el crecimiento de la población, el consumo y

la contaminación podŕıa llevarnos a la catástrofe? tal vez porque nos sent́ıamos lejos

de los ĺımites, que ahora, sin embargo, están peligrosamente cerca. Durante gran parte

de su existencia la humanidad no ha sido consciente de lo pequeña que era la Tierra,

ni siquiera ha pensado que tuviera ĺımites. Hasta hace un par de siglos gran parte del

crecimiento poblacional de Homo sapiens ha ocurrido colonizando nuevas tierras a partir

del pequeño rincón de Africa de donde al parecer salimos. Siempre cab́ıa, incluso, crecer a

costa de los vecinos, conquistando sus territorios (esa práctica quizás se mantiene: ahora

conquistamos, o controlamos, su petróleo, o su agua dulce; no siempre hace falta dominar

la tierra). Sólo recientemente hemos aceptado que la globalización ambiental es un hecho,

que los recursos son parcos para todos, que somos una sola tripulación en un solo barco.

Mathis Wackernagel, del Centro de Estudios para la Sustentabilidad de la Univer-

sidad Anáhuac de Xalapa (México), y William Rees, desarrollaron hace pocos años un

interesante instrumento para medir el “consumo de naturaleza”, tanto individual como
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colectivo. Lo han llamado la huella ecológica, o la impronta ecológica, de las personas

y los pueblos, y aunque esté aun en fase de perfeccionamiento, merece ser considerado.

El sistema utiliza como patrón de medida la hectárea (o el acre, para los americanos) y

consiste en estimar cuánta superficie de tierra o de agua precisamos, ya sea para producir

lo que consumimos, ya para acoger y reciclar lo que desechamos. El método cuenta con al

menos dos grandes ventajas: por un lado, al utilizar una sola unidad de medida permite

comparar directamente los impactos sobre la naturaleza de personas que viven lejos o

lo hacen de maneras muy diferentes; por otro, hace posible, asimismo, la estimación de

la oferta, de lo que el medio produce, de forma que podemos valorar si estamos, o no,

viviendo por encima de nuestras posibilidades. Dicho de otro modo, sólo si nuestra huella

promedio es inferior a la producción de la naturaleza por individuo, podemos argumentar

que nuestro crecimiento es sostenible (o sustentable). Con datos de hace pocos años,

un canadiense promedio precisa casi ocho hectáreas para cubrir los requerimientos que

demanda su modo de vida actual, mientras que un ciudadano norteamericano necesita

casi diez, un sueco alrededor de seis, un italiano algo más de cuatro (un español, más o

menos la misma cantidad), un mexicano dos y media y un hindú menos de una hectárea.

Ahora bien, en un mundo cada vez más pequeño conviene que el análisis sea global. Us-

ando los criterios de los creadores de la huella ecológica, la Tierra produce y recicla en

la actualidad el equivalente a dos hectáreas por habitante (si en el año 2050 la población

alcanza los 10.000 millones, el espacio productivo caerá a 1,2 hectáreas por cabeza), y

sin embargo la impronta promedio de la humanidad es ya hoy superior a dos hectáreas y

media. El conjunto de la humanidad estamos, por tanto, consumiendo más de lo que la

naturaleza puede proporcionar sin deteriorarse. Nos estamos comiendo el capital (incluso

si viviéramos solos, olvidando lo que otras especies puedan necesitar).

Aludiendo a estudios basados en la idea de la huella ecológica, Wilson estima que los

humanos traspasamos el umbral de la capacidad de regeneración de la Tierra hacia 1978.

Eso no quiere decir que con la tecnoloǵıa actual no podamos producir más, pero śı que

significa que lo haremos a costa de la habilidad de los ecosistemas para depurar el aire y

el agua, por ejemplo, o eliminando los bosques que ayudan a regular el clima y mantienen

“secuestrado” al carbono. De nuevo nos encontramos, por tanto, con el concepto de

“calidad de vida”: Tal vez aún podamos producir para todos, pero nunca a largo plazo y

perdiendo ”calidad” en otros sentidos. Joel Cohen, de la Rockefeller University y autor

de uno de los estudios más serios y más citados sobre la materia, lo hace notar muy bien

entre sus conclusiones. Dice: “Se debe tomar seriamente en consideración la posibilidad

de que los seres humanos hayamos alcanzado, o alcancemos en el plazo de medio siglo, el

número máximo que la Tierra puede sostener en condiciones que nos parezcan aceptables

a nosotros, y después de nosotros a nuestros hijos y nietos”.
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Hace treinta años los ecólogos Ehrlich y Holdren propusieron una ecuación para rela-

cionar teóricamente el crecimiento de la población humana con su impacto sobre el ambi-

ente. Lejos de pasar de moda, su fórmula ha sido muy citada desde entonces. Es sencilla

(los propios autores admiten que demasiado) y conscientemente ignora las relaciones, que

las hay, y complejas, entre sus componentes:

I = P × C × T.

O, lo que es lo mismo, el impacto sobre el ambiente (I) seŕıa igual al producto del tamaño

de población (P ) por el consumo por individuo (C) y por el coste tecnológico (T ), enten-

dido como la cantidad de recursos necesarios y de residuos originados con una tecnoloǵıa

dada para producir cada unidad de consumo.

Si asumimos como hipótesis de trabajo la de Wilson, citada previamente, según la

cual el máximo impacto admisible sobre el ambiente global se alcanzó antes de 1980,

no quedará otro remedio que aceptar que el producto P × C × T debe disminuir de

forma sustancial en el conjunto del mundo, y no se antoja bien cómo puede hacerlo. La

tasa de crecimiento de la población disminuye lentamente, pero los números absolutos

siguen aumentando y lo harán aún por algunos decenios (hoy somos casi 6.700 millones

de seres; las tesis más realistas se refieren a unos 8.000 millones en el año 2025). Aunque

seŕıa deseable, y aunque debamos intentarlo, es dif́ıcil imaginar que los ciudadanos de los

páıses más ricos rebajemos voluntariamente los niveles de consumo (¿qué poĺıtico ganaŕıa

las elecciones con un programa que proponga tener menos cosas, en lugar de más?), y no

se puede siquiera plantear que lo hagan los que consumen por debajo de nuestro nivel.

Quedaŕıa la tecnoloǵıa, que con frecuencia se utiliza como último argumento. Es cierto

que los cambios tecnológicos pueden reducir sustancialmente el impacto de la humanidad

sobre el ambiente (por ejemplo, si se lograra sustituir la enerǵıa basada en combustibles

fósiles por enerǵıas limpias), pero es dif́ıcil pensar que puedan hacerlo hasta el punto de

compensar los crecimientos, por el momento imparables, de la población y el consumo.

O, mejor dicho, es dif́ıcil que, en el caso de conseguirse, puedan hacerlo a tiempo.

Alguien ha escrito que estamos en un atolladero. Al tiempo que queremos respetar la

naturaleza y ser justos y solidarios, aspiramos a no dejar de ser ricos, pero ya sabemos

que la Tierra superpoblada no da para que todos sean como nosotros. ¿Qué podemos

hacer? Solamente combinando el control de población con una reducción del consumo y

la producción de residuos podremos acercarnos a una solución. Hay que llamar desarrollo a

vivir mejor, no a vivir con más cosas. Es cierto que ya hemos perdido mucha biodiversidad

y, sin embargo, pese a algunas limitaciones el Sistema Tierra sigue funcionando a nuestro

gusto. ¿Por cuánto tiempo lo hará? ¿Cuántas especies más podemos perder? Dentro de la

maquinaria del Sistema la biodiversidad no puede homologarse con la caldera de máquinas
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que proporciona enerǵıa, ni tampoco es la fuente bruta de materiales originales. Se ha

dicho a menudo, sin embargo, a modo de metáfora, que los seres vivos seŕıan las tuercas

y tornillos que mantienen maquinaria unida, igual que podŕıan asimilarse a las unidades

de transformación o reciclaje, o a los cables y tubos que canalizan enerǵıa y materiales.

¿Cuántos tornillos más puede perder nuestra máquina antes de que colapse? Sólo cabe

desear que perdamos los menos posibles. Y para ello, entre otras cosas, tendremos que

conseguir un mundo más justo y solidario. 1

1La presente disertación está tomada básicamente de tres trabajos previos del autor, publi-

cados o en prensa, a saber:

Delibes, M. (2006). Población, consumo y calidad de vida. Pp. 67-78. En Las poĺıticas de la

Tierra. IV Encuentro Salamanca. Guerra, A. y Tezanos J.F. (eds.). Editorial Sistema,

Madrid.

Delibes, M. (2007). Biodiversidad y calidad de vida. Documentación Administrativa 278-279:

197-205.

Delibes, M. (en prensa). Gaia, biodiversidad y el Sistema Tierra. En El Planeta Tierra.

Biblioteca Ben Rosch de Divulgación Cient́ıfica y Tecnológica, Córdoba.
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Quiero empezar y terminar esta réplica expresándote, Miguel, mi agradecimiento.

Ahora en nombre de la Real Academia de Ciencias de Zaragoza por haber aceptado

presentar tu discurso. Luego, ya se verá. Pod́ıas haber salido del paso sin esfuerzo, pues

en tu caso el discurso no es preceptivo, pero has preferido hacerlo y con él, deleitarnos,

aśı que ¡Muchas gracias!

Me corresponde glosar algunos aspectos cient́ıficos de la alocución de nuestro nuevo

Académico Correspondiente, el Profesor Delibes de Castro. No es tarea desagradable

sino todo lo contrario, pero huelga decir que yo hubiera preferido la labor mucho más

grata de pronunciar la Laudatio, es decir, de glosar sus méritos, como lo ha hecho nuestro

Presidente. Hablar de los méritos de una persona admirada como colega y apreciada

como amigo siempre es más placentero. ¡Paciencia! Quizás pueda desquitarme aludiendo

a algunos puntos que han quedado en el tintero, aunque forzoso es, para el Profesor Boya

como para mı́, quedarnos cortos en este terreno.

Ha titulado el Dr. Delibes su charla “Sistema Tierra, biodiversidad y calidad de vida”,

un t́ıtulo que, como todos los buenos t́ıtulos, condensa perfectamente el contenido a que

alude. Son cinco sustantivos empleados para designar cuatro conceptos, Tierra, sistema,

biodiversidad, y calidad de vida, conceptos que dan mucho de śı. Un ecólogo ambicioso

podŕıa pretender que, de hecho, engloban todo lo que importa conocer, y ciertamente su

desarrollo mı́nimo podŕıa llevar muchas horas, pero en esencia lo que el conferenciante

nos propone es que la Tierra es un sistema, una de cuyas caracteŕısticas esenciales es su

biodiversidad, y que ésta última repercute directamente en nuestra calidad de vida.

Comienza el Profesor Delibes evocando la famosa imagen de la Tierra ascendiendo

sobre el horizonte de la Luna que tomaron los astronautas del Apolo VIII en 1968 y que,

∗Contestación al Discurso pronuciado por el Prof. Miguel Delibes de Castro con motivo de su nom-

bramiento como Académico Correspondiente de la Real Academia de Ciencias de Zaragoza
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efectivamente, impactó en el imaginario humano, haciendo cambiar nuestra percepción

planetaria, tal como hab́ıan predicho Hoyle y otros. Nuestra Tierra ya no era un mundo

vasto y prácticamente infinito, sino un pequeño globo azulado, aislado en el espacio, velado

por las nubes y modelado por la vida. Fue entonces probablemente cuando los humanos

percibimos por primera vez la fragilidad de nuestro soporte y cuando cobró sentido para

el público la comparación con un un nav́ıo en el que para bien o para mal estamos todos

embarcados, y cuyo naufragio debeŕıamos evitar.

Este planeta es todo lo que tenemos. Hoy sabemos que, además de sus siete com-

pañeros estériles que con él viajan en torno al Sol, cientos de nuevos planetas existen

orbitando otras estrellas. Ninguno de esos planetas es comparable con el nuestro, pero

no cabe duda de que dentro de pocos años los primeros planetas extrasolares del tamaño

de la Tierra, y situados en ecosferas compatibles con la vida, podrán ser hallados1. Pero

eso será todo: el hombre no podrá alcanzar esos mundos en un futuro previsible. En la

Tierra estamos y en ella nos quedaremos.

Ahora que tenemos conciencia de los ĺımites de nuestro mundo es cuando podemos

empezar a preocuparnos por los mismos. Ya no se trata, en todo caso, de ĺımites lejanos

que el hombre no puede alcanzar. Nuestra especie ha dejado de ser una mı́núscula erup-

ción, un granito imperceptible frente a la inmensidad de los mecanismos de la dinámica

planetaria, para convertirse en un elemento significativo para los mismos. Si bien la en-

erǵıa que la Tierra absorbe del sol es todav́ıa más de 7000 veces mayor que la procesada

por el hombre, en términos de potencia energética éste genera ya cerca del 10 % de la

que se vincula a los fenómenos climáticos; la cantidad de dióxido de carbono procedente

de las actividades del hombre alcanza un tercio de la debida a los procesos naturales; la

fijación artificial de nitrógeno atmosférico hace bastantes años que ha superado la debida

a las bacterias; y en producción de desechos la acción humana es inmensamente mayor

que la natural, puesto que la naturaleza no los produce.

Esto nos lleva al segundo término empleado en el t́ıtulo del discurso: sistema. En

ecoloǵıa es usual pensar en términos de sistemas, hasta el punto de que una palabra,

ecosistema, designa el objeto principal del estudio de esta ciencia. Una rama de la ecoloǵıa,

llamada sinecoloǵıa, se dedica precisamente al análisis de los ecosistemas, y en esta rama

ha trabajado desde luego el Doctor Delibes.

La Estación de Doñana, en la que él ha desempeñado su labor, tiene una larga tradi-

ción en este campo, tradición iniciada por su primer director, José Antonio Valverde.

El concepto de taxocenosis, que éste último propuso y desarrolló, está en la ráız de los

estudios posteriores que distintos investigadores de la Estación dedicaron al análisis es-

1Esta profećıa se ha cumplido tan sólo dos meses después de pronunciarla, merced a las observaciones

del satélite “Kepler” de la NASA
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tructural y funcional de los ecosistemas. Nuestro nuevo Académico publicó por primera

vez un trabajo sobre la comparacion de la estructura de distintos ecosistemas en 1987, y

hacia las mismas fechas teńıa becarios trabajando en modelización de sistemas ecológicos,

alguno de los cuales envió a los cursos que yo daba entonces en Jaca sobre el tema. Hoy

la investigación en este campo prosigue alĺı activamente y a niveles punteros, con los tra-

bajos de Jordi Bascompte y colaboradores. Pues bien, nadie en mejor situación que el

Dr. Delibes para contarnos que, salvo por la enerǵıa solar que recibe y los ocasionales

aportes meteoŕıticos, la Tierra es un sistema cerrado, y sus procesos de regulación son

básicamente internos.

El más importante mecanismo de regulación, de acuerdo con la hipótesis “Gaia” pro-

puesta por Lovelock y Margulis, parece ser la propia vida. Esa tenue capa discont́ınua, que

recubre la superficie terrestre y a la que desde hace más de un siglo se le llama biosfera,

tiene una asombrosa capacidad de homeostasis para regularse a si misma y para regular el

ambiente en que se halla. Cuando Suess propuso el término “biosfera” en 1875 le dio un

significado más bien estático, como una capa más de las que forman la Tierra, semejante

a la litosfera o a la atmósfera. Fue Vernadsky, en 1926, quien la definió como una entidad

dinámica, como una red de relaciones entre los organismos vivos que de alguna manera

modela la superficie del planeta. Y hoy sabemos que fue la vida la que cambió la primitiva

atmósfera terrestre y la sustituyó por una atmósfera rica en ox́ıgeno de la que dependen

animales y plantas, y que es la vida también la que, gracias al sutil equilibrio de gases

que mantiene en la atmósfera, permite que la temperatura media de nuestro planeta sea

compatible con la propia vida, en lugar de ser de −18◦ C, como le correspondeŕıa por su

posición en el sistema solar. Y claro está, es también la vida la responsable de la aparición

de la especie humana, que ha empezado a perturbar gravemente la estructura y la función

de su soporte biológico. En efecto, la estructura de la biosfera consiste en el conjunto de

todos los elementos que la forman, genes y genotipos, poblaciones y especies, ecosistemas

y biomas, todos a su respectiva escala, entrelazados en una inmensa red de dependencias,

influencias y relaciones mutuas que son las que resultan afectadas por la acción humana.

Y aqúı llegamos al tercer término del t́ıtulo: biodiversidad.

La biodiversidad, que mide la variedad subyacente en la mencionada red, está dis-

minuyendo a pasos preocupantes. El Dr. Delibes ha puesto atinadamente el dedo en la

llaga al señalar la importancia de la actual crisis de biodiversidad, comparable a las cinco

grandes crisis detectadas en el registro fósil. Y esta crisis, llamada ya por muchos “la gran

extinción”, puede dejarnos sin unos recursos que no podremos reponer. Como también ha

estado acertado al contestar anticipadamente a quienes pudieran argir que el problema no

es tan grave, y que la pérdida de algunas especies, muchas de ellas todav́ıa desconocidas

para la ciencia, no es relevante.
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En mis charlas sobre el tema yo suelo impactar a los oyentes indicando que dos especies,

aún subsistentes al comienzo de la conferencia y representadas por los últimos individuos

de su estirpe, habrán dejado de existir cuando el público abandone la sala. Aunque suelo

emplear una estima de la tasa de extinción, algo más prudente que la aportada por Edward

Wilson y recogida en el discurso del Dr. Delibes, el dato no deja de ser deprimente, y a

menudo deprime a quienes lo escuchan, Y no se puede aducir que se trata de especies de

escaso valor. Como bien ha dicho el conferenciante, nunca es posible conocer de antemano

la importancia de una especie determinada. Las plantas pueden morir por ausencia de

polinizadores, los tales por la de plantas que polinizan, las aves grańıvoras por una escasa

producción de las semillas de que se nutren, las plantas que producen dichas semillas por

la falta de las aves que las dispersan, etc. Existen especies que no parecen esenciales para

la subsistencia de un ecosistema, pero que requieren que éste se halle en buen estado.

Es el caso del oso pardo en los bosques eurasiáticos y americanos, o de una especie muy

cara a nuestro invitado, el lince ibérico en los matorrales mediterráneos. La existencia

de esas especies emblemáticas es consecuencia y no causa del buen estado de salud del

ecosistema, pero de cualquier forma va asociada a ese estado y por ello hay que felicitarse

de la persistencia de las mismas, y emplear todos los medios necesarios para su protección.

La funcionalidad de la biosfera está vinculada a esa red de relaciones reproductoras o

tróficas que conectan sus distintos elementos en una malla densa. La supresión de algunas

mallas de la red puede dar lugar a un desgarrón que se propague a lo ancho de la misma

y que llegue a inutilizar algunas de sus partes. La naturaleza previene estos peligros

añadiendo nuevas mallas y estableciendo conexiones redundantes entre los elementos, de

manera que si falla algún hilo o se deshace algún nudo no se resienta la red más que

localmente. Pero ello no siempre es garant́ıa de estabilidad. La aplicación de la teoŕıa

de grafos al análisis de las redes ecológicas, precisamente en la Estación de Doñana, ha

revelado que muchas de estas redes son frágiles, y que se desarticulan con la pérdida de

un porcentaje modesto de conexiones, a veces menor del 30 %. Pero ¿cómo saber de

antemano si una especie es un nexo esencial de la red, y si su desaparición puede tener

consecuencias nefastas? Una elemental prudencia aconseja no considerar inútil ninguna

especie sin conocer bien su función en el ecosistema que la alberga, y esto por desgracia

sólo se logra, y de forma sumaria, para unas pocas de ellas.

Tomemos ahora el último concepto del t́ıtulo, calidad de vida, para mucha gente el

único importante. En la actualidad casi todas las sociedades se articulan en torno a los

mecanismos de mercado, y las crisis sociales se perciben sobre todo como crisis económicas

sin que nos percatemos de que éstas vienen de crisis ecológicas precedentes Por ello los

problemas medioambientales solo son inteligibles para muchos cuando se plantean en

términos económicos. Y por esta razón es más adecuada la insistencia del Dr. Delibes en
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la importancia económica de los servicios que la naturaleza nos presta.

Según el conferenciante, quien toma el dato de Costanza y colaboradores, el valor de

dichos servicios asciende anualmente a 33 billones de dólares de 1994. En relación con

este punto me gustaŕıa comentar que la primera vez que tuve conocimiento del art́ıculo

que publicó Robert Costanza en 1997, fue gracias a un comentario de Ramón Margalef, el

más eximio de los ecólogos españoles, quien estaba de visita en Zaragoza. Margalef y yo

teńıamos visiones diferentes sobre el papel del dinero en los sistemas ecológico-económicos

de los humanos, y cuando nos véıamos soĺıamos tocar este tema. En esa ocasión me dijo

“¿Has visto el trabajo que ha publicado Costanza en la revista Nature? Calcula el valor

en dólares de los servicios prestados por todos los ecosistemas de la Tierra, y le salen 33

trillones de dólares”. Yo le contesté “¿Pero se trata de trillones europeos o americanos?”.

Obviamente se trataba de trillones americanos, equivalentes a nuestros billones, como

confirmó más tarde la lectura del art́ıculo. Pero lo notable fue la respuesta de Margalef:

“¿Acaso tiene importancia?”. Que una diferencia de seis órdenes de magnitud carezca de

importancia para Margalef no significa que él no la reconociera, sino que, cuando se trata

de cifras tan inmensas el valor concreto carece de sentido. Basta decir que la importancia

económica de los ecosistemas terrestres se halla fuera de toda medida, y eso es lo que él

queŕıa resaltar. Con su fina pero discreta irońıa veńıa a decir que el art́ıculo en cuestión

representaba un gran esfuerzo de cálculo para llegar a un resultado que era obvio de

antemano, si no en su valor preciso, śı en su enormidad.

Ni que decir tiene que ese art́ıculo era procedente, como lo son la mayor parte de los

libros y trabajos escritos sobre el tema, aunque sus conclusiones puedan parecernos obvias.

En este terreno señalar lo obvio y aun repetirlo una y otra vez, siempre es conveniente,

y ello más en el terreno de la divulgación cient́ıfica, que alcanza a un mayor número de

personas, que en el de la ciencia propiamente dicha.

El Prof. Delibes, además de ser un gran cient́ıfico, es un gran divulgador, y lo tiene

a gala. El mismo insiste en el papel que desempeñó al comienzo de su carrera en este

terreno, colaborando con Félix Rodŕıguez de la Fuente. A d́ıa de hoy su producción de

obras de divulgación es también notable. De entre ellas quiero entresacar una que, tanto

para él como para mı́ es la preferida. Se titula “La Tierra Herida”, escrita en colaboración

con su difunto padre, y que puede considerarse como una versión ampliada y elaborada del

reciente discurso. Para Miguel esta obra es entrañable no sólo por esta circunstancia, sino

sobre todo porque para su padre representó un est́ımulo y una fuente de alegŕıas durante

los últimos años de su vida. Tanto es aśı que los hermanos de Miguel consideraron repetir

el experimento con otras obras y con cada uno de ellos, a favor de esas alegŕıas paternas.

Para mı́, y para la mayoŕıa de los ecólogos españoles, esta obra es muy querida porque

nos presta una voz que alcanza mucho más lejos que las nuestras para decir lo que todos
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pensamos pero no podemos hacer oir. De hecho, muchos nombres de ecólogos de nuestro

páıs, colegas y amigos comunes, aparecen profusamente en el texto de la misma como

fuentes de los informes.

Tener un nombre ilustre, unos conocimientos cient́ıficos excelentes y una gran habilidad

para comunicarlos representa una responsabilidad importante, a la que Miguel se ha

enfrentado con honestidad y eficacia por la v́ıa de la divulgación. Vale la pena señalar que,

además de las obras impresas, contribuye con art́ıculos breves a una página de divulgación

cient́ıfica en Internet, una página titulada “Ventana de Otros Ojos”. Y también hay

que decir que alĺı sus art́ıculos contrastan por su serena objetividad, con los de otros

colaboradores más radicales. Pues nuestro invitado presenta siempre su visión ponde-

rada de los problemas mediambientales, mostrando su preocupación pero alejándose de

cualquier catastrofismo al uso. Nadie más distante que él de la imagen del ecologista

desmelenado y furibundo de ciertos movimientos de lucha ecológica. Por ejemplo, pocos

de éstos suscribiŕıan su apreciación de que es preferible una actitud de rechazo abierto al

Protocolo de Kyoto, como la ha exhibido el gobierno de Estados Unidos, a una actitud

hipócrita de otros gobiernos más cercanos, que firmaron y ratificaron dicho acuerdo como

trámite previo a su descarado incumplimiento.

En fin, repito que tocar una y otra vez estos temas puede ser reiterativo pero nunca

inoportuno, más bien siempre conveniente. Son asuntos que hay que oir constantemente,

de los que hay que hablar con frecuencia, hasta lograr que la mayor parte de las conciencias

humanas los interioricen y asuman sus consecuencias. Y más si se hace bien, con acierto,

con mesura y con argumentos indiscutibles. No te extrañará pues, querido amigo, que para

finalizar, y conociendo tu admiración por Humphrey Bogart, parodie una de sus frases

más conocidas diciendo, como él dećıa en “Casablanca”, “¡Tócalos otra vez, Miguel! ¡Y

muchas veces más!” 2

2La frase “Tócala otra vez, Sam”, se pone normalmente en boca del actor Humprey Bogart, protago-

nista de la peĺıcula “Casablanca”, pero lo cierto es que no se pronunció en ella, por lo menos en la versión

doblada al español que se exhibió en nuestro páıs.
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ACTIVIDADES DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

EXACTAS, FÍSICAS, QUÍMICAS Y NATURALES DE ZARAGOZA

EN EL AÑO 2011

Sesiones:

En el año 2011 la Real Academia de Ciencias de Zaragoza celebró cinco sesiones, una de

ellas con motivo de los discursos de Ingreso de la nueva Académica Numeraria Ilma. Sra.

Da Maŕıa Luisa Peleato y otra con motivo de la entrega de Premios de Investigación. Las

sesiones tuvieron lugar los d́ıas 23 de febrero, 16 de junio, 23 de octubre, 30 de noviembre

y 21 de diciembre. Las sesiones de ingreso y de entrega de premios se desarrollaron en las

fechas que se indican a continuación:

• El 16 de junio de 2011, con motivo del discurso de ingreso de la Académica Numer-

aria Ilma. Sra. Da Maŕıa Luisa Peleato Sánchez con el t́ıtulo de Las cianobacterias:

cooperación versus competencia. Le respondió en nombre de la Academia, el Ilmo.

Sr. D. Carlos Gómez Moreno.

• El 30 de noviembre se entregaron los Premios de Investigación 2011.

Nuevo Académico Numerario:

• Ilma. Sra. Da Maŕıa Luisa Peleato Sánchez, Académica Numeraria (Sección de

Naturales) con la Medalla No 21.

Nuevos Académicos Correspondientes:

• En la Sesión de 23 de febrero de 2011 D. Miguel Delibes de Castro fue elegido nuevo

Académico correspondiente de la sección de Naturales y en la de 5 de octubre D.

Efim Zelmanov de la sección de Exactas.

Publicaciones de la Academia:

Además de publicar el discurso del nuevo académico, la Academia ha publicado el

volumen 65 de la Revista de la Real Academia de Ciencias de Zaragoza, y los volúmenes
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35, 36 y 37 de la serie Monograf́ıas de la Real Academia de Ciencias, con el t́ıtulo de Actas

de las XII Jornadas de Mecánica Celeste, TIDES tutorial: Integrating ODEs by using the

Taylor Series Method y Giulio RACAH Centennial Conference, respectivamente.

Organización de Congresos y Conferencias:

La Academia ha organizado en 2011, entre otros, los siguientes eventos:

• Conferencia del Académico Correspondiente D. Miguel Delibes de Castro el d́ıa 18

de mayo de 2011, con el t́ıtulo Sistema Tierra, Biodiversidad y Calidad de vida.

• La Academia ha colaborado con el Departamento de Matemáticas de la Universidad

de Zaragoza, en la organización de VI International Conference on Non Associative

Algebra and its Applications, celebrado del 1 al 5 de noviembre en Zaragoza y en la

del II Singular Workshop, celebrado en Zaragoza los d́ıas 16 y 17 de diciembre.

• Colaboración en la organización conjunta con la Facultad de Ciencias de los Ciclos

de Conferencias Cita con la Ciencia y Espacio Facultad 2010-2011.

• Colaboración, a t́ıtulo honoŕıfico, en el Ciclo de Conferencias del Centro Pignatelli

Hacia una conciencia planetaria.

Por último, dentro de la habitual participación de Académicos en numerosos congresos

nacionales e internacionales, y en conferencias en el ámbito de la difusión de la ciencia,

cabe destacar las siguientes actuaciones:

• El Presidente Luis Boya impartió el 9 de diciembre la conferencia plenaria S. N.

Bose en la Conferencia ICRAMSA de este año, en la Calcutta Mathematical So-

ciety, Indistinguibility in Quantum Mechanics: the rôle of S. N. Bose”, invitado

por Secretario, Prof. U. C. De. También impartió la conferencia “Polytopes and

Physics” en el Madras Christian College el 12 de diciembre, y otras dos conferencias

en la Universidad de Costa Rica, en agosto, tituladas “Niels BOHR y la Teoŕıa

Cuántica Antigua” y “Identidades de Cartan entre los grupos de Lie simples”.

• El Secretario José F. Cariñena impartió la Conferencia inaugural en el XI Congreso

Dr. Antonio Monteiro organizado por Departamento de Matemática de la Univer-

sidad Nacional del Sur en Bah́ıa Blanca (Argentina), en mayo, “A new geometric

approach to Abel differential equations of first and second order”, e impartió confer-

encias invitadas en el Encuentro de F́ısica Matemática: “Nuevos retos en Mecánica

Cuántica: Integrabilidad y Supersimetŕıa”, “A geometric approach to the Virial’s

Theorem”, en el mes de enero en la Universidad de Valladolid y en el Workshop Ge-

ometry of Mechanics, Field Theory and Control, “Classical and quantum position-

dependent mass systems” en el mes de diciembre en la Universidad Politécnica de
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Barcelona. Igualmente impartió conferencias invitadas en los congresos ‘Folding

and Unfolding: Interactions from Geometry’, “Hamiltonian Lie Systems: Theory

and applications”, en Ischia (Italia), y ‘Poisson geometry and applications’, Figueira

da Foz (Portugal), “Geometric Theory of Lie-Hamilton Systems”, y en ’Geometry

of Manifolds and Mathematical Physics’, Krakow (Polonia) “Non-strictly canonical

transformations and a generalisation of the Virial Theorem” en el mes de junio de

2011, siendo miembro del Comité Cient́ıfico en estos tres congresos.

• El Académico Luis Oro fue Conferenciante plenario en la Hungarian Chemical So-

ciety National Conference, Sopron, Hungŕıa, mayo 2011, en SECAT11, Zaragoza,

España, junio 2011, y en el Smithson Tennant Scientific Symposium, York. UK,

noviembre 2011.

• El Académico Alberto Elduque fue presidente del Comité Organizador de la VI

International Conference on Non Associative Algebra and its Applications, del 1 al

5 de noviembre en Zaragoza, ha sido Conferenciante plenario en la “International

Conference on Ring Theory” en Novisibirsk, Rusia, en julio de 2011, en la “Non-

associative Algebras and Related Topics” celebrada en Coimbra en Julio de 2011 (en

la que fue miembro del Comité Cient́ıfico, e impartió además un mini-curso), y en

la “Nonassociative Algebra in Action: Past, Present, and Future Perspectives”, en

Charlottesville, Virginia (USA), en Septiembre de 2011. También impartió el 30 de

septiembre de 2011, la conferencia “Graduations des algèbres de Lie simples”, en la

Université Paul Verlaine de Metz (Francia).

• El Académico Eladio Liñán fue invitado para dar la ponencia “Cryptopaleontology:

The fossils contained in ancient lapidaries and their magico medicinal use” en la

Geological Society of London, Burlin House, durante la Reunión “The History of

Geology and Medicine” celebrada el 1 de noviembre.

• El Académico José Luis Marqués presentó una ponencia en el X Encuentro de la

Red Universitaria de Estudios de Postgrado y Formación Permanente que se celebró

en la Universidad Politécnica de Valencia, los d́ıas 11 y 12 de marzo de 2011.

• El Académico V́ıctor M. Orera, impartió la conferencia “Growth of eutectic ceramic

structures by directional solidification methods” en el “5th International Workshop

on Crystal Growth Technology”, en Berĺın en el mes de junio de 2011; presentó

una conferencia invitada en “IV Congresso Luso-Espanhol de Cerámica e Vidro” en

Aveiro-(Portugal), en noviembre, “Eutectic ceramics as highly textured materials”,

y la conferencia plenaria “Materiales para el Desarrollo” en las Primeras Jornadas
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Cient́ıficas Campus de Excelencia Internacional de la Universidad Complutense de

Madrid, en febrero.

• La Académica Caridad Sánchez Acedo formó parte del Comité Organizador en el mes

de julio en la Universidad de Zaragoza del “XII Congreso Ibérico de Parasitoloǵıa”.

• El Académico Antonio Elipe participó con la conferencia plenaria “Orbit propagation

with Lie-Deprit methods in satellite dynamics” en el International Symposium on

Orbit Propagation and Determination en Lille, France en septiembre y la confe-

rencia invitada “Resonances in Celestial Mechanics” en el SIAM Conference on

Applied Algebraic Geometry Raleigh, North Carolina. USA en octubre. En este

mismo mes fue invitado al “Aerospace Engineering Seminar Series” Texas A&M

University. College Station, Texas. USA, donde dio la conferencia “Rotation of a

gyrostat. Equilibria and bifurcations”.

• El Académico Enrique Artal ha sido del Comité Organizador del “II Singular Work-

shop” en Zaragoza, en diciembre, Miembro del Comité organizador de “School on

D-modules and applications in Singularity Theory”, en Madrid-Sevilla, en junio, y

miembro del Comité Cient́ıfico del “Congreso del Centenario de la RSME”, en el mes

de febrero en vila. Presentó una ponencia invitada en la Sesión Especial de Singular-

idades, en tal Congreso, “Dicritical components of special pencils”, una conferencia

plenaria en “Transfrontalières d’Algbre et Géométrie”, Bayonne’ (Francia) en mayo,

“Drawing Arithmetic Zariski pairs”, y otra en “Second International Conference

and Workshop on Valuation Theory”, en El Escorial, en julio, “Pencils, dicriticals

and curvettes”. También impartió un curso de tres horas en “Branched Cover-

ings, Degenerations, and Related Topics” en la Tokyo Metropolitan University en

Tokio (Japón), en marzo: “Introduction: fundamental group and braid monodromy”,

“Characteristic varieties: a generalization of Alexander polinomial”, “Orbifolds and

quasiprojective groups”.

• El Académico José S. Urieta fue invitado para dar la ponencia “Supercritical Tech-

nologies for the optimization of biocidas” en el “3th International Seminar on Engi-

neering Thermodynamic of Fluids”, celebrado en Tarragona en el mes de julio.

• El Académico Rafael Núñez-Lagos Roglá, impartió las conferencias “Lo grande y lo

pequeño” en la Escuela Técnica Superior de Ingenieŕıa de Bilbao, “La radiactividad

ambiental” en el IES de Ontiñena en Zaragoza, “El accidente de la central nuclear

de Fukushima-Daiichi en Japón” en el Ateneo Cient́ıfico de Zaragoza, “El accidente

Nuclear de Japón” en el Club 33 de Zaragoza, y ”“Elaboración de un mapa de radi-

actividad ambiental en Aragón” en el IES Reyes Católicos de Ejea de los Caballeros.
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Aśı mismo ha intervenido en diversos programas de Televisión Aragón y Aragón Ra-

dio relativos al accidente de la central de Fukushima y ha sido miembro del Jurado

del premio José Maŕıa Savirón de Divulgación Cient́ıfica.

Varios Académicos han colaborado en cursos propios en la Universidad de la Experiencia

que organiza la Universidad de Zaragoza. En particular el Académico Eladio Liñán fue

encargado de dar el discurso de apertura del Curso Académico 2011-2012 de la Universidad

de la Experiencia bajo el t́ıtulo “Fósiles emblemáticos de Aragón” y que tuvo lugar en el

aula magna del Edificio Paraninfo de la Universidad de Zaragoza el d́ıa 6 de octubre.

Premios de investigación 2011

Se convocaron los Premios de Investigación 2010-2011 de la Academia correspondientes

a las secciones de Qúımicas y Naturales. En la sección de Qúımicas, el Premio fue para el

Dr. Ricardo Castarlenas Chela y en la de Naturales para el Dr. Enrique Arranz Yagüe.

Los premiados expusieron sendos trabajos de investigación en la sesión celebrada el

30 de Noviembre y se les hizo entrega del Premio de Investigación 2011. Los trabajos de

investigación con los t́ıtulos respectivos de “Carbenos y Metales de Transición: el Tándem

Ideal para el Diseño de Catalizadores Eficaces” y “Eventos tectono-magmáticos alpinos

en el registro geológico de los Pirineos: Inferencias sobre la evolución del manto superior

en una zona activa”, se publican en este volumen 66 de la Revista de la Real Academia.

Se ha iniciado el proceso para los Premios 2011-2012 en las Secciones de Exactas y

F́ısicas.

Distinciones y Nombramientos a Académicos.

El Académico D. Eladio Liñán fue nombrado Pastor Mayor 2011 de los Montes de

Luna en León durante la recepción celebrada el d́ıa 12 de septiembre.

El Académico D. Alberto Elduque fue nombrado Miembro del Comité Editorial de la

revista Journal of Algebra.

El Académico D. Antonio Elipe fue nombrado Miembro del Comité Editorial de la

revista International Journal of Astronomy and Astrophysics.

La Académica Da Caridad Sánchez Acedo recibió la medalla López Neyra de la So-

ciedad Española de Parasitoloǵıa.

El Académico V́ıctor M. Orera fue nombrado Coordinador Institucional del CSIC para

Aragón y Miembro del Consejo Asesor de Transferencia del Conocimiento e Innovación

del Ministerio de Ciencia e Innovación.

Otros datos.

La Real Academia de Ciencias de Zaragoza ha sido subvencionada para su funcionamien-

to habitual, por el Ministerio de Educación y Ciencia, a través del programa de apoyo a
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las Reales Academias asociadas al Instituto de España, siendo la subvención para 2011

de 7000 euros.

Se ha continuado poniendo al d́ıa la página web de la Academia, cuya dirección es

http://www.unizar.es/acz/

Zaragoza, diciembre de 2011
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REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

EXACTAS, FÍSICAS Y NATURALES DE ZARAGOZA

Abstract

La Revista de la Real Academia de Ciencias publishes original research contri-

butions in the fields of Mathematics, Physics, Chemistry and Natural Sciences. All

the manuscripts are peer reviewed in order to assess the quality of the work. On

the basis of the referee’s report, the Editors will take the decision either to publish

the work (directly or with modifications), or to reject the manuscript.

1 Normas generales de publicación

1.1 Env́ıo de los manuscritos.

Para su publicación en esta Revista, los trabajos deberán remitirse a

Académico-Director de Publicaciones

Revista de la Academia de Ciencias

Universidad de Zaragoza

50009 Zaragoza

o bien electrónicamente a la cuenta elipe@unizar.es.

La Revista utiliza el sistema de offset de edición, empleando el texto electrónico faci-

litado por los autores, que deberán cuidar al máximo su confección, siguiendo las normas

que aqúı aparecen.

Los autores emplearán un procesador de texto. Se recomienda el uso de LaTeX, para

el que se han diseñado los estilos academia.sty y academia.cls que pueden obtenerse

directamente por internet en http://www.unizar.es/acz/ o por petición a la cuenta de

correo electrónico: elipe@unizar.es.

1.2 Dimensiones

El texto de los trabajos, redactados en español, inglés o francés, no deberá exceder de

16 páginas, aunque se recomienda una extensión de 6 a 10 páginas como promedio. El

texto de cada página ocupará una caja de 16× 25 cm., con espacio y medio entre ĺıneas.

149



2 Presentación del trabajo.

Los trabajos se presentarán con arreglo al siguiente orden: En la primera página se

incluirán los siguientes datos:

a) T́ıtulo del trabajo: Conciso, pero ilustrativo, con mayúsculas.

b) Autor: Nombre y apellidos del autor o autores, con minúscula.

c) Centro: Centro donde se ha realizado, con su dirección postal.

d) Abstract: En inglés y con una extensión máxima de 200 palabras.

e) Texto

A) Los encabezamientos de cada sección, numerados correlativamente, serán escritos

con letras minúsculas en negrita. Los encabezamientos de subsecciones, numerados en

la forma 1.1, 1.2, . . . , 2.1, 2.2, . . . , se escribirán en cursiva.

B) Las fórmulas estarán centradas y numeradas correlativamente.

C) Las referencias bibliogáficas intercaladas en el texto, deben ser fácilmente identifi-

cables en la lista de refencias que aparecerá al final del art́ıculo, bien mediante un número,

bien mediante el nombre del autor y año de publicación.

D) Las figuras y tablas, numeradas correlativamente, se intercalarán en el texto. Las

figuras se enviarán en formato EPS, o que se pueda convertir a éste con facilidad. Los

apéndices, si los hay, se incluirán al final del texto, antes de la bibliograf́ıa.

G) Las referencias bibliográficas de art́ıculos deberán contener: Autor: año de publi-

cación, “T́ıtulo del art́ıculo”, revista número, páginas inicial–final. En el caso de libros,

deberá incluirse: Autor: año de publicación, T́ıtulo del libro. Editorial, lugar de publi-

cación.

3 Notas finales

Por cada trabajo publicado, se entregarán al autor o autores un total de 25 separatas.

La Revista permite la inclusión de fotograf́ıas o figuras en color, con un coste adicional

que correrá a cargo de los autores.

Antonio Elipe

Académico Editor
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RELACIÓN DE REVISTAS NACIONALES QUE RECIBE EN INTERCAMBIO

LA BIBLIOTECA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS

ACTA BOTANICA BARCINONENSIS

ACTA QUIMICA COMPOSTELANA - Departamento de Qúımica Anaĺıtica

AFINIDAD - Revista Qúımica Teórica y Aplicada

ANALES DE BIOLOGIA - Sección de Bioloǵıa General (Murcia)

ANALES DEL JARDIN BOTANICO DE MADRID

ANALES DE LA REAL ACADEMIA DE DOCTORES

ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE MURCIA

ANALES DE CIENCIAS - Facultad de Ciencias (Qúımicas y Matemáticas) (Murcia)

ANALES SECCION DE CIENCIAS - Colegio Universitario de Girona

ANUARIO DEL OBSERVATORIO ASTRONOMICO - Madrid.

BELARRA. SOCIEDAD MICOLOGICA. Baracaldo.

BLANCOANA - Col. Univ. “Santo Reino” Jaén

BOLETIN DA ACADEMIA GALEGA DE CIENCIAS - (Santiago de Compostela)

BOLETIN DE LA ASOCIACION HERPETOLOGICA ESPAÑOLA

BOLETIN GEOLOGICO Y MINERO

BOTANICA COMPLUTENSIS - Madrid

BUTLLETI DEL CENTRO D’HISTORIA NATURAL DE LA CONCA DE BARBARA

COLLECTANEA BOTANICA - (Barcelona)

COLLECTANEA MATEMATICA - (Barcelona)

ESTUDIO GENERAL - Revista Colegio Universitario (Girona)

EXTRACTA MATHEMATICAE - Universidad de Extremadura

FACULTAD DE CIENCIAS EXPERIMENTALES DE JAEN. Monograf́ıas.

FOLIA BOTANICA MISCELANEA - Departamento de Botánica (Barcelona)

GACETA DE LA REAL SOCIEDAD MATEMÁTICA ESPAÑOLA

INDICE ESPAÑOL DE CIENCIA Y TECNOLOGIA -

INSTITUTO GEOLOGICO Y MINERO DE ESPAÑA

INVESTIGACION E INFORMACION TEXTIL Y DE TENSIOACTIVIVOS (C.S.I.C.)

- Barcelona

LACTARIUS.- BOL. DE LA ASOCIACION MICOLOGICA - Jaén

LUCAS MALLADA - Inst. Est. Altoaragoneses.
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MEMORIAS DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS Y ARTES DE BARCELONA

MISCELANEA ZOOLOGICA - Museo Zoológico - Ayuntamiento de Barcelona

NATURALIA BAETICA - Jaén

PIRINEOS

PUBLICACIONES PERIODICAS DE LA BIBLIOTECA DEL MUSEU DE ZOOLOGIA

- (Barcelona)

REBOLL.- Bull. Centro d’Historia Natural de la Conca de Barbera.

REVISTA DE LA ACADEMIA CANARIA DE CIENCIAS

REVISTA REAL ACADEMIA GALEGA DE CIENCIAS

REVISTA DE BIOLOGIA DE LA UNIVERSIDAD DE OVIEDO

REVISTA ESPAÑOLA DE FÍSICA

REVISTA ESPAÑOLA DE FISIOLOGIA - Pamplona

REVISTA ESPAÑOLA DE HERPETOLOGIA

REVISTA IBERICA DE PARASITOLOGIA

REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE - (Madrid)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATU-

RALES DE MADRID – Matemáticas

REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS - QUIMICA - Madrid

RUIZIA - Monograf́ıas del Jard́ın Botánico (Madrid)

SCIENCIA GERUNDENSIS

STUDIA GEOLOGICA SALMANTICENSIA - Universidad de Salamanca

TRABAJOS DE GEOLOGIA - Universidad de Oviedo

TREBALLS DEL CENTRE D’HISTORIA NATURAL DE LA CONCA DE BARBERA.

TREBALLS DE L’INSTITUT BOTANIC DE BARCELONA

TREBALLS DEL MUSEU DE ZOOLOGIA DE BARCELONA

ZOOLOGIA BAETICA. UNIVERSIDAD DE GRANADA.
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RELACIÓN DE REVISTAS INTERNACIONALES QUE RECIBE EN

INTERCAMBIO LA BIBLIOTECA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS

ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS - Córdoba. Argentina

ACADEMY OF NATURAL SCIENCES OF PHILADELFIA

ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCIEI - Notiziario

ACCADEMIA UDINESE DI SCIENZI LETTERS ED ARTI.

ACTA ENTOMOLOGICA MUSEI NATIONALIS PRAGAE

ACTA FAUNISTICA ENTOMOLOGICA MUSEI NATIONALIS - Pragae

ACTA GEOLOGICA POLONICA - Warszawa

ACTA MATHEMATICA HUNGARICA

ACTA MATEMATICA SINICA - New Series China

ACTA MUSEI NATIONALI PRAGAE

ACTA ORNITHOLOGICA - Polska Akademia Nauk Warszawa

ACTA PHYSICA - Academia Scientarum Hungaricae

ACTA SOCIETATIS ENTOMOLOGICA BOHEMOSLOVACA

ACTA UNIVERSITATIS - Series: Mathematics and Informatic – University of Nis –

Yugoeslavia

ACTA ZOOLOGICA FENNICA

AGRONOMIA LUSITANICA - Est. Agr. Nac. Sacavem - Portugal

AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

ANALES DE LA ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y

NATURALES DE BUENOS AIRES

ANALES DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLOGICAS. México

ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA

ANALES DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLOGICAS - México

ANIMAL BIODIVERSITY CONSERVATION

ANNALEN DES NATURHISTORICHEN MUSEUMS IN WIEN

ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - I Matematica - Helsinke

ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - II Chemica - Helsinke

ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - III Geologica Geografica - Helsinke

ANNALES ACADEMIA SCIENTARUM FENNICAE - Serie A - IV Physica - Helsinke

ANNALES HISTORICO NATURALES - Musei Nationalis Hungarici
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ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER - Université de Grenoble

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER - Gap

ANNALES DE LA SOCIETE SCIENTIFIQUE - Serie I - Science Mathematiques Physiques

Bruxelles

ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sectio A Mathemat. - Sklodowska

ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sklodowska - Sectio AA Chemica. Lublin.

ANNALES UNIVERSITATIS MARIA CURIE - Sklodowska - Sectio AAA Physica. Lublin.

ANNALES ZOOLOGICI FENNICI - Helsinki

ANNALI DELLA FACOLTA DE AGRARIA - Universita de Pisa

ANNALI DEL MUSEO CIVICO DI STORIA NATURALE “Giacomo Doria”

ARBOLES Y SEMILLAS DEL NEOTROPICO - Museo Nac. de Costa Rica

ARCHIVIO GEOBOTANICO - Univ de Pav́ıa.

ATTI DELLAACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI. RENDICONTI LINCEI - Matem-

atica e Applicacioni - Roma

ATTI DELLAACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI. RENDICONTI LINCEI - Scien-

ze Fisiche e Naturali - Roma

ATTI DELLA ACCADEMIA DI SCIENZE, LETTERE E ARTI DI UDINE

ATTI DELL’INSTITUTO BOTANICO E DEL LABORATORIO CRITTOGRAMICO

DELL’UNIVERSITA DI PAVIA

BAYERISCHE AKADEMIE DR WISSENSCHAFTEN - Munchen

BEITRAGE ZUR FORSCHUNSTECHOLOGIE - Akademie Verlag Berlin

BOLETIM DA SOCIEDADE PARANAENSE DE MATEMATICAS - Paraná

BOLETIM DA SOCIEDADES PORTUGUESA DE CIENCIAS NATURALES - Lisboa

BOLETIN DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS FISICAS, MATEMATICAS Y

NATURALES - Caracas

BOLETIN DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS - Córdoba. Argentina.

BOLETIN BIBLIOGRAFICO DE LA ESCUELA NACIONAL DE CIENCIAS BIOLÓ-

GICAS - México

BOLETIN DEL MUSEO NAC. DE COSTA RICA.
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BOTANY UNIV. OF CALIFORNIA PUBLICATIONS.

BRENESIA - Museo Nacional de Costa Rica

BULGARIAN ACADEMY OF SCIENCES - Scientific Information - CENTRE MATH-

EMATICAL AND PHYSICAL SCIENCES

BULGARIAN JOURNAL OF PHYSICS

BULLETIN OF THE AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY - Providence

BULLETIN DE LA CLASSE DE SCIENCES - Academie Royale de Belgique - Bruxelles

BULLETIN OF THE GEOLOGICAL INSTITUTION OF THE UNIVERSITY UPSALA
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