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Resumen

El presente trabajo comienza con un capitulo introductorio donde se expone brevemente el
contexto que motiva la investigaciéon, los antecedentes en turbulencia, los objetivos y estructura

del trabajo.

Posteriormente se describe la dindmica del flujo turbulento no reactivo, formulandose las

ecuaciones de transporte del gradiente de velocidad en turbulencia homogénea e incompresible.

Se detallan las condiciones de homogeneidad e isotropia que se suponen en el estudio y se
analiza el significado fisico del tensor gradiente de velocidad y el papel que desempena en la

dindmica de lineas, superficies, voliumenes fluidos y evolucién en un campo escalar.

Se plantea el problema de la evolucién del sistema conjunto gradiente de velocidad - gradiente
del escalar en la mezcla escalar turbulenta y se afronta éste por medio del método de la
funcién densidad de probabilidad. El cierre del problema planteado se lleva a cabo con un
modelo isétropo para la presién, una estimacién lineal (LMSE) modificada para el término
difusivo del gradiente de velocidad, la cual contiene una parte aleatoria para darle variabilidad
al término y otra parte no lineal en funcién del gradiente de velocidad inicial e instantdneo
que asegura la convergencia del sistema, y una estimacién lineal para el término difusivo del

gradiente del escalar.

Se analiza la solucién numérica de los métodos para la evolucién del sistema conjunto gradiente
de velocidad - gradiente del escalar, teniendo en cuenta los errores tanto globales como locales,
la exactitud y estabilidad. Cada sistema se resuelve mediante un método numérico de Runge

- Kutta de segundo orden.

Se implementa una modelizacién Montecarlo para la evolucién de una distribuciéon de sistemas
de gradientes, la cual reproduce numerosas caracteristicas de la estadistica de las pequenas
escalas, como la intermitencia en las funciones densidad de probabilidad de los tensores, asi
como para las magnitudes dependientes de las mismas. La estadistica del campo final se analiza

y se valida con resultados conocidos de LMSE, DNS y experimentales.

Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo de forma compacta en un capitulo final.
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Capitulo 1

Introduccion

La predicciéon de la mezcla escalar turbulenta constituye una parte esencial en numerosos problemas
de la ingenieria, la industria y en proyectos medioambientales. La comprension de la estructura de
los campos de velocidades y escalares en turbulencia es todavia un problema no resuelto satisfacto-
riamente. No se ha podido establecer la teoria que englobe todos los fenémenos que aparecen en los

flujos turbulentos y permita predecir su comportamiento en un caso general.

Este trabajo de investigaciéon toma como herramienta el método de la funcién densidad de probabili-

dad [1, 2] para analizar el comportamiento estadistico que presenta la mezcla escalar turbulenta.

En este capitulo se expone brevemente el contexto que motiva la investigacion, los antecedentes en

turbulencia y finalmente, los objetivos y estructura del trabajo.

1.1. Motivacion

En general, las técnicas y modelos para la prediccién de flujos turbulentos constituyen una
parte esencial en numerosos problemas de la ingenieria, la industria y en proyectos medioam-
bientales. Los flujos turbulentos con escalares inertes y reactivos se presentan en numerosos
procesos naturales y en muy variadas tecnologias. Sin embargo, por el momento el problema
estd muy lejos de ser resuelto. La enorme complejidad de estos flujos no solo excluye solucio-
nes analiticas, sino que impide un tratamiento matemaético general iinico y exacto, por lo que
las técnicas principales para su estudio son la modelizaciéon tedrica, la simulacion numérica

computacional y la experimentacion.

En un flujo turbulento la dindmica del transporte del escalar es muy compleja dado que las
ecuaciones que describen el comportamiento del campo de velocidades, que son las de Navier-
Stokes [3, 4, 5, 6], son un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales. En ellas

aparecen términos que especifican fenémenos de difusién, estiramientos, cortes y rotaciones.
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Conocer los efectos y la importancia relativa de estos términos es esencial en la modelizacién

de mezcla escalar turbulenta.

1.2. Estado del arte

1.2.1. Cascada de energia

Kolmogorov [7, 8, 9] introduce en 1941 con sus dos hipdtesis de semejanza una teoria para
las pequenas escalas de los flujos turbulentos a altos niimeros de Reynolds que establece una
distribucién universal de la estadistica de diferencias de velocidades entre puntos separados
por una distancia pequena comparada con la escala integral de la turbulencia. La primera
hipdtesis supone que los momentos estadisticos de estas diferencias de velocidades, llamados
funciones de estructura, son funciones isétropas universales dependientes tnicamente de la
interdistancia, de la viscosidad cinemética y de la disipacién media de energia cinética por
unidad de masa. La segunda propone que si ademés la separacion es grande comparada con
las escalas disipativas de longitud, la estadistica de estas distribuciones es independiente de la

viscosidad.

Ambas hipétesis conducen inmediatamente, por andlisis dimensional a una relacién funcional
explicita del enésimo momento de las diferencias de velocidades con la disipacion y la interdis-
tancia. En el espacio de Fourier lo anterior implica la famosa ley de la pendiente —5/3 [10] en
escala logaritmica para el espectro de energia en el subrango inercial, siempre que se cumpla
la segunda hipdtesis, es decir que la separacién entre puntos sea grande frente a las escalas

disipativas.

La imagen que se deduce de las ideas de Kolmogorov para la dindmica de la turbulencia es la
de transferencia de energia de las escalas grandes a las pequenas, donde actia la disipacion,

es lo que se ha llamado Cascada de energia de Onsager - Kolmogorov.

1.2.2. Intermitencia

Cuando se considera estadistica de ordenes maés altos, los momentos normalizados (adimensio-
nalizados dividiendo por la potencia adecuada de la varianza) de las diferencias de velocidades
deberian ser, de acuerdo con las hipétesis de semejanza de Kolmogorov, constantes universales
independientes de la interdistancia r, supuesta ésta en el subrango inercial. Por el contrario
se observa una dependencia de esos momentos adimensionales con el inverso de la separacién.
Ademaés esta dependencia aumenta con el nimero de Reynolds, es decir, con la viscosidad, y
con el orden del momento considerado, lo que implica fuerte intermitencia en las pequenas
escalas [11, 12, 13]. La imagen fisica asociada es la de zonas de intensos gradientes de velocidad
concentradas en una fraccién limitada del espacio en laminas, bandas o tubos, de dimensiones
tanto més pequetias cuanto mayor es el numero de Reynolds. Esto es, las fluctuaciones de la
velocidad de mayor amplitud aumentan su probabilidad, y su funcién de densidad de probabili-

dad (en adelante PDF, Probability Density Function) es mucho més abierta que una gaussiana,
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con momentos normalizados muy diferentes a los de aquella. (Batchelor y Townsend, 1949;
Corrsin, 1972; Saffman, 1968) [14, 15, 16]. Cuando la distancia de separacién tiende a cero,
la estadistica de diferencias de velocidades equivale a la de gradientes de velocidad. Si la dis-
tancia aumenta, por el contrario, se obtiene comportamiento préximo al gaussiano (Vincent y

Meneguzzi, 1991; Chen et al., 1993) [17, 18].

Tsinober et al., 1992 [19, 20]; Zocchi et al., 1994 [21]; Maurer et al., 1994 [22]; Tabeling et al.,
1996 (23] y Belin et al, 1997 [24] presentan medidas experimentales en turbulencia generada
por una rejilla, en la region externa de una capa limite y en un flujo entre dos discos a con-
tra - rotacion. Confirman las relaciones de isotropia entre las componentes del gradiente de
velocidad predichas por Taylor (1938) [25], el momento de tercer orden (asimetria) negativo
para la derivada longitudinal y la intermitencia de la disipacion. Belin et al, obtienen distri-
buciones del gradiente de velocidad adimensionalizada con su desviacién estandar adecuada,
demuestran el aumento de la asimetria de la PDF con el aumento del niimero de Reynolds,
Tsinober et al, obtienen distribuciones de produccién de enstrofia (el cuadrado del vector vor-
ticidad) de media positiva y alineacién de la vorticidad con la direccién principal asociada al
autovalor intermedio del tensor velocidad de deformacion (parte simétrica del tensor gradiente
de velocidad) y demuestran la alineacién en direccién y sentido de la vorticidad con el vector

"wortex - stretching'(estiramiento de la vorticidad).

Como se indicd, la nocién de intermitencia implica que existen unas zonas espacialmente
muy localizadas que presentan valores anormalmente altos de las variables consideradas. Si
estas regiones ocupan una fraccién minima del volumen total, la contribucién de estos valores
altos a los momentos de orden bajo seréd inapreciable, pero aumentaran considerablemente en
los momentos de orden més alto. Esta explicacién, cominmente aceptada, refleja por qué la
teoria de Kolmogorov reproduce bien el espectro de energia, relacionado con momentos de
segundo orden, y no la forma de las funciones de densidad de probabilidad, determinada por
los momentos de orden mayor para valores altos (alejados mds de una desviacion tipica) de la

variable.

1.2.3. Simulacion Numérica Directa

La simulacion numérica directa (en adelante DNS, Direct Numerical Simulation) de las ecua-
ciones de Navier - Stokes es una poderosa herramienta para el estudio de la turbulencia y , en
concreto, para la investigacion en la estructura de las pequenas escalas. Las tres componentes
de la velocidad y las nueve de su tensor gradiente pueden conocerse simultaneamente en to-
dos los puntos del campo para cualquier instante de tiempo, lo que proporciona informacién
completa de la estadistica y de la dindamica local. Como todas las escalas son resueltas sin
aproximacién puede estudiarse tanto el rango inercial del espectro como el rango disipativo
donde los gradientes son més altos y se producen los fenémenos de intermitencia. Sin embargo

la técnica de DNS esté limitada por el momento a ntiimeros de Reynolds moderados, ya que la
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resolucién espacial de las escalas disipativas acarrea unos enormes costes de memoria compu-
tacional y de tiempos de CPU. Estas limitaciones impiden conclusiones definitivas acerca de
un posible estado asintético de la turbulencia en el limite de altos niimeros de Reynolds, pero
la DNS ha servido para avanzar espectacularmente en la comprensién de la turbulencia, y ha

permitido visualizar la dindmica organizada de las pequenas escalas.

Siggia (1981) [26] reproduce y observa filamentos de vorticidad en el campo turbulento. Kerr
(1985) [27], Vincent y meneguzzi (1991) [17] confirman la existencia de estructuras organizadas
en forma de tubos para las regiones con vorticidad mas intensa. Jiménez et al. (1993) [28, 29],
encuentran estas mismas estructuras para la vorticidad y confirman la naturaleza no gaussiana
de ésta y de las velocidades de deformacion, con distribuciones de aplastamiento creciente con

el nimero de Reynolds.

Chong, Perry y Cantwell (1990) [30, 31, 32] hacen un estudio tedrico de la topologia de flujos
turbulentos en funcién de los invariantes P, @, R del tensor gradiente de velocidad. En una
referencia lagrangiana que sigue a la particula fluida el flujo en el origen es un punto critico,
y con una aproximacion en primer orden del desarrollo de Taylor se obtiene un sistema diné-
mico lineal para las trayectorias préximas donde la matriz que define tal sistema es el tensor
gradiente de velocidad. Estos invariantes se definen de forma analoga para el tensor veloci-
dad de deformacién (Pg, Qs, Rs), y para el tensor velocidad de rotacién, parte antisimétrica
del gradiente de velocidad, Qyy. La técnica es til para el andlisis de los resultados de DNS
que pueden estudiarse mediante diagramas de dispersién de los invariantes citados para la

caracterizacion de la configuracién espacial de las diferentes estructuras que puedan aparecer.

1.3. Objetivos del trabajo

El objetivo principal del trabajo es la simulacién de la evolucién de distribuciones estocasticas
del gradiente de velocidad y el gradiente del escalar, inicialmente gaussianas, para la prediccién

y analisis de la estructura de una mezcla escalar turbulenta.

Se hablard a menudo en este trabajo de turbulencia homogénea, es decir con estadistica equi-
valente en cualquier punto del fluido, e isotrépia local que significa que ademés esta estadistica

es independiente de rotaciones o reflexiones espaciales del sistema de referencia.

En este trabajo los modelos de cierre para los términos difusivos del gradiente de velocidad
y del gradiente de un escalar pasivo se han formulado mediante ’frecuencias de difusién’-
inversas de tiempos caracteristicos de difusion - que dependen de forma lineal o no lineal de

las variables.

En la investigacion se han planteado los siguientes objetivos concretos:

= Modelizar los términos de difusién del gradiente de velocidad A;; y del gradiente del
escalar C,; mediante funciones de frecuencias que dependen de las variables del problema

y probar dichos modelos mediante simulaciones por el método Montecarlo.
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= Comparar la estadistica de las distribuciones obtenidas con resultados experimentales y
de DNS.

= Analizar las caracteristicas geométricas y alineacion del vector gradiente del escalar c,;

y del tensor gradiente de velocidad g;‘J = a;; resultantes del modelo.

1.4. Estructura del Trabajo

Tras el capitulo introductorio, en el Capitulo 2 se describen las ecuaciones de transporte que
describen la dindmica del flujo turbulento no reactivo, se introduce el tensor gradiente de
velocidad, a;;, y sus partes simétrica y antisimétrica, S;; y Wj; respectivamente, haciendo
hincapié en su relevancia en la dindmica de lineas, superficies y voliumenes fluidos. Se definen
los invariantes de los tensores citados y se clasifican las geometrias definidas por ellos, en el
marco de los sistemas dindmicos. Se finaliza con el papel que juegan a;; y S;; en la evoluciéon

de campos escalares.

En el Capitulo 3 se presenta el problema de estudio, la modelizacién del mismo y los resultados
obtenidos. Se introduce el problema para la evolucién de la PDF conjunta del tensor gradiente
de velocidad y el gradiente del escalar, se detalla la implementacién y cierre de los modelos
mediante formulacién Montecarlo y la dinamica resultante de los mismos se analiza y valida

con resultados experimentales y de DNS.

Las conclusiones de la investigacién se recopilan en el Capitulo 4. Algunos anélisis desarro-
llados durante este trabajo se han anexado como apéndices ya que podrian contribuir a la

interpretaciéon de los resultados o de sus conclusiones finales.






Capitulo 2

Dinamica del flujo turbulento no

reactivo

Entre los objetivos de este trabajo se encuentra el modelado numérico de la mezcla escalar turbulenta.
En el capitulo anterior se ha establecido la importancia de modelar numéricamente este tipo de
configuraciones. En este capitulo se introduce la descripcién matematica indispensable en el andlisis

del problema considerado.

2.1. Descripciéon del comportamiento en un flujo turbulento

Las ecuaciones bésicas que describen el comportamiento de un escalar inerte en un flujo
turbulento pueden ser derivadas de las leyes de conservacién de masa, cantidad de movimiento
y energia. Resulta un sistema complicado que incluye un conjunto de ecuaciones en derivadas

parciales no lineales.

Para el caso en estudio se considera un flujo con densidad p constante, con efectos de difusion
molecular pero dindmicamente pasivo, turbulencia estadisticamente homogénea e isétropa y

sin gradientes medios.
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las ecuaciones que gobiernan este sistema son las siguientes:

» Ecuacién de continuidad:

auk
— =0 2.1
. (2.1)
= Ecuacién de cantidad de movimiento:
Dui 1 8p 2
= —— Vu, 2.2
Dt p Ox; YV (2.2)

donde p es la densidad, v es la viscosidad cinemaética y % es el operador derivada

material o sustancial, definido por:

D 7] 0

Dt ot 7 Ox,
= Conservacién de un escalar pasivo (sin reaccion quimica):

Pe _ o2
i DV-<c (2.3)

donde D es el coeficiente de difusiéon molecular.

Para obtener la ecuacién que rige el comportamiento del tensor gradiente de velocidad, se
deriva la ecuacién 2.2 respecto a x;, de lo cual resulta:

Dui j 1 82p 2

—= = —u gk — ———— + ViU, 2.4
Dt Lk p 0x;0x; I (24)
El término del lado izquierdo de la ecuacién 2.4 es la variacién de u; ; siguiendo a una par-
ticula fluida. El primer término de la derecha es cuadratico en wu;j;, local y no lineal y actia
semejante a un término fuente de una reaccién quimica autocatalitica. El segundo término
refleja la accién de la presién. Se denotard por F;;, y cumple P;; = Pj;. Finalmente, el Gltimo

término del lado derecho es la difusion viscosa, responsable de su decaimiento.

A lo largo de todo el estudio, por comodidad se utilizara para el tensor gradiente de velocidad
Ou;(x,1)
81‘]'

para los subindices latinos, mientras que los subindices griegos repetidos no implicaran suma.

la notacién a;; = a;;(x,t) = . Se empleara ademas el convenio de Einstein tinicamente

Se cumpliran siempre las relaciones:

= (u) = 0. No hay velocidades medias.

m agr = 0, (@11 + aze + azz = 0). El tensor a tiene traza nula por incompresibilidad, al

igual que su parte simétrica S;;.
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(ana) = (ajg). Todos los elementos diagonales de a tienen idénticos momentos estadis-

ticos.

(ag5) = (aq,) = (aj,). Todos los elementos no diagonales de a tienen idénticos momen-
tos estadisticos.
0 . . . : .
8—() = 0. Las derivadas espaciales de cualquier magnitud promediada son nulas; como
L

consecuencia de esto (a;;) = 0.

Por isotropia, para las correlaciones de orden dos de los elementos de a;; (Hinze,
1975) [33]:

£
(aijan) = —?fo%(%&k — 40,0i1 + 0k;0ir) (2.5)

donde () = 15v(a?;) es la disipacién media de la energfa cinética turbulenta. Las tinicas

no nulas son:

(@2a) = 5

(a2g) = 2(ak,)
(aapaga) = —3(a%q)
(aaatps) = —5(a3s)

es decir, cualquier correlacién de segundo orden podra escribirse como funcién tnica-
mente de (a?,) 6 de (a2,). Andlogamente cualquier correlacién de orden tres puede
expresarse en funcién de (a3;). Asf la produccién de enstrofia (magnitud que aparecerd

mas adelante) puede escribirse como:

(Signs) = 2 o) (26)

(a3,) es tipicamente negativo mientras que (a3,) es nulo en turbulencia homogénea.

2.2. Tensor gradiente de velocidad, vorticidad y deformacion.

Invariantes

2.2.1. Tensores gradiente de velocidad, velocidad de deformacién, veloci-

dad de rotacién y vector vorticidad

Es habitual descomponer el tensor gradiente de velocidad a;j, en sus partes simétrica S;j, y

antisimétrica W;;, definidas por:
= Tensor velocidad de deformacion:

Sij(x,t) = % (aij + aj;) (2.7)
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= Tensor velocidad de rotacién:
1
Wij(x,t) = 5 (aij — aji) (2.8)

Respectivamente W;; tiene asociado un vector axial w (también denominado eje del tensor)y

se puede expresar en funcién de éste como:

1
Wij = —5€ijkn (2.9)

donde €;j1, es el tensor alternador o pseudotensor de Levi - Civitd. Aqui w se conoce como

vector vorticidad y, como se puede ver facilmente, viene definido por

w=Vxu (2.10)
0 en notacién de subindices
- 8uk -
Wi = Eijk o = Cijkkj (2.11)
J

La relacion inversa de 2.9 permite escribir

w;i = €ijkWi;j (2.12)

2.2.2. Autovalores, autovectores e invariantes del los tensores gradiente

de velocidad, velocidad de deformacion y velocidad de rotacion

Para estudiar el significado fisico de los tensores gradiente de velocidad, velocidad de defor-
macién y velocidad de rotacién, se hace un estudio detallado de la clasificacién de todas las
posibles geometrias espaciales asociadas al sistema dindmico definido por el tensor correspon-

diente en funcién de los invariantes, Chong, Perry y Cantwell (1990) [30].

Para el tensor a;; los autovalores satisfacen la ecuacién caracteristica:

NM4+PN+QA+R=0 (2.13)

donde \ es un valor propio o autovalor del tensor @y P, (), R sus invariantes. Se denominan
invariantes del tensor a;; dado que no cambian ante una transformaciéon de coordenadas.

Identificando coeficientes en la ecuacién 2.13 se obtiene:

P = —(a11 + a2 + ass3) = —traza(a)
1

Q= % [P2 — traza(aQ)] =3 (P2 - aik’aki) (2.14)

R = —det(a) = % [—P? 4+ 3PQ — traza(a®)]



Dinamica del flujo turbulento no reactivo 11

primero, segundo y tercer invariante respectivamente.

Si se descompone a en sus partes simétricas S, y antisimétrica W, estas expresiones de 2.14

resultan:

P = —(S11 + Sa2 + S33) = —traza(S)
Q= % (P? = 8ijSji = Wiy Wii) = % (P? = SijSij + Wi;Wij)
- % (P2~ |S2 + [W]?) (2.15)
R= % (=P® +3PQ — SijS;kSki — 3Wi;W;,Sk:)
% [—P? 4+ 3PQ — traza(S*) — 3traza(W?S)]

Introduciendo la condicién de incompresibilidad, traza (a) = traza (S) = 0,

(IW? —1s?) (2.16)

En efecto los valores propios de a vienen completamente determinados por los tres invariantes.

En el espacio P, @, R, la superficie que separa regiones con valores propios reales de aquellas

con valores propios complejos viene dada por el discriminante D = 0.

Para el caso en estudio (flujo incompresible - figura 2.1):

QB
D=—+4+— 2.17
4 -+ 27 (2.17)
En el caso real (D < 0, velocidad de deformacidn > vorticidad), las trayectorias de las parti-
culas fluidas en un entorno del punto critico pueden presentar topologias de nodos inestables,

nodos estables, puntos de sillas con trayectorias en expansion, contraccién y fijos.

En el caso complejo (D > 0, velocidad de deformacion < vorticidad), se presentaran topologias
de focos, si el eje del foco esta a compresion se presentara la configuracion de foco inestable y

si el eje del foco esta a traccion la topologia es de foco estable.
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Fig. 2.1: Topologia tridimensional en el plano @ - R (P=0). Dato de Soria et al. (1992) [34]

3 3
Y
2
s e
A" - / ,’/z’—
< e > 1
- . L-1-" T
P Gl
?A — |
A A
R>0 R<0 —_
;\.3 0 ?\Q hl 7\-3 ?"2 0 7"1

Fig. 2.2: Esbozo para la deformacién de un cubo de fluido en funcién de A».
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El tercer invariante R aporta informacion, en el caso real, sobre el caracter del valor propio
intermedio o del tensor a;; (figura 2.2). Si'R — 0, Ay — 0/, si 'R > 0, Ay > 0/, y si
'R < 0, Ao < 0 (supuesto \y > Xy > A3). Entonces R positivo implica dos direcciones
expansivas y una compresiva que deformaran un cubo de fluido hacia una lamina. R negativo
produce, por el contrario, dos direcciones compresivas y una expansiva y el cubo en este caso

se transformara en un prisma alargado.

Para el tensor S;; las expresiones del los invariantes son:

1 1 €
— —(Pe—S.:8::) = —=|S|2 = — = 2.1
QS 2 ( S 51]5]7/) 2|S| 4V ( 8)
1 1
Rg = —g (—Pg +3PsQgs — SiijkSki) = —gtraza(S?’)
Ps es nulo por incompresibilidad.
Para el tensor Wj;:
1 1 1 , w?
Qw = 5 (=Wi;Wji) = sWi;Wi; = S|WI" = — (2.19)

El tnico invariante no nulo de W;; es Qw que resulta ser la mitad de la enstrofia, (el cuadrado

de la vorticidad dividido por dos, Ver Apéndice ?7), y es siempre positivo.

Con respecto a los invariantes de a;;, se cumplen las relaciones:

Q=0Qs+Qw
R = RS — iSijwiwj (220)

donde S;;w;w; es el llamado término de produccién de enstrofia que aparece en la ecuacién de

. .7 "/ 2 7’ .
variacién temporal de la enstrofia “-, (Ver Apéndice ?77).

2.2.3. Influencia del tensor gradiente de velocidad en la evolucién de un

campo escalar

Los gradientes de ¢, Ve, influyen decisivamente en la evolucién del campo escalar hacia un

estado de homogenizacién espacial. Si derivamos la ecuacion de conservacién de un escalar 2.3
Jdc

con respecto a z; y denotando por ¢,; (de aqui en adelante), se obtiene:

7

DC,i

Dt = —Cyi Ujyg —l—DVZC,i (221)

El primer término del lado derecho de la ecuacién 2.21 sin el signo menos se puede expresar
de la siguiente manera:

1
— Cyj Ujyi = Si§Cyj +§Eijk:wj0,k (2.22)
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El primer término representa la contribucién del tensor velocidad de deformacién a la va-
riacién con el tiempo de Ve ; el segundo término expresa la variacion de Ve debida a la
velocidad angular %; esto nos hace referencia a que en la dindmica del transporte del escalar
existen deformaciones de estiramiento, cortes y rotaciones debidos a los tensores velocidad de

deformacion y rotacién.

Si se multiplica la ecuacion 2.21 por c,; y se contraen indices, resulta la ecuacién para el
modulo al cuadrado del gradiente del escalar, esta variable es la llamada disipacion del escalar

y se denota como ¢.. La ecuacién obtenida es:

0 0
a(c,i Cyi ) + Uj %(C,i C,i ) = *2uj;i Cy; C,j +DV2 (Cﬂ' Cyi ) — 2DVc,i -Vc,i (223)
J

donde se ha utilizado la identidad
Cyi V2C7i = VQ (cai Cyi ) - 2vc7i VC,»L‘

promediando la ecuacién 2.23 se obtiene la ecuacién de variacién de la disipacion (¢ mddulo

del gradiente al cuadrado) del escalar, a saber:

d
£<C,i C,i > = —2<Uj,i C,i C,j > — 2D<VC,1‘ -Vc,i > (224)

donde por homogeneidad se han anulado las derivadas espaciales de promedios.

El segundo término de 2.24 es la disipacion de la disipacion del escalar, siempre negativo ya

que el promedio es sobre un cuadrado.

El primer término, que procede del estiramiento y rotacién del gradiente del escalar, es el
responsable de la amplificacién o reduccion del médulo del gradiente de c¢,;. Acttia similarmente

al término de produccién S;;w;w; en la ecuacién de la vorticidad, ya que u;,; ¢,; ¢,; = Sijc,i ;.



Capitulo 3

Planteamiento del problema, mode-

lizacion y resultados

En este capitulo se plantea el problema en la evolucién del flujo turbulento, los términos no lineales,
locales, cerrados y no cerrados que se presentan en las ecuaciones del gradiente de velocidad y el

gradiente del escalar, al igual que la modelizacién y el método para sus evoluciones en el tiempo.

3.1. Evolucion de las PDFs

El acoplamiento explicito entre las ecuaciones del escalar y su gradiente, 2.3 y 2.21, es a
través del término difusivo, para campos escalares inertes, en el caso en estudio la evolucion
de Ve dada por la ecuacién 2.21 no depende explicitamente de c y ésta se puede tratar
independientemente de la ecuacion 2.3. Combinando en este caso las ecuaciones de evolucion
para c,; y para a;j, los términos que representan los efectos de las velocidades de deformacién
y de rotacion sobre los gradientes escalares, probablemente los definitorios y caracterizantes
del efecto decisivo de la turbulencia sobre el campo escalar, se reducen a términos no lineales,
locales y cerrados, similares a los términos fuente en reacciones quimicas autocataliticas. Parece
apropiado atacar este problema en el marco de los métodos de PDF o, equivalentemente, de

los métodos estocésticos.
Se desea ahora obtener la ecuacién de transporte de la PDF del tensor gradiente de velocidad
Ouy;
y gradiente del escalar. Sea a;;(x,t) el valor de 871 en el punto x en tiempo ¢y A;; su
%

correspondiente variable asociada en el espacio de probabilidad.

Siguiendo a Pope (1985) [2] y Dopazo (1994) [1], la evolucién de la PDF conjunta del gradiente

del escalar y del gradiente de velocidad P, v. en los espacios de probabilidades A;; para el

15
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gradiente de velocidad y C,; para el gradiente del escalar, se tiene:

DP(L,V(: + 8 << Daij

la=A, Ve= v0> Payc)

Dt OA;j Dt
6 DC,i o - o
+ ac. << il la=A, Ve= v0> Pa,w) =0 (3.1)

Para cerrar esta ecuacion de transporte los promedios condicionados deben ser expresados en

términos conocidos.

El primer término condicionado en 3.1 es debido a la evolucién del tensor gradiente de velocidad

en el espacio de probabilidad:

8 DCL,‘J‘ - o
oA, << T la=A, Ve= vc> Pa,w) (3.2)

Esta ecuacién 3.2 es de magnitud instantanea y el gradiente del escalar no influye en ella, se
presenta el desarrollo de la ecuacion desde una referencia lagrangiana siguiendo la trayectoria
de una particula, la evolucién de la caracteristica en el espacio de probabilidad A corrobora

la independencia condicionada al gradiente del escalar:
DCLi i
< d |a = A> =(—a;pap;la = A)

Dt
1 0%
_ - —A
* < p 0x;0x; |a >

+ (vV2a;jla = A) (3.3)

El primer término del lado derecho en la ecuacién 3.3 es simplemente —A;, Ay;, que es cerrado
y no necesita modelizacién. Los términos segundo y tercero son, respectivamente, los corres-
pondientes a la influencia de la presiéon y al efecto de la difusion viscosa de la ecuacion del
tensor gradiente de velocidad, ambos no cerrados y contienen promedios condicionados a que

el gradiente de velocidad sea A;;.

El sistema de Lagrange asociado a la ecuacién 3.2 es:

1 w(x,t) (Daij )
Dt ) a=as

De la primera igualdad en 3.4 resultan las trayectorias de las particulas fluidas en el sistema

fluido y de la segunda pueden obtenerse las trayectorias de A;; en el espacio de probabilidad.
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Estas ecuaciones son de magnitud instantéaneas, a saber:

Da;;
A = [( Datj) A ]dt

dA,L'j _ Daij _ D&ij |a —A
dt Dt ), _a, Dt

y de la ecuacién 3.3 tenemos:

dAij
— AL A,
di ik4kj
1 0%
_= —A
* < p 0x;0x; o >
+ <VV2aij|a = A> (35)

La ecuacién 3.5 produce una evolucién determinista de A;; en el espacio de probabilidad o de

fases, A, mientras su variable instantanea asociada a;;(x,t) es estocastica.

El segundo término condicionado en la ecuacion 3.1 es debido a la evolucién del tensor gradiente

del escalar en el espacio de probabilidad y tiene la forma:

Dc,;
ag . (< Dct la= 4, Vo= vc> PNC> (3.6)

Para esta ecuacién del gradiente del escalar 3.6 se realiza el mismo analisis que se planteo para
el gradiente de velocidad en la ecuacién 3.2 y se llega a que en una referencia lagrangiana que
sigue la particula, la evolucion de las caracteristicas en el espacio de probabilidad, C, asociado

al gradiente del escalar es:

dC;
dt

= —(¢,jajila= A, Ve =VC) + (DV3¢,ila = A, Ve = VC) (3.7)

donde Aj; es la variable asociada a aj;(x,t) en el espacio de probabilidad A.

En la ecuacién 3.7 el primer término del lado derecho resulta —C',; A;; y es cerrado, mientras
que el segundo es no cerrado, este es correspondiente al efecto de la difusién viscosa del tensor

gradiente del escalar.

dC,;
% = -0, Aji + (DV?c,;la= A, Ve =V0) (3.8)

3.2. Modelos para los términos difusivos

El término viscoso en las ecuaciones 3.5 y 3.8 es formalmente idéntico al de difusion masica

que aparece en problemas de mezcla de escalares.

Autores como Dopazo [35, 36], Girimaji [37], Pope [2] y otros, han propuestos cierres para este
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término difusivo y han contribuido formidablemente en la interpretacién de las topologias de

flujos turbulentos.

Dopazo [35, 36] sugiere un modelo determinista para la difusién condicionada al valor del

escalar C(x,t) = ¢ expresable como:
(DV2C(x,1)|C(x,1) = ¢) = k(¢ — (C)) (3.9)

donde ¢ es la variable asociada a C(x,t) en el espacio de probabilidad. En este modelo la
variable ¢ se desplaza hacia la media, (C'), con una velocidad proporcional a su distancia a
ella. La constante k& puede considerarse el inverso de un tiempo caracteristico de decaimiento
de las fluctuaciones del campo escalar, que se elige de modo que ajuste la caida de la varianza
del escalar. Este modelo, que se denominard [35] LMSE (Linear Mean Square Estimation),

no altera ni la media ni la forma de la PDF.

De lo anterior, para la ecuacion 3.5 el cierre de los dos dltimos términos de promedios condi-
cionados para este trabajo fueron modelados usando una aproximacién isotropica del tensor
Hessiano para la presién (J. Martin, C. Dopazo, and L. Valifio, 1998 [38]) y una aproximacién

estimada para la difusién viscosa inspirada en el modelo LMSE (Dopazo, 197/ [35]).

El resultado de la ecuacién 3.5 queda de la siguiente manera:

dAZ'j

1
o= — A Agj + gdijAlmAml — woAij (3.10)

donde la constante wg, que tiene dimensiones de inverso de tiempo, puede asociarse con un

tiempo caracteristico de decaimiento 7, = w,, ! de los gradientes del campo de velocidad.

Asimismo el término difusivo de la ecuacién 3.8 se cerrd con un modelo LMSE y su resultado

es:
dovi

dt

= —C,j Aji —wlC,i (3.11)

w1 se considera como la frecuencia asociada al decaimiento viscoso del gradiente del escalar.

En el caso del tensor a;;, la convergencia para el sistema dependerd, sin embargo, del valor de
wo; pero, para todo valor inicial 4;;(0), (i =1,...3,j =1,...3), existe un valor de wy tal que
A;;(t — 00) — 0, este valor no necesita ser mayor de dos 6 tres veces el médulo ||A||, (se usa
la definicion de mddulo para matrices: ||A| = (Aiinj)% ), (J. Martin, 1995 [39]).

En este trabajo el modelo propuesto de wg se compone de una parte constante/aleatoria y otra
parte no lineal en funcién del médulo inicial ||A§jn)(0) | y el médulo de la particula montecarlo
en cada instante ||AE;L) (t)]]. La primera parte le da variabilidad a la relajacién del sistema y la
segunda le da convergencia debido a que los términos cuadraticos que existen en la ecuacion
3.10 pueden dominar sobre la difusion lineal empleada en la evolucién del modelo; cabe resaltar

que usando el modelo LMSE lineal y constante el gradiente de velocidad diverge en tiempo
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finito.
Wy = Wq + wp (3.12)

De la ecuacién 3.10 tenemos:

dA;; 1
dt] = — AikAkj + géijAlmAml - wOAij
dA;; 1
dt] =— A Ay + §5ijAlmAml — (wa + wp) Aij (3.13)

La parte constante/aleatoria en 3.12 es llamada wg:
wa = pra(l + rand) (3.14)

rand es una variable gaussiana de media cero y varianza uno, por tanto es la parte aleatoria de
Wa, ¥ M €s la parte constante. Las dos partes (rand y u,) cumplen con la condicién de tener
un valor en cada paso de tiempo menor a tres veces el médulo ||A| (J. Martin, 1995 [39]).

Bajo los parametros empleados, el valor de p, = 2,555 1.

La parte que garantiza la convergencia de los gradientes A;; es wy:

(1A
b “b(nAU(mn) (3.15)

La frecuencia wy, esta regulada con el médulo al cuadrado de la particula montecarlo en cada
instante. De acuerdo a la ecuacién 3.13, con wy, y A;; en el ultimo término, la difusién contiene
un término cubico que dominara sobre el término cuadratico de estiramiento si los gradientes
crecen. Por tanto esta parte garantiza la no divergencia a oo de los gradientes A;;. Si el
moédulo [|A;;(¢)|| respecto a ||A;;(0)]| en la ecuacién 3.15 es muy grande, su resultado elevado
al cuadrado lleva a wy, a valores mds altos para relajar el gradiente en el instante (ecuacion
3.13) y viceversa. u; es la parte que hace que wj, sea pequena dado que el aporte de wy, a wo
debe cumplir con la condicién de tener un valor en cada paso de tiempo menor a tres veces el

médulo ||A||. Bajo los pardmetros empleados se ha tomado p; = 0.055~ .

El dltimo término en la ecuacion 3.13 queda:

(wau + Wy, )All (wazl + Wy, )A21 (w‘/lSl + W, )A31
wOAij = (wa + wb)Aij = (Wau =+ wbm)AlQ (Wa22 + wbm)AQQ (Wa32 + wb32)A32 (316)

(wal.’i + wb13)A13 (wa23 + wbzs)A% (wass + wb33)A33

Por lo descrito, con el modelo propuesto existiran frecuencias wy distintas en cada paso de
tiempo para cada componente del tensor a;; de las particulas montecarlo. Cabe senalar que
para el tensor a;;, en cada paso de tiempo, se ajustan las componentes de su diagonal de
modo que a1 + ass + azz = 0, respetando de esta manera la condiciéon de incompresibilidad,
V-u=0.
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Para el gradiente del escalar, ecuaciéon 3.11, la caracteristica aleatoria y no divergente del
gradiente de velocidad influye favorablemente en su evolucién, por tal motivo se ha escogido
w; de manera lineal y constante. Bajo los pardmetros empleados se ha tomado a w; = 1.557!
ya que con este valor cumple con la condicién de tener un valor en cada paso de tiempo menor

a tres veces el médulo ||C||.

3.3. Implementacion del modelo

La ecuacion 3.10 cerrada para las caracteristicas del gradiente de velocidad y la ecuacion
3.11 cerrada para las del gradiente del escalar se simularon mediante el Método Montecarlo
[1, 39, 40, 41, 42, 43, 6], los resultados brindan la evolucién de la PDF conjunta de A;; y C,;

de la ecuacion 3.1, obteniéndose informacion detallada del flujo turbulento.

En el método de Montecarlo la PDF conjunta es representada bajo un conjunto de realizaciones

de N particulas estocasticas. Cada particula
(n) (n)
AP, o )

debe satisfacer las ecuaciones 3.10 y 3.11.

Para la ecuacion 3.10 que es la evolucion del gradiente de velocidad, el problema que se ha de
abordar es el estudio de la estadistica que implica la evolucién de una muestra, Al(;-l) (t),n =
1,..., NP, con distribucion inicialmente gaussiana, que satisfaga las adecuadas relaciones entre
momentos de orden dos de acuerdo con lo expresado en la ecuaciéon 2.5, tal que cada AE?) (t)
obedezca la ecuacién 3.10. Se tiene por tanto un método Montecarlo que simula la evolucién de
la funcién densidad de probabilidad de A;; en términos de las trayectorias de un conjunto de
particulas con valores AE;‘) (t) que la representan en todo instante, a partir de la distribucién

inicial citada.

. . . . n .
Las correlaciones iniciales de orden dos entre las componentes de Agj) deben cumplir la ecua-

ci6én 2.5. Las unicas no nulas (Hinze, 1975) [33], son:

1
(Aaadpp) = =5 (A2

(XOL>

1
(AapApa) = =5 (AZ.)

(435) = 2(4%.)

Se tom¢ inicialmente una distribucién de gradientes tal que (A42%2)) = 1, (Aiﬁ> =2,y
(AapApga) = —0.5. Cada particula Montecarlo AZ(.?) ha de cumplir, ademds, la condicién de
incompresibilidad, AY{) + A(Qg) + Agg) =0.
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Para cumplir las condiciones, se toma un conjunto de variables gaussianas independientes

a:&"), . ,xgg), n=1,..., NP con matriz de covarianza unidad, es decir (x;z;) = J;;. Para los

elementos diagonales se toman combinaciones lineales de las tres primeras:

AYf) (0) = alz(ln) + agx(Qn) + aga?g")

Agg) 0) = clx(ln) + czxén) + 63$é")

De la incompresibilidad y la condicién de varianza unidad resulta un sistema de ecuaciones

para los coeficientes. Una solucion es:
a1:b2203:1/\/§

agzbgzclz—l/ﬁ
a3:b1202:0

Con los elementos no diagonales se procede de forma similar. Se toman del tensor el elemento

(12)y (21) como combinaciones lineales de tres gaussianas diferentes de las primeras
AD(0) = dya(” + dyal™

Ag;)(O) = elxi") + egxén)

Las condiciones de isotropia dan lugar a un nuevo sistema. Una solucién sencilla es:
di=dy=1

61:—1/2
622\/?/2

Procediendo de manera andloga con los pares (1 3,3 1) y (2 3,3 2) (elementos del tensor)
se obtiene una distribucién inicial gaussiana para las componentes del tensor gradiente de

velocidad, todas estan vienen dadas por:

n 1 n n
AR (0) = 5 (o1 - 28")
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Loy, VT
—5o + g

A (0) = 2l + gV

A5 (0) = —593(7 e 7435 )

AV (0) =

A8 (0) = alf) +
Al ) == A
32 T Tig

Una vez obtenida la distribucién Ag?) (t = 0), cada una de las particulas se mueve en el espacio

de probabilidades segin la ecuacion 3.10.

La solucién numérica [44] de la ecuacién 3.10 implica dos tipos de errores:

= Errores de truncamiento, o de discretizacion, originados por la naturaleza de las técnicas

empleadas para aproximar los valores de la variable dependiente.

= Errores de redondeo, causados por el nimero limitado de cifras significativas que una

computadora puede retener.

Los errores de truncamiento se componen de dos partes. La primera es un error de trunca-
miento local que resulta de una aplicacion del método considerado, en un solo paso. La segunda
es un error de truncamiento propagado que resulta de las aproximaciones producidas durante

los pasos previos. La suma de los dos es el error de truncamiento global o total.

Al adquirir cierta comprension de la magnitud y de las propiedades del error de truncamiento,
puede desarrollarse el método numérico directamente de la expansion de la serie de Taylor.
Para ello, obsérvese que la ecuacién 3.10 tiene la forma:

) (3.17)

Si la solucién (es decir, la funcién que describe el comportamiento de y) de la ecuacién 3.17
tiene derivadas continuas, se representa por un desarrollo en serie de Taylor respecto a un

valor inicial (z;,y;), como sigue:

I (e oy, (n=1)(,n. ,,.
f(muyz)hQ_"_._._’_ f (xzvyz)

o1 - R 4+ O(h™h) (3.18)

Yit1 = Yi + f(@i,yi)h +

Se advierte que el error de truncamiento local es del orden de O(h™*!) y el error de trunca-
miento global es del orden de O(h™) [44], los dos proporcionales al tamaiio de paso elevado a

las potencias citadas.

De lo anterior, podemos notar que este error de truncado puede determinarse como la dis-
crepancia que existe entre la expansiéon de la serie de Taylor truncada y la de la solucién

verdadera. En un método de primer orden, como los de Euler, se pierde informacién valiosa
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ya que corresponden en la serie de Taylor hasta el término f(x;,y;)h inclusive, dejando fuera
una parte de la soluciéon verdadera. Estos errores disminuyen en tanto aumenta el orden del
método, por tal motivo un método de primer orden que va con un error de truncamiento global
de O(h) dara resultados menos exactos frente a un método de Runge - Kutta de segundo orden

que va con un error de O(h?).

Cabe resaltar que las relaciones de recurrencia en el método Runge - Kuta incorporan in-
formacion del paso anterior para la variable a calcular, esto disminuye los errores relativos
tanto locales como globales. Aumentando el orden del Runge - Kuta aumentan las relaciones
de recurrencia ganando mayor informacién para la solucién, de aqui que sean més estables y

exactos para h pequenos frente a los métodos de primer orden.

Por lo descrito y teniendo en cuenta que se quiere obtener una solucién muy proxima a la
exacta, se ha escogido un método de Runge - Kutta de segundo orden para la solucién numérica

de la ecuacion 3.10. La versién del método Runge - Kutta de segundo orden es:
A (E+ At) = Ay (1) + koAt (3.19)
donde las relaciones de recurrencia en este caso son:

ko = Ay (A(”) (t) + ;klAt)

ki = Ay (A(”)(t)) (3.20)

siendo A;; el lado derecho de la ecuacién 3.10 aplicado a Az(-?) (t).

A la ecuacién 3.11 concerniente a la evolucién de las caracteristicas en el espacio de probabi-
lidad, C| asociado al gradiente del escalar se le realiza el mismo procedimiento de particulas
Montecarlo. C’,l(.”) (0) se toma de componentes gaussianas independientes, con matriz de cova-

. . . .z n
rianzas unidad y sin correlacién con Agj )(0).

Finalmente se modeliza la PDF conjunta de A;; y C,;, mediante el conjunto de particulas
(45
de segundo orden de las distribuciones de C; llegan a 1/100 de su valor inicial. Con un paso

C’,E”) ) que la representa en todo instante. La evolucién se detiene cuando los momentos

temporal At = 0.01s se consigue una integracion suficientemente precisa del sistema. El tiempo
final se toma t; ~ 1.5s, a partir del cual las varianzas de las distribuciones de C,; son menores
a 1/100 de su valor inicial. El nimero de muestras es NP = 10°, que resulta suficiente para

obtener estadistica final estable.

3.4. Campo resultante

El modelo de difusiéon propuesto, al ser inspirado en LMSE, asocia a w con un tiempo caracte-
ristico de decaimiento de las fluctuaciones del campo escalar. Este comportamiento hace que

la variable ¢ de la ecuacién 3.9 se desplace hacia la media del campo, (C').
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Las distribuciones de C,; del caso en estudio tienen como varianza inicial la unidad. Como el
modelo LMSE desplaza esta varianza hacia el cero, se toma como criterio detener la evolucion

del sistema conjunto gradiente de velocidad - gradiente del escalar cuando la varianza de las
2

componenetes del gradiente del escalar, (c,7), llega a 1/100 de su valor inicial.

La figura 3.1 muestra la evolucién de la varianza del gradiente del escalar, {c,?). En ella se
aprecia como el modelo propuesto relaja las fluctuaciones del campo del gradiente del escalar

a través del tiempo.

11 7T
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Fig. 3.1: Evolucién de la varianza, {c,7 ), del modelo

En este trabajo se ha realizado una simulacién con un modelo LMSE lineal y constante [39]
para conocer sus ventajas y deficiencias en cuanto al modelo propuesto. A continuacién se

manifiestan los resultados més relevantes.

o 02 04 06 [ 1 12 14 o 02 04 [ 08 1 12 14

(a) Modelo (b) LMSE lineal y constante

Fig. 3.2: Evolucién de los valores a11 y a2 de una particula Montecarlo
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En la figura 3.2 se presenta el comportamiento en la evoluciéon de una particula Montecarlo
cualquiera. Podemos observar que con el modelo propuesto la evolucién tiene una parte esto-
castica, mientras que con el modelo LMSE lineal y constante es determinista, sin fluctuaciones
aleatorias. Esta parte del modelo contribuye favorablemente en los resultados ya que es poco

realista encontrar evoluciones deterministas en un flujo turbulento.

o 02 04 06 08 1 12 14 o 05 1 15 2
t t

(a) Modelo (b) LMSE lineal y constante

Fig. 3.3: Evolucién del flatness de a11 y a2

Podemos observar en la figura 3.3 la evolucién del aplastamiento para ambos modelos. Se
aprecian claramente las diferencias entre la evoluciéon segin el modelo propuesto, con una
parte aleatoria, y la evolucién determinista que ofrece a traves del tiempo el modelo LMSE

lineal y constante.

Otra caracteristica a considerar es que los momentos de cuarto orden para las componentes
diagonales de a;; en el modelo propuesto y el modelo LMSE lineal y constante son mucho
mayores que los de las no diagonales, figura 3.3. Este hecho resulta poco realista dado que las
componentes de la vorticidad son variables intermitentes con distribuciones similares a las de
las componentes no diagonales de a;;, por tanto los aplastamientos para las componentes no

diagonales deben ser mayores que las componentes diagonales.

A continuacién se exponen y se validan los resultados de la modelizacién. La validacién de la
estadistica obtenida se realiza mediante referencias experimentales (F. Belin et al, 1997) [24]
y de campos obtenidos por DNS (J. Martin, C. Dopazo, and L. Valirio, 2001) [45].

Cada una de las PDFs estan adimensionalizadas con la desviaciéon tipica adecuada, y en escala

Lognormal para apreciar con detalle la estadistica intermitente obtenida.

La figura 3.4 representa la PDF de ai;. Esta es comparada con la distribucién medida en
un flujo turbulento (F. Belin et al.) [24] con R., = 1500 y una PDF gaussiana. Observamos
claramente como el modelo propuesto representa fuertemente la intermitencia de las pequenas

escalas.

En flujos turbulentos (nidmeros de Reynolds altos) la representacién de las PDFs se alejan de
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Fig. 3.4: PDF final para a1

la gaussianidad, y por lo visto en la figura 3.4 el modelo representa de manera cualitativa y

cuantitativamente aproximada este comportamiento.
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Fig. 3.5: PDF final para ai2

La P(aj2) de ajp es comparada en la figura 3.5 con resultados de DNS de tamafio 1283

(J. Martin, C. Dopazo, and L. Valirio) [45] con un R., ~ 47. El modelo presenta caidas
exponenciales de forma simétrica que siguen el comportamiento conocido de DNS. La PDF

de una componente de la vorticidad se muestra en la figura 3.6, esta resulta casi gaussiana,
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contrariamente al hecho establecido de que las componentes de la vorticidad son variables
intermitentes con distribuciones similares a las de las componentes no diagonales de a;;, figura

3.5. EL modelo falla en la estadistica para momentos altos de la vorticidad.
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Fig. 3.7: PDF final de DNS para los autovalores a, 8 y v de Sij;

El tensor S;;, por ser simétrico, tiene siempre tres autovalores propios reales que ademas, por
la incompresibilidad, suman cero. Se denotarén estos autovalores por o, §y =, con a > 0y

v < 0. 3 es el intermedio, que puede tener cualquier signo, figura 2.2. Betchov (1956) [46]
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demostré que el promedio (af7) es proporcional al skewness de aq1, tipicamente negativo
(Ver Apéndice ??), por lo que la configuracién més probable seria con 3 > 0. La figura 3.7
confirma este extremo. Ademads, presentan fuerte correlacién S;; y la vorticidad w, teniendo
esta ultima tendencia a la alineacién con la direccion principal asociada al autovalor intermedio

03, figura 3.8.
Los resultados del modelo para los autovalores de S;; se representan en la figura 3.10.
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Fig. 3.10: PDF final del Modelo para los autovalores o, 8y v de S;;

P(«), P(B), y P(v) son inicialmente gaussianas y el modelo las lleva hacia estados finales
intermitentes con aumento de la asimetria y del aplastamiento. En la figura 3.9 se observa el

desplazamiento de P((3) hacia la derecha de modo que su media es positiva, hecho conocido
de DNS, figura 3.7.
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Fig. 3.11: PDF final del Modelo para los cosenos de los angulos de la vorticidad w y los autovectores
de Sij

La vorticidad en el modelo resulta fuertemente alineada con el autovector ig asociado al autova-

lor intermedio 3 de S;;, segiin puede verse en la figura 3.11. P (cos(w|as,,)) y P (cos(w|ys,,))
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presentan méaximos entorno al cero indicando tendencia a la perpendicularidad. Estos resul-
tados coinciden con los estudios de DNS, figura 3.8, y con los resultados experimentales de

Tsinober et al. (1992) [19, 20].
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Fig. 3.12: PDF final del modelo para la produccién de enstrofia S;jw;w;

La produccién de enstrofia (S;;w;w; - Ver Apéndice ?7), responsable del crecimiento del cua-
drado de la vorticidad presenta una PDF asimétrica extremadamente abierta, con caida méas
lenta para valores positivos, figura 3.12. Aqui cabe senalar que el modelo, a partir de un campo
inicial donde tnicamente se fijan las correlaciones hasta orden dos, produce (S;;w;w;) (una
correlacion de orden tres) positiva en concordancia con lo expuesto en la ecuacién 2.6, ya
que el modelo genera también promedio del cubo de a;; negativo. Por lo tanto el término
Sijwiw;, efectivamente produce aumento del médulo de la vorticidad, segin el resultado. Esta
caracteristica del campo, anticipada por Betchov (1956) [46] aparece en todos los resultados

de DNS.

La distribucién final del segundo invariante @) y tercer invariante R de a;; se representan
en las figuras 3.13 y 3.14. La P(Q) desplazada hacia valores negativos nos confirma el com-
portamiento dominante del estiramiento en la estadistica del modelo, (ecuacién 2.16). P(R)
aparece desplazada hacia valores positivos, el resultado es coherente con el promedio positivo

del autovalor intermedio 3, a la vista de la ecuaciéon 2.16.

La ecuacién 3.11 para las caracteristicas del gradiente del escalar se implementé mediante el
método Montecarlo descrito en la seccién 3.3. C7§n) (0) se tomé de componentes gaussianas
independientes, con matriz de covarianzas unidad y sin correlacién con AE;L)(O). La PDF final
de una componente del gradiente del escalar se muestra en la figura 3.15, el resultado es
simétrico con caidas exponenciales, alejada de la gaussianidad, similar en su forma a la de

las componentes no diagonales de A;; pero menos abierta. Su media es nula, al igual que el
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Fig. 3.14: PDF final del modelo para el tercer invariante de a;;

coeficiente de asimetria y su coeficiente de aplastamiento alcanza valores mayores a 3 indicando
la no gaussianidad. El comportamiento del gradiente del escalar, con la modelizacién utilizada,

resulta intermitente, como sucede con la del gradiente de velocidad.

En la figura 3.16 se representa la PDF final del producto a;;c,; ¢,; procedente de la ecuacién
2.24. Como se menciond, este término actia similarmente al término de produccién S;;w;w;

en la ecuacion de la vorticidad, ya que a;jc,; c,j = Sijc,;c,;. La media se hace rapidamente
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negativa al principio de la evolucién, alcanzando un valor absoluto relativamente alto. Se
aprecian en la figura 3.16 la fuerte asimetria y el alto aplastamiento de la PDF, resultando
asi el comportamiento intermitente. Ademads, el hecho de que esta variable tenga promedio
negativo durante toda la evoluciéon produce un término de produccién de disipacién del escalar

positivo (ecuacién 2.24), por lo que amplifica de manera continua el médulo del gradiente del

escalar.

10

i |
/

0.001

PDF (aij ¢, c,j)

0.0001

1e-05

1e-06
6 -4 3 2 1
;i 6, G5

Fig. 3.16: PDF final del modelo para la produccién del modulo del gradiente del escalar, (a;jc,: c,; )
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La PDF de la disipacion del escalar se aprecia en la figura 3.17. Observamos que el modelo
en comparacién con el resultado de DNS concuerda cualitativamente, ya que P(e.) presenta

calda més lenta para valores altos de la variable.
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Fig. 3.18: PDF final de DNS para los cosenos de los angulos del gradiente del escalar c,; y los auto-
vectores de S

Las figuras 3.18 por DNS y 3.19 del modelo muestran las PDFs de los cosenos de los angulos
que forma el gradiente del escalar con las tres direcciones principales del tensor velocidad de

deformacién, correspondientes a los autovalores o, 3y 7. Se observa una gran probabilidad de
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Fig. 3.19: PDF final del Modelo para los cosenos de los dngulos del gradiente del escalar c,; y los
autovectores de S;;

alineacién de ¢,; con la direccién correspondiente al autovalor negativo . Anteriormente se vid
que (3, el intermedio, presenta promedio positivo, lo que producia mayor probabilidad de dos
direcciones expansivas y una compresiva para la deformacién en torno al punto fluido, lo que
tenderfa a deformar un cubo a una estructura en forma de lamina (seccién 2.2.2. El resultado
para la alineacion de c¢,; con la direccién compresiva indica que, en promedio, el gradiente
del escalar seria perpendicular a dicha lamina. Este tipo de topologia refleja el hecho de que
Ve es perpendicular a la superficie isoescalar ¢(x,t) = constante, favoreciendo el transporte

molecular del escalar.

Para el estudio de correlacion entre magnitudes de interés en el campo resultante del modelo se
han empleado diagramas de dispersién (’scatter - plots’) de 5000 particulas, que dan una idea,
al menos cualitativa, de la correlacién entre las variables. Todas las variables presentadas en
las dispersiones estan normalizadas (adimensionalizadas) con el segundo invariante del tensor

velocidad de rotacién Q.

Jiménez et al., 1993 [28], definieron una magnitud para la dindmica de la vorticidad llamada

Streching rate:
Sij WiWy

Ow

3.21
oo (3.21)

y Martin et al., 2001 [45], definieron otra magnitud en la dindmica del gradiente del escalar

llamada Scalar gradient streching rate:

Oge = SHT T (3.22)
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Estas variables, o, v ov. brindan informacién de las magnitudes relativas de la enstrofia w?

y la disipacion del escalar €. frente a los respectivos términos de produccion.

(a) DNS
Fig. 3.20: Dispersiéon R vs Q
- X " 0 w = m - )
(a) DNS (b) Modelo

Fig. 3.21: Dispersion —Qs vs Qw

El diagrama de dispersion del segundo y tercer invariantes de a;; (R, @) se muestra en la
figura 3.20; vemos que el modelo llega a valores de @ positivos entrando en la zona compleja
donde la velocidad de deformacién es mucho menor que la vorticidad, muestra también un
llenado en la regiéon de discriminante nulo y por debajo de ella misma donde los autovalores
son reales, en la regién de discriminante nulo se extiende hacia la zona de R > 0, lo que explica

el promedio positivo del autovalor intermedio de S;;.

Para la correlacién de —Qg y Qw, figura 3.21, el modelo parece reproducir la geometria
conocida de DNS, sin embargo se aprecia que el estiramiento es dominante ante la vorticidad

debido a que no hay muchos valores altos para Qu en la dispersion.

En las figuras 3.22 y 3.23 se muestra la correlacién que —@Qg con las magnitudes oy, y o,,. Los

valores altos del estiramiento hacen que se amplifique la disipacién del escalar y la vorticidad,
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(b) Modelo

Fig. 3.22: Dispersién oy, vs —Qs

e g

(b) Modelo

Fig. 3.23: Dispersién o, vs —Qs

[
Qw

(b) Modelo

Fig. 3.24: Dispersion ov. vs Qw

estas amplificaciones hacen que las magnitudes ov. y o, se mantengan en un rango de valores

bajos. Se ve claramente que la estructura es similar en su geometria a la presentada por



Planteamiento del problema, modelizacion y resultados 37

[
[

(b) Modelo

Fig. 3.25: Dispersion o, vs Qw

(b) Modelo

Fig. 3.26: Dispersion ov. vs €.

DNS, sin embargo los valores altos de —Qg en las dos figuras muestran de nuevo el fuerte

estiramiento que produce el modelo.

En las figuras 3.24 y 3.25 se muestra la correlaciéon que tiene Qw con las magnitudes oy,
y 0,. Aqui los valores de éstas son pequenas debidas a la amplificacién dada por el estira-
miento; sin embargo en ambos casos el modelo muestra valores de la vorticidad moderados.
Cualitativamente sigue los resultados de DNS pero no produce valores suficientemente altos
de Qw .

En la figura 3.26 se muestra la correlacion que tiene la disipacién del escalar . = Dc¢;c; con
ove. Se ve claramente que la estructura es similar en su geometria a la presentada por DNS
y concuerda con el comportamiento observado por Martin et al. [45], donde valores negativos
de oy, aparecen correlacionados con altos valores de e., mientras que valores positivos se

correlacionan con débil disipacion escalar.
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Conclusiones

En el presente trabajo se ha demostrado como el método de la funcién de densidad de proba-
bilidad es una herramienta 1til para tratar la dindmica turbulenta, ya que permite reproducir
y comprender el comportamiento del gradiente de velocidad en las distintas topologias que

presenta un flujo turbulento no reactivo.

En el estudio realizado se destaca cémo con modelos muy sencillos para el cierre de la di-
fusion viscosa se pueden generar resultados razonables, proximos a los conocidos de DNS y

experimentales.

El seleccionar y aplicar el método numérico de Runge - Kutta de segundo orden al problema es
adecuado, debido a que los resultados obtenidos son mas precisos y se cometen menos errores

frente a un método numérico de primer orden.

A la vista de los resultados, se aprecia como el modelo propuesto representa razonablemente
bien muchas caracteristicas de la estadistica de las pequenas escalas de la turbulencia. Usando
el modelo LMSE lineal y constante el gradiente de velocidad diverge en tiempo finito, pero
con el modelo propuesto no. Ademaés, la parte estocastica incluida en el modelo propuesto
mejora la evolucion del sistema, ya que es poco realista encontrar en un flujo turbulento un

comportamiento determinista como el presentado por el modelo LMSE lineal y constante.

En este trabajo se resalta la viabilidad de la modelizacion Montecarlo para la simulacién de
problemas que involucran la no linealidad de las ecuaciones de Navier - Stokes, ya que permite
generar campos cualitativamente semejantes a los de DNS con un tiempo de calculo muy

inferior.

Se propone como trabajo futuro abordar el problema de la evolucién para el gradiente de
velocidad fijando las correlaciones iniciales hasta orden tres, y conseguir una dependencia
clara del numero de Reynolds para las PDFs finales del campo mediante un modelo méas
sofisticado para la difusién. También afrontar el problema de la evolucién conjunta de un

escalar, su gradiente, y el gradiente de velocidad en un flujo turbulento reactivo, siguiendo una

39
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metodologia semejante a la expuesta en este trabajo, ya que en los procesos de combustion se
hace necesaria la modelizacion del transporte de especies y energia para el disefio de sistemas

eficientes y poco contaminantes.
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