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Apéndice A

Valores propios e invariantes del gra-
diente de velocidad y del tensor ve-

locidad de deformacion

A.1. Caso del gradiente de velocidad a;;

La ecuacién caracteristica para el tensor a es:

M+ PN +QAN+R=0 (A1)
donde
P = —traza(a)
1
Q= 3 [P? — traza(a®)] (A.2)

R = —det(a) = % [—P? 4+ 3PQ — traza(a®)]

Estas expresiones de los invariantes son validaS en el caso general (compresible e incompresi-

ble).

Con el cambio x = A + g, la ecuacion caracteristica A.1 resulta:

* +pr+q=0 (A.3)
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donde los nuevos parametros p, ¢ son:

P2

p=Q@-3

2
ng(ﬁj_Q>+R (A4)

Siguiendo el método de Rey Pastor (1954) se hace ahora el cambio : x = u + v y se obtiene a
partir de A.4:
ud +v* 4+ Buv +p)(u+v)+q=0 (A.5)

Esta tltima ecuacion equivale al sistema

3uv = —p
(A.6)
u? + 03 = —¢q
R p——
que puede escribirse: 2
w403 = —q
Luego u? y v? son las raices de la ecuacién de segundo grado:
3
2 p
——==0 A7
vy - o (A.7)
_ .3 _ _4q @ 4 p?
yp=u=—-4+ /L +L
donde: 2 S
Yo =0 = —% £

|
—_— ,p"am
_|_
S

Las soluciones validas para el par (u,v) son inicamente las que cumplan las ecuaciones A.6,

es decir uv = —£.

Con esta ultima condicién las raices de la ecuacién A.3 son:
q 3 q 3
v=(-2+vD)" + (-2~ VD) (A8)
donde D es el discriminante, D = %2 + %. O en funcién de P, Q y R:

D= ﬁD?R? + (4P° = 18PQ)R + 4Q° — P?Q?] (A.9)

La condicion de discriminante nulo es, entonces:

2TR? 4 (4P — 18PQ)R + 4Q* — P?Q* =0 (A.10)

Esta ecuacion define la superficie que en el espacio de fases P, ), R separa las regiones con

autovalores reales de aquellas con autovalores complejos.
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A continuacién se estudia la solucién en funcién del discriminante D.
1
3

Uy = (—% =+ V D)

Caso D > 0. v/D es real. Llamado
v = (—% — \/5)

ol

Se obtiene
r1 =u1 + v
To = —%(ul +uv1)+ ?(ul —v1)i
Ty = —%(ul +v1) = %5 (ug —v1)i
Donde, entre todos los pares posibles de valores de u y v se han escogido los que satisfacen

A.6. Se han utilizado las raices ctbicas de la unidad, que son:

1,71+§i, @Z
2 2 2

1
2
Por lo tanto en el caso de discriminante negativo la ecuaciéon caracteristica tiene un valor
propio real, y dos complejos conjugados.

Caso D = 0. Entonces uy = vy y las raices son:

tres raices reales con dos de ellas iguales.

Osiu; =0, x1 =x9 = x3 =0 — tres raices reales iguales a cero.

Caso D < 0. v/D imaginario puro.

u® y v3 serdn —% + i\/—% - g—; = p(cosl £ i sen)
—n3

donde p = \/ =%, 0 = arc cos (—%)

Las tres raices se obtienen eligiendo dos pares (u,v) que cumplan A.6. Resultan:

r1 = Qp%cos (%)
To = 2p%cos (% + %’T)
T3 = 2p%cos (% + 4{)

tres raices reales y distintas.

En los tres casos considerados, la suma de las tres raices da cero debido a la transformacién

=M+ g que se hizo al principio.

Deshaciendo el cambio se obtienen las verdaderas raices (/\i =x; — g) que son los valores

propios de a. Resultan, en funcién del signo del discriminante:
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= D>0
/\1=u1+vl—§
Ao =—3(ur +v1) — &+ L (ur —v1)i
Yo = —Hr — )~ 5~ Blan ~ )i
1
donde e (_%+\/ﬁ)j
U1:<—%—\/5>3
= D=0
)\1:2u1—§
Ao=X3=—u1 — %
con u; = (—%)%,
Osiug =0, i =Xo=X3=-7C
= D<O.
h=2pbeos (8) -
3o = 2pbcos (§+ %) - &
A3 = 2p3cos (+4)-L

—n3
p=\ 3

0 = arc cos (—2i>
P

con

Donde se observa que la suma de las tres raices es igual al primer invariante cambiado
de signo, como corresponde al hecho de que un cambio de base no altera la traza del

tensor.

En el caso incompresible P = a;; = 0, y la suma de las raices serd nula.

A.2. Caso del tensor velocidad de deformacion S;;

En este caso los invariantes son:
Pg = —traza(S)
Qs = % [P§ — traza(S?)] (A.11)
Rs = —det(S) = % [—P3 4 3PsQs — traza(S?)]

Ahora, sin embargo, se tiene una matriz simétrica y por lo tanto sélo se obtendran valores

propios reales. El desarrollo es idéntico al caso anterior pero sélo existiré el caso D < 0. Valen

las mismas expresiones que en el caso de a sustituyendo P, Q,R por Ps, Qs,Rs.
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En el caso incompresible la suma de los tres valores propios del tensor velocidad de deformacion
sera siempre cero, ya que Pg = P = 0. Por lo tanto habra siempre un autovalor negativo, y
otro positivo, con el tercero intermedio (A1 > Ao > A3 con Ay > 0, A3 < 0). Se utilizard la

notacion:
Al =« Aoy =3 A2 =7

Cuando D = 0 se obtendran dos iguales y uno distinto y cuando, ademés, Qs =0y Rg =0

se obtendrd a = =~ = 0.






Apéndice B

Ecuaciones de transporte y relacio-

nes de Betchov

B.1. Ecuaciones para la vorticidad w y enstrofia E

La ecuacion de Navier Stokes en forma vectorial es:

1
é;fltlJr(u~V)u: f;Vp+I/V2u (B.1)
con la condicién de selenoidad

V-u=0

Se obtendra la ecuacién para la vorticidad tomando el rotacional de la ecuacién B.1, ya que
w =V x u. Resulta: 5
87(; +V x [(u-V)u] =vVw (B.2)

El término de presion ha desaparecido, ya que el rotacional de un gradiente es nulo.

Resulta, en notacién tensorial

&uk. 8wk 8uk

—— fu=— =w— + vV B.3
81& ! aﬁl ! 8951 k ( )
. Quy, NPT s g
Descomponiendo ahora Dz en sus partes simeétrica y antisimeétrica:
Ty
8uk 8ul 8uk 311,1
Su=35=++— y Wi =1 (5= -
8xl 6xk aml 8l‘k

ou
Resulta: w; = =k _ WSk + wi Ry
al'l

1 1
Pero wle-g = 3€kiWiW] = FEkWiW] = 0.
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ou
Por lo tanto: wla—k = Siw; y la ecuacion B.3 queda:
g

Dwk

7Dt = Spw; + 1/V2wk (B'4)

El estiramiento de w, debido al tensor velocidad de deformacion recibe el nombre de vector

estiramiento de vorticidad (vortex stretching):
Gi = Sijwj (B5)

El vector G; aumenta, en promedio, la magnitud de la vorticidad, mientras que el término

difusivo la amortigua en las pequenas escalas debido a la viscosidad.

Se define la enstrofia como el cuadrado de la vorticidad:
E = QW= —|w/? (B.6)

Para obtener su ecuacién de evolucion, se toma la ecuacién B.4 en forma tensorial, se multiplica

por wy v se contrae, resultando:
d (1 o (1
p (2%3) + L (2(013) = Sppwiwy + vwi Viwy (B.7)

El dltimo término del lado derecho de B.7 puede escribirse:

1 1 &uk 8wk-
wpVwy = §V2w,2€ — VwpVwy, = §V2w,2€ " Ou, 0n

Finalmente se obtiene:

(L) w9 (L2 Z s o2 (L2 ) 0@ O
ot (2“”“) Frs (2“’@) = Swjwrw; TV 59k | Vg o,

donde Sy jwiw; es el término de produccién de enstrofia, y el producto doblemente contraido del
&uk &uk

tensor gradiente de vorticidad B Dm se llama disipacion de enstrofia. En forma compacta:
Zj OT;
DE
Ezw~S-w+uV2E—V(Vw~Vw) (B.8)

El escalar Sijwrw; es el producto escalar del vector estiramiento de vorticidad por el propio
vector vorticidad. El resultado sera positivo en la medida en que G; y w; estén alineados en

direccién y sentido. En este caso habra produccién neta de vorticidad y de enstrofia.



Ecuaciones de transporte y relaciones de Betchov 11

B.2. Ecuacién para el tensor velocidad de deformacion S;;

y Ou; .
Con la notaciéon a = Vu, a;; = 9z, tiene para a;;:
2z
j

Daij 1 82p

Dr = —QikQrj — + VVQCL”‘ (B.9)

;((91171812]

. s 1 .
La ecuacion para S;; = 5 (aij + aj;) resulta de la suma de las ecuaciones para a;; y aj;.

Se obtiene: DS 92
ij p 2
— = —— (a;x0%; iLQgi) — — V=S B.10
Dt 2 (aikar; + ajnax) p 0,0 v J ( )
Sustituyendo en el primer término de la derecha a;; = Si; + W;; y aplicando S;; = Sy,
Wi = —Wj;, se obtiene:

1
—3 (@inar; + ajrari) = SinSkj — Wi Wy

Ahora bien, puede comprobarse que: W;,Wy,; = % (wiwj - (5ijw,%)

Finalmente, sustituyendo estos resultados, se obtiene:

W = *Sikskj — Z (wiwj — 51364)12) — ;awiaxj -+ I/stij (Bll)
B.3. Disipacion de energia cinética
La ecuacion de cantidad de movimiento es:
) . 1
ou; Ou; B Op UV

ot T or, ~  pom

Multiplicando por u; y contrayendo indices resulta:

0 (L, O (L\_ 10 o
ot <2ul> +“kaxk <2“z) = paxi(puz) + vu; Vaouy,

donde se ha utilizado la incompresibilidad (gul

= 0) para introducir u; en la derivada de la
Ly

presion.

El dltimo término del lado derecho puede escribirse como:

1
w; Vi, = §V2uf — Vu;Vu;
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Se obtiene entonces:

0 1 2 0 1 2 10 2 1 2 8uz 8u,
— | 22 — | Zu? ) =—-= ; —us | — B.12
ot (QUZ) +uk81k (2%) p Ox; (pus) + ¥ <2u’ V@xk Oxy, ( )

Us; (’9u1
L O
Promediando B.12, como las derivadas espaciales de magnitudes medias son nulas en turbu-

donde v es la pseudodisipacién de energia cinética denominada e,.

lencia homogénea, resulta finalmente:

5 (5=~ (5.13)

Esta es la ecuacién para la variacion temporal de energia cinética media.

Se llama disipacién verdadera a la cantidad € = 2v.5;;5;;. La pseudodisipacién definida antes

coincide en promedio con ¢, es decir (€) = (¢,), sélo en turbulencia homogénea e isétropa.

Las correlaciones de orden dos para el tensor gradiente de velocidad en turbulencia homogénea
vienen dadas por (Hinze, 1975):

<8.’L‘k 81‘;> =C <2§kl51'j + §6il5jk + 25jl5ik) (B.14)

donde C' es una constante del flujo.

., Oug . . L

De esta forma, con la notacién —— = a,g se obtienen las correlaciones distintas de cero, que
8333

son:

<aaﬁaﬁ0¢> = _7<a’aa> (B15)

donde los indices griegos repetidos no implican suma.

Asi, cualquier correlacion de segundo orden entre componentes del tensor puede escribirse en

funcién de la varianza (a?,).

Puede calcularse ahora:
{aijaij) = ((Sij + Wig)(Sij + Wig)) = (84955 + SigWij + Wi Sij + WijWij)
donde S;;W;; = 0 (contraccién entre un tensor simétrico y uno antisimétrico). Por lo tanto:

(aijaij) = (SijSiz) + (Wij + Wiz)) = (Si;Sij) + %(%2? (B.16)
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Se calcula ahora el promedio:

(S = 3 a5+ aslany + a5 ) = (@) + (@) + 2aya)

(aija;;) = 0 es nulo por las relaciones de isotropia B.14.

Resulta: (S;;Sji) = 5(a3;), y sustituyendo esta expresion en B.16 se obtiene

Finalmente se ha demostrado que:
(aijaij) = 2(5:8i;) = (wjw;) (B.17)

Es decir, (g,) = (¢) = v{w?). Los promedios de pseudodisipacién, disipacién verdadera y ens-
trofia dividida por la viscosidad coinciden en turbulencia homogénea isétropa e incompresible.

Sustituyendo las relaciones B.14 se obtiene la expresién
(e) = 151(a,) (B.18)

que permite escribir la disipacién media de energia cinética en funcién de la varianza de una

componente cualquiera de la diagonal del tensor gradiente de velocidad.

B.4. Relaciones de Betchov

Betchov (1956) demuestra que el momento de tercer orden de una componente de la diagonal
del tensor gradiente de velocidad es proporcional al promedio del producto de los tres autova-

lores del tensor velocidad de deformacién. A continuacién se expone brevemente el desarrollo.

Tomando como base los tres autovectores del tensor velocidad de deformacién, cuyos tres

autovalores se denominan a, b, y ¢ con |a| > |b| > |c|, el gradiente de velocidad puede escribirse:

Wi _ws
a 2 p)
wa w
@ =|=% b 3 (B.19)
wo o _ Wy
2 2 ¢

donde wi, w3, y w3 son las componentes de la vorticidad en las direcciones principales de S;;.
Se supone ademas el flujo incompresible, es decir a + b+ ¢ = 0. Por lo tanto b y ¢ tienen el

mismo signo, distinto al de a.

Las componentes del tensor velocidad de deformacion en el sistema de referencia formado por

los ejes principales pueden escribirse en funcion de a, b, ¢ y los angulos de Euler ¥, ¢.
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Para un elemento diagonal, por ejemplo S1; = a13.
a1 = a cos’¢p + b cos*p sen’¢ + ¢ sen’h send (B.20)

donde ¢ es el angulo entre el eje x1 y el eje principal asociado al autovalor a, y ¢ el angulo
entre el eje principal asociado a ¢ y una direccién perpendicular a los ejes x1 y el principal

asociado con a.

Suponiendo independencia estadistica de las direcciones espaciales (por isotropia), la proba-
bilidad de encontrar los dngulos ¢ y 1 es ﬁ seng d¢ di. Elevando al cuadrado e integrando

para promediar resulta:

2
(a%1> = E(a2 +v%+ 02> (B.21)

Anal6égamente, elevando B.20 al cubo e integrando:

24
3)="—(ab B.22
(aiy) 105 (abc) ( )
El de orden cuatro resulta: <
(a},)) = —(a* +b* + c*) (B.23)

"~ 105
La ecuacién B.22 dice que dado que {a$;) < 0, el promedio (abc) es negativo, lo que conduce
por la condicién de incompresibilidad a que (a) < 0y (b) > (¢) > 0, es decir, el autovalor

intermedio b (llamado B en el texto ajeno a este apéndice) tiene promedio positivo.

Utilizando las condiciones de homogeneidad e isotropia, con la notaciéon B.19 puede demos-

trarse la relacion:

d ¥ « « d 1 8ai 1 [“)ai i

i (Wi + w3 +wi) = £<w2> = —(abc) — 41/< . j> (B.24)
El lado izquierdo de B.24 es la variaciéon temporal del promedio del cuadrado de la vorticidad.
El segundo término del lado derecho es siempre negativo. Entonces para que haya produc-
cién de enstrofia media, el primer término del lado derecho ha de ser positivo, lo que obliga
de nuevo a que el autovalor intermedio de S;; tenga mayor probabilidad de ser positivo, o

equivalentemente, por B.22, el momento del tercer orden de a., €s negativo.
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