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Prologo

Los nimeros racionales constituyen una de las primeras desviaciones de las matematicas
del acto de contar, y su aparicion estd intimamente relacionada con la necesidad de efectuar
medidas con mayor precison que la que los nimeros naturales permiten.

Actualmente los nimeros racionales se trabajan en primaria, pero no de la mejor forma
posible, dado que en general se escogen tecnologias que no son del todo dptimas, y que se
abandonan rdpidamente cuando no permiten explicar una técnica, pasando a un trabajo pura-
mente formal.

En secundaria el trabajo de fracciones tampoco es el mds ptimo, dado que tampoco exis-
te una mejoria notable en los modelos y se tiende a pasar muy rdpido por este tema, dejando
el trabajo de fracciones casi a merced del alumno. Dado que el uso ccorrecto de las fracciones
va a ser necesario para futuros temas, es importante que los alumnos adquieran una buena
base lo antes posible, con el fin de que un mal dominio de las fracciones no entorpezca los
resultados de aprendizaje.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones iniciales

El propésito de este Trabajo Fin de Master es ahondar en la ensefianza de los nimeros
racionales en 1° de ESO. En este TFM se incide mds en los nimeros racionales en forma de
fraccion. Se trata de uno de los primeros temas vistos en matematicas que ocasiona proble-
mas a los alumnos.

Se trata de un tema que comienza a verse en primariaI , o obstante, como se comentara
mas adelante, los conocimientos sobre el manejo de los racionales con los que nuestros llegan
a la educacion secundaria puede ser algo deficiente.

Los racionales son uno de los objetos que més se van a usar a lo largo de todo el desa-
rrollo de la asignatura de matematicas. Ademads, no tardardn en irrumpir en otras asignaturas
como fisica o tecnologia. Este hecho, unido a la estructura en espiral del curriculo’, nos pone
ante una pequeia encrucijada. Es claro que el manejo constante de los ndmeros racionales
en forma fraccionaria va a hacer que éstos sean uno de los objetos mateméticos sobre los
cuales el alumno dispondrad de una mayor préctica y habilidad operativa, pero un aprendizaje
deficiente de éstos prodia suponer para un alumno un obsticulo que mine su capacidad de
aprendizaje, tanto en aquellas ramas de las matemadticas en las que seguirdn apareciendo, co-
mo en aquellas asignaturas que involucren a los racionales en sus métodos de trabajo, entre
las que se enccuentran fisica, quimica, tecnologia, ecconomia, etc.

Muchas de estas concepciones erréneas pueden aparecer a causa de basar nuestro dis-
curso en moelos concretos que, aunque matematicamente no son incorrectos, no resultan del
todo adecuados para abordar la ensefanza de determinadas técnicas. Esto puede suceder a
causa de que se trate de modelos concretos que limitan las operaciones, proporcionan una
tecnologia incorrecta o, incluso en ciertos casos, ambas, como seria el caso de usar el con-
cepto de fraccién como parte de un todo para tratar de justificar la suma.

Uno de los retos a los que nos enfrentamos en la ensefianza de las fracciones es el de
lograr que nuestros alumnos comprendan las fracciones, no s6lo como parte de un todo sino
también como una medida, como un cociente indicado de dos ndmeros, como un operador,

"Ver Curriculo (Detallado en la seccién (2.1) de este trabajo.)
2Ver Curriculo (Detallado en la seccidén (2.2) de este trabajo.)



2 Capitulo 1. Introduccion

como una razén o como cualquier otro de los multiples significados que a las fracciones se le
pueden dar para modelizar y resolver distintas situaciones matemadticas. La idea de fraccion
como parte de la unidad si que parece extendida, no obstante, dado que otros significados
requieren de mayor abstraccion, no son tan inmediatos de entender como el significado de
parte-todo. Es también muy importante comprender varios de estos conceptos, en especial el
significado de cociente indicado y el de operador, para desenvolverse de forma adecuada en
los temas de dlgebra, que por lo general son inmediatamente posteriores al de nimeros.

Aunque no presente una dificultad a estos niveles, dado que los nimeros a los que nos
enfrentamos en estos momentos no son elevados, si que podemos aprovechar este tema para
ir introduciendo estrategias de calculo, que se seguirdn desarrollando a lo largo del resto del
curso, fundamentalmente en el tema de dlgebra. En este tema introduciremos la estrategia
de simplificacién en cada paso intermedio. Asi, en este tema comenzamos también a intro-
ducir procesos reflexivos de cdlculo, iniciando el paso de un paradigma mads aritmético a un
paradigma mds algebraico.

1.2. Qué vamos a ensenar

El primer objetivo que tenemos en mente es volver a familiarizar a los alumnos con el
concepto de fraccion. No obstante, queremos abordar el objeto de una forma distinta a la
que nuestros alumnos han visto en primaria. En primaria la ensefianza més frecuente se suele
llevar a cabo déndole a la fraccién el significado de una parte de un todo, en lugar de ensefiar
las fracciones como una medida. Dado que nos interesa mds usar este segundo significado,
orientaremos nuestra ensefianza a tal fin.

No obstante, nos interesa que nuestros alumnos adquieran un conocimiento algo maés
completo de qué fendmenos pueden abordarse mediante el uso de fracciones, por lo que
trataremos de incluir un mayor nimero de significados de la fraccidn, con el fin de que nues-
tros alumnos logren un aprendizaje mas completo sobre qué fendmenos pueden modelizarse
mediante el uso de este objeto matemadtico. Asi trataremos de incluir problemas en los que
la fraccion adopte un significado distinto al de un medida. Trataremos pues de incluir los
diferentes significados de la fraccién que aparecen descritos por Gairin y Mufioz (2005):

= Obviamente, aparecerd el significado de la fraccién como medida, que ademds va a ser
el hilo conductor de la ensefianza, y que usaremos para justificar la gran mayoria de
técnicas que aparecen.

= También aparecera el significado de la fraccién como parte de un todo, que los alumnos
ya conocian de primaria. No obstante, evitaraemos basar las tecnologias en estos mo-
delos, y plantearemos aquellos problemas que nos permitan justificar algunas técnicas
de forma apropiada desde este modelo.

= Problemas de reparto, aunque de nuevo teniendo mucho cuidado de qué no se introduz-
can justificaciones tecnoldgicas erréneas. Este modelo serd ttil también para introducir
tecnologias del paso al decimal mds adelante.

» Indicaremos también a nuestros alumnos que una fraccién es un cociente indicado,
significado que de nuevo serd util cuando queramos ensefiar el paso de una fraccion a
un decimal. También es un significado fundamental més adelante en dlgebra.

Fracciones en 1° de ESO



1.2. Qué vamos a ensefiar 3

Otro significado més que deberiamos introducir es el de fraccién entendida como un
operador. Ademads, este significado proporciona un importante refuerzo tecnolégico en
aquellos conceptos en los que la medida podria quedarse un poco corta.

También aparecerd el concepto de razén, que aparece de una forma relativamente natu-
ral al hablar de medidas, y que nos puede de nuevo servir para arrojar algo de luz sobre
por qué determinadas técnicas se efectuan de la forma que se efectuan.

El dltimo significado de la fraccién que queremos enseiiar es el de la fraccion formal.
Esto es la fraccion entendida como nimero. Trabajaremos este significado con el fin
dar una estructura formal a las distintas técnicas e ideas que vayan apareciendo.

Asi pues, queremos que nuestros alumnos sean capaces de modelizar todos los problemas
que surgen en estos campos, usando fracciones y entendiendo las aplicaciones de las técnicas
que emplean.

Las técnicas y conceptos que en esta programacion se recogen se pueden clasificar en dos
grupos.

En el primer grupo considerariamos, se hallan aquellas técnicas basadas en la manipula-
cion de fracciones y la comprenson de sus propiedades basicas:

Queremos que los alumnos comprendan lo que implica que dos fracciones sean equi-
valentes, asi como la técnica de paso de una fraccion equivalente a otra.

En el marco de las fracciones equivalentes, queremos que se adquiera el habito de dejar
un resultado correctamente simplificado, para lo cual también ensefiaremos una técnica
de simplificacién de fracciones.

Siguiendo con el estudio de las fracciones equivalenes, trabajaremos también técnicas
de reducir a comtn denominador y a minimo comun denominador, necesarias a lo largo
del tema para poder comparar y operar fracciones.

Comparacién de fracciones, tanto desde un enfoque algoritmico (razonado) como des-
de un enfoque numérico.

El segundo grupo de técnicas a introducir son aquellas relacionadas con las operaciones
entre varias fracciones. Queremos que nuestros alumnos comprendan las ideas que hay detras
de cada técnica, asi como que adquieran cierta facilidad operacional. Las técnicas a ensefiar

son:

Suma de fracciones.
Resta de fracciones.

Producto de fracciones, a poder ser simplificando entre los factores antes de efectuar
el producto.

Divisién de fracciones, de nuevo buscando simplificaciones antes de operar.

Autor: Fernando Ruiz Laguna






Capitulo 2

Estudio Previo

Antes de abordar la ensefianza como tal, conviene tener en cuenta el estado actual de la
ensefianza de las fracciones y los decimales en la ensefianza actual. Es importante tener en
cuenta con qué conocimientos llegan los alumnos a nuestra aula. Ademas, también conviene
tener en cuenta lo que dicen las actuales leyes educativas bajo las cuales actuamos al en-
sefar los nimeros racionales. Con el conocimiento de estos campos podremos construir un
entorno en el que enmarcar nuestra actuacion educativa con el fin de que ésta sea adecuada.
No obstante, dado que las leyes educativas son unas directrices que deben concretarse, y que
por lo tanto tenemos una relativa libertad en lo que al desarrollo de la asignatura concierne,
nos centraremos en los conocimientos previos de nuestros alumnos, que si que van a ser muy
determinantes para plantear de forma correcta el desarrollo de la asignatura.

También es interesante analizar como se imparte actualmente el contenido referente a
las fracciones y ndmeros decimales. Desde una perspectiva objetiva y critica, serd necesario
valorar que técnicas, tecnologias y problemas consideramos utiles para la ensefianza, cudles
podrian usar alguna mejora y cudles no se ajustan a la ensefianza que queremos impartir y
deberian ser sustituidos.

2.1. Conocimientos previos del alumno

Antes comenzar a plantearnos la ensefianza, conviene asegurarnos de que nuestros alum-
nos conocen las distintas técnicas operativas que necesitardn para enfrentarse a esta ense-
flanza. En general, son pocas técnicas las que son necesarias. Obviamente, para segir una
esnsefianza basada en problemas nos interesa que nuestros alumnos ya hayan desarrollado
parte de esas capacidades a lo largo de primaria. Por lo demads, bisicamente serdn necesarias
las habilidades para realzar las cuatro operaciones basicas con niimeros enteros. También se-
rd necesario que nuestros alumnos sean capaces de aplicar divisibilidad, y que sean capaces
de hallar maltiplos (y, en particular el m.cm.) de varios nimeros dados.

Dado que las fracciones también son contenido de educacidn primaria, nos interesa hacer-
nos una idea de qué nivel de conocimiento pueden haber adquirido nuestros alumnos sobre
este objeto matemadtico. Para ello, nos basaremos en los elementos que la ley refleja en el
curriculo de educacién primaria.



6 Capitulo 2. Estudio Previo

Para hacernos una idea de con qué conocimientos previos vendrdn nuestros alumnos a
clase, veamos que ensefianza dictamina la legislacién vigente'. De dicha legislacién se ex-
trae que nuestros alumnos deberian tener los conocimientos previos requeridos para seguir
nuestra ennsefianza. De hecho, deberian tener la mayoria de conocimientos que impartimos
en este tema, pero la legislacion ya hace referencia al concepto de fraccion con el significado
de parte- todo, por lo que es muy posible que la ensefianza adquirida a lo largo de la etapa de
primaria no haya sido especialmente significativa en cuanto a que los alumnos apruendan a
"darle significado a la fraccion".

. ., . . . . o)

En cuanto a la normativa de educacién primaria propia de nuestra comunidad”. De nuevo

se observa que, desde la legislacion se da importancia al concepto de fracciéon como parte de
un todo, y a las operaciones formales con nimeros fraccionarios.

Los puntos de ambos documentos que hacen referencia al trabajo con fracciones aparecen
tratados en el Anexo A.

Asi pues, nos encontramos con que las leyes educativas promueven la ensefianza de la
fraccion en primaria desde el significado de una parte de un todo, por lo que pueden haber-
se producido algunas concepciones erréneas, siendo posible que desde el significado de la
fraccion como parte de un todo aparecen justificadas, pero que no se corresponden con la
realidad matematica. Asi desde dicho significado de la fraccién va a ser muy dificil darle un
significado a las fracciones iimpropias, o dar una teccnologia apropiada a las distintas opera-
ciones.

De aqui podriamos concluir que posiblemente nos encontremos con unos alumnos con
unos conocimientos previos aceptables, pero que puede ener asentadas concepciones que
pueden resultar dificiles de abandonar, por lo que una parte de nuestra ensefianza deberad ir
encaminada a lograr que se produzca cierta ruptura epistemoldgica, sobre la cual reasentare-
mos el conocimiento de las fracciones desde una perspectiva mas adecuada para la ensefianza.
Notar también que es muy posible que, al tratarse de una clase de 1° de ESO, es muy proba-
ble que nuestros alumnos hayan venido de diferentes colegios, con ensefianzas muy dispares.

2.2. Las fracciones en las actuales leyes educativas

Veamos que dicen las actuales leyes educativas en lo referente al trabajo con fracciones
en el aula. En cuanto a la legislacion vigente ~, las indicaciones referentes a las fracciones
aparecen refejadas en el Anexo A.

1Ver el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo bésico de la Educacién
Primaria. Boletin oficial del estado, n° 52,2014, 1 de marzo

2Ver la parte referente a matemdticas del Anexo II de la Orden de 16 de junio de 2014, de la Consejera
de Educacién, Universidad, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la Educacién Primaria y
se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén. Boletin Oficial de
Aragon, n° 119, 2014, 20 de junio.

3Ver el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo bésico de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. Boletin oficial del estado, n°3, 2015, 3 de enero

Fracciones en 1° de ESO



2.3. Estado actual de la ensefianza 7

Tomaremos también como referencia el curriculo de nuestra comunidad®. Lo que nos di-
ce éste con respecto a la ensefianza de las fracciones es aparece también en el Anexo A.

De donde se decduce que el curriculo, al menos en nuestra comunidad auténoma, las le-
yes educativas son partidarias de una ensefianza similar a la que aqui se propone, buscando
una ensefanza que ensefie al alumno a modelizar las distintas situaciones que se pueden aco-
meter con fracciones y a operar con ellas siendo consciente del contexto.

2.3. Estado actual de la enseinanza

Para estudiar el estado actual de la ensefianza nos vamos a centrar fundamentalmente
en analizar como se propone €sta desde los libros de texto. Aunque se critiquen de forma
vehemente algunas técnicas que se ensefan y, especialmente, alguna tecnologias, hay que
destacar que en muchos casos no se va a tener una correspondencia plena entre lo que propo-
ne el libro de texto y lo que se imparte en el aula. En muchos casos, aunque el libro de texto
presente deficiencias, el profesor proporcionard aquellas tecnologias necesarias para lograr
una comprension del objeto adecuada al nivel en el que imparte las clases, quedando el libro
de texto como una fuente de ejercicios y problemas, siendo las explicaciones consideradas
mads como un material de referencia que como un instrumento de aprendizaje.

Obviamente, en niveles como 1° de ESO, y, en general a lo largo de toda la educacién
secundaria, no podemos comenczar a ensefiar un objeto matemdtico sin mas, limitdndonos a
enumaerar sus propiedades y técnicas asociadas y esperar un resultado de aprendizaje real.
Es siempre necesaria una progresividad, que comenzard siempre con una motivacion que re-
fleje la utilidad del objeto matematico para abordar un nuevo campo de problemas.

Esto es lo que en didéctica se conoce como la razén de ser. Desde esta rama se propone
que dicha razon de ser consista en un problema que los alumnos puedan comenzar a resolver
con las herramientas de las que disponen antes de comenzar el tema, pero que requiera del
nuevo objeto para su resolucion plena.

Observando libros de texto, como el libro el que propone SM (Bujanda y Mansilla,1996),
observamos que se hace una breve introduccién muy simple:

Como vemos en la figura 2.1 se hace una breve exposicion de un fenémeno que puede
modelizarse en términos de fracciones. No obstante, simplemente se trata de describir una
situacion que los alumnos ya conocen. Ademads, incide en la idea de fracciéon como parte de
un todo, que los alumnos ya deberian conocer de primaria. Abordar asi las fracciones puede
dar lugar a tecnologias equivocadas que a su vez degeneren en técnicas erroneas. Ademads, no
usar fracciones mayores que la unidad puede hacer pensar a los alumnos que éstas no existen,
y crear problemas de asociacion entre nimeros decimales y fracciones.De todas formas, se
puede corregir esta situacion si el libro si que introduce el resto de significados de la fraccion
mads adelante. Alternativamente, también es posible considerar que un profesor podria impar-

4Segtin lo dispuesto en la orden de 9 de mayo de 2007, del Departamentode Educacién, Cultura y Deporte,
por la que seaprueba el curriculo de la Educacién secundariaobligatoria y se autoriza su aplicacién en los cen-
tros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén.Boletin oficial de Aragon, n° 65, 2007, 1 de junio

Autor: Fernando Ruiz Laguna



8 Capitulo 2. Estudio Previo

Esta enorme masa de hielo que flota en el mar es un iceberg.

1

6 8 de todo el iceberg.
La parte de hielo que se ve €s sélo ) 9

del total. La parte sumergida es

Los numeros — y ¢ son fraccione on € odemo: ribir mucha tuacior de la
C llaspdmsdescb muchas situaciones
7 s
S iones.

vida real.
52

Figura 2.1: Introduccién de las fracciones en el libro de SM

tir sus clases con otra razén de ser.

En otros libros de texto, como el libro de Anaya (Colera, Gaztelu y Garcia, 2001), se
introducen los numeros racionales como un instrumento de medida; tal y como puede apre-
ciarse en la figura 2.2. Se trata de una introduccién mas natural, que ademds permite asociar
las fracciones de forma inmediata con los decimales. También aparece de una forma bastante
natural la idea de fraccion equivalente. Se atisba también la idea de fracciéon como opera-
dor, e icluso una tecnologia algo mas acertada para tratar la técnica de suma de fracciones.
Se plantean también algunas preguntas que dardn lugar a algunos de los primeros conceptos
matematicos que aparecerdn en el tema.

2.3.1. Editorial SM, Bujanda y Mansilla

Vamos a valorar ahora la propuesta del libro de SM (Bujanda y Mansilla,1996), valorando
qué efectos podria tener en el aprendizaje de los alumnos que estudien con dicha propuesta
como referencia. Se trata de una propuesta con una metodologia bastante expositiva. En ella
los problemas, en lugar de ser el motor del aprendizaje, aparecen como ejercicios al final. Se
trabaja de forma relativamente abstracta, abordando directamente las distintas propiedades
y técnicas relacionadas con las fracciones, sin ningtin problema o ejemplo real que ponga
de manifiesto la utilidad de las técnicas. Esto podria provocar desmotivacion entre los alum-
nos, a causa de no percibir la utilidad de lo que estdn trabajando. También podria darse que
algunos alumnos, incluso dominando el uso de fracciones, sean incapaces de aplicar dicho
dominio para resolver probblemas reales. No obstante, existe la ventaja de que el contexto no
“contamina” el aprendizaje con tecnologias incorrectas surgidas del contexto.

Tras la introduccién que hemos visto en la figura 2.1, el Ibro procede a introducir las
fracciones equivalentes, tal y como puede verse en la figura 2.3. La tecnologia que se usa

Fracciones en 1° de ESO



2.3. Estado actual de la ensefianza 9

Para ir entrando en materia, reflexiona con lo que ya sabes'y resuelve el siguiente problema.
Marisa ha pintado cinco de los diez palos de la valla. Esto es, media valla. Ese trozo abarca

una longitud de 4,5 m.

b
10 de valla

0,5 de valla

0y
2

Marisa
deyalla

/

“@,5 metros

Mao ha pintado dos de los diez palos. Esto es, una quinta parte de la valla. Ese trozo abarca

una longitud de 1,80 m.

| 2
10 de valla .

0,2 de valla

Mao i

1
5 de valla

1,80 metros

Entre
losdos | 1

45m+1,80m=7?

Yademis...

Qué trozo de valla falta por pintar?
¢Cuénto mide ese tro7o?

¢Cuénto mide la valla completa?

Figura 2.2: Introduccién de las fracciones en el libro de Anaya

es visual, y a no del todo incorrecta (aunque un signo = entre ambos dibujos tal vez ayu-
darfa). No obstante, esta tecnologia se sustenta en el significado parte-todo de la fraccion,
y se observa cierta desconexion entre la tecnologia y la técnica. Aunque el uso del decimal
para justificar que dos fracciones son equivalentes cuando su valor numérico es el mismo es
correcta, introducir también los decimales puede ser bastante limitante a la hora de seguir
con un trabajo de fracciones, quedando fuera algunos significados, como el de razén o el de
operador. Ademds, se plantea como técnica util la regla de los productos cruzados en lugar
de la de dividir o multiplicar el numerador y denominador de la fraccion por el mismo nime-
ro.en mi opinidn, esta segunda técnica es la que deberia institucionalizarse como la técnica a
emplear, quedando la regla de los productos cruzados como algo anecdético. En general, la
técnica de multiplicar o dividir ambos términos de la fraccion arroja algo més de luz sobre
la idea de fraccion equivalente, genera menos numeros grandes y va a hacer que, tras algo
de préctica, los alumnos sean capaces de identificar fracciones equivalentes a golpe de vis-
ta, lo cual propiciard que sean capaces de simplificar en pasos intermedios. Ademads, puede
también favorecer la construccién de estrategias de calculo para efectuar divisiones y mul-
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10 Capitulo 2. Estudio Previo

| 1. FRACCIONES EQUIVALENTES

M Fracciones que representan lo mismo

2 partes de 5 6 partes de 15

2 . 6
estan coloreadas: 3 estan coloreadas: I

B

15 representan la misma parte de la figura.

: 2
Las fracciones = y

. 2 6
Son fracciones equivalentes: 5 15

M Cémo averiguar si dos fracciones son equivalentes

— Dividiendo los términos de cada fraccién:
6 _ .. 2_6
15 ' 515
— Calculando los siguientes productos:
26 [2-15=30] 2_6
EE [5'6=30} 515

En la practica, para averiguar si dos fracciones son equivalentes se pro-

# cede asi:

L. se multiplica el numerador de cada una por el denominador de la
otra.

. < Silos productos obtenidos son iguales, las fracciones son equivalentes.

F e T e S T S D e e e s e e S e S S e R e s g e
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Figura 2.3: Fracciones equivalentes en el libro de SM

tiplicaciones. No obstante, la nocién de fracciéon como cociente indicado ya deberia haber
sido introducida para disponer de un marco tecnoldgico 6ptimo que nos permita arrojar toda
la luz posible acerca de esta técnica. Tras esta exposicion aparecen un par de ejercicios y es
entonces cuando el libro dedica una pagina a los distintos modos de escribir una fraccion,
presentando la técnica de multiplicar y dividir numerador, como puede observarse en la figu-
ra 2.4. Se introducen en un margen los nimeros mixtos, lo cual era correccto y necesario. No
obstante, esta pagina podria estar unificada con la anterior, lo cual ademds aportaria algo de
consistencia y una mayor interrelacién entre ambos conceptos.

Tal vez deberia hablarse algo mas aqui de la simplificacion de fracciones, que deberia ser
introducida lo antes posible, con el fin de comenzar a incidir en que es necesario presentar la
solucién de un problema lo mds simplificado posible (en general).

Una vez tratada la equivlenciade fracciones, se entra en la parte de reduccién de fraccio-
nes a comun denominador, como puede verse en la figura 2.5.

Tanto la técnica como la tecnologia son a mi juicio las apropiadas para tratar este con-
cepto. No obstante, conviene recordar que se trata de una técnica que se va a usar de forma
pasajera, y que la técnica a tratar es la siguiente, cuya ensefianza podria plantearse de forma
que los alumnos la obtengan de forma auténoma. Aparece a continuacién en el libro.

Fracciones en 1° de ESO



2.3. Estado actual de la ensefianza 11

— Observa las partes coloreadas y las fracciones que la representan:

|
IN[N}
I
olw
[l

1
2

Las fracciones % y 3

. . 1 .
6 son fracciones ampliadas de > y equivalentes a ella.

— Observa:

N

|
oo

1
slw

o

La parte coloreada de la figura es
f.2,.2.2 .1 Las fracciones b y 4 son fracciones reducidas de 4 y equivalentes a ella
2 2 z 2 3 874 16' '

=3+

12 12:2 6 12:4 3

il
2 LI L5 A A bils S

16 16:2 8 16:4 4
R ]

o i3 : e ;
I:[:‘ ':l:l La fraccién 7 especial. No se puede reducir més porque 3 y 4 no tienen

divisores comunes; son primos entre si. La fraccién 2 es irreducible.

L7
La fraccin 5 es igual a un T T T

entero més una fraccion. Para = Se pueden obtener fracciones equivalentes a una fraccién:
obtenerlos se procede asf: o L. ) ,

* Multiplicando sus términos por el mismo nimero.
+ Dividiendo sus términos por el mismo namero.

Si los términos de una fracciéon son primos entre si, la fraccion es irre-
ducible.

7:2:3,resto1~>3+%

llamar nGmeros mixtos.

Se llaman «mixtos» porque son
suma de ndmeros «distintos»:
un entero y una fraccion.

Dan una buena idea de lo
grande que es la fraccion.

H
Este tipo de nimeros se suelen ]
"

Figura 2.4: Obtencion de fracciones equivalentes en el libro de SM

Ya se aprecia en la figura 2.6 que, de nuevo en el libro se expone una técnica de reducciién
a minimo comun denominador correcta, aunque sin tecnologia. La tecnologia en este caso
es casi inmediata, de hecho la idea podria surgir durante la exposicion del método de forma
espontdnea, y es casi seguro que surgird si la actuacion del profesor encamina la clase hacia
dicho resultado. En cuanto a la propia técnica, aunque correcta, es quizds mas algoritmica de
lo que deberia. Dicha técnica podria resumirse en hallar el m.c.m. de los denominadores y
resolver un “’problema” de encontrar una fraccion equivalente a la dada cuyo denominador
sea otro nimero dado. Ensefar asi esta técnica también lograra resultados de aprendizaje més
duraderos.

El siguiente problema que se aborda es el de comparacion de fracciones, cuyo desarrollo
puede observarse en la figura 2.7.

Se trata de una técnica puramente algoritmica, con una tecnologia gréifica basada de nue-
vo en el significado de parte-todo. No obstante, falta la tecnologia grifica precisamente en
la menos obvia de las técnicas, dodnde si que podria facilitar la comprensiéon de por qué
reducimos a comun denominador. Tal vez seria interesante trabajar un poco el sentido numé-
rico en esta parte, pero el libro no entra en ello, dejando a merced del docente este trabajo.
No tiene mucho sentido comparar fracciones que claramente se pueden comparar por simple
inspeccion. Tal vez una alternativa seria dejar como tarea algin ejercicio de comparacion
entre fracciones muy dispares, para que los alumnos desarrollen alguna estrategia numérica

Autor: Fernando Ruiz Laguna



12 Capitulo 2. Estudio Previo

1 3. REDUCCION DE FRACCIONES A COMUN DENOMINADOR

® Reduccion de dos fracciones a comin denominador

, ; ; 32
Observa cémo se pueden obtener dos fracciones equivalentes a Vs pero con
igual denominador.

3 35 15
4745 20
2 _2-4_ 8
5 5.4 20
Se han multiplicado los dos términos de cada fraccion por el denominador de la

otra.
El denominador comén 20 es multiplo de los denominadores 4 y 5.

B Reduccion de tres o mas fracciones a comln denominador

Observa como se reducen a comun denominador%, Z y %
1 1-(6-4) _ 24
37364 72
5 534 60
6 60364 72
3 3-(3:6) _54
47236 72

Se han multiplicado los dos términos de cada fraccién por el producto de los
denominadores de las otras dos fracciones.

El denominador comtn 72 es multiplo de los denominadores 3, 6 y 4.

g Rt o e e R R e S e
“ Para reducir fracciones a comun denominador:
+ Se pone como denominador el producto de los denominadores.

f « Se multiplica cada numerador por todos los denominadores menos
por el suyo.

Figura 2.5: Reduccion a comun denominador en el libro de SM

El denominador comtin es multiplo de todos los denominadores.
Si se eiigg el menor de los multiplos (mfnimo comun multiplo: m.c.m.) se obtie-
nen fracciones mas sencillas.

. .7 5
Por ejemplo, para reducir FARTRA 3 a minimo comun denominador se procede
asi:
1.° Se calcula el minimo comdn mdltiplo de los denominadores:
8=2%12=22-3;3 =3, m.cm. (8,12,3)=2*-3=8-3 =24
2.° Se divide el m.c.m. por cada denominador:

3% Se multiplican los términos de cada fraccién por 3, 2 y 8, como se indica a
continuacion:

r_rBl =z
8 8-[3] 24
5 _51[]_10
12 12-[2] 24
2_2:[8] _16
3 3-[8] 24

Figura 2.6: Reduccién a minimo comun denominador en el libro SM

Fracciones en 1° de ESO
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@ Con el mismo denominador

3
Comparamos 3 y

5
° R

; 5.3
En las figuras vemos que 3 *3 3

" Si dos fracciones tienen el mismo denominador, es mayor la que tiene
. mayor numerador.

o o ERETE T e e s e L S S s e ey e

B Con el mismo numerador

st 4
Comparam 5 y 7

. 4 4
En las figuras vemos que 3 >z

T~
' Si dos fracciones tienen el mismo numerador, es mayor la que tiene |
menor denominador. i

B Con numeradores y denominadores distintos

CmaramosE 4

omp 675

-~ i deamidor = 5. A2

educimos a comin denomina Or'6_30‘ 5~ 30
5 4

Como% > % entonces E B E

P e e e e e L e e

. Para comparar dos fracciones cualesquiera:
"+ Se reducen a comin denominador.

« « Es mayor la que tiene mayor numerador.

" e e R e s s S T T R R e s R e e g s e e S s gl

Figura 2.7: Técnicas de comparacion de fracciones en el libro de SM

personal. Cabe destacar que la comparacion de fracciones es un problema bastante acarreado
de la educacién primaria, por lo que habria que dedicarle algo de tiempo a evaluar.

Una vez trabajada la compracién de fracciones, la siguiente técnica en trabajarse es la
de suma de fracciones, desarrollada como puede observarse en la figura 2.8. La técnica es
la correcta; no obstante, se proporciona una tecnologia gréfica para justificar las sumas y
restas con el mismo denominador. Es posible que un alumno que se apoye en estas tecno-
logias pueda acabar sumando fracciones sumando numeradores y denominadores de forma
independiente. Ademds, de nuevo observamos que no aparece la tecnologia grafica en el caso
general, que es justamente donde los alumnos podrian necesitar de cierto apoyo grafico para
comprender el proceso.De nuevo, aparece el ssignificado de la fraccién como parte de un
todo, caundo deberia considerarse trabajar con los significados de la fraccién como operador
o cociente indicado para tener un apropiado entorno tecnolégico. Para introducirlo desde el
significado de parte de la unidad se deberia contextualizar (acercidndonos al significado de
medida), para prevenir la aparicidn de errores de concepcion, y lograr que los alumnos le den
sentido a lo que estdn haciendo. También se nota cierta desconexién entre las tecnologias
gréficas y la técnica formal.

La siguiente técnica que se introduce es la de hallar el producto de dos fracciones, como
se aprecia en la figura 2.9. Las técnicas y tecnologias son las apropiadas. No obstante, seria

Autor: Fernando Ruiz Laguna



14 Capitulo 2. Estudio Previo

B Con el mismo denominador

Sumamos: Restamos:

oo|w
+
o=

T e e e e S R s e R e e s R e e e R e N S e e R

Para sumar o restar fracciones con el mismo denominador:
» Se suman o se restan los numeradores.
 Se pone el mismo denominador.

L R = s T o B B B B R e B e B S B B B i e R g B S B

L e

H Con distinto denominador

Para sumar o restar fracciones primero hay que reducirlas a comun denominador.

4 3 16 15 _ 31
Sumamos—+ = —

N e

420 20 20

Restamos: 7—2—2—1—E—£

8 3 24 24 24
4 T ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ F F N J O3S I § § O OB T LS TR T8 L B S B B B S e e e S B B B B B E
¢« Para sumar o restar fracciones con distinto denominador: i
|« Se reducen a comun denominador. j
. . f
# « Se suman o se restan las fracciones obtenidas. |
- |

R e R R e e T e e e e e e A AT e R s R M T g

Figura 2.8: Suma y resta de fracciones en el libro de SM

® Producto de una fraccion por un nimero entero

2
I\/Iultlpllcamos —= PBE 3L

1“4yl

‘lllllllIllI-IllllIlllllll.lll.lllllllllllﬂ
. Para multiplicar una fraccion por un nimero entero: :
'« Se multiplica el numerador por el numero entero. j
4 « Se pone el mismo denominador. |

B T S H T T T T O e i B e B A R e B e e e e

M Producto de dos fracciones

3 ; 2 .,
Coloreamos 2 de una cartulina, y de esta parte recortamos = ¢Qué parte de la

cartulina hemos recortado?

Coloreamos
JE

Cartulina

6 )
Hemos recortado %0 de la cartulina.

L e DR e e P S e S e s S s S S S R e e

El producto de dos fracciones es una fraccion cuyo:
« Numerador es el producto de los numeradores.
« Denominador es el producto de los denominadores.

R g T T e R N T e S N e e e R g e D R

B ]

e

Figura 2.9: Producto de fracciones en el libro de SM

Fracciones en 1° de ESO
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Observa los siguientes pares de fracciones:
23 Zu,4 1.8
3V20 2Y7 5797

En cada par, los términos de las fracciones estan intercambiados. Se dice que
una fraccién es inversa de la otra.

Calculamos el producto de cada par de fracciones:

2.3_23_6 _,
3 2 32 &6
7.4 _7:4_28_,
4 7 4.7 28
1.5_15_>5 _,
5 1 5-1 5

Dos fracciones son inversas cuando su producto es igual a la unidad.

Figura 2.10: Fracciones inversas en el libro de SM

todavia mejor si justificdsemos esta técnica desde el significado de fraccion como operador.
También habria que tratar de buscar simplificar en los pasos intermedios.

Antes de introducir la técnica de division, es necesario introducir el concepto de fraccién
inversa, tal y como puede verse en la figura 2.10. La tecnologia es exactamente la que de-
beria ser. No obstante, seria también interesante proporcionar la técnica de hallar la fraccion
inversa de una dada permutando numerador y denominador. No obstante, dado que en 1° de
ESO atin no se tiene ningln conocimiento sobre conjuntos numéricos introducir propiedades
mads generales, como la existencia de inverso queda muy fuera de lugar.

Con la técnica de hallar la fraccion inversa ya estudiada, el libro proceda a introducir la
tltima técnica que se trata en este tema, que es la division de fracciones. esta técnica se aborda
directamente desde una perspectiva formal, usando una tecnologia basada en un planteamien-
to algebraico. Es casi imposible que un alumno entienda qué tecnologia se esta utilizando al
abordar asf la division de fracciones, cambiando ademads la forma de razonar y el significado
de la fraccidn justo antes de introducir un concepto dificil de entender. Ademés, como técnica
auxiliar se introduce la llamada regla de los productos cruzados". Esta técnica suele inducir
muchos errores, y ademds dificultard el uso de estrategias de cdlculo més adelante. El libro
podria haber usado el significado de la fraccién como operador de forma previa, logrando asi
cierto apoyo tecnoldgico para introducir la técnica de division tal y como la introduce.

Vamos a ver también que problemas se proponen en el libro.

Puede verse en la figura 2.12, que para resolver problemas se plantea un método estruc-
turado. Estructurar de tal forma la resolucién de problemas puede o no puede ser una buena
idea. En cuanto al uso del objeto, puede observarse que en el problema ya aparece el uso
de la fracciéon como un operador. Intoducirlo de forma tan brusca puede no ser 1o mas ade-
cuado. Ademds, no se ha explicado antes tal uso y, por lo general, muchos alumnos no se
atreven a “correr riesgos’. No obstante, esto puede aprovecharse para introducir dicho signi-
ficado. Falta tal vez la idea de reducir a un problema mads sencillo, ademds de efectuar tanteos.

Autor: Fernando Ruiz Laguna



16 Capitulo 2. Estudio Previo

® Multiplicacién y division equivalentes
;Qué numero multiplicado por 8 da 24?
-8 = 24 es equivalente a =24:8

El ndmero es 3 (24 : 8).

. - 2 3
(Qué fraccion multiplicada por 3 da ﬁ?

Bl 2_3 2l 3

. 2
= - = =-—- esequivalentea = = - T

B 5 1 REEE

m Cociente de dos fracciones

; 3 .2
i Cué =_-.5
(Cudl es el cociente TR

B

(;

.
—

No

Ni;

FE FE EE

Utilizar los productos
«cruzados»:

_ Para hallar el cociente de dos fracciones se multiplica la primera por |
. la fraccion inversa de la segunda. | &2 B 15

I — p———— e — v I a% 12 22

Figura 2.11: Division de fracciones en el libro de SM

Como podemos ver en la figura 2.13, al final del tema aparecen una serie de problemas,
mas ideados como complemento y aplicacion que como hilo conductor de la ensefianza. Los
cuatro primeros problemas son mds problemas que abordan la fraccién como parte de la uni-
dad, y que simplemente se limitan a proporcionar un contexto al objeto en cuestién. En el
ejercicio 34 se vislumbra la idea la idea de fraccion como operador, de forma muy fluida
desde los anteriores problemas. Los tres siguientes problemas siguen siendo problemas que
van ahondando en la fracciéon como operador. En dos de ellos, el 36 y el 37 se establece el
uso del producto de fracciones para componer dichos operadores. En los diversos problemas
si que se observa que van apareciendo fracciones de una cantidad, conocida o desconocida,
como solucién a las preguntas que el problema plantea. Los tres tltimos problemas son muy
similares al que aparece resuelto como ejemplo de resolucidon de problemas (figura 2.12). En
general, éstos requieren de usar sucesivamente una fraccién como reparto multiplicada por
otra como operador. En cuanto a la naturaleza de los problemas, se tratan problemas de partes
de un todo, de repartos y de fracciones de una medida.

Los resultados de aprendizaje que tendria un alumno con esta propuesta si bien son sufi-
cientes, no resultan todo lo 6ptimos que deberian. Aparecen algunas carencias que deberian
ser consideradas por el profesor encargado de impartir estos contenidos. Muchas de ellas se
han mencionado a lo largo del anélisis, pero se produce alguna mds. Para comenzar, no se
hacen casi referencias a los nimeros enteros, por que seria muy posible que nuestros alum-
nos adquirieran una concepcion erronea, en la que los nimeros enteros son un conjuntos
separado e independiente de los racionales. Asi, no solo se adquiere una idea incorrecta del
funcionamiento de los nimeros, sino que ademds los alumnos pierden la opcidn de resolver
un problema convirtiendo un entero en un racional. Ademads, no se trabaja la fraccién como
cociente indicado, trabajo que seria necesario de cara al trabajo posterior en algebra, en la

Fracciones en 1° de ESO
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————EEEe—————————
« Para resolver un problema: |
| — Hacer tanteos para comprenderlo mejor y encontrar una idea. ]
. Utilizar fracciones. Hacer célculos necesarios. Comprobar los resultados. |

PROBLEMA B ) ) )
A los ganadores de una competicion se les premia regaléndoles discos:

« Al primero le regalan la mitad de los discos.
« Al segundo, la mitad que al primero.

« Al tercero, la mitad que al segundo.

« Al cuarto, los 12 discos que quedan.

« ¢Cuéntos discos se han regalado?

——)  Tantear
Supongamos que se regalan 36 discos en total:
« Al primero le tocarian 18.
« Al segundo le tocarian 9.
« Al tercero le tocarian la mitad de 9. iEsto no es posible!

Una idea: el tercero recibe «la mitad de la mitad de la mitad».
Luego el nimero de discos tiene que ser multiplo de 8.

—f)  tilizar fracciones
Indicamos con el total de discos:

« El primero recibe la mitad: )

. . 1 ? ?
« El segundo recibe la mitad que el primero: 5 de =
- ; 1 ? ?
« El tercero recibe la «mitad que el segundo»: 3 de =

Entre los tres primeros reciben:

O,.0,0_4@+2 B+0_
2 4 8 8

=

; 1
El cuarto recibe: 3

—)  Hacer calculos

. . . 1 1
Como el cuarto recibe 12 discos, se tiene: 3 . =12 =12: 3 =96
El ndmero de discos regalados es 96.
@ Comprobar el resultado
24
. . 96 iher £F

El primero recibe: o= 48 El tercero recibe: 7= 12

.48 El cuarto recibe: 12
El segunda: reclhesiy= =24 Total de discos: 48 + 24 + 12 + 12 = 96

Figura 2.12: Problema resuelto en el libro de SM

que si es necesario este concepto de fraccion.

De todas formas, una buena actuacion docente puede compensar estas pequefias caren-
cias. Ademads, en general los alumnos suelen aplicar los distintos significados de la fraccion
indistintamente, sin plantearse ciertas cuestiones de fondo. En cuanto a la division, la ausen-
cia de problemas en los que se aplique puede dificultar la comprension, ademds de resultar
algo desmotivante para los alumnos. Tal vez, dado que ha usado problemas en los que se
usaba la fraccion como un operador, se podria plantear algiin problema en el que se use la
division de fracciones en el sentido de aplicar el operador inverso.

2.3.2. Editorial Anaya, Colera, Gaztelu y Gracia

Veamos otra propuesta, se trata del libro de texto que propone la editorial Anaya (Colera,
Gaztelu y Gracia, 2001) , cuya introduccion puede verse en la figura 2.2. Tras la introduc-
cién se abordan los niimeros decimales, entre ellos la equivalencia entre nimeros decimales
y fracciones, las propiedades de orden y densidad de los decimales, ademads de sus operacio-
nes. Una vez tratados los nimeros decimales, se procede a trabajar las fracciones.

Autor: Fernando Ruiz Laguna
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ﬁ-o PROBLEMAS

3 36 En un quiosco se han vendido a lo largo de la ma-
30 Los> delos boligrafos que hay en clase son azules, a 9
s » fiana los — de un lote de periddicos. Por la tarde se
y el resto, de otros colores. ;Qué fraccion represen- 3

tan estos dltimos respecto al total de boligrafos? han vendido la mitad de los que han quedado.
a) ¢Qué fraccion del total de periédicos representan
31 1a baraja espafiola tiene 40 cartas, de las cuales los vendidos por la tarde?

4 son sotas, 4 son caballos y 4 son reyes. b) Si no se han vendido 20 periédicos, ;cuantos
habia al empezar la venta?

a) ;Qué fraccion representan las sotas? ;Y los ca-
ballos? ;Y los reyes?

b) ;Qué fraccion representan el total de esas figu-
ras?

32 ® juego del dominé tiene 28 fichas, de las cuales
7 son dobles. ;Qué fraccion de las fichas represen-
tan las dobles? Escribela en forma de fraccion irre-
ducible.

ooblooo
(000|000

®
®
[ ® | i
—— i 2
ol - ] ! 37 Un recipiente esta lleno de agua hasta los E de su
o. capacidad. Se saca la mitad del agua que contiene.
®

a) ;Qué fraccion de la capacidad del recipiente se
ha sacado?
b) Si la capacidad del recipiente es de 80 litros,

;cud lit edan en el mismo?
33 Enla clase de Raquel hay 30 alumnos. Doce van al geuantos litros qu

colegio en autobis, diez en metro y los demas ha-

cen.el viafe:caniniando. 38 A una persona que le preguntan cuanto pesa, res-
a) ;Qué fraccién de los alumnos de la clase repre- po[}de asi: «La mitad de la cuarta parte de IIE’I peso
sentan los alumnos de cada grupo? Escribelas en es igual a 10 kg». ;Cudnto pesa esa persona?

forma irreducible.
b) ;Qué fraccién representan los que van andando? 2
39 Un sexto de los 3 de la estatura de Alicia es igual

34 En una clase hay 30 estudiantes, de los cuales los 217 cm. ¢Cudl es su estatura?

3
2 : i ?
5 son alumnas. ;Cuantas alumnas hay en esta clase? (Expresa el resultado en centimetros y en metros.)

;Y cuantos alumnos?

35 El oro blanco es una aleacién de oro y paladio. De 40 Una finca se4 divide en tres parcelas. La primera es
cada 100 partes, 90 son de oro puro y 10 de pala- igual a los 5 de la superficie de la finca y la se-
do. gunda es igual a la mitad de la primera.

a) Escribe tres fracciones equivalentes que repre- .
senten la cantidad de oro puro que hay en el a) ;Qué fraccién de la finca representa la tercera
oro blanco. parcela? i
b) Si una joya de oro blanco pesa 20 gramos, b) Si la extension de la finca es de 14000 m?, ;cual
;cuantos gramos de oro puro contiene? es la superficie de cada parcela?

Figura 2.13: Problemas de fracciones en el libro de SM

Como puede contemplarse en la figura 2.14, lo primero que se explica son los tres signi-
ficados de la fraccion. Como parte de la unidad, como cociente indicado y como operador.
Habria que plantearse si introducir los significados de la fraccion de forma explicita ayuda
a la comprension o la dificulta. Lo que si es claro es que deberia realizarse un cierto trabajo
que permita al alumno interiorizar los distintos significados de la fraccién. De todas formas
se proporciona un ejemplo contextualizado que ayuda a la comprension. Ademads, se intro-
duce también una fraccion mayor que la unidad, en el significado de particion. Esto puede
ayudar a desterrar de primeras la idea que podrian tener los alumnos de que una fraccién debe
ser siempre menor que 1. No obstante, hablar de fracciones mayores que 1 con el significado
de parte de la unidad no tiene mucho sentido, y la interpretacion correcta desde ese punto de
vissta es %, en lugar de % Tampoco es buena idea convertir las fracciones a decimales, ya
que la mayoria de los alumnos, dado que se aclaran mejor con decimales, pueden caer en la
tentacion de convertir de forma inmediata cualquier fraccion que les aparezca en un ndmero
decimal, lo que a la larga podria generar dificultades anadidas (como en un tema de algebra,
al ser necesario plantear una fraccién como %).

Fracciones en 1° de ESO
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105 TRES SIGNIFICADOS DE UNA FRAGCION

Podemos contemplar una fraccién desde tres puntos de vista diferentes:

1. Una fraccién es una parte de la unidad.

Un todo se toma como unidad. La fraccién expresa un valor en relacién a ese todo.
Por ejemplo, si consideramos el deposito como unidad:

-

3 b} Aqui hay
|« Aquihay —*

—g— de unidz;.’d.

% de unidad.
5

2. Una fraccion es el cociente indicado de dos niimeros.

Observa cémo el valor de la fraccién se puede expresar también con un nimero decimal.

Aqui hay cuatz‘oh }_) 2 4 v 0/9
décimas de deposito

Podriamos haber llegado a la misma conclusion }K g 9.5-0 4\{ 2,
dividiendo el numerador entre el denominador. J \ 5 ' ’

3. Una fraccién es un operador.

Una fraccién es un niimero que opera a una cantidad y la transforma. Supongamos, por
ejemplo; que-el.deposito tiene una capacidad de 20 litros.
7

\ 9 % de 20 =4
< Aqui hay 5 de 20 litros
& L2 5 de20=38

% de 20 litros — %ﬁ = 8 litros

+ ' Para transformar una fraccion en un ndmero decimal se divide el numerador entre el denominador.

% o Para caleular la fraccién de un nomero se multiplica el némero por el numerador y se divide por el de-
nominador.

Figura 2.14: Significados de la fraccion en el libro de Anaya

Tras ello, se abordan las fracciones equivalentes, de la forma que aparece en la figura
2.15. Se da una definicién, acompafiada de una ayuda gréfica, y se plantea la técnica de ob-
tener fracciones equivalentes multiplicando o dividiendo. Por ultimo, se vuelve a aludir a la
regla de los productos cruzados. En ambos casos las tecnologias son mds bien de verificar
que existe verosimilitud con lo que ya se tenia. Tal y como sucedia en el libro de SM, se
muestra la técnica de productos cruzados. Aunque puede ser ttil para dlgebra, en mi opinién
esta técnica no deberia ensefiarse en el tema de fracciones, dado que su aportacion es casi
nula.

El libro no presenta una técnica especifica de reduccién a comin denominador, y pasa
directamente a las técnicas de compaacion de fracciones, que pueden verse en la figura 2.16.
Se presentan los criterios de comparacion entre fracciones con el mismo denominador. Se
incluyen fracciones con numerador negativo, que aunque no se den a estos niveles pueden
incluirse. Para abordar las fracciones con distinto denominador se ofrecen dos técnicas. La
segunda que se presenta es la técnica tradicional de convertir a comin denominador, cuya
tecnologia es inmediata desde la comparacion de fracciones con numerador similar. La otra
técnica que se ofrece es la de transformar en nimeros decimales. Por un lado esta técni-
ca es util en lo referente a que nos permite trabajar el sentido numérico. No obstante, al
trabajar simultdneamente decimales y fracciones se corre el riesgo de que los alumnos con-
viertan cualquier fraccién en un numero decimal. De nuevo, dado que nuestro objetivo es
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FRACCIONES EQUIVALENTES

Llamamos fracciones equivalentes a las que tienen el mismo valor numérico.
Tomemos como ejemplo las fracciones 3/4, 6/8 y 9/12.

N
4 8 12

Estas fracciones son equivalentes porque expresan la misma porcién de la unidad, esto
es, tienen el mismo valor numérico:

3 _g.4- b _6.8- D g
—=8:4=075 g =6:8=075 13 =9:12=075

COMO OBTENER FRACCIONES EQUIVALENTES A UNA DADA

Volviendo a los ejemplos anteriores observa que:

Esto nos lleva a descubrir una propiedad que debes recordar, ya que tiene muchas apli-
caciones en el célculo con ntiimeros fraccionarios.

Pr&piedud fundamental de las fracciones

Si se multiplican (o dividen) los dos términos de una fraccién por el mismo ndmero, se obtiene una frac-
cién equivalente a la primitiva. Es decir, el valor de la fraccién no varia.

RELACION ENTRE L0S TERMINOS DE DOS FRACCIONES EQUIVALENTES

Observa:
3 5 | 382 3 9| 812=36
48 | g.4- 4 12) 9.4-36

Esta relacién se da siempre entre términos de dos fracciones equivalentes y la generaliza-
mos asi:

<> a-d=b-c

i fe

il
b

Figura 2.15: Fracciones equivalentes en el libro de Anaya

que los alumnos trabajen con fracciones, deberiamos mantenernos alejados de la representa-
cion decimal, en tanto no resulte especialmente clarificadora. Tal vez un trabajo de sentido
numérico mds general seria algo mds recomendable, ordenando primero las fracciones via
sentido numérico y usando el criterio de comtn denominador para comparar las que sean
similares. También deberia incluirse la comparacion entre fracciones con igual numerador
y distinto denominador. Aunque dicha técnica no sea excesivamente Uutil, si que ahonda en
la comprension de las fracciones y el sentido numérico. Aparece también una fraccion en la
que el numerador es un nimero negativo, lo cual no es justificable mediante ninguno de los
significados de una fraccion que se han introducido hasta ahora.

Tras establecer las técnicas de comparacion de fracciones, se procede a introducir las
operaciones con fracciones, comenzando por la suma, tal y como puede verse en la figura
2.17. Se presenta primero la técnica de suma/resta de fracciones con el mismo denominador,
y después se ensefla a sumar/restar reduciendo a comun denominador. Las tecnologias se dan
por ya conocidas u obvias. Ademads, se puede ver en el ejemplo que la técnica a aplicar para
reducir a comiin denominador es la de reduccién a minimo comin denominador.

Fracciones en 1° de ESO
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Cuando varias fracciones tienen el mismo denominador, compararlas no ofrece ninguna
dificultad.
Por ejemplo:
i _1_ __3 i _ L > i > L > i
9 9 9 9 9 9 9 9
Sin embargo, cuando el denominador es diferente, la comparacién no resulta tan simple.
; 3 3 5 2
Supongamos que queremos ordenar las fracciones et Z 5
Para conseguirlo podemos seguir dos caminos:
1, TRANSFORMAR LAS FRACCIONES EN NUMEROS DECIMALES
. 3 _3:2- 5 _5:6-083" —2-2:3-08
T=3:4:O,75 773.271,5 6—5.6~O,83 3 : ,

. .03 5 3 2
Ahora es evidente que: 5~ > &= > 3

2, REDUCIR LAS FRACEIONES A COMUN DINOMINADOR

Sustituyamos cada fraccion por otra equivalente, de forma que todas tengan el mismo
denominador. Conseguido esto, podremos ordenarlas.

3 3 5 9 Elegimos 12 como denominador comin (es un
5 o i 5 multiplo de 4, 2,6y 3).

N ‘l' -4 ‘L Multiplicamos los dos miembros de cada frac-
3-3 3-6 5-2 2-4 cién por el mismo nimero, el adecuado en ca-
443 2.6 6-2 3-4 da caso, para obtener 12 en el denominador.

L ! L L ‘

9 18 10 8 Cada fraccion tiene el mismo valor que su pri-
12 12 12 12 mitiva. Todas tienen el mismo denominador.

Ahora ya podemos ordenarlas:

B 109 8
97 127120 12

oy 2.5 ,3 .2
o lo que es igual: 5 >% > 3

Figura 2.16: Comparacion de fracciones en el libro de Anaya

La siguiente técnica que se trabaja es la del producto de fracciones, acompafiada de una
tecnologia grafica, como puede verse en la figura 2.18. La técnica es la estandar y tampoco
se habla de simplificar antes de operar para reducir el tampaino de los niimeros que aparecen.

Tras ello se expone brevemente el concepto de fraccion inversa, también en la figura 2.18.
La definicién de inversa (el producto es la unidad) es la correcta. Se sigue inmediatamente la
técnica de permutar numerador y denominador. También se apunta que el O no tiene inverso,
aunque no se hace referencia explicita a los niimeros enteros.

La ultima técnica planteada es la del cociente de fracciones, que puede verse en la figura
2.19. Se comienza con la observacion de que dividir dos nimeros da el mismo resultado que
la fraccion que representa dicho cociente indicado, reforzando esta representacion de frac-
cion. tras ello aplica lo mismo cuando el dividendo es una fraccién. En ambos casos se apoya
en graficos y en tecnologias de comprobacién de que efectivamente, se obtienen los mismos
resultados. Por dltimo exone la técnica de dividir una fraccion entre otra reduciéndolo a mul-

Autor: Fernando Ruiz Laguna



22 Capitulo 2. Estudio Previo

SUALA Y RESTA DE FRACCIONES

Recuerda que para sumar o restar fracciones de igual denominador, se suman o se res-
tan los numeradores, dejando el mismo denominador.
3+7 4 _ 3+47-4 _ 6 _ 2

9 9 9 9 9 3
Por tanto, para sumar o restar fracciones con denominadores distintos empezaremos

\

por reducirlas a comtn denominador.

" 2 _ 3 3 & + 2 _ [Si hay algtin namero entero, lo tratamos como
9 1 2 6 9 | una fraccién de denominador igual a uno.

3-18_3.9 5.3 2:2 %54 27 15 + 4 como denominador comun, mult-

¢ En este caso elegimos el niimero 1¢
1:18 59 68 %2 I 18 18 . 18 plo de todos los denominadores.

54-27-15+4 _ (54+4)-(27+15) _ 58-42 _ 16 8 {Operamoslos numeradores y
- 18 N 18 18 18

89 simplificamos el resultado.

s >
Para sumar o restar fracciones:
o Se reducen, primero, a comin denominador.
" e Si hay dlgon sumando entero, se.le trata como una fraccién de denominador uno.

© Todo lo que sabes sobre nimeros negativos puedes aplicarlo en el céleulo con fracciones.

Figura 2.17: Comparacion de fracciones en el libro de Anaya

tiplicar por la inversa. a mi juicio deberia para aqui, en lugar de afadir la técnica del producto
cruzado, que suele dar lugar a errores.

Los problemas que aparecen en este libro son muy similares a los del libro de SM. Cabe
destacar, no obstante, que si aparece algtin problema mds a lo largo de la explicacién del
tema, en lugar de quedar recluidos al final. Hay al final del tema un pequefio compendio de
problemas, que puede verse en la figura 2.20.

Los tipos de problemas son similares, se trabajan proporciones, repartos y algun porble-
ma que puede considerarse como division de una medida. Se trabaja bastante con la fraccién
enytendida como operador. No obstante, los problemas tampoco profundizan mucho y son
bastante genéricos. Es algo interesante el nimero 37, que obliga a concatenar repartos, ha-
ciendo que los alumnos entiendan mejor cuando en un reparto hay que sumar y cuando hay
que multiplicar.

En general, este libro aborda las fracciones desde otro enfoque, mu ligado a los nimeros
decimales. Hay muchas tecnologias que se consideran ya conocidas u obvias, por lo que una
buena actuacién doccente puede ser necesaria cuando exista algin problema de comprension.
También se trata de una propuesta de caracter expositivo, en la que los problemas aparecen
como actividades para asentar el conocimiento adquirido, en lugar de servir de motor para la
aparicion de éste. No obstante, hay que destacar que si aparecen nimeros enteros y fraccio-
nes mayores a la unidad. Aunque se comienz ensefiando las fracciones en un contexto real,
répidamente éste desaparece, pasando a trabajar el objeto de forma pura. Es muy posible
que muchos alumnos no terminen de darle sentido a las fracciones y entender lo que estdsn
haciendo con ellas.

Fracciones en 1° de ESO
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PRODUCTO DE FRACCIONES

Observa e interpreta los siguientes gréaficos:

i 1/5 { : ' |
s { .
"
175 { P W
1/5{ 1 I 1 |
O L s L.o3
Sy =% 45 2
La forma rapida de llegar a los mismos resultados, sin la ayuda de los graficos, seria:
PUDECIINE- S IP -1 VIR 3 1 313
"5 15 T 15 b 45 " 45 2

Para multiplicar fracciones

a-c « Semultiplican los numeradores.
= b-d « Semultiplican los denominadores.

FRACCIONES INVERSAS

” 5 _
Si tomamos una fraccién cualquiera (%, por ejemplo) existe otra (T) que multiplicada
por la primera nos da la unidad:
3

0o

-5 15

3.5 35 15
5 3 ~ 5-3 15
. 3 3 5 5
Diremos que —5~ esinversa de —g~ ¥ viceversa.
Las fracciones % y b son inversas. a b a b
a b8 9
b a b -a

Su producto es la unidad.

Observa que el tinico namero que no tiene inverso es €l cero.

. 0 1 . - s
El inverso de  seria -, queno tiene significado en matematicas.

Figura 2.18: Producto de fracciones y fracciones inversas en el libro de Anaya
COCIENTE DE FRACCIONES

Dividir dos niimeros,equivale a multiplicar el primero por el inverso del segundo.

Observa los siguientes ejemplos.

DIVISIGN DE DOS NMEROS ENTEROS

2
‘ 3
e B

Como ves, dividir entre 3 es lo mismo que multiplicar por %

DIVISION DE UNA FRACCION ENTRE UN ENTERO

2,
5
E ‘—» ‘
(SRS S .
o [
4 o4 L Wl
575 L (©
DIVIIGN DE DOS RACIONES ’
Actuando de la misma forma que en los casos anterio- .
res, para dividir dos fracciones multiplicaremos la pri- E: - Y a5 8. ..2 0 5
Y 4 5 20 10

mera por la inversa de la segunda.

Para dividir dos fracciones

Figura 2.19: Cociente de fracciones en el libro de Anaya
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32 Resuelve mentalmente y contesta las siguientes preguntas:

a) En una clase de 20 alumnos y alumnas, 2/5 son chicos. 3Cudntas son las chicas?

(y b) En una poblacién, el 20 % de las personas estd en el paro. 3Qué fraccién de la poblacion no tie-
ne frabajo?

c) Me he gastado, primero, la mitad de lo que llevaba y, después, la mitad de lo que me quedaba.
2Qué fraccién del fotal me he gastado?

d) Rafael tenia 500 P1a y se ha gastado 200. ;Qué fraccién le queda
de lo que tenia?

e) 3Qué fraccién de las bolas no son rojase
3Qué fraccién-de las bolas "no rojas" son amarillas?
Caleula: 3Cuénto es un tercio de los dos fercios de nueve?

3.3 En una clase hay 10 chicas y 14 chicos. 3Qué fraccién de la clase representan las chicas? 3Y los chicos?

34 Un agriculior riega, por la mafiana, 2/5 de un campo. Por la tarde riega el resto, que son 6000 mZ.
3Cudl es la superficie del campo?

35 Una familia, cuyos ingresos mensuales son de 300 000 pra, invierte las tres décimas partes de su

presupuesto en comida, un quinto en ropa, un décimo en ocio y un cuarto en ofros gastos. 3Cudnto
ahorra en un afio?

Un depésito, con una capacidad de 1 500 litros, esté lleno de agua.

Se sacan, primero, dos quintos de su contenido y, después, un tercio de lo que quedaba.
*5Qué fraccion de depésito se ha extraido?

b) 5Qué fraccion de depésito queda?

c) 3Cuantos litros se han extraido?

d) sCuantos litros quedan?

37 Un agricultor dice:
—Las heladas me estropearon 3/10 de la cosecha.
— La sequia me hizo perder otros 3/10.

—Y luego, una vez recogida, la inundacién me ha estropeado 4/1@ de lo que tenia en el almacén.

—Por lo tanto, (3/1%& 3/18+ 4/14 = 18/10), ne me queda nada.
Un amigo le contesta: ‘

—No exageres, has salvado casi la cuarta parte de la cosecha.
3Cuél de los dos tiene razén? Justifica la respuesta.

Figura 2.20: Problemas del libro de Anaya
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Capitulo 3

Propuesta

3.1. Consideraciones previas

Una de las primeras consideraciones que deberiamos llevar a cabo es como vamos a fun-
damentar la ensefianza de los nimeros fraccionarios. Las fracciones tienen multiples signifi-
cados, y puede interesarnos mds enfocar la enseflanza de los distintos objetos desde uno de los
significados de la fraccién o desde otro. No obstante, deberiamos usar el mismo significado
para introducir una técnica, y luego extrapolarla a los distintos significados de la fraccién que
valoremos sencillos de abordar, o que nos sirvan para arrojar algo mas de luz sobre la técnica.

El significado que mejor se adecua a introducir las distintas técnicas con una tecnologia
apropiada es el de fraccion entendida como resultado de una medida. Usaremos el resto de
significados descritos en la seccién 1.2 en los distintos problemas donde proceda.

En cuanto a la clasificacion en distintos campos de problemas, consideraremos como ca-
da campo de problemas los problemas que requieren de una determinada técnica matematica
para su resolucidn, en contraposicion a considerar una division basada en los distintos signifi-
cados de la fraccion. La razén para considerar esta division es que se adecua mejor a como se
va a distribuir la ensefianza a partir de este punto, y permitird una transicion hacia el estudio
de distintas propiedades de un objeto matematico de forma més abstracta, que se secuenciara
de esta forma.

En cuanto a los significados de la fraccién que trabajaremos, basdndonos en una clasifi-
cacion similar a la de Gairin y Muiioz (2005), estos seran:

= Medida: Consideraremos como problemas con significado de medida aquellos en los
que el objetivo es conocer la medida de una magnitud dada. En general se caracterizan
porque el resultado vendrd acompanado de una unidad de medida.

= Reparto: Los problemas con significado de reparto son aquellos en los que la tarea a
acometer consiste en repartir uno o varios objetos iguales de forma equitativa entre
varios receptores.

= Razoén: Son problemas en los que se haya un promedio de un objeto sobre otro. Podria-
mos diferenciarlos de los problemas de reparto en el sentido de que, en un problema de
reparto el resultado es exactamente lo que corresponde a cada uno de los individuos, y
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26 Capitulo 3. Propuesta

en los de razén lo que le corresponde a un inddividuo medio. También consideraremos
problemas de raz6n aquellos en los que el resultado debe ir acompaifiado de un cociene
de medidas.

= Parte-todo: Consideraremos que la fraccién adquiere un significado de parte-todo en
aquellos problemas en los que identifiquemos la unidad con un total. En estos proble-
mas no tiene sentido que aparezcan fracciones mayores que la unidad.

= Operador: Entenderemos que la fraccion adquiere un significado de operador en aque-
llos problemas en los que es necesaria aplicarla multiplicando a un objeto para llegar a
la solucidn, en el sentido de que primero dividiriamos el objeto en tantas partes como
indique el denominador y luego nos quedamos con tantas de éstas partes como nos
indqique el denominador.

= Cociente indicado: Consiste en entender la fracciéon como el resultado de una divisién
aun no realizada. Aunque en esta propuesta no se trabaja como tal, se considera que se
llevara un trabajo sobre este significado mas adelante, en dlgebra.

= Formal: En el que simplemente trabajamos con la fracién entendida como una fraccion.

3.2. Razon de ser

Dado que las fracciones y los nimeros decimales no son objetos que los alumnos no co-
nozcan, dado que se trabajan en primaria, no vamos a poder buscar un problema que fuerze
su aparicién por primera vez. No obstante, dado que uno de los campos de problemas que
vamos a tratar van a estar basados en medida, buscaremos algiin problema de razén de ser
que nos permita introducir las fracciones desde ese punto de vista. Asi, subdividir una medi-
da serd uno de los problemas desde los que partiremos, permitiéndonos ademas, desarrollar
los significados de la fraccion. También usaremos un poco de geometria muy bdsica (el area
de un rectdngulo, dado que nos permite aportar mejores tecnologias a ciertas técnicas)

Ademds, tal problema coincide con la razén de ser histérica de las fracciones, que co-
menzaron a usarse en el antiguo egipto para ganar precision en las medidas geométricas.

Problema 3.2.1. El padre de Andrés quiere medir una habitacion para saber si en él cabrd
un mueble que le gusta. Como no encuentra su cinta métrica, ha decidido medir la habita-
cion con una vara que tenia por casa 'y que despues puede medir en la tienda. Para medir el
largo, se tiene la siguiente situacion:

a)Primero quiere medir una de las paredes, y se encuentra con la situacion de la figura 3.1.
¢ Cuantas "varas” mide la pared?

b)Cuando quiere medir la siguiente pared, se encuentra con la situacion de la figura 2,
Jcuantas “varas” mide esta otra pared?

¢)Si tuviéramos una vara de longitud exactamente la mitad de la primera, ;cuantas "nuevas
varas” mediria la pared del apartado b)?

d);De qué formas sabes expresar el resultado obtenido?
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Figura 3.1: Apartado a)

Figura 3.2: Apartado b)

e)Hemos podido comprobar que 3 varas equivalen a 4 metros, ; cuanto mide una vara?; Cuanto
miden las paredes?

f)Si antes de colocar el mueble queremos pintar las paredes, y sabemos que con un bote de
pintura pintamos 2 metros, ;cuantos botes de pintura nos hardn falta?

g) ¢ Qué superficie (en metros cuadrados) tiene la habitacion?

La idea seria plantear este problema, y dejar que nuestros alumnos lo trabajen, quizas en
grupos de dos personas. De momento permitiremos que lo trabajen un poco y se comentaras
las ideas a las que los alumnos han llegado, haciendo incisos en las que sean interesantes. Los
apartados a), b) y c) serdn resueltos en el momento, el resto se quedardn pendientes, hacién-
dose referencia a ellos cuando queramos introducir las distintas técnicas que los resuelven.
También podemos usar este problema para comprobar que conocimientos previos tienen los
alumnos sobre este tema.

El apartado a) de este problema es bastante sencillo, y no presenta dificultad alguna. Po-
demos esperar que los alumnos respondan con un simple 3. El objetivo de este apartado es
proporcionar una primera pregunta facil, que los alumnos sepan resolver.

El apartado b) busca comenzar a introducir los racionales. La respuesta mds esperada es
“Dos varas y media”. Es posible que aparezca también la representacion decimal, 2,5. En-
lazando con esto tenemos el apartado c), cuya respuesta es 5, y nos permitira introducir la
idea de fraccién como division de la unidad, expresando esta longitud como % de vara. Nos
servird también para trabajar algo mds adelante la idea de distintas representaciones para un
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mismo nuimero.

El d) es el primer apartado que podemos esperar que suponga alguna dificultad para
nuestros alumnos. Su resolucidon seria tan sencilla como efectuar el producto. 3 - % =4y
% . % = % = %. En un curso algo superior incluirifamos también las unidades de medida,

pero, dado que atn no ha aparecido el dlgebra, no es recomendable hacer tal cosa.

El e) estd pensado para introducir la suma de racionales, asi, bastaria sumar 2 - %0 +2-4=

% + 23—4 = % para obtener el total de metros, y luego dividir % 2= % =.

Por dltimo, el apartado f) estd también pensado para introducir el producto de raciona-

les, desde un punto de vista mds geométrico, su resolucién seria tan sencilla como multilicar
4.10 _ 4

"3 T3
Otra opcidn seria mandar este problema para casa, y que los alumnos piensen como abor-
dar dichas preguntas, poniéndolo en comun en clase el dia siguiente.

3.3. Significados de la fraccion (Campo de problemas 1)

El primer concepto que aparece es el de la modelizacién de distintos problemas mediante
el uso de fracciones. En un principio se trata de mostrar a los alumnos las distintas situaciones
que se pueden modelizar con fracciones. Habria que considerar si explicitar los usos de la
fraccion con un problema resulta necesario para todos los modelos, aunque segin se valore
mads adelante, puede ser interesante introducir ciertos modelos menos inmediatos mediante
problemas especificos. El problema para introducir la necesidad de subdividir la medida ya
aparece como razon de ser.

Problema 3.3.1. Para ir a una excursion, Sandra ha cogido 8 cantimploras para 4 personas.

a) Suponiendo que cada a cada persona le corresponde la misma cantidad de agua, ;cudntas
cantimploras le corresponderd a cada persona?

b) Y si hubiese cogido 6 cantimploras para 4 personas, ;cdntas les corresponderian a cada
persona? Expresa el resultado como una fraccion.

c) Expresa la fraccion anterior en forma de niimero decimal.

Simplemente se trata de introducir el reparto. Dado que repartir suele ser andlogo a di-
vidir para nuestros alumnos, es claro que deberiamos introducir estos modelos para seguir
ahondando el la idea de que una fraccién es una division. Al efectuar el paso de la frac-
cion al ndmero decimal, también podriamos considerar que también se introduce la frac-
cién como un cociente indicado. De todas formas el significado de cociente indicado no se
trabajard de forma muy extensa, dado que es mds propio de otros temas, como por ejem-
plo el dlgebra. Podriamos ayudarnos de algtn applet de geogebra, como el que aparece en
https://www.geogebra.org/m/TzQfEY V9?doneurl= %2F.
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Problema 3.3.2. En una clase de 20 alumnos, 12 de estos alumnos son chicas. ; Qué fraccion
de la clase representan las chicas?

No usaremos casi ningin problema en el que la fraccién adquiera el significado de parte-
todo, dado que es el trabajo fundamental que se ha llevado a cabo en primaria. No obstante,
si que lo reccordaremos un poco en alguna situacion, dado que también los porcentajes se
basan en fracciones, queremos mantener este significado. Puede verse también el significado
de la fraccion como parte-todo usando un applet como el realizado por Jaime Andres Osorio
Rojo, que puede consultarse en https://www.geogebra.org/student/m1024755

Problema 3.3.3. En una clase de 30 alumnos se va a hacer una excursion, pero % de los
alumnos no pueden ir. ; Cudntos alumnos se quedardn sin ir a la excursion?

Aunque no hemos introducido formalmente una técnica de multiplicacién que permita
realizar el problema de forma correcta, es de esperar que los alumnos ya sepan acometer un
problema tan simple, y asi, introduciriamos también la idea de fraccién como operador.

Problema 3.3.4. En un bosque se estima que hay unos 20 arbustos de una determinada es-
pecie por cada 10 metros cuadrados.

a); Cudntos drbustos hay por metro cuadrado?

b) Queremos estudiar otra especie, que presenta unos 14 arbustos por cada 10 metros cua-
drados. ; Cudntos arbustos de esta nueva especie hay por metro cuadrado?

Es inmediato que se trata de un porblema de razones, que primero introduciria una razén
entera que casi puede verse como un reparto, y luego pasamos a buscar que aparezca una
unidad fraccionaria. En general, cuando aparezcan estos problemas podriamos buscar hacer
un cierto trabajo con unidades, o limitarnos a mencionarlo para que los alumnos se vayan
quedando con éste.

No abordaremos un uso formal en problemas, dado que en este nivel y casi al principio
del curso, trabajar con las matemadticas de forma abstracta puede no ser recomendable. Si que
usaremos cierto formalismo para hablar de técnicas generales, siempre habiendo presentado
antes los modelos que nos permitan asociar las teccnologias que aparecen con estrategias
para resolver el problema en un contexto.

Habria que mencionar también que un numero entero, por ejemplo 5, también puede
expresarse como una fraccion, simplemente poniendo un uno en el denominador, antes de

comenzar. Tal situacion se justifica desde casi todos los significados, por lo que tampoco es
necesario plantear un problema que responda a tal planteamiento.

3.4. Técnicas asociadas al concepto de fraccion

Dado que seguiremos un modelo de enseflanza basada en problemas, comenzaremos la
explicacion de cada técnica comenzara por plantear un problema que la requiera. Después,
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lo resolveremos usando la técnica y explicando de froma precisa como lo usaremos. Bus-
caremos aquel problema que nos otorgue un marco tecnolégico apropiado para explicar por
qué se aplica dicha técnica, con el fin de apoyarnos en el contexto para ayudar a los alumnos
a visualizar por qué se aplica dicha técnica. Plantearemos siempre algin ejercico similar al
problema usado para introducir la técnica o algin ejercicio de trabajo de la técnica. Valora-
remos un enfoque mas o menos participativo, en funcién del clima del aula.

3.4.1. Fracciones equivalentes (Campo de problemas 2)

El uso como tal de la fraccion no deberia plantear dificultades. No obstante, comenza-
remos a usar problemas para acostumbrar a los alumnos a usar fracciones para modelizar
problemas reales. Asi, el primer concepto a tratar deberia ser el fracciones equivalentes. Po-
driamos también usar un applet equivalente al realizado porel usuario agarcil8, que puede
consultarse en https://www.geogebra.org/student/m885997, aunque tal y como hemos enfo-
cado el tema tal vez habria que rehacerlo, dado que aparecen nimeros mixtos.

114

112

Problema 3.4.1. José se ha dado cuenta de que mide exactamente lo mismo que tres varas
de medio metro. No obstante, un amigo ha querido probar con varas de un cuarto de metro,
y ha comprobado que José mide exactamente seis de estas varas. ;Quién de las dos tiene
razon?; Es posible que las dos a la vez tengan razon?

Dejariamos a nuestros alumnos pensar un poco sobre el problema, y, tras un breve periodo
de reflexion, pasariamos a explicar, después de haber recopilado las ideas que hayan surgido
entre nuestro alumnado. Efectivamente, ambos tienen razén, dado que tenemos que % = %.
Podemos introducir asi el concepto de fraccion equivalente como resultado de una medida,
en el sentido de que para pasar de una fraccién equivalente a otra lo que se hace es tomar
una subdivision de la medida, y después tomar tantas de estas nuevas subunidades como
sean necesarias para llegar a tener el mismo resultado. Dicho de otra forma, dos fracciones
son equivalentes si son el resultado de medir objetos con la misma medida, pero tomando
diferentes subdivisiones de la unidad. Asi, en este ejemplo concreto, es lo mismo dividir la
unidad en dos partes y tomar tres de estas subunidades que dividir la unidad en cuatro partes

y tomar seis de estas subunidades.

Problema 3.4.2. Pablo ha ido a comprar caramelos con sus amigos. El y sus amigos han
comprado 4 regalices iguales a repartir entre los 6 amigos. Marina también ha ido a la
tienda con sus dos amigas y han comprado 2 regalices del mismo tipo para repartir entre
las tres. Antes de comerse ninguno, han descubierto que ambos tienen la misma cantidad de
regaliz. ;Se trata de una feliz coincidencia o sucede algo?
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Vemos aqui que las fracciones equivalentes mediante un problema de reparto, en el senti-
do de que dos fracciones son equivalentes cuando, en los repartos que describen, se tiene que
los participantes acaban recibiendo lo mismo. Asi, se tendria que a Pablo le corresponden %
de regaliz y a Marina ,% de regaliz. Podriamos valorar explicar a los alumnos que otra forma
de plantearlo podria ser considerar que lo que tenemos en realidad es que el reparto % se
puede partir en dos repartos idénticos de 2 regalices entre 3 personas, y que por la tanto a
cada participante le corresponderd lo mismo.

Problema 3.4.3. Dos familias mantienen una discusion acerca de cudl de las dos tiene mejo-
res manzanos. Los Sanchez tienen tres drboles, y afirman que, cuando es temporada recogen
20 manzanas al dia. Los Martinez tienen nueve drboles y, segiin ellos, cuando es tempora-
da recogen 60 manzanas al dia. El alcalde dice que ninguna de laas familias tiene drboles
mejores que la otra, ;en qué se basa para decir eso?

Asi, tenemos un problema de razones, y en este caso el suceso que se tiene es que % = %.

Con el significado de razén, dos fracciones son equivalentes cuando expresan la misma razon.
Procederemos pues a introducir ya la idea forma de operaciones equivalentes.

Para ello, indicariamos las tres fracciones equivalentes que han aparecido, y plantearia-
mos a nuestros alumnos si observan alguna relacion. Deberia surgir la idea de que en ambos
casos se multiplica numerador y denominador por el mismo nimero en una fraccién y se
obtiene la equivalente. Asi, tenemos ya la primera idea fundamental para obtener fracciones
equivalentes. Introducimos pues la técnica para hallar fracciones equivalentes, consistente en
multiplicar (o dividir) numerador y denominador por el mismo nimero.

Usariamos fracciones equivalentes a un entero (o a un decimal sencillo de calcular, si
consideramos que no va a crear problema alguno) para ilustrar el otro hecho fundamental.
Asi % es equivalente a 13—5 dado que 10-1,5=15y 2-1,5 = 10. Ahora podemos pedir que
calculen el valor de la fraccién (recordando también que una fraccién es un cociente indi-
cado). En ambos casos tenemos el mismo valor y podemos dar la definicién que resuelve el
problema inicial: dos fracciénes son equivalentes si su valor numérico es el mismo. Pode-
mos usar un apoyo tecnolégico basado en la divisién entera, con un argumento de que, dado
que la fraccién es un cociente indicado, y se tiene que al multiplicar el dividendo (nume-
rador) y el divisor (denominador) por el mismo nimero, el resultado no varia, por ejemplo
10:5=2=(10-4):(5-4) =40:20.

La técnica explicita para comprobar si 3 = 5 serd verificar si a : ¢ = b : d, dado que
muchas veces los nimeros que se obtienen al realizar dicha permutaciéon son mucho mas
sencillos. En el caso en el quee sea mas sencillo efectuar los cocientes a : by ¢ : d, se proce-
derd de ese otro modo, teniendo en cuenta que los alumnos han trabajado estas divisiones en
primaria. De considerar que ambos cocientes pueden ser excesivamente dificiles de calcular,
se recurrird a la regla del producto.

Veamos algunos ejercicios de trabajo de la técnica:

Ejercicio 3.4.4. Halla 3 fracciones equivalentes a cada una de las dadas:
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a)5 b)3 )2

Es un ejercicio sencillo, orientado a introducir a nuestros alumnos en la idea de fraccion
equivalente. No existe una solucidn Unica, pero es inmediato de corregir. Es posible que algtn
alumno de este nivel busque algun ejemplo extrafio y nos presente fracciones con nimeros
muy altos, pero aun asi resulta inmediato verificar si se tienen o no fracciones equivalentes.
En general la equivalencia de fracciones no plantea muchos problemas, aunque si que nos
interesa que nuestros alumnos identifiquen fraccidnes similares, por lo que también se pro-
pondrd algun ejercicio del siguiente tipo:

Ejercicio 3.4.5. Decir si los siguientes pares de fracciones son equivalentes:
2 . 4 3 .1 7. 15 32 ., 16
a)5¥ 1o b)i5¥ 3 )zyg d)§y3
Podemos ilustrar las tres técnicas que podriamos usar para hallar fracciones equivalentes.
No obstante, destacar que la segunda quedara un poco fuera, por tratarse de un posible “vi-
cio” que los alumnos podrian adquirir, y que les lastrard mas adelante. Para resolver a) basta
comprobar que 4 : 2 =2 = 10:5, y por lo tanto son fracciones equivalentes. Aplicando la
misma técnica de comprobacion se tiene que 3: 1 =3 £ 3.3 = 10: 3, lo que nos indica que
no se trata de fracciones equivalentes.

En cuanto a la técnica de hallar el valor decimal, aplicada a c) se tiene que 7: 4 = 1,75 #
1,875 =15:8, lo que implica que las fracciones no son equivalentes. Usando esto mismo
en d), se tiene que 32: 6 = 5.3 = 16: 3, por lo que ambas fracciones son equivalentes.

Antes de pasar a la siguiente técnica a trabajar, podria ser interesante plantear el siguiente
problema:

Problema 3.4.6. Completar las siguientes igualdades:

= 2 1
— 20 8~ 12 9 ~ 63

W
I
Wjco

El objetivo de este problema es que los alumnos comprendan coémo puede obtenerse una
fraccion equivalente a otra con un cierto denominador dado, de cara a que comprendan me-
jor la técnica de reduccion a comiin denominador (minimo comin denominador). Aunque
podria trabajarse como una técnica adicional, considero mas interesante resolver uno o dos
problemas de este tipo (uno para explicar los pasos seguidos y otro para que los alumnos
adquieran un poco mds de préctica).

En cuanto a su resolucion basta observar que, para obtener el denominador en, por ejem-
plo a) hay que multiplicar dicho denominador por 3, por lo que, si queremos obtener una
fraccidn equivalente, habrd que multiplicar el numerador por el mismo ndmero , y se tiene
% = % = %. El resto son iguales, aunque en el caso c¢) sea necesario multiplicar por 1,5.
Algun problema de este tipo se dejaria para que los alumnos lo pensasen en casa, para en
la siguiente sesién exponer la técnica: si queremos obtener una fraccién equivalente a  con
un denominador ¢, para hallar el numerador simplemente hay que obtener d =c : b y es-

coger a - d como numerador. Presentaremos esta técnica de forma mads traspuesta, mediante
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ejemplos. Aunque podriamos ensefiar esta técnica desde un principio, dejar que los alumnos
tengan ocasion de relexionar sobre ella deberia dar lugar a un aprendizaje allgo mds signifi-
cativo.

3.4.2. Simplificacion y fracciones equivalentes (Campo de problemas 3)

208

20 varas

118

10varas

104

Svaras

110

Problema 3.4.7. El coche de Isabel mide lo mismo que 20 varas de un octavo de metro cada
una. ; Podria medirlo usando otras varas mds largas, de forma que pueda seguier expresando
el resultado con un niimero entero de estas varas?

De nuevo dejariamos a nuestros alumnoss pensar algo mas antes Desde el marco de la
medida, simplificar es equivalente a deshacer las subdivisiones excesivas que hayamos po-
dido hacer. Por ejemplo, es claro que si tenemos un nimero par de varas, y hemos tomado
un ndmero par de subdivisiones de la unidad, tenemos, desde el punto de vista de fraccio-
nes equivalentes, que podriamos duplicar el tamafio de cada vara y medir el objeto usando
la mitad de varas. En este caso, 20 varas de un octavo cada una equivalen a 10 varas de un
cuarto cada una y a su vez esto equivale a 5 varas de medio metro cada una. Es claro que no
es posible seguir este proceso y llegar a un nimero entero de unidades, por lo que aparece
también asi el concepto de fraccidn irreducible.

Problema 3.4.8. Pedro ha hecho un viaje de 340 kilometros en 4 horas. ;Sabrias expresar
con una fraccion el niimero de kilometros por hora que ha hecho?

Es claro que se han recorridodo 33—0 kilémetros por hora, especialmente teniendo en cuan-

ta que tal idea es muy cotidiana, y los alumnos ya se habrdn enfrentado a ella en mas de una
ocasion. La idea fundamental cuando trabajamos con razones es ver que podemos ver tal si-
tuaciéon como una nueva razon, en este caso 340 km en 4 horas es equivalente a hacer 170 km
en dos horas que a su vez es equivalente a hacer 85 km por hora. Asi queda claro que cuando
tomamos una razén, podemos dividir ambos miembros entre el mismo nimero y que el coc-
ciente se mantenga constante, por lo que estamos en la misma situacién que antes, cuando
trabajdbamos fracciones equivalentes.

De una manera més formal, podemos ver esta técnica como una aplicacién de las frac-
ciones equivalentes, que permite trabajar con fracciones mds sencillas. La técnica a aplicar

consiste en dividir numerador y denominador entre un nimero que sea divisor de ambos. As{
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comenzaremos proponiendo simplificar fracciones en las que el denominador comun sea un
ndmero entero sencillo. Introduciremos también el concepto de fraccion irreducible, siendo
ésta aquella en la que el numerador y el denominador no tienen divisores comunes. La técnica
mas general para llevar a cabo éste proceso seria hallar el m.c.d. del numerador y el denomi-
nador. No obstante, nos interesa mds que nuestros alumnos aprendan a identificar distintos
divisores ccomunes y a hacerlo de forma progresiva, simplificando. Ya conocen las técnicas
para hallar los distintos divisores de un nimero, asi que no deberia haber ningtin problema.
Para lo que si que puede venir bien el m.c.d. es para tener una forma répida de verificar que
una fraccion es irreducible.

Ejercicio 3.4.9. Simplifica las siguientes fracciones, hasta llegar a fracciones irreducibles:

—
9}

a)

28 60 14 18
b) 16 ¢) 154 d) =5 e) g

—_
(=]

Identificando divisores comunes, es inmediato identificar que para resolver a) o e), bas-
ta dividir ambos miembros entre 5, obteniéndose % = % = % En otros, como el ¢) o el
d), es posible identificar los divisores de forma progresiva o identificar el producto. Es muy
importante que los alumnos comprendan que es necesario simplificar hasta que se tenga una

. . . Lo ;. 60 _ 30 _ 15 .
fraccion irreducible. Asi, por ejemplo el ¢) se simplificaria: 15; = z5 = 37. Es posible que en

algun caso, como el d) se tenga que la fraccion irreducible es un nimero entero.

Con las fracciones irreducibles ya impartidas, podriamos tratar de plantear ya algtn pro-
blema que también implique ahondar en los distintos significados que una fraccion y en las
distintas situaciones que se pueden modelizar mediante el uso de una fraccion.

Problema 3.4.10. En una clase de 30 alumnos, 6 de ellos han venido hoy a clase con una
chaqueta de color azul. ;Que fraccion representa a la parte de la clase que ha venido con la
chaqueta azul? Expresa el resultado como una fraccion irreducible.

La resolucién es inmediata: la fraccidn en cuestion es % = % En los problemas de parte-

todo serd ffundamental que los alumnos se acostumbren a simplificar, dado que en muchas
ocasiones esto simplificard el futuro trabajo con porcentajes.

Problema 3.4.11. En una clase hay 12 chicos y 16 chicas, ;qué fraccion de la clase repre-
sentan las chicas?

Basta sumar chicos y chicas para obtener el total de alumnos en la clase y plantear la

16 4
fraccion % =7

3.4.3. Reduccion a comin denominador y a minimo comiin denomina-
dor. (Campo de problemas 4)

Una vez tenemos cubierta la técnica de comparar fracciones equivalentes, la siguiente
técnica a tratar serd la de reduccion a comun denominador. Comenzaremos por el siguiente
problema:
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Problema 3.4.12. Juan y Julia quieren comprobar cuanto tiempo tardan en hacer los deberes
de un determinado dia. Como no encontraban ningiin reloj que funcionara, han optado por
uar relojes de arena de dos juegos de mesa. El que ha cogido Juan se vacia 20 veces en una
hora 'y el que ha cogido Julia, 30 veces en una hora. Juan ha logrado llevar a cabo su tarea
en 32 vaciados y Julia, en 42. ;Sabrias describir con una fraccion el tiempo en horas que le
ha costado a cada uno hacer los deberes? ;Serias capaz de hallar fracciones equivalentes
que nos permitieran expresar el tiempo de ambos en fracciones con el mismo denominador?

Es claro que las medidas que se obtienen para la tarea son, en el caso de Juan, 32 de hora y

’ 20
en el de Julia 33 Es muy posible que, durante el periodo de tiempo que hayamos dejado para
pensar, Algin alumno haya transformado esto s tiempos en minutos, obteniendo 96 minutos
para Juan y 84 minutos para Julia. Podemos aprovechar esto para indicar que las fracciones
que hemos obtemdo antes son equivalentes a decir que el coste en tiempo ha sido de 2 60 para
Juan y de para Julia. Y que una subdivisién de una hora en 60 partes iguales es lo mis-
mo que cons1derar los minutos transcurridos. Asi, la idea funddamental es que, en medida,
reducir a comuin denominador equivale a "pactariina nueva subdivision de la unidad que res-
pete las medidas obtenidas en cada caso. En este caso, lo obvio era buscar ir a la subdivision
que se ajusta a nuestro sistema de mediada, pero en otros problemas la situacion sera distinta.

Problema 3.4.13. Pablo y Ramén han medido las puertas de sus garajes. Para ello, Pablo
ha usado varas de un sexto de metro, y ha obtenido que la puerta de su garaje mide lo mismo
que 21 de estas varas. Por su parte, Ramon ha medido la suya con varas de un cuarto de
metro, obteniendo una longitud de 15 varas. ;Podrias expresera sus resultados en forma de
fracciones con el mismo denominador?

116

1024

104

De nuevo tenemos un problema de medidas, el primer paso es obvio, dado que se obtiene
una medida de % y 14—5. Ahora su que se ve que es preciso “pactar” una nueva subdivision, de
nuevo volviendo a la idea de fracciones equivalentes, tendrl’amos que se Pablo subdivide sus
medidas, tomando 4 particiones por subunidad y llegando a y Pedro subdivide su media,
tomando 6 particiones por unidad y llegando a Llegados a este punto, podemos plantear
si nos sirve otra particion, y la respuesta es que nos sirve cualquier particién en la que el
nimero de divisiones de la unidad sea un multiplo de los nimeros de divisiones de la unidad
que hayamos tomado en las medidas que queremos unificar. En ese caso, lo 16gico, con el
fin de trabajar con nimeros lo mds simples posibles, serd tomar como denominador el m.c.m.

Problema 3.4.14. Hallar fracciones equivalentes a % ya % con el mismo denominador.

Se trata ya de la formalizacién de lo anterior. lintroduciremosla técnica, consistente en,

dadas las fracciones  y %, multiplicaremos el numerador y el denominador de cada una

por el denominador de la otra, teniendose 7 = % Y 3=15g d Podriamos introducir también
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la misma técnica para mds de dos fracciones, o trabajar algin ejercicio de esta técnica. No
obstante, posiblemente sea mds efectivo introducir directamente la siguiente técnica de re-
duccién al minimo comin denominador antes de proceder a un trabajo de dicha técnica. Con

5 _ 54 _ _ 98 _ 72
ésta técnica las fracciones del problema quedaran g = g5 = 2 y 4 IS=— %

De nuevo argumentaremos a nuestros alumnos que es més facil trabajar con nimeros més
pequeﬁos Asi, en el ejemplo anterior podriamos tener comin denominador 8, teniendo asi
8 y 8 La técncia a aplicar va a consistir en usar el m.c.m., dado que 51mp11ﬁcar de forma
simultanea varias fracciones no es recomendable ni util. Dadas dos fracciones 4 5y 3, comen-
zaremos por hallar el m.c.m. de b y d, técnica ya conocida por nuestros alumnos. tras ello
basta dividir el m.cm por el denominador de cada fraccién para hallar el nimero por el que
multiplicar dicha fraccién. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 3.4.15. Reducir las siguientes fracciones a minimo comin denominador:

a)iyi b)5y3

En el primer caso, como 3 y 4 son prlmos entres si, el m. c m. es su producto, 12. Basta
3

dividir 12/3 =4y 12/4 = 3 para tenerse que 3 éi 12 y 4 1—3 % En el segundo, el
— — _ 53 _15

m.c.m. es %8. Teplendo en c/uer.lta 18/9 = 2/y 18/6.— 3, harem?s 3=95= 18 y 6 3= 13-
A excepcion de ilustrar la técnica, no deberia practicarse esta técnica de froma especifica, da-
do que se va a trabajar mucho a lo largo de todo el tema. Introduciremos también una técnica
para reducir tres 0 mas fracciones a minimo comun denominador:

Ejercicio 3.4.16. Reducir a minimo comiin denominador las siguientes fracciones:

5,2, 13
1Y3Y %"
La técnica a aplicar consistird ahora en calcular el m.c.m. de los tres nimeros, en este

caso m.c.m.(4,3,6) = 12. Después, basta usar la técnica de convertir fracciones a otras con

un denommador dado para obtener las fracciones que buscamos, que en este caso serdn T3 15

26
y 12 y 13- Esta técnica puede extrapolarse a un nimero mayor de fracciones, y su tnica

dificultad consiste en hallar el m.c.m. de varios nimeros.

3.4.4. Comparacion de fracciones (Campo de problemas 5)

Aunque no es una técnica imprescindible, desarrollar técnicas de comparacion de frac-
ciones puede ayudar a trabajar el sentido numérico y, ademads arrojard algo de luz sobre los
significados que ésta toma. Comenzaremos con la técnica de comparacion entre fracciones
con igual denominador. Para ello, usaremos el siguiente problema, basado en medidas:

Problema 3.4.17. Vicente quiere medir las paredes de su huerto rectangular para tener la
certeza de cual de ellas es mas larga. Usando una vara de medio metro, comprueba que uno
de los lados mide 19 varas y el otro, 15 varas. ;Cual de los dos mide mds?

Casi ni se le puede llamar problema, es 16gico que los alumnos nos indiquen que 19 > 15.
Podemos explicar que en este caso cogemos las medidas en varas, usando fracciones, y se
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tiene que % > %, extrapolando de forma inmediata la técnica de comparacién de fracciones
con mismo numerador. La siguiente técnica a introducir es la de comparar fracciones con el
mismo denominador. Esta técnica no seria necesaria, pero arroja algo de luz sobre la natura-
leza de las fracciones, facilitando la comprension de ellas como cociente indicado. Para ello,
nos basaremos en un problema sencillo de reparto:

Problema 3.4.18. El viernes, Marcos fue a cenar fuera con dos amigos y entre los tres se
comieron una pizza. El domingo fue al mismo restaurante con su padre y su hermana y
pidieron la misma pizza para los 4. ;Cual de los dos dias comio mds pizza?

De nuevo es tan obvio que casi no es si quiera un problema. De nuevo, no obstante, pen-
sando en fracciones se tiene que, siendo 3 < 4, se tiene % > %. Asi podemos extrapolar que,
dadas dos fracciones con el mismo numerador, la que tiene mayor denominador es la menor.
Solo falta pues establecer un criterio de comparacién general.

Problema 3.4.19. Un bidlogo ha estimado que en un bosque hay 5 lobos por cada 6km?. En
otro bosque cercano se han estimado unos 6 lobos por cada 8km?. ;En cual de los bosques
habrd un mayor niimero de lobos?

Es posible que tengamos que ayudar a algin alumno a interpretar un poco mas el pro-
blema, pero también es importante expandir el rango de problemas que nuestros alumnos
pueden modelizar con fraccciones. Ademds, hard mas facil que se enfrented mds adelante
a conceptos como el de densidad. Una vez entendido el problema, en realidad se trata de
decidir qué fraccion es mayor, % 0 g. Podriamos comenzar reduciendo la segunda fraccién
a %, dado que simplifica el resultado. Tal cosa deberia hacerse incluso en aquellos casos en
los que no sea necesario, dado que el calculo del m.c.m. serd mds sencillo y, por tanto, habra
menos errores. Sabiendo que m.c.m(6,4) = 12, s6lo falta aplicar la técnica de reduccién a
minimo comun denominador y obtener % = %—0 y % = 12 comparando fracciones se deduce

que hay mads lobos en el primer bosque.

En un principio no necesitariamos establecer ninguna técnica. No obstante, deberiamos
recordar a nuestros alumnos que no siempre es necesario reducir a comun denominador pa-
ra comparar fracciones. Asi, para comparar las fracciones %6 y % no es realmente necesario
reducir a denominador comun, dado que la primera es algo superior a 3 y la segunda, algo
inferior a 1. Asi, se establece la posibilidad de comparar fracciones mediante el uso del sen-
tido numérico:

Ejercicio 3.4.20. Comparar las siguientes fracciones sin efectuar ningtin cdlculo:

a)@yl b)

Iy

)fyi

B[—

y

Asi, para a) se tiene que la primera fraccion es algo menor que 9 y la segunda es algo
menor que 4, por lo que la primera es mayor. En b) se tiene que la primera fraccion es algo
menor que 4 y la segunda es media unidad, por lo que también es la primera la mayor. Por
ultimo, para c), la primera fraccion se acerca mucho a la unidad y la segunda es un cuarto de
ella, por lo que también es mayor la primera. De momento, plantearemos un par de ejercicios
en la que aproximar la division sea suficiente para decidir cual de las fracciones es mayor y
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cual menor. Haremos que sean los alumnos los que expliquen sus respuestas a este ejercicio,
asi como sus estrategias. Se trata de un ejercicio en el que los alumnos, al expresarse, tienen
que trasladar sus ideas matemadsticas al lenguaje ordinario, sin limitarse a repetir el discur-
so del profesor. Otras técnicas de compariacién que requieran de un razonamiento algo mas
elaborado, como podrian ser aquellas que se basan en la bisqueda de referencias o compa-
racion del resultado de dos diferencias, quedan reservadas para cursos algo mas superirores.
Ademads, deberiamos especificar que no siempre es tan inmediato, frente a la técnica de com-
paracion presentada, que funciona siempre que se aplique bien.

3.5. Técnicas de operacion con fracciones

Una vez hemos acabado con las técnicas de manejo de las fracciones como tal, es el
momento de introducirnos en la segunda parte del tema, consitente en ensefiar a nuestros
alumnos cdmo operar con fracciones. Es muy posible que en esta parte se pongan de mani-
fiesto los errores que los alumnos arrastran de cursos anteriores, que tendremos que corregir.
También podremos observar qué nivel de comprension han adquirido nuestros alumnos sobre
las fracciones en la primera pare del tema. Trataremos, como antes, de irles dando sentido
en diferentes contextos, y con distintos significados de la fraccién. En algin caso podemos
acompanarnos de alguna tecnologia grafica que nos ayude a ver lo que sucede, aunque no
sin antes plantear algiin problema que nos permita justificar la técnica, dado que las tecnolo-
gias gréficas pueden causar problemas, sobre todo si los alumnos entienden la fraccién como
parte de un todo.

3.5.1. Suma y resta de fracciones (Campo de problemas 6)

Vamos a ensefiar la suma y la resta de forma simultdnea. Aunque los alumnos no han
dado nimeros enteros como tal y por la tanto atin no podemos impartir la suma en general,
ambas operaciones se enseflardn al mismo tiempo, con el fin de que los alumnos tengan oca-
sién de ver que la técnica es la misma y preparando un poco el terreno para su introduccién
en el campo del dlgebra. Comenzaremos introduciendo la suma de fracciones de igual deno-
minador con el siguiente problema:

Problema 3.5.1. Una pared mide exactamente lo mismo que una vara de g de metro y otra
vara de % de metro, puestas seguidas. ; Cuanto mide nuestra pared en total?

6/5 3/2

2715

Con un problema de medida de este tipo queda patente lo que explicabamos en la parte de
reduccion a comun denominador. Es tan sencillo como el hecho de que para sumar dos medi-
das debemos sumarlas en la misma unidad (podriamos plantearnos usar un ejemplo de como
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no podemos sumar centimetros y milimetros). Asi, primero pactariamos una nueva subuni-
dad, llevando las medidas a % ya %. Con las medidas en la misma unidad, es inmediato

sumar, obteniendo %.

Problema 3.5.2. A la hora de la cena, a Alejandro le correspondian 3 trozos de una pizza
dividida en 8. No obstante, un amigo llego después y Alejandro le dio uno de sus trozos. ; Qué
porcion de pizza ha comido Alejandro?

Es un problema de reparto, que de nuevo puede abordarse sin usar fracciones; no obs-
tante, mediante el uso de fracciones, se tiene que % — % = % (: }l) De nuevo puede darse la
respuesta restando "trozos” y después dividiendo. Asi pues, buscaremos que nuestros alum-
nos comprendan que la suma y la resta de fracciones con el mismo denominador es andloga
a sumar o restar las partes en las que se divide la unidad en cada caso. Pasaremos a ensefiar

la suma y resta de fracciones en general:

Problema 3.5.3. Luis quiere pintar dos verjas de 13y 9 metros. Sabiendo que con un cubo
de pintura pinta 5 metros, ;cuantos cubos necesitard para pintar las dos verjas?

Se trata de un problema de medida, aunque puede entreverse cierto uso del significado de
razon. Aunque seria posible sumar y luego dividir, nosotros lo haremos sumando fracciones:
15—3 + % = % Se establece asi la técnica de sumar fracciones con el mismo denominador se
suman los numeradores y se deja el denominador. Si algtiin alumno expresa dudas, podriamos
permitirles hacer primero la suma y luego dividir, observando que se llega al mismo resul-
tado. Pasamos al siguiente problema para introducir la técnica de resta de fracciones con el
mismo denominador:

Problema 3.5.4. A un operario le corresponden % del precio de una reparacion. No obstante,
para hacer la faena, tuvo que comprar material por un valor de % de la reparacion. ;Cudles
serdn sus beneficios finales?

Una vez que nuestros alumnos saben que el beneficio se haya restando los gastos de los
ingresos, este problema es bastante simple, aunque la fraccion aparece por primera vez co-
mo un operador actuando sobre una cantidad desconocida, también se puede ver como una
construccion de parte-todo. En cuanto al uso de cantidades abstractas, también conviene que
nuestros alumnos se habituen a la aparacién de éstas, para mds adelante ser capaces de en-
frentarse a problemas de dlgebra. En cuanto a la resolucién, de nuevo tenemos que la primera
parte de la técnica consistird en reducir a minimo comuin denominador, en este caso % = %

y % = 2%. Después basta con usar la técnica de restar con igual denominador, teniéndose asi

16 5 _ 11 . . . .
30 — 30 = 20- En este caso, el paso a un denomidador comin consiste en equiparar las partes

que hemos obtenido, aunque la idea fundamental sigue siendo la necesidad de llegar a partes
iguales para poder operar.

Problema 3.5.5. Al ir al cine, Jorge decidio compartir una botella de refresco con dos ami-
gos mds. A tultima hora llego un amigo, y Jorge acordo comprar a medias otra botella de
refresco para compartirla entre los dos. ; Qué cantidad de refresco le corresponde?
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Es un problema sencillo de reparto con una solucién inmediata. La unica finalidad de
este problema es hacer que nuestros alumnos entiendan que, en un modelo de reparto, sumar
equivale a reccibir en dos repartos distintos, y no a repartir el total entre todos los participan-
tes.

Ejercicio 3.5.6. Realizar las siguientes operaciones:

a)3+3 b)

Uil
B

Para realizar a),ensefiaremos la técnica de reducir las fracciones a minimo comun deno-
minador, en este caso % = %—g y % = %—é. Tras ello, basta aplicar la técnica de sumar fracciones
con el mismo denominador para obtener el resultado, en este caso % + % = %. Ya tendria-
mos el resultado esperado. Aunque en este caso no proceda, habria que recordar a nuestros
alumnos que hay que simplificar los resultados obtenidos. En cuanto a b); de nuevo tenemos
que la primera parte de la técnica consistird en reducir a minimo comin denominador, en

4 _ 16,1 _5 < (o . :
este caso 5 = 55 ¥ 7 = 535- Después basta con usar la técnica de restar fracciones con igual

. . 6 5 _ 11
denominador, haciendo 36— 30 = 70~

3.5.2. Multiplicacion de fracciones (Campo de problemas 7)

La multiplicacioén es muy posiblemente la técnica mas dificil de comprender de entre to-
das las que aqui tratamos. Ademas, se da la particularidad de que no todos los significados de
la fraccién permiten darle un significado claro. Asi pues, serd necesario abordarla de forma
progresiva, comenzaremos con el siguiente problema, usando la fracciéon como un operador:

Problema 3.5.7. Un pasillo mide lo mismo que 5 varas de % de metro. ;Cual es su medida
en metros?

Es un primer problema basado en medidas, argumentando que la multiplicacién de una
fraccion por un entero puede reducirse a sumar la fraccion varias veces, teniéndose % 5= %.

Problema 3.5.8. Un frutero ha vendido % de los 20 kg de manzanas que tenia. ; Cuantos kg
de manzanas ha vendido?

Es otro problema de producto de una fraccién por un entero, esta vez la fraccion tiene
el significado de operador, y ya se atisba que la idea de tales problemas es hallar cuianto
es una parte, y después multiplicar por el nimero de partes que teniamos. La respuesta es
% 20 = % = %. La técnica de multiplicar una fraccién por un nimero entero no deberia
suponer ningun problema. Simpletmente consiste en multiplicar el numerador por el nimero
en cuestion dejando el denominador invariante.

Problema 3.5.9. Queremos saber cuanto mide de largo una tablet que mide exactamente la
mitad de lo que mide una vara de % de metro. ; Cuanto mide en metros?

De nuevo no deberia haber muchos problemas para que los alumnos entiendan que lo que

se hace en realidad es dividir, y que el producto queda 431 . % = 2 = 3. Asi, obtenemos la

42 — 8
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técnica de multiplicar una fraccidn por otra de denominador 1. Si detectamos dificultades de
comprension, podriamos intentar despejar dudas mostrando que realizar dos divisiones enca-
denadas da el mismo resultado que dividir ente el producto de divisores. Después, haremos
alusion al significado de fraccion. Hay que notar que, aunque ya deberia haberse producido
en primaria, es posible que para algin alumno suponga una ruptura epistemoldgica, al tenerse
que es posible ue al multiplicar un nimero por otro se obtenga un resultado menor que el nud-
mero de partida. Haremos incidencia en que es algo perfectamente aceptable, especialmente
si consideramos el uso de la fraccién como un operador. Preguntaremos a nuestros alumnos
cuando se da esta situacion, e incidiremos en la respuesta correcta, que es cuando se trata de
una fraccion cuyo valor numérico es menor que 1.

Problema 3.5.10. Un rectdngulo tiene lados que miden repsectivamente, % y ?T' ¢ Cudl serd
su area?

De nuevo otro problema de medida, pero ya con el producto general de fracciones. Es
claro que la respuesta a éste problema es % . ?T = %. Para darle una justificacion apropiada a
esta técnica podriamos mostrar como al multiplicar fracciones, el producto de los denomina-
dores subdivide a la unidad producto, y el de numeradores nos indica el nimero de unidades

a tomar.

Problema 3.5.11. Un albaiiil cobra 1—70 del coste total una obra. No obstante, tiene que pagar

impuestos, tras lo cual le quedan % de lo que habia recibido. ;Qué fraccion del coste total
de la obra representa el dinero que el albaiiil recibe?

Un problema un poco mas generalizado de operadores. De nuevo, la técnica no cambia, y
se tiene que la solucién es 17—0 . ‘3‘ = %. Asi, Podemos explicar que ahora comenzariamos “di-

vidiendo en 10 partes y quedandonos 7”; para después “dividir esos 7 entre 5 y quedarnos 4”.
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Asi, en realidad lo que hacemos es dividir la fraccion en partes usando el denominador de la
segunda, lo cual es andlogo a efectuar el producto en el cociente, y después nos quedaremos
con tantas partes como indique el numerador, lo cual es andlogo a efectuar el producto en el
numerador. La multiplicacién es un proceso un poco dificil, por lo que insistiremos lo que
sea necesario para garantizar que hay una buena comprension. Los dos problemas anteriores
permiten un buen apoyo de tecnologias graficas, por lo que el uso de éstas también puede
ser util para lograr buenos resultados de aprendizaje. Asi, queda establecida la técnica de
multiplicacion, consistente en que el producto 7 - 5 serd otra fraccién cuyo numerador serd
el producto de numeradores y el denominador seré el producto de denominadores, quedando

5 7= pq- Recordaremos también que es necesario simplificar al final.

Ejercicio 3.5.12. Realizar las siguientes operaciones:
15 72 56

a5 3 b) 35§ )55 24

aunque todos estos ejercicios pueden simplemente resolverse aplicando la técnica gene-
ral que ensefiaremos,y que es ;7 = 777, otros de los objetivos que perseguiremos con nuestra
enseflanza serd buscar que los alumnos aprendan a operar buscando simplificaciones. Po-
driamos ilustrar la idea con el primer ejercicio, cancelando el 5 con el 15. para llegar a que
%12—5 = %% La idea para hacer esta parte serd dejar que los alumnos hagan por su cuenta las
operaciones y después pongan en comun las distintas estrategias de simplificacién que han
seguido.

3.5.3. Fracciones inversas y division de fracciones (Campo de proble-
mas 8)

La técnica de division de fracciones es bastante sencilla, no obstante, justificarla con el
fin de que nuestros alumnos adquieran una buena comprensién puede no ser facil. De hecho,
lo mas sencillo serd justificar las técnicas desde el punto de vista de una operacion formal,
usando un argumento de cohesion. No obstante, los problemas que provocan la aparicion
de la division si que se pueden enmarcar dentro de alguno de los usos de la fraccion que
hemos visto. Un argumento enteramente basado en medida puede verse en Gairin y Escolano
(2007).

Problema 3.5.13. Sabemos que una vara mide % de metro. ; Cudnto medird media vara? ;Y
si la vara midiese % de metro?

El primer caso es sencillo, y podriamos esperar que nuestros alumnos nos respondin
% 12 = % Con mucha seguridad lo habran hecho dividiendo el numerador. Aun asi, podemos
ahora pedir a nuestros alumnos que efectuen esta divsion multiplicando el denominador de la
fraccion dividendo por el divisor. Asi, tendriamos % 2= % = 14—0 = % Aunque puede parecer
maés dificil con este segundo método, €éste si que nos permite usar la division de forma mas
sencilla, resultando % 12 = 53—2 = 13—0. Podemos dar una primera aproximacion de la técnica
de division, consistente en que para efectuar  : ¢, haremos 7 : ¢ = 5-.Continuaremos con el

siguiente problema:
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Problema 3.5.14. Un biologo estd estudiando la cantidad de champiiiones de una cierta
especie que crecen en un bosque. Ha observado que en dos zonas del bosque se tienen dife-
rentes cantidades:

a) En una zona ha estimado que hay 10 champifiones por cada 2 metros cuadrados.
b) En la otra zona ha estimado que hay 3 champiiiones por cada medio metro cuadrado.

¢/ Qué fraccion representa el niimero de champiiiones por metro cuadrado en cada zona?

La pare a) simplemente busca que los alumnos entiendan que hay que dividir para llegar
al resultado que nos piden. Asi 10 : 2 = 5 es la solucién. En cuanto a la parte b), es facil
que los alumnos vean que la respuesta es 6 champifiones por metro cuadrado. Si intentamos
reproducir el procedimiento anterior nos encontramos que lo que tenemos es 3 : % =3-6.
Podemos comprobar en una division sencilla que dividir entre dos el divisor y multiplicar
por dos el dividendo dan lugar a resultados andlogos. Asi, se tiene la segunda técnica au-
xiliar, consistente en que dividir entre una fraccién de numerador 1 (% : é) es equivalente
a multiplicar el dividendo por el denominador de la fraccién divvisor (j—; : % = % -d = %l).
Fomentaremos también la ruptura epistemolédgica indicando que se observe que en el aparta-
do b) sucede que, pese a estar dividiendo, el resultado es mayor que el dividendo. Tras ello,
pasaremos ya a la técnica general.

Problema 3.5.15. a) Sabemos que un rectdngulo tiene drea 20 m, y que uno de sus lados
mide 5 m. ; Cuanto mide el otro lado?

b) Sabemos que otro rectdngulo tiene un area de %mz, y que uno de sus lados mide %
¢ Cuanto mide el otro lado?

¢) Un iltimo rectdngulo tiene un area de 1m?. Sabiendo que un lado mide % de metro,
Jcudnto mide el otro lado?

La parte a) estd fundamentalmente pensada para que los alumnos se den cuanta de que
basta dividir el drea entre uno de los lados para obtener la medida del otro lado. Asi en este
caso la respuesta es 20 : 5 = 4. El apartado b) estd pensado para dejar que nuestros alumnos
prueben por tanteo. De no llegar nuestros alumnos a la solucién en un breve intervalo de
tiempo, les proporcionaremos la respuesta, % y les pediremos que la comprueben. El aparta-
do c) estd pensado para introducir el concepto de fraccién inversa. De nuevo permitiremos a
nuestros alumnos efectuar tanteos con el fin de tratar de llegar a la solucién, proporcionando
de nuevo la respuesta en el caso de que nuestros alumnos no sean capaces de hallarla por si
mismos, en este caso, la solucién serd 43'1’ y pediremos que la comprueben.

Ahora pediriamos a nuestros alumnos que observasen la solucién del apartado c), ;por
qué ndmero habria que multiplicar 1 para llegar a la soluciéon? Es una pregunta tan simple
que la solucién es inmediata: %. Si preguntamos a nuestros alumnos si encuentran alguna
relacion con la fraccidn divisor, posiblemente respondan de inmediato que bsta intercambiar
los papeles del numerador y el denominador para llegar de una a otra. Podemos introducir el
concepto de fraccidn inversa de una dada. Usaremos la definicién de que la fraccion inversa

es aquella que multiplicada por una dada resulta en la unidad. La técnica para hallar la inversa
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de una fraccién 7 dada consiste en permutar numerador y denominador, quedando g. Dicha
técnica se justifica de forma inmediata desde la técnica de multiplicacién de fracciones, sim-
plificando.

Lo otro que cabe preguntarse es cual serd la fraccion por la que, en el aoartado b), haya
que multiplicar a % para obtener asi el resultado de la division, que era %, de nuevo se observa
que la fraccién por la que hay que multiplicar es, de nuevo, la inversa de la fraccién divisor.
Asi, la técnica de divisién general consistird en: para efectuar la divisién 7 : 7, lo que hare-
mos serd cambiar la divisén por una multiplicacién por la inversa del divisor 7 : 5 =7 - ‘—Cl
La tecnologia asociada a esta técnica puede ser algo més dificil de visualizar, dado que no te-
nemos apoyos graficos.No obstante podemos basarnos en las dos tecnologias anteriores para
arrojar algo de luz al respecto de por qué dicha técnica funciona, podemos basarnos en las
dos técnicas auxiliares que ya tenfamos. Asi, dividir un fraccién por otra podria considerarse
como dividir primero por el numerador, y luego divirdir por la fraccién con denominador
uno que nos queda. De todas formas, en estos cursos los alumnos le dan algo de sentido a las
técnicas cuando comprueban que, efectivamente, funcionan. Recordar que, una vez hayamos
hecho 7 : 5 =7- d , es recomendable observar si se puede simplificar agtin término, para fa-

cilitar las operacmnes.

Para el prodducto y la division de fracciones, podemos considerar usar un applet similar al
desarrollado por Jose Manuel Arranz, que puede consultarse en https://www.geogebra.org/m/70843,
aunque tenemos el problema de que no admite fracciones impropias, y se basa en el signifi-
cado de parte-todo.

3.5.4. Expresiones combinadas (Campo de problemas 9)

Por ultimo, queremos que nuestros alumnos sean capaces de manejar expresiones com-
binadas, no tanto en el sentido de plantear y resolver la operacién de forma algebraica, como
el pero si de ir recordando el orden de las operaciones, y darles sentido a las distintas formas
de plantear las expresiones.

Problema 3.5. 16 Pedro ha adquirido una parcela para hacer otra huerta. Ha comprobado
que ésta mide % de mentro de largo y 3 de ancho. Sabiendo que la que ya contaba con una

huerta de 1207 de metro cuadrado, ;de cuanta superficie cultivable dispone ahora?

Basta hacer 43 23 + 0 1207 = 989 + 1207 = 2%86 = 10598. Lo tnico interesante al respecto es

tener clara la prlondad de las opera010nes, aunque ésto se puede deducir del contexto. Se
puede hacer también en dos pasos, hallando primero un drea y después sumando ambas areas
para hallar el total.

Problema 3.5.17. El ancho de una piscina mide lo mismo que nueve varas de medio metro
y cuatro de un tercio de metro. El largo mide lo mismo que 40 varas de un quinto de metro.
¢ Cudnto mide la superficie de nuestra piscina?

En este caso, lo que se tiene es que hay que efectuar primero la adicién y después la
multiplicacién, por lo que la notacién quedaria:
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9+4 40 3540 720 140
2 ' 3/3 65 31 3
Este problema y el anterior sirven para ilustrar cuando se usan paréntesis, asi como para
fijar el convenio del producto. Podemos mencionar la idea de que lo natural es usar el pro-

ducto para hallar cada uno de los sumandos, y después sumarlos. Asi, aparece una primera
idea de las expresiones combinadas a través de la medida.

Problema 3.5.18. Un frutero ha vendido hoy manzanas y peras. De los 50 kilos de manzanas
que ha sacado a la venta, ha vendido % Y, de los 40 kilos de peras, ha vendido % ¢ Cudntos
kilos de fruta ha vendido en total?

De nuevo, en calro que basta efectuar la suma 50 - % +40- % = % +16 = 1;—3 Una vez
se haya resuelto este problema, podriamos plantear a nuestros alumnos que plantearan una
situacion en la que fuera necesario usar un paréntesis para sumar, y aplicar después un ope-
rador.

Ejercicio 3.5.19. Realiza las siguientes operaciones:

Se trata de ejercicios sencillos, que usaremos para explicar de forma ejemplificada el uso
de los paréntesis. Como idea general, usaremos que los paréntesis se operan com una expre-
sién independiente, y una vez hallado su valor se tratan como un nimero mas. En resumen,
el orden de prioriadad es 1°: Paréntesis, 2°:Productos, 3°: Sumas. El objetivo de este trabajo
es servir de repaso a las operaciones con paréntesis para tener un entorno en el que apoyar
el dlgebra, pero dado que se va a hacer un fuerte trabajo con éstos en los temas de algebra,
tampoco serd preocupante que no haya un aprendizaje en profundidad de éstos, en especial
teniendo en cuenta que los problemas de este tema se pueden resolver mediante otras estra-
tegias, como el uso de tablas. No obstante

3.6. Recapitulacion

Asi, tenemos que trabajamos los siguientes campos para introducir cada nueva técnica:

Objeto Matematico | Significados de la fraccion
Uso de la fraccién Medida

Reparto

Parte-todo

Operador

Razones
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Fracciones equivalentes | Medida
Reparto
Razones
Formal
Simplificacién Medida
Razones
Formal
Comiin denominador Medida
Trabajo formal
Comparacion Medida
Reparto
Razo6n
Formal
Suma y resta Medida
Reparto
Operadores
Formal
Producto Medida
Operador
Formal
Divisién Medida
Razén
Formal
Expresiones combinadas | Medida
Operador
Formal

3.7. Sobre los ejercicicios

Aunque aqui no se incluyan ejercicios de trabajo especifico del la técnica tan apaenas,
notar que ésto serdn muy similares a los que aparecerian en un libro de texto. Notar que es
interesante que en la mayoria aparezca algin niimero entero, con el fin de que nuestros alum-
nos se acostumbren a trabajarlos de forma natural. Los ejercicios no deberian ser excesivos,
dado que lo que busquemos es que haya algo de préctica de la técnica, no es necesario que
los alumnos repitan lo mismo 20 veces, que , ademds, puede llegar a ser muy desmotivante.

Para aquellos alumnos que requieran de una mayor cantidad de préctica, podriamos di-
sefar un programa informdtico que genere ejercicios de trabajo de la técnica, asi como indi-
caciones para su resolucion. La idea seria hacer algo similar a lo que hace el usuario Paulo,
qu puede consultarse en https://www.geogebra.org/m/twkXrWhY, aunque tal vez convendria
hacerlo en C++, con el fin de tener un ejecutable mas funcional.
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Capitulo 4

Implementacion en el aula

4.1. Metodologia

Como ye se ha dejado entrever, seguiremos un modelo metodoldgico de caracter exposi-
tivo, aunque buscando una participacion y un cierto descubrimiento por parte de los alumnos.
Asi, ante cada problema primero plantearemos que es lo que queremos saber, con el fin de
que los alumnos tengan claro el objetivo del problema. Después, dejaremos un tiempo, varia-
ble segtin cada problema, para que los alumnos piensen en posibles resoluciones y estrategias.

Para los problemas de razén de ser, el tiempo en clase serd de unos 15 minutos, asignando
10 minutos a la refelxién y 5 a la discusion de los distintos apartados. Otra opcién seria dejar
la parte de reflexiéon como tarea para casa, mandandoles el problema, con la indicacién de
que queremos que lo hayan pensado un poco, no que lo traigan hecho.

Para los problemas que usamos para introducir el significado de la fraccion, el tiempo
que usaremos en clase serd de unos 10 minutos, con 5 minutos reservados a la reflexion y
5 minutos reservados a la discusion para el problema de medida. Dado que en los siguien-
tes ya cabria esperar que los alumnos intenten usar fracciones, dejariamos menos tiempo de
reflexion, con un total de 2 minutos reservados a la reflexién y 2 minutos reservados a la
discusion en aquellos significados que ya se conocen de primaria (parte-todo o reparto) o
son facilmente tratables a partir de otros (operador a partir de reparto). No obstante, nuestro
objetivo con este trabajo es lograr que los alumnos entiendan los significados de la fraccion,
con el fin de que no ocasionen problemas en los futuros problemas, por lo que si es necesario,
dedicaremos madss tiempo a la discusion.

Por tltimo, para el resto de problemas dedicaremos un total de 5 minutos a la reflexién
y dicusidén, dado que no queremos que los alumnos, al pensar dde forma equivocada, creen
concepciones erroneas que después les dificulten adquirir de la concepcidn correcta. De nue-
vo, dedicaremos a la discusion un poco més de tiempo del previto en el caso de que creamos
que pueden surgir dudas.

Una vez transcurrido ese plazo, haremos una puesta en comun, queddndonos con las
ideas correctas o mds interesantes, apuntdndolas en la pizarra para llevar después a cabo la
institucionalizacion sobre ellas. Justificaremos por qué las ideas erréneas son erréneas, o dde-
jaremos que sean otros compaeros los que den una explicacion al respecto. Con este mapa o
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lista de ideas que hayamos confeccionado, procederemos a institucionalizar los objetos que
estemos explicando y después pasaremos al siguiente campo de problemas. Durante la insti-
tucionalizacién trataremos de hacer referencia a todas las técnicas anteriormente trabajadas
que se apliquen para deducir la técnica, aunque mas que una estructura légica, buscaremos
resaltar la idea de la cohesion entre los distintos objetos y lo que ya conocen. También trata-
remos de llevar a cabo las rupturas epistemolégicas que haya que llevar a cabo, insistiendo
enb la contraposicion entre el concepto anterior y el nuevo objeto a introducir. No obstante,
hay muy pocas rupturas en esta unidad. Fundamentalmente, la existencia de fracciones ma-
yores a la unidad, el hecho de que el resultado de un producto ya no va a ser siempre mayor
que cualquiera de los dos factores y que el cociente de una division puede ahora ser mayor
que el dividendo.

En cuanto a los ejercicios de trabajo de la técnica, aunque si que usaremos alguno, tra-
taremos de que sean pocos y conduzcan a algun resultado de aprendizaje. En general habria
que evitar excesos de ejercicicios similares que no conducen a nuevos resultados de apren-
dizaje y resultan tediosos. En su lugar, podriamos buscar problemas que, aun trabajando la
misma téccnica, requieran de adaptarla a un nuevo significado de la fraccién y construir una
tecnologia desde este nuevo punto de vista. En el caso de que dichas sesiones se desarrollen
con fluidez, podriamos permitir a los alumnos que realizasen los ejercicios/problemas que se
hayan mandado ese dia, ddndonos ademads ésto la opcion de que los alumnos consulten du-
das, lo que nos permitird hacernos una idea de cuanto han aprendido los alumnos, y observar
qué capacidades tienen de trabajar de forma auténoma.

4.2. Secuencia didactica

A la hora de establecer una secuencia didédctica se ha valorado que las fracciones ocupa-
rdn un espacio de dos semanas, que es el que se ha valorado como el apropiado para ahondar
en este tema, teniendo en cuenta que se trata de un tema ampliamente trabajado a lo largo de
primaria. Ademds, tampoco es necesario llevar a cabo un trabajo més extenso en este bloque,
dado que en posteriores temas se va a seguir trabajando con este objeto. La secuenciacién
temporal seguiria la siguiente estructura:

Sesion | Contenido

1 Razoén de ser. Significados de la fraccion.
2 Signiificados de la fraccion.

Fracciones equivalentes. Simplificacion. Reducccidon a comiin denominador.
3 Comparacién de fracciones. Comparacién numérica de fracciones.

Dudas, trabajo de la técnica y problemas.
Calificaciones del examen del tema previo.

4 Suma y resta de fracciones.
5 Producto de fracciones.
Division de fracciones.
6 Expresiones combinadas y prioridad de operaciones.

Dudas, trabajo de la técnica y problemas.
7 Dudas y préctica.
8 Examen.
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En las sesiones mds centradas en explicar e institucionalizar, la metodologia a seguir sera
proponer un problema que requiera el uso del objeto a introducir en cada sesion. Pregunta-
remos a los alumnos, comprobando también qué conocimientos han adquirido de otros afios.
En el caso de que haya alumnos muy aventajados, trataremos de dar proridad al resto en las
intervenciones. Apuntaremos aquellas ideas que sean de mayor valor en la pizarra. Este pro-
ceso ddeberia duroar dos o tres minutos. Tras ello explicaremos el concepto que queramos
tratar de forma rigurosa.

La sesion 1 se distribuird en unos 15 minutos para trabajar la razén de ser y unos 25
para ir trabajando los distintos usos de la fraccién que usaremos este curso. Iremos también
preguntando a los alumnos qué recuerdan de otros afios, para hacernos una idea del nivel
basico del cual parten nuestros alumnos. A continuacién, comenzaremos con los problemas
que usaremos para institucionalizar los significados de la fraccién, con el fin de que no se
conviertan en un obstdculo mas adelante.

La sesién 2 comenzara revisando de nuevo los significados de la fraccion y trabajando
aquellos que no hayamos impartido en la sesion anterior, dado que queremos que no suponga
un problema al abordar el resto de campos de problemas. Después comenzaremos a trabajar
y a institucionalizar los conceptos aparecen en la tabla, en principio, las fracciones equivalen-
tes, la simplificacion y la reduccién a comin denominador pueden no parecer excesivamente
utiles por si mismas, por lo que también resultard importante mencionar a nuestros alumnos
que se trata de técnicas que se usaran para poder llevar a cabo técnicas posteriores en el tema.

La sesi6on 3 comenzard con la imparticion de las técnicas de comparaciéon de fraccio-
nes, en unos 10 minutos, explicando tanto la técnica general como mediante un trabajo de
un cardcter mds numérico.Una vez explicado este conceto, dado que habremos trabajado los
pilares fundamentales de el tema, convendria hacer un repaso de todo, al que dedicaremos
el resto de la hora, aprovechando este tiempo para comunicar los resultados del examen an-
terior. Para llevar a cabo este trabajo, proporcionaremos una hoja de ejercicios/problemas,
que los alumnos trabajardn en grupos de dos. Iremos llamando a los alumnos a nuestra mesa
para comunicarles los resultados, asi como nuestra valoracion sobre qué debe ser repasado
o donde deberian mejorar. Una vez hallamos acabado con los resultados de los exdmenes,
monitorizaremos el trabajo de los alumnos, y resolveremos las dudas que vayan surgiendo,
interrumpiendo la actividad si es necesario explicar algo a toda la clase, en el caso de que
percibamos que no ha quedado claro durante las anteriores sesiones.

Las sesiones 4 y 5 llevardn el desarrollo que se ha mencionado antes en las sesiones mas
centradas en explicar contenido. Es muy posible que en la sesién de ssuma y resta de frac-
ciones nos ssobre tiempo, por lo que cabria considerar adelantar el trabajo de productos a
esta sesion, dejando en la sesién 5 un mayor tiempo para trabajar la técnica de simplificar en
pasos intermedios de la operacion.

La sesion 6 sigue un desarrollo muy similar a la sesién 3, seguiremos insistiendo un poco
en la posibilidad de simplificar en pasos intermedios. El objetivo de esta sesion es también ir
detectando posibles errores de concepcion que pudieran haber surgido a lo largo de la ense-
nanza.
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La sesion 7 estd pensada como un margen, dado que si realentiza la enseflanza serd ne-
cesario desplazar el resto de sesiones. También aunque esto no halla sucedido, de haber
detectado muchas dificultades, podriamos incidir en los concencptos que no parezcan co-
rrectamente asimilados. Por lo demads, de nuevo tenemos el mismo tipo de trabajo que en la
sesién anterior, aunque en esta sesién intentaremos centrarnos mds en despejar dudas que en
que los alumnos trabajen de la forma maés eficiente posible.

4.3. Evaluacion

4.3.1. Examen

Indicaciones:

= Para obtener la mdxima puntuacién, serd necesario simplificar los resultados a una
fraccion irreducible.

= Se valorard realizar las operaciones de la forma mas sencilla posible.
= Si el enunciado de alguna pregunta te parece confuso o ambiguo, pregunta al profesor.
= NO se permite el uso de calculadora.

1.-Efectuar las siguientes operaciones:(2 puntos)

6 3 14 __
As5+i5 -5 =

2.-Para embaldosar una piscina, hemos comprado baldosas. Hemos observado que, si po-
nemos 15 balsdosas seguidas a lo largo, su longitud suma un metro exacto. Si hacemos lo
mismo a lo ancho, necesitamos 40 baldosas para tener 3 metros exactos.;Cudntas baldosas
necesitaremos para tener una superficie de un metro cuadrado? (Puedes dejar el resultado
como una fraccién, o hallar su expresién decimal). (2 puntos)

3.-Silvia y Marcos fueron de compras el otro dia, aprovechando las rebajas. Silvia comprd
una camiseta cuyo precio original era de 25€, pero que estaba rebajada a la mitad. Se compro
también unas zapatillas que originalmente costaban 50€, pero que habian sido rebajadas en
un quinto de su precio original y un cinturén que costaba 10€, que no estaba rebajado. Por
su parte, Marcos compro unos vaqueros que costaban S0€ en principio, rebajados a mitad
de precio y dos camisetas, que costaban 24€ y 18€ originalmente, pero que habian sido
rebajados en un tercio de su precio original. ;Quién de los dos gasté mas? (2 puntos)
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4.-Alejandra ha observado que las 15 canciones del dltimo dsico de su grupo favorito
representan un sexto del total de canciones de dicho grupo que tiene en el mévil. Sabiendo
que las canciones de su grupo favorito son 13—0 del total de canciones que tiene en su mévil,
(sabrias decir cuantas canciones tiene en su movil?(2 puntos)

5.-Este fin de semana, Carlos ha ganado dos torneos de futbolin con dos equipos distintos.
En el primero, se repartian un total de 300<, de los cuales 17—2 eran para el equipo ganador, a
repartir entre los cinco integrantes. La cuota de inscripcion en dicho torneo era de 45€ por
equipo. En el segundo, del total de 560€, % eran para el equipo gandor, esta vez a repartir
entre 7 jugadores y con una cuota de inscripcion de 28€ por equipo. ;Cuanto dinero ha
ganado en total Carlos este fin de semana con el futbolin? (2 puntos)

4.3.2. Qué queremos evaluar

Si atendemos primero a los estdndares evaluables que fija el curriculo estatal LOMCE,
podemos considerar que, en el caso de este examen deberiamos valorar:

Del bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matemadticas:

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucion de un
problema, con el rigor y la precision adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones entre los
datos, contexto del problema).

2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona con el niimero de soluciones
del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados de los problemas a
resolver, valorando su utilidad y eficacia.

6.4. Interpreta la solucion matemdtica del problema en el contexto de la realidad.

Del bloque 2: Numeros y dlgebra:

1.1. Identifica los distintos tipos de niimeros (naturales, enteros, fraccionarios y deci-
males) y los utiliza para representar, ordenar e interpretar adecuadamente la informacion
cuantitativa.

1.2. Calcula el valor de expresiones numéricas de distintos tipos de niimeros mediante
las operaciones elementales y las potencias de exponente natural aplicando correctamente
la jerarquia de las operaciones.

1.3. Emplea adecuadamente los distintos tipos de niimeros y sus operaciones, para resol-
ver problemas cotidianos contextualizados, representando e interpretando mediante medios
tecnologicos, cuando sea necesario, los resultados obtenidos.

2.1. Reconoce nuevos significados y propiedades de los niimeros en contextos de resolu-
cion de problemas sobre paridad, divisibilidad y operaciones elementales.

2.3. Identifica y calcula el mdximo comiin divisor y el minimo comiin miiltiplo de dos o
mds numeros naturales mediante el algoritmo adecuado y lo aplica problemas contextuali-
zados.

2.6. Realiza operaciones de redondeo y truncamiento de niimeros decimales conociendo
el grado de aproximacion y lo aplica a casos concretos.

2.7. Realiza operaciones de conversion entre niimeros decimales y fraccionarios, halla
fracciones equivalentes y simplifica fracciones, para aplicarlo en la resolucion de problemas.
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3.1. Realiza operaciones combinadas entre niimeros enteros, decimales y fraccionarios,
con eficacia, bien mediante el cdlculo mental, algoritmos de ldpiz y papel, calculadora o
medios tecnologicos utilizando la notacion mds adecuada y respetando la jerarquia de las
operaciones.

4.1. Desarrolla estrategias de cdlculo mental para realizar cdlculos exactos o aproxima-
dos valorando la precision exigida en la operacion o en el problema.

4.2. Realiza cdlculos con niimeros naturales, enteros, fraccionarios 'y decimales decidien-
do la forma mds adecuada (mental, escrita o con calculadora), coherente y precisa.

El bloque uno son criterios transversales, por lo que su implimentacion en la evaluacién
se hard de forma algo mads cualitativa. La forma en la que se implementardn algunos de estos
criterios serd en forma de atenuantes cuando se den errores. Asi, un alumno que comenta
errores en alguno de los ejercicios del examen restara menos calificacion cuando valoremos
que se supera estos criterios. Asi, el punto 1.1 serd verificado cuando el alumno explicite los
pasos que siga en su proceso de resolucion y el 2.3 serd atenuante cuando, ante una solucién
que numéricamente se aleja mucho de lo que cabria esperar en el problema, el alumno al
menos es capaz de indicar que la solucién obtenida no termina de tener sentido.

En cuanto a los puntos 2.1, 2.2 y 6.4; hacen referencia a evaluar el proceso de resolucion
de problemas que el alumno lleva a cabo, y se evalian en todas las preguntas menos en la
primera.

En lo referente a los estdndares evaluables que ya aparecen en el bloque 2, los que eva-
luaremos de forma especifica son el 1.1, el 1.2, el 1.3, el 3.1 y el 4.2. Estos estdndares se
corresponden con los contenidos del tema, y se evaldan en cada uno de los ejercicios que
aparecen en el examen. Los estdndares 2.1 y 2.3 hacen referencia al uso de estrategias Op-
timas de cdlculo, y a las distintas situaciones en las que la equivalencia de fracciones nos
permite simplificar un problema. Los puntos 2.6 y 2.7 se trabajan, aunque no de forma espe-
cifica, sino en el sentido de manejar el sentido numérico al trabajar con fracciones.

4.3.3. Analisis de los problemas

Ejerciccio 1

El objetivo de este ejercicio serd evaluar el dominio que los alumnos han adquirido a
la hora de operar con la fracciones de manera formal, sin que el contexto del problema les
ayude o le suponga una interferencia a la hora de realizar el trabajo. Asi, comprobamos el
trabajo de las técnicas que aparecen en el campo de problemas 9, que podria considerarse
como el que integra a todos los otros, aunque en cada caso el trabajo se encuadra dentro de
un nimero limitado de estos campos. Notar también que, dado que las técnicas que aparecen
en los campos de problemas del 2 al 5 tienen un fuerte cardcter vehicular, se evaluardn de
forma implicita a lo largo de todo el ejercicio.

Las respuestas mds correcta en el primer ejercicio serian las que aparecen a continuacion:

6, 3 4 _6, 3 7_.24, 6 28__ 2 __ 1
A)s+i— 8 =5 T10"2=201720 2 = 20 = 10
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Como respuestas alternativas validas, podriamos esperar que no lleven a cabo la primera
simplificacidn, llevando el mismo proceso con denominador 40. Es también posible que al
redicir a comin denominador observen la relacién entre 5 y 10, pero al ignorar el proceso
por m.c.m., usen denominador 80. El peor caso seria efectuar el proceso con denominador
producto, o lo que es lo mismo, con denominador 400.

Entre los fallos que podrian darse entre los alumnos que conocen la técnica, se hallan los
errores operacionales, asi como la no simplificacién del resultado obtenido.

El resto de posibles fallos responderan al desconocimiento de la técnica, o a que algin
alumno crea posible atacar el problema convirtindo las fracciones a decimales, contra lo cual
ya se habrd prevenido en clase.

El trabajo de este ejercicio (y lo que queremos evaluar) se encuadra dentro del campos de

problemas 6.

26 45 13 .9 _
b)m‘ﬁ—s 13 —

w|o

Entre las resoluciones alternativas, la mds comun serd que los alumnos efectien el pro-
ducto de forma directa, obteniendo un nimero elevado y dificil de simplificar. A mitad de
camino entre una y la otra estard ver alguna de las cancelaciones que se pueden hacer pero
no todas.

En este ejercicio es en el tnico en el que no aparece una expresion combinada (técnica
del campo de problemas 9), en su lugar, simplemente evaluaremos el trabajo en el campo de
problemas 7.

Muy similar al anterior, aunque presumiblemente requerird de un mayor nimero de pa-
sos, y es mucho mds dificil de atacar de forma directa. En este caso si que es un trabajo muy
similar al de la técnica del campo de problemas 9, en el cual habria que incluir también los
campos de problemas 6 y 7.

—_
—_
w
w

27.90 _3.10
d) 1

49 77 — 711

<l
=

I
3
S

En cuanto a las resoluciones alternativas, de nuevo tenemos que es posible transformar la
division en el producto por la fraccidn inversa y operar sin llevar a cabo ningtn tipo de sim-
plificacién, aunque de nuevo se tiene que es muy posible que se introduzcan errores a causa
de la aparicién de nimeros elevados. La otra opcidn que es posible seria convertir primero
la divisién en un producto, y luego simplificar éste. Se trata de un trabajo que nos permitird
evaluar la técnica aplicada en el campo de problemas 8.

En cuanto a la tipologia de errores esperados, es muy posible que algiin alumno no vea
la division y efecttie un producto, o que al simplificar simplifique como si de un producto se
tratara. El resto de errores deberian responder a un caracter operacional.

En este ejercicio, consideraremos tarea general el algoritmo de la operacién en si y la
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simplificacidn, tareas auxiliares especificas el uso de fracciones equivalentes y el cdlculo de
minimos comunes multiplos y mdximos ccomunes divisores y tareas auxiliares especificas
los célculos de tipo aritmético.

Ejerciccio 2

En general, la resolucidn de este ejercicio y de los siguientes sigue un mismo esquema en
cuanto a las tareas a realizar. Consideraremos que los campos ddel 1 al 5 se evalian de forma
transversal, dado que son técnicas que se deben aplicar casi en cualquier tipo de trabajo con
fracciones. Dado que el primer ejercicio ya evalda las técnicas que surgen de los campos de
problemas desde el 2 hasta el 5, uno de los que mayor peso tendrd en la evaluacion serd el 1.

El ejercicio 2 busca evaluar la comprension de un problema de medida (dentro del cam-
po de problemas 1), asi como de las operaciones involucraddas en éste. Para realizarlo, lo
primero que hay que hacer es interpretar el enunciado, observando que lo que nos dicen es
que tenemos baldosas de 11—5 m de largo y 43—0 m de ancho, por lo que el drea de cada baldosa
serd de % . % = % = W%O de metro por baldosa, por lo que con 200 baldosas tendremos
un metro cuadrado (aunque para ello es necesario cierto uso del significado de razon de una
fraccion).La unica dificultad de este ejercicio es saber interpretar el enunciado, en el sentido
de que las medidas no vienen dadas de forma directa, y observar que para hallar el nimero de
baldosas hay que dividir el metro cuadrado entre el drea de cada baldosa. La solucién que se
obtiene puede ser descolocadora para un alumno que no haya caido nunca en la relacion entre
la proporcionalidad lineal y la cuadratica (Un cuadrado estd compuesto por 100 cuadrados

de lado ﬁ) del cuadrado original).

En general los errores que cabria esperar son referentes a no comprender el enunciado, a
no ser capaz de plantear una solucién o a no haber alcanzado resultados aceptables en cuanto
al dominio de la medida. Es posible que se dé también algun error operacional.

Principalmente, podemos evaluar los capos de problemas 7 y 8 con este ejercicio. Ade-
mds, al poder separar el proceso en dos pasos, podemos separar la evaluacion de ambas
partes. de ambas partes.

En cuanto a las tareas, queda claro que las tareas principales son extraer la informacién
del enunciado, plantear las operaciones para llegar a la solucién y expresar la solucién de
forma correcta. En cuanto a las tareas secundarias especificas, se conssiderarian como tales
la realizacion de las distintas operaciones con fracciones. Son tareas auxiliares generales las
operaciones aritméticas con nimeros enteros que de éstas se derivan.

Ejerciccio 3

El ejercicio 3 busca evaluar el correcto uso de la fraccion como un operador, aunque se
trata de un ejercicio bastante sencillo, y casi si dificultad. Mds que dificil, es largo de leer,
e implica una cantidad considerable de operaciones. Para realizarlo, basta calcular cuanto
han gastado Silvia (% 25+ % :50+10= w = %€) y Marcos (50% + 24+ 18)% =
25428 = 53). Después, bastard con comparar ambas fracciones y llegar a la conclusion de
que la que mas ha gastado es Silvia.Como puede apreciarse, en este problema no hay que tra-
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bajar con fracciones grandes, y es incluso posible trabajar con nimeros decimales sencillos
y no con fracciones. Los errores que puedan surgir se deberdn mds a una mala interpretacion
del enunciado o a errores de aritmética que a dificultades reales.

Las resoluciones que cabria esperar e alumnos de un curso de 1° de ESO se encuadran
mds en un proceso separado en mds pasos, en muchas ocasiones en forma de tabla y mas
extensas que la que se lleva a cabo simplemente con las dos operaciones. Hay que recordar
que al no conocer aun el cdlculo algebraico, no podemos preveer que definan como valores
el dinero que ha gastado cada uno, calculando primero y operando después.

Los principales campos de problemas que evaluaremos en este problema seran el 1, en el
sentido de que serd necesario trabajar la fracciéon como un operador, también se hace uso de
las técnicas de los campos de problemas 5, 6 y 7. En algunas resokuciones es muy posible
que aparezcan técnicas del campo de problemas 9, aunque presumiblemente no en todas.

En cuanto a las tareas, consideraremos que la tarea principal serian hallar lo que les ha
costado a cada uno de dinero, y comparar ambas cantidades para llegar a una conclusion vali-
da y expresarla. Serian tareas auxiliares especificas las propias operaciones con fracciones, y
tareas auxiliares generales las propias operaciones aritméticas que surgen de las operaciones
con fracciones.

Ejerciccio 4

En el ejercicio 4 se busca que los alumnos demuestren su capacidad de resolver un pro-
blema, también mediante el uso de operadores, en este caso encadenados. Puede conside-
rarse que los alumnos también pueden resolver el problema aludiendo al significado de la
parte-todo, aunque en este caso consiste en hallar un todo a partir de una parte conocida.
Para llevar a cabo la resolucidn, bastard con aplicar los inversos de los operadores y hacer
15- ? . %) = 300. Cabe esperar que muchos alumnos decidan acometer este problema en dos
pasos, hallando primero el nimero de canciones del grupo y a partir de ahi hallar el total.
Cabria esperar que, para hacer mas simple este proceso, muchos alumnos organicen la in-
formacion en tablas. En cuanto a los posibles errores, los errores que cabria esperar serdn o
bién de comprension del enunciado, o bien de no ver que basta inveertir el operador o incluso
errores de tipo operacional.

Los campos de problemas evaluables serdn, principalmente, el 7 y el 8, en funcion de
como acometan los alumnos el problema. De los campos que dan lugar a técnicas mds vehi-
culares, en este ejercicio podemos evaluar fundamentalmente las de los campos 1y 3.

Las tareas principales de este ejercicio serian plantear las operaciones necessarias para
llegar a la solucién, y una vez obtenida ésta, expresarla mediante un lenguaje claro y acep-
table. Serian tareas auxiliares especificas las operaciones con fracciones que aparezcan, y de
nuevo tareas auxiliares generales las operaciones con nimeros enteros que sean necesarias
para concluir éstas.

Ejerciccio 5
En el 5, queremos evaluar tanto el trabajo con la fraccién entendida como reparto, asi co-
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mo la capacidad de los alumnos para introducir una variable que no aparece en el enunciado
(el hecho de que la cuaota la pagan entre todos los jugadores del equipo de forma equitativa).
Para llevar a cabo su resolucidn, bastard encadenar los operadores de forma correcta, hacien-
do 5-1-300-45-1+3-1.560—1-28=5-7-9+10-5—4 =72. De nuevo se puede
llevar a cabo este problema de forma alternativa mediante pasos y uso de tablas, manteniendo
en todo momento el contexto de los problemas, y de nuevo la Unica dificultad que presenta
es interpretar correctamente el enunciado y efectuar las operaciones con precision.

Ademads de los campos de problemas cuyas técnicas hemos considerado como vehicula-
res, también podemos evaluar en este ultimo ejercicio el trabajo de las técnicas que surgen de
los campos de problemas 6, 7'y, posiblemente 9, aunque la aparicion de las técnicas asociadas
al campo de problemas 9 depende mas de la resolucion que halyan seguido los alumnos para
abordar esste ejercicio.

Las tareas principales de este ejercicio son de nuevo el planteamiento de un método que
lleve a la solucidn, y la expresion correcta de ésta. De nuevo tendremos que las tereas auxi-
liares generales son las técnicas de operacion con fracciones y, como tareas auxiliares espe-
cificas, podemos identificar las operaciones aritméticas con enteros que hay que realizar.

4.3.4. Criterios de calificacion

Para el ejercicio 1, los criterios de evaluacion serdn, teniendo en cuenta que cada apartado
vale 0’5 puntos:

Puntuacion Criterio

0.3 Aplicar el algoritmo de operacién de forma correcta.
0.1 Llegar al resultado correcto
0.1 Simplificar el resultado a una fraccion irreducible

0.1 adicional | Realizar las operaciones de forma sencilla.

En el dltimo criterio, nos referimos a los puntos como adicionales en el sentido de que
se trata de puntuacién que puede no asignarse a un ejercicio que esté correctamente resuelto,
pero se haya efectuado mediante simple fuerza bruta. Nos referimos por forma sencilla a usar
el minimo comun denominador para las operaciones de suma, o a realizaar simplificaciones
intermedias para efectuar productos y divisiones.

Para el ejercicio 2, sobre dos puntos tenemos:

Puntuacion Criterio

0.8 Hallar el area de cada baldosa.
0.8 Efectuar la division para llegar al nimero final de baldosas.
0.4 Expresar ambos resultados de forma correcta.

0.2 adicional | Efectuar los calculos de forma sencilla.

De la primera parte, penalizaremos hasta 0.5 puntos por efectuar mal el producto, aunque
s6lo penalizariamos 0.25 en el caso de que el error aparezca como resultado de realizar mal
el producto de enteros que aparece como consecuencia de aplicar la técnica del producto de
medidas para hallar un drea. El segundo apartado simplemente consistiria en dividir el area
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entre el area de cada baldosa, y aplicariamos el mismo criterio para los errrores operaciona-
les. En el caso de que la parte anterior no estuviera bien hallada, seguiremos puntuando de
forma correcta en este criterio, en el caso de que exista consistencia con la solucién incorrec-
ta obtenida en el apartado anterior.

En la altima parte, expresar el resultado de forma correcta quiere decir que ha de explicar-
se la solucion numérica reintegrada en el contexto, y ésta debe expresarse con una fraccién
irreducible o un niimero entero.

Nos referimos a los puntos como adicionales, en el sentido de que un ejercicio puede es-
tar correctamente resuelto y no calificar en éste apartado. En este caso, el tinico criterio sobre
el que podriamos considerar anadir esta puntuacion adicional seria el simplificar en el paso
intermedio del producto. No obstante, en el caso de que algun alumno cometa errores, siga un
proceso aceptable y consistente con los errores y en algin paso intermedio se encuentre con la
posibilidad de llevar a cabo estas simplificaciones, también optaria a estos puntos adicionales.

Para el ejercicio 3, sobre dos puntos tenemos:

Puntuacién | Criterio
1 Hallar cudnto ha gastado cada uno.
1 Expresar la solucion al problema

Del primer criterio, penalizaremos hasta 0.6 puntos por efectuar mal las operaciones con
fracciones que aparecen, y solo penalizariamos 0.3 en el caso de que el error aparezca en al-
guna operaion entre nimeros enteros.Exigiriamos aqui llevar a cabo una comparacion entre
lo que cada uno gasta, y de ahi explicar quién de los dos ha gastado mas, devolviendo asi la
solucion al contexto. En caso de que haya errores en el apartado anterior (derivados de opera-
ciones o de un planteamiento incorrecto pero con cierta légica), seguiriamos calificando esta
parte como bien resuelta, siempre y cuando haya consistencia.

En cuanto al ejercicio 4, tenemos lo siguiente:

Puntuaciéon | Criterio

1.2 Hallar la solucién.

0.8 Expresar la solucién de forma correcta.
0.2 adicional | Efectuar los calculos de forma sencilla.

En el primer criterio, considerariamo quitar hasta 0.8 puntos por errores operacionales,
siempre que éstos respondan a errores en la técnica de cdlculo de fracciones. Como siempre,
en el caso en el que los errores sean al efectuar las operaciones con enteros que aparecen, solo
considerariamos restar 0.4 puntos. Valoraremos cualquier procedimiento que permita llegar
a la solucidn, (tablas, producto/divisién de fracciones sucesivas, hacerlo en dos pasos, etc.).
Nos referimos a explicar la solucion de forma correcta cuando es necesario reintegrar ésta en
el contexto y explicarla de forma escrita.

De nuevo los puntos adicionales estdn pensados para premiar a aquellos alumnos que
realizan simplificacciones en los cpasos intermedios, o adoptan estrategias efectivas de reso-
lucién. Se trata tambien de un margen que nos reservamos para evittarnos tener que puntuar
a la baja respuestas que no nos esperdbamos en los criterios y que han fallado por errores de
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operaciones y no de razonamiento.

Por dltimo, para evauar el ejercicio 5:

Puntuacion Criterio

0.5 Planteamiento correcto de las operaciones a realizar.
1 Solucién hallada de forma correcta.
0.5 Expresion correcta de la solucién obtenida.

0.2 adicional | Efectuar los calculos de forma sencilla.

En el primer criterio considerariamos que se califica de forma correcta cuando, al menos
se ha planteado, bien en forma de operacién, en forma de tabla o mediante algtn otro proce-
dimiento, aunque para optar a este criterio, el alumno deberia tener un planteamiento exitoso
que le permitiese hallar o bien los ingresos y loss gostos, o bien los beneficios de cada torneo.
El dnico error en el que podriamos pensar calificar parcialmente seria en el caso de que un
alumno no advirtiera que, la cuota de inscripcién debe dividirse también entre los mimbros
del grupo, lo cual penalizariamos con un 0.25.

En el segundo criterio se incluye la realizacion de las operaciones, como en otros casos,
penalizariamos hasta todo el punto por errores en las técnicas de operacion con fracciones y
hasta medio punto por errores de operaciones con nimeros enteros.

De nuevo tenemos una situacion en la que los puntos adicionales se distribuirdn a aque-
llos alumnos que lleven a cabo aquellas simplificaciones en los productos que aparezcan, o
que al sumar fracciones lo hagan usando el mino comin denominador y no el producto.

4.3.5. Comunicacion y gestion de resultados

Una vez hayamos llevado a cabo el proceso de correccidn, cabra plantearse cémo vamos
a llevar al aula los resultados, teniendo en cuenta que los resultados podrian no ser del agrado
de todos los alumnos, y pueden suponer un cierto trauma para alumnos que hayan obtenido
una calificacién mads baja.

La comunicacién de dichos resultados se llevard a cabo durante alguna sesion en la que
valoremos que va a llevarse a cabo un trabajo mdas auténomo por parte de los alumnos. Asi
que elegiremos alguna sesion en la cual se lleve a cabo un cierto trabajo de alguna técnica. A
lo largo de esa hora iremos llamando a la mesa a los alumnos, para comunicarles las notas y
senalarles los fallos mds graves que hayan podido cometer.

Es importante que nuestros alumnos sean conscientes de que ni de lejos es una nota

definitiva, y de que deben perseverar en su aprendizaje si desean mejorar una nota mala o
mantener una nota buena.
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Anexo A

Legislacion educativa

A.1. Primaria

Los puntos de las leyes, tanto estatales como autonémicas que
nos dan una idea del trabajo que se lleva a cabo con las fraccio-
nes en primaria son, comenzando por la legislacion estatal, de
acuerdo con el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el

que se establece el curriculo basico de la Educacion Primaria.
Boletin oficial del estado, n° 52, 2014, 1 de marzo:
En cuanto a contenidos:

= Numeros enteros, decimales y fracciones:

= El Sistema de Numeracion Decimal: valor posicional de las
cifras.

= El numero decimal: décimas, centésimas y milésimas.

= Concepto de fraccion como relacion entre las partes y el to-
do.

= Fracciones propias e impropias. Numero mixto. Representa-
cion gréfica.

= Fracciones equivalentes, reduccion de dos o mas fracciones
a comun denominador.
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Los numeros decimales: valor de posicion.

Redondeo de numeros decimales a las décima, centésima
o milésima m4s cercana. Relacion entre fracciéon y nimero

decimal, aplicacion a la ordenacion de fracciones.

Divisibilidad: multiplos, divisores, nimeros primos y nime-
ros compuestos. Criterios de divisibilidad.

Operaciones con fracciones. Operaciones con numeros de-
cimales. Porcentajes y proporcionalidad.

Y en cuanto a estandares evaluables:

1.2. Lee, escribe y ordena en textos numéricos y de la vida
cotidiana, nimeros (naturales, fracciones y decimales hasta las
milésimas), utilizando razonamientos apropiados e interpretando
el valor de posicion de cada una de sus cifras.

2.2. Interpreta en textos numéricos y de la vida cotidiana, nu-
meros (naturales, fracciones y decimales hasta las milésimas),
utilizando razonamientos apropiados e interpretando el valor de
posicion de cada una de sus cifras.

2.4. Ordena numeros enteros, decimales y fracciones bdsicas
por comparacion, representacion en la recta numérica y transfor-
macion de unos en otros.

3.1. Reduce dos o mas fracciones a comun denominador y
calcula fracciones equivalentes.

3.3. Ordena fracciones aplicando la relacion entre fraccion y
numero decimal.

5.1. Opera con los numeros conociendo la jerarquia de las
operaciones.

5.2. Utiliza diferentes tipos de numeros en contextos reales,
estableciendo equivalencias entre ellos, identificindolos y utili-
zandolos como operadores en la interpretacion y la resolucion de
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problemas.

6.5. Aplica las propiedades de las operaciones y las relaciones
entre ellas.

6.6. Realiza sumas y restas de fracciones con el mismo deno-
minador. Calcula el producto de una fraccidén por un nimero.

6.7. Realiza operaciones con numeros decimales.

6.8. Aplica la jerarquia de las operaciones y los usos del pa-
réntesis.

S1 acudimos ahora a la normativa autonomica, de acuerdo con
lo dsipuesto por la la parte referente a matematicas del Anexo II
de la Orden de 16 de junio de 2014, de la Consejera de Educa-
cion, Universidad, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el
curriculo de la Educacion Primaria y se autoriza su aplicacion
en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragon.
Boletin Oficial de Aragon, n° 119, 2014, 20 de junio, tenemos
que:

En cuanto a contenidos:

5° curso de primaria:

= Ordenacion de fracciones en las que el numerador es mayor
que el denominador

= Sumas y restas de fracciones con el mismo denominador.
Producto de una fraccion por un numero.

= Producto de una fraccion por un nimero.

6° curso de primaria:
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Correspondencia entre fracciones sencillas, decimales y por-
centajes.

Concepto de fraccidon como relacion entre las partes y el to-
do.

Fracciones propias e impropias. Numero mixto. Representa-
cion gréfica.

Fracciones equivalentes, reduccion de dos o mas fracciones
a comun denominador.

Relacion entre fraccion y ndmero decimal, aplicacion a la
ordenacion de fracciones.

Operaciones con fracciones.

Correspondencia entre fracciones sencillas, decimales y por-
centajes.

Y en cuanto a estandares y criterios de evaluacion:

5° curso de primaria:

Crit. MAT.2.3. Realizar operaciones y calculos numéricos me-
diante diferentes procedimientos, incluido el cidlculo mental, ha-
ciendo referencia implicita a las propiedades de las operaciones,
en situaciones de resolucion de problemas del entorno inmedia-
to.

Est. MAT.2.3.3. Ordena fracciones en las que el numerador es
mayor que el denominador aplicando la relacion entre fraccion y
nimero decimal.

Crit. MAT.2.5. Utilizar los numeros naturales, decimales y frac-
cionarios para interpretar e intercambiar informacion en contex-
tos del entorno inmediato.
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Crit. MAT.2.4./Crit. MAT.2.6. Operar con los nimeros tenien-
do en cuenta la jerarquia de las operaciones, aplicando las pro-
piedades de las mismas, las estrategias personales y los diferen-
tes procedimientos que se utilizan segun la naturaleza del cilculo
que se ha de realizar (algoritmos escritos, cadlculo mental, tanteo,
calculadora), usando el mas adecuado.

Est. MAT.2.6.6. Realiza sumas y restas de fracciones con el
mismo denominador. Calcula el producto de una fraccion por un
numero.

6° curso de primaria:

Crit. MAT.2.1. Leer, escribir y ordenar, utilizando razonamien-
tos apropiados, distintos tipos de nimeros (romanos, naturales,
fracciones y decimales hasta las milésimas, enteros).

Est. MAT.2.1.2. Lee, escribe y ordena en textos numéricos y
de la vida cotidiana, nimeros (naturales, fracciones, decimales
hasta las milésimas y enteros), utilizando razonamientos apro-
piados e interpretando el valor de posicion de cada una de sus
cifras.

Crit. MAT.2.2. Interpretar diferentes tipos de numeros segun
su valor, en situaciones de la vida cotidiana.

Est. MAT.2.2.2. Interpreta en textos numéricos y de la vida co-
tidiana, numeros (naturales, fracciones y decimales hasta las mi-
lésimas), utilizando razonamientos apropiados y considerando
tanto el valor de posicion de cada una de sus cifras.

Est. MAT.2.2.4. Ordena numeros enteros, decimales y fraccio-
nes bdsicas por comparacion, representacion en la recta numéri-
ca y transformacion de unos en otros.

Crit. MAT.2.3. Realizar operaciones y cdlculos numéricos me-
diante diferentes procedimientos, incluido el calculo mental, ha-
ciendo referencia implicita a las propiedades de las operaciones,
en situaciones de resolucion de problemas.
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Est. MAT.2.3.1. Reduce dos o mas fracciones a comtn deno-
minador y calcula fracciones equivalentes.

Est.MAT.2.3.3. Ordena fracciones aplicando la relacion entre
fraccion y numero decimal.

Crit. MAT.2.5. Utilizar los nimeros enteros, decimales, frac-
cionarios y los porcentajes sencillos para interpretar e intercam-
biar informacion en contextos de la vida cotidiana.

Crit. MAT.2.4./Crit. MAT.2.6. Operar con los numeros tenien-
do en cuenta la jerarquia de las operaciones, aplicando las pro-
piedades de las mismas, las estrategias personales y los diferen-
tes procedimientos que se utilizan segun la naturaleza del calculo
que se ha de realizar (algoritmos escritos, cadlculo mental, tanteo,
estimacion, calculadora), usando el mas adecuado.

Est. MAT.2.6.6. Realiza sumas y restas de fracciones con el
mismo denominador. Calcula el producto de una fraccién por un
numero.

A.2. Secundaria

Si buscamos en las leyes, tanto estatales como autondmicas,
indicaciones que nos sefialen como deberiamos abordar la ense-
fanza de las fracciones, nos encontramos lo siguiente.

Si acudimos a la legislacion estatal, segtin lo dispuesto en el
el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se

establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obli-
gatoria y del Bachillerato. Boletin oficial del estado, n°3, 20135,
3 de enero:

» Fracciones en entornos cotidianos. Fracciones equivalen-
tes. Comparacion defracciones. Representacion, ordenacion
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y operaciones.

En cuanto a los criterios de evaluacion, los que se contemplan
son:

1. Utilizar niimeros naturales, enteros, fraccionarios, decima-
les y porcentajes sencillos, sus operaciones y propiedades para
recoger, transformar e intercambiar informacion y resolver pro-
blemas relacionados con la vida diaria.

3. Desarrollar, en casos sencillos, la competencia en el uso de
operaciones combinadas como sintesis de la secuencia de ope-
raciones aritméticas, aplicando correctamente la jerarquia de
las operaciones o estrategias de cdlculo mental.

4. Elegir la forma de cdlculo apropiada (mental, escrita o con
calculadora), usando diferentes estrategias que permitan simpli-
ficar las operaciones con niimeros enteros, fracciones, decimales
y porcentajes y estimando la coherencia y precision de los resul-
tados obtenidos.

Por ultimo, en cuanto a los estandares de aprendizaje evaluables:

1.1. Identifica los distintos tipos de niimeros (naturales, en-
teros, fraccionarios y decimales) y los utiliza para representar
ordenar e interpretar adecuadamente la informacion cuantitati-
va.

1.3. Emplea adecuadamente los distintos tipos de niimeros y
sus operaciones, para resolver problemas cotidianos contextua-
lizados, representando e interpretando mediante medios tecno-
logicos, cuando sea necesario, los resultados obtenidos.

2.1. Reconoce nuevos significados y propiedades de los nii-
meros en contextos de resolucion de problemas sobre paridad,
divisibilidad y operaciones elementales.
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2.6. Realiza operaciones de redondeo y truncamiento de nii-
meros decimales conociendo el grado de aproximacion y lo apli-
ca a casos concretos.

2.7. Realiza operaciones de conversion entre niimeros deci-
males y fraccionarios, halla fracciones equivalentes y simplifica
fracciones, para aplicarlo en la resolucion de problemas.

3.1. Realiza operaciones combinadas entre niimeros enteros,
decimales y fraccionarios, con eficacia, bien mediante el cdlculo
mental, algoritmos de ldpiz y papel, calculadora o medios tec-
nologicos utilizando la notacion mds adecuada y respetando la
jerarquia de las operaciones.

4.2. Realiza cdlculos con niimeros naturales, enteros, fraccio-
narios y decimales decidiendo la forma mds adecuada (mental,
escrita o con calculadora), coherente y precisa.

Observando la normativa de nuestra comunidad, segun lo es-
pecificado en la orden de 9 de mayo de 2007, del Departamen-
tode Educacion, Cultura y Deporte, por la que seaprueba el cu-
rriculo de la Educacion secundariaobligatoria y se autoriza su
aplicacion en los cen-tros docentes de la Comunidad Auténoma
de Aragén.Boletin oficial de Aragon, n° 65, 2007, 1 de junio, te-
nemos lo siguiente:

» Medida. Las magnitudes: cualidades de los objetos quepue-
den medirse.

» Numeros racionales positivos: necesidad y usos. Sistemas de
representacion: notacion fraccionaria, notacion decimal; no-
tacion porcentual. Utilizacion de la recta numérica para
comparar y ordenar fracciones, decimales positivos. Expre-
sion de una fraccion como niimero decimal; transformacion
de un niimero decimal exacto en fraccion. Niimeros perio-

Fracciones en 1° de ESO
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dicos. Aproximaciones decimales y redondeos. Operaciones
elementales con fracciones y decimales; aproximacion del
resultado de acuerdo con la precision requerida. Razon y
proporcion.

» [nterpretacion y utilizacion, en diferentes contextos, de los
niimeros naturales, fraccionarios, decimales positivos y sus
operaciones.(...)

Y en cuanto a los criterios de evaluacidn:

1. Utilizar numeros naturales y enteros y las fracciones y de-
cimales sencillos, sus operaciones y propiedades, pararecoger
transformar e intercambiar informacion en actividades relacio-
nadas con la vida cotidiana.(...)

2. Resolver problemas para los que se precise la utilizacionde
las cuatro operaciones, con niimeros enteros, decimales yfrac-
cionarios, utilizando la forma de cdlculo apropiada yvalorando
la adecuacion del resultado al contexto.(...)

Autor: Fernando Ruiz Laguna
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