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Apéndice 1

En este apéndice se demuestra la validez de la expresién (3.7). Partimos de (3.3):
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Relacionamos las densidades de materia y radiaciéon en tiempos distintos a partir del factor de

escala y el factor de Hubble en esos tiempos:
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Dividimos las expresiones para obtener una expresién que relacione ambas densidades:
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Si escogemos como tiempo 1 un tiempo cualquiera y tiempo 2 aquel en el que la densidad de
radiacién y materia eran iguales(, o, = €2, ¢ Obtenemos una relacién para las densidades de materia
y radiacién en un tiempo t:

Qe
Q= Q=1 (7)

Si ahora tomamos el tiempo 1 como el tiempo actual ¢y , en el cual el factor de escala es 1
(ap = 1) y de nuevo el tiempo 2 es aquel en el que las densidades de materia y radiacién son iguales
obtenemos una relacién para la densidad de materia y radiacién hoy:

Qg = Qg aeq (8)

Puesto que los limites de integracién en los que calculamos la distancia comovil ocurren cuando
todo el universo estaba compuesto unicamente por radiacién y materia podemos afirmar que:

Q,,+Q, =1 9)

Operamos con esta expresion y obtenemos:
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Utilizamos la expresién que relaciona densidad de materia y radiacién para obtener:
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Utilizamos la expresién que relaciona densidades de radiacién y materia hoy y obtenemos:
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Particularizando (4) para ag = 1 y a genérico tenemos:
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Sustituyendo (15) en (16) se obtiene:
H%a* = Qpo(aeq + a)HE (17)

Tomando la raiz cuadrada de esta expresién obtenemos:
a>H = HoQo\/aeg T a (18)

Finalmente sustituyendo en (1) vemos que la distancia recorrida por los neutrinos desde un

tiempo t; = 1seg hasta el momento del ultimo scattering de los fotones en el que a = a, es:

(V@ + teq — \/Oeq] (19)
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Donde hemos considerado el hecho de que a; << aeq



Apéndice 2: Estadistica de Fermi-Dirac

Un gas de Fermi es un modelo de un sistema de fermiones libres (particulas con spin semien-

tero), que no interactian entre si. La distribucién de energia de los fermiones de un gas de Fermi
estd determinada a través de la estadistica de Fermi-Dirac.
El principio de Pauli dice que ningtin estado cudntico puede ser ocupado por mas de un fermién con
las mismas propiedades por lo que la energia total de un gas de Fermi en el cero absoluto es mayor
que la suma de las energias en el estado fundamental de las particulas aisladas. Debido al principio
de Pauli los fermiones se mantienen separados y en movimiento.

La probabilidad de encontrar un fermién con un momento comprendido entre Py P + dP por
unidad de volumen, lo da la distribucién de Fermi Dirac:
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Donde E es la energia, T la temperatura y u el potencial quimico

La densidad de probabilidad en una distribucién en equilibrio viene dada por:
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Donde E? = |7|? + m?

Por tanto para neutrinos sin masa y con p = 0O:
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Para resolver esta integral vemos en primer lugar cémo se resuelven las integrales del tipo:
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Realizamos un cambio de variable(k + 1)z = y,dx = dy/(k + 1):
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La integral es la definicién de la funcién gamma por o que:
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En la integral que queremos resolver p=3 por lo que teniendo en cuenta que I'(p) = 2 :
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La integral que nosotros queremos resolver es:
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Por lo que x = p/T y dx = dp/T, es decir
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