
������� �� �� �� ������ ������������ �� ������ �������

�� ����� �� ������

����������� �� ��������

������������ �� �� �����������

���������� �� �� �������� ��������

��������� ���������� �� �������� ��������� ��������

���������

������������ ���� �� ��������� ���

��� ����� �������� ��������� ��� ���� �������� �������� �����

������ �������� ������



�������� �

�� ����������� ���������� �� ��

�������� ��������

���� ������������� ��������� ������� �� ��������� �����������

�� �������� ��������� ��� � ���� �� ���������� ����������� ���� ��� �� �� ������� �����

������ ��� ������� ��������� ���� ����������� �� ������� ��� ������� ��� ������� �� ������� ��

�� ������ �� ����������� ��� ��� ���� ����������� �������� �� �� ������� ��������� ��������� �

��� ����������� ������� �� ��� ��� �� ������ �� ������ �� ���������� ���� � �� ���� ������������

����� �� ������� �� �������� � �������� ��������� �� �� ������� ��������� ����� �� �������� ���

�������� ���������� ��� ������������ �� �� �������� �������� �� �� ��� �� ������� ����������

�������� ��� �� �� �������� ���������� ���� �� �������� ����������� ������ ��� �� ���� ��� ��

������� ��� �������� �����

�������� �� ������� �� ������� ������� ��� ���������� ���������� ���� �� ��� �� ������ ����

�������� �

��������� ��� ������� ������������� ����� ������������� �� M � ���� ��� (A,π)� ����

�� M �� �� ������� ����������� A ⊂ M �� �� ������� �� M � � π �� �� ���������� ����������

π : A ⊂ M �−→ π(A) ⊂ Rn� ��� ������ � ���� ����� �� Ai �� ����� �� Rn�

��������� ��� ��������� ����������� ������������� �������� ���������� �� ��������� �

� ���� ������� ���������� M �� �� ��� ���� ���� ��� �� ������ ������� �������� ��������� � �� ��

��� ����� �������� ��� ���� ��������� �� �������� ��� ��� ∀ p ∈ M ������ ��� ����� n������������

�� p�

�� ���������� �� ��� ���� ��������� �� �������� �� �� ��������� �� � �� ���������� �������

���� ��� ��� ����������� ���� ������� ������ �� ������������� ������� ��� ���� �� ���������

�� ������������� ���� ���� ��� �� ������ ����� ��� ���������� ������ T2� ��� �������� �������

����� ��� ������� �� ������ T2 ������� �� ������ �� �������� �� ���������

��� ��������� ��� �������� ������������ ��� �������� ����������� ���� �� ������� ����������� ����������

�



���� ������������� ��������� ������� �� ��������� ����������� �

������ ��� ����� �������� �� �������� � ���������� ����� ���������� � ���������� �����������

����� ��������� ���� �� ������ �� ��������� ������������ �� ���������� ��� ���������� �� ������

������ ��� ������ ������������ �� ����� �� ������� ���������� ���� �� ���������� ���� �� ��

���� ���� �� ������� ���������� ������� ����� ����������� ��� ��� ����� �� ���� �������� ���

���������

• ��� �� ��� ����������� �� ����� ������� �� ��� ���������� �� �� ����������� �� ������ ����� �

��������� ��� ������� C(k������������� ������������� ������ C(k������������

� ��� ������ (A1,π1)� (A2,π2) ��� ���������� � ���� A1 ∩A2 = ∅ � ���� A1 ∩A2 �= ∅ � ���
�������������

π2 ◦ π−1
1 : π1(A2 ∩A1) �→ π2(A2 ∩A1),

π1 ◦ π−1
2 : π1(A2 ∩A1) �→ π1(A2 ∩A1)

��� �� ����� C(k�

��������� ��� ������� ������������� ����� C(k����������� � ��� ������� �� ������

{(Aα,φα) | α ∈ N} ����������� ��� � ��� � ����� ��� �
α∈NAα = M �

�� �������� �� ����� ��� ������� �������� ��� ��� ������ �� M � ��� ��� ��������� ��������

����� ����� ��� �� ������� ����� �� ������� ����������� �� Rn� �� ������ ��� ������� ������

���������� M ���� Rn� ������ �� ����� �� ���� ��������� �� ������ ����� ������ ��

������ �� ����� �������� ��� �������� ����� �� ��� �� ����� �� ����� ������� �� ��������

�������� ��������������

• �� ���� ����� q ∈ M �� ������� ��������� �� �������� �� ��������� ������������ �����������

���� �� q� �������� ���� C(∞(q)� ���� �������� ����� �� ����� �������� �� �� �����������

���������� �� �� ������� ������� �� ���� �� ����� �� ������� �� ������� �� ����� �������

���� ��� ��������� ��� ���������� ������� ������� ����� ��� ��������� ����� ��� ��������

������ ��� ����� ��������� �� C(∞(M)�

• �� ���� ����� p ∈ M �� ������� ��������� ������ �� ������� �� �������� ��������� � M ��

p�

��������� ��� ������� �������� � ��� �������� �� �� ������ ������������� ����

��� �������� �� �� ����� p ∈ M � ���� ���������� Xp : C
(∞(p) �−→ R ��� ���������

�� �� ������� Xp(λf + µg) = λXp(f) + µXp(g)� ∀f, g ∈ C(∞(p), λ, µ ∈ R�

�� ������ �� ����� �� �������� Xp(fg) = g Xp(f) + f Xp(g)

�� ������� �� ����� ��� �������� ��������� � M �� �� ����� p �������� �� ������ �� �������

�������� � �� �������� M �� �� ����� p � �� �������� ���� TpM � ������� �� ������� ��

�������� ��������� � M �� ���������� �� ��� ������ �������� �� ������ �� ������ ��������

� �� �������� �����

TM :=
�

p∈M TpM



� �������� �� �� ����������� ���������� �� �� �������� ��������

• ����������� ���� ������� ��������� ���� �� ��������� �� �� ����������� ���������� �� ��

�������� �������� �� �� �� ������� �� ������ ����������� ����� M �

��������� ��� ������ ���������� ������������� ����� ���������� ���� ����������

��� ������ � ���� ����� �� �� �������� �� ������ �� �� ������� ���������

X : M �−→ TM

X(p) := Xp ∈ TpM

�� ������� �� ��� ������ ����������� �������� ����� �� �������� M �� �� �������� ����

X(M)� ��� ������ ����������� ����� ��� ���������� �� �������� ��� ���������� �� �� �����

����� ������ ��� �������� ����������� ���������� ������������� � ������ �� �� ��� �� ������

���� ��� ������ �����������

��������� ��� ������ �������� �� �� ����� ���������� ������������� ����� ���

������ �� �� ����� ��������� X ∈ X(M) � �� ����� Γ : I �−→ M � ����� I = (a, b) ⊂ R
�� �� ��������� �� �� ����� ����� �� ����� ����� Γ ��������

�� �� ��������������

��
d

dt
Γ|t=τ = XΓ(τ)� ∀ τ ∈ I

���� ������ ����� ��� ��� ����� �� ��� �������� ����� ��� �������� �������� �� �����

��������� ��� ������� ���� �� ���� ����� �� �� ������ ����� ����� ������ �� ������ ��������

� ����� �� �� ���������� ����������� ��� ������ �� ��������� ��� �� ���� ���� ���� ��� ������

�� �� �������� �������������� ��� �� �������� ��������� ����� ������������ ��� ��� ������

���������� �� ������� ������ ������������

����� ����� ���������� ���������� ������ ��������� ���������������� �� �� ��������� ������

������ ���� ���������� ������� ��� ������� �� ������� ��� ���������� ����������� ���� �����
������� �� ����� ��� �������� ���� �� �������� n� �� ���� ����� ��� ����� ���������� ����� ����
������� A �� r ∈ M� ���� �� ������� �������� Rn ��� ��� ������ ������� �� ���� ����� p � q
�� ������� ��������� �� ������� �� �������� ��������� � M � TpM � � �� �� ��������� ��������������
�� ��� ������ C(∞(q)�



���� �� ���������� ���������� ��� ������� �� ����������� �

��� ����� ������ ������� ����� �� ������ �������� ��� ��������� �� ������� �� ������

��������� �� �� �������� �������� �������� ��������� ��� �������� ����������� ��� ����������� �

��� ������� � ����������� ��� ������� ���� ��������� � ������ ����������� �������� ����� �����

�����������

��� ������� ���� ������ �� ��� ������������ ���� ���� ��� ���������� � ������ ���������� ��

����� �������� ������ �� ��� ����������� ������������ �� ��������� �� ���� ����� ������� �������

������ ��� ������� ������������ ��� ���������� ����������� �� �� �������� ������� �� �����������

�� �� ������� �� n ����������� ������������� �� ������� ����� �� ������� �� ����� ��� ������� ��

����� (qi, pi) �� ��� ����������� � ��� �������� ������������ ��� �� �� ���� ��� �������� ����

�� ��������� 2n� ������� ��� ���������� ������� ������ ����� ��� ��������� �������� �����

����� �������� ����� � ��� ���������� �� �� ��������� ��� ������� ��� ���������� �� ���������

∂qiH = −ṗi � ∂piH = q̇i� ��� ���������� ������������� �� ������ ������ ����� ���������� ������

��� ��� ������ ���������� �� �� ����� ���������� �� ���������� �������� ��� ������ �� �� ������

������� �� ���������� ������������ �� ����� ��� �� ������� ��� ������ ������� �� �� ��������

�������� ����� ��������� �� ��� ������ ��� ������� �� ���� ���� ��������� ������� ����� ���

����������� �����������

������ �� �������� �������� �� �� ��������� � �������� ����������� ������� ��������� �� ���

���� �������� � �������� ����� ��� �� ���������� �������� ������ ��� ������� � ��� ��� ���� ������

���� �������� ��� �������� ����������� ����������� ������� �� ������ ��� ����� �� �������������

���� �� ���� �� ������ ����� ��� ��������� ����� ��� ��� ������ ����������� �� ���������� ��������

��� ���� ������� � �������� �� ����� ����������� ���������� ��� � ��� � ��� ������������ ��

�� ������������ �������� ���� ������ �� ����������� ����������� �� ������� �� ��������������

�� ��� ����������� ����������� ��� ��� ��� ���� ������ �� ������� ������� �� ����� �������������

�� ������� �� �� ������� �� ������������ ��������� ���� ��� ��� ��������� � � � �� �����������

���� �� ���������� �� �� ������ ��������� �� ������� ���������� ���� �������� �� ������������

������� ���� �������� ���� ���������� ��� ���������� �����������

���� �� ���������� ���������� ��� ������� �� �����������

�������� ��� ������� ������� ����� �� ������� �� ������������ ������� �������� ��������� ���

�� ����������� ��� ����������� ����������� ��� ����� ���� �������� ���� ���� ���� �� ���������

���������� ������� ����� ������������ ���� �������� �� ���� ������� ��������� ��� ����� �� ���

������������� ���������� ��� ������� �� ������������ O� ������� ���� �� ��������� �� ������� ��

��������������� ������� ��� ��� ��������������� �� ������� �� ��� ���������� ������������ ��� ��

������� �� ���������� �������� ����� H� End(H)� �� ���� ��������� �� ������� �� ������������ �����

������� �� ����� ������� �� ��� ���������� ���������� ������� �� �� C∗�������� � ��� �� �������

�� ����������� Herm(H) �������� �� ��� �� �������� �� ����� ���� �� ��� C∗��������� �� ��� �����

�� ����� ��� ����� ���������� �� ������� ��������� ���� � ��� ����� ��� ������ ������� �� �����

������� �� ��� ���������� ���������� ������� ������� �� ������������������ ����������������

��� ����������� �������� �� ����� ��������� �������� ��������� �� �� ��������

��� ������ ����� ����� �� ���� ������������ ��� ���������� ������� ��� �� ������������ ���������� �������� ��

�� ����� ����



� �������� �� �� ����������� ���������� �� �� �������� ��������

����� �� ���������� �� C∗�������� �� End(H)� ���������� ��������� �� ������� ��

��� ����������� ����� ��� �� ������� �� ���������� End(H) ����� ��� ������ �� ��� ���������� ��

C∗���������

��������� ��� �C∗��������� �� �������� C∗�������� (A, ·, �.�, ∗) � �� ������� ��������� ����
����� A ��� ��� ��� �� ����������� ������� · : A×A �−→ A ���� ���������� ��� ���������������

��� ����� �.� �� A � ��� ���������� ∗ : A �−→ A� ���������� ����������� ��� ����������
∀A,B ∈ A � a ∈ C�

�� (A, ·) �� �� ������� ���������� ������ · �� �������� � ������ ��������� ������������

�� (A, �.�) �� �� ������� �� ������ ������ �������� ��� �������� � �.���

�� �� ����� � �� �������� ����� ������������ ��������� �AB� � �A��B� ��� ���� �������
��� · �� ��� ���������� ����������

�� �� ���������� �� �� �� ����� ∗(A) := A∗, A ∈ A � �������

���� (A+B)∗ = A∗ +B∗ ���� (aA)∗ = āA∗ ���� (A∗)∗ = A

�� �� ���������� � �� �������� ����� ������������ ��������� (AB)∗ = B∗A∗

�� �� ����������� �� ����� � �� �������� ����� ������������ �������� �� ������� ���������

C∗� �AA∗� = �A�2

������ ��� ������ �������� �� ����� ������� �� End(H) ����������� �� ��������� ����� �

���������� ��� ������� ��� ����������� ����������� �� ������ �� �� ���� �������� ��� End(H)

����� ���������� �� C∗��������� ���� ����� �� ����� ��������� ������� ��� �� ���� �� ���������

����� N � �� ������� End(H) �� �������� �� ������� �� �������� N ×N ��� ����������� ����������

M(N,C)� �� ����� ��� ����������� �� ������ � ���� ������ ������� ��� ����� �����������

φ : End(H) �−→ M(N,C).

����� ��� ��� ����������� �� M(N,C)� �� �������� ��������� ���� ��� �� �������� �����

�� ��������� �� ���������� ��������������� � �� ����������� ��������� A∗ = A† = ĀT � �� �����

�������� �� �� ��������� ������ ������� ����� �� ���������� ���� ���

�A� =
�
tr(A†A), ∀A ∈ M(N,C),

M(N,C) �������� ���������� �� C∗��������� ����������� ��� ��� C∗���������

(M(N,C), ·, �.�, †) y

(End(H), ·E , �.�E , †E),

����� ��� ����������� ��� �� ��������� � �� End(H) �������� �� ��������� ��� ����������� ���

��������� ����� M(N,C) �������� �� ���������� φ� ��� �������� †E = φ−1 ◦ † ◦ φ�



���� �� ���������� ���������� ��� ������� �� ����������� �

����� �� ���������� �� ��� ������� �� O� ������ �� ���������� �� ����� C∗���������

������� ���������� �� ����� ����� �� ������ �� �������� �� ��������� ����������� ���� �� �������

����� �� �� ���� �� ��� ���������� �������� ����������� �� �������� �� ���������� ������������

O = {A ∈ End(H)|A†E = A} � �� �� ���� �� ��� �������� �� �������� �� �������� ����������

Herm(H) = {A ∈ M(N,C)|A† = A}� �� ����� ��� �������� �� ����� ������ �� ����� ����� ��

��������

������ ���� ���������� �� C∗�������� �� End(H) � ����������� ���������� ������� �������� ����
φ� M(N,C) � ��������� O � Herm(H) ����������� ��� �� �����������

�������� ����� ������� ������� �� �������� �� ����������� O� ��� �������� ������� ��� ���

�������� ���������� ����� �� ������� �� �� ���������� �� C∗�������� �� �� ��� ���� ���������� ��

������� � ��� �������� �� ��� O �������� �� ������� ��������� ����� ���� ��� �� ��������������

��� ��������� ��������� �� ����������� �� ��������� �� ����������� ���� �� ����������� ���������

��� �� ������������ ���� ��� ���� �� ����� �� ����� �� ��� �� ����� ���� �� ��� C∗�������� ��

������ �� ��� ��������� ��������������� ������������ ���� ������ ���� �������� �� �������� ���

����������� �������������� ��� ��������� ��� ������� �� �������� Herm(H)� ������ ���� �� �����

���� ������ �� O ������ ���������� ��� φ� ��� �������� � �� ����� � � �� ����������� �� �����

��� ������� ���������� ��� ������������� �� ��� �������� �� �� C∗�������� (M(N,C), ·, �.�, †) �

Herm(H)� ���� ��� ����� ��� ����������� �������� �� �� ��������� �� ����������� ��� ��������

� Herm(H)� ��� �������� �� �� ��� ��������� ��������

A,B ∈ Herm(H) =⇒ (AB)† = B†A† = BA �= AB =⇒ AB /∈ Herm(H)

��� ��� ��� �� ������� �� ������� �� �������� ���������� �� �� �� ����� (Herm(H), �.�, †)�
����� � ��� � ������������ ��� �� ������� ��������� ���� ���������� �� ����� ������� ����

������� �� ����������� �������� �� ������� �� ��� � �� ������� �� �������

��������� ��� �������� �� ������� �� �������� ������� �� ������ (A, ◦) � �� �������
��������� A � � ��� ���������� �������� ◦ : A × A �−→ A ��������� �� ������� �� ◦ ������
∀A,B,C ∈ A�

�� �� ������������ A ◦B = B ◦A

�� �� ���������� ��� �������� �� �������� A2 = A◦A� ����� (A◦B)◦(A◦A) = A◦(B◦(A◦A))

��������� ���� �������� �� ���� �� �������� ������� �� ��� (A, [·, ·]) � �� ������� ����
������ A � � ��� ���������� �������� [·, ·] : A × A �−→ A ��������� �� ���� �� [·, ·] ������
∀A,B,C ∈ A�



� �������� �� �� ����������� ���������� �� �� �������� ��������

�� �� �������������� [A,B] + [B,A] = 0

�� ��������� �� ��������� �� ������� [A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0

��� ����������� ��� ����� �� Herm(H) �� ������� �� ��� � �� ������� �� ������ ������

�� ���������� ��� �������������� � ������ ��� �������� �� �� C∗��������� ��� ��������� � ����

�������������� �� ��������� �� �������� �� ������ ������� ����

[·, ·]+ : Herm(H)×Herm(H) �−→ Herm(H),

A,B ∈ Herm(H) �−→ [A,B]+ =
1

2
(AB +BA) ∈ Herm(H),

���� �� (Herm(H), [·, ·]+) �� ������� �� ������� �� �� ����� ������ �� �������� �� ��� �������

���

[·, ·]− : Herm(H)×Herm(H) �−→ Herm(H),

A,B ∈ Herm(H) �−→ [A,B]− = −i(AB −BA) ∈ Herm(H),

��� ������� �� ������ −i �� ��� ��������� ������� �� Herm(H)� ���� �� (Herm(H), [·, ·]−) ��

������� �� �����

�� ���� ������� �� ���������� ���������� ��� ������� �� �������� ���������� ����� ����

(Herm(H), �.�, †, [·, ·]+, [·, ·]−)� ����� ��� ��������� ������������ ��� ����������� �� ������� ��

������ � �� ���� ���������������� �� ������������� (Herm(H), �.�, [·, ·]+, [·, ·]−) �� �� �������

������������������

��������� ���� �������� �� ������������������ �� �������� ������� �� �����������

������ � ������� ��� (A, ◦, [·, ·], �.�) � �� ������� ��������� A ������ �� �� �������� �� ������

◦� �� �������� �� ��� [·, ·] � ��� ����� �.� ��� ��� (A, �.�) �� �� ������� �� ������ �� ◦� [·, ·] �
�.� ������� ∀A,B,C ∈ A�

�� �� ����� �.� ���������� ���� �A2� = �A�2 ���� �A2� ≤ �A2 +B2�

�� �� �������� �� ��� � �� �������� �� ������ ����� ������������ ����

���� �� �������� �� ��� ��������� �� ����� �� ������� ��� �������� � �� ����������� �� ����

������ ��� ������� �������� �� �������� �� ������� [A,B ◦C] = [A,B]◦C+B ◦ [A,C]

���� ∃ k > 0 ∈ R ����� (A ◦B) ◦ C −A ◦ (B ◦ C) = k[[A,B], C]− [A, [B,C]]

�� �� ����� � �� �������� �� ������ ����� ������������ ���� �A ◦B� ≤ �A��B�

�� �� ����� � �� �������� �� ��� ����� ������������ ���� �[A,B]� ≤ 1√
k
�A��B�

���� ��� ������� ������ �� ������� �� ����������� ��� ��� ����������� [·, ·]+E � [·, ·]−E � ������

��� (O, �.�E , [·, ·]+E , [·, ·]−E ) ����� ��� ���������� �� ������� ������������������ �� ����� ���

�� ��������� � �� ����� ��� ���� ������� ��� ����������

��� ������ ���������� �������� ������ ��� ����� ���������� ��� ��������� ��� ����������� �������� �� Herm(H)
� ������� ��� ����������� ������� �� ��� ����������� ��� � ���



���� �� ���������� ���������� ��� ������� �� ����������� �

������ ���� ���������� �� C∗�������� �� End(H) � ����������� ���������� ������� �������� ����
φ� M(N,C) � ��� ������ ������ O � Herm(H)� ��� ���������� �� ��� ��������

�� ���� ����� ����� �������� �� ������� �� ��� ���������� ����������� �� ������� ���� ����

���� ���������� ��� M(N,C) ���� ������� ������ ��� �������� ������� (A,B) = tr(A†B)� ���

���� ������� ����� �� ����� �� ��������� ���� ��� ������� � ��������� d(A,B) = �A − B� =�
tr((A−B)†(A−B))� �� ������ �� ���� ��������� ��������� ��� �� ������� �� �������� ����

������� � ��� ����� �� ������� �� ����������� ������ ��� ����������� ����������

(Herm(H), (., .), d, �.�, †, [·, ·]+, [·, ·]−, tr),

(O, (., .)E , dE , �.�E , †E , [·, ·]+E , [·, ·]−E , trE)

����� �������� ������ ��� ��������������� ��������������� �� �������� ������������ ������

��������� ����� �� ������� �� ����������� O� ��� �� ��� ���� �� ������ �� �������� ����������

�� ��������� � �� ��� ����������� �������� �� ���

����� ��� �������� O∗ � O∗∗� �� ���� � ��� ����������� ���������� �� ����������� �������

���� �������� � ��� �������� ���� � ������ ��� ������� �� ����������� ��� ����� �������� ����

��� �������� �� ��������� ���������

O∗ = {f |f : O �−→ R} (O∗)∗ = {F |F : O∗ �−→ R}.

�� ������� ��������� ����������� �� ��� �� ���������� �� �� �������� ������� �� O ���������

�� ���������� ����� �� � �� �����

φ1 : O �−→ O∗,

A ∈ O �−→ φ1(A) := fA,

����� fA ����� ���� ��� fA(B) = (A,B), ∀B ∈ O� φ1 �� �� ��������� ������� ����������

�� ������� ������ � ��� �������� �� �� �������� ����� �� ������� ��������� ���� �� �� ��������

�������� ��� ���� ������� �������� �� �������� ��� ���� �������� �� �������� A �� O� fA� ����

fA = (A, .)� ���� ��������� �� �������� ���� ������� �� �������������� �� ������ � �� ��������

�������� ��������� �� ���������� ����� ��� ���� ��� ������� �� ������� � ��� ���� �� �� ������� �����

������� ���� ��� ��� �������� �� ��������� ����� ������� ����� ��� ��� �������� ���������

�� ������� ������ � ���������� ���� ���������� ��������� ���� ���� ����� O � (O∗)∗�

φ2 : O �−→ (O∗)∗,



�� �������� �� �� ����������� ���������� �� �� �������� ��������

A ∈ O �−→ φ2(A) := Â,

����� Â ����� ���� ��� Â(f) = f(A), ∀f ∈ O∗�

�� ���������� �� ��� ����������� φ1 � φ2 ��� ������� ����������� ����� ��� ����������� �� O
� �� ������� ���� � �� ������� ������� ����� ��� ���� �� ���� �������� �� �� ���������������

���� ����������� ���������� ��� ������� �� �����������

����� ��������� �� �� ������� �������� ��� �� ������� �� ����������� O ����� ����������� ��

������� ��������� ����� �� ������� ��� � ������ ���� ������ � ������ �� �� ����� �� �� ��������

�������� �� ��� ������ ����� �� ����� �� �� ��� ������� ���� ��� �������� ���������� �����

��������������� �������� �� ����� (O, (., .), d, �.�, †, [·, ·]+, [·, ·]−, tr)�

����������� ����� �� ������� �� �������������� �� ��� ����������� �� ������ � ��� ���

������� �� ������������ �������������� ���� ����������� ����������� � ������� ����������� �����

O∗� ������ ��� �� ��� ����� ����������� �� ��������� ������ �� ��� �������� ���� � ������ �� ��

������������ ���� ������ ������� ������������ ��� ���������� ������� �� ������� �� �����������

O �� �� ������� ��������� ����� ��� �� ��� �� ������� O∗ ���� ������� �� ����� �� ������� ���������

���� ��� �� ������ �������� ��� �������� ���� �� �� ����� ���������� ���� ��� ����� ��� ����

��� ������� �������� � ������ ��� ����� ����� �� � Rn� �� ����� �� ����������� �� ����� ������

�������� �� ������� ���� O∗� ����� �� ���� �������� ����� ������� ���������� �� ������� C∞)(O∗)

�� ��������� ������������ �������������� �������� ����� ��� ������� �� ����� ��������� �����

��������� �������� F : O∗ �−→ R� ��� �� ��� �� ������� ������ (O∗)∗ ������� ����� �� C∞)(O∗)�

����� (O∗)∗ ⊂ C∞)(O∗)� �� ��������� ����� ������ ����� ������� � ������� ��� �� ����� �����

���� �� ������������ ��������� ����� �� ������� ������ �� �������� ���������� ��� ������������

�� �������� ��� ���������

������ ���� �� ������� O∗ ���� �������� ���� �� ��������� n � ����������� �� �������� ����������
������� �� ��������� ����� ��� C∞)(O∗)� �� ��� ��������� �� ������ (O∗)∗� � ������� Rn ��������
� �� ��� �� ����� ������� ��� �� �������� �� ��� ����� (O∗, {�i}ni=1)�

����� ������������ �� �� ����� ��� ��������� �� �� �������������� �� H �� ������ ��� �� ������� R2n ���

��� �������� ���� �� ��������� ���



���� ����������� ���������� ��� ������� �� ����������� ��

����� ��� �������� Λ � R� ���� ��������� �� ����������� ���������� �� ��� �����������

�� ��� � ������ ����������� �� ������ ������� �� ������� ������������ �������� �������������

�������� ���������� ��� ���������� ����������� � ��� ��������� ������������ �� ���������

��������� ���� �������� ����������� ������������� ������� ���������� � ��� ���

������ M �� �� ����� p �� ������� ���� ��� ������� �������� � M �� p� TpM � ����� �������

���� �������� ���������� ���� T ∗
pM �

��� ��������� �� T ∗
pM ����� ��������� �������� ����� ��� ��������� �� TpM � ��� ������ ��

R� �� ����� ������� � �� ��� ������� ��� �� ������ ��������� �� ����� �� ��� �������� �����������

�� ���� ����� ������ �� ������ �� ������ �����������

T ∗M :=
�

p∈M
T ∗
pM.

�� �� ����� ��� ������� �� �� ���� �� ��� ������ ������������ ������� ������ �� ������ ��

���������� ��������� ��������� ��� ������� ���� � �� ������� ��������� ������

��������� ���� �������� ������������ ������������� ������� ����������� �� �� ������

��� M � ���� ���������� ��� ������ � ���� �������� �� M �� �������� ��� ������ �����������

ω : M �−→ T ∗M,

ω(p) = ωp ∈ T ∗
pM.

�� ������� ������ ��� ������� � ������ �� �� �������� ��� ������� �� ��������� ��������������

�� M � �� ������� ���� ���� f ∈ C∞)(M) ������� ��������� �� ������� ����������� df �

df : M �−→ T ∗M,

df(p) = (df)p ∈ T ∗
pM.

�� �������� (df)p ���� ������� ��� �� ��������� ����� ��� ��������� Xp ∈ TpM �

(df)p : TpM �−→ R,

(df)p(Xp) = Xp(f) ∈ R.

����� �� ������� �������� � �������� ����������� ��� ��������� �� ��� � �� ������� ��������

��� ���� �������� ��� ����������� ����������� ��� ������� �� ����������� �� �� ������� ���������

��������� ��� � ���� ����� ��������� ������ ��������� �� ��� ���������� ��������

Λf (dÂ, dB̂) = f([A,B]−) Rf (dÂ, dB̂) = f([A,B]+).

�� ����� ������������ f ∈ O∗� ��� ������� Λ � R ������� �� ���� ����� �� O∗ �� ������ ��

����� (0, 2) � ��������� �� ����� ��� ���� ��� �� ����� ���������� �� ����� ��������� ����� �����



�� �������� �� �� ����������� ���������� �� �� �������� ��������

�������� ���� ��� �� ��� Rf � Λf ����� ���������� �� ������� �� �� ���� ��� ������� �� ��������

(0, 2) ����� (O∗)∗ �������� �� ���� ����� f ∈ O∗� �� {ei}ni=1 �� �� ���� �� O � {�i}ni=1 � {êi}ni=1

��� ����� ���� � �� (O∗)∗ ���������� ������� �� ���� ��� ������� �� (0, 2) �������� ����� (O∗)∗

�� {�i ⊗ �j}ni=1� ���� ��� Rf � Λf ��� �������� ���������� � ��������������� ����������������

������� ��������� �� �������� ��������� ��� �� ��������� ����������� � ����������������

φ1 � φ2 :=
1

2
(φ1 ⊗ φ2 + φ2 ⊗ φ1) φ1 ∧ φ2 :=

1

2
(φ1 ⊗ φ2 − φ2 ⊗ φ1).

� ��� ����� �������� ���������

Rf =
�

i,j

Rij �i � �j , Λf =
�

i,j

Λij �i ∧ �j .

�� ������� ������� ��� ����������� Rij � Λij �������� ������ ��� ���������� ����� ����� (ei, ej)

�� �������� �� �� ���� �� O� ��� �������� ���� �� ���� ��� ������ Λf �� ��������

Λij = Λf (dêi, dêj) = f(
�

k

cijkek) =
�

k

cijkf(ek) =
�

k

cijk(Af , ek) =
�

k

cijkxk(Af ),

����� ��� Af ��������� �� �������� �� O �������� � f � ��� xk(Af ) ��������� �� ����������

k������ �� ��� ��������� �� ��������� ��� ����������� �� �������� xk(Af ) := xk� ����������� ���

�� ���������� �� �� ��� �������� �� O �������� �� �������� �� O∗ ��� ����� �� ��������� ���

������� ���� ��� ����� � �������� ����������

Rf =
�

i,j

dijkxk �i � �j , Λf =
�

i,j

cijkxk �i ∧ �j .

����� �������� ������� ���������� �� �� �������� �� �� ������ ��������� ����

������� ���� � ��� �� �������� ��� ��� ��������� � � � ������������ ��� ����� �� O∗ ��� �������

d

dt
γ(t) = Fγ,

����� F �� �� �������� ������� ���� �� �� ���� �� �� �������� �� �� ������� �� �������� ��������

D(H)� ����� �� ����� ρ(t) ������ ����� ��� �� �������� �� ������������� ������� ��� ��������

�� ��
d

dt
ρ = −i[H, ρ] = [H, ρ]−.

��������� �� ����� ����������� ������� ���������� ��� �������� ��� �����

d

dt
γ(t) = XF

γ(t)

�� ����� ��� ��� ���������� γ(t) ��� ��� ������ ���������� ��� ����� XF � ���������� ��� XF

������� �� ���� ����� �� f ∈ O∗ �� ������ XF
f � �� ���� (O∗)∗ ����� � �� ��� ����� Â ∈

(O∗)∗ �−→ XF
f (Â) ∈ R� ������ � ���

d

dt
γ(t) �� ������� ��� ����� �� O∗� ������� ���������� ��



���� ����������� ���������� ��� ������� �� ����������� ��

������� �� �� ���� �� ��� ��������

d

dt
γ(t) =

�

i

d

dt
γi(t)�i,

�����
d

dt
γi(t) = (

d

dt
γ(t), �i) = (Fγ(t), �i).

����� ������������ �� ���� ����� �� �� ������ ����� ��������� ��� ��� ����������� ��� ������

�������� �� ��� ������ ��� ������ �� �������� ��������� ����� ������ ����� �� ���� �� (O∗)∗� ���

����� �����������
d

dt
γi(t) = XF

γ(t)(êi).

�� ���� ������ �� ������ �������� � �� ����� �� ���� ����� ����� ���� ����

XF
γ(t)(êi) = (Fγ(t), �i).

�� ���� �� ��������� ��������� f ∈ O∗ � Â =
�
i
Âiêi ∈ (O∗)∗�

XF
f (Â) = (Ff,A) = (f, F †A).

�� �������� ����� � �� �������� �� ������������� �������� �� �������� �������� F ���� ��

����� adH = [H, .]−� �� ���� ��� ��������� �� ��������� ���������

XadH
f (Â) = (f, ad†H(A)) = (f,−[H,A]−) = −f([H,A]−) = −Λf (dĤ, dÂ),

����� ����� ����� �� ��������� ad†H = −adH � ���� ��������� ��� �� ����� �������� � ��

�������� �� �� ������ �������� ��� �� ���������� �������� �� ������������� ������� ���

XadH = −Λ(dĤ, ·).

� �� �� ����� ����� ������� ���������

XJ
f (Â) = (f, [J,A]+) = f([J,A]+) =⇒ XJ = R(J, ·).



�������� �

��������� �� ���������� ��� ������� ��

� �������

���� �� ������ �� �� �������� �� �������� ��� ����������� � ���� �� ������ ��� ����� ����

��������� �� ��������� ������� �� �������� ������������ ��� �������� �� ���������� ��������� ���

������� �� � �������� �������� � �� ��������� ���������� �� ��� ������ ������������ ��������� �

�� ����� � � �� ��������� ����� �� ��������� ������� �� ����� �� ������ ����������� ���� ��������

�� ������� ��� ������������ �� ������

�� �� ����������� �� ��������� �� ����������� ���� ������� �� ������ ��� ����������� ������

����� ��� ������ �� ������ �������� ρ(t) ������ ���������� ��� ���� ��� �� ��� ������ ���������

������� �� �������� ��� ������� �� ������ � ������ �� ������ ����� ��������� ���� �� ��������

���� ��� �� ������� ����������� �� ��� ��� �� ����������� ��� ������ ������������

��



��

Evolución temporal de la matriz 
densidad en el sistema de 3 
niveles

1. El sistema

1.1 Base de Gell-Mann

In[314]:= G1 = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 0}};
G2 = {{0, -I, 0}, {I, 0, 0}, {0, 0, 0}};
G3 = {{1, 0, 0}, {0, -1, 0}, {0, 0, 0}};
G4 = {{0, 0, 1}, {0, 0, 0}, {1, 0, 0}};
G5 = {{0, 0, -I}, {0, 0, 0}, {I, 0, 0}};
G6 = {{0, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};
G7 = {{0, 0, 0}, {0, 0, -I}, {0, I, 0}};
G8 = 1 / Sqrt[3] {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, -2}};
G9 = Sqrt[2 / 3] {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};

1.2 Operadores de evolución: Hamiltoniano, de Krauss y gradiente

In[323]:= e1 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}};
e2 = {{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 1, 0}};
g1 = 1;
g2 = 1 / 2;
K1 = Sqrt[g1] * e1;
K2 = Sqrt[g2] * e2;
H = {{1, 0, 0}, {0, 2, 0}, {0, 0, 1}};
J = Transpose[K1].K1 + Transpose[K2].K2;

2. Evolución

2.1 Estado genérico

In[338]:= Γ = Sum[αk * Gk, {k, 1, 9}];
ρ0 = {{1 / 2, 0, 0}, {0, 1 / 3, 0}, {0, 0, 1 / 6}};
Cρ0 = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.ρ0]], {k, 1, 9}];
MatrixForm[Γ]
MatrixForm[ρ0]



�� �������� �� ��������� �� ���������� ��� ������� �� � �������

ρ0 =

1
2

0 0

0 1
3

0

0 0 1
6

Γ =

α3 +
α8

3
+

2
3

α9 α1 - ⅈ α2 α4 - ⅈ α5

α1 + ⅈ α2 -α3 +
α8

3
+

2
3

α9 α6 - ⅈ α7

α4 + ⅈ α5 α6 + ⅈ α7 -
2 α8

3
+

2
3

α9

2.2 Parte hamiltoniana

Operador PH

In[351]:= PHΓ = -I (H.Γ - Γ.H);
CPHΓ = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.PHΓ]], {k, 1, 9}];
PH = Table[D[CPHΓ[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolución bajo PH

CρH = Simplify[MatrixExp[PH * t].Cρ0];
ρH = Sum[Simplify[Part[CρH, k] * Gk], {k, 1, 9}];
TH = Simplify[Tr[ρH]]
PH = Simplify[Tr[ρH.ρH]]

MatrixForm[ρH]

NH1 = Part[ρH, 1, 1];
NH2 = Part[ρH, 2, 2];
NH3 = Part[ρH, 3, 3];

TH = 1

PH
7

18

ρH =

1
2

0 0

0 1
3

0

0 0 1
6
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2.3 Parte gradiente

Operador PJ

In[366]:= PJΓ = -1 / 2 (J.Γ + Γ.J);
CPJΓ = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.PJΓ]], {k, 1, 9}];
PJ = Table[D[CPJΓ[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolución bajo PJ

In[416]:= CρJ = Simplify[MatrixExp[PJ * t].Cρ0];
ρJ = Sum[Simplify[Part[CρJ, k] * Gk], {k, 1, 9}];
TJ = Simplify[Tr[ρJ]]
PJ = Simplify[Tr[ρJ.ρJ]]

MatrixForm[ρJ]

NJ1 = Part[ρJ, 1, 1];
NJ2 = Part[ρJ, 2, 2];
NJ3 = Part[ρJ, 3, 3];

TJ =
1

3
2 + ⅇ-3 t/2

PJ =
5

18
+
ⅇ-3 t

9

ρJ =

1
4
-

1
6
ⅇ-3 t/2 +

1
9
2 + ⅇ-3 t/2 +

1
36

1 + 2 ⅇ-3 t/2 0

0 -
1
4
+

1
6
ⅇ-3 t/2 +

1
9
2 + ⅇ-3 t/2 +

1
36

1 + 2 ⅇ-3

0 0

2.4 Parte Krauss

Operador PK

In[389]:= PKΓ = K1.Γ.Transpose[K1] + K2.Γ.Transpose[K2];
CPKΓ = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.PKΓ]], {k, 1, 9}];
PK = Table[D[CPKΓ[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolución Ap.nb    3
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Evolución bajo PK

In[424]:= CρK = Simplify[MatrixExp[PK * t].Cρ0];
ρK = Sum[Simplify[Part[CρK, k] * Gk], {k, 1, 9}];
TK = Simplify[Tr[ρK]]
PK = Simplify[Tr[ρK.ρK]]

MatrixForm[ρK]

NK1 = Part[ρK, 1, 1];
NK2 = Part[ρK, 2, 2];
NK3 = Part[ρK, 3, 3];

TK =
2 + t

2

PK =
1

36
14 + 14 t + 5 t2

ρK =

1
12

+
2+t
6

+
1
12

(1 + 2 t) 0 0

0 1
12

+
1
12

(-1 - 2 t) +
2+t
6

0

0 0 -
1
6
+

2+t
6

2.5 Evolución global

Operador L

LΓ = PHΓ + PJΓ + PKΓ;
CLΓ = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.LΓ]], {k, 1, 9}];
L = Table[D[CLΓ[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolución bajo L

In[432]:= CρL = Simplify[MatrixExp[L * t].Cρ0];
ρL = Sum[Simplify[Part[CρL, k] * Gk], {k, 1, 9}];
TL = Simplify[Tr[ρL]]
PL = Simplify[Tr[ρL.ρL]]

MatrixForm[ρL]

NL1 = Part[ρL, 1, 1];
NL2 = Part[ρL, 2, 2];
NL3 = Part[ρL, 3, 3];

TL = 1

PL =
1

162
ⅇ-3 t 28 - 62 ⅇ3 t/2 + 97 ⅇ3 t

4     Evolución Ap.nb
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ρJ =

25
36

-
5
18

ⅇ-3 t/2 +
1
36

1 + 2 ⅇ-3 t/2 0 0

0 -
1
36

+
5
18

ⅇ-3 t/2 +
1
36

1 + 2 ⅇ-3 t/2 0

0 0 5
18

-
1
9
ⅇ-3 t/2

Evolución Ap.nb    5
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El sistema de 3 niveles y su 
enfriamiento por láser

1. Dinámica libre

1.1 Construcción del sistema

Base de SU(3): Matrices de Gell-Mann

In[206]:= G1 = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 0}};
G2 = {{0, -I, 0}, {I, 0, 0}, {0, 0, 0}};
G3 = {{1, 0, 0}, {0, -1, 0}, {0, 0, 0}};
G4 = {{0, 0, 1}, {0, 0, 0}, {1, 0, 0}};
G5 = {{0, 0, -I}, {0, 0, 0}, {I, 0, 0}};
G6 = {{0, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};
G7 = {{0, 0, 0}, {0, 0, -I}, {0, I, 0}};
G8 = 1 / Sqrt[3] {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, -2}};
G9 = Sqrt[2 / 3] {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};

Elección de la dinámica: operadores de Krauss 

In[215]:= e1 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}};
e2 = {{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 1, 0}};
g1 = 1;
g2 = 1 / 2;
K1 = Sqrt[g1] * e1;
K2 = Sqrt[g2] * e2;

Operador Linbladiano

In[297]:= Γ = Sum[αk * Gk, {k, 1, 9}];

H = {{1, 0, 0}, {0, 2, 0}, {0, 0, 1}};
J = Transpose[K1].K1 + Transpose[K2].K2;
PH = -I (H.Γ - Γ.H);
PR = 1 / 2 (J.Γ + Γ.J);
PK = K1.Γ.Transpose[K1] + K2.Γ.Transpose[K2];
LΓ = PH - PR + PK;
CLΓ = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.LΓ]], {k, 1, 9}];
L = Table[D[CLΓ[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];
MatrixForm[L]
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L =

-
3
4

1 0 0 0 0 0 0 0

-1 -
3
4

0 0 0 0 0 0 0

0 0 -
5
4

0 0 0 0 5

4 3

5

2 6

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 -
3
4

-1 0 0

0 0 0 0 0 1 -
3
4

0 0

0 0
3

4
0 0 0 0 -

1
4

-
1

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1.2 Evolución temporal

Ecuación de Linblad

In[230]:= Evoluciona[t_, V_] := MatrixExp[L * t].V;

Estado inicial

ρ0 = {{0, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 0}};
MatrixForm[ρ0]
Cρ0 = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.ρ0]], {k, 1, 9}];

In[234]:= ρ0 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

Out[234]= {{0, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 0}}

Evolucion del estado: Poblaciones y Pureza

In[280]:= Cρt = Evoluciona[t, Cρ0];
ρt = Sum[Simplify[Part[Cρt, k] * Gk], {k, 1, 9}];

N1 = Part[ρt, 1, 1];
N2 = Part[ρt, 2, 2];
N3 = Part[ρt, 3, 3];
PT = Simplify[Tr[ρt.ρt]]
ST = -Tr[ρt.MatrixLog[ρt]];

P (ρt) =
1

9
5 + 14 ⅇ-3 t - 10 ⅇ-3 t/2

ρt =

2
3
-

2
3
ⅇ-3 t/2 0 0

0 ⅇ-3 t/2 0

0 0 1
3
-

1
3
ⅇ-3 t/2

2     3-LevelAp.nb
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2. Dinámica controlada

2.1 La transformación de control

In[307]:= A = Sum[αk * Gk, {k, 1, 9}];
CA = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.A]], {k, 1, 9}];
U = {{1, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};
B = Transpose[U].A.U;
CB = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.B]], {k, 1, 9}];
Y = Table[D[CB[[j]], αk], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];
MatrixForm[Y]

Y =

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1
2

0 0 0 0
3

2
0

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0
3

2
0 0 0 0 -

1
2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

2.2 Evolución

Estadio 0

In[248]:= M0 = {{0, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 0}};
CM0 = Table[Simplify[1 / 2 Tr[Gk.M0]], {k, 1, 9}];

CT0 = Evoluciona[t, CM0];
T0 = Sum[Simplify[Part[CT0, k] * Gk], {k, 1, 9}];

P0 = Simplify[Tr[T0.T0]];
S0 = -Tr[T0.MatrixLog[T0]];

Control 0

In[254]:= CM1 = Y.Evoluciona[6, CM0];

Estadio 1

In[255]:= CT1[t_] := Evoluciona[t, CM1];

T1[t_] := Sum[Simplify[Part[CT1[t], k] * Gk], {k, 1, 9}];

P1[t_] := Simplify[Tr[T1[t].T1[t]]];

S1[t_] := -Tr[T1[t].MatrixLog[T1[t]]];

Contol 1

In[259]:= CM2 = Y.Evoluciona[12, CM1];
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Estadio 2

In[260]:= CT2[t_] := Evoluciona[t, CM2];

T2[t_] := Sum[Simplify[Part[CT2[t], k] * Gk], {k, 1, 9}];

P2[t_] := Simplify[Tr[T2[t].T2[t]]];

S2[t_] := -Tr[T2[t].MatrixLog[T2[t]]];
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