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Apéndice A

La formulacion geométrica de la
Mecanica Cuantica

A.1. Introduccién. Conceptos basicos de geometria diferencial

La mecanica cuéntica, tal y como es usualmente construida, hace uso de un aparato mate-
matico que podemos clasificar como algebrdico. En efecto, los estados del espacio de Hilbert en
la imagen de Schrédinger son con toda legitimadad vectores de un espacio vectorial complejo, y
los observables fisicos en los que se centra la imagen de Heisenberg son, a la vez, endomorfismos
sobre el espacio de Hilbert! y vectores elementos de un espacio vectorial real. Es posible, sin
embargo, plantearse una construccién de la mecénica cudntica en la que el aparato matematico
empleado sea no de carédcter algebraico sino de caracter geométrico. Veamos con un poco mas de
detalle qué significa esto.

Primero, el espacio de trabajo central del formalismo geométrico serd lo que se conoce como

variedad:

Definicion A.1 (Carta) Denominaremos carta n-dimensional en M a todo par (A, ), don-
de M es un espacio topolégico, A C M es un abierto de M, y 7 es la aplicacidn homeomorfa
m: ACM— 7m(A) CR", que asocia a cada punto de A; un punto de R".

Definicion A.2 (Variedad topoldgica) Denominaremos variedad topoldgica de dimension N
a todo espacio topoldgico M en el que para todo par de puntos existen entornos disjuntos y en el
que puede definirse una base numerable de abiertos tal que Vp € M existe una carta n-dimensional

en p.

La existencia de una base numerable de abiertos en la topologia de M es usualmente denomi-
nada por los matematicos como sequndo azioma de numerabilidad (ANTI), asi como la propiedad
de separabilidad para todo par de puntos suele ser denominada azioma T5. Los espacios topolé-
gicos que cumplen el axioma T5 reciben el nombre de espacios de Hausdorff.

'En concreto, son aquellos endomorfismos que resultan invariantes bajo la llamada conjugacion Hermitica.
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Existe una basta cantidad de estudios y resultados sobre variedades y variedades diferencia-
bles, recogidos bajo el nombre de geometria diferencial. La referencia [3] desarrolla de manera
formal una amplia introduccién al tema. No podemos reproducir aqui un desarrollo como el de
[3], pero si podemos introducir algunas ideas importantes que nos seran de gran utilidad mas
adelante:

e Una de las propiedades de mayor interés de las variedades es la posibilidad de definir atlas:

Definicion A.3 (Cartas C*-compatibles) Denominaremos cartas C*-compatibles
a dos cartas (A1, 1), (Ag,m2) que satisfacen o bien Ay N Az =0 o bien Ay N Ay # 0 y las
composiciones

9 owfl s (AN Ap) = ma(Aa N Ay),

T 071'271 Z7T1(A2 ﬂAl) — 771(142 ﬂAl)

son de clase C'F,

Definicion A.4 (Atlas) Denominaremos Atlas C*-compatible a una familia de cartas
{(Aa, ¢a) | a € N} compatibles dos a dos y tales que |J ey Aa = M.

El concepto de atlas nos permite trabajar con los puntos de M y con los elementos definidos
sobre ellos con el aparato usual de calculo diferencial de R", es decir, nos permite tratar
localmente M como R™. Cuando un atlas no estd contenido en ningtin otro, recibe el
nombre de atlas mazimal. Una variedad sobre la que se define un atlas maximal se denomina

variedad diferenciable.

e En cada punto g € M es posible construir el conjunto de funciones infinitamente diferencia-
bles en ¢, denotado como C (‘X’(q). Este conjunto juega un papel decisivo en la formulaciéon
geométrica de un sistema fisico, ya que, si vemos el espacio de estados de dicho sistema
como una variedad, las magnitudes fisicas vendran dadas por funciones sobre los estados,
siendo por tanto elementos de C(°°(M).

e En cada punto p € M es posible construir ademas el espacio de vectores tangentes a M en
p:

Definicién A.5 (Vector tangente a una variedad en un punto) Denominaremos vec-
tor tangente en un punto p € M a toda aplicacion X, : C(Oo(p) — R que verifique:

a) Es lineal: Xp(\f + pg) = AX,(f) + uX,(9), Vf, 9 € C®(p), \,u € R.
b) Cumple la regla de Leibniz: X, (fg) = g Xp(f) + f Xp(9)

El espacio de todos los vectores tangentes a M en un punto p recibira el nombre de espacio
tangente a la variedad M en el punto p y se denotard como T, M. Ademaés, el espacio de
vectores tangentes a M en cualquiera de sus puntos recibird el nombre de fibrado tangente
y se denotara como:
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e Finalmente, otro espacio relevante para el propdsito de la descripciéon geométrica de la

mecénica cudntica es el de espacio de campos vectoriales sobre M.

Definicién A.6 (Campo vectorial) Denominaremos campo vectoriala toda aplicacion

que asocia a cada punto de la variedad un vector de su espacio tangente:

X M+—TM

X(p) = X, € T,M

Al espacio de los campos vectoriales definidos sobre la variedad M se lo denotara como
X(M). Los campos vectoriales seran los encargados de codificar las ecuaciones de la dina-
mica, puesto que permiten representar ecuaciones diferenciales a través de lo que se conoce

como sus curvas integrales:

Definicién A.7 (Curva integral de un campo vectorial) Denominaremos curva in-
tegral de un campo vectorial X € X(M) a la curva T : [ — M, donde I = (a,b) C R
es un intervalo de la recta real, si dicha curva U verifica:

a) Es diferenciable.

d
b) amtzf = Xr(r), VT €1

Esto quiere decir que una curva en una variedad puede ser descrita mediante un campo
vectorial que verfique que, en cada punto de la curva, dicho campo asocia un vector tangente
a ella. En el formalismo geométrico, por tanto, la dindmica, que no seré otra cosa que curvas
en la variedad parametrizadas por la variable temporal, queda representada por las curvas
integrales de ciertos campos vectoriales.

Todos estos resultados resultados quedan mostrados ilustrativamente en la siguiente figura:

C>)(q)

Figura A.1: Estructura general del espacio de trabajo del formalismo geométrico: como dicho
espacio se tiene una variedad real de dimenson n, la cual puede ser vista localmente (para cada
entorno A de r € M) como el espacio euclideo R™ via una carta. Ademads, en cada punto p o ¢
es posible construir el espacio de vectores tangentes a M, T),M, o el de funciones diferenciables
en tal punto, C(>(q).
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Con estas ideas, podemos decir de manera informal que emprender el proceso de geome-
trizacion de la mecanica cuantica significa sustituir los espacios vectoriales por variedades, y
los estados y observables por objetos como funciones y campos vectoriales definidos sobre tales
variedades.

Las razones para pensar en una construccién como ésta son multiples, e iremos incidiendo en
ellas conforme surjan en los desarrollos posteriores; no obstante, en este punto inicial podemos
aducir una primera justificacién del formalismo geométrico. En la mecanica clasica la descripcion
de un sistema de n coordenadas generalizadas se realiza sobre su espacio de fases (el espacio de
pares (g;, p;) de las coordenadas y sus momentos conjugados), que no es sino una variedad real
de dimensién 2n. Ademaés, las magnitudes fisicas vienen dadas por funciones definidas sobre
dicha variedad real, y las ecuaciones de la dindmica, por ejemplo las ecuaciones de Hamilton,
0y H = —p; y 0p,H = ¢;, son ecuaciones diferenciales de primer orden, cuyas soluciones pueden
son las curvas integrales de un campo vectorial. El formalismo clésico, por tanto, es de manera
natural un formalismo geométrico?, de forma que el estudio del limite clasico de la mecanica
cuantica podra abordarse de una manera maés directa si ésta estd formulada también desde una
perspectiva geométrica.

Llevar la mecanica cudntica en su totalidad a términos geométricos implica emprender un ca-
mino profundo y extenso, tanto que su exposicién completa rebasa los limites a los que esté sujeto
este trabajo. Sin embargo, encontramos conveniente ofrecer al lector una serie de descripciones
que, si bien no cubren todos los conceptos sobre los que podria trabajarse, le permitiran formarse
una idea precisa y profunda de dicho formalismo: seguiremos [1] y [2] y nos enmarcaremos en
la construccién conocida como imagen de Heisenberg, mostrarendo el proceso de geometrizaciéon
de las estructuras algebraicas con las que estd dotado el espacio central de dicha construccién,
el espacio de el espacio de observables. Asimismo, dado que los capitulos 1 y 2 se desarrollan
bajo el formalismo de la matriz densidad, la versién geométrica dela ecuaciéon de Liouvile-von

Neumann sera derivada como aplicacién del formalismo geométrico.

A.2. La estructura algebraica del espacio de observables

Volvemos asi nuestro interés hacia el espacio de observables. Nuestro objetivo principal se-
ré4 geometrizar las estructuras algebraicas que posee este espacio, pero para ello es necesario
identificar primero tales estructuras. Como objetivo en esta seccién tomaremos por tanto la ca-
racterizacion algebraica del espacio de observables, O, dejando para la siguiente el proceso de
geometrizacion. Veremos que tal caracterizacion se traduce en dos resultados principales: (1) el
espacio de operadores lineales sobre H, End(?), al cual pertenece el espacio de observables, puede
dotarse de forma natural de una estructura algebraica llamada de de C*-dlgebra y (2) el espacio
de observables Herm(#) conforma lo que se denomina la parte real de esa C*-algebra, lo que quie-
re decir que posee estructura de espacio vectorial real y que puede ser dotado también de forma
natural de una estructura algebraica llamada dlgebra de Lie-Jordan-Banach. Proporcionaremos

las definiciones formales de estos conceptos conforme avancemos en la materia.

2E1 lector puede notar la alta concordancia del formalismo clasico con la construccién geométrica mostrada en
la figura A.1.
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A.2.1 La estructura de C*-algebra en End(H). Comenzamos mostrando el primero de
los resultados, i.e., que el espacio de operadores End(H) puede ser dotado de una estructura de
Cr*-algebra:

Definicién A.8 (C*-algebra) Se denomina C*-dlgebra (A, -, ||.||,*) a un espacio vectorial com-
plejo A con una ley de composicion interna - : A X A—— A (que escribimos por yuztaposicion,),
una norma |.|| en A y una aplicacion *x : A — A, denominada involucion, que satisfacen
VA BeAyacC:

1. (A,-) es un dlgebra asociativa (i.e., - es bilineal y cumple propiedad asociativa).
2. (A,|l.]) es un espacio de Banach (i.e., completo con respecto a ||.|).

3. La norma y el producto estin relacionadas mediante: | AB|| < ||A||[|B] (lo cual asegura

que - es una aplicacion continua).

4. La involucidn es de la forma x(A) := A*,; A € A y cumple:

J1. (A+B) = A* + B* /.2 (aA)* = aA* 4.3 (A=A

5. La involucion y el producto estdn relacionados mediante: (AB)* = B*A*
6. La involucion, la norma y el producto estdn relacionados mediante la llamada identidad

C*r | AA* || = || Al

Ocurre que pueden definirse de forma natural en End(?) operaciones de producto, norma e
involuciéon que cumplen las propiedades anteriores, en virtud de lo cual afirmamos que End(H)
posee estructura de C*-algebra. Para verlo de forma intuitiva haremos uso de que, en dimensién
finita IV, el espacio End(#) es isomorfo al espacio de matrices N x N con coeficientes complejos,
M(N,C), de forma que trasladamos la prueba a este ultimo espacio via dicho isomorfismo:

¢ : End(H) — M(N,C).
Ahora que nos encontramos en M (N, C), es sencillo comprobar que, con el producto usual

de matrices, la involucion correspondiente a la conjugacion Hermitica A* = AT = AT y la norma
derivada de la operacién traza, llamada norma de Frobenius, dada por

|4 = \Jor(4Ta), VA e M(N,0),
M(N,C) adquiere estructura de C*-algebra. Construimos asi las C*-algebras
(M(N,(C),,”H,T) y

(End(#), &, |||z, T2);

donde las operaciones con el subindice E en End(#) resultan de trasladar las operaciones sin
subindice desde M (N, C) mediante el isomorfismo ¢, por ejemplo, {g = ¢~ 1 oto .
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A.2.2 La estructura de LJB algebra en O. Dentro de cualquiera de estas C*-algebras
podemos considerar su parte real, es decir, el conjunto de elementos invariantes bajo la involu-
cion; en el caso de los operadores lineales encontramos el conjunto de operadores autoadjuntos
O = {A € End(H)|AT2 = A} y en el caso de las matrices el conjunto de matrices Hermiticas
Herm(H) = {A € M(N,C)|AT = A}. La figura 1.1 presenta de forma grafica lo dicho hasta el

momento:

P i X\
@) Herm(H)
Ale = A At =A

Figura A.2: Estructura de C*-algebra de End(#H) y estructuras asociadas: espacio isomorfo (via
®») M(N,C) y conjuntos O y Herm(H) invariantes por la involucion.

Volvemos ahora nuestro interés al conjunto de observables O. Nos interesa conocer qué es-
tructura algebraica tiene en funcion de la estructura de C*-algebra en la que esta contenido. Lo
primero y mas evidente es que O conforma un espacio vectorial real, dado que la multiplicacion
por escalares complejos no preservaria la propiedad de invariancia bajo la conjugacién Hermitica
que lo caracteriza. Pero mas alla de esto, el hecho de ser la parte real de una C*-algebra lo
coloca en una situacion algebraicamente interesante. Como antes, para realizar un analisis mas
ilustrativo consideraremos los elementos del espacio de matrices Herm (), aunque todo lo dicho
serd, valido en O previo transporte por ¢. Con respecto a la norma y a la involucién, es claro
que podemos considerar las restricciones de las definidas en la C*-algebra (M (N, C),-, |||, 1) a
Herm(?H), dado que ambas son operaciones internas en el conjunto. La restriccion del producto

a Herm(#), sin embargo, no es una operacion interna:

A,B € Herm(H) = (AB)' = BTAT = BA # AB — AB ¢ Herm(H)

Asi que por el momento el espacio de matrices Hermiticas es de la forma (Herm(#), |.||,t)-
Vamos a ver a continuaciéon que es posible completar esta estructura de forma natural para
dotarlo de estructuras llamadas de dlgebra de Lie v de dlgebra de Jordan.

Definicion A.9 (Algebra de Jordan) Se denomina dlgebra de Jordan (A, o) a un espacio
vectorial A y a una aplicacion bilineal o : A x A —— A (producto de Jordan) si o cumple
VA B,C € A:

1. Es conmutativa: AcoB=BoA

2. Es asociativa con respecto al cuadrado A?> = Ao A, i.e., (AoB)o(AoA) = Ao(Bo(AocA))

Definicion A.10 (Algebra de Lie) Se denomina dlgebra de Lie (A,[-,-]) a un espacio vec-
torial A y a una aplicacion bilineal [-,-] : A x A —— A (corchete de Lie) si [-,-] cumple
VA B,C e A:
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1. Es antisimétrica: [A,B]+ [B,A] =0

2. Satisface la identidad de Jacobi: [A, B|,C|+ [[B,C], Al + [[C,A],B] =0

Las operaciones que hacen de Herm(#) un algebra de Lie y un &lgebra de Jordan surgen
de considerar dos construcciones a partir del producto de la C*-algebra, una simétrica y otra
antisimétrica. En concreto, el corchete de Jordan definido por:

[-,-]+ : Herm(H) x Herm(H) — Herm(H),

A, B € Herm(H) — [A, B]+ = %(AB + BA) € Herm(H),

hace de (Herm(#), [-,-]+) un &algebra de Jordan. De la misma forma, el corchete de Lie definido
por
[-,-]— : Herm(H) x Herm(H) — Herm(H),

A, B € Herm(H) — [A, B]- = —i(AB — BA) € Herm(H),

que gracias al factor —i es una operacion interna en Herm(#), hace de (Herm(H),[-,-]-) un

algebra de Lie?.

De esta manera, la estructura algebraica del espacio de matrices Hermiticas queda como
(Herm(#H), ||-]|, T, [ -]+, [, :]=), donde los corchetes proporcionan las estructuras de algebra de
Jordan y de Lie, respectivamente. La subestructura (Herm(H), ||.||, [, ]+, [,]=) es un dlgebra

Lee-Jordan-Banach:

Definicion A.11 (Algebra de Lie-Jordan-Banach) Se denomina dlgebra de Lie-Jordan-
Banach o dlgebra LIB (A, o, [-,-],|.||) a un espacio vectorial A dotado de un producto de Jordan

o, un corchete de Lie [-,-] y una norma ||.|| tal que (A, ||.||) es un espacio de Banach sio, |-, ] y

||| cumplen VA, B,C € A:
1. La norma ||.|| satisface: 1.1. | A% = || A 1.2.]|A%] < |42 + B?|

2. El producto de Lie y el corchete de Jordan estdn relacionados por:

2.1. El corchete de Lie satisface la regla de Leibniz con respecto a la composicion de ele-

mentos del dlgebra mediante el producto de Jordan: [A, BoC| = [A, BloC'+ Bo[A, (]
2.2. 3k >0€R t.q.: (AoB)oC —Ao(BoC)=k[[A B],C]—[A,[B,C]

4. La norma y el producto de Jordan estdn relacionados por: ||Ao B|| < || Al|||B]|

1
5. La norma y el corchete de Lie estdin relacionados por: ||[A, B]|| < —kHAHHBH

7

Esto nos permite volver al espacio de observables con las operaciones |-, |+, v [, |-, ¥ afirmar
que (O, ||.ll&,[s]+5, [, ]=5) posee una estructura de algebra Lee-Jordan-Banach. La figura 1.1
se actualiza a la figura 1.2 para incluir las novedades:

3El lector encontrara sencillo probar que ambos corchetes, asi definidos, son operaciones internas en Herm ()
y cumplen las propiedades citadas en las definiciones 1.4 y 1.5
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(Bnd(H), 5, |-+ 15) s oo 1
S s N
(O= ””ETE [~7 -}+Ee [ -]7;-:) (HCTT?L(H), HH~ ['1 ']+s ['ﬂ ]—)
LJB algebra LJB algebra
C*-élgebra C*-algebra

Figura A.3: Estructura de C*-4lgebra de End(#H) y estructuras asociadas: espacio isomorfo (via
¢) M(N,C) y sus partes reales O y Herm(?), con estructura de LJB &lgebra.

De esta forma queda mostrado el segundo de los resultados presentados al inicio. Para aca-
bar, precisamos que M (N, C) esta también dotado del producto escalar (A, B) = tr(AfB), del
cual derivan tanto la norma de Frobenius como una métrica o distancia d(A, B) = ||A — B|| =
Vtr((A — B)T(A — B)). En virtud de esto obtenemos finalmente que el espacio de matrices Her-
miticas y por tanto el espacio de observables poseen las estructuras completas:

(Herm(H)v ('7 ')v d, H”a Ta ['v ']+v ['7 ']_,IfT),

(Ov ('7 ')E7 dp, HHE> TE, [‘7 ']+E7 ['7 ']—EﬂtrE)

Ambos espacios quedan asf algebraicamente caracterizados. En adelante trabajaremos exclu-
sivamente sobre el espacio de observables O, por lo que para no cargar la notacién omitiremos
el subindice E en las operaciones definidas en él.

A.2.3 Los espacios O* y O**. De cara a las posteriores secciones, es conveniente dedicar
unas palabras a los espacios dual y bidual del espacio de operadores, que estan definidos como
los espacios de funciones lineales:

O = {flf : O—R} (0 ={F|F: 0" — R}

La primera propiedad interesante es que la existencia de un producto escalar en O establece
un isomorfismo entre él y su dual:
¢1 :0— O*,
A€ O ¢1(A) := fa,
donde fa viene dado por fa(B) = (A, B), VB € O. ¢1 es en ocasiones llamado isomorfismo
no natural debido a que requiere de un elemento ajeno al espacio vectorial como es el producto
interno. Por ello podemos escribir el elemento del dual asociado al elemento A de O, f4, como

fa = (A,.). Este resultado es conocido como teorema de representacion de Riesz, y en mecanica

cuéntica establece la asociacién entre los kets del espacio de Hilbert y los bras de su espacio dual.

Ademas, dado que nos hallamos en dimensién finita podemos hacer uso del conocido resultado
de Algebra Lineal y establecer otro isomorfismo (natural, esta vez) entre O y (O*)*:

¢2: O — (0",
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A~

AecOr— ¢o(A) = A,
donde A viene dado por A(f) = f(A), Vf € O*.

La existencia de los isomorfismos ¢1 v ¢o nos permite transportar todas las estructuras de O
a su espacio dual o su espacio bidual, hecho que seré de gran utilidad en su geometrizaciéon.

A.3. Formulaciéon geométrica del espacio de observables

Hemos concluido en la seccién anterior que el espacio de observables O posee estructuras de
espacio vectorial real, de 4dlgebra LJB y ademés estd dotado a través de la traza de un producto
escalar, lo que induce tanto la norma de la LJB &lgebra como una métrica. Resumiamos estas

caracteristicas mediante la forma (O, (.,.),d, ||.|[, T, [, ]+, [, |-, t7)-

Emprendemos ahora el proceso de geometrizacién de las estructuras de Jordan y Lie del
espacio de observables. Esencialmente, esto siginificard traducirlas a objetos tensoriales sobre
O*, motivo por el que hemos introducido la discusién acerca de los espacios dual y bidual al de
observables. Como imagen general consideremos los siguientes hechos. El espacio de observables
O es un espacio vectorial real, por lo que su espacio O* dual también lo sera. Un espacio vectorial
real es, de manera trivial, una variedad real de la misma dimensién, dado que tomar una base
del espacio equivale a definir una carta entre él y R”, la carta de coordenadas en dicha base®.
Asociado al espacio dual O*, visto ya como variedad real, podemos considerar el espacio C° (0)
de funciones infinitamente diferenciables definidas sobre él. Algunas de estas funciones seran
funciones lineales F' : O* — R, por lo que el espacio bidual (O*)* formara parte de C'°)(O*),
ie., (O*)* C C®)(0*). La siguiente figura resume estos hechos, y permite ver de forma clara
coémo la construcciéon realizada hasta el momento adopta el cardcter geométrico que introdujimos

al comienzo del capitulo:

- oy
(0%

O O o e

=1

)R"

Figura A.4: El espacio O* como variedad real de dimension n y disposicién de espacios asociados:
espacio de funciones sobre él, COO)((’)*), al que pertenece el bidual (O*)*, y espacio R" asociado
a €l via la carta definida por la elecciéon de una base, (O, {¢;}7 ;).

‘Este razonamiento es el mismo que empleamos en la geometrizacion de H al afirmar que el espacio R®" era
una variedad real de dimensién 2n.
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A.3.1 Los tensores A y R. Para completar la formulacion geométrica de las estructuras
de Lie y Jordan necesitamos un tltimo objeto: la 1-forma diferencial. Definirlo adecuadamente

requiere considerar las siguientes extensiones a los conceptos introducidos al comienzo:

Definicion A.12 (Espacio cotangente) Denominaremos espacio cotangente a una va-
riedad M en un punto p al espacio dual del espacio tangente a M en p, T,M. Dicho espacio
serd denotado usualmente como Ty M.

Los elementos de Ty M serén funciones lineales sobre los elementos de T, M y con imagen en
R. De forma similar a lo que ocurria con el fibrado tangente, la unién de los espacios cotangentes
en cada punto recibe el nombre de fibrado cotangente:

T*M := | J Ty M.
peEM

Y, al igual que ocurria en el caso de los campos vectoriales, podemos pensar en campos de
covectores (vectores elementos del espacio dual a un espacio vectorial dado):

Definicion A.13 (1-forma diferencial) Denominaremos 1-forma diferencial en la varie-

dad M a toda aplicacion que asocia a cada elemento de M un elemento del fibrado cotangente:
w:M—T"M,

w(p) = wp € T, M.

Es posible definir una 1-forma a partir de un elemento del espacio de funciones diferenciables
en M. En efecto, para cada f € C°) (M) podemos construir la 1-forma diferencial df:

df : M — T*M,
df (p) = (df)p € Ty M.
El covector (df), esta definido por su actuacioén sobre los elementos X, € T, M:
(df)p : T,M — R,

(df )p(Xp) = Xp(f) € R.

Ahora ya podemos traducir a términos geométricos los corchetes de Lie y de Jordan, logrando
con ello codificar las estructuras algebraicas del espacio de observables de un sistema cudntico.
Siguiendo [1] y [2], tales corchetes quedan recogidos en los siguientes objetos:

Af(dAvdB) = f([A, B]-) Rf(d/l’dé) = f([A, Bl+).

En estas definiciones, f € O*. Los objetos A y R definen, en cada punto de O* un tensor de
rango (0, 2) o bivector, de forma que cada uno de ellos constituye un campo tensorial sobre dicho
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espacio. Cada uno de los Ry y Ay podra expresarse en funcion de la base del espacio de tensores
(0,2) sobre (O*)* definidos en cada punto f € O*. Si {e;}]", esla base de O y {e;}7 v {éi}1,
sus bases dual y en (O*)* asociadas, entones la base del espacio de (0,2) tensores sobre (O*)*
es {€ ® €;}1. Dado que Ry y Ay son tensores simétricos y antisimétricos, respectivamente,

podemos sustituir el producto tensorial por su versiones simétrizada y antisimetrizada:

G100 = S @G+ @0)  G1A = 5(01® b2 — G20 6).

Y por tanto podremos escribir:

Rf:ZRijei@ﬁj, Af:ZAijei/\fj.
,J 2y

Es posible obtener los coeficientes R;; y A;; haciendo actuar los bivectores sobre pares (e, ej)

de vectores de la base de O. Por ejemplo, para el caso del tensor A se obtiene:
Aij = Ap(dé;,dej) = FOO cijuer) = Y cijefler) = cijn(Agen) = Y cijean(Ag),
k k k k

donde por Ay denotamos al elemento de O asociado a f y por x3(Ay) denotamos la coordenada
k-ésima de tal elemento. En adelante, tal dependencia se omitira, x,(Ay) := x, entendiendo que
la coordenada. es la del elemento de O asociado al elemento de O* que marca el subindice del

tensor. Esto nos lleva a escribir finalmente:

Rf = Zd”kxk € © €5, Af == Zczjkl‘k €; N €.

1] 1]

A.3.2 Ejemplo: version geométrica de la dindmica de la matriz densidad. Como
ejemplo final y por su relacién con los capitulos 1 y 2 consideremos una curva en O* que cumpla:

d
—(t) = F,
578 =Fv
donde F' es un operador lineal. Este es el caso de la din&mica en el espacio de matrices densidad
D(H), donde la curva p(t) vienen dadas por la ecuacion de Liouville-von Neumann (en unidades
de h:

5P = —ilH.p] = [H, p]
Siguiendo el dnimo geométrico, podemos reescribir una ecuacién asi como:

d F

270 =X

.y decir que las soluciones 7(t) son las curvas integrales del campo X¥'. Recordamos que X

produce en cada punto de f € O* un vector Xf, el cual (O*)* actia a su vez como: A €

. d
(O*)* — Xf(A) € R. Debido a que %'y(t) es también una curva en O, podemos escribirla en
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funcién de la base de tal espacio:
d d
@V(t) = z@: %%(t)%

donde
d d

() = (Sy(1), &) = (F(1), &).

Estos coeficientes, en cada punto de la curva, deben coincidir con las componentes del vector
tangente en ese punto, los cuales se obtienen evaluando dicho vector sobre la base de (O*)*. Por

ello, escribimos:
d F

71710 = X5 (&)

De esta forma, el vector tangente a la curva en cada punto viene dado por:

XJ (@) = (Fy(t), ).
O, para un elementos genéricos f € O* y A= Zfliéi € (0*)*:
X{(A) = (Ff,A) = (f,F'A).

Si volvemos ahora a la ecuacion de Liouville-von Neumann, el operador genérico F' toma la

forma ady = [H,.]—, de modo que aplicando el resultado anterior:
X7 (A) = (f,ady (4)) = (f,~[H, A]-) = = f([H,A-) = —A;(dH, dA),

donde hemos usado la propiedad ad}rq = —adyg. Asi, obtenemos que el campo asociado a la

dinamica de la matriz densidad por la mencionada ecuacién de Liouville-von Neumann es:

Xwn — _A\(dH, ).

Y de la misma forma podemos calcular:

X{(A) = (f.[1, Aly) = f([J,Aly) = X7 =R(J,).



Apéndice B

Algoritmo de resoluciéon del sistema de

3 niveles

Como se indico en el capitulo 2, dejamos, por completitud y para el lector que desee con-
sultarlo, el algortmo, escrito en lenguaje Mathematica, que contiene la resolucién propuesta del
sistema, de 3 niveles, aplicado a la evolucién individual de los campos hamiltoniano gradiente y
de Kraus y a la evolucion total de Lindblad. También se halla el codigo fundamental para realizar

el control por enfriamiento de laser.

Se ha aprovechado la capacidad de Mathematica para extraer en c6digo las expresiones expli-
citas que adopta la matriz densidad p(¢) cuando evoluciona por cada uno de los campos tratados.
También se muestran los valores de pureza y traza. El lector podra comprobar como la informa-
cion que se ofrecié graficamente en 2.1 2.2 se corresponde con dichas expresiones.

14



Evolucion temporal de la matriz
densidad en el sistema de 3
niveles

1. El sistema

1.

In[314]:=

1 Base de Gell-Mann

G, = {{0, 1,0}, {1,0,0}, {O,0, O}};
G, = {{0O, -1, 0}, {I,0,0}, {O,0, O0}};
Gz = {{1, 0, 0}, {0, -1,0}, {O,0, 0}};
Gy = {{0, 0,1}, {O,0,0}, {1,0, O}};
Gs = {{0, 0, -I}, {0, 0,0}, {I,0, 0}};
Gg = {{0, 0,0}, {O,0,1}, {O,1, 0}};
G; = {{0, 0, 0}, {O,0, -1}, {O, I, 0}};
Gg =1/8qrt[3] {{1, 0, 0}, {0, 1,0}, {0,0, -2}};
Gy = Sqrt[2/3] {{1, 0, O}, {O, 1,0}, {0,0, 1}};

1.2 Operadores de evolucion: Hamiltoniano, de Krauss y gradiente

In[323]:=

e; = {{0, 1, 0}, {0, 0,0}, {O,0, O}};
e, = {{0, 0,0}, {O,0,0}, {O,1, 0}};
g1=1;

92=1/2;

K; = Sqrt[g;] *e;;

K, = Sqrt[gy] *ey;

H={{1,0,0}, {0,2,0}, {0,0, 1}};

J = Transpose [K;] .K; + Transpose [K;] .K;;

2. Evolucion

2.

In[338]:=

1 Estado genérico

I'=Sum[oax *Gx, {k, 1, 9}];

po=1{{1/2,0,0}, {0,1/3,0}, {0,0,1/6}};
Cpy = Table[Simplify[1l /2 Tr[Gk.pol], {k, 1, 9}];
MatrixForm|[T']

MatrixForm[p,]

15
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2 | Evolucién Ap.nb

1
= 00
2
1
=|0 = 0
Po 3
1
0o 0 =
6
as ’2 . ,
as + +al S a a; -ia, ag-ias
\s3
, 2 ,
r= a; +ia, —ay+ 2y S ag ag-1ay
3
N N 2 ag 2
ag +1as ag+1ay - +4 5 @
\s3

2.2 Parte hamiltoniana

Operador PH

n@s1)= PHI' = -I (H.T' -T.H) ;
CPHT = Table[Simplify[1 /2 Tr[Gx.PHT']], {k, 1, 9}1;
PH = Table [D[CPHI'[[]j]], a], {j, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolucion bajo PH

Cpy = Simplify[MatrixExp [PH* t].Cp,];

on = Sum[Simplify[Part[Coy, k] *Gk], {k, 1, 9}1;
Ty = Simplify [Tr[px]]

Py = Simplify [Tr[pn.px]]

MatrixForm[py]
Ny = Part[pm, 1, 1];

Ny, = Part[py, 2, 2];
Ny3 = Part[ps, 3, 31;

Ty =1
7
Py —
18
1

z 00

- i

pa=1]0 3 0

1

00 5



2.3 Parte gradiente

In[366]

In[416]:=

In[389]:=

Operador PJ

PJr=-1/2 (J.T+I.J);
CPJT = Table[Simplify[1 /2 Tr[Gx.PJT]], {k, 1, 9}1;
PJ = Table[D[CPJT[[j]], ax]l, {3, 1, 9}, {k, 1, 9}1;

Evolucion bajo PJ

Cp; = Simplify[MatrixExp [PJ *» t] .Cpq];

pg = Sum[Simplify[Part[Cpo;, k] *Gx], {k, 1, 9}];
Ty = Simplify[Tr([ps]]

P; = Simplify[Tr([ps.p5]]

MatrixForm[pg]
Ny = Part[ps, 1, 1];

N, = Part[ps, 2, 2];
Ny3 = Part[ps, 3, 31;

1
Ty = = (2+e72%2)
3
5 @3t
Py= —=+
18 9
1_1.3¢t2,1 -3t/2 1 -3t/2
2" 5@ +9(2+e )+36 (1+2e ) 0
1 1 - 1 - 1 -
ps = 0 mtezelt2 s (24e32) 4 = (14267
0 0

.4 Parte Krauss

Operador PK

PKT = K; .T'.Transpose[K;] +K,.TI'.Transpose [K;] ;
CPKT = Table[Simplify[l /2 Tr[Gx.PKI']], {k, 1, 9}1;
PK = Table[D[CPKI'[[j]], a«l, {3, 1, 9}, {k, 1, 9}1;

Evolucién Ap.nb | 3

17
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4 | Evolucién Ap.nb

Evolucion bajo PK

in@24)= Cpg = Simplify[MatrixExp [PK * t].Cpq];
Pk = Sum[Simplify [Part[Cp., k] *Gy], {k, 1, 9}1;
Tx = Simplify [Tr[pk] ]
Px = Simplify[Tr[pk.pox]]

MatrixForm|[pk]
Ny, = Part[pk, 1, 1];

Ng, = Part[px, 2, 2];
Ngs = Part[px, 3, 3];

2+t
=

2

1
Px=— (14+14t+5¢t?)

36

1 2+t 1

E+T+§(1+2t) 0 0
ok = 0 é»fﬁ(-l-zt)»fz;t 0

0 0 S

2.5 Evolucion global

Operador L

LT = PHT + PJT + PKT';
CLT = Table[Simplify[1/2 Tr[Gx.LT']], {k, 1, 9}1;
L = Table[D[CLT[[]j]], a], {3, 1, 9}, {k, 1, 9}];

Evolucién bajo L

in4321= Cpy, = Simplify [MatrixExp[L* t].Cpq];
pL = Sum[Simplify[Part[Cp., k] *Gx], {k, 1, 9}];
Ty = Simplify[Tr([pL]]
Py = Simplify[Tr[pr.pon]]

MatrixForm[p1]
Ny; = Part[p, 1, 1];

Ny, = Part[py, 2, 2];
Ny3 = Part[py, 3, 3];

1
PpL=——e3t(28-62e3"2+97¢%%)



Pg =

25

36

5 o-3ts2, 1 -3t/2
- = +—=(1+2
T 36 ( e )

0
0

1

36

+

0

5 a-3t/2
e +
18

0

= (1+2e73%/2)

o
&l

Evolucién Ap.nb

e-3t/2

© |~

| 5

19



APENDICE B. ALGORITMO DE RESOLUCION DEL SISTEMA DE 3 NIVELES

El sistema de 3 niveles y su
enfriamiento por laser

1. Dinamica libre
1.1 Construccion del sistema

Base de SU(3): Matrices de Gell-Mann

inzoel= Gy = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, O}};
G, = {{0, -1, 0}, {I,0,0}, {O,0, O}};
Gs = {{1, 0, O}, {O, -1, 0}, {O0,0, O}};
Gy = {{0, 0,1}, {0, 0,0}, {1,0, O}};
Gs = {{0, 0, -T}, {0, 0,0}, {I,0, 0}};
Ge¢ = {{0, 0, 0}, {0, 0,1}, {O,1, O}};
G; = {{0, 0, 0}, {0, 0, -I}, {O, I, O}};
Gg =1/8qrt[3] {{1, 0, O}, {O, 1, 0}, {O,0, -2}};
Gy = Sqrt[2/3] {{1, 0, O}, {O,1, 0}, {O,0, 1}};

Eleccidén de la dinamica: operadores de Krauss

n21s= e; = {{0, 1, 0}, {0, 0, 0}, {O, 0, O}};
e, = {{0, 0, 0}, {0, 0,0}, {O,1, O}};
g1 =1;
g2=1/2;

K; = Sqrt[g;] *e;;
K, = Sqrt[g,] *ey;

Operador Linbladiano

ineo7y= T' = Sum[ax * Gk, {k, 1, 9}1;

H={{1, 0, O}, {O, 2,0}, {O,0, 1}};

J = Transpose [K; ] .K; + Transpose [K,] .K;;

PH=-I (H.T-T.H);

PR=1/2 (J.T+T.J);

PK = K; .T'.Transpose [K;] +K,.T'.Transpose [K;] ;

LT = PH- PR + PK;

CLT = Table[Simplify[1/2 Tr[Gx.LT']], {k, 1, 9}];
L = Table[D[CLT[[]]], al, {3, 1, 9}, {k, 1, 9}];
MatrixForm[L]
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-21 0 000 0 o0 0
-1 -2 0 000 0 o0 0
0o 0 -2 000 o 5 5
iz 246
0 0 0 00 O 0 O
Lol o o 0 0 o
0 o0 0 -3 -1
0 0 0 00 1 -2 o 0
V3 1 1
o o X000 o0 -%* -
4 4 2\/?
0 0 0 00 O 0 O 0

1.2 Evolucion temporal

In[230]:=

In[234]:=

Out[234]=

In[280]:=

Ecuacion de Linblad

Evoluciona[t_, V_] := MatrixExp[L*t].V;

Estado inicial

po = {{0, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, O}};
MatrixForm[p,]
Cpy = Table[Simplify[1l /2 Tr[Gk.pol], {k, 1, 9}];

000
po=[0 1 o]

000
{{o, o, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, O}}

Evolucion del estado: Poblaciones y Pureza

Cp, = Evoluciona[t, Cp,];
Pt = Sum[Simplify[Part[Co., k] *Gk], {k, 1, 9}];

N, = Part[pe, 1, 1];

N, = Part[p:, 2, 2];

N3 = Part([p:, 3, 3];

PT = Simplify[Tr[pt.pe]]

ST = -Tr[p¢.MatrixLog[p:] ]/

1
P (pt) = 5 (5+14e3*-10e73%?)

2 _ 2 -3t/2
3-3e 0 0

Pt = 0 e 3t/2 0

0 0 1 _ 13t
3
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3-LevelAp.nb | 3

2. Dinamica controlada

2.1 La transformacion de control

nzo71= A = Sum[oy * Gk, {k, 1, 9}1;
CA = Table[Simplify[1/2Tr[G¢.A]]l, {k, 1, 9}]1;
u={{1, 0, 0}, {O,0,1}, {O, 1, 0}};
B = Transpose [U] .A.U;
CB = Table[Simplify[1/2 Tr[Gk.B]], {k, 1, 9}];
Y = Table[D[CB[[j]], akl, {j, 1, 9}, {k, 1, 9}1;

MatrixForm[Y]
00 0 100 0 0 O
00 0 010 0 0 O
oo%oooogo
10 0 000 0O O O
Y=/01 0 000 0 0 0O
00 0 001 0 0 O
00 0 000-1 0 O
Vs 1
00-0000 -2 0
00 0 000 O 0 1

2.2 Evolucion

Estadio 0

n4g)= Mo = {{0, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, O}};
CM, = Table [Simplify[1l /2 Tr[Gx.Mpl1], {k, 1, 9}1;

CT, = Evoluciona[t, CMy];
Ty = Sum[Simplify [Part[CT,, k] *Gx], {k, 1, 9}1;

PO = Simplify[Tr[Ty.Tol];
S0 = -Tr[Ty.MatrixLog[To]]/

Control 0

in2s4p= CM; = Y.Evoluciona[6, CM,] ;

Estadio 1

in2ssj= CTy[t_] := Evoluciona[t, CM;];
T;[t_] := Sum[Simplify[Part[CT;[t], k] *Gx], {k, 1, 9}];

P1[t_] := Simplify[Tr[T,[t].T.[t]]1];
S1[t_] :=-Tr[T,[t].MatrixLog[T;[t]]]’

Contol 1

n259)= CMp = Y.Evoluciona[l2, CM; ] ;
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Estadio 2

inzeoj= CTo[t_] := Evoluciona[t, CM,];
T,[t_] := Sum[Simplify[Part[CT,[t], k] *Gx], {k, 1, 9}1;

P2[t_] := Simplify[Tr[T,[t].T,[t]1];

S2[t_] := -Tr[T,[t] .MatrixLog[T,[t]]]~
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