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Capitulo 1

Introduccion

Ningin sistema estd completamente aislado de su entorno. Muchas veces es esencial comprender este
acoplamiento y ahi es donde este trabajo pretende arrojar algo de luz. En este capitulo presentamos
brevemente los objetivos que perseguimos y mas adelante introducimos las principales herramientas

de mecédnica cuantica que seran necesarias para seguir nuestro desarrollo.

81. Objetivos y metodologia

Resumimos aqui las principales metas de este trabajo.

= Comprender la importancia de la interaccién de un sistema con su entorno.
= Revisién bibliografica de los principales modelos para estudiar sistemas cudnticos abiertos.

= Desarrollar de forma independiente un conocido modelo hasta llegar a una ecuacién que
describa la dindamica de un sistema que sea resoluble de forma numérica.

= Resolver de forma numérica el modelo desarrollado y comparar con resultados existentes en la

literatura.

= Aplicar el algoritmo a un problema de interés actual.

Para poder cumplirlas, vamos a comenzar estudiando un modelo ampliamente estudiado que
describe de forma general el acoplamiento de un sistema a su entorno, conocido como modelo de
Caldeira - Legget. Después estudiaremos un caso particular de este modelo, conocido como modelo
Espin - Boson, y deduciremos una ecuacion que describe la dindmica del sistema en un régimen
conocido como NIBA. Por dltimo, resolveremos esta ecuacién de forma numérica para un par de
sistemas concretos. El primero de ellos es tipico en la literatura, mientras que el segundo, por su
novedad, intenta mostrar la aplicabilidad de nuestro modelo.
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§2. Preliminares

A continuacién describimos los principales conceptos de mecdnica cudntica que estaremos utilizando.

Para una descripcién més completa, [1] es una referencia magnifica.

8§2.1. Imagen de Heisenberg

Es habitual trabajar con un formalismo en el cudl los estados [1(t)) varian con el tiempo gobernados
por la ecuacién de Schrodinger, mientras que los operadores suelen ser independientes del tiempo.
En este caso decimos que estamos en la imagen de Schriodinger.

Sin embargo, podemos trabajar con un formalismo equivalente en el que los estados permanecen
constantes, mientras que los operadores presentan una evolucién temporal. En este caso diremos
que estamos trabajando en la imagen de Heisenberg. Obviamente, la evolucién de los operadores

también se deduce de la ecuacion de Schrodinger, obteniéndose:
ihAn(t) = [An(t), Hu(8) +if (As() . (L1)

donde Ag y A representan los operadores en la imagen de Schrodinger y Heisenberg respectivamente.
En el caso de que los operadores Ag no dependan del tiempo podremos simplificar la expresion
anterior, obteniendo

ihA(t) = [A, H] (t). (1.2)

Noétese que hemos suprimido los subindices para aligerar la notacién, pues la dependencia temporal

de los operadores ya indica con qué formalismo trabajamos.

§2.2. Bano de osciladores armoénicos

En los modelos que estudiaremos a continuacién serd comun enfrentarnos a Hamiltonianos de la

forma

1
- iknxi, (1.3)

2
P
Hp = ;Hn, con  H,= 27;”

que representa un bano de osciladores arménicos desacoplados. Es bien sabido que para estudiar
estos sistemas es muy util el uso de los llamados operadores de creacion y destruccion, definidos como

MpWn n 1 A1 ( - )
an = x T =1/ = a a
" 2h " mnwnpn ’ " 2 mpwn \ " ")
My W 7 |h
aL = ;hn (azn — mnwnpn> , Pn =04/ §mnwn (aIL — an) ) (1.4)

siendo w? = ky, /m,,. Se demuestra sin dificultad que estos operadores cumplen las siguientes relaciones

de conmutacion:
[an,aq =1, [Nn,aﬂ =al

n no

[Ny, an] = —an, (L5)
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siendo N,, = ailan. Es 1til definir estos operadores ya que permiten reescribir el Hamiltoniano como

1
Hp = ZH”’ con H, = (Nn + 2) hwn, . (1.6)
n

De lo anterior se deduce que los autoestados de este Hamiltoniano seran de la forma

In1,m2,.. ) =|n1) @n2) @ ... = Q) nm), con N |nm) = nm [nm) , (1.7)

y que la energia E correspondiente serd

1
E = ZEM con E,, = (n, + 2) hwy,. (L.8)

82.3. Operadores de Pauli

Mas adelante trabajaremos en un espacio de Hilbert bidimensional, donde los endomorfismos son
representados por matrices 2 x 2. En estos casos es comun utilizar la base formada por la matriz

identidad y las llamadas matrices de Pauli, definidas como:

%:<?é>, %:<31)’ @:<éi>. (L.9)

Es 1til notar que satisfacen la relacién de conmutacién

(02, 0y] = 2i0, (1.10)

asi como sus permutaciones ciclicas. Estrechamente relacionados encontramos los operadores escalera,
definidos por medio de las matrices

1 . 01 1 , 00
a+:2(a$+wy):<0 0), 0_22(096—@%):(1 0), (I.11)

que no son autoadjuntos, pero cumplen (0} )" = o_. Ademéds cumplen las siguientes relaciones de

conmutacion:

(1.12)

’ 02,04 =204, |os,0-]=—-20_, |[o4,0_]=0,

las cuédles nos seran tutiles méas adelante.



Capitulo I1

El modelo de Caldeira - Legget

En este capitulo estudiaremos la importancia que puede tener la interaccién de un sistema con su
entorno. Comenzaremos analizando cudles son las consecuencias de este acoplamiento, tanto desde
una perspectiva clasica como cuantica. Continuaremos describiendo un modelo que da cuenta de esta
interaccién. Mas adelante lo resolveremos para ver si el modelo refleja el comportamiento observado.

8§1. Motivacion

No hace falta situarse en el marco de la fisica moderna para apreciar las consecuencias del acoplamiento
de un sistema con su entorno. Existen multitud de ejemplos cotidianos que reflejan perfectamente

las principales caracteristicas de este fenémeno, como se muestra a continuacion.

Consideremos una particula de polvo suspendida en el aire. Si pudiéramos monitorizar su
movimiento, veriamos que se mueve de forma aparentemente aleatoria. Es la fuerza que el entorno
ejerce sobre el sistema la que otorga esta naturaleza fluctuante. Imaginemos ahora que soplamos hacia
donde esta la particula, aumentando su velocidad. Légicamente, la particula se frenard enseguida,
entregando su energia al entorno de forma irreversible y volviendo a su baile erratico, mostrando la
naturaleza disipativa del acoplamiento.

Cuando el sistema de interés puede ser considerado cuantico, existen nuevas consecuencias de
esta interaccion. El acoplamiento con el entorno provocara que aparezca entrelazamiento entre los
grados de libertad del sistema y aquellos del entorno, dando lugar a un proceso llamado decoherencia,
en el cual una superposicién coherente de estados puede ser destruida. Este proceso es sumamente
relevante en computacién cuantica, donde la coherencia entre qubits |1) y |}) es utilizada como

recurso ([2]).
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§2. Descripcion del modelo

En mecénica clasica, el acoplamiento con el entorno suele ser modelado introduciendo un término
de rozamiento viscoso. Sin embargo, este acercamiento no es compatible con la mecanica cuantica,
donde debemos operar con la ecuaciéon de Schrodinger, que implica que la energia se conserva si el
Hamiltoniano es independiente del tiempo.

Para resolver la situacién, consideraremos nuestro sistema junto con el entorno como un gran
sistema cerrado. Aunque la energia se disipe del sistema al entorno, globalmente se conserva. Después
de tener la descripcién global, trazaremos sobre los grados de libertad del entorno para obtener la
fisica del sistema. El lector que quiera concretar mas detalles deberia consultar [3].

FEl modelo original de Caldeira - Leggett propone un Hamiltoniano de la forma
H=Hgs+ Hp + Hj, (I1.1)

donde se separan las contribuciones correspondientes al sistema, al entorno y al acoplamiento que
existe entre ambos. Veamos la forma explicita de cada una de estas contribuciones.

» Por simplicidad, supondremos que el sistema tiene un tinico grado de libertad, y que puede
ser representado por una particula de masa m y descrito por una coordenada ¢ sujeto a un

potencial V' (¢). De esta manera,
2

p
Hg=— 11.2
S om. +V(Q)’ ( )

siendo p el momento de la particula. Por supuesto, ni la coordenada ¢ necesita ser geométrica
ni debe representar una particula real.

= Para los grados de libertad del entorno se propone un bano de osciladores armonicos, de modo

2
bn 1 2
Hgp = E —k 11.3
7 n <2mn * 2 nxn) ’ (IL3)

siendo k, la constante eldstica de cada oscilador, descrito por las coordenadas p, y x,. Como

que

veremos mas adelante, no es necesario estudiar la naturaleza microscépica del entorno para
caracterizar estos osciladores, sino que bastara definir una densidad espectral basada en un
enfoque fenomenolégico.

= Por ultimo, se define el acoplamiento como

2
C
Hi=—q) cntn+q* ) T (IL4)
n n n

siendo ¢, las constantes de acoplamiento. El primer término puede ser entendido como una
linealizacién de un Hamiltoniano de interaccién. El segundo término se conoce como potencial

de renormalizacién, y sirve para que el minimo del Hamiltoniano siga estando caracterizado

por V(q).
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§3. Resolucion del modelo

Con el modelo ya planteado, nuestro objetivo es aislar la dindmica del sistema, lo que equivale a
hallar la ecuacién que gobierna la evolucién de ¢(t). Como veremos, esta ecuacién reproducira la
naturaleza fluctuante y disipativa del acoplamiento. Para estudiar la dinamica trabajaremos en la
imagen de Heisenberg, donde la evolucién de un operador viene dada por (1.2).

83.1. Grados de libertad del entorno

Comenzaremos estudiando la dindmica del entorno, dada por p,(t) y z,(t). Para ello, conviene

recordar que
[g(ajm))pm] = Onm ihgl(xn)p [xna f(pm)] = 6nm ihf/(pn)-

Aplicando ahora (1.2) a los operadores momento encontramos:
ihpm (t) = [pm, Hs + Hp + Hi| (t)

= [ V0] 0+

1
- [pe 3y
n

= —ihkpzy(t) + ihcnq(t).

(t) +

n

Pm, —¢q Z Cnxn] (t)

2
Dn 1 2
ms o kn

2
C
Pm, —4q Z CnTn + q2 Z ﬁ (t)
n n n

(t) +

Andlogamente, los operadores de posicién evolucionan como:

Zﬁ$m(7§) = [mm,HS + Hp + H[] (t)

2 2
_ pf pn 1 2 _ 2 Cn
= [ B+ V@] @+ [ (i st )| 0+ [ gDt X | @)
2
v
= ms 3
[x ~ 2mn] ®)
t
_ ipbeld),
Mm

Por lo tanto, encontramos que los operadores x,(t) y py(t) satisfacen el sistema:

pn(t) = _knxn(t) + CnQ(t)a
) = pi(t)

mpy

Tyt (IL5)

Si pensamos en ¢(t) simplemente como una funcién del tiempo, no es dificil integrar el sistema. Para
ello, es conveniente introducir wy, = \/ky/my,, de modo que:

Pn(t) = —mpwnx,(0) sin (wnt) + pp(0) cos (wpt) + cn /0 ds cos (wn(t — 5)) q(s), (1I1.6)
Zn(t) = 2,(0) cos (wnt) + 5;(37)1 sin (wnt) + miz}n /0 dssin (wy(t — s)) ¢(s). (IL.7)
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83.2. Grados de libertad del sistema

Seguiremos el mismo procedimiento, hallando la dindmica de los operadores p(t) y ¢(t).

ihp(t) = [p, Hs + Hp + Hj] (t)

=L v o+ )+

2m

2
§ : Pn 1 2
’ n <2mn * 2knxn>
2 0721
P, —q En Cnip p,q En %, (t)
2
C
= —ihV'(q(t 1 I (1) — ihq(t .
i m»ﬂgfxu ww;%

2
C
b, _qzcnxn +q22 ﬁ (t)
n n n

= [, V(9] (t) + (t) +

Anélogamente para el operador ¢(t):

ihq(t) = [q, Hs + Hp + Hj| (t)

- [0 L] o+

- [ 2] @

2m

= in2d).

m

Por tanto, encontramos que los operadores p(t) y ¢(t) satisfacen el sistema:
2
. c
PE) = =V'(q() + ) enmnlt) — q(t) Y P
n n n

(IL.8)

En este caso el sistema no parece facil de integrar, asi que tendremos que hacer un poco de trabajo.

§3.3. Eliminacion de grados de libertad del entorno

Claramente (I1.8) puede ser reescrito como una ecuacién de segundo orden para ¢(t), quedando:
2
c
G(t) +V'(q(t t o= t). 1.9
mi(t) + (Q())+q()zn:kn zn:cnxn() (IL9)

Donde hemos resaltado dénde aparece el acoplamiento con el entorno. Ahora bien, podemos sustituir
la expresion para z,(t) hallada en (II.6) y asi eliminar los grados de libertad del entorno en la

ecuacién. Para ello es conveniente reescribir algunas férmulas. En, primer lugar, es til la siguiente

identidad:

/ dssin (w,(t — 5)) q(s) = S [cos (wn(t — 5)) q(s)]°=f — S / ds cos (wy(t — 5)) 4(s)
0 ~~ Wn Wn Jo

dv u
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=1M@CMmelA®mmﬁsM@,

Wn, Wn
puesto que nos permite escribir el miembro derecho de (I1.9) como:

Cn

Z cnn(t) = Z en | 2n(0) cos (wpt) + Pal0) sin (wpt) + t dssin (wy(t — s)) q(s)
MpWnp MmnWn Jo

=Y [ (000~ —Ea0) ) cos ) + 2D in )+

MpWn

2 /0 "ds cos (wn(t = 5)) q’(S)] : (11.10)

de modo que (II.10) se escribe como:

CQ t
zywaw:aw+aw2%;—mldm@—@«@. (IL11)

n

Ahora, basta sustitutir (II.11) en (I1.9) para obtener la expresién final que describe la dindmica del

sistema.

7MW+mAM%FWM$+VMm=aw (IL12)

Con esta notacién, queda claro que 7(t) es un nicleo que representa la disipacién de la energia hacia
el entorno y &(t) es una fuerza que da cuenta de las fluctuaciones provocadas por el acoplamiento.

§4. Calculo de valores esperados

Hasta ahora hemos sido capaces de reproducir la naturaleza fluctuante y disipativa del acoplamiento
del sistema con el entorno. Ahora estamos interesados en hacer un andlisis més profundo, por
ejemplo, viendo la estadistica asociada a las fluctuaciones. En el préximo capitulo la utilidad de este

acercamiento resultara evidente.

Para comenzar, rescatamos un resultado de mecénica cudntica estadistica ([1]), que nos dice que

cuando el bano es un reservorio de calor, el operador de densidad toma la forma

1
PB 7 € )

siendo Z = Tr (e*BHB), B =1/kpT y Hp el Hamiltoniano del bano. Con el operador de densidad
establecido, estamos en condiciones de hacer trazas para hallar valores esperados.
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84.1. Operadores de creacion y destruccion

Nuestras magnitudes dependen de los operadores posicién y momento, que segin (1.4) estdn en
correspondencia con los operadores de creacion y destruccién. Por lo tanto, conviene empezar

hallando los valores esperados para estos ultimos.

No reproduciremos todas las cuentas en detalle, pero es trivial demostrar que (a,) = 0 o que
(ananm) = 0. Tomando adjuntos se sigue que <ajl> =0y que <ajla:rn> = 0. Con un poco mas de

trabajo se encuentra que <a:r1am> = 0 si n # m. Sin embargo, esto no es cierto para n = m, como se

muestra a continuacién.

(thtn) = Tf( i) = 710 (aham ™)
- Z <11712,- ‘ fam e BHB‘ilai2,~~->

11,12,.
1
= Z Z e—ﬁZk E;, <i1,i2, .. .‘ainam’il,ig, .. >
21,22,...
- E Z e_ﬁzk Elk’ <Zm’ainam’1m>
11,12,...
1
A e P2 By, (I1.13)

7,1,22, .
Para evaluar esta suma, en primer lugar vamos a factorizar la funcién de particién, de modo que:

Z:TI‘<€_ﬁHB>: Z <i1,’i2,...‘ —B B‘Zl,lg, >

11,82,

- ¥ ma 3L

11,02, 11,12,

SIT(Xe ) =TT (e
k ik

STT{ et | =TT (= e ) uen
k ik k

Operando de manera similar, pero aislando la suma en el oscilador m, encontramos:

Z e B2k Eiy, gy = <Z ime—ﬁEim> H Ze—ﬁEik
im

11,12,... k#m ik

_ CBimhwm . — L hwm, Ly,
(S e ) T (5 L)

k#m

im
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—Bhwm
_ € —Lhwm | | 1 —lﬁwk,
- <(1 - e—ﬁh”m)2e 2 ) (1 —epha ) . (IL.15)

k#m
Finalmente, podemos sustituir (I1.14) y (I1.15) en (I1.13) para obtener:

i L BY By, e P
<“mam>=§ Y e

11,02,...
Podemos simplificar la expresion anterior usando la identidad

—X

e 1
T—e=—3 (coth(xz/2) — 1),

lo que nos permite resumir todas las cuentas anteriores en un solo resultado:

<aLam> = (5nm% (coth [Bhwn, /2] — 1). (I1.16)

Recordando las relaciones de conmutacién para estos operadores, se obtiene inmediatamente:

<ana;rn> = 5nm% (coth [Bhwn, /2] + 1) . (I1.17)

84.2. Operadores de posicion y momento

Usando los resultados del apartado anterior y las relaciones (I.4), es inmediato comprobar que
((0)) =0 y(pr(0)) = 0. Por otra parte, los momentos de segundo orden no se anulan, encontrando
para la posicion:

<xn<o>xm<o>>=< 3 (o) 5 (aqtl+am)>

2 mpwn 2 Mmm,

ho 1 Jh 1 Pt ot t
= §mw §m o <anam+anam+anam+anam>
nwn mwm

h 1 h 1
= - s *Onm h m 2
\/2 My Wn \/2 My Win, Onm cOt [Bﬁw / ]

coth [Suwn, /2] .

nWn

De forma completamente analoga podemos calcular:

<pn(0)pm(0)> = 6nmgmnwn coth [ﬂhwm/Z] y

A
(,(0)pm(0)) = 5nm25.

Podemos encapsular todos estos resultados en las siguientes relaciones:

<xn(0)xm(0)> = w - 6nm§ —n coth [Bhwm/2] s
(00 (0)) = ~ P (0)1n(0)) = Gy (1L1s)

10
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84.3. Fuerza de acoplamiento

Ahora estamos en condiciones de estudiar la fuerza que ejerce el entorno sobre el sistema. Conviene
separar el término transitorio, escribiendo £(t) = ((t) — m~y(t)q(0), de modo que

OEDNN [azn(()) cos (wyt) + Zln(gi sin (wnt)} . (I1.19)

De los resultados anteriores se sigue que (((t)) = 0. Por su parte, el comportamiento de la correlacién
(C(t")¢(t)) se muestra a continuacion.

(C¢@) = < <Z Cn {xn(O) cos (wpt') + inn(o(ji sin (wﬂ')}) (Z Cm {xm(()) cos (wmt) + Pm(0) sin (wmt)] ) >

(Pn(0)pi (0))
(mnwn) (mmwm)

(Pn(0)2m(0)) .

sin (wpt’) cos (wmt)}

sin (wyt') sin (wy,t)

= Z CnCm {(mn(O)xm (0)) cos (wnt') cos (wmt) +

o OO s
. MpWn
- Z g c {Coth (Bhwn /2) cos (wnt') cos (wnt) + coth (Bhw, /2) sin (wnt') sin (wt)

MnpWn

+ i cos (wpt') sin (w,t) — isin (w,t’) cos (wyt) ]
= Z gmitun [coth (Bhwp /2) cos (wy, (t' —t)) — isin (wy, (' — 1)) } .

n

Como vemos, aparece una parte imaginaria debido a que en general, ((¢') y {(t) no conmutan. En

estos casos suele estudiarse la funcién de correlacién simetrizada, que en nuestro caso quedaria

simplemente:
1 / ’ h C%L /
B €@t + ¢y = 2 coth (Bhwy/2) cos (wy (' — 1)) . (I1.20)

Como veremos en el préoximo capitulo, estos mismos desarrollos tedricos serdan esenciales para llegar
al resultado estrella de este trabajo. Conviene ademds escribir al menos una vez este tipo de calculos
porque en la literatura son siempre omitidos (salvo con la pequena excepcion de [4, 5]).

11



Capitulo IIT

El modelo Espin - Boséon

El capitulo anterior trataba de describir con cierta generalidad el acoplo de un sistema con su entorno.
En ningtin momento nos preocupamos por especificar la forma del potencial V(¢) ni intentamos
cuantificar el acoplo. En este capitulo nos centraremos en un caso particularmente simple y veremos

cémo aplicar las ideas anteriores. Principalmente seguiremos el desarrollo de [6].

8§1. Motivacion

La proyeccién de un espin 1/2, la polarizacién de un fotén o la extrafneza de un mesén neutro K son
ejemplos en los cudles el grado de libertad del sistema puede tomar solo dos valores. Dicho de otra
manera, el estado del sistema esta restringido a un espacio de Hilbert bidimensional.

Una situacién mucho mas frecuente es la de aquellos sistemas con un grado de libertad ¢ continuo,
pero con un potencial V(g) como el mostrado en la figura III.1. Si la energia disponible no es
suficiente para superar la barrera de potencial o para alcanzar un estado excitado, el grado de
libertad estara confinado a tomar dos valores y, en la practica, estaremos en la situacion del parrafo

anterior.

V(g)

Figura II1.1: Potencial con dos pozos.

12
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. Qué tienen de interesantes estos sistemas? Son suficientemente simples como para aplicar la
teoria y obtener resultados, sin dejar de tener una riqueza que nos permita percibir la aplicabilidad
del modelo de Caldeira - Legget. Tal es su importancia, que este caso particular tiene su propio
nombre en la literatura, el modelo Espin - Bosén.

§2. Descripcion del modelo

Vamos a comenzar rescatando las principales ecuaciones del modelo de Caldeira-Legget. Recordemos

que el Hamiltoniano toma la forma:
H = HS —+ HB + H].

Como el estado del sistema vive en un espacio de Hilbert bidimensional, podemos usar una base
formada por los operadores de Pauli. En la siguiente tabla mostramos la correspondencia cominmente
adoptada en la literatura entre los dos modelos.

Modelo Hg Hp H;
. » p2 1 5 ) 2
Caldeira - Legget o +Vi(q) ZL (an + 2k;nxn> _qZL Cnn + q ZL T
1 1 2 1 1 1 2
ESpiI’l - Bosén _ihAOUm + 550-,2 Zn: (2?;;1” + 2knx127,> §Uz ;Cnxn + 1 - ;Tnn

Aqui Ay representa la frecuencia asociada a las transiciones de efecto tinel entre los dos pozos del
potencial, mientras que € representa una energia que destruye la degeneracién de los dos estados.
Con todo lo anterior, el Hamiltoniano para el modelo Espin - Bosén queda:

0= thagost teo t S (2 L)+ L S, LY G
=—= —€ = 4 —knx = CnTp + = -,
o 0T T QTR T L g, T 2" ) TR 2 I T Ly,
Como se observa, el término correspondiente a la renormalizacion del potencial es ahora una constante,

ya que o2 = 1, por lo que puede ser desechado. Sin embargo, es mas conveniente absorber este

término reescribiendo el Hamiltoniano de la siguiente forma:

1 1 P2 1
H = —ihAOO'x + 550} + Zn: <2n’;n + ikn [l‘n — 677,0',2]2) s (III].)
donde 6, = —¢,/2k,,. De esta manera queda mas clara la fisica del sistema, pues vemos que el

acoplamiento depende de la distancia que haya entre la particula y cada oscilador.

§2.1. Operadores de desplazamiento

Visto lo anterior, podemos realizar una transformacién unitaria & que diagonalice casi todo el
Hamiltoniano. Para ello, bastaria desplazar cada oscilador una distancia J,,0,, de modo que

Uz U = 2, + 0,0 para cada x,,. (I11.2)
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Para ello, definamos los operadores de desplazamiento (ver [7]) como
[
D, (ay) = e %% con  ap € C.

JPor qué son importantes? Resulta que la transformacién anterior es unitaria, y cumple unas

propiedades que nos seran muy convenientes. En concreto, satisfacen:
Dy(an)an D} () = an — an, Dy (a)al DI (o) = al, — @,
Como el operador posicién z,, se puede poner en funcién de a, y aIL, se comprueba sin dificultad que

h 1

Dn(an)anIL(an) = Tn — §m 5
nWn

[y, + @ - (IIL.3)

Para que se cumpla (II1.2), basta elegir el «,, adecuado comparando con (II1.3), de modo que

finalmente podemos definir el operador

U=]]Dn(an) con oy, = —2715”02, (I11.4)

M, Wn,

[Vl

que cumple las propiedades buscadas.

Vamos a reescribir las ideas que acabamos de introducir con la notacién habitual en la literatura.

Para ello, es conveniente notar que «,, satisface

1 C _Lliy. cn_
nt), — Tty = —5ic <hl:) P, porloque Dy(ay)=e 27 malm,
n

de modo que el operador U se puede escribir como

u= e—%wzﬂ’ con €)= — . (IIL.5)

82.2. Transformacién del Hamiltoniano

Hemos elegido la transformacién unitaria & dada por (IIL.5) para que el nuevo Hamiltoniano tenga

diagonalizada la parte al acoplamiento. En concreto, partimos de una transformacién de la forma
H' =UHUT, (IT1.6)

y sustituyendo la expresién de H dada en (III.1) encontramos

1 1 w1
H =U {—zhAoax + 560z + Z <2ZZ + 5kn [T, — 5nf7z]2> }UT

—uld Lhnge, 4 Le U+ Pn Ly
B 9100 T 5E02 —\2m, 2" )

14
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Para calcular la transformacién de esa primera contribucién, aprovecharemos que las exponenciales

de operadores de Pauli son conocidas, de modo que podemos poner

- Q Q
U=e 372 — cos (2> — 40, sin <2> ) (IIL.7)

: Q Q
Ut = ¢+219:2 = ¢og <2> + t0, sin <2> . (IIL.8)

Con la informacién anterior, es trivial que U o, U = o, y que ademds:

Uo, Ut = <COS <2) — 10, sin <2>> Oy (cos (2) + 40, sin (2>>
= 0, cos? (Q> + 10,0, sin <Q) cos <Q> — 10,0, sin (Q) cos <Q> + 0,00, sin? (Q)
2 2 2 2 2 2
=0 |:COS2 (Q> — sin? (Q)] +o {2 sin (Q> cos <Q>}
w 2 2 Y 2 2

= 0, cos ) + o, sin 2.

Una vez mas encontramos que es comun utilizar una notacion ligeramente distinta, haciendo uso de
los operadores escalera. Se comprueba sin dificultad que podemos escribir lo anterior como

UoyU' = 0, c08Q + 0, sinQ =g e 4 o_e. (I11.9)

En cualquier caso, ya estamos en condiciones de expresar el Hamiltoniano transformado completa-
mente, obteniendo la conocida expresiéon para el modelo Espin - Bosén en la base de osciladores

desplazados:

1 , , 1 P2 1
H' = —ZhA Q4 o) 4 = 4 k). I11.10
5 o0(ope ™ +o_e )+2602+Zn:<2mn+2 s ( )

83. Resolucion - Non Interacting Blip Approximation

Nuestro siguiente objetivo es extraer la dindmica del sistema (dada por o,(t)) a partir del Hamil-
toniano encontrado en (III.10). Existen varias maneras de afrontar este problema, cada una con
sus ventajas en su rango de aplicacién y sus inconvenientes. Por ejemplo, podriamos suponer que
el acoplamiento es muy débil y hacer uso de la teoria de perturbaciones. Nuestro enfoque es algo
distinto, y funciona especialmente bien en el limite de bajas temperaturas para sistemas simétricos
con ¢ =0 ([8]).

En particular, nosotros vamos a estudiar la conocida como NIBA - Non Interacting Blip Ap-
prozimation. La motivacién original que da lugar a esta aproximacién es poco transparente ([6]) y
por ello mostraremos aqui una explicacién alternativa, propuesta por [9]. La idea es ir deduciendo
ecuaciones del movimiento igual que hicimos en el capitulo anterior, y hacer ciertas aproximaciones

fisicamente plausibles cuando no podamos avanzar mas.
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Trabajaremos en el caso simétrico en el que no se aplica una excitacién externa y por tanto € = 0.

Por referencia, escribimos el Hamiltoniano de interés para esta seccion.

1 , . 2 1
H = —QhAo (ore ™ +o_e™) + Z <2]:T7Z + Qk?nx%) : (IL.11)
n n

§3.1. Evolucion de los operadores de Pauli

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, vamos a comenzar estudiando la dindmica de algunos
operadores utilizando (1.2). En concreto, para los operadores de Pauli encontramos

1 .
Ga(t) = iiAoaz(t)e’Q(t). (IIL.12)

De nuevo, pensando en o,(t) como una funcién, podemos integrar (I11.12) y hallar o (¢). De aqui se
deduce el valor de o_(t) sin més que tomar adjuntos:

t t
o (t) :%Ao / At o ()™ o (1) = —%Ao / dt’ o (t')e ™M), (II1.13)
0 0

§3.2. Evolucién de o,(t)

Ahora vamos a aplicar el mismo enfoque a 0,(t). Su dindmica en este caso viene dada por
iho.(t) = —hiAg (U+(t)e_m(t) - o—,(t)em@)) ,

por lo que introduciendo las relaciones (II1.13) obtenemos:

¢
o,(t) = —;A%/O dt’ (Uz(t')em(t/)e_m(t) + Uz(t')e_m(t/)em(t)> . (II1.14)

Noétese que de momento todos los resultados son exactos. Las aproximaciones vendran a continuacion.

83.3. Dinamica del entorno - Primera aproximacion

Hasta ahora no hemos prestado atencién a €(t), operador que contiene toda la dindmica del entorno.
En esta seccién le dedicaremos nuestra atencién y nos serviremos del trabajo realizado en el capitulo
anterior. Recordemos que ya dedujimos las ecuaciones del movimiento de los operadores x,, ¥ pn, v
las resolvimos en (II1.6).

Sin embargo, en esa solucién aparece el acoplamiento, por lo que no tenemos una solucién
explicita. Aqui es donde entra nuestra primera aproximacion: supondremos que la dindmica del
entorno viene gobernada exclusivamente por el Hamiltoniano del bano, de modo que

thn(t) ~ [pmHB] (t) (IH'15)
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De esta manera podemos seguir los mismos pasos que nos llevaron a (I1.6) encontrando esta vez que
no aparece el término de acoplamiento. Es decir, obtenemos:

Pn(t) = —mpwn 2, (0) sin (wnt) + pp(0) cos (wyt) . (II1.16)

. Qué hemos ganado con esta aproximaciéon? En primer lugar, podemos calcular explicitamente Q(t):

Z i pnlt) = ] h%[—mnwnxn(()) sin (wnt) + pn(0) cos (wnt)] - (IIL.17)

A su vez, esto nos permite calcular el conmutador [Q(¢'), (t)]. Para seguir la notacién habitual en
la literatura, es conveniente definir

2
C .
Q:1(t)=m g 2m:w§l sin (wpt) , (T11.18)
n
de modo que el conmutador se expresa como
Qi1(t—1t)

Q) Q)] =2i (I11.19)

7h

. Qué tiene de especial la expresién (II1.19)? Nos muestra que los operadores Q(t') y Q(t) conmutan
con su conmutador, es decir:

), [20), 2] =0 = [20), [2),00)]].

lo que nos permite simplificar (II1.14), ya que si dos operadores A y B conmutan con su conmutador,
se tiene

1 1
eAeB = ATBHIIAB] _ (5B A+B,

por lo que podemos reescribir (II1.14) como:

1 t ’ - ’ . ’ ’
&, (t) :_iAg /O a’ (Uz(t/)e%[mt),n(t)] Q) -0@) 4 () -0®) —3[21)00)] gz(t’)). (I11.20)

§3.4. Eliminacion de grados de libertad del entorno - Segunda aproximacién

Al igual que hicimos en el modelo de Caldeira - Legget, nos interesa hacer un promedio sobre el
bano, de modo que los grados de libertad del entorno desaparezcan y tengamos una ecuacion que
sé6lo involucre al grado de libertad del sistema, o,. Para ello, utilizaremos la expresién (I11.20), que
una vez promediada sobre le banio queda:

t
(6(1)) = —%Ag /O a <gz(tr)6%m(t'>,ﬂ<t>1 GO =00) | —i(Q)-9() o~ 1[0).0(0) Uz(t')>.

Para poder seguir adelante, vamos a suponer que estamos ante un acoplamiento débil, en el sentido
de que el espin esta desacoplado de las exponenciales del entorno. Explicitamente:

t
<dz(t)>z—%A3 / ar’ <Uz(tr)><eém<t/m(t>1 SO -90) | —i(Q0)-90) 6—%m<t'>,ﬂ<m>' (IT1.21)
0
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Por lo tanto, el problema queda reducido a hallar promedios de exponenciales. ;Qué podemos hacer
al respecto? En estadistica existe la técnica de los cumulantes, que nos permite atajar este problema
de forma sencilla. Dada una variable aleatoria X, se define una funcién generatriz K (t) que satisface
<etX > = ¢K®_ En el caso de que X siga una distribucién Gaussiana, resulta que K (t) = ut + o%t?/2,

por lo que
(eX) = etz (I11.22)

Nosotros tenemos que trasladar esta informaciéon a nuestro formalismo de operadores. En este
caso tenemos que calcular el promedio de eX con X =i (Q(#') — Q(t)), que claramente sigue una

distribucion Gaussiana con

p=1((Q)) - ())), o = — [(Q)?) + (Qt)?) — (A + QO)H))] — .

Afortunadamente, el cdlculo de estos valores medios es un proceso completamente similar al realizado
al final del capitulo anterior en (I1.20). En resumidas cuentas, §2(¢) no deja de ser combinacién de

los operadores x,(0) y p,(0). En concreto, obtenemos (2(t)) =0y

Q) + Q(t)

h coth (Bhwy /2) cos (wy, (T — 1)),

por lo que ya tenemos la media y la varianza:

=0, o2 = — Z hfrrf%wfﬂ [1— cos (wy, (¢ = t))] coth (Bhw,/2) . (111.23)

En este momento resulta aconsejable definir una funcién que aglutine esta informacién,

2

Qa(t) =7y " [1 — cos (wnt)] coth (Bhwn/2), (IT1.24)

2mpw3
n

con lo que podemos reescribir (II1.22) como
(-0 -2 (IIL.25)

Esto nos permite adentrarnos en (II1.21), pues:

<62[ (t).21)] i (Qt)-2®) 4 ~i(At)-0()) efé[n<t'>,ﬂ<t>}> _ -y { s[ow).em] 4 -3[0 <t>n(t>]}

t/—t —
e~ 5 2 cos (Ql(t t>> )
mh

por lo que obtenemos la expresién final para la NIBA:

(6, = —A2/ dt’ (o.(t') QN . cos <Ql(7tr};t/)) . (111.26)
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83.5. NIBA - Formulacién Final

Vamos a cerrar este capitulo resumiendo las ideas principales que nos han traido hasta aqui. Hemos
planteado un Hamiltoniano que representa un sistema con dos posibles estados y hemos realizado

una transformacién unitaria que lo ha expresado de forma mas conveniente, casi diagonal.

Acto seguido hemos llegado a una ecuacién para o(t), que describe la dindmica del sistema.
Desafortunadamente, el acoplamiento con el entorno limita nuestras opciones, por lo que hacemos
una traza parcial sobre el bafio para eliminar los grados de libertad que no nos interesan. Para ello,
hemos necesitado hacer un par de aproximaciones que nos permitan llegar a resultados analiticos.

Una vez hemos hecho la traza parcial, tenemos una ecuacién integro-diferencial que describe la
dindmica del sistema, en la que el acoplamiento aparece ya completamente promediado. De hecho,
es suficiente con especificar dos funciones Q1(t) y Q2(t). Sin embargo, podemos simplificar incluso
un poco més. Se puede demostrar ([6]) que en un bano de este tipo es suficiente con especificar la
llamada densidad espectral,

2Mmpwn,

Jwy=ry i 8w — wn), (I11.27)

ya que ésta contiene toda la informacién del acoplamiento. Por ejemplo, Q1 y Q2 se pueden deducir
a partir de la densidad espectral, pues:

Qi(s) = /000 dw sin (ws) ,{gc;)’ (I11.28)
Q2(s) = /OOO dw [1 — cos (ws)] coth (Shuw/2) Ju()(;) (I11.29)

En nuestro afan por compactar el problema, podemos definir la funcién

F(s) = A2~ cos [Q;S)] , (IIL.30)

que en consecuencia también se deduce de la densidad espectral.

Asi, dado un sistema de dos estados, basta definir J(w), lo que determinard Q1, Q2 y f y nos
pone en situacion de resolver la NIBA, escrita como

(6.(t)) + /Ot dt' f(t —t') (o.(t')) = 0. (I11.31)

En el siguiente capitulo veremos ejemplos concretos de como proceder en este tltimo paso.
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Capitulo IV

Aplicaciones y resultados

En este capitulo utilizaremos la NIBA para analizar la dindmica de sistemas reales. En particular,

estudiaremos un caso estdndar en la literatura y terminaremos con un problema actual.

§1. Disipacion Ohmica

La expresién (II1.31) ofrece un método relativamente sencillo para estudiar la dindmica del sistema.
Para ello, s6lo es necesario especificar la densidad espectral J(w) (lo que determinara las funciones
Q1(t), Q2(t) y f(t)) y efectuar una integracién numérica.

Existen multitud de referencias en la literatura que enfocan este problema (comparando la NIBA
con otros métodos) para diferentes dependencias funcionales de la densidad espectral (ver [2]). El
caso mas tipico consiste en asumir que el niimero de osciladores es lo suficientemente grande como
para suponer que J(w) es una funcién suave. De hecho, es comin proponer una densidad espectral
de la forma J(w) = Aw® por debajo de cierta frecuencia de corte w,, necesaria para evitar que el
sistema diverja. En [6] podemos encontrar una discusién de las dindmicas del sistema segin el valor
de s.

En concreto, nosotros nos centraremos en el caso éhmico, s = 1. En este caso la frecuencia
espectral toma la forma
J(w) = Awe™/we, (IV.1)

donde ya hemos introducido la frecuencia de corte. Es comun definir una constante adimensional
a = A/2rh que cuantifique el acoplamiento. El siguiente paso es evaluar las funciones que aparecen
en la expresién de la NIBA. Para el caso éhmico se encuentra:

Q1(t) = 2arhtan™ (wet), (IV.2)

Q2(t) = arhlog (1+ wth) + 2amhlog <€: sinh (;;;)) , (IV.3)
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—a=0,05
—a=0,10
\ —a =020
| 0.5\, 11— =030
o =040
= \ a =045
= 0
3 ~
i —05 | i
71 | | | 71 | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t

Figura IV.1: Evolucién de la dindmica del sistema. Comparacién entre los resultados de [2] (izquierda)

y los nuestros (derecha). La eleccién de pardmetros es At = 0,01, A=1y T =0.

y con esto ya estamos en condiciones de intentar resolver el problema.

81.1. Algoritmo de resolucién

Hemos dicho que (II1.31) nos sirve para estudiar la dindmica del sistema. Sin embargo, antes
debemos dedicar unas lineas a especificar un método de integracién numérica. Asi pues, comenzamos
discretizando el tiempo, buscando aproximar la solucién en instantes t,, = nAt. Asimismo, podemos
discretizar la derivada como

(6:(t) = () 2 )] (1v.4)

mientras que la integral puede ser aproximada de forma igualmente simple:

/0 at ftn —t) {o.(t')) = ZAtf(tn —t;) (o.(t)) . (IV.5)
=0

Estas dos aproximaciones junto con la expresién de la NIBA (II1.31), proporcionan un algoritmo

para hallar (o, (t,+1)) iterativamente. De hecho, podemos despejar y obtener:

n

(0=(tn1)) = (0:(tn)) = (A1) Y fltn — ti) (0= (t:)) 4 (IV.6)

1=0

facilmente implementable en el ordenador.

En la figura IV.1 podemos comprobar la exactitud de nuestro algoritmo, comparando la solucién

con la obtenida en [2], basada en resolver una ecuacién de Schrodinger de tipo estocastico.
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§2. Cristal foténico

Terminaremos este capitulo estudiando la aplicabilidad de la NIBA a un problema completamente
nuevo. Podemos encontrar los detalles de la exposicién en [10].

Un cristal foténico es un material cuyo comportamiento 6ptico presenta periodicidad. Podemos
pensar que un cristal foténico afecta al movimiento de los fotones de la misma manera en que un
cristal semiconductor afecta al movimiento de los electrones. Lo que vamos a hacer nosotros es
considerar un emisor de fotones, como puede ser un atomo, que hard las veces de sistema. Este

emisor estara acoplado a un cristal foténico, que hara las veces de entorno.
El Hamiltoniano correspondiente puede separarse en tres contribuciones:
H=Hgs+ Hc + Hy, (IV.7)

que describimos a continuacién.

= En este modelo no anadimos ninguna caracteristica al sistema, por lo que

1 1
» En cuanto al cristal, el modelo propone una cadena de osciladores (en este contexto se dice

resonador) que presentan una interaccién entre primeros vecinos. Por lo tanto:

N
Ho=h Z (woailan —-J (aLanH + a;rl+1an)) (IV.9)
=—N

n=—

= Por ultimo, establecemos un acoplo entre el sistema y el bafio un tanto peculiar. En este caso,

el emisor esta acoplado unicamente a un resonador, por lo que escribimos

H; = go, (a(T) + a()) (IV.10)

Ahora bien, parece claro que esto no es exactamente nuestro modelo de Espin - Bosén. Sin
embargo, podemos hacer una transformacion que establezca de forma inmediata la relaciéon. Para
ello, vamos a hacer una transformada de Fourier discreta sobre los operadores a;, de modo que
tendremos las siguientes relaciones:

=27tk s

N
1
by = —— aneé 2N+1 arak=—-N,...,N V.11
k 2N+1n:z_:N n p ( )

N
1 Uik s
Un = e Y b aran=—N,...,N. V.12
n ON + 1 Rt k p ( )
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Figura IV.2: Evolucién de la dinamica del sistema para N = 50, wg = 2,5. Se observa que para
Ag =1 (bajo banda) existe una dindmica fluctuante para valores bajos del acoplamiento (izquierda).
Para Ag = 2,5 (mitad de banda), aparece un decaimiento cuya rapidez crece con el acoplamiento
(centro). De hecho, podemos comprobar que es un decaimiento exponencial (derecha).

Introduciendo ahora (IV.12) en (IV.9), se encuentra sin dificultad que

N
2
He = hkz—:N weblbr  con  wi = wy — 2J cos <2N7T+ 1k:> : (IV.13)

mientras que por su parte, el Hamiltoniano de interaccién se reescribe como

N
_ 9 T
Hy = —d—o. k:Z_N <bk n bk> . (IV.14)

Ahora es inmediato formular el problema anterior en términos del modelo Espin - Bosén, pues sélo
hay que reajustar las constantes para igualar las notaciones. De esta manera, se encuentra:

29 2
_ I V.15
%= o\ Rk ( )

lo que nos permite calcular Q1 (t) y Q2(t), necesarias para la NIBA.
N .

T 4g? sin (wyt)

Q(t) =+ d (IV.16)
haN+1 = W]
Qaft) = = 19" EN: L= cos (W) it (B /2) (IV.17)
T RN T W R '

En la figura IV.2 mostramos varios resultados obtenidos para este sistema. Observamos que la
dindmica cambia cualitativamente con el valor relativo de Ay y wp, dando lugar a dindmicas

fluctuantes o decaimientos exponenciales.
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Capitulo V I

Conclusiones

El problema de estudiar el acoplamiento de un sistema con su entorno es recurrente en ciencias.
Para afrontarlo, hemos dedicado un capitulo completo a la elaboracién de un modelo, conocido en la
literatura como modelo de Caldeira - Legget. Esta situacién nos ha servido de marco tedrico para
ilustrar la idea de traza parcial como método para eliminar los grados de libertad del entorno y

seleccionar la fisica relevante para nosotros, la del sistema.

En el siguiente capitulo hemos estudiado un caso particular del modelo de Caldeira - Legget,
el conocido como modelo Espin - Bosén. En concreto, hemos estudiado un sistema que sélo tiene
acceso a dos estados, lo que nos hace trabajar en un espacio bidimensional, donde los operadores de
Pauli (junto con la identidad) forman una base conveniente. Siguiendo la misma filosofia del capitulo
precedente, hemos hecho un promedio sobre el bano para hallar la fisica del sistema. En concreto,
hemos trabajado en un régimen conocido como NIBA, que nos lleva a una ecuacién integro-diferencial

para la dinamica del sistema.

Por 1ltimo, estudiamos la aplicabilidad de nuestro modelo. Para ello, comenzamos por comparar
nuestros resultados con algunos ya contrastados en la literatura. En concreto, estudiamos los
resultados que produce nuestro algoritmo para resolver la NIBA en el llamado caso hmico, obteniendo
los resultados que la teoria predice y que otros métodos confirman. Por tiltimo, vamos un paso mas
alla y aplicamos la NIBA a un problema actual que estudia la electrodinamica cuantica que tiene

lugar en un cristal foténico que tiene un emisor de fotones acoplado.
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