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1. Introduccion

Las matrices son objetos matematicos que permiten organizar informacion
numeérica (y también de otros tipos) de un modo natural y sencillo. La idea consiste en
disponer nimeros en forma de tabla, con una estructura de filas y columnas, de manera
que cada elemento (cada numero) de la tabla puede ser identificado mediante su

posicion: la filay la columna en las que esta situado el elemento.

Es posible que los alumnos no perciban las matrices como “un gran invento”, ya
que la disposicion en forma de tabla es algo natural. Sin embargo, precisamente es la
sencillez de este concepto lo que hace que las matrices tengan una extensa aplicacion

tanto en el &mbito cientifico como técnico.

e Ambito cientifico. Encontramos matrices en fisica, astronomia,
ingenieria y otras disciplinas cientificas. Dentro del campo de las
matematicas, se utilizan en todas sus disciplinas: célculo, estadistica,

geometria, l6gica, criptografia, algebra, probabilidad...

Riesgo = Probabilidad x Impacto

09 0.05 0,09

07 0.04 0,07 0.14

0,5 0,03 0,05 0,10

0,3 0.02 0.03 0.06 0,12

0,1 0,01 0.01 0,02 0.04 0,08

0,05 0,10 0,20 0,40 0,80
Impacto

Probabilidad

e Ambito técnico. Aparecen matrices, ademas de otras, en las siguientes
disciplinas:

4+ Urbanismo: matrices de flujo de trafico, matrices de
conectividad que estudian las conexiones entre distintos
nucleos urbanos...

+ Sociologia: Estudios, de la influencia de unos individuos con
otros en grupo, sociogramas...

4 Economia: andlisis de la produccion, distribucién y organizacién
de las empresas, Modelo Input-Output de Leontief...

+ Informética: estructura de datos presente en muchos lenguajes de

programacion.
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También aparecen matrices en otras muchas situaciones cotidianas que pueden

servir como base para la introduccion de estos objetos en clase. Por ejemplo:

oy
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3. Las tablas de composicion nutricional

de los alimentos

104 M e [ 2128 | Dew | 23w ] | | Aetew
+

2. El medallero olimpico general
(En este caso de las Olimpiadas de Rio
de Janeiro de 2016)

INFORMACION NUTRICIONAL ]
Porcion de 50g (1 bomboén)

Cantidad por porcion | % VD
Valor energético 143 kcal = 599 kJ 6
Carbohidratos 14g .
Proteinas 1.3g 1
Grasas lotales 8.8g 13
Grasas saturadas 6.3g 25
Grasas trans Og -
Fibra alimentana Og 0
Sodio 59mg 1

* % Valores Diancs con base a una dieta de 2000 kcal u 8400 kJ Sus valores diarios
pueden ser mayores 0 manores dependiando de sus necesidades anarpdlicas

Estas utilidades junto con las nombradas anteriormente hacen de las matrices un

instrumento totalmente funcional y necesario.

Esta gran versatilidad, a pesar de ser objetos tan simples, se debe a que el

conjunto de las matrices posee una estructura sencilla y muy potente, que consiste

fundamentalmente en la posibilidad de realizar diversas operaciones y aplicar
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propiedades importantes con estas. En este trabajo trataremos de, a partir de problemas

contextualizados que muestren la utilidad de las matrices en la vida cotidiana, mostrar

y dar sentido a las operaciones y propiedades que cumplen estos objetos matematicos

Es fundamental resaltar el hecho de que aunque la mayor parte de las

operaciones y las propiedades se conserven con respecto a las de los numeros, el

producto y algunas de las cualidades del mismo, no lo hacen. Las matrices se

multiplican de una forma peculiar que es imprescindible conocer y entender. Es por

este motivo que en este trabajo uno de los objetivos principales es mostrar con

problemas de la vida cotidiana el sentido de este producto y la necesidad de operar las

matrices de esta forma.

Por ultimo es relevante sefialar la importancia de una buena ensefianza del

Algebra matricial en el Bachillerato. Esta ensefianza tiene cuatro beneficios

fundamentales para el alumno tras su aprendizaje:

Las matrices ensefian a organizar datos al alumno. Para la resoluciéon de los
problemas que se plantean en este tema, es fundamental saber disponer
correctamente los datos del enunciado en forma de matriz o matrices (segun lo
requiera el problema) con el fin de poder operar correctamente y hallar nuevas
matrices con los datos organizados.

Las matrices también presentan un ejemplo de espacio vectorial con elementos
distintos a los habituales. Los alumnos hasta entonces estan acostumbrados a
trabajar sobre el cuerpo de los nimeros reales, y la aparicion de las matrices
supone para ellos una apertura hacia otras matematicas que resultan muy
interesantes.

Las matrices muestran un nuevo conjunto de elementos en el que dejan de
cumplirse algunas de las propiedades hasta ahora dadas por hecho en los
conjuntos numéricos: la conmutatividad del producto, o la existencia
generalizada de inverso.

Por ultimo, las matrices acercan al alumno a la funcionalidad de las matematicas
en la vida cotidiana. Si se les presenta a los alumnos estos elementos mediante
problemas contextualizados, consiguen tanto entender mejor como se trabaja con

ellos, como encontrar Matematicas en una situacion cotidiana.
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2. Contenidos del objeto matematico a ensenar

Como ya se ha podido deducir de la introduccion de este TFM, el objeto
matematico que se va a tratar a lo largo del mismo son las Matrices. En particular se van
a tratar tres puntos que forman parte de los contenidos del bloque Il: Numeros y algebra
de la asignatura Matematicas Il impartida en 2° de Bachillerato y que se sefialan a

continuacion:

I.  Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos
estructurados en tablas y grafos. Clasificacion de matrices. Operaciones.

Il.  Aplicacion de las operaciones de las matrices y de sus propiedades en la
resolucion de problemas extraidos de contextos reales.

I1l.  Matriz inversa.

Segun el Real Decreto 1105/2014. de 26 de Diciembre, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y el Bachillerato, estos tres
puntos del bloque Il se deberan evaluar teniendo en cuenta los siguientes criterios de

evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables:

e Criterios de evaluacion:

1. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices para
describir e interpretar datos y relaciones en la resolucion de problemas
diversos.

2. Transcribir problemas expresados en lenguaje usual al lenguaje
algebraico y resolverlos utilizando técnicas algebraicas determinadas e

interpretando criticamente el significado de las soluciones.

e Estandares de aprendizaje evaluables:
1.1. Utiliza el lenguaje matricial para representar datos facilitados
mediante tablas o grafos y para representar sistemas de ecuaciones
lineales, tanto de forma manual como con el apoyo de medios

tecnoldgicos adecuados.
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1.2. Realiza operaciones con matrices y aplica las propiedades de estas
operaciones adecuadamente, de forma manual o con el apoyo de medios
tecnoldgicos.

2.3. Resuelve problemas susceptibles de ser representados matricialmente

e interpreta los resultados obtenidos.

Tanto los criterios de evaluacion como los estandares de aprendizaje, estan
incluidos de una forma u otra en el apartado de Evaluacion que se desarrolla mas

adelante.

En cuanto al campo de problemas, las técnicas y las tecnologias que se presentan en este
trabajo podemos recalcar las siguientes cuestiones:

e El campo de problemas de este trabajo es muy amplio. Desde problemas muy
sencillos que buscan la comprension de determinados conceptos, formas, y
propiedades del objeto matematico, hasta problemas que demuestran la
necesidad de aparicién de la matriz unidad, o problemas en los que surge la

necesidad de aparicion de la matriz inversa.

Este campo de problemas estd formado por las distintas situaciones que
posteriormente se mostraran como actividades para la introduccion de los
distintos conceptos Yy propiedades del objetivo matematico a trabajar (las
matrices). Alguna de las situaciones donde vamos a encontrar estos problemas

son las siguientes:

+ Para definir el concepto de matriz, problemas en los que tenemos que
trabajar con la informacion de las “interacciones” entre los objetos de
una coleccion (las conexiones aéreas entre varias ciudades, las
distancias entre poblaciones, las relaciones entre las personas de un
grupo...) o bien situaciones en las que tenemos una serie de
caracteristicas de varios objetos (el n° de habitaciones de cada tipo en

los hoteles de una cadena...).

+ Para la suma o resta de matrices tendriamos situaciones en las que
necesitamos agregar las caracteristicas comunes de varios objetos, 0

restarlas con el fin de obtener otra informacion relevante en el
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3.

problema (por ejemplo la matriz de reservas de habitaciones de una
cadena hostelera cada dia, la suma de matrices nos dara las reservas
totales y las diferencias informardn sobre las habitaciones

disponibles...)

+ Para el producto, contextos en los que necesitamos multiplicar las
matrices para obtener la informacion que relaciona las caracteristicas
no comunes a las dos matrices (por ejemplo, dada una matriz que
informa de los tipos de cristales que hay en tres tipos de habitaciones
de un hotel, y dada otra que aporta el nimero de bisagras que necesita
cada tipo de cristal, con la matriz producto conoceremos el nimero de

bisagras que se necesita para cada habitacién del hotel)

e La metodologia principal que se sigue en la propuesta didactica de este trabajo
estd basada en el planteamiento de problemas como los ejemplificados
anteriormente, cuya resolucién permite la introduccion de los conceptos y
procedimientos propios del tema, es decir, a partir de los problemas,
trataremos de demostrar el sentido que tiene trabajar con las matrices y operar
de la forma en que se opera con estas. Es por ello que las tecnologias de este

trabajo son los problemas.

e Las técnicas aparecen una vez se ha comprobado a través de un problema
cdmo se debe representar la matriz, operarla, y qué propiedades cumple.
Las técnicas que se muestran en este trabajo son, entre otras, la suma de
matrices, el producto de matrices, el producto de un nimero por una matriz, y

el método de Gauss-Jordan para el calculo de la matriz inversa.

Estado de ensefnanza-aprendizaje del objeto
matematico

Para conocer el estado de ensefianza-aprendizaje de las matrices, hemos

analizado varios libros de ensefianza de las matematicas de 2° de Bachillerato de

Ciencias y Tecnologia y de Ciencias Sociales (algunos actuales y otros mas antiguos),

10
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con el fin de conocer las justificaciones que se dan para la introduccién de este objeto
matematico, y los campos de problemas, técnicas y tecnologias que presentan

habitualmente los libros.

Comencemos analizando como presentan varios libros el tema relacionado con

las matrices, sus operaciones y propiedades.

e En el primer libro de Matematicas 2 (Vizmanos Buelta, Hernandez y Alcaide ,

2011: 9), encontramos la siguiente introduccién al tema:

Gran parte de la informacion que manejamos diariamente estd organizada en
tablas numéricas: los horarios de una estacion de autobuses, la clasificacion de
los equipos de la liga deportiva, las calificaciones de los alumnos de un centro
en las pruebas de acceso a la universidad... En matematicas, tanto las listas
como las tablas de elementos reciben el nombre de matrices. Ademas de su
utilidad para el estudio de los sistemas de ecuaciones, las matrices aparecen de
forma natural en muchos ambitos como la geometria, la estadistica, la

economia....

Actualmente, muchos programas para ordenadores utilizan el concepto de
matriz, ya que la mayoria de los datos se introducen en los ordenadores como
tablas de filas y columnas. Asi, los programas conocidos como hojas de célculo
y bases de datos no son mas que una inmensa matriz de cientos de filas y
columnas en cuyas casillas se introducen datos y férmulas a partir de las cuales
se realizan los calculos a gran velocidad. Esto requiere utilizar las operaciones

con matrices que aprenderas a realizar en esta unidad.

e Enel segundo (Negro, Benedicto, Mariano, y Poncela, 1999: 26), encontramos
el siguiente parrafo introductorio:

Las matrices y las operaciones entre ellas fueron estudiadas sistematicamente
desde mediados del siglo XIX, pero una de sus primeras aplicaciones se produjo
en 1925, cuando el fisico Heisenberg propuso su version de la mecéanica
cuantica llamada “mecanica matricial”, en la que el estado de un atomo venia
caracterizado por una matriz numérica de frecuencias e intensidades de
radiacion.
La sorprendente propiedad de la no conmutatividad de la multiplicacién de las

matrices es la que expresa el famoso “principio de indeterminacion”. La

11
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mecénica matricial evoluciond mas tarde a la version equivalente, pero mas
sencilla, de la mecénica ondulatoria.

e Por ultimo, el tercer libro (Martinez Mediano, y Cuadra Lopez, 1997: 36)

presenta la siguiente introduccion al tema:

Uno de los instrumentos mas tiles y prolificos del Algebra lineal son, sin duda,
las matrices, cuyo nombre fue sugerido por el matematico inglés James J.
Sylvester (1814-1897), queriendo dar a entender que eran las “madres” de los
determinantes, elementos de algebra que se estudiaran posteriormente.
Con las matrices, se logra la representacién clara y manejable de los conjuntos
de datos que pueden ser descritos mediante dos variables. Asi, cualquier tabla
de valores puede ser considerada como una matriz, siendo su uso muy
frecuente. Buenos ejemplos de ello son los paneles de informacion de Renfe con
los horarios de trenes de entradas-salidas y de procedencia-destino, o las
calificaciones de los equipos de futbol con las puntuaciones totales, goles a
favor y en contra, partidos jugados, etc.
Siendo una idea tan sencilla de entender, presenta mas de alguna dificultad
cuando se trata de operar, tanto desde el punto de vista de la operacién en si,
como de la interpretacion de sus resultados. Por eso, y por ser una forma de

representacion nueva, habras de poner cuidado en su manejo [...]

Con todo esto podemos concluir que, en cuanto a la justificacion que presentan
los libros en general para la introduccion de las matrices, préacticamente todos hablan de
la necesidad de las mismas para organizar datos, pero en ninguno se expone la
necesidad de operar con ellas para obtener nuevas informaciones relevantes y de gran
utilidad. Es fundamental que los alumnos conozcan el sentido que tienen tanto las
operaciones como las propiedades de las matrices. Encontrar este sentido supone
entender el porqué de esa forma tan peculiar de realizar el producto, el porqué de la no
conmutatividad del mismo... Por lo tanto, es imprescindible que los alumnos tengan
asentadas y perfectamente concebidas tanto las matrices como sus propiedades y
operaciones, puesto que son instrumentos clave para la solucion de muchos problemas,
entre ellos, los sistemas de ecuaciones que se presentan en la etapa de secundaria y

bachillerato y que los alumnos tienen que saber resolver.

12
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En cuanto a los campos de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian en

estos libros, observamos que todos los libros siguen el mismo formato:

1. Teoria que presenta un objeto/operacion/propiedad a trabajar del tema
(definicion de matriz, tipos de matrices, operaciones con matrices, propiedades
de matrices,...)

2. Ejemplos que muestran la técnica que se ha de seguir para configurar
correctamente el objeto u operar correctamente con el mismo.

3. Ejercicios mecanicos para practicar la técnica.

No se han encontrado campos de problemas para trabajar este tema, ni
tecnologias que justifiquen la aparicidn de estos objetos ni de la forma en que se operan

o las propiedades que cumplen.

Teniendo en cuenta tanto la inutilidad de las introducciones al tema si
posteriormente no se encuentran problemas contextualizados que demuestren la
necesidad del uso de matrices, y teniendo en cuenta también el formato de ensefianza
que se presenta en la mayoria de los libros actuales podemos concluir que los efectos
que produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno son excesivamente
mecanizados, sin un referente que les muestre por qué y para qué se definen las matrices

como se definen y se realizan las operaciones como se realizan.

4. Conocimientos previos del alumno

Las matrices no necesitan de grandes conocimientos previos. Podriamos decir
que es necesario saber operar bien con los nimeros reales, ya que trabajaremos sobre
matrices cuyos elementos pertenecen a este cuerpo, y las operaciones con matrices estan
relacionadas directamente con las operaciones entre nimeros. Al realizar tanto sumas y
restas como productos, o al calcular la inversa, el rango y/o el determinante de matrices,
se deben realizar célculos con los elementos de la matriz que seran siempre (en 2° de

bachillerato) nimeros reales.

Ademas, al ensefiar este objeto matematico en el Gltimo curso de bachillerato,

consideramos que los alumnos deben haber adquirido una cierta habilidad para operar

13
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con los nimeros reales, por lo cual no se considera necesaria ninguna actividad para

tratar de asegurar que los alumnos posean estos conocimientos previos.

Por lo demas, no creemos necesario ningun otro conocimiento previo para

abarcar este nuevo tema.

5. Razones de ser del objeto matematico

En 2° de Bachillerato, los alumnos de cualquier modalidad que eligieron
Mateméticas Il o Matematicas Aplicadas a las CC.SS., afrontan, por primera vez, el
estudio del algebra matricial. Con esta unidad se pretende que los alumnos se
familiaricen con el empleo de las matrices y con sus operaciones: suma y diferencia de
matrices, producto de un namero real por una matriz, producto de matrices, calculo de
la inversa de una matriz. También se introduce el concepto de rango de una matriz y su

célculo.

El dominio del &lgebra matricial es fundamental para afrontar con éxito otros
temas de este curso, que utilizan las matrices como herramienta, entre los que podemos
citar, por ejemplo: determinantes, resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y, en el
caso de los alumnos de Ciencias, la geometria en el espacio. También resulta muy util la

adquisicion de estrategias para simplificar calculos laboriosos.

En la resolucién de problemas ligados a los sistemas lineales, la geometria del
espacio, los movimientos, etc. podriamos encontrar razones de ser para el algebra
matricial, sin embargo este trabajo no se fundamenta sobre ninguna razén de ser

relacionada con lo anterior.

Habitualmente se encuentra en los centros alumnos que no comprenden ni por
qué ni para qué se utiliza el algebra matricial, por qué cumple las propiedades que
cumple y por que se opera con elementos del mismo de una manera (en determinados
momentos) distinta a la que estan acostumbrados. Este trabajo surge de la necesidad de
dar respuesta a cuestiones como las siguientes: ¢Para qué sirven las matrices en la vida
cotidiana? ¢Por qué se trabaja con ellas de una manera particular? ¢ Tiene sentido hablar

de la suma de matrices elemento a elemento? ;Y del producto? ¢Por qué el producto se

14
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efectla de esa manera tan peculiar? ¢Para quée existe la matriz unidad en un contexto
real? Todas estas preguntas recogen las dos razones de ser que fundamentan la

programacion que se presenta a continuacion.

Este trabajo se centra en la necesidad de mostrar la matriz como una nueva
forma de organizacion de datos con los que poder resolver problemas de la vida
cotidiana y en la necesidad de encontrar una explicacion y un sentido a las

operaciones y propiedades que cumplen estos objetos matematicos.

Nos preguntamos ahora si estas razones de ser coinciden con las razones de ser

historicas que dieron origen al objeto.

Los origenes de las matrices y determinantes se encuentran entre los siglos Il y

I11 a.m. En escritos babilonios aparece, sobre el 300 a.m. enunciados del tipo:

"Tenemos dos campos con un area de 1800 yardas cuadradas. Uno produce grano en
razén de 2/3 de celemin por yarda cuadrada, mientras que el otro lo hace en razon de
1/2 de celemin por yarda cuadrada. Si el total de la cosecha es de 1100 celemines ¢ qué

dimensiones tienen los campos?"

Entre los afios 200 y 100 a.m. aparece en China el libro "Nueve Capitulos sobre
el Arte Matematico", escrito durante la dinastia Han, que da el primer ejemplo conocido

de método matricial. EI problema es parecido al anterior:

"Hay tres tipos de trigo, de los que tres sacos del primero, dos del segundo y uno del
tercero hacen 39 medidas, dos del primero, tres del segundo y una del tercero son 34
medidas; una del primero, dos del segundo y tres del tercero son 26 medidas ¢ Cuantas

medidas de cada tipo de trigo contiene un saco?”

1 2 3

El autor distribuye los coeficientes en una tabla e instruye
2 3 2 como resolverlo con operaciones por columnas en lo que puede
3 1 1 suponer el germen del método de Gauss.

26 34 39

15
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0 0 3

El autor dice que multiplicando la primera columna por tres y
4 5 2 restandola de la tercera es el camino mas rapido, asi como,
8 1 1 multiplicar la columna central por tres y restarla de la de la

derecha las veces posibles:
39 24 39

El siguiente paso es multiplicar por 5 la Gltima columna y

entonces la columna central es restada de ella las veces

3 6 1 posibles.

99 24 39 De aqui se puede obtener la solucion por sustitucion.

En el capitulo séptimo, "Ni mucho ni poco", de este mismo tratado, el concepto
de determinante aparecié por primera vez, dos mil afios antes de su publicacion por el

matematico japonés Seki Kowa en 1683 y el matematico aleméan Gottfried Leibniz en

1693.

Después del desarrollo de la teoria de determinantes por los nombrados
anteriormente para facilitar la resolucion de ecuaciones lineales, a finales del siglo
XVII, Cramer presentd en 1750 la ahora denominada “Regla de Cramer”. Carl Friedrich

Gauss y Wilhelm Jordan desarrollaron la eliminacién de Gauss-Jordan en el siglo XIX.

En 1853, Hamilton hizo algunos aportes a la teoria de matrices. Cayley introdujo
en 1858 la notacion matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m

ecuaciones lineales con n incégnitas.

Una vez conocida parte de la historia del algebra matricial, podemos concluir
que si coincide la razén de ser que se muestra en bachillerato para la introduccion de las
matrices con la razén de ser histdrica, que en ambos casos es la resolucion de sistemas

de ecuaciones lineales, pero no coinciden las razones de ser el objeto matematico en
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este trabajo, pues nuestras razones de ser van méas orientadas a la didactica del algebra
matricial. Buscamos una manera mas sencilla de que el alumno encuentre sentido a lo

que esta haciendo al construir matrices y operar con ellas.

6. Propuesta didactica

A continuacion se presenta una propuesta con una duracién aproximada de 11
sesiones, de forma que en las 8 primeras se dara el contenido tedrico del tema, en las 2
siguientes se realizaran problemas y ejercicios de repaso, y en la ltima sesion se llevara

a cabo la prueba escrita de Evaluacion.

6.1. Cronograma de la secuencia.

Teniendo en cuenta los contenidos que se van a ensefiar y la metodologia de

ensefianza que se va a seguir, la propuesta didactica esquematizada es la siguiente:

SESIONES CONTENIDOS

Sesion 0 Introduccion al mundo de las matrices

1. Concepto de matriz

2. Tipos de matrices:
Sesion 1 Definicion de matriz -Matriz fila/matriz columna
-Matriz traspuesta

-Matriz simétrica

1. Suma de matrices

Sesion 2 Operaciones con matrices | 2. Producto de un escalar por
una matriz
» Propiedades de la suma de 1. Propiedad conmutativa de
Sesion 3 )
matrices la suma

17




TFM —Introduccién de las matrices

2. Propiedad distributiva

3. Matriz Nula

4. Matriz Opuesta

Sesion 4

Propiedades de la suma de
matrices y el producto por un

escalar

1. Producto de un nimero
por suma de Matrices

2. Suma de nameros por una

matriz

3. Producto de nimeros por

una matriz

Sesion 5

Operaciones con matrices Il

1. Producto de matrices

Sesion 6

Propiedades del producto de

matrices

1. No conmutatividad (en
general) del producto de

matrices.

Sesion 7

Tipos de matrices |

1. Matriz unidad

2. Matriz triangular superior

e inferior

4. Matriz diagonal

Sesion 8

Tipos de matrices 1l

1. Matriz inversa

2. Método de Gauss-Jordan
para el calculo de la matriz

inversa.

Sesion 9

REPASO DEL TEMARIO

Sesion 10

REPASO DEL TEMARIO
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6.2. Metodologia de la secuencia.

Todas las sesiones seguirdn un formato de ensefianza muy parecido:

Se comenzard planteando una serie de problemas en cuya resolucion
apareceran los conceptos 0 metodos del algebra matricial de los que se va a
tratar en la sesion. A través de su resolucion se trata de que los alumnos
encuentren la justificacion a la introduccién posterior de los conceptos o
procedimientos abstractos. Estos problemas son la tecnologia que rige este
trabajo, tratan de que los alumnos encuentren sentido y entiendan la teoria que

hay detras, con el fin de conseguir un mayor y mejor aprendizaje.

Posteriormente se dara la teoria formal del contenido que servira luego de
referencia a la hora de hacer ejercicios para practicarla. Esta teoria sera por lo
general, definiciones y técnicas de operaciones y de propiedades de las
matrices.

Para finalizar la clase, se llevaran a cabo algunos ejercicios y se propondran
tanto ejercicios como problemas (parecidos a los de introduccion de la sesion)
con el fin de ejercitar la técnica explicada a la vez que le encuentran utilidad a

la misma en problemas concretos.

Por una cuestion de espacio, se presenta en la secuencia didactica Unicamente los

problemas introductorios explicados anteriormente, y tanto la teoria como los ejercicios

y problemas de refuerzo, se encuentran expuestos en los Anexos | y Il respectivamente.

En la primera parte de la sesion, cuando el docente muestre los problemas de

introduccién al concepto matematico que se va a ensefiar en la misma, se fomentara un

aprendizaje con el grupo completo, es decir, los alumnos trataran de pensar el problema

individualmente durante unos minutos y posteriormente, entre todos, se tratara de llegar

a la resolucién y solucion final. El docente siempre estara coordinando y planteando

cuestiones que inviten a la reflexion y participacion. El objetivo es que entre todos los

alumnos interpreten los enunciados y sean capaces de llegar a la técnica que se debe

utilizar para resolverlos.
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No se trabajara en grupos reducidos, puesto que, por lo general, los alumnos de 2°
de Bachillerato no estdn acostumbrados a una metodologia de trabajo cooperativo, y
consideramos que formar grupos conllevaria demasiada gente perdiendo el tiempo y no

concentrados en resolver los problemas.

El docente procederd a resolver el problema Unicamente en caso de que los

alumnos no consigan entender como se debe realizar.

En la segunda parte serd (normalmente) el docente el que de las explicaciones

teoricas pertinentes que reflejen formalmente lo trabajado con los problemas anteriores.

Aunque en principio sea el docente quien vaya a formalizar los contenidos
trabajados en la parte anterior de la sesion, siempre se debe preguntar si algin alumno
sabria hacerlo y en caso de que si lo sepa hacer, que lo muestre y lo explique a sus

comparieros.

Es importante estar continuamente interactuando con los alumnos y tratar de evitar
lo més posible la clase magistral. Cuanto mas participes de la clase sean, mas
entretenidos y sobretodo mas concentrados estaran, lo que conllevara un mayor

aprendizaje.

En la tercera y Ultima parte de la sesion, se proporcionaran unos ejercicios a los
alumnos para practicar las técnicas ensefiadas anteriormente. Conforme se vayan

haciendo, los alumnos voluntarios saldran a la pizarra para corregirlos.

6.3. Secuencia didactica.

A continuacién se muestran los problemas introductorios a cada sesion. Estos
problemas son sobre los que se fundamenta la sesion y que ademas dan sentido a la

teoria que se dara una vez se hayan realizado.

Sesién 0. Introduccion al mundo de las matrices

En esta sesién de introduccién al tema a tratar, se propone trabajar durante toda
la clase sobre un problema que abarca gran parte de los aspectos a trabajar en las

sesiones posteriores, a modo de introduccion.
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Con esto se pretende que los alumnos entren en materia y vean también que
sobre un mismo problema con un contexto real se pueden trabajar varios contenidos

matematicos.

Problema de la sesién:

Una compafiia de juguetes con sede en Munich produce tres tipos de peluches de
animales: 0sos panda, canguros, y conejos. La produccion de cada uno de los peluches
requiere horas de cortado, de costura y de acabado. Esta matriz muestra el nUmero de

horas de cada tipo de labor que se requieren para realizar cada tipo de peluche animal.

OSO PANDA CANGURO CONEJO
CORTE 0.5 0.8 0.4
COSTURA 0.8 1.0 0.5
ACABADO 0.6 0.4 0.5

1. a. ¢Cuantas horas de corte se necesitan para fabricar un conejo?
b. ¢ Cuanto minutos de costura se requieren para el 0so panda?
c. ¢ Cudl es el total de horas necesarias para producir dos canguros?
d. Si se desean producir 4 peluches de cada tipo, ¢Cuantas horas de cada labor se
necesitaran para elaborarlos? ;Cuéntas horas en total se necesitaran para

elaborar 4 peluches de cada tipo?

La compafiia también tiene una sede en Hamburgo. Las horas necesarias para elaborar

cada peluche son las siguientes.

OSO PANDA CANGURO CONEJO
CORTE 0.8 0.95 0.7
COSTURA 1 1.2 0.7
ACABADO 0.95 0.65 0.8
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2. Los jefes de la empresa quieren analizar cual es la productividad de trabajo en
las dos sedes.

a. ¢Cudl es la diferencia de horas que se tarda en cortar un 0so panda de la
sede de Hamburgo a la de Munich?

b. ¢Y de producir un canguro (teniendo en cuenta el corte, la costura y el
acabado?

c. Sientre Hamburgo y Munich, la diferencia en el corte de un conejo es de
-0.3, ¢Qué significado tiene el signo negativo en el contexto del
problema?

d. ¢Cdomo podriamos calcular la diferencia de horas entre una sede y otra en

las tres labores y en los tres peluches?
Este resultado nos muestra la diferencia de matrices.

La compafiia ha recibido pedidos para los meses de Octubre y Noviembre. Esta matriz
muestra el nimero de peluches de cada tipo que se deben fabricar para cada mes

OCTUBRE NOVIEMBRE
OSO PANDA 1000 1100
CANGURO 600 850
CONEJO 800 725

3. a. ¢Cuantos canguros tienen que efectuarse para el mes de noviembre?
b. ¢Cuél es el total de conejos que deben ser producidos entre Octubre y
Noviembre?
c. ¢ Cuantos peluches deben fabricarse en Octubre?
d. ¢Cual es el total de animales de peluche que deben producirse entre Octubre y
Noviembre?
Si dividimos esta matriz anterior en dos submatrices columna, el aparado d.
anterior representa la suma de matrices.
4. La empresa necesita conocer el numero de horas que tienen que invertir en la
empresa de Mdnich, en cortar durante el mes de Octubre.

a. ¢Cuéntas horas se requieren para cortar los 0sos panda en Octubre?
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b. ¢Cuéntas horas se requieren para cortar los canguros en Octubre?
c. ¢Cuantas horas se requieren para cortar los conejos en Octubre?
d. ¢Cudl es el total de horas de corte que se necesitan en el mes de Octubre?

5. Encuentra el nimero de horas de costura necesarias para cada tipo de peluche en
Octubre y el total de las mismas.

6. EIl proceso utilizado para completar los apartados 3 y 4 anteriores se puede
interpretar como una operacion de matrices. Para encontrar el niUmero de horas
de acabado necesarias en el mes de Octubre, escribe la fila de la primera matriz
donde indica horas de acabado para cada peluche, y pegada a esta escribe la
columna de la segunda matriz que indica el nimero de animales que se necesita
fabricar para el mes de Octubre.

1000
[0.6 0.4 0.5]| 600
800
A continuacién, multiplica el primer nimero de la matriz fila por el primero de
la matriz columna, el segundo nimero de la matriz fila por el segundo de la
matriz columna, el tercer nimero de la matriz fila por el tercero de la matriz
columna, y suma los tres productos:
0.6-1000+0.4-600+0.5-800=

7. Escribe el total de horas de corte, costura, y acabado necesarias para la
produccién de los peluches de Octubre.

8. Ahora es necesario calcular también las horas de Noviembre. Teniendo en
cuenta el apartado 5, (Como las calcularias? ¢Se podrian realizar los calculos del
apartado 5 y de este a la vez, teniendo en cuenta las dos primeras matrices?
¢, Como?

El proceso que acabamos de completar es conocido como el producto de
matrices.

9. Para describir una matriz, se debe escribir las filas primero y las columnas
después. Por esto, la matriz que contenia las labores necesarias para cada tipo de
peluche animal se describe como la matriz de labores por animales. Estaria mal

nombrarla como la matriz de animales por labores.
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a. ¢Cual es la forma correcta de describir la matriz que contiene los pedidos
realizados en Octubre y Noviembre?

b. ¢Cual es la forma correcta de describir la matriz obtenida en el apartado
7?

Sesién 1. Definicion de matriz

En esta sesién se pretende que los alumnos conozcan el nuevo objeto

matematico que se va a trabajar en todas las sesiones posteriores: las matrices.

Con los problemas introductorios trataremos de que conozcan como es este
objeto matematico, que representa cada fila, cada columna, y cada elemento en funcion

de estas dos Ultimas, etc.

Ademas, con estos problemas tratamos de que los alumnos dejen de lado el
pensamiento habitual de “;Y esto para qué sirve?” y conozcan la funcionalidad de las
matrices. Resulta muy interesante para ellos observar como aunque aparentemente sea
una caja de nimeros, al ponerla sobre un contexto (vuelos, conexiones...) cada elemento

de la caja tenga un significado relevante y con sentido.

Por ultimo, con los contenidos teoricos se profundizara en la notacion matricial,
lo cual resulta complicado para los alumnos, pero es necesario para trabajar
formalmente tanto las operaciones como las propiedades. Ademas se trataran varios

tipos de matrices elementales que se deben conocer para posteriores sesiones.

e Problemas introductorios:

Conexiones aéreas entre ciudades

Cuatro ciudades estan enlazadas por via aérea de la siguiente forma: desde Oporto se
puede viajar a Rio de Janeiro, a Londres y a Vigo. Desde Rio hay conexion con Oporto.
Desde Londres se puede viajar a Oporto y
Vigo. Por ultimo, desde Vigo se puede ir a
Londres. Vamos a buscar alguna forma de
representar graficamente estas conexiones

aéreas. Ten en cuenta que los aeropuertos
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deben ser puntos de conexiones (en un solo sentido o en ambos).

Posteriormente buscaremos también alguna forma numeérica de representarlas. Prueba a

partir de una tabla donde se da el valor 1 a las conexiones que existan entre aeropuertos

y se da el valor 0 a aquellas que no existan.

Cuando hayas realizado estas dos técnicas de planteamiento del problema, contesta a las

siguientes cuestiones fijandote en la tabla.

Una cadena de hoteles posee tres hoteles en
una determinada ciudad: Hotel Edén,
Paraiso Hotel y Oasis Spa. Cada hotel
dispone de tres tipos de habitaciones: de
lujo, habitacion doble e individual. El hotel
Edén posee 6 habitaciones de lujo, 30

¢Se representan de la misma forma las conexiones de Oporto a Londres que las
de Londres a Oporto?

¢Qué representa el nimero que aparece en la tercera linea horizontal (3? fila)

y cuarta linea vertical (42 columna)?

¢Qué representa el nimero que estd situado en la segunda fila y segunda

columna?

¢Qué significado tienen los nimeros que aparecen en la tercera fila? ¢ Y los que

aparecen en la segunda columna?

¢Es posible coger un avién en Londres para ir a Oporto y de alli coger un avién

a Rio de Janeiro? ¢ Y desde Vigo a Londres y de alli a Rio?

Cadena hotelera

dobles y 10 individuales. El Paraiso Hotel,

4, 50 y 10 respectivamente y el Oasis Spa 4, 50 y 8. El precio por habitacién y noche en

los tres hoteles es de 120€ la habitacion de lujo, 80€ la doble, y 50€ la individual.
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I.  Recoge estos datos en dos matrices.

¢Queé significa cada fila y cada columna de cada matriz obtenida?

iii.  Silos precios de las habitaciones no fueran iguales de un hotel a otro, es decir, el
precio de cada habitacion por noche fuera distinto en cada hotel, ;como se
construiria la matriz con dichos datos?

iv.  ¢Es posible reservar una habitacién en el Oasis Spa si ya estan reservadas 4

habitaciones de lujo, 48 habitaciones dobles y 7 individuales?

Sesidn 2. Operaciones con Matrices |.

En esta sesion, se van a tratar dos operaciones elementales de las matrices:

= Suma de matrices

» Producto de un escalar por una matriz

Con los problemas introductorios buscamos dar sentido a dichas operaciones,
que los alumnos comprendan la necesidad que hay de operar con las matrices de esta
forma para obtener los resultados que se exigen, pero sin que piensen que dependiendo
del problema se sumara o se multiplicara por un escalar de una forma u otra. Para eso,
una vez dada la teoria de la sesion donde se generaliza y se definen formalmente las
operaciones para cualquier matriz, se realizaran méas problemas y ejercicios con el fin de

que fortalezcan esta forma de operar y entiendan que siempre se realiza asi.

e Problemas introductorios:

Suma de matrices

1. En el barrio de La Moraleja hay un colegio y un instituto. Las matrices siguientes

indican qué idioma estudian los alumnos, segin sean chicos o chicas:

COLEGIO INSTITUTO
Francés | Inglés | Aleman Francés | Inglés | Aleman
alumnos 15 90 8 alumnos 12 85 8
alumnas 20 78 10 alumnas 15 60 5
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I.  Recoge estos datos en dos matrices.
ii.  ¢Como haremos para obtener el total de los alumnos que estudian cada idioma,
también diferenciando chicos y chicas?
iii.  Si quisiéramos hacer un estudio sobre la cantidad de alumnos que dejan de
estudiar el idioma que estudiaban en el colegio para estudiar otro en el instituto
0 no estudiar ninguno, ;Qué deberiamos hacer con respecto a las matrices

anteriores? La matriz obtenida, ;Qué informacién nos aporta?

2. Una empresa que fabrica televisores produce tres modelos con distintas
caracteristicas en tres tamafios diferentes. La capacidad de produccion (en miles) en

su planta numero uno esta dada por la matriz A.

PLANTAN°1
Modelo | Modelo Il Modelo 111
Tamafio 1 (20 pulg.) 5 3 2
Tamaiio 2 (23 pulg.) 7 4 5 =A
Tamaiio 3 (26 pulg.) 10 8 4

(En otras palabras, la capacidad de la planta es de 5.000 televisores modelo | de 20
pulgadas, 8.000 televisores modelo Il de 26 pulgadas, etc.) La capacidad de produccion

de la planta numero dos de la empresa, esta dada por la matriz B.

PLANTA N°2
Modelo | Modelo Il Modelo 111
Tamaiio 1 (20 pulg.) 4 5 3
Tamaiio 2 (23 pulg.) 9 6 4 =B
Tamaiio 3 (26 pulg.) 8 12 2

27



TEM —Introduccion de las matrices

a. ¢Cual es la capacidad de produccion total en las dos plantas?
b. ¢Cual es la diferencia de produccion entre la planta n°1 y la planta n°2? ;Que

quiere decir en la matriz A-B el elemento (a-b)s1-

Producto de un nimero por una matriz

1)

2)

28

Fijandonos en la fabrica de televisores del ejercicio anterior, si la empresa decide
incrementar su produccion en la planta n°® 1 un 20%. ¢Cual sera la nueva produccion

en la planta? ;Y en total?

Una cantera distribuye diariamente 47 Tm de arena a tres almacenes que se
encuentran, respectivamente, a 28, 12 y 21 km. de la siguiente forma: 14 Tm al
primero, 18 al segundo y 15 al tercero. Logicamente cobrara a cada uno teniendo en
cuenta ambos factores: distancia (1.2€ por km.) y mercancia suministrada (6.5€ por

Tm.)

a. Representa los datos en

una matriz

b. Representa en una matriz los datos correspondientes a una semana (5 dias),
considerando el kilometraje total a cada almacén y la arena que se ha
enviado a cada uno. ¢ Como podrias relacionar las dos matrices?

c. Recoge ahora la informacion del problema en dos matrices fila ¢Cuanto
cobraré la cantera a cada almacén por los kilometros recorridos después de
10 dias distribuyéndoles arena? ;Y por la mercancia? Obtén una matriz que

represente el total de dinero que obtendra la cantera de cada almacén.
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Sesion 3. Propiedades de la suma de matrices

Es muy importante conocer las propiedades que se encuentran tras la suma de
matrices. Estas propiedades hacen que el conjunto de matrices de dimensién mxn con la

operacion suma forme un grupo conmutativo.
En esta sesion se propone trabajar estas cualidades de la suma de matrices:

=  Conmutatividad de la suma
=  Asociatividad de la suma
= EXxistencia de elemento nulo

= Existencia de elemento opuesto

Comenzaremos probando que se cumplen las anteriores mediante nuevos
apartados de problemas ya trabajados en sesiones anteriores. Con esto buscamos que se
entiendan estas propiedades y que los alumnos, a partir de ejemplos concretos,
encuentren la utilidad y el sentido de las mismas.

Problemas introductorios:

Propiedad conmutativa A+B=B+A

1) En el ejercicio del colegio y el instituto de La Moraleja, ¢podrias haberlo
resuelto considerando en primer lugar los alumnos/as del Instituto y luego los

del Colegio? ¢Por qué?

Evidentemente se trata de justificar la conmutatividad de la suma de matrices,
encontrado la explicacion en que se trata de varias sumas independientes de nimeros

que, como sabemos, son conmutativas.

Propiedad asociativa A+ (B+C) = (A+B)+C

1) Sien el barrio hubiese un segundo colegio con los siguientes datos:
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COLEGIO
Francés | Inglés | Aleman
alumnos 12 71 8
alumnas 14 56 7

a. ¢Como hallarias el total?
b. ¢Seria lo mismo afiadir estos datos al total anterior que reunir primero a

todos los de colegio y luego sumarles los del Instituto? ¢Por qué?

Igual que antes, encontrariamos la explicacion en la asociatividad de la suma de

ndmeros.
Matriz nula A+0=Ay A+ (-A)=0

La introduccion de los elementos neutro y simétrico se plantea como una cuestion

tedrica, aunque muy sencilla:

Hemos encontrado para la suma de matrices propiedades similares a las de la suma de

nUmeros.

a. ¢Podrias encontrar una matriz que jugase el papel del 0? ¢Qué condicion

deberia cumplir?

(Se pretende que analicen la expresion A+0=A con una matriz A genérica, y concluyan
que 0 es la matriz que debe cumplir que todos sus elementos sean cero).

b. Dada una matriz A, ¢podrias encontrar otra opuesta a ella en el mismo sentido

en que lo pueden ser dos nimeros? ;Cémo escribirias esto?

(Se busca que, conociendo el significado de “opuesto de un nimero”, lleguen a la
conclusion de que la matriz opuesta a una matriz A se obtiene cambiando todos los

signos de los elementos de la matriz A, es decir, multiplicandola por la constante -1.)
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Sesion 4. Propiedades de la suma y el producto por un escalar de matrices

Existen también cualidades de las operaciones que enlazan tanto la suma de matrices
como el producto por un escalar. En esta sesion se introducen tres propiedades que

relacionan las dos operaciones anteriores:

e Producto de un niumero por suma de matrices
e Suma de nimeros por una matriz

e Producto de nimeros por matriz

En esta sesion también se introducen estas propiedades a partir de nuevos apartados

de problemas anteriores que les resultan ya familiares y faciles de comprender.

Problemas introductorios:

Producto de un namero por suma de matrices: r(A+ B) =rA+ rB

1) Si en el ejercicio de la cantera supiésemos que los tres almacenes reciben,
ademas, arena de una segunda cantera situada a 15, 12, y 19 km,
respectivamente, y que se transportan a ellos 13, 7 y 16 Tm diarios,
respectivamente:

a. Expresa los datos en una matriz.

b. ¢Cdémo podrias calcular el total semanal de desplazamientos y tonelaje
que recibe cada almacén?

c. ¢Seria igual hallar primero lo que corresponde semanalmente a cada
cantera y después sumarlo, que hallar antes el total diario y luego

multiplicar por el nimero de dias?
Suma de nimeros por una matriz: (r + s)A=rA+ sA

1) La cantera del Gltimo problema ha distribuido arena durante 18 dias en el mes de
enero y 20 dias en febrero.
a. Calcula los totales de arena y desplazamientos realizados a cada almacén
y expresa los resultados en forma de matriz
b. ¢Seria igual si considerasemos el total de dias trabajados, que si

calculasemos lo que corresponde a cada mes y después lo sumasemos?
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Producto de nimeros por matriz: r(sA) = (r X s)A

1) El nimero de individuos de una poblacion de avispas crece cada afio
multiplicAndose por 1.35, de tal forma que, ademaés, cada sector de edad lo hace
también en dicha proporcién.

Si inicialmente se distribuian segln la matriz linea:

de0alafio dela2afios | de2a3afios | de3a4afios | de4abafos

(120 160 210 150 90)

a. Calcula el numero de individuos en cada sector al cabo de 1, 2, y 3 afos.
b. Busca una expresion matricial que relacione el nimero de individuos por

sector con el niUmero de afos transcurridos.

La expresion 1.35 X (1.35 x A) = 1.35% x 4, hasta llegar a 1.35™ x A al cabo de n

afios, dota de significado a esta propiedad.

Sesion 5. Operaciones con Matrices I1.

En esta sesion se va a trabajar el producto de matrices partiendo, como hasta
ahora, de problemas con un contexto concreto en los que se busca que los alumnos
analicen como deben operar para obtener los resultados que se piden, y una vez sepan lo
que se debe hacer, mostrar como se define formalmente el producto de matrices y la
relacion que tiene con lo que ellos han averiguado a través del problema.

El producto de matrices es la operacidbn que méas complicada resulta al
alumnado, pues aparentemente las operaciones con matrices comienzan siendo como
operaciones entre nimeros (se opera elemento a elemento tanto en la suma de matrices
como en el producto por un escalar) pero el producto se realiza de una forma tan

peculiar que suele resultar dificil de comprender.

Con los problemas de introduccion, pretendemos que los alumnos consigan
entender el sentido de definir el producto de esta forma y no les resulte tan complicado

multiplicar matrices posteriormente.
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Problemas introductorios:

Producto de matrices

1) En una granja se crian conejos, vacas y ovejas. Para su alimentacion se han
sembrado tres tipos de hierbas, de las que cada especie come libremente. Por

término medio cada animal come los siguientes kilos de vegetal por semana:

CONEJOS VACAS OVEJAS
vegetal 1 5 22 7
vegetal 2 2 19 11
vegetal 3 3 35 6

La granjera y el granjero tienen sus preferencias a la hora de comer carne, lo que

hace que sus consumos medios segun sus animales de la granja sean distintos:

Granjera Granjero
Conejo 0.3 0.8
Ternera 0.85 1
Oveja 0.6 0.75

¢Cuanto comen indirectamente el granjero y la granjera de cada uno de los

vegetales?

La aceptacion de esta operacion por el alumno/a requiere una justificacion mas
extensa que debe también explicar que para poder multiplicar dos matrices el nimeros
de columnas de la primera ha de ser igual al nimero de filas de la segunda,

obteniéndose otra matriz con tantas filas como la primera y tanta columnas como la

33



TFM —Introduccién de las matrices

segunda, y donde cada elemento de la matriz producto c;; es el resultado de multiplicar

los elementos de la fila i de la primera por los de la columna j de la segunda.

Tras una explicaciéon de la operacion con el contenido teorico correspondiente, se

propone un ejercicio de consolidacion del producto de matrices utilizando la posible

reversibilidad de los enunciados. Su significado es claro y su resultado sorprendente

para los alumnos. Posteriormente resultard de interés para la comprension de la

propiedad asociativa.
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2) Los individuos de cierta especie de escarabajos no alcanzan a cumplir los 3 afios

de edad. De los menores de 1 afio sobreviven la mitad, y de los que tienen entre
1y 2 afos sélo 1/3. Se reproducen Unicamente los mayores, después de haber
cumplido los 2 afios, con una descendencia media de 6 nuevos escarabajos por
individuo.
a. Sidesignamos por x, y, z a los individuos que hay en cada grupo de edad,
¢ Cuantos habré al afio siguiente?
b. Forma una matriz tal que al multiplica la matriz fila (x y z) por dicha
matriz, proporcione el resultado a la pregunta anterior. Recuerda que
para poder multiplicar matrices sus dimensiones deben cumplir ciertos

requisitos.

Con esto se pretende que concluyan que deben buscar una matriz 3x3 que
verifique la igualdad:
% 3k ok

(x vy Z)(***) = (62 %x %y)

% sk ok
c. ¢Y después de 2 afios?
Con esto se pretende que observen como seria la matriz fila resultante y que
cumple la matriz hallada en el ejercicio anterior con respecto a este nuevo
ejercicio.
d. Si inicialmente hubiese 30 individuos en cada grupo de edad, ¢Cuantos

habria al afio, a los dos afios, y a los tres?

En el segundo afio se encontrarian con 180, 15 y 10, respectivamente, lo que

plantearia un problema de alimentacién a las crias importante, ya que hay 18
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nuevos escarabajos por cada adulto, cuando la proporcion media habiamos dicho
que era de 6 a 1. En realidad esto resultaria un obstaculo para su desarrollo, que

dependeria de os valores iniciales x, y, z.

A continuacion se pasa a explicar las propiedades del producto de matrices.
Volvemos, en la medida de lo posible, a los problemas anteriores para reforzar la
reflexion. Obviamente el manejo de las operaciones requiere cierta préactica que se

obtiene reiterando en la resolucion de ejercicios similares o puramente algebraicos.

Sesion 6. Propiedades del producto de matrices

En esta sesion se va a trabajar la propiedad fundamental del producto de
matrices, la no conmutatividad del mismo. Es fundamental esta propiedad pues recalca
la definicion peculiar de producto de matrices (si este producto se definiera elemento a
elemento, si que se daria la conmutatividad, como sucede con los nameros reales) y
aporta informacion relevante que se debe conocer para poder realizar correctamente el

producto de matrices.

La no conmutatividad parte de la propia definicion del producto, puesto que ya
solo con la definicion podemos conocer si se pueden conmutar dos matrices dadas o no,
por lo tanto se debe hacer hincapié en las condiciones que deben cumplir las matrices

para poderse multiplicar (fundamentalmente el orden de las mismas).

Partiremos de los problemas ya trabajados con el producto para conocer como
deben ser las matrices que pueden conmutar, y posteriormente veremos como calcular

matrices que conmuten con una dada.

Problemas introductorios

No conmutatividad del producto de matrices: AX B +# B X A

Deben constatar como la propia definicidn de este producto hace que la conmutatividad

no se cumpla. Casi nunca podran conmutar las matrices al multiplicarlas.
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1) Retomemos el problema de los granjeros, sus animales y los vegetales.
Supongamos que los granjeros comieran Gnicamente de dos tipos de animales,

conejo y ternera, en estas proporciones de kilogramos por semana:

Granjera Granjero
Conejo 0.45 0.75
Ternera 1.15 1.55

a. ¢Podriamos conocer los vegetales que comen indirectamente (a través de
los animales) los granjeros, teniendo en cuenta la tabla que mostraba los
vegetales que comian los animales y esta tabla anterior? ¢ Qué tendriamos
que hacer para poder averiguarlo?

b. Si tomamos las matrices generadas por esta tabla y tenemos en cuenta el
apartado anterior, ¢Qué parece que les deba suceder a la dimensiones de

las matrices para que se pueda realizar el producto?

2) Dadas las matrices siguientes calcula A X B

a=o_)  B=G 77 )

a. Teniendo en cuenta la definicion del producto de matrices, ¢Qué
sucederia si intentdsemos multiplicarlas en orden inverso?

b. ¢Como deberan ser dos matrices para que puedan conmutarse respecto al
producto? ¢ Tendriamos entonces el mismo resultado? Pon un ejemplo y

comprueba tu conjetura.
A continuacion se propone un tratamiento formal:

Dadas dos matrices Ap,yy Y Bpxqd COMO tienen que ser m, n, p y g para que se puedan
calcular los dos productos AxB y BxA? Escribe dos matrices cuyas dimensiones

cumplan la condicién anterior y efectla los dos productos.
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El siguiente ejercicio retoma la posibilidad de conmutar las matrices en casos concretos.

- 3

3) Busca matrices del tipo:

Que conmuten con

Sesién 7. Tipos de matrices I.

En esta sesién se introducen cuatro tipos de matrices cuadradas muy
importantes, que no se utilizan tanto en bachillerato como en la gran mayoria de los

grados cientificos pero se deben conocer (sobre todo la matriz unidad):

e Matriz diagonal
e Matriz Triangular superior
e Triangular inferior

e Matriz unidad

Las tres primeras son sencillas y se introducen directamente con la teoria, que se

dara previamente a trabajar la matriz unidad.

La matriz unidad se comenzard trabajando sobre un problema ya visto
anteriormente con el fin de entender y darle sentido a la forma que tiene esta matriz.
Posteriormente se daran los contenidos tedricos pertinentes que la relacionan con las

matrices definidas en esta sesion y que la generalizan a cualquier orden.

Problema introductorio a la matriz identidad:

1) Retomando el ejercicio de los escarabajos, ¢Qué sucedera al cabo de 3 afios?
¢Cual es la matriz que se obtiene? ¢ Tiene esta matriz algo que ver con la matriz

obtenida en el primer apartado? Analiza la situacion.
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Al averiguar lo que sucede a los 3 afios, los alumnos/as llegaran a que hay los mismo
escarabajos de las distintas edades que en el primer afio, es decir, x, y, z, y que la
matriz tal que

* %k %k

(xy2)<***>=(xy2)

k ok 3k
Es la matriz obtenida para el primer afo elevada al cubo, que resulta ser la matriz

100
010
001

2) Supongamos ahora que de los que tienen menos de un afio sobreviven una quinta
parte y se reproducen Unicamente los que tienen entre 1 y 2 afios, con una
descendencia media de 5 nuevos escarabajos por individuo. ¢ Qué pasara al cabo

de un afio? Y al cabo de dos?

Los alumnos obtendran otra vez un ciclo donde al cabo de dos afos se vuelven a

tener los escarabajos del primer afio, y la matriz obtenida sera

(01

3) Utilizando la matriz obtenida al cabo de dos afios, multiplicala por una matriz
que ta elijas a izquierda y a derecha. ¢Qué sucede? ¢Qué tendrd que cumplir la
matriz que elijas para que se pueda multiplicar a derecha y a izquierda por la

matriz del problema?

Sesion 8. Tipos de matrices 11

En esta sesion nos vamos a centrar en la matriz inversa: definicion, calculo y

utilidad de la misma.

Para justificar una de las funcionalidades de trabajar con la matriz inversa, es
necesario comenzar conociendo cémo se define y calcula esta, y posteriormente tratar el
problema que justifica la necesidad de aparicion de la misma, es decir, en el problema

de esta sesion no trataremos de dar sentido ni a la definicion ni a como se obtiene la
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matriz inversa, sino que buscaremos, una vez conocido esto, mostrar la utilidad de esta

matriz para resolverlos.

Es por esto que, haciendo una excepcién comenzaremos con los contenidos
tedricos propios de la sesion (véase Anexo 1) y el problema lo dejaremos para la

segunda parte de la misma.

Problema relativo a la matriz inversa:

1) Retomemos el problema de los granjeros: Los andlisis hechos con motivo de una
revision meédica ordinaria revelan un importante desequilibrio en su
alimentacion. Segun su edad, estatura y complexion respectivos, sus consumos

de las citadas plantas deberian ser los de la tabla:

Granjera Granjero
vegetal 1 60 75
vegetal 2 72 64
vegetal 3 63 80

¢ Cudl deberia ser su nueva dieta para conseguir este objetivo?

Se plantea un producto de matrices A X B = C donde, ahora, la matriz B es nuestra
incognita (Conocemos A por el problema inicial, y conocemos C por la tabla anterior).

Tendremos pues
AXX=C

Y por lo tanto queremos despejar X. Para ello, multiplicamos a la izquierda en los dos

lados

7. Evaluacién

Este apartado consta de la evaluacién que se va a llevar a cabo con el objeto de
valorar los conocimientos, la actitud y rendimiento de una persona ante el objeto
matematico trabajado, en este caso, las matrices.

Seran objeto de evaluacion:
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e Respecto al blogue I (Procesos, metodos y actitudes en matematicas):

1.

Iniciacion a la demostracion en matematicas: métodos, razonamientos,
etc.

Soluciones y/o resultados obtenidos: coherencia de las soluciones con la
situacion, revision sistematica del proceso, otras formas de resolucion,
problemas parecidos, generalizaciones y particularizaciones interesantes.
Préctica de los proceso de matematizacion y modelizacién en contextos
de la realidad y en contextos matematicos.

Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes

adecuadas y afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico.

e Respecto al blogue Il (NUmeros y algebra):

1.

3.
4.

Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con
datos estructurados en tablas y grafos. Clasificacion de matrices.
Operaciones.

Aplicacion de las operaciones de las matrices y de sus propiedades en la
resolucion de problemas extraidos de contextos reales.

Rango de una matriz.

Matriz inversa.

La evaluacion se realizara a través de los siguientes instrumentos:

1. Revision de forma continuada de las tareas realizadas en casa. (10%)

2. Observacion por parte del profesor de la actitud y comportamiento del alumno

en el aula. Sera valorado positivamente su interés y participacion en las sesiones
impartidas. (10%)

3. Prueba escrita con el fin de valorar el aprendizaje de los contenidos del blogue

Il. Se valorard la claridad y los razonamientos correctos ante las cuestiones

tedricas que se presentaran en dicha prueba. (80%)

Un alumno que obtenga menos de 3.5 ptos. en la prueba escrita, no optara a la

evaluacion continua de este tema. Debera por lo tanto presentarse a una prueba de

recuperacion que tendra lugar al final del cuatrimestre y en la que tendra que realizar los

ejercicios correspondientes a los temas que suspenda durante el mismo.
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A continuacion se muestra la prueba escrita detalladamente. Esta prueba consta
de 9 ejercicios de tal forma que 4 de ellos seran obligatorios (todos los alumnos deberan

efectuarlos) y tendran una puntuacién maxima de 5,5 puntos.

Por otra parte, de los otros 5 ejercicios (opcionales) cada alumno debera elegir 3.
Estos 3 tendran una puntuacién maxima de 4,5 puntos, lo que dara un total de 10 puntos

al examen.

7.1. Prueba escrita

Ejercicio 1 (Obligatorio. 1,5 puntos):

a. Escribe la matriz A = (a;;) que cumple:
Vioa;j=i+]j Sii#j
vioa;=1 sii=j
v" el orden de la matriz es 3x4

b. Sea la matriz B definida igual que la anterior salvo el orden que es 3x3. ¢Es de
algln tipo en particular esta matriz? ¢Cudl es la definicion de este tipo de
matrices?

c. Calcular mediante el método de Gauss-Jordan la matriz inversa de B, B~
Ejercicio 2 (Obligatorio. 1 punto):

a. Demuestra que si A es una matriz cuadrada idempotente (42 = A), la matriz
B =2A—1cumple B2 =1.
b. Demostrar que si A es antisimétrica ( A®* = —A ) entonces A? es simétrica y A3

es antisimétrica.
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Ejercicio 3 (Obligatorio. 1,5 puntos):

a. Escribe una matriz Asxs que refleje esta situacion:

d
2
b
\ S
\A\ > 3
C
4
Sg—
d s
5

b. Teniendo en cuenta la matriz obtenida en a. y dadas las matrices

1 0 0 4

1 2 -4 0
2 0 -1 0

01 0 7

B={0 1 2 -1 C=

10 1 1
-10 0 O

50 -11
3 0 -3 2

Hallar la matriz D = AB — 2C.

Ejercicio 4 (Obligatorio. 1,5 puntos):

Un constructor hace una urbanizacion con tres tipos de viviendas: sencillas (S),
normales (N) y de lujo (L). Cada vivienda del tipo S tiene 2 ventanas grandes, 7
medianas y 1 pequefia. Cada vivienda del tipo N tiene 2 ventanas grandes, 9 mediantes,

y 2 pequefias. Y cada vivienda del tipo L tiene 4 grandes, 10 medianas y 3 pequefias.

Cada ventana grande tiene 4 cristales y 8 bisagras; cada ventana mediana tiene 2

cristales y 4 bisagras; y cada ventana pequeria tiene 1 cristal y 2 bisagras.
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a. Escribir una matriz que describa el namero y el tamafio de ventana en cada tipo
de vivienda y otra matriz que exprese el n° de cristales y bisagras para cada tipo
de ventanas.

b. ¢Como se obtienen el n° de cristales necesita una vivienda normal? ¢Y bisagras
una vivienda de lujo?

c. Calcular una matriz que exprese el n° de cristales y de bisagras en cada tipo de

vivienda.

Ejercicio 5 (Opcional. 1,5 puntos):

a. Si una matriz A tiene p filas mas que columnas, pruébese que AA* tiene mas
elementos que A*A, y que la diferencia del nimero de elementos es un multiplo
de p.

b. Verdadero o Falso: “si AB = AC —» B = C . Justifica tu respuesta

Ejercicio 6 (Opcional. 1,5 puntos):

a. Dadalamatriz A = (_11 3) , halla todas las matrices que conmutan con ella.
b. Dadalamatriz A = (1 1). Hallar A™
1 1

Ejercicio 7 (Opcional. 1,5 puntos):

2 1

. 2) verifique A2 + mA +nl =0

a. Calcular m y n para que la matriz A = (

donde 0 es la matriz nula de orden 2.
b. Una matriz es ortogonal si cumple: MM® = I. Determinar si la matriz siguiente

es ortogonal:

0 1 0
A=-1 0 -1
1 0 -1
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Ejercicio 8 (Opcional. 1,5 puntos):

Mediante los graficos que ves se dan los vuelos del pais A al pais B y los de éste al pais

C, especificando los aeropuertos de salida y llegada:

a. Describir estas posibilidades mediante matrices M y N.

b. ¢Qué significa la matriz MN?

c. Sisesuprime un vuelo de A; a B3 y se aprueban nuevos vuelos de A; a By, de A
a Bs de Aza B; yde Asza By, (Como se obtiene la nueva matriz que representa
los vuelos del pais A al pais B? ¢ Cual es dicha matriz?

Ejercicio 9 (Opcional. 1,5 puntos):

En una prueba de pentatlon tres atletas A; A, y As han obtenido las puntuaciones

siguientes:

200m. 1500m. Longitud Disco Jabalina

A 8 7 6 5 6
A, 6 10 6 5 10
A, 9 6 7 2 5

La ponderacion de cada prueba varia segun el juez J; (i=1, 2,3) que califique, como

muestra la siguiente tabla:

J, J, I,

200m 2 1 15
1500m 2 3 2

Longitud 2 2 35
Disco 2 2 15
Jabalina 2 2 15
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a. ¢Como seria el podio segun cada uno de los jueces? ;Cual seria el atleta ganador
del pentatlon segun el jurado (entendiendo que el jurado esta formado por los
tres jueces?

b. Si la puntuacion del Juez 3 (J3) hubiera sido

200m. 1
1500m. 15
Longitud 2

Disco 15
Jabalina 4

¢Cambiaria el podio?

7.2. Que se quiere evaluar

Los problemas que se proponen en los examenes de matematicas exigen del

alumno la realizacién de tareas de distinta naturaleza:

1. Tareas principales
Son aquellas tareas que claramente constituyen el objetivo principal de la
calificacion: valorar la comprension del alumno sobre los contenidos matematicos
propios de los temarios de matematicas de un curso determinado. A su vez, estas
tareas también pueden distinguirse atendiendo a su cardcter conceptual o
procedimental.
2. Tareas auxiliares
En el proceso de resolucion del problema también hay que realizar otro tipo de
tareas, que denominamos tareas auxiliares, con la finalidad de obtener las
informaciones necesarias para dar la respuesta al problema. Identificamos dos
grandes grupos de tareas auxiliares: las especificas y las generales.
2.1. Tareas auxiliares especificas
Son aquellas tareas que juegan un papel instrumental para alcanzar la solucion
de un problema en el que aparecen tareas principales sobre contenidos
especificos. Por ejemplo, para calcular los extremos relativos de una funcion, la

obtencion de derivadas es una tarea auxiliar especifica.
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2.2. Tareas auxiliares generales
Consideramos como tareas auxiliares generales de un determinado curso de
matematicas a todo tipo de tareas matematicas que ha realizado el alumno a lo

largo de su formacién matematica anterior.

A continuacién se enumeran los objetivos de aprendizaje de cada ejercicio y los
criterios que se llevan a cabo para evaluarlos. Ademas se sefialan las tareas principales,

tareas auxiliares especificas y generales de cada pregunta.

Ejercicio 1.
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Lanotacién matricial.
2. Tipos de matrices (Simétrica).

3. El método de Gauss-Jordan para el célculo de la matriz inversa.

Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:

1. Demostrar conocimientos acerca de los subindices que sefialan filas y
columnas de una matriz y de la construccién de matrices a partir de una
definicion tedrica de sus elementos.

2. Demostrar conocimiento acerca de la forma de las matrices simétricas.

3. Demostrar conocimientos sobre el proceso que se ha de seguir para llevar
a cabo correctamente el método de Gauss-Jordan para el calculo de la
matriz inversa.

e Tareas auxiliares especificas:

1. Conocer la definicion formal de matriz simétrica.

2. Realizar correctamente el proceso para hallar la matriz inversa. (Los
errores de calculo no se incluyen en este apartado.

e Tareas auxiliares generales:
1. Realizar correctamente los calculos aritméticos en cualquiera de los

apartados del ejercicio.
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Ejercicio 2
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Capacidad de razonamiento a partir de hipétesis y/o definiciones.

2. Las operaciones en el cuerpo de matrices.

Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:

1. Razonar y demostrar el resultado del enunciado mediante y un proceso
claro y argumentado.

Al tratarse de un ejercicio mas bien teorico, el proceso de resoluciéon no requiere
resultados auxiliares que podrian resultar tareas auxiliares especificas, ni requiere

operaciones aritméticas que serian tareas auxiliares generales.
Ejercicio 3
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Capacidad de utilizar el lenguaje matricial para representar datos facilitados
mediante grafos.

2. Las operaciones en el cuerpo de matrices.

Seflalamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:
1. Escribir correctamente la matriz que representa el grafo del apartado a.
2. Demostrar que se conocen las técnicas para operar con matrices.

e Tareas auxiliares generales:

1. Realizar correctamente los calculos aritméticos que requiere el ejercicio.

En este ejercicio no hay tareas auxiliares especificas a evaluar.
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Ejercicio 4
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices para describir e
interpretar datos y relaciones en la resolucion del problema.
2. Conocer qué representa cada matriz y cada elemento de la misma respecto al

enunciado del problema.

Sefilalamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:
1. Escribir correctamente la matriz que describa el nimero y el tamafio de
ventana en cada tipo de vivienda y la matriz que expresa el n° de cristales
y bisagras para cada tipo de ventanas.
2. Conocer qué tipo de propiedades u operaciones tengo que realizar para
resolver los demés apartados del problema
e Tareas auxiliares especificas:
1. Conocer las técnicas de las operaciones con matrices.
e Tareas auxiliares generales:

1. Realizar correctamente los calculos aritméticos que requiere el ejercicio.
Ejercicio 5
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Capacidad de razonamiento ante una cuestion tedrica.
2. Capacidad de pensamiento abstracto en lugar de razonar a partir de datos

concretos.

Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:

1. Razonar y demostrar el resultado del enunciado mediante y un proceso

claro y argumentado.

2. Encontrar un contraejemplo que muestre la falsedad del apartado b.
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Al tratarse de un ejercicio mas bien teorico, el proceso de resolucion no requiere
resultados auxiliares que podrian resultar tareas auxiliares especificas, ni requiere

operaciones aritméticas que serian tareas auxiliares generales.
Ejercicio 6
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Operaciones con matrices. En particular, el producto de matrices.
2. Trabajo con una matriz genérica junto con una concreta.

3. Capacidad de razonamiento deductivo.

Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:
1. Conocer cudles son las matrices que conmutan con una dada y razonar cémo
se ha llegado hasta ellas.
2. Llegar a obtener el caso A" mediante un proceso razonado correctamente,
aunque no se consiga probar que realmente la matriz tiene esa forma.
e Tareas auxiliares especificas:
1. Plantear y resolver correctamente el sistema de ecuaciones que se presenta
en el apartado a.
2. Probar que en efecto la matriz A" es la matriz que han obtenido en el
apartado b. (por el método de induccion que es el Gnico que conocen).
e Tareas auxiliares generales:

1. Realizar correctamente los calculos aritméticos
Ejercicio 7
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Operaciones con matrices. En particular, suma de matrices, producto de un
namero por una matriz, y producto de matrices.
2. Capacidad de afrontar un ejercicio en el que necesitan aprender algo nuevo en el

mismo momento para poder ejecutarlo.
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Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tarea principal:

1.

6.

Conocer las propiedades y operaciones de las matrices de forma que se
aprecie en el ejercicio que se estan realizando correctamente.

Conocer la forma que tienen las matrices traspuestas para poder trasponer la
matriz del apartado b. correctamente.

Conocer tanto la matriz unidad como la matriz nula.

Demostrar conocer la técnica del producto de matrices

Resolver correctamente el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas que
se plantea en el apartado a.

Realizar correctamente los calculos aritméticos.

En este ejercicio no existen tareas auxiliares.

Ejercicio 8

En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Capacidad de utilizar el lenguaje matricial para representar datos facilitados

mediante grafos.

2. Comprension de los datos obtenidos y del significado que tienen dentro del

contexto del problema.

Seflalamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:

1.
2.

3.

Plantear correctamente la matriz del anunciado
Conocer el significado en el contexto del problema de la matriz producto
MN.

Saber plantear algebraicamente el enunciado del apartado c.

e Tareas auxiliares generales:

1. Realizar correctamente los calculos aritméticos.

En este ejercicio no hay tareas auxiliares especificas. El ejercicio es sencillo y todo se

considera tarea principal.
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Ejercicio 9
En este ejercicio se pretende evaluar los conocimientos de los siguientes aspectos:

1. Capacidad de Transcribir problemas expresados en lenguaje usual al lenguaje
algebraico y resolverlos utilizando técnicas algebraicas determinadas,
interpretando criticamente el significado de las soluciones.

2. Capacidad de utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices para
describir e interpretar datos y relaciones facilitados mediante tablas en la

resolucion de problemas diversos.

Sefialamos a continuacion las tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares

generales del mismo:

e Tareas principales:
1. Plantear correctamente las matrices del problema.
2. Saber interpretar el enunciado del apartado b. y calcular la matriz
producto.
3. Resolver correctamente el resto de apartados del problema
e Tareas auxiliares especificas:
1. Realizar correctamente el calculo del atleta ganador segun el jurado.
e Tareas auxiliares generales:

1. Realizar correctamente los calculos aritméticos.

7.3. Respuestas esperadas y posibles errores

Por una cuestion de espacio, las respuestas correctas de cada cuestion del
examen se encuentran en el Anexo Ill. A continuacion se presentan los posibles errores

gue podrian cometer los alumnos en dichos ejercicios y problemas.
Ejercicio 1
Respuesta correcta:

a. La matriz A = (a;;) tiene 3 filas y 4 columnas, es decir, i=1, 2,3. y j=1, 2, 3,4.

Por lo tanto la matriz genérica de tamafio 3x4 es
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all a'12 alg a'14
A:(aij): Ay 8p 8y Ay

a‘31 aSZ a33 a34

Teniendo en cuenta como se define la matriz, y el tamafio de la misma, la matriz

A es la siguiente:

A:(aij):

A W -
(62 B e B V)
= o1 &
~N O Ol

b. Sea B definida igual que A salvo en el tamafio, que en este caso es 3x3. Por lo

tanto, la matriz tendré 3 filas y 3 columnas (i=1,2,3; j=1,2,3) y la matriz sera

1 3 4
B=(;)=|3 1 5
4 5 1
Se trata de una matriz simétrica. Estas matrices se definen de la siguiente forma:
Una matriz A es simétrica si coincide con su traspuesta, es decir, A = A°.
c. A continuacion, se realiza el método de Gauss-Jordan para encontrar la inversa

de la matriz obtenida en el apartado b. (la matriz B).

1 3 4 100 3 4 1 00
f,=(-3)f, + f,
315 01 0|— 0 -8 -7 -3 1 0|—
f,=(-4)f, +f,
4 51 0 01 0 -7 -11 -4 0 1
1 13 4 1
(=gt 7 13 %
— — — - == — =\- + —
01 0 f,=(-Df, +f,
Y 8 8 8
3 11 4
01 =1]2 0 -=
7 7
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1 3 4 1 0 0 1 3 4 1 0 O
—>01Z §_10_)(§ij_)011 §—10—>
8 8 8 39 8 8 8
00 2|1 11 001 |1 7 8
5 56 7 39 39 39
_5 _28 12
= (- 1 30 39 39 13
f,=(-4)f, + f, S
2 = 3 2
0 01 EE _Z_ ji
39 39 39
_0 5 5
1 10 39 39 13
St =(3f,+f, >0 10 | >~ - _7
39 39 39
0 01 1 7 8
39 39 39
La matriz B~* es la siguiente:
_20 5 5
39 39 13
gio| 2 _1 _7
39 39 39
no7 8
39 39 39

Posibles errores

¢ No entender el significado de los subindices

e Confundir el orden de la matriz (cambiando el n° de filas por el n° de columnas)
¢ No saber la definicidén de matriz simétrica. Confundirla con otro tipo de matriz.
e No conocer el método de Gauss-Jordan para el calculo de matrices inversas.

e Cometer errores en las operaciones al realizar el método.

Ejercicio 2
a. Sea la matriz A idempotente, A2 = A4, y sea B = 24 — 1. ¢{Se verifica que

B2=1?
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B2=(Q2A—-1*=4A* —4A+1
Teniendo en cuenta que la matriz A es idempotente, se tiene que
B2=4A2—4A+1=4A—-4A+1=1.
Por lo tanto B? = I.
b. Sea A antisimétrica de tal forma que A = —At. ; A? es simétrica, es decir, si
(A%t = A2? Veamoslo:
A2 = AA = (—AD)(-AY) = (A%? = (4%)".
.Y A3 es antisimétrica? Veamoslo:
A = AAA = (—A)(—AD) (=A%) = —(4)® = —(4%)*

Posibles errores

e No saber demostrar un enunciado a partir de una hipotesis.
e No recordar la formula de la identidad notable que aparece en el ejercicio.

e No conocer las propiedades que cumple una matriz.

Ejercicio 3
a. Lamatriz A de orden 3x4 donde las filas reflejan las letras a, b, ¢, y d, y las

columnas los numeros 1,2,3,4, y 5 del grafo del enunciado es la siguiente:

b. Teniendo en cuenta la matriz A anterior y las matrices del enunciado B, y C,

realizamos la operacion AB-2C
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1 0 0 4
21 001 1 2 -40
2 0 -1 0
00210 01 0 7
140 1 2 -1|-2 =
01101 10 1 1
-10 0 O
100 21 5 0 -11
3 0 -3 2
7 -5 10 2 4 -8 O 5 -4 3 10

4 -2 0 2 0 14| [-1 0 4 -16
2 2113 1 0 -1
-3 6 10 0 -2 2) (-8 0 -1 4

o R, N O
|
(S
[
(N
o

Posibles errores

e No saber formar la matriz a partir del grafo dado en el enunciado

e Confundirse en el orden de la matriz y generar una matriz 5x4 con la que no se
puede llevar a cabo la operacion del apartado b.

¢ No realizar correctamente el producto de matrices.

e Cometer errores de célculo en las operaciones del apartado b.
Ejercicio 4

a. Generamos las matrices de enunciado.
VIVIENDAS /VENTANAS Pequeiia Mediana Grande

Sencilla 1 7 2
Normal 2 9 2
Lujo 3 10 4

Asi, la matriz A que expresa el nimero y tamafio de las ventanas en cada tipo de
vivienda es la siguiente:
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Por otro lado,

VENTANAS / ELEMENTOS Cristales Bisagras

Pequefia 1 2
Mediana 2 4
Grande 4 8

Asi, la matriz B que expresa el nimero de cristales y bisagras para cada tipo de

ventana es la siguiente:

o

I
AN
o N~ N

b. Para hallar el nimero de cristales para las viviendas normales, se debe tomar la
fila de A que representa las ventanas en las viviendas normales, y la columna de
B que representa los cristales en cada tipo de ventana, y multiplicarlas, es decir,

1
(2 9 2)|2|=28
4
Por lo tanto se necesitan 28 cristales para las viviendas normales
Para hallar el nmero de bisagras para las viviendas de lujo, se debe tomar la fila
de A que representa las ventanas en las viviendas de lujo, y la columna de B que
representa las bisagras en cada tipo de ventana, y multiplicarlas, es decir,
2
(3 10 4)-|4|=78
8

Por lo tanto se necesitan 78 bisagras para las viviendas de lujo.

c. Para hallar el n° de cristales y bisagras para cada tipo de vivienda, se deben

multiplicar las matrices Ay B.

1 7 2)(1 2 23 46
2 9 2|2 4|=|28 56
3 10 4){4 8 39 78

Asi, la matriz obtenida nos indica la tabla siguiente:
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VIVIENDAS / ELEMENTOS Cristales Bisagras

Sencilla 23 46
Normal 28 56
Lujo 39 78

Posibles errores

e No saber plantear las matrices del sistema.

e Confundirse en la distribucion de elementos tanto en A como en B.

e Equivocarse con el orden de la matriz B de forma que no se puedan multiplicar
en el apartado b y c.

e No reconocer tanto en b. como en c. que para conocer los datos que se exigen, se
deben multiplicar o las matrices directamente, lo filas y columnas de ambas
respectivamente.

e Fallar en los céalculos al realizar el producto de las matrices y obtener datos

erroneos.

Ejercicio 5
a. Sea la matriz Agp.4p)xm con m+p filas y m columnas, entonces A tiene m filas y

m+p columnas, es decir, A an+p) - ASI

Am+p)xm * Afnx(m+p) = (AAt)(m+p)X(m+p)
Y por lo tanto la matriz AA® tiene (m+p)? elementos (puesto que es de orden
m+p).
Por otro lado

Afximip) " Amapyem = (AT A) mym

Y por lo tanto la matriz A*4 tiene m? elementos (puesto que es de orden m).
Asi, ya hemos comprobado que la matriz AA' tiene mas elementos que la matriz
A'A. Veamos que la diferencia es multiplo de p

(m+p)2 —m? =m?+2mp + p? —m? = 2mp + p? = p2m + p).

b. EIl apartado b. es falso, y para demostrarlo basta un contraejemplo. Sean las

matrices

57



TFEM —Introduccién de las matrices

o of (s 5 oo 3

Veamos que AB=AC.

o oo 2o oo ol 3

Sin embargo, B # C.

Posibles errores

e No saber trabajar con los drdenes de las matrices.
¢ No conocer el orden del producto de dos matrices.
e Intentar demostrar en el apartado b. que es verdadero y no probar con un

contraejemplo que demuestre su falsedad.

Ejercicio 6

1 b
a. Sea la matriz A=£ dj de tal forma que

2 . a
Oj . Buscamos una matriz B :(
c

AB = BA.

Entonces, por un lado se tiene que
1 2)(a b) (a+2c b+2d
-1 0/lc d/ { —a -b
a b 1 2) (a-b 2a
c d/ -1 0) (c—-d 2

Por lo tanto si AB=BA, entonces
a+2c b+2d B a-b 2a
~a —b ) lc-d 2¢

Asi se tienen las siguientes igualdades elemento a elemento:

Y por otro, se tiene

N

a+2c=a-—->
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b+ 2d = 2a
—a=c—d
—-b = 2c

Al operar en la primera igualdad, nos queda igual a la Gltima, y operando la 2°
y 3°, teniendo en cuenta la 4°, obtenemos otra igualdad entre la 2° y 3°. Por lo
tanto nos quedan Unicamente las ecuaciones.

—a=c—d

—b = 2c

Tomando c = ay d = S, se tiene que

a=f—-a

b=-2a

c=ua

d=p

Y por lo tanto, las matrices de la forma
—a -2
B :(ﬂ o a]

a B

Conmutan con la matriz A.

i 11 , . N
Dada la matriz A= (1 J veamos qué sucede al ir multiplicandola por ella
misma:

coan I
ponnal Y2 Y

N:AVAZ[

[EEN
-
-

AN
AN
N—

4 4

Parece que la matriz A" sera de la forma
n-1 n-1
N:G zj
2n—1 2n—1
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Demostrémoslo por induccion sobre n.
Sea n=1, entonces segun la matriz A"

. (2 2t 11 : .
A= St i1 :[1 J Que es cierto por la propia definicion de A.

Supongamos ahora que se verifica que
An_l ~ 2n—2 2n—2
- 2n—2 2I’1—2
Es decir, que se verifica la forma de la matriz A" para n-1. ;Se verifica para n?
n-2 n-2 1 1 n-2 n-2 n-2 n-2
AP AP A 2 2 _ :2 +2 2"+ 2 _
2n—2 2n—2 1 1 2n—2 + 2n—2 2n—2 + 2n—2

2 . 2n—2 2 . 2n—2 21+n—2 21+n—2 2n—1 2n—1
= 2 i 2n—2 2 A 2n—2 = 21+n—2 21+n—2 = 2n—l 2n—l

Y por lo tanto ya estaria demostrado que
n-1 n-1
A :[2 2 j
2n—1 2n—1

e No saber resolver el sistema que se plantea para poder hallar la matriz que

Posibles errores

conmuta con A en el apartado a.
e No saber realizar una demostracién por induccién.
e Confundirse en los célculos que lleven a una respuesta errénea tanto en a. como

en b.

Ejercicio 7
. 2 1 . .
a. Sea lamatriz A= 3t Operemos la igualdad del enunciado para calcular m

yn.
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5 2 1) (2 1 2 1 10
A +mA+nl = . +m- +Nn- =
1 2)\1 2 1 2 0 1

_54+2mm+n0_5+2m+n 4+m
14 5 m 2m) (0 n) | 4+m 5+2m+b

Veamos cuales deben ser los valores de m y n para que se dé la siguiente

igualdad:

5+2m+n 4+m 00
( 4+m 5+2m+bj:(0 OJ
Igualamos elemento a elemento y obtenemos estas dos ecuaciones con dos
incdgnitas (se repiten 2 a 2).
5+2m+n=0
{4 +m=0

Y resolviendo el sistema anterior por cualquier método (sustitucion, igualacion o
reduccion) se tiene que

n=3

m=-4

b. Veamos si la matriz del enunciado es ortogonal.

0 1 0 0 1 0)(0 -1 1 1 00
A=|-1 0 -1|¢4A*=1?|-1 0 -1|-|]1 0O O0|=/0 2 O
1 0 -1 1 0 -1)10 -1 -1 0 0 2

Como se aprecia anteriormente, la matriz obtenida no es la matriz identidad, por

lo tanto A no es una matriz ortogonal.
Errores posibles

e No conocer como funcionan las operaciones con el cuerpo de matrices.
e No saber resolver el sistema que se presenta en el apartado a.

e No saber realizar el producto de matrices

e No conocer como se define la matriz traspuesta.

e FErrar en los calculos aritméticos.
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Ejercicio 8

62

a. Con la matriz M vamos a representar los vuelos entre los paises A y B. La

matriz que se obtiene a partir del grafo es la siguiente:

1020
M=0 111

0 001
La fila i de M representa los vuelos de A; a B1, By, B3, y B4 respectivamente, con
i=1, 2,3.
Con la matriz N vamos a representar los vuelos entre los paises B y C. La matriz
que se obtiene a partir del grafo es la siguiente:

3 2

N =

N O O

1
1
0

La fila i de N representa los vuelos de B; a C;, y C, respectivamente con i=1, 2,
3,4.

La matriz MN representa los vuelos existentes desde cada ciudad A; de A, a
cada ciudad C;de C haciendo trasbordos en ciudades del pais B.

La nueva matriz que representa los vuelos de A a B, se obtiene al sumar la
matriz que representa los vuelos que se han suprimido y los que se han afiadido.

Esta matriz es la siguiente:

00 -11
M'={0 0 1 O
11 0 0

Por lo tanto, la nueva matriz que representa los vuelos de A a B es

10 20 00 -11 1 011
M+M'={0 1 1 1(+/0 0 1 0|=|0 1
0 001 11 0 O 11
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Errores posibles

e No saber representar el grafo en forma matricial

e No poner los ordenes de las matrices correctamente de forma que no se puedan
multiplicar.

e No saber interpretar el enunciado del apartado c. como una nueva matriz y

cambiar directamente valores en la matriz M.
Ejercicio 9
a. Para obtener el podio segun cada uno de los jueces, se deben multiplicar las
matrices que representan las tablas del enunciado, es decir, las matrices que
simbolizan en primer lugar las puntuaciones que han obtenido los atletas en cada

prueba, y en segundo lugar las valoraciones de cada prueba por cada juez.

Por lo tanto, se tiene que:

8 7 6 5 6

A=|6 10 6 5 4

9 6 7 2 5

A es la matriz que representa las puntuaciones de cada atleta en cada prueba

2 1 15
2 3 2
B={2 2 35
2 2 15
2 2 15

B es la matriz que representa las valoraciones de cada prueba por cada juez.

2 1 15
8 7 6 5 6)|2 3 2 64 63 635
A-B=/6 10 6 5 4|2 2 35|=|62 66 635
9 6 7 2 5)]|2 2 15 58 55 605

2 2 15

AB es la matriz que representa las puntuaciones de cada atleta por cada juez.
Observando la matriz AB obtenida, podemos concluir que:
e Parael juez 1 (J;) el podio seria para el Atleta 1 (A1)

e Parael juez 2 (J,) el podio seria para el Atleta 2(A)
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e Parael juez 3 (J3) ha habido un empate, y en el podio estan tanto el atleta

1 como el atleta 2.

Para conocer el atleta ganador del pentatlon, se deben sumar las puntuaciones de
los jueces que forman el jurado. Obtenemos los siguientes resultados:

Atleta 1: 64+63+63,5=190,5
Atleta 2: 62+66+63,5=191,5
Atleta 3: 58+55+60,5=173,5

Por lo tanto, el ganador del pentatlon es el Atleta 2 con una puntuacion total de
191,5.

Para realizar este apartado unicamente hay que cambiar la tercera columna de la

matriz B por los datos que aparecen en el enunciado y volver a realizar el

producto AB.

2 1 1

2 3 15

B=|2 2

2 2 25

2 4

2 1 1
8 7 6 5 6)|2 3 15 64 63 67
A-B=/6 10 6 5 4|-|2 2 2 |[=|62 66 615
9 6 7 2 5)|2 2 25 58 55 57

2 2 4

Por lo tanto si que cambiar el podio para el Juez 3, y seria el atleta 1 ganador y

también cambiaria el atleta ganador del pentatlon, que pasaria a ser el atleta 1.

Posibles errores
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No escribir correctamente las matrices que ofrece el enunciado a través de
tablas.
No darse cuenta de que la matriz producto es la necesaria para resolver tanto el

apartado a. como el b.
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e Errar en los calculos y obtener resultados erroneos que afectan directamente al

resultado del problema.

7.4. Criterios de calificacion. Guia de correccion

A la hora de calificar, para cada uno de los ejercicios tendremos en cuenta las
tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares generales. Se valorard cada
gjercicio utilizando el modelo de tercios 0 modelo de penalizacién de errores (Gairin,
Mufoz, Oller, 2012: 271).

De esta forma se considera que quedara valorado

correctamente cada ejercicio. Siempre queda el criterio

TAREAS ALUGLIANES ESPECIFICA

del docente para afiadir o restar décimas (que estara

WU 50 STOred 4 2 3 1 DUMLINCIOr

limitado a un punto por encima o por debajo de la nota

que tenia en toda la prueba) en funcién del alumno que

sea y del trabajo que muestre durante toda la prueba. raunto de arrores 2 ot de 1 pursecan

A continuacién se muestran, para cada ejercicio, una serie de criterios de calificacion

gue se deberan tener en cuenta a la hora de puntuar.
Ejercicio 1

e El primer apartado se puntuara con 0,6 de la calificacion del ejercicio (1,5
puntos) en caso de haber construido correctamente la matriz. En caso de no

hacerlo no obtendra ninguna puntuacion.

e El segundo apartado se puntuara con 0.3 de la calificacion del ejercicio. No
obtendréa ninguna puntuacion este apartado en caso de no saber que la matriz que
se obtiene es una matriz simétrica pero obtendra la mitad de la puntuacién en
caso de saberlo pero no conocer la definicién formal una matriz de este tipo. (Se
valora mas el saber reconocer una matriz simétrica que la definicion formal de la

misma).
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e El tercer apartado se puntuard con 0.6 de la calificacion del ejercicio. Por dos o

mas errores de calculo no obtendra ninguna puntuacion.
Ejercicio 2:
Ambos apartados se puntuardan con 0.5 puntos de la nota final. Por un buen

razonamiento se obtendra dicha puntuacion. Al tratarse de un ejercicio sencillo, en caso

de no llegar a una correcta solucion no se obtendra ninguna puntuacion.
Ejercicio 3:

e El primer apartado se puntuard con 0.75 de la calificacion del ejercicio (1.5
puntos) En el caso de que la matriz no se construya correctamente no se

obtendra ninguna puntuacion.

e El segundo apartado se puntuard con 0.75 de la calificacion del ejercicio. En el
caso de no haber construido bien la matriz en el apartado a. pero haber realizado
correctamente el apartado b. aunque sea con una matriz equivocada, se obtendra
toda la puntuacion. En el caso de tener dos 0 mas errores de célculo, no se

obtendré ninguna puntuacion.
Ejercicio 4:

e EIl primer apartado se puntuard con 0.7 puntos de la calificacion del ejercicio
(1.5 puntos). No se obtendra ninguna puntuacion en caso de construir mal las
dos matrices.

e EIl segundo apartado se puntuard con 0.2 puntos. No se obtendrd ninguna
puntuacion en caso de contestar mal alguna de las dos preguntas.

e EI tercer apartado se puntuara con 0.5 puntos, En el caso de tener dos 0 méas

errores de calculo, no se obtendréa ninguna puntuacion.

Ejercicio 5:
Cada apartado se puntuara con 0.75 puntos de la calificacion del ejercicio (1,5 puntos).

Quedara a criterio del docente la puntuacion que se le da a cada apartado segun se hayan

resuelto por parte de cada alumno.
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Ejercicio 6:

El primer apartado se puntuara con 0.75 de la calificacion total del ejercicio (1,5
puntos). Si el razonamiento es correcto hasta llegar al sistema de ecuaciones que
se genera, se obtendra 0.45 puntos. La resolucién correcta del sistema sera
valorada con los 0.30 puntos restantes.

El segundo apartado se puntuara con los 0.75 puntos restantes del ejercicio. En
este apartado, podria darse el caso de que un error de calculo condujera a un
error en la matriz final (que es lo Unico que exige el apartado b.), por lo tanto en
caso de que exista un error de este tipo en este apartado, serd valorado como una
tarea auxiliar especifica mal realizada, es decir, podra quitarse por este error
hasta 2/3 de la calificacion del apartado, es decir, 0.5 puntos, dependiendo de

cémo sea y cuanto afecte al resultado final.

Ejercicio 7:

Este ejercicio es el més sencillo del examen. Se puntuard con 0.75 cada apartado y no

se obtendra ninguna puntuacion en caso de realizar mal los célculos, pues influyen

significativamente en el resultado del ejercicio, en caso de no saber escribir la matriz

traspuesta, o no saber plantear el sistema que se genera en el apartado a.

Ejercicio 8:

El primer apartado se puntuara con 0.6 puntos de la calificacion del ejercicio
(1,5 puntos). En caso de que alguna de las dos matrices esté mal construida, no
se obtendra ninguna puntuacion.

El segundo apartado se puntuara con 0.4 puntos de la calificacion del ejercicio.
El tercer apartado se puntuara con 0.5 puntos de la calificacion del ejercicio. En
caso de no construir la matriz que se genera con los datos del apartado y luego

restarla a la original, se penalizara con 0.35 puntos.

Ejercicio 9:

El primer apartado se valorara con 0.8 puntos de la calificacion total del
gjercicio (1,5 puntos). En caso de realizar dos 0 méas calculos incorrectamente no

se obtendra ninguna puntuacion.
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e EIl segundo apartado se valorara con 0.7 puntos de la calificacion total del
ejercicio. En caso de realizar dos o0 més célculos incorrectamente no se obtendra

ninguna puntuacion.

7.5. Gestion de los resultados

Una vez corregidas las pruebas realizadas por los alumnos, se llevara a cabo un
analisis de los ejercicios y/o problemas que han resultado mas dificultosos y aquellos

gue no han elegido mayoritariamente los alumnos.

Cuando se conozcan estos ejercicios, se realizara una correccion de los mismos
en el aula con el fin de que los alumnos puedan conocer cémo se efectian y puedan

entenderlos para futuros examenes.

Para realizar la correccion, en caso de que algin alumno haya realizado
correctamente el ejercicio en el examen que se pretende corregir en el aula, se pedira
que sea él el que lo efectie en la pizarra. Si después de su correccion todavia hay
alumnos que no lo han logrado entender, el docente serd el encargado de terminar la

explicacion de dicho ejercicio.

Una vez realizadas las correcciones de los ejercicios seleccionados, se
entregaran los exdmenes a los alumnos y se les dejard 10 minutos para revisarlo. Se
ofrecera la posibilidad de subir la nota del examen si el alumno que lo desee trae el
examen correctamente completado (con los 9 ejercicios realizados) y lo entrega en la

siguiente sesion.
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Anexo |. Contenido tedrico para cada
sesion.
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Sesidn 1: Definicion de matriz

Contenido tedrico:

Una matriz de m filas y n columnas es una tabla de datos de dimension mxn, es

decir, los datos aparecen dispuestos en m filas y en n columnas.

Para un estudio general, a las matrices se las suele designar asi:

a, a; a; ay,
a, dy Ay a,,
A= Ay 43 Ay as,
am1 amZ amS a‘mn

Observemos que los términos de la matriz tienen dos subindices: el primero indica la
fila; y el segundo la columna. Asi el término as, es el que estd en la 32 fila y 22

columna.

En lugar de poner tan detalladamente los elementos de la matriz, para simplificar se

suele poner

A= (aij)i=1,,_,,m ; 0 bien (al-]-)mln
j=1,.n

y cuando no hay duda de la dimensién que tiene la matriz, se la designa mas

sencillamente mediante (a;;).

Tipos de matrices:

1. Matriz fila:
A:(an a, a; .. aln)

Matriz formada por una fila y n columnas.
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2. Matriz columna:

Matriz formada por una columnay m filas.

3. Matriz traspuesta:

a‘ll a'12 a'13 aln
a21 a22 a23 aZn

Dada una matriz A=|a, a, a, .. a, |, sedesignaporA'a lamatriz
ay, &, a a

que se obtiene al cambiar en A las filas por las columnas y las columnas por las

filas:

— t —
A= (aij)m,n A" = (aj.i)n,m
4. Se dice que una matriz A es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de
columnas. Cuando se trate de una matriz cuadrada nxn diremos que es de

orden n.

5. Matriz simétrica: Una matriz cuadrada (con el mismo nimero de filas que de

columnas) es simétrica si coincide con su traspuesta.
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Sesidn 2: Operaciones con matrices |

Contenido tedrico:

Suma de matrices

Sean dos matrices de la misma dimension, m x n,

a, a, .. a, b, b, .. b,

a‘21 a'22 a'2n 21 b22 2n
A= (aij)m,n = B = (bij)m,n =

a am2 amn bml me bmn

ml

Para que dos matrices puedan sumarse es necesario que tengan la misma dimension

(como las matrices dadas en el enunciado). En tal caso, las matrices se suman término a

término:
(aij) + (byj) = (ayj + byj)
es decir,
a,+b, a,+b, .. a,+b,
A+B=(a;+by),, = a, +b,, a,+b,, .. a,+b,
a,+b, a,+b, .. a.,+b,,

ml ml

Producto de un namero por una matriz

a11 alZ a'ln
— lan A, Ay, . ,
Dada una matriz A=(a;),,, = , para multiplicar un nimero por
a amZ amn

ml

esta, se multiplica por él cada termino de la matriz:

k-ay, k-a, .. k-a,

k-a k-a .. k-a
k'A:k'(aij)m'n — 21 22 2n

k'aml k'amZ k'amn
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Sesién 3: Propiedades de la suma de matrices

Contenido tedrico:

Las matrices cumplen las siguientes propiedades respecto al producto de estas por

nameros reales:
1. Producto de un nimero por suma de matrices: Dadas dos matrices A, = (aij )mn

Y B, = (bij )mn de la misma dimension (para poder sumarse), y dado k € ‘R se tiene

que
k-(A+B)=k-(a, +b,) = (k-a,)+(k-b,) =k-A+k-B

2. Suma de numeros por una matriz: Dados k,s € R, y dada la matriz A, = (aij )mn

se tiene que

(k+s)-A=(k+s)-(a;)=(k-a;)+(s-a;) =k-A+s-A
3. Producto de numeros por matriz: Dados k,s € R, y dada la matriz A, = (aij )mn

se tiene que
k-(s-A)=(k-s)-A=(s-k)-A=s-(k-A)
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Sesidn 4: Propiedades de la suma de matrices y el producto por un escalar

Contenido tedrico:

Las matrices cumplen las siguientes propiedades respecto al producto de estas por

nameros reales:
4. Producto de un numero por suma de matrices: Dadas dos matrices A, = (aij )mn

Y B = (bij )mn de la misma dimension (para poder sumarse), y dado k € R se tiene

que

k-(A+B)=k-(a; +b;)=(k-a;)+(k-b;)=k-A+k-B

5. Suma de numeros por una matriz: Dados k,s € R, y dada la matriz A, = (aij )mn

se tiene que

(k+s)-A=(k+s)-(a;)=(k-a;)+(s-a;) =k-A+s-A

6. Producto de nimeros por matriz: Dados k,s € R, y dada la matriz A, = (aij)

se tiene que
k-(s-A)=(k-s)-A=(s-k)-A=s-(k-A)
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Sesidn 5: Operaciones con matrices 11

Contenido tedrico:

Asi como la suma de matrices y el producto por un numero se definen de forma muy
sencilla, el producto de matrices es complicado. Por eso, empecemos multiplicando dos

matrices especiales.

El producto de un vector fila por un vector columna, ambos con el mismo numero de
componentes, es un numero que se obtiene multiplicandolos término a término y

sumando los resultados:

b11
b21
(a11 a, Q5 .. aln)' b31 =ay 'b11 +4a, 'b21 +a;, 'b31 +...t+a, ’bnl

bnl

Para multiplicar dos matrices A, = (a )mn Y By = (bij )np, es necesario que el nimero

ij
de columnas de A coincida con el nimero de filas B para poder realizar los productos
fila por columna como se ha realizado el producto anterior, pues asi los vectores fila de
la matriz A tendran el mismo numero de componentes que los vectores columna de la

matriz B.
El producto A - B es otra matriz C,,, = (cij )mp cuyos elementos se obtienen del siguiente

modo:

n
2 | _
=a, b +a, b, +..+a, b, _Zaik by
k=1
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Sesidn 6: Propiedades del producto de matrices

Contenidos teoricos:

Respecto a la no conmutatividad del producto no hay contenidos teéricos como tal, ya
que por la propia definicion del producto se puede observar que no se pueden
multiplicar las matrices en cualquier orden, y ademas, que aunque se puedan multiplicar

no tiene por qué obtenerse la misma matriz producto al multiplicarlas en un orden otro.

Para constatar la no conmutatividad es preferible realizar varios ejercicios y problemas

que ratifiquen este hecho, demostrandolo asi de una forma més practica.

Sesion 7: Tipos de matrices |

Contenido teérico | (Previo al problema de introduccion a la matriz unidad):

Para tratar estos tres tipos de matrices, es necesario considerar previamente la definicion

de diagonal principal:
1. Se llama diagonal principal de una matriz A=(a;) a la diagonal formada

por los elementos a; con i=j.

Ejemplo de diagonal principal:
Los elementos de la diagonal principal de la matriz A definida en

el apartado anteriorson 1,4y -1
Ahora si, definimos los tipos de matrices establecidos para esta sesion:

e Se dice que una matriz cuadrada A es triangular superior si todos los

elementos que estan por debajo de la diagonal principal son nulos.

Ejemplo de matriz triangular superior:

1 3
A=|0 -1 1
0 0
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Se dice que una matriz cuadrada A es triangular inferior si todos los elementos

que estan por encima de la diagonal principal son nulos.

Ejemplo de matriz triangular inferior:

Se dice que una matriz cuadrada A es diagonal si todos los elementos que estan
tanto por encima como por debajo de la diagonal principal son nulos, es decir, si

es tanto triangular superior como inferior.

Ejemplo de matriz diagonal:

0 0O
A=0 1 0
0 01

Contenido teérico Il:

La matriz identidad (o unidad) de orden n, es una matriz cuadrada de orden n,

representada por |,, en la que todos sus elementos son cero, excepto los de la

diagonal principal gue son unos, es decir, se trata de una matriz diagonal de

orden n con la diagonal principal formada por unos:

O O O

Esta matriz cumple una propiedad muy importante: |, es conmutativa respecto

al producto con cualquier matriz cuadrada del mismo orden, es decir,

An'lnzln'An:An

En otras palabras, |, representa el elemento unitario para el producto de

matrices.
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Sesidn 8: Tipos de matrices 11

Contenidos teoricos:

Teniendo en cuenta la aparicién de la matriz identidad, puede hablarse de matriz

inversa de una matriz dada.

En concreto, sea A una matriz cuadrada (de orden n), diremos que A es inversible si

existe otra matriz B tal que:
An'Bn:Bn'Anzln

En este caso, a la matriz B la llamaremos inversa de A, y la representaremos A~1, asi

podremos expresar mejor:
A-AT=A" A=

No todas las matrices son inversibles. Existen varios métodos tanto para conocer si una

matriz es inversible o no, como para el calculo de la matriz inversa.

Teniendo en cuenta los contenidos de este trabajo, nos limitaremos a matrices que
sabemos que son inversibles y a conocer cémo se calculan las inversas mediante el

método de Gauss-Jordan. No afiadimos la explicacion del método por falta de espacio.

Cuando ya hayamos justificado razonadamente la técnica de obtencion de la matriz

inversa (transformaciones de Gauss-Jordan) se propondra el siguiente problema:
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Anexo I1. Ejercicios y problemas
complementarios para cada
sesion.

81



TFM —Introduccién de las matrices

82



TEM —Introduccioén de las matrices

Sesidn 1: Definicion de matriz

1. Estas son las calificaciones que han obtenido Daniel y Manuel en los cuatro

controles de Matematicas de esta evaluacion

C1 C2 C3 C4
Daniel 8 7 9 10
Manuel 6 8 10 9

a. Elabora una matriz A con estos datos.

b. Calcula la matriz traspuesta de la matriz anterior, A. ;Nos aporta la misma
informacion? ¢En qué se diferencian?

c. ¢(Como podriamos conocer la puntuacién total de Daniel observando la matriz
A? ;Y observando A"?

d. ¢Cémo podriamos conocer la puntuacion media de los controles de ambos

alumnos observando la matriz A? Calculalas.

Escribe una matriz de dimensién 2x3 donde se cumpla que:

L _J2 s ivj=4
YUl si i+ j=4

Escribe una matriz de dimension 4x3 cuyos elementos a;; sean nulos si la suma i+j

es un namero primo y 1 en caso contrario

Determina los valores a,b,c y d para que estas dos matrices sean iguales:

A a+l 2a+1 2 B 3 b+1 d-1
“lc-2 3-a 6 l2c 1 b+2

Escribe una matriz cuadrada de orden 3 cuyos elementos estén determinados por

{o i=j
a; = . .
S VR

esta igualdad:
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Sesidn 2: Operaciones con matrices |

1.

84

Realiza la siguiente operacion matricial:

3 -1 -4 2 -7 5
2 -2|+| 5 -8|-| 0 6
1 -3 -7 4 0 9

-3 4 1 2 ‘
Sean A= yB= . CalculaA + A'—B.
7 4 15

Calcula los valores a,b,c y d para que se cumpla que A = B + C siendo
a b 7 8+d a-2 9 c+9 4 a-1 0 0 b
a 9 c+9 e+2 2 0 a-3 6 1 e 7 d

2 - 3 -5 0 -1
Dadas A= , B= , C= , calcula:
1 3 2 1 1 2

a. 3A—-B+2C

b. 2C+B—-3A
Una empresa produce tres articulos: A, B y C. Los precios de coste por unidad son
32€, 46€ y 71€, respectivamente, y los precios de venta de cada unidad son 53€, 82€
y 140€. El numero de unidades vendidas anualmente de estos articulos es 2100,
1400, y 900, respectivamente. Determina la matriz fila de costes por unidad, la
matriz fila de ventas por unidad, la matriz fila de beneficios por unidad, la matriz

columna de unidades vendidas y el beneficio anual obtenido.

Una cadena de tiendas electronicas tiene dos distribuidores en Lima. En mayo, las

ventas de tv, radio y mp3 en los dos almacenes fueron las siguientes:

TV RADIO MP3

Almacén 1 22 34 16




TEM —Introduccioén de las matrices

TV

RADIO

MP3

Almacén 2 14

40

20

¢Cudl ha sido la venta total de cada producto de la cadena de tiendas electronicas?

Si la direccidn considera que las ventas de Junio aumentaran en un 50% sobre las

ventas de mayo de todos los productos, ¢Cual seré la venta esperada para Junio?
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Sesidn 3: Propiedades de la suma de matrices

1. Considera las matrices

0 16 91 6
A = B =
-1 4 3 1 8 -9
Comprueba con estas matrices la propiedad conmutativa de la suma.

2. Considera las matrices

0 5 5 5
A=[-4 1| y B=|4 -2
1 3 2 3

¢Qué relacién hay entre A-ByB - A?
3. Considera las matrices

1 -1 4 0 1 2 -2 1 2
(0 -1 3] (—1 0 3} (—1 4 3)

Calcula:
a. A+B-C c. -A-B+C e. A-(B-C)
b. A-B+C d. —A+B+C f. C-(A+B)

4. Determina una matriz X que verifique A+X=B siendo

-6 1 2 01 2
A: B:
(—1 0 4] (1 9 3}

5. Dadas las siguientes matrices:

1 7 1 7 -2 4

0 O 0 -3 7 2
A= B= C=

2 4 2 5 0 -1

3 -1 -1 2 -3 1

Encuentra una matriz X que cumpla la siguiente ecuacion matricial:
(A-C)+X—-A=B
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Sesidn 4: Propiedades de la suma y del producto por un escalar de matrices

1. Realiza las siguientes operaciones matriciales teniendo en cuenta en todos los

apartados las propiedades de la suma de matrices junto al producto de una matriz

por un escalar:

2) (-1 (2
a. 3|1+ 0]-|1
~1) 1) (-2
~3 - ~3 -1 ~3 -1
b. 4- -7 +122.
1 1 2 1 2
1 -1\ (2 4 1 8
c12-5-02+70—%-02
3 -1) (1 -3 —4 3
L (60 48 132 72
~108 0 -24 12

2. Determina los valores de t para que se cumpla la siguiente ecuacion

, (2 3
te- +
1 -1

2 3
3t- +
.

oo A Aol

3. Determina el valor de x para que se cumpla la siguiente ecuacion

1 -1 5

2 4 -1
3X-

0 3 1

1 0 2

2
0
1
0

4. Dadas las siguientes matrices

g

3 -12 6 -3) (0 3 3 3
9 0 3 12| |-1 4 -2 -4
Mo -6 -15 0| |0 5 6 1
3 6 -9 6 2 -2 5 -2
11 4 2} B_[l 0 1 4 2)
2 0 2 -1 3 20 -3 -1°5

Realiza la siguiente operacion matricial:

1
5A+3(A+B)~ 4B
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Sesidn 5: Operaciones con matrices 11 (Producto de matrices)

1. Considera las matrices:

4 1 -2
3 0 -2 1 2
4 -8 -1 0 4
1 0 2
Realiza, si es posible, los siguientes productos:
a. AB c. AC
b. BA d. BC
2. Con las siguientes matrices:
-1 2
1 -1 0 0 -1
A= B=0 5 C=
0 -2 3 2 6
3 8
Calcula, si es posible:
a. ABC c. A(B-C)
b. 2AB d. B(3C)

3. Sea A una matriz mxn.
a. ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ;Qué
dimension tiene?
b. ¢Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si

existe, ¢ Qué dimension tiene?

11
c. Buscaunamatriz B tal que BA=(0 0)siendo A=|0 1
00

. 1 -1 1 1
4. Dadas las matrices A= yB=
2 -1 4 —

a. Calcula ABy BA.
b. Comprueba que (4 + B)? = A? + B?

88



10.

TEM —Introduccioén de las matrices

Sean A una matriz de dimension 5x3, B una matriz de dimension mxn y C una
matriz de dimension 4x7. Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
¢ Cuales son las dimensiones de B y de ABC?

Dadas tres matrices A, B, y C, se sabe que ABC es una matriz de dimensién 2x3,

y que BC es una matriz de dimension 4x3. ;Cudl es el orden de A?

) 11
Sea la matriz A = 0 1 . Calcula A

010
Sea la matriz A={0 0 1]. Encuentra la regla de célculo de las potencias
100

sucesivas de A, es decir, de A™, para cualquier nimero natural n.

. 1 a
Sea la matriz A= :
01

a. Para cada numero natural n, hallar A™
b. Calcular A??2 — 124% + 24

Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones:
N, L y S. Produce del modelo A: 400 unidades en la terminacion N, 200
unidades en la terminacion L y 50 unidades en la terminacién S. Produce del
modelo B: 300 unidades en la terminacion N, 100 unidades en la terminacion
L y 30 unidades en la terminacién S. La terminacion N lleva 25 horas de taller
y 1 hora de administracion. La terminacion L lleva 30 horas de taller y 1.2
horas de administracion. La terminacion S lleva 33 horas de taller y 1.3 horas

de administracion.
a. Representar la informacion en dos matrices.

b. Hallar una matriz que exprese las horas de taller y de administracion

empleadas para cada uno de los modelos.
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90

11. Una fabrica elabora dos tipos de productos, X e Y, que vende a tres empresas
A,B, y C. Inicialmente distribuia 1000 unidades de cada producto a cada una,
pero hoy la empresa A recibié 600 unidades de X y 300 de Y; la empresa B
recibié 400 unidades de X y 800 de Y, y la empresa C recibié 900 unidades de X
y 700 de Y. Representa mediante una matriz esta informacién anterior y
representa mediante otra matriz las disminuciones porcentuales que han
producido en la distribucion de los productos a estas empresas ¢Queé representa

la matriz producto respecto al contexto del problema?

Sesion 6: Propiedades del producto de matrices

1. Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad

conmutativa multiplicando estas matrices:

2 0 -2 1 2 1
A=|1 5 -3| B=|5 1 -3
2 0 2 0 0 2

2. ¢Qué deben cumplir dos matrices A de dimension mxn y B de dimension pxq

para que, por lo menos, se pueda realizar el producto AB y BA?

3. Halla todas las matrices que conmutan con las siguientes:

A
e )

4. Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices

con respecto de la suma utilizando estas matrices:

28 o) 3
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Sesién 7: Tipos de matrices |

2
3
4.
5

Escribe una matriz de cada tipo:
a. Simétrica
b. Triangular inferior
c. Triangular superior
d. Diagonal
Sea A una matriz simétrica ;Como es su traspuesta? Pon un ejemplo
Sea A una matriz diagonal ;Como es su traspuesta? Pon un ejemplo
Sean dos matrices triangulares inferiores ;Como es su suma? ;Y su producto?

Sean A y B dos matrices diagonales ¢(Como es el producto AB? ;Qué cumplen

respecto al producto de matrices?

6.

Disefia un problema de forma que la matriz que represente los datos del mismo

sea una matriz triangular inferior.

7.

Se dice que una matriz A es ortogonal si cumple que
AAt =]
Donde A' es la matriz traspuesta de A e | es la matriz identidad.

Sean las matrices

1 2 1 1 -1 -1
A=|0 0 1 B={0 1 1
-1 1 -1 -1 1 0
¢Son ortogonales?
8. Sea la matriz
a

A=[0 cosb senb
0 —senb cosh

¢Para que valores de a 'y b es ortogonal A?
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TFM —Introduccién de las matrices

Sesidn 8: Tipos de matrices 11

1. Dada la matriz

1 0 -1
A=|0 x 3
4 1 -—-x

Donde x es un namero real, halla los valores de x para que la matriz A posea
inversa.

2. Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

1 0 1 1 -1 0
2 -4
A=( JB=—12 3| C=|-1 1 0
-1 4
2 0 -1 0 1
3. Hallalainversa de la matriz
1 2 1
A=|0 1 1
2 10

-1 2 0 -2
4. Dadas las matrices A:( L OJ B:[ 1 3 j calcula (A™H) 'y (B7HB

¢ Por qué se obtiene este resultado?

) e

i. Compruebaque (A4B)"t =B~1471

ii. Calcula (B%)™1, de la manera mas rapida posible

5. Sean las matrices

1 2
6. Dada la matriz A:[C% 4j,calcula (AtA™H2A.
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