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A. Estado de la ensefianza del objeto matematico

Este trabajo trata sobre la posicion relativa de rectas y planos en el espacio. Esta
unidad didactica esta pensada para un nivel de 2° de Bachillerato de Ciencias (tanto el

tecnoldgico como el de ciencias de la salud), en la asignatura de Matematicas I1.

Intentaré en este apartado resumir, en la medida de lo posible, todos los aspectos
de la unidad didactica que desarrollaré en profundidad en los apartados siguientes. Es

decir, introducir los campos de problemas, las técnicas y las tecnologias.

Campo de problemas: la intencion es encontrar problemas contextualizados, que
permita incidir en la interpretacion geométrica de los resultados, intentando equiparar en
importancia a la clasica interpretacion y resolucién algebraica. Se usara con cierta
frecuencia (aunque no exclusivamente) problemas enmarcados dentro del contexto del
desarrollo de videojuegos, al ser este un &mbito donde este tipo de problemas aparecen

de manera natural.

Técnicas: enumeramos a continuacion las técnicas que pensamos introducir. La
eleccion de estas técnicas no es arbitraria, sino que estdn pensadas con la intencién de
facilitar y justificar la interpretacion geométrica de lo que esta ocurriendo, que es el
interés central de esta propuesta.

1. Calculo de la posicion relativa de recta y plano

1.1 Con la recta en ecuaciones implicitas y el plano en su ecuacién general
1.2 Con la recta expresada como un punto y el vector director

2. Célculo de la posicion relativa de dos rectas
2.1 Con las rectas en sus ecuaciones implicitas
2.2 Con las rectas dadas por un punto y un vector

3. Célculo de la posicion relativa de dos rectas
3.1 Con las rectas en sus ecuaciones implicitas
3.2 Con las rectas dadas por un punto y un vector

4. Calculo de la posicion relativa de dos planos
4.1 Con los planos en su ecuacion general

5. Calculo del haz de planos que contienen una recta

6. Calculo del haz de planos perpendiculares a una recta



7. Célculo del angulo de incidencia de dos objetos geométricos (planos o
rectas) secantes

Tecnologias: enumeramos a continuacion las tecnologias que nos van a permitir
justificar las técnicas:

1. Rango de matrices como medicion de la cantidad de vectores
linealmente independientes

2. Interpretacion geométrica del producto escalar

3. Haz de planos

B. Estado de la ensefianza del objeto matematico

Para este apartado se ha observado lo expuesto en tres libros de 2° de Bachillerato,

los correspondientes a la editorial Anaya (2016), SM (2016) y Marea Verde.

1. Justificacion habitual del objeto matematico

Antes de analizar en profundidad la justificacién del objeto matematico, cabe
destacar que en cursos superiores la justificacion de las herramientas y conceptos que se
introducen suelen reducirse cualitativamente respecto al esfuerzo que se hace en cursos

inferiores.

Anaya: el tema que introduce la posicidn relativa de objetos geométricos en el
espacio comienza con una introduccion historica de la aparicion de la geometria no
euclidea. En cuanto a la parte del tema en la que se introducen las partes relativas, no hay
una justificacion previa. Simplemente introduce las posibilidades que hay y cémo

calcularlas.

SM: el capitulo comienza hablando sobre la cueva de Naica, en México, y la
forma geométrica de los cristales que contiene. Indica también que la geometria del
espacio sirve para representar el mundo exterior y es vital para la ingenieria, la
arquitectura y el disefio 3D por ordenador, aunque sin indicar exactamente en qué medida

ni como.



Representacion Ingenieria Arquitectura Diserio asistido
del mundo exterior por ordenador

SM: Inicio de la unidad diddctica

Respecto a la parte del tema que trata sobre las posiciones relativas, de nuevo no
hay una justificacién como tal sino que se limita a dar las técnicas para poder conocer las

posiciones relativas.

Posiciones relativas de dos planos

Para determinar las posiciones relativas que pueden adoptar dos planos mt y ' en el espacio, se
estudia la compatibilidad del sistema formado por sus ecuaciones implicitas:

m:Ax+By+z+0=0
mA'x+8y+C'z+0'=0

A B C | ABCD
Para ello, se observan los rangos dEM—[A, g E,]yM—[A, g C D']'

Se pueden dar los siguientes casos:
= rgM)=rg(M) =1 Planos coincidentes
El sistema es compatible indeterminado con dos parametros.
«rg(M)=1<rg(M)=2 Planos paralelos
El sistema es incompatible,

s rglM) =rg(M) =2 Planos secantes

El sisterna es compatible indeterminado con un pardmetro. La recta r secante a ambos planos
estad determinada, precisamente, por las ecuaciones de los dos planos.

SM: Técnica de la posicion relativa de dos planos

Marea Verde: este libro no tiene una introduccion para el capitulo sobre
geometria, de manera que no se justifica ni siquiera el objeto general de la geometria antes
de ensefiar las técnicas. A lo largo del capitulo no se incluye ninguna justificacion mas.
La parte que inicia esta unidad didactica se limita a enumerar la terminologia que va a
usar y adelanta la técnica que usaré a lo largo de todo el tema.



3. POSICIONES RELATIVAS

Hablamos de posiciones relativas para indicar si dos o mas figuras en el espacio tienen o no puntos en
comun. Las situaciones basicas a reconocer son:

Secantes: Las figuras tienen uno o mas puntos en comun.

Mo secantes: Las figuras no tienen puntos en comun.

L A

Coincidentes: Todos los puntos son comunes, por tanto son la misma figura.

4. Contenidas: Todos los puntos de una figura pertenecen a la segunda, pero no a la inversa.
Ademas, podemos clasificarlas en funcion de su direccion como:

1. Paralelas: Todos los puntos de una figura estan a la misma distancia de la otra.

2. Perpendiculares: Las figuras forman un angulo de 90°.

La estrategia fundamental para abordar este apartado es:

El tercer concepto basico para resolver problemas de geometria en el espacio:

“Para determinar los puntos en comun de dos figuras (si existen) se resolvera el

sistema formado sus ecuaciones”

Marea Verde: Parte inicial del tema

A modo de conclusion, habria que decir que ningun libro de los consultados ofrece
una justificacién satisfactoria al tema de la geometria en general ni desde luego al tema

de las posiciones relativas de cuerpos geométricos en el espacio en particular.

2. Campos de problemas, técnicas y tecnologias

La ausencia de justificacion del objeto matemético hace que el campo de
problemas sea practicamente inexistente. Los ejercicios que se incluyen en este sentido
no es mas que una practica de las técnicas mostradas en el capitulo. Esto principalmente
se debe a la existencia de la prueba objetiva realizada al final de 2° de Bachillerato, que

hace que los textos se centren en ejercitar las técnicas que se piden en dicha prueba.

Veamos las técnicas que se muestran y las tecnologias asociadas. Se toma como
referencia las incluidas en el libro de la Marea Verde, aunque las de todos los libros son

analogas.

1. Posicion relativa de dos planos mediante su ecuacion general: se considera

el sistema generado por las ecuaciones de los planos, y se estudia el sistema
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mediante el rango de las matrices asociadas para ver si son coincidentes,
paralelos o secantes. La tecnologia es la discusion asociada a las posibles
soluciones encontradas del sistema generado:

a. rg(M) =rg(M*) =1 < n2incdégnitas = S.C.I: Al haber infinitas

soluciones y las matrices de rango uno, significa que los planos son
coincidentes. Incide en que esto ocurre Unicamente si las filas de M y
M™ son proporcionales, lo que indica que el plano es el mismo pero

expresado de dos maneras distintas.

TT]'TT‘J

Marea Verde: Planos coincidentes

b. rg(M) =1 # rg(M*) = 2= S.I: El sistema no tiene solucion, lo

cual implica que los planos son paralelos. La interpretacion que da de
esto es que rg(M) =1 implica que los vectores normales son
paralelos, pero que rg(M*) = 2 quiere decir que contienen puntos

distintos.

Marea Verde: Planos paralelos



c. rg(M) =rg(M*) =2 < nincdégnitas = S.C.I: El sistema tiene

infinitas soluciones, pero en este caso los vectores normales no son el
mismo. Al no ser planos paralelos, la Gnica opcion que queda es que
sean secantes. En este caso también concluye que en las ecuaciones
implicitas de una recta, lo que estas dando en realidad son dos planos

secantes que la generan al intersecarse.

Marea Verde: Planos paralelos

2. Posiciones relativas de tres planos mediante su ecuacién general: andlogo
al anterior. Se estudia el sistema de ecuaciones a través del rango de las
matrices asociadas. Las tecnologias son también andlogas a la anterior,
estudiando caso por caso los rangos de las matrices. Por simplicidad afiadimos
los casos que no se derivan del estudio previo:

a. rgiM)=1 # rg(M*) =2= S.I: Tenemos dos opciones: dos

planos coinciden y uno es paralelo o el caso en que los tres planos son



paralelos sin coincidir. Para saber en qué caso estamos, vemos si hay

0 no dos ecuaciones que sean completamente proporcionales.

/,,

/ /

7
7= 2

Marea Verde: Planos paralelos y/o coincidentes

b. rg(M) =rg(M*) =2 <n2incognitas = S.C.I: Si dos ecuaciones

son proporcionales, hay dos planos coincidentes que cortan al tercero
en una recta. Si no, son tres planos distintos que cortan en la misma
recta.

.

)

Marea Verde: planos secantes y coincidentes

c. rgiM)=2 # rg(M*) =3= S.I: En este caso puede ocurrir que

dos planos sean paralelos y corten a un tercero (esto se comprueba
mirando si hay dos vectores normales proporcionales), o que los tres
planos definan un prisma.



-

-

L

Marea Verde: Planos paralelos y/o coincidentes

3. Haz de planos secantes a una recta: se define como el conjunto de planos
que contienen a dicha recta.

4. Haz de planos perpendiculares a una recta: analogamente al caso anterior,
se define como el conjunto de todos los planos perpendiculares a esa recta.

5. Posicidn relativa de una recta en implicitas y un plano en su ecuacién
general: partiendo de una recta en implicitas (interseccion de dos planos) y el
plano en ecuacion general, se estudia su posicion relativa en funcién de los
rangos de las matrices asociadas al sistema de ecuaciones generado por los
planos que generan la recta y el plano sobre el que se quiere estudiar su
posicion relativa. En la justificacion de esta técnica entra el haz de planos.

6. Posicién relativa de dos rectas en el espacio segln sus ecuaciones
implicitas: partiendo de la ecuacion de las rectas en ecuaciones implicitas, se
estudia el rango del sistema generado por las cuatro ecuaciones de los planos

que generan las dos rectas.

3. ¢Qué efectos produce esta ensefianza en el aprendizaje?
El enfoque tan excesivamente algebraico y matricial de este problema, hace que
el alumno pierda el sentido espacial de lo que esta haciendo. EI alumno termina por

memorizar los pasos para resolver el problema, alejandose de la vision tridimensional.

Por otro lado, es comprensible esta vision tan pragmatica debido al curso en el
que se imparte este objeto matematico y la gran cantidad de materia que se tiene que

incluir.
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C. Sobre los conocimientos previos del alumno

1. ¢Qué conocimientos previos necesita el alumno?

Enumeramos a continuacion los conocimientos previos que necesita el alumno

para afrontar la unidad didactica sin problemas. A pesar de ser esta una unidad didactica

centrada en la interpretacion geometria de la posicion relativa de rectas y planos,

también apareceran aqui conocimientos pertenecientes al &mbito algebraico.

N o g ~ w D E

10.

11.
12.

13.
14.
15.

Creacion de un vector a partir de dos puntos

Calculo e interpretacion del producto escalar

Calculo e interpretacion del producto vectorial

Concepto de ortogonalidad en el espacio tridimensional

Célculo de la ecuacion de una recta dada un punto y un vector director
Célculo de la ecuacion de un plano dado un punto y un vector normal
Calculo de la ecuacién de un plano dado un punto y dos vectores
contenidos en el plano

Célculo de la ecuacion de un plano dados tres puntos contenidos en el
plano

Manejo de los distintos tipos de ecuaciones de rectas, y conversion de un
tipo a otro

Manejo de los distintos tipos de ecuaciones de planos, y conversion de un
tipo a otro

Calculo del rango de una matriz

Interpretacion del rango de una matriz como el nUmero de vectores
linealmente independientes

Calculo del determinante de una matriz

Relacion entre el rango de una matriz y el determinante

Estudio de las posibles soluciones de un sistema de ecuaciones

algebraicamente

2. ¢El alumno cuenta con estos conocimientos?

La ventaja que tiene esta unidad didactica respecto a otras es que todos y cada uno

de los conocimientos, técnicas y herramientas necesarios se han visto este mismo curso.
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Hay dos estructuras clasicas que siguen los profesores de matematicas a la hora de
impartir la asignatura de Matematicas Il. Una, es comenzar por el tema de analisis,

debido a que en torno al 40% del temario forma parte de este apartado.

No obstante, la mayor parte de los profesores suelen comenzar por la parte
algebraica. Esto suele hacerse asi para continuar inmediatamente por la geométrica,
debido a la gran relacién entre una y otra. Ademas, esta opcion permite dejar la parte de
analisis al final, lo cual permite que el alumno lo tenga mas reciente de cara a la prueba

objetiva al final de curso.

En cualquier caso, todos los conocimientos necesarios para afrontar esta unidad
didactica se habran visto en el tema anterior, de manera que no sera necesario, a priori,

tener que introducir conceptos nuevos en esta propuesta.

3. ¢Cbmo se va a asegurar que el alumno posea estos conocimientos previos?

Como se ha dicho anteriormente, sera el propio profesor el que habra visto en las
lecciones anteriores todos los conocimientos previos, ya que los habra impartido en las
sesiones anteriores. Esto implica que sera durante el desarrollo de esas unidades

didacticas que el docente valorard si los alumnos poseen o no los conocimientos previos.

Sabiendo cudles son los conceptos necesarios y clave para el buen desarrollo de
esta propuesta, bastara con que el docente prepare material para subsanar los conceptos
que resulten méas problematicos, para lo cual se reservara el primer dia de la unidad

didactica.

D. Sobre la secuencia didactica y su cronograma
1. Indica la secuenciacion de la unidad didactica

Esta propuesta tiene, como eje vertebrador, el uso del programa de software
gratuito GeoGebra. La primera sesion servira, ademas de para recordar conceptos clave,
para introducir el uso del programa. Es totalmente gratuito, libre y de uso muy sencillo.
En todas las sesiones se usaran los ordenadores que proporciona el programa Escuela 2.0,
para que cada grupo de trabajo pueda contar con un ordenador, para poder trabajar

simultaneamente de manera digital y manual. El uso de este software ha sido elegido
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debido al demostrado éxito que tiene en su doble enfoque (algebraico y geométrico), que
casa perfectamente con el que pretende trabajar esta experiencia (Hall J.,Chamblee, G.,
2013).

También es necesario comentar, como se ha insinuado anteriormente, que el
trabajo serd por grupos de 4 alumnos. Durante la parte correspondiente a las clases del
enunciado e institucionalizacion de las técnicas, dos miembros del grupo deberan trabajar
con el programa, mientras que los otros dos trabajaran manualmente. La idea es que
después de que cada uno trabaje por separado, pongan en comun lo que han ido

aprendiendo con las diferentes maneras de resolver el problema.

- Repaso de los conceptos necesarios e introduccion a

1
GeoGebra
- Enunciado de la Propuesta 1 a los alumnos
2 - Institucionalizacion de las técnicas asociadas al calculo de la

posicion relativa entre recta y plano

- Enunciado de la Propuesta 2 a los alumnos

3 - Ejercitacion de las técnicas asociadas al célculo de la posicion
relativa entre recta y plano (con y sin contexto)

- Enunciado de la Propuesta 3

4 - Institucionalizacion de las técnicas asociadas al calculo de la
posicion relativa entre planos

- Ejercitacion de las técnicas asociadas al calculo de la posicion
relativa entre planos (con y sin contexto)

- Enunciado de la Propuesta 4

6 - Institucionalizacion de las técnicas asociadas al célculo de la
posicion relativa entre rectas

- Ejercitacion de las técnicas asociadas al calculo de la posicion

7 . .

relativa entre rectas (con y sin contexto)
8 - Repaso y ejercitacion de todas las técnicas combinadas
9 - Realizacién de una prueba de evaluacion

2. Establece una duracién temporal aproximada

Debido a que esta unidad didactica esta pensada para realizarse a lo largo de 9
sesiones, y que la asignatura de Matematicas Il tiene asignadas 4 horas semanales, la
duracion total sera de algo mas de dos semanas contando la evaluacion. En la
organizacion general del curso se dejaran dos sesiones mas, por si hubiera cualquier

contingencia.
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E. Razones de ser del objeto matematico

1. ¢Qué razones de ser vas a tener en cuenta en la introduccion del objeto
matematico?

La idea principal es tratar de reforzar el enfoque geométrico del objeto
matematico. La razon de ser va a radicar en hacer necesario comprender el resultado a
nivel visual por las implicaciones préacticas de los enunciados que inicien el debate sobre

el objeto matematico.

Es decir, los problemas estaran planteados para que una resoluciéon de tipo
algebraico, aunque necesaria, no sea suficiente para dar una respuesta satisfactoria al
problema y sea necesaria una interpretacion espacial de lo que est& ocurriendo. Esta doble
sinergia entre algebra y geometria permite relacionar dos aspectos diferentes de las
matematicas, redundando en un mayor interés y facilidad de comprension por parte del

alumno debido a la naturaleza de las tareas que se les van a proponer (Cetner, M., 2015).

También va a ser importante presentar en clase una representacion espacial de lo
que se esta haciendo. Para ello se recurrira al software gratuito Geogebra, aunque se veran

ejemplos de esto mas adelante.

2. ¢Coinciden con las razones de ser historicas que dieron origen al objeto?

Es dificil establecer las razones de ser historicas del objeto matematico referente
a calcular las posiciones relativas de planos y rectas en el espacio. La aproximacion mas
rapida seria la referente al nacimiento de la geometria analitica de la mano de Descartes,
entre otros. No obstante, en su origen las coordenadas de descartes eran en dos

dimensiones (por no decir gue ni siquiera entendian a negativos como ndmeros.

Respecto a la posicion relativa de planos y rectas en el espacio, no es facil
determinar la razon de ser historica, aunque es poco probable que partiera de ejemplos
practicos, dado que los problemas practicos que se pueden sacar no dejan de ser

abstracciones relativamente artificiales, y es dificil que aparezcan de modo natural.

3. Disefia uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de los
distintos aspectos del objeto matematico a ensefiar
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Propuesta 1: En un videojuego, el jugador decide disparar una bala. EI motor de
juego sabe que la bala sale desde el punto (0,2,3) en direccion (1,1,0). Para no saturar el
procesador, las balas desaparecen automaticamente cuando la bala tenga una altura
(medida por el eje Z) superior a 20. ¢ Llegara a desaparecer la bala? Si ves algin problema,

¢ Como podrias solucionarlo? ;Y si dispara en la direccion (1,1, —1)?

Este problema no solamente parte de un ejemplo concreto y practico, sino que es
imprescindible hacerse una buena idea visual de lo que ocurre para empezar a proponer
soluciones al problema. Es fécil cambiar los datos del problema para discutir las

diferentes situaciones que genera la posicion relativa de recta y plano.

El uso de las posiciones relativas en los videojuegos es especialmente interesante
por varios motivos. El principal es que es un ejemplo muy cercano a los estudiantes.
Muchos de ellos los usan con mucha frecuencia y es una realidad conocida y cercana a
casi todos ellos. Ademas aparecen de manera natural desde un punto de vista profesional,
de manera que es dificil que se genere esa sensacion en el alumno de que el problema sea

artificial. Otro ejemplo, algo més complejo, podria ser el siguiente:

Propuesta 2: En ese mismo videojuego, el jugador, que estd en la
posicion (3,2,0) quiere saltar en la direccion determinada por el vector (1,0,1). No
obstante, el juego solamente le permite hacerlo si no hay ningln obstaculo en 10 unidades
de distancia en la direccion del salto. Sabiendo que hay una pared cuya normal es

(0.5,—1,0) en el punto (0,2,0), ¢dejara el juego saltar al jugador?

Esta segunda propuesta es interesante porque empieza a ser crucial la
interpretacion visual. Por un lado, el plano descrito de hecho corta a la recta que genera
el jugador, pero lo hace por debajo del suelo y en la direccion contraria a la del salto. Esta
distincion es crucial para que el alumno interprete el resultado visual y no solamente

obtenga la solucion.

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacién en el aula

La idea principal consistird en ir construyendo poco a poco el problema entre
todos, a fin de que entiendan bien lo que hay implicado en el proceso. Esta eleccion se ha
hecho asi debido a la aparente complejidad de los enunciados en bruto. Se muestra a

continuacion a modo de ejemplo el problema de posicién entre recta plano.
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Se dira a los alumnos, si no se ha introducido en clases previas, que un motor de
videojuegos sabe en todo momento la posicion de todos sus elementos, asi como la

direccion en la que se mueven y el vector normal de sus caras (si las tiene).

Una vez hecha esta pequefia introduccion, se propondra el problema nimero 1 sin
los datos. Es decir, se preguntard, sabiendo cuando desaparecen las balas, como haré el
motor para saber si la bala desaparecera o no. La primera parte pasara porque piensen,

entre todos, qué datos necesitaran preguntarle al motor para poder resolverlo.

Cuando se haya discutido esta parte, se permitira a los alumnos que piensen en
posibles respuestas, trabajando como se suele hacer en APB. Finalmente, cuando los
alumnos lleguen a una solucion algebraica y se institucionalice la técnica, se les
preguntara a los alumnos por el qué estd pasando y porqué la bala no choca nunca con el

plano.

Finalmente, se mostrara a los alumnos una vista en Geogebra del problema para
discutir qué interpretan de la imagen. Antes de dibujar cada elemento, se pedira a los
alumnos que piensen como aparecera dibujado, con el fin de que mejoren su intuicidn

espacial.

Imagen 1: Propuesta 1

Una vez concluida la parte uno, y con la imagen del GeoGebra proyectada, se les
preguntara a los alumnos como poder solucionar el problema que tiene el juego. La idea
es que busquen planos que permitan, llegado el caso, que la bala desaparezca. Lo mejor
seria que aparecieran soluciones del tipo x =12, y = 12, etc. Cuando esta discusion haya
Ilegado a su fin, se dibujara como quedarian todos los planos propuestos en clase.
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Para finalizar se volvera a la situacion inicial del problema. Al hallar los puntos
de corte de la nueva direccion de labala y el plano z = 12 comprobaran que tiene punto
de corte, de manera que es posible que muchos digan que efectivamente la bala
desaparecera. La discusion vendra de si el punto de corte estd por delante o por detras de
la direccion. Esto se podra discutir mediante las coordenadas paramétricas de la recta y

el signo que toma el parametro A en el punto de corte.

F. Sobre los campos de problemas

1. Disefia los distintos tipos de problemas que vas a presentar en el aula

Vamos a disefiar los problemas que van a generar las diferentes situaciones.
Pondremos un ejemplo de cada pareja de cuerpos geométricos concretos: recta y recta y

plano y plano. Ejemplos de recta y plano se puede ver en las Propuesta 1y 2.

Hay que tener en cuenta que este tema se iniciara con la posicion relativa entre
planos, por resultar su estudio mas sencillo y servir como un punto de partida perfecto

para entender las ideas principales de todo el capitulo.

Propuesta 3: en un estudio de arquitectura, el arquitecto jefe recibe las ecuaciones
de los planos de la fachada frontal de un edificio (x + 3y + z = 1) y de su tejado (2x +
6y + 2z = 11).

a. En seguida encontré que habia un error, ¢eres capaz de verlo?
b. Después de corregir el error, le pasan el plano correcto, que es x +

2y + 10z = 24. ;Cual serd la ecuacion de la recta de la cornisa?
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La discusién de este problema permitira establecer una manera rapida de ver si los
planos son o no paralelos (y coincidentes). Ademas puede servir para introducir (sin
profundizar), la problemética de acotar regiones del espacio a través de formulas. Esto es

asi debido a que los alumnos pueden detectar que la ecuacion de la recta es infinita y una

Tejado

Fachada

Imagen 2: Propuesta 3

cornisa, por el contrario, no lo es.

Propuesta 4: en un videojuego, dos tiradores disparan a la vez. Uno (llamado
Soldado 1 en la imagen de abajo) esté en el suelo, en la posicién (3,1,0) y apunta en la
direccion del vector (1,2,2). El otro (llamado Soldado 2 en la imagen de abajo), situado
sobre una colina en la posicion (3,3,2) dispara una bala en la direccion del vector (-1,-
4,-4). ¢ Llegaran las balas a chocarse? ¢ Algun soldado saldra herido? Sabiendo que los
soldados ocupan Unicamente un punto, ¢podrian resultar heridos los dos

simultaneamente?
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Imagen 2: Propuesta 4

La ventaja de este problema es que se pueden dar situaciones distintas e
interesantes en funcion de los datos. Se les puede preguntar cbmo hacer para que los dos
soldados resulten heridos sin moverse (si se puede), o para que solamente uno lo sea. De
nuevo, y como esta siendo el objetivo del presente trabajo, en este ejercicio es
imprescindible una interpretacion geométrica de los datos para conseguir llegar a la

solucioén.

2. ¢Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucion de dichos
problemas?

Como ya hemos indicado en el apartado anterior, la técnica inicial es el calculo de
la posicion relativa de planos y planos, asi como su interpretacion geométrica y espacial.
Veamos las modificaciones de la técnica que aportan la Propuesta 1, la Propuesta 2 (que
aparecen en el apartado D), y la Propuesta 4, que son los que introducen el resto de

posiciones relativas.
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Propuesta 1: en la resolucion de este ejercicio aparece la técnica de la posicion
relativa de recta y plano. En este caso tienen que poder montar un sistema de ecuaciones
con la recta, para lo cual tendran que usar su ecuacion implicita. También tienen que

interpretar qué significa que el sistema no tenga solucion.

La segunda parte de este ejercicio, donde se nos pide como solucionar que la bala
no desaparezca, requiere ademas que sean capaces de buscar un plano que haga que
desaparezca la bala en determinado momento. Esto supone darle la vuelta a los ejercicios

generales, donde te dan los cuerpos y te piden que halles la posicion relativa.

La Gltima parte del ejercicio, que nos pide que digamos qué ocurre si se dispara
en una direccion concreta, permitira introducir la técnica para conocer el sentido en el que

“avanza’ una recta.

Propuesta 2: este ejercicio, a pesar de ser también de posicion relativa de recta 'y
plano como la propuesta anterior, ofrece un punto de vista distinto que implica tener que

calcular distancias entre el punto de corte del plano y la recta y la posicion del jugador.

Aunque se supone que el conocimiento de distancia entre puntos en el espacio ya
ha sido visto con anterioridad, aqui es quiza la primera vez que se necesita una aplicacion

concreta a un problema.

Propuesta 4: este ejercicio modifica la tecnologia vista en los ejercicios anteriores
para discutir como generar un sistema de ecuaciones para hablar sobre la posicion relativa
de rectas en el espacio. Esto implica tanto como generar el sistema como como discutir

las posibles soluciones.

También la discusion sobre como hacer para que cada soldado pueda acertar
implica que, como ocurria en la Propuesta 1, los alumnos tengan que construir los objetos

matematicos para que la posicion relativa sea una determinada.

3. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula

Veremos, como ejemplo, como seria la metodologia de la Propuesta 4. En este
problema la parte que tiene mas complejidad algebraica es montar y resolver el sistema
de ecuaciones. Después de exponer el enunciado, se pedira a los alumnos que piensen en
maneras de resolver el problema. Como se ha indicado anteriormente, de los grupos

formados, dos usaran GeoGebra y dos lo haran de manera manual. A estas alturas
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probablemente los alumnos ya hayan deducido que estos problemas consisten en observar
las posibles soluciones que tenga un sistema de ecuaciones concreto. Al aparecer esto
después de haber visto posicion relativa entre recta y plano también puede que se les
ocurra pasar las ecuaciones de las dos rectas a implicitas y montar asi el sistema. En caso
contrario, se puede discutir qué similitudes existen entre este problema y los anteriores

resueltos.

Una vez que se acuerda la manera de proceder, esto es, resolviendo el sistema de

ecuaciones en implicitas

2x —y =15

2x —z=6
—4x+y=-9
—4x+z=-10

Una vez que se ha resuelto el sistema, aparece la solucion (2, —1, —2). Asi pues,
es probable que los alumnos concluyan que efectivamente las balas colisionan. Y es aqui
donde entra en escena la interpretacién geométrica. Se dibujara la situacion en GeoGebra,
como se Ve en la Imagen 2, y se les preguntara si siguen creyendo que chocan. Si llegados
a este punto sigue sin verse que no chocan, se les recordara que el valor en el eje Z indica
la altura del objeto, y que interpreten qué significa que el valor en z del punto de colision
sea negativo, y que lo comparen con las direcciones en las que fueron lanzadas las balas.
Estos pasos intermedios se irdn introduciendo conforme los alumnos vayan teniendo

dificultades, si es que esto llega a ocurrir.

Una vez llegados a este punto, se pide calcular la direccién en la que tiene que
apuntar cada uno para dar al otro. Esta parte sea probablemente la mas facil, puesto que
es calcular el vector que une dos puntos. Los vectores serian, pues (0,2,2) y (0, -2, —2).
Es interesante ahora que los alumnos que estén usando el ordenador dibujen los vectores,
porque les permitira observar de manera visual la direccion asociada a estos vectores.

Llegados a este punto habria que preguntar a los alumnos qué relacion ven entre esos
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vectores, para que deduzcan que marcan la misma direccion pero en sentidos distintos y

porqueé ocurre eso.

Para la dltima parte del ejercicio, se pide que intenten deducir si se podrian

disparar mutuamente o no, suponiendo que el motor entiende a los soldados como puntos

Soldado2

Soldadot

Imagen 3: Propuesta 4
y Unicamente detecta colisiones en ese caso. Se les dejara trabajar para que intenten buscar
soluciones ellos mismos, buscando estrategias y comparandolas con elementos vistos
anteriormente. Puede ser que lleguen a una solucion sin mas que interpretar la situacion.
Es decir, que al estar disparandose un punto al otro, las balas chocaran en la colusion.
Esta situacion en realidad es la ideal, porque quiere decir que no han perdido de vista la
situacion propuesta por el problema y que la interpretacion visual esta funcionando. Si no
se llegara el caso, es probable (y si no se explicitara) que hallen las ecuaciones de las
rectas que unen a los dos soldados, a saber:
x =3

y =14 A; del soldado 1 al soldado 2
z =21

x =3
y =2—A¢ delsoldado 2 al soldado 1
z=2—-21
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Una vez llegados a esta solucidn, es cuestion de preguntarles si las rectas se cortan
0 no (para lo cual deberan aplicar la técnica ensefiada anteriormente), y hacer una doble
interpretacion. La primera, qué quiere decir que todo valor de x sea soluciéon (que no
quiere decir mas que las dos rectas son coincidentes). Después, como interpretar eso en

el contexto del problema.

G. Sobre las técnicas

1. Disefa los distintos tipos de ejercicios que se van a presentar en el aula

Al haber tres arquetipos de técnicas distintas (esto es, para los distintos pares de
tipos de objetos geométricos que pueden considerarse), vamos a ver tipos de ejercicios
que presentar en cada una. También hay que tener en cuenta que algunos arquetipos tienen
mas de una técnica asociada, por lo que resulta imprescindible ensefiar todas las técnicas
asociadas y las ventajas y desventajas de cada una en funcion del contexto geométrico del

problema.

Una mencién que hay que hacer es la aparicion de ejercicios que prescindan de un
contexto cotidiano. Esto es asi por varios motivos. Primero, para que sean capaces de
hacer una abstraccion general a partir del caso particular. Segundo, porque en la prueba
de tipo objetivo que se realiza al final de curso, correspondiente a la etapa pre-
universitaria, tradicionalmente estos ejercicios se presentan sin contexto concreto. Asi
pues, para no alargarnos innecesariamente, no pondremos ejemplos de los dos tipos para

cada arquetipo.

Propuesta 1: Sea r, la recta con vector director (1,4, 2) que pasa por el punto
A = (1,2,1), rg la recta con vector director (1,1,1) que pasa por B = (1,—2,3), y r¢ la

recta con vector director (1,1, —2) que pasa por C = (4,1, —3).

a) Hallar A para que las rectas r, y rz Se corten

b) Hallar A para que la recta r, sea paralela al plano definido por rgy r¢

Propuesta 2: Un avion esté en la posicion (3,5,7), con direccion (2, -3, —=5). Al

mismo tiempo, un pajaro, con posicion (5,2,3) vuela con direccion (—4,6,0).

a) ¢Llegaran a chocar?
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b) En vista de la direccion del avién, y sabiendo que el plano del suelo es el z =
0, ¢el avion esté aterrizando, despegando o esta en mitad del vuelo?
c) Propon una direccién del vuelo para el despegue, para mitad de trayecto y para

el aterrizaje.

Propuesta 3: Dados el punto P = (1,1,1) y los planos m; = 3x +ay + z = 0,
m,=ax+y+2z=0yn;=x+y—2z=0.

a) Calcula el valor de a para que los tres planos se corten en una recta
b) Si a = 2, halla la ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a la
recta interseccion entre , y 7,

c) Sia = —4, calculaladistanciade P am; y m,

2. ¢Qué técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

Propuesta 1: En este ejercicio se trabajan diversas técnicas en cada apartado.

Veamos uno por uno las técnicas que ejercita:

a) En este apartado se ejercita, por un lado, el calculo de la ecuacion de una
recta dado un puntoy el vector director. Ademas, dependiendo de la técnica con la que
pretenda hacer el estudio de la posicidn relativa, usara también el cambio de expresién
de la ecuacién de una recta. Finalmente, para resolver el ejercicio tendra que usar la
técnica del estudio de la posicion relativa de dos rectas. Esto puede hacerse con dos
maneras distintas. Es decir, 0 mediante el estudio de las posibles soluciones del sistema
engendrado por las ecuaciones generales de las rectas, o bien mediante el estudio de
la relacion entre sus vectores directores y el vector generado por un punto de cada
recta. Para esta propuesta seria necesario el uso de la técnica del calculo de un vector

en el espacio dados dos puntos.

b) Este apartado también involucra diversas técnicas por parte del alumno.
La primera es el calculo del producto vectorial entre dos vectores, para calcular el vector
perpendicular al plano. También se pueden aplicar las diversas técnicas que hay para
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comprobar la posicion relativa entre recta y plano, como discutiendo las posibles
soluciones del sistema generado por sus ecuaciones generales, o viendo la relacion

entre el vector director de la recta y el normal del plano.

Dependiendo de la solucion escogida por el alumno, tendrd que calcular la
ecuacion de la recta dados un punto y dos vectores, asi como las técnicas asociadas al

cambio de expresion de la ecuacion de un plano.

Propuesta 2: Este ejercicio si que tiene contexto, por lo que el alumno tiene que,
ademas de resolver el problema geométrico asociado, contextualizar e interpretar todos

los elementos que aparecen.

a) De nuevo una de las técnicas usadas es la de discutir las posibles
soluciones del sistema generado por sus ecuaciones generales, o viendo la relacion
entre los vectores directores de la recta y el vector generado por un punto de cada

recta.

Ademas, seran necesarias técnicas auxiliares tales como el calculo de un vector

conocidos dos puntos, o el calculo del rango de una matriz.

b) En este apartado es complicado indicar el uso 0 no de una técnica a la hora
de resolverlo. Esto es asi porque lo verdaderamente importante consiste en interpretar
la componente z en los términos del problema, tanto de la posicion del avion como de la
direccion. Al concluir el avion tiene componente positiva, la direccidn con z negativa ha

de ser la del avion aterrizando, pues se aproxima al plano z = 0.

C) En este apartado ocurre algo similar al apartado anterior. Lo importante es

que contextualice el problema desde un punto de vista geométrico, con el fin de que pueda
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descubrir lo que es importante geométricamente sobre la posicion del avion respecto del

suelo.

Propuesta 3: Esta propuesta, como la primera, no tiene contexto, con el fin de
que puedan enfrentarse a problemas similares a los que se encontraran en la prueba

objetiva realizada al final de curso:

a) En este apartado se usan diversas técnicas. Pueden usarse todas aquellas
que tengan que ver con el célculo de la posicion relativa de planos, pudiéndose usar la

de planos dos a dos o la de tres planos.

Ademas, como técnicas auxiliares se usan algunas como el calculo del rango de

una matriz.

b) Las técnicas empleadas en este apartado son el calculo de la ecuacion de
la recta de interseccion de dos planos, el calculo de la ecuacion de un plano en

funcion de un punto y su vector director.

También puede que el alumno tenga que usar la técnica de calcular el producto
vectorial entre los vectores normales de los planos, para hallar el vector director de la

recta, en caso de que le resulte mas sencillo obtener la recta en paramétricas.

C) Este apartado tiene una técnica que se aplica de manera clara, que es el
célculo de la distancia entre punto y plano. No obstante, es muy facil comprobar la
distancia de P a m; si el alumno aplica la técnica de comprobar si un punto esta en un

plano, yaque P € my, y por lo tanto d(P, ;) = 0.

3. Dichas técnicas, ¢estan adecuadas al campo de problemas asociado al objeto
matematico?

Hay que hacer una aclaracion sobre este apartado, dado que de los ejercicios
propuestos hay dos que no pertenecen al campo de problemas y se tratan de ejercicios sin
contexto. Todo lo que se diga en este apartado se refiere al ejercicio propuesto con

contexto, y se puede extender también a todos los del mismo tipo que se quieran proponer.

Las técnicas requeridas en el problema contextualizado son claramente adecuadas

en lo concerniente al campo de problemas. Dado que el este no deja de ser una
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contextualizacion de ejercicios de geometria (méas concretamente de posiciones relativas
de cuerpos geométricos), es innegable la relacion existente entre las técnicas a aplicar y

las conclusiones que se piden los ejercicios con contexto.

En este ejercicio se requieren técnicas relacionadas con la posicion relativa entre
cuerpos geométricos (en este caso recta y plano). El Unico elemento que se puede
considerar exatico dentro del enunciado es el apartado donde se piden direcciones del
avion, aunque lo que se esta pidiendo en realidad es una interpretacion geométrica del
contexto. Esto hace que pase a considerarse como parte del campo de problemas, ademas

de tener una relacién directa con la razén de ser propuesta para esta unidad didactica.

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacién en el aula

Para ejemplificar la metodologia, vamos a mostrar la referida a la Propuesta 2,
ya que, al ser el contextualizado, nos va a permitir recalcar los puntos mas interesantes de

la propuesta.

Este ejercicio aparecerd una vez que hayan visto la técnica referente a la posicion
relativa de rectas. La idea de realizar este ejercicio sera poner a los alumnos por grupos
(de 3 0 4 personas), proponer el enunciado y dejar que realicen el ejercicio. En caso de
que haya dudas, se tratara de ir dando pistas poco a poco. En principio, el orden en el que

se iran introduciendo las pistas sera la siguiente:

1. ¢ Qué cuerpo geométrico describe la trayectoria de un avién o un pajaro?
2. ¢Cuédl es el plano del suelo?

3. ¢El avion esta por encima o por debajo del suelo? ¢ Qué quiere decir eso?
4. ¢Qué determina que se acerque o aleje del suelo?

Estas son solo algunas de las dudas mas recurrentes, pero estas se pueden adaptar
dependiendo de las dudas que tenga el alumno. Una vez que haya pasado el tiempo

determinado (en principio unos 5-10 minutos) o todos los alumnos crean que lo han
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resuelto, se ird resolviendo paso a paso el ejercicio en la pizarra. Durante la resolucion,

se ird preguntando antes de dar un paso qué han pensado los alumnos.

H. Sobre las Tecnologias (justificacion de las técnicas)

1. ¢Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

La justificacion de las técnicas se ird desarrollando conforme estas vayan
apareciendo. Debido a las técnicas principales (muchas de las cuales consisten en
determinar la posicién relativa en funcion de las posibles soluciones del sistema), muchos
de los razonamientos serdn analogos. Por este motivo, cuando en este apartado
indiguemos esta tecnologia, no explicitaremos la misma para otras técnicas cuya

justificacién es similar.

Rango de matrices: esta tecnologia justifica casi todas las técnicas sobre a la
posicion relativa de objetos geométricos. Expondremos el razonamiento asociado a dos
planos, ya que contiene todos los elementos cualitativos a este respecto. Asi pues, se
procedera siguiendo el siguiente esquema. Primero se expondran las ecuaciones de los
planos en sus ecuaciones generales. Después, si a ningin alumno se le ocurre nada que
proponer, se preguntard a los alumnos si sabrian decir si hay puntos comunes entre el

problema a resolver y lo visto en la parte de algebra.

Si pese a todo no consiguen establecer un vinculo, se les preguntard en qué
consiste resolver un sistema de ecuaciones. Cuando propongan (si no se les ocurre lo
tendra que proponer el profesor) que resolver un sistema de ecuaciones es encontrar los
puntos que cumplen todas las condiciones, se les mostrara (si a ellos no se les ocurre) que

el problema que se presenta es basicamente el mismo.

Esta tecnologia tiene, a efectos de mostrar los conocimientos del curso, un doble
propésito. Por un lado, en un inicio la justificacion de la tecnologia vendra dada por el
conocimiento previo del alumno del rango de matrices. No obstante, conforme el alumno
esté méas familiarizado con este concepto, el profesor (o al propio alumno) podra dar una
interpretacion geométrica del rango de una matriz. Esta caracteristica tiene un gran interés

desde el punto de vista de la justificacion de cualquier aspecto matematico, ya que se
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consigue reforzar una faceta sobre la que se habla mucho pero no suele hacerse hincapié,

como es la retroalimentacion y relacion de todos los elementos de las matematicas.

Interpretacion geométrica del producto escalar: La relacion que hay entre el
producto escalar y la posicion entre los vectores es crucial a la hora de ver la posicién
relativa de una recta respecto a un plano. Esta tecnologia no necesita, en principio, una
explicacion extra, ya que esta relacion se ha visto ya en el tema previo. En clase hay que
enfatizar esto, preguntando a los alumnos cémo se puede usar el producto escalar para
observar la posicion relativa entre la recta y el plano. Ademas esta tecnologia permite
justificar el calculo de angulo entre dos vectores, y por tanto, el &ngulo formado por dos

superficies (rectas o planos) secantes.

Haz de rectas: Esta tecnologia se introduce para hablar de la posicion de rectas.
En principio no hara falta insistir excesivamente en la relacion entre el haz de planos y la
ecuacion implicita de la recta, ya que eso se habra visto en el tema anterior. Se incidira,
no obstante, en la relacion entre el haz de rectas y la posicion relativa entre recta y plano.
A pesar de que se terminara reduciendo el problema a los rangos de matrices, esta
tecnologia pretende relacionar el problema de posicién relativa de tres planos y el de recta
y plano.

2. ¢Quién serd el responsable de justificar las técnicas?

Debido al caracter dialéctico de la propuesta, no esta establecido quién sera el
encargado de justificar las técnicas. Por un lado, al principio se propondra a los alumnos
un problema para que lo resuelvan. Esto, unido a que la mayor parte de las tecnologias se
han visto el tema anterior o este mismo curso, propicia que pueda ser el propio alumno
el que encuentre el camino de la justificacion de las técnicas y las comparta con sus

compafieros a lo largo de las propuestas de la resolucion.

No obstante, puede ser que ningun alumno sea capaz de justificar las técnicas por
multiples motivos. En ese caso, es responsable el profesor de justificar las técnicas

durante la institucionalizacion de las mismas.
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La idea general es que el alumno sea lo suficientemente autosuficiente para
justificar las técnicas que genere desde un punto de vista algebraico, pero que sea el
profesor el que relacione todo el aspecto algebraico y geométrico y sirva de guia.

3. Disefa el proceso de institucionalizacién de los distintos aspectos del objeto
matematico

Pondremos aqui dos ejemplos. El primero sera la institucionalizacion del caso de
recta y plano con sus ecuaciones generales y servird para ejemplificar la
institucionalizacion de técnicas basadas en los rangos de matrices. Para empezar, el
profesor escribira el sistema de ecuaciones generado por las ecuaciones de los objetos
geométricos. Después preguntara qué significa resolver un sistema de ecuaciones. La idea
es que los alumnos (y si no sera el profesor) indiquen que eso es buscar las incognitas que
hacen que se cumplan las tres ecuaciones. Una vez aclarado esto se les preguntara,
teniendo eso en mente, qué significa que haya una Unica solucién de este sistema generado
por las ecuaciones del plano y la recta. Lo esperado es que algin alumno indique que se

cortan en un punto.

No obstante, hay que tener en cuenta que este es el punto clave de toda la
institucionalizacién, de manera que hay que dejar claro esta relacion entre la parte

algebraica y la geométrica.

Una vez aclarado este punto, se pedira al alumno que teorice sobre qué significara
que el sistema sea compatible indeterminado y que sea incompatible. La relacién entre la
dimension del subespacio vectorial generado por las soluciones es vital para esta

propuesta.

El otro ejemplo sera también el de la posicion general de recta y plano pero esta
vez con la recta dada por un punto y un vector director. En este caso, se les preguntara
a los alumnos cdmo interpretarian geométricamente el hecho de que el producto escalar
del vector director de la recta y el vector normal del plano. Llegados a este punto, es
posible que algin alumno indique o bien que es paralela o bien que la contiene. En caso
de que ninguno exponga las dos opciones (0 incluso que ninguno exponga ninguna), se
procedera a dar una explicacién de este caso. Una vez aclarado esto, se les preguntara a

los alumnos cdmo saber si la recta esta contenida o es paralela. Si a ninguno se le ocurre
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como discernir esto, se les expondra que basta con averiguar si un punto de la recta esta

en el plano.

Analogamente, se expondra el caso de que el producto escalar no sea nulo.

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula

Como ya se ha explicado anteriormente, la idea es que la metodologia sea muy
dialéctica. Esto implica que durante la resolucién del problema que dé lugar a la técnica,
se les ira preguntando a los alumnos del porqué de sus propuestas.

Principalmente se pretende que sean los propios alumnos los que intenten armar
un argumento matematico dentro de sus posibilidades. El profesor, en la pizarra, pedira a
los alumnos que den propuestas de porqué la técnica puede funcionar en funcion de sus

conocimientos previos.

l. Evaluacién

1. Prueba escrita

1. El servicio de inteligencia de un pais quiere destruir una torre vertical de vigilancia
de 14 metros de altura y cuya base esta en (12, a, 0) (en kilometros). Suponiendo que
el misil sale de la posicion (10,5,20) con direccion (2,0,—10) y sabiendo que el
plano del suelo es el z = 0:

a. Calcula la ecuacion de las rectas sobre las que se encuentran la torre de
vigilancia y el misil

b. Calcula a para que el misil dé en el objetivo

c. Sia =5y el misil sale en direccion (10,0,0), ¢el misil daré en el objetivo?

¢Por qué?

2. Un aviodn trata de sobrevolar una montafa de 6 kilometros de altitud. El avion esta
en la posicién (10,3,4) (en kilometros), y viaja con direccién (5,10,1). La ladera de
la montafia mas proxima se encuentra limitada por el planow = —x —y + 2z =
—20.

a. Calcula la ecuacién de la recta que describe la trayectoria del avién

b. Calcula la posicién relativa de la recta anterior con el plano de la montafia

31



c. ¢Se llegara a chocar el avion? ;Por qué?
d. Suponiendo que el piloto quiere cambiar la direccién a (5,10, a) para evitar

la colisidn, ¢existird un valor de a que haga que el avién no choque?.

3. Dos alumnos que se aburren mucho en clase tratan de dibujar una casa cubica con
GeoGebra en 3D. Para montar una pared, uno de los dos propone usar un plano,
cuya ecuacion es T = 3x + 2y — z = 30. El otro alumno propone dos ecuaciones
de planos: m; = 6x + 4y — 2z = -20ym, = 2x + y + 12z = 4, uno para el suelo
y otro para la pared de enfrente.

a. Estudia la posicion relativa del plano m respecto a ; y 7, respectivamente.

b. En funcion de esto, ¢cudl sera el plano de la pared del suelo? ¢Y de la pared
de enfrente? ;Por qué?

c. Calcula la ecuacién en paramétricas de las rectas que forman las paredes con
el suelo

d. Al montar los planos, ven que el suelo esta inclinado. Demuestra que esto es

asi y propon un plano que no esté inclinado.

2. Aspectos del conocimiento de los alumnos que pretendo
evaluar con cada una de las preguntas

Este examen consta, como hemos podido ver, de 3 preguntas, cada una de las
cuales tiene 3 apartados. Veamos qué pretendemos evaluar con cada una de estas

preguntas.

Antes de comenzar, vamos a hacer una recopilacion de todos los estandares de
aprendizaje que se evaltan en la prueba, con el fin de citarlos una Gnica vez y hacer

referencia en el desarrollo Gnicamente a su codigo:

e Est.MA.1.1.1: Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la
resolucion de un problema, con el rigor y la precisién adecuados.

e EstMA.1.2.1: Analiza y comprende el enunciado a resolver o demostrar (datos,
relaciones entre los datos, condiciones, hipotesis, conocimientos matematicos
necesarios, etc.)

32



e Est.MA.1.4.1: Usael lenguaje, la notacion y los simbolos matematicos adecuados
al contexto y a la situacion.

e Est.MA.1.8.1: Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de
contener problemas de interés.

e Est.MA.1.8.2: Establece conexiones entre el problema del mundo real y el mundo
matematico: identificando el problema o problemas matematicos que subyacen en
él, asi como los conocimientos matematicos necesarios.

e Est.MA.1.8.3: Usa, elabora o construye modelos matematicos adecuados que
permitan la resolucion del problema o problemas dentro del campo de las
matematicas

e Est.MA.1.8.4: Interpreta la solucion matematica del problema en el contexto de
la realidad.

e EstMA.4.1.1: Realiza operaciones elementales con vectores, manejando
correctamente los conceptos de base y de dependencia e independencia lineal.

o EstMA.4.2.1: Expresa la ecuacion de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a otra correctamente, identificando en cada caso sus elementos caracteristicos
y resolviendo los problemas afines entre rectas.

e Est.MA.4.2.2: Obtiene la ecuacion del plano en sus distintas formas, pasando de
una a otra correctamente.

e Est.MA.4.2.3: Analiza la posicion relativa de planos y rectas en el espacio,
aplicando métodos matriciales y algebraicos.

e Est.MA.4.2.4: Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

e Est.MA.4.3.1: Maneja el producto escalar y vectorial de dos vectores, significado
geométrico, expresion analitica y propiedades.

Pregunta 1

Apartado a: En este apartado, se pide calcular la ecuacion de la recta sobre la
que esta la torre. Este apartado cumple un doble propoésito. Por un lado, servira de
ayuda al alumno dandole una manera de empezar el ejercicio y obligandole a sacar

una de los elementos necesario para resolver los dos apartados siguientes.

Por otro lado, también se evalda la técnica de hallar la ecuacion de una recta
dados dos puntos o bien dado un punto y un vector. Por Gltimo, y quizd mas
relevante debido al objetivo de esta propuesta metodolégica, evalta la interpretacion
geomeétrica de datos contextualizados y permite observar si el alumno se hace una
idea espacial de lo que ocurre en el problema. En este caso, consiste en determinar o
bien otro punto de la torre en funcion de los datos (por ejemplo (12, a, 14)), o bien

determinar un vector perpendicular al suelo (por ejemplo (0,0,1)).
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Tareas principales

- Encontrar una estrategia adecuada para hallar la
ecuacion de la recta determinada por la torre

Tareas auxiliares
especificas

-Calculo de la ecuacion de una recta conocidos dos
puntos

-Calculo de la ecuacién de una recta conocido un punto y
un vector

-Calculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos

Tareas auxiliares generales | -Operaciones aritméticas y algebraicas

e [Estandares

de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

EstMA.1.8.1, Est MA.1.8.3, Est MA.1.8.4, Est MA.4.1.1, Est MA.4.2.4.

Apartado b: El campo de problemas de este apartado tiene que ver con la

posicion relativa de dos rectas, en este caso en funcion de un parametro. Las

técnicas que se pueden emplear son varias, aunque la que mas se trabaje en clase sera

la posicion relativa de dos rectas en funcion de su ecuacion general. Esto es asi

porque el hilo conductor de todas estas técnicas sera la de la discusién de las

soluciones de ecuaciones. No obstante, no sera la unica técnica vista, por lo que

podrian aplicar la posicion relativa de dos rectas conocidos los vectores directores

y dos puntos.

También esta pregunta evalGa nuevamente la interpretacion geométrica de los

resultados, pues tienen que interpretar qué significa que el misil impacte a efectos

geomeétricos.

Tareas principales

- Encontrar una estrategia adecuada para hallar una a que haga que
el misil impacte

Tareas auxiliares
especificas

-Célculo de la posicion relativa de dos rectas en funcién de sus
ecuaciones generales

-Extraccion de informacién de una recta a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicion relativa de dos rectas en funcion de sus
vectores directores y un punto de cada una

-Calculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos
-Calculo del rango de una matriz

-Calculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas
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e FEstandares de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,
EstMA.1.8.1, Est.MA.1.8.3, EstMA.1.8.4, EstMA.4.1.1, EstMA.4.2.1,
EstMA.4.2.4

Apartado c: Este apartado también tiene que ver con el campo de problemas de
la posicidn relativa de dos rectas, pero a diferencia del apartado anterior, en este caso
la resolucion no depende de un pardmetro. Como en hemos visto arriba, se pueden aplicar
dos técnicas distintas para la resolucién de este ejercicio, en funcién de si estudias la
posicidn relativa en funcidn de sus ecuaciones generales o en funcion de los vectores

directores y un punto de cada recta.

Independientemente de la técnica elegida, una parte importante del ejercicio, y
que atafie a la razdn de ser tenida en cuenta en el presente trabajo, es la interpretacion de
la validez de la solucion obtenida en funcion del contexto. En este caso, el punto de corte
obtenido es el (12,5,20). Al mirar la altura a la que chocaria (que corresponde con la
coordenada z), se ve que la altura supera a la de la torre (20 frente a 14), por lo que pese

a que las rectas si que se cortan, el misil no alcanzaria el objetivo.

- Encontrar una estrategia adecuada para dilucidar si el misil
efectivamente impacta o no.

-Célculo de la posicion relativa de dos rectas en funcién de sus
ecuaciones generales

-Extraccion de informacién de una recta a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicién relativa de dos rectas en funcion de sus
vectores directores y un punto de cada una

-Célculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos
-Calculo del rango de una matriz

-Célculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares | -Operaciones aritméticas y algebraicas

generales

Tareas principales

Tareas auxiliares
especificas

e [Estandares de aprendizaje: Est.MA.1.1.1, Est.MA.1.2.1, EstMA.1.4.1,
Est MA.1.8.1, EstMA.1.8.3, Est.MA.1.8.4, EstMA.4.1.1, EstMA.4.2.1,
EstMA.4.2.4

Pregunta 2
Apartado a: Este apartado, como pasaba con el primer apartado del ejercicio

anterior (y pasara con el del siguiente ejercicio) trata de ser una ayuda para empezar el
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ejercicio a los alumnos y obtener informacion necesaria para la resolucion de los

apartados subsiguientes.

La técnica a evaluar es nuevamente el calculo de la ecuacion de una recta

conocido un punto y el vector director.

Tareas principales

- Encontrar una estrategia adecuada para hallar la ecuacion de la
recta de la trayectoria del avién

Tareas auxiliares
especificas

-Calculo de la ecuacion de una recta conocidos dos puntos
-Célculo de la ecuacion de una recta conocido un punto y un vector
-Calculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas

e [Estandares

de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

EstMA.1.8.1, Est MA.1.8.3, Est MA.1.8.4, Est MA.4.1.1, Est MA.4.2.4.

Apartado b: Este apartado tiene por objeto aplicar la técnica de la posicion

relativa entre recta y plano. La idea principal del ejercicio de la técnica es acostumbrar

al alumno a ejercicios méas similares a los de la prueba objetiva realizada al final de curso.

Tareas principales

- Encontrar una estrategia adecuada para calcular la posicion
relativa entre la recta del avion y el plano

Tareas auxiliares
especificas

-Calculo de la posicion relativa de recta y plano en funcion de sus
ecuaciones generales

-Extraccién de informacidn de una recta a partir de su ecuacién
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicion relativa de recta y plano en funcion de sus
vectores directores y un punto de la recta

-Calculo de la posicion relativa de recta y plano en funcién de la
ecuacion paramétrica y la ecuacion general del plano

-Calculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos
-Calculo del rango de una matriz

-Calculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas
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e FEstandares de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,
Est. MA.1.8.1, Est MA.1.8.3, Est MA.1.8.4, Est MA.4.1.1, Est MA.4.2 4.

Apartado c: En este apartado se espera que el alumno interprete geométricamente
el resultado, comparando el punto de corte hallado anteriormente con la altura de la
montafia. Al observar que la altura (la componente z) es menor, tendré que concluir que

el avion si se estrella.

- Encontrar una estrategia adecuada para dilucidar si el avion
efectivamente se estrella o no.

-Célculo de la posicion relativa de recta y plano en funcion de sus
ecuaciones generales

-Extraccion de informacién de una recta a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicidn relativa de recta y plano en funcion de sus
vectores directores y un punto de la recta

-Célculo de la posicion relativa de recta y plano en funcién de la
ecuacion paramétrica y la ecuacion general del plano

-Célculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos
-Calculo del rango de una matriz

-Célculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares | -Operaciones aritméticas y algebraicas

generales

Tareas principales

Tareas auxiliares
especificas

e FEstandares de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,
Est MA.1.8.1, Est.MA.1.8.3, EstMA.1.8.4, EstMA.4.1.1, EstMA.4.2.2,
Est MA.4.2.3, EstMA.4.2.4.

Apartado d: Este apartado pertenece al campo de problemas de posicion relativa
de recta y plano, pero esta vez dependiendo de un pardmetro. Las posibles técnicas a
evaluar serian las mismas que en el apartado anterior.

En este caso, la posible interpretacion geométrica del ejercicio puede hacer que
no sea ni necesario hacer célculo, como se puede ver mas adelante. Este tipo de
razonamiento no solo es valido, sino que seria un reflejo de que mi propuesta (y de la
principal razon de ser esgrimida) esta dando frutos.

- Encontrar una estrategia adecuada para encontrar una a que

Tareas principales | . .
P P impida la colision.
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Tareas auxiliares
especificas

-Calculo de la posicion relativa de recta y plano en funcion de sus
ecuaciones generales

-Extraccién de informacion de una recta a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicion relativa de recta y plano en funcion de sus
vectores directores y un punto de la recta

-Calculo de la posicion relativa de recta y plano en funcién de la
ecuacion parameétrica y la ecuacion general del plano

-Calculo de un vector en el espacio conocidos dos puntos
-Calculo del rango de una matriz

-Célculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas

e [Estandares

de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

Est. MA.1.8.1,

EstMA.1.8.3, EstMA.1.8.4, EstMA.4.11, EstMA.4.2.2,

EstMA.4.2.3, Est MA.4.2.4.

Pregunta 3

Apartado a: Este apartado es relativo al campo de problemas de posicion relativa

de planos. Estd pensado para ayudar a los alumnos a llegar a la conclusion correcta,

forzandoles a realizar el estudio necesario de todos modos. Respecto a la técnica a

evaluar, se puede utilizar tanto la posicién relativa de dos planos usando sus ecuaciones

generales o la posicion relativa de dos planos usando sus vectores directores.

Tareas principales

-Encontrar una estrategia adecuada para estudiar la posicion
relativa de los dos planos

Tareas auxiliares
especificas

-Calculo de la posicién relativa de plano y plano en funcion de sus
ecuaciones generales

-Extraccién de informacion de un plano a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

- Célculo de la posicion relativa de plano y plano en funcion de
sus vectores directores

-Calculo del rango de una matriz

-Calculo del determinante de una matriz

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas
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e Estandares

de aprendizaje: Est.MA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

EstMA.1.8.1, EstMA.1.8.3, EstMA.1.8.4, EstMA4.11, EstMA422,
EstMA.4.2.3.

Apartado b: En este ejercicio se espera que el alumno interprete

geométricamente la informacion obtenida anteriormente, con el fin de que sepa

interpretar qué significa que sea la pared de enfrente (en este caso que el plano sea

paralelo) y que sea el suelo.

Tareas principales

- Encontrar una estrategia adecuada para dilucidar qué plano sera
la pared de enfrente y qué plano sera el suelo

Tareas auxiliares

-Extraccion de informacion de un plano a partir de su ecuacion

especificas (vector director, puntos, etc.)
Tareas auxiliares | -Operaciones aritméticas y algebraicas
generales

e [Estandares

de aprendizaje: EstMA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

EstMA.1.8.1, EstMA.1.8.3, EstMA.1.84, EstMA4.11, EstMA422,
Est.MA.4.2.3.

Apartado c: Este apartado sigue formando parte del campo de problemas de
posicidn relativa de planos, pero en este caso se requiere de la técnica de determinar el
angulo que forman dos planos.

Ademas, para la segunda parte del apartado se necesita usar la técnica anterior
para encontrar un vector perpendicular a otro, para usar ese vector como director y
conseguir un plano perpendicular a los planos que forman las paredes.

Tareas principales

-Encontrar una estrategia adecuada para determinar el angulo
generado por los planos de las paredes y el suelo

-Encontrar una estrategia adecuada para hallar un plano
perpendicular a las paredes

Tareas auxiliares
especificas

-Generacién de un plano a partir de su vector director

-Célculo de la posicion relativa de dos planos

-Extraccién de informacion de un plano a partir de su ecuacion
(vector director, puntos, etc.)

Tareas auxiliares
generales

-Operaciones aritméticas y algebraicas

e Estandares

de aprendizaje: Est.MA.1.1.1, EstMA.1.2.1, EstMA.1.4.1,

EstMA.1.8.1, EstMA.1.8.3, EstMA.1.84, EstMA4.11, EstMA422,
EstMA.4.2.3, EstMA.4.2.4.
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3. Respuestas esperadas en las preguntas en funcion del
conocimiento

Expondremos a continuacion, por cada apartado, las posibles respuestas acertadas
y los posibles errores encontrados. No se incluirdn, no obstante, los posibles errores

recurrentes en las cuentas o a la hora de aplicar mal alguna de las formulas.

Esto es asi porque consideramos que no aporta nada cualitativo para el nivel del
estudio que estamos realizando. Se incluiran aquellos errores que estén relacionados con
lo que representa el enunciado y con las tareas principales o, segun el caso, auxiliares

especificas.

Pregunta 1

Apartado a

e Resoluciones: El célculo de la recta de la torre, como se ha dicho anteriormente,
puede resolverse principalmente de dos maneras distintas. La primera, que es la esperada
como mas usual, consiste en reconocer un vector perpendicular al plano z = 0, que es
el del suelo, por ejemplo el (0,0,1), y calcular la ecuacion de la recta dado un punto (la

base de la torre) y el vector hallado.

Otra opciodn consiste en reconocer que es la variable z la que determina la altura,
y escoger otro punto de la torre con la componente z distinta (por ejemplo, (12, a, 1)).
Una vez obtenido este punto, bastaria con aplicar la formula para obtener la ecuacion de

una recta conocidos dos puntos.

Para el calculo de la recta del misil, lo esperado es el célculo de la recta usando la

posicién y la direccién (puesto que esta indicado en el enunciado).

e Posibles errores: El punto méas delicado de este apartado es la obtencion de la

recta de la torre. En vista de esto, pueden darse diversos errores. El principal, y que puede
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ser comun a muchos de los apartados del examen, es no interpretar adecuadamente la
situacion en términos geométricos, y por lo tanto, no ser capaces de extraer otro dato
necesario sobre la torre para calcular la ecuacion de su recta. Esto puede llevar, entre a
otras cosas, a no ser capaz de hallar un vector perpendicular al suelo, o0 suponer que ese

vector debe de ser el que tiene como componente z = 0, por ejemplo (1,1,0).

Respecto al calculo de la recta del misil, es complicado pensar en una mala
interpretacion geométrica, debido a que el propio enunciado especifica la posicion y la
direccion del misil, sin que sea necesario por parte del alumno la extraccion de més datos.
Este hecho permite subsanar un bloqueo en este sentido para el alumno y que sea capaz

al menos de responder a la mitad de este apartado.

Apartado b:

e Resoluciones: La resolucion mas comun consiste en el estudio de la posicion
relativa entre las rectas del misil y de la torre. Estos datos han tenido que obtenerse en el
apartado anterior, de manera con el estudio de la posicion relativa ya mencionado. Esto
se puede hacer, como se ha dicho anteriormente, mediante sus ecuaciones generales, o
mediante los vectores directores y un punto de cada recta. En esta ocasion es mas
probable que usen esta Ultima, debido a que los datos son méas propensos a usar esto, pero
es probable que un alumno se considere con mas soltura con el otro método vy lo utilice

pese a esto.

Otra posibilidad es que algin alumno estudie los datos cuidadosamente, y observe
que el vector de direccion del misil, (2,0,—10), no varia el componente de la y, que
es el que tiene el componente a. Esto hace que forzosamente a tenga que ser el mismo
que la posicidn inicial del misil, esto es, a = 5. Una vez visto esto, es cuestion de ver si

las rectas vistas anteriormente, cambiando a por 5 se llegan a cortar o no.

e Posibles errores: Aparte de los potenciales errores en las cuentas, o aquellos
derivados de una incorrecta aplicacion del procedimiento a la hora de estudiar la posicion
relativa, esta la posibilidad de no interpretar adecuadamente el contexto geométrico.
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Otro posible error, derivado de la ultima resolucion propuesta anteriormente, es
interpretar que con observar que a = 5 el ejercicio ha concluido, sin comprobar que las

rectas efectivamente se cortan.

Apartado c:

e Resoluciones: Este problema se resuelve, principalmente, calculando la posicion
relativa de las rectas originadas por la torre y el misil, aunque quitando en este caso el
pardmetro a. Por ello, las principales resoluciones que se pueden dar son las mismas que
las de arriba, es decir usando sus ecuaciones generales, o bien usando sus vectores
directores y un punto de cada recta. Una vez obtenido el punto de corte, que es el
(12,5,20), el alumno tiene que argumentar que no habria un choque, pues la altura de la

supuesta colisién es mas alta que la de la torre.

No obstante, y como ocurria en el apartado anterior, un alumno podria observar
que la recta Unicamente varia la componente x, por lo que la componente z del
hipotético punto de corte tendria que ser (12,5,20). A partir de aqui, hay dos vertientes.
Un alumno puede intentar observar si ese punto pertenece a la recta, y después hacer el
razonamiento de la altura. No obstante, también podria darse cuenta antes de que, al ser
(12,5,20) el unico punto donde podria cortar, corte o no corte la altura de la torre queda

por debajo, y por lo tanto no hay colision posible.

e Posibles errores: El error mas esperado en este apartado es que comprueben que
las rectas se cortan y no comprueben la altura. Al ver que efectivamente las rectas son
secantes pueden concluir, erroneamente, que el misil dara en el objetivo a pesar de que

no es asi.

No obstante, también se pueden dar errores frecuentes a la hora de aplicar mal las
técnicas del calculo de la posicion relativa o una interpretacién incorrecta del contexto
geomeétrico.

Pregunta 2

42



Apartado a:

e Resoluciones: Este ejercicio tiene varias resoluciones, debido a que el enunciado
no especifica el tipo de ecuacion pedido para la recta. No obstante, debido a los datos lo
normal es que opten por una ecuacion vectorial o paramétricas. Al tener que ver,
posteriormente, la posicion relativa, también es probable e interesante que muchos
intenten escribirlo mediante su ecuacidn general, pese a que en clase se vera también la

técnica del calculo de la posicion relativa en funcion de la ecuacion vectorial.

e Posibles errores: En este caso es poco probable que haya un error de
interpretacion geométrica del contexto, ya que para calcular la recta Unicamente hace falta

la posicion y la direccion, y ambas cosas estan dadas por el enunciado.

No obstante, sigue siendo posible que algin alumno cometa errores en las

cuentas o en la aplicacién de las técnicas.

Apartado b:

e Resoluciones: Este apartado tiene varias posibles resoluciones, dependiendo de
si se usa la técnica de la posicion relativa usando el vector director y un punto de la

recta, o de si se usan su ecuacion general.

En cualquiera de los dos casos, se espera que el alumno calcule el punto de corte.

e Posibles errores: Los posibles errores asociados y esperados en este ejercicio son
principalmente de tipo aritmético, debido a que las cuentas tienen una ligera
complejidad. Como pasara en ejercicios anteriores, también puede haber errores al
aplicar la técnica.

Apartado c:

e Resoluciones: En caso de no haber hallado el punto de corte en el apartado

anterior, el alumno debera calcularlo.
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En funcion del punto de corte se espera que el alumno compare la componente
z con la altura de la montafia dada por el enunciado. Este componente vale 5.15, de

manera que el alumno tiene que concluir que si que chocaria.

e Posibleserrores: Ademas de los errores esperados comunes a todos los apartados,
como son fallos de tipo aritmético o de desconocimiento de la técnica necesaria, esta el
error de no interpretar geométricamente los resultados obtenidos. Esto puede lugar,
como ocurria en el apartado c¢ del ejercicio anterior, a que los alumnos concluyan que al
haber punto de corte hay colisidn, cuando el motivo es que ese punto de corte se encuentra

a una altura menor que la de la montafa.

Apartado d:

e Resoluciones: Este ejercicio tiene dos resoluciones principales. La primera, mas

ardua, consiste en calcular la posicion relativa en funcién de a, y darle un valor para
gue no haya soluciones. En este caso, si a = - el rango de la matriz (sin ampliar) del

sistema es 2, luego o la recta esta contenida o son paralelas. Como el punto del avién no
esta en el plano, hay que concluir que serian paralelas, luego con ese a obtendriamos una
direcciéon que evitaria la colision. También se puede obtener una situacién parecida

anulando el producto escalar entre el vector normal del plano y el vector de la direccion.

No obstante, puede que algunos alumnos, con la situacién en mente, consideren
que si aumentan la a lo suficiente, el avidn cada vez se ira elevando mas, por lo que el
punto de corte de las rectas estard méas alto (aumenta el componente z). Por lo tanto, en
algin momento habra una a que haga que la componente z sea mayor que la altura de la
montafia. Esta resolucién, que viene dada por una interpretaciéon geométrica del
problema, lejos de ser un problema significa que esta adquiriéndose adecuadamente lo
que hemos constituido la razon de ser de la unidad didéactica.

e Posibles errores: Uno de los principales errores que pueden cometer los alumnos

en este ejercicio es no interpretar adecuadamente la situacion a efectos geomeétricos, Por
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ejemplo, no interpretar qué quiere decir que no haya solucion, o directamente que no se

les ocurra qué procedimientos geométricos aplicar para resolver esta cuestion.

Pregunta 3

Apartado a:

e Resoluciones: Al ser este apartado una ejercitacion de la técnica de la posicion
relativa de planos, y no requerirse nada mas, se espera por tanto que el alumno use la

técnica de célculo de la posicion de dos planos usando sus ecuaciones generales.

No obstante, es probable que algin alumno observe rapidamente que el plano m;
es paralelo al plano m, debido a que sus vectores normales son proporcionales, pero su
término independiente no lo es. Analogamente, el vector normal al plano m, no es

proporcional al de r, por lo que los planos son secantes.

e Posibles fallos: En este caso, los Unicos fallos posibles asociados a este problema
consisten en el desconocimiento o la mala aplicacion de las técnicas. En particular, es
posible que un alumno no concluya satisfactoriamente la relacién entre la

proporcionalidad o no de los vectores normales y su posicion relativa.

Otro posible error es que se apresure en sus conclusiones y obtenga que dado que
los vectores son proporcionales, los planos han de ser paralelos, sin comprobar el

término independiente.

Apartado b:

e Resoluciones: este apartado, que resulta bastante sencillo si se ha hecho bien el
anterior, pretende que el alumno interprete geométricamente los resultados obtenidos
previamente. Asi pues, se espera que el alumno diga que el plano que no corta tiene que
ser la pared de enfrente, mientras que el que si colisiona tiene que ser el suelo.

Cabe la posibilidad de que el alumno lleve a cabo un razonamiento valido en este
apartado sin haber resuelto el anterior, observando tunicamente los vectores directores
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de r; y m,. No obstante, esto es poco probable debido a que el razonamiento para esto
es analogo al usado previamente

e Posibles fallos: Al no ser necesario realizar cuentas para hacer este apartado, es
poco probable hallar errores de tipo aritmético (salvo que este apartado incluya lo que se

supone que tendria que haber hecho anteriormente).

Lo que si que es plausible es que el alumno interprete de manera errénea los
elementos y caracteristicas geométricas necesarias para realizar este apartado. Es decir,
que no relacione que las paredes opuestas de una casa cubica son paralelas. Otro
fallo interpretativo es que no vea que el suelo siempre corta a las paredes, y por tanto

el plano del suelo tiene que ser secante respecto al plano de las paredes.

Apartado c:

e Resoluciones: En este caso, para determinar que el suelo esta inclinado, el alumno
puede optar por dos caminos. El primero, mas seguro, consiste en aplicar la técnica del

célculo de incidencia de dos planos.

No obstante, un alumno podria darse cuenta de que si fuera perpendicular, los
vectores normales de los planos tendrian que ser perpendiculares, y reduce el problema a
calcular el producto escalar entre los vectores directores y observar que es distinto de
0. Para calcular un plano que no esté inclinado, basta con generar cualquier plano cuyo

vector normal sea perpendicular al normal de las paredes

e Posibles fallos: En este apartado, como en los anteriores, se corre el riesgo de que
el alumno no interprete adecuadamente a efectos geométricos lo que se pide y no sepa
por dénde empezar. También, como el apartado anterior, puede que no entienda la

relacion entre los vectores directores del plano y su posicién relativa.

Tambien puede que tengan problemas para encontrar un plano que no esta
inclinado, o incluso que pongan un plano cuyo vector normal sea (0,0, 1), dado que se
estaran imaginando visualmente de manera erronea los planos de las paredes,

imaginandolos paralelos al eje z.
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4. Criterios de calificacion

Para los criterios de calificacion, nos limitaremos a usar el modelo de tercios
(Gairin, J.M., Mufioz, J.M, Oller, A.M., 2012) propuesto durante las clases. Las
siguientes tablas se ha preparado teniendo en cuenta la distribucion y distincion de tareas

propuesto en el Apartado 2 del trabajo.

Ejercicio 1 Apartado A Descalificacion maxima

No encuentra una estrategia adecuada para hallar la ecuacion

de la recta determinada por la torre

Error conceptual en el célculo de la ecuacion de una recta
conocidos dos puntos 66%

Error conceptual en el céalculo de la ecuacion de una recta
conocido un punto y un vector 66%

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio

66%

conocidos dos puntos

Errores de tipo aritmético

Ejercicio 1 Apartado B Descalificacién maxima

No encuentra una estrategia adecuada para hallar una a que

haga que el misil impacte

Error conceptual en el calculo de la posicion relativa de dos
rectas en funcion de sus ecuaciones generales 66%

Error en la extraccion de informacion de una recta a partir de
su ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%

Error conceptual en el calculo de la posicion relativa de dos

rectas en funcion de sus vectores directores y un punto de cada 66%
una

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio —
conocidos dos puntos ’
Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
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Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz

Errores de tipo aritmético

66%

Ejercicio 1 Apartado C

No encuentra una estrategia adecuada para dilucidar si el misil

efectivamente impacta o no

Error conceptual en el calculo de la posicion relativa de dos

Descalificacién maxima

rectas en funcion de sus ecuaciones generales 66%
Error en la extraccién de informacion de una recta a partir de

su ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%
Error conceptual en el calculo de la posicién relativa de dos

rectas en funcion de sus vectores directores y un punto de cada 66%
una

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio 56%
conocidos dos puntos

Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz 66%

Errores de tipo aritmético

Ejercicio 2 Apartado A

Descalificacion maxima

No encuentra una estrategia adecuada para hallar la ecuacion
de la recta de la trayectoria del avion

Error conceptual en el célculo de la ecuacion de una recta

conocidos dos puntos 66%

Error conceptual en el célculo de la ecuaciéon de una recta

conocido un punto y un vector 66%

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio -~
0

conocidos dos puntos

Errores de tipo aritmético
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Ejercicio 2 Apartado B Descalificacion maxima

No encuentra una estrategia adecuada para calcular la posicion

relativa entre la recta del avion y el plano

Error conceptual en el célculo de la posicidn relativa de recta y
plano en funcion de sus ecuaciones generales 66%

Error en la extraccion de informacién de una recta a partir de
su ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%

Error conceptual en el célculo de la posicion relativa de recta y
plano en funcion de sus vectores directores y un punto de la 66%

recta

Error conceptual en el célculo de la posicién relativa de recta y
plano en funcién de la ecuacion paramétrica y la ecuacion 66%

general del plano

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio

] 66%
conocidos dos puntos
Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz 66%
Errores de tipo aritmético _
Ejercicio 2 Apartado C Descalificaciébn maxima

No encuentra una estrategia adecuada para dilucidar si el avion

se estrella o no

Error conceptual en el célculo de la posicidn relativa de recta y
plano en funcién de sus ecuaciones generales 66%

Error en la extraccion de informacion de una recta a partir de
su ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%

Error conceptual en el célculo de la posicion relativa de recta y
plano en funcion de sus vectores directores y un punto de la 66%

recta
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Error conceptual en el célculo de la posicion relativa de recta y
plano en funcion de la ecuacion paramétrica y la ecuacion 66%

general del plano

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio

) 66%
conocidos dos puntos
Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz 66%

Errores de tipo aritmético ;

Ejercicio 2 Apartado D Descalificaciébn maxima

No encuentra una estrategia adecuada para saber si existe una

a que impida la colision

Error conceptual en el célculo de la posicidn relativa de recta y
plano en funcion de sus ecuaciones generales 66%

Error en la extraccion de informacién de una recta a partir de
su ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%

Error conceptual en el célculo de la posicion relativa de recta y
plano en funcion de sus vectores directores y un punto de la 66%

recta

Error conceptual en el célculo de la posicidn relativa de recta y
plano en funcion de la ecuacion paramétrica y la ecuacion 66%

general del plano

Error conceptual en el célculo de un vector en el espacio

) 66%
conocidos dos puntos
Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz 66%
Errores de tipo aritmético _
Ejercicio 3 Apartado A Descalificaciébn maxima
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No encuentra una estrategia adecuada para estudiar la posicion

: 100%
relativa de los dos planos
Error conceptual en el calculo de la posicion relativa de dos 66%
planos en funcion de sus ecuaciones generales
Error en la extraccion de informacion de un plano a partir de su
ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%
Error conceptual en el calculo de la posicion relativa de dos -

0
planos en funcion de sus vectores directores
Error conceptual en el calculo del rango de una matriz 66%
Error conceptual en el calculo del determinante de una matriz 66%
Errores de tipo aritmético ;
Ejercicio 3 Apartado B Descalificaciébn maxima

No encuentra una estrategia adecuada para dilucidar qué plano

sera la pared de enfrente y qué plano el suelo

Error en la extraccion de informacion de un plano a partir de su
ecuacion (vector director, puntos, etc.)

Errores de tipo aritmético

Ejercicio 3 Apartado C Descalificaciébn maxima

No encuentra una estrategia adecuada para determinar el

angulo generado por las paredes y el suelo

No encuentra una estrategia adecuada para hallar un plano

perpendicular a las paredes

Error conceptual en la generacion de un plano a partir de su 66%
vector director

Error en la extraccion de informacion de un plano a partir de su
ecuacion (vector director, puntos, etc.) 66%

Errores de tipo aritmético _
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