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A. Introduccién y justificacion

El siguiente Trabajo Fin de Master estad enfocado dentro del Master Universitario
en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacion
Profesional y Ensefianzas de Idiomas, Artisticas y Deportivas, especialidad de
Matematicas, en la Universidad de Zaragoza. La realizacion del mismo ha estado
supervisada por Alberto Arnal Bailera, profesor del Departamento de Didactica de las
Matematicas de esta Universidad.

El trabajo consiste en el desarrollo de una propuesta didactica donde como
objeto matematico hemos elegido la semejanza y como consecuencia de esta,

hablaremos también del teorema de Thales.

A continuacion, realizaremos un breve analisis sobre la trayectoria que ha tenido
este objeto matematico a lo largo de nuestro sistema educativo. Empezaremos desde
la Ley Organica General del Sistema Educativo (1990), continuaremos con la Ley
Organica de Educacién (2006) y acabaremos con Ley Organica para la Mejora de la
calidad Educativa (2013), la cual es la mas actual. Esta ultima se implanté en 1°y 3°
de la E.S.O. en el curso escolar 2015-2016 y en 2° y 4° de la E.S.O. en el curso
escolar actual 2016-2017.

Ley Organica General del Sistema Educativo
(LOGSE), de 3 de octubre de 1990 (publicada en el BOE de 4 de octubre)

Segun el Real Decreto 1345/1991, de 6 de septiembre, por el que se establece
el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria, dentro del area de Matematicas
encontramos en el tercer bloque llamado "Representacion y organizacion del espacio”
la siguiente informacion:

Conceptos Procedimientos

Figuras semejantes: la representaciéon a s .
¢ Identificacion de la semejanza

escala: .
entre figuras y cuerpos
— Representaciones manejables de la geométricos y obtencion del factor
realidad: planos, mapas y maquetas. de escala.

— Caracteristicas de dos formas iguales:
igualdad de los angulos vy | e Utilizacion del Teorema de Tales
proporcionalidad de longitudes. para obtener o comprobar

— Elteorema de Tales. relaciones métricas entre figuras

— Relacion entre el area y el volumen de
figuras semejantes.




Ley Organica de Educacion (LOE),
de 3 de mayo de 2006 (publicada en el BOE de 4 de mayo)

Segun la Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura
y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la Educacion secundaria obligatoria y
se autoriza su aplicacién en los centros docentes de la Comunidad auténoma de
Aragon, dentro del area de Matematicas de 2° de la E.S.O. encontramos en el cuarto
bloque llamado "Geometria" la siguiente informacion:

Contenidos Criterios de evaluacion
_ EI tridngulo. Tridngulos recténgulos. EI | ‘dentificar relaciones de
gue: : 9 ’ proporcionalidad numeérica y

teorema de Pitagoras. Semejanza de
triangulos: teorema de Thales. Criterios
de semejanza de triangulos.

— Figuras con la misma forma y distinto
tamano. La semejanza. Proporcionalidad
de segmentos. Identificacion de
relaciones de semejanza. Ampliacion y
reduccion de figuras. Obtencién, cuando
sea posible, del factor de escala
utilizado. Razoén entre las superficies de
figuras semejantes. Homotecia.

— Utilizacién de los teoremas de Thales y
Pitagoras para obtener medidas vy
comprobar relaciones entre figuras.

geométrica y utilizarlas para resolver
problemas en situaciones de la vida
cotidiana.

— [...] ser capaces de utilizar la
homotecia para producir figuras
semejantes de una razén dada y
justificar la pertinencia de la
construccion mediante la
identificacion de triangulos en la
“posicién de Tales”.

Como podemos comprobar, tanto en la LOGSE como en la LOE, el objeto
matematico "Semejanza" siempre va de la mano con el Teorema de Thales. De hecho,
hasta hace poco, la ley indicaba que se debian ensefar en el curso de 2° de la E.S.O.
Por este motivo, me asombré cuando descubri en el curriculo de la LOMCE que la
semejanza se daba en 2° de la E.S.O. pero Thales no aparecia ni en 1° ni en 2°.
Efectivamente, no emerge hasta el curso de 3° de la E.S.O. tanto en las Matematicas
orientadas a las Ensefianzas Aplicadas como a las Académicas. Veamos la siguiente

tabla con la informacién mas relevante para nuestro caso.




La Ley Organica para la Mejora de la Calidad
Educativa (LOMCE),

de 9 de diciembre de 2013 (publicada en el BOE de 10 de diciembre)

Segun la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el
curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicaciéon en los
centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén, dentro del area de
Matematicas de 2° de la E.S.O. encontramos en el tercer bloque llamado "Geometria"

la siguiente informacion:

Contenidos Crlterlos_ d e Estandares de evaluacién
evaluacioén

- Semejanza: figuras | - Analizar e identificar | ® Recor_moce figuras

semejantes. Criterios | figuras semejantes, semejantes y calcula la
o |de semejanza. | calculando la escala o razon de semejanza y la
«»» | Razon de semejanza | razén de semejanza y razén de superficies y
w |y escala. Razon| la  razdén  entre volumenes de  figuras
= entre longitudes, | longitudes, areas vy se_mejantes.
€ |areas y volimenes | volimenes de | ® Utliza la escala para
a8 | de cuerpos | cuerpos semejantes. resolver problemas de la

semejantes. vida cotidiana sobre
planos, mapas y otros
contextos de semejanza.

- _T_ec_)fema de Tales. | - Utilizar el teorema | , Reconoce triangulos
= SDe|V|S|on de un d,e Tales vy |las s_emej_antes y,  en
= gmen_to en partes forrr_1u|as usuales para situaciones de semejanza,
ui | Proporcionales. realizar utiliza el teorema de Tales
© Apllcac!gn a la | medidas indirectas de para el calculo indirecto de
g | resolucion de | elementos longitudes en contextos
e problemas inaccesibles vy para diversos.

obtener las medidas
de longitudes [...]

Este suceso, me ha hecho convencerme sobre la eleccion de mi TFM al querer

analizar y responder cuestiones como: ¢por qué el Teorema de Thales no aparece
hasta 3° de la E.S.0.?, jacaso es un concepto complejo de asimilar y se necesita
retrasar un afo para ensefiarlo?, ;dificulta o beneficia distanciar los conceptos de

semejanza y Thales en cursos diferentes?

Tras realizar una pequefia investigacion, he encontrado varios libros y articulos
donde se propone ensefiar primero el Teorema de Thales seguido de la semejanza.

Entre estos, resalto a Pueyo (1989), el cual propone que los alumnos "descubran"



dicho teorema a través de mediciones que realizan por el recortado y la manipulacion
de los tridngulos. Observamos en la siguiente imagen coémo después de haber

estudiado el teorema de Thales se pone de manifiesto el concepto de semejanza.

—En elesquiemanue sigue, aparécen secuenciadoslos conceptosy apartados que pensamos
debian ratarse a continuacion, todos ellos intimamente relacionados con el feorema de
~ Thalss, al objeto de reforzarlo mostrando al alumno algunos de Tos maltiples resultados de
~interds gque de el se derivan. -

* Razdn de semejanza,
i
* Casos de semejanza de ridngulos.
4
® Razon de los perimetros en dos triangulos semejantes,
ik
* Ruzon de las dreas en dos tridngulos semejantes,
L
* Poligonos semejantes. Construccion de poligonos semejantes.
: 4
# La escala como razon de semejanza. Planos v mapas.
b
* Proyeceion de un punto y un segmento sobre una recta,
iy
e RELACIONES METRICAS EN LOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Por otra parte, Bernardis y Moriena (2013) sugieren ensefiar el Teorema de

Thales en dos etapas:

- Primera etapa: en 2° afo (14 afos) el Teorema de Thales en su aspecto
proyeccion, brindando una idea de movimiento respaldada en las
caracteristicas de la proyeccion paralela.

- Segunda etapa: retomar el tema en 3er afo (15 afos) desde su aspecto
homotecia, aprovechando la otra dinamica que utiliza las caracteristicas de
la homotecia. (p. 69)

De esta manera, proponen el curriculo en espiral para este objeto matematico:
Mientras se asciende a los niveles superiores, los nucleos basicos de la
materia aumentan progresivamente la cantidad informativa, variando
también el tipo de procedimiento, segun el nivel de desarrollo de los
alumnos. Pasando asi de lo manipulativo a lo intuitivo, y desde lo intuitivo a

lo simbdlico (Hernandez, 1991 citado en Bernardis y Moriena, 2013, p.70 ).



Por ultimo, quiero mencionar que el libro de texto de
Matematicas

£1/E RESUELVE

Matematicas de 2° de la E.S.O. que seguian en el
colegio "El Buen Pastor", centro donde realicé el
Practicum |, Il y I, ensefiaba el Teorema de Thales y la
semejanza. Es importante destacar que este libro, el
cual es de la editorial de Santillana, es del 2016, afio en
que la legislacion educativa activa es la Ley Organica
8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad
educativa (L.O.M.C.E.).

Como podemos comprobar, realmente no hemos encontrado ningun indicio
sobre el hecho de que el Teorema de Thales sea indispensable verlo en tercero de
secundaria. No obstante, es necesario verlo a lo largo de la secundaria ya que, como
indica Piaget en su "etapa de operaciones formales", a partir de los 12 afos se
gana la capacidad para utilizar la I6gica y asi llegar a conclusiones abstractas que
no estan ligadas a casos concretos que se han experimentado de primera mano.
En otras palabras, a partir de los 12 afos, es apropiado que los alumnos se

introduzcan en la iniciacién a la demostracion.

En conclusién, en el presente T.F.M. se propondra una propuesta didactica para
2° de la E.S.O., la cual estara centrada en el objeto matematico "semejanza" y como

consecuencia de ella, también analizaremos al Teorema de Thales y sus aplicaciones.



B. Definicidn del objeto matematico

B.1 Objeto matematico a enseiar, curso y asignatura en la que lo situas.
El trabajo estara enfocado en el marco de la asignatura de Matematicas dentro
de los contenidos del tercer bloque "Geometria" del segundo curso de Educacion
Secundaria Obligatoria, tal y como indica la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por
la que se aprueba el curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su

aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Autonoma de Aragon.

Los objetos matematicos que hemos seleccionado para desarrollar la presente
propuesta didactica es el de semejanza y el Teorema de Thales. Se abordaran desde
un punto de vista tedrico y practico en el curso de 2° de la E.S.O., es decir, para
alumnos de unos 13-14 anos.

Aunque anteriormente hemos visto que, segun la L.O.M.C.E., el Teorema de
Thales no emerge hasta 3° de la E.S.O., hemos creido conveniente incorporarlo para
enriquecer la propuesta y usar sus aplicaciones para un mejor entendimiento en el

aula.

B.2 Introduccion del objeto matematico en el aula.
Este apartado se va a centrar en una breve explicacion de cémo introduciriamos
los objetos matematicos en el aula teniendo en cuenta los saberes y conocimientos del

alumnado.

i. ¢Quéeslasemejanza?

Si analizamos el origen etimolégico del término semejanza, estableceremos que
emana de la suma de dos componentes léxicos: el vocablo proveniente del latin
'similia’, que puede traducirse como “parecido”, y el sufijo —anza, que es equivalente a
“cualidad”.

Seguramente, si preguntamos a un alumno ;qué es la semejanza?, nos
responda algo parecido a "que se parezca a algo o alguien" ya sea por color, forma,

tamano...



En cambio, en matematicas el concepto de la semejanza esta muy ligado al
concepto de proporcionalidad. La Enciclopedia Libre Universal en Espafiol (2002) la
define de la siguiente manera:

Una semejanza es una aplicacién entre dos espacios métricos que

modifica las distancias entre dos puntos cualesquiera

multiplicandolas por un factor fijo. En el caso de los espacios

euclideos, por ejemplo, es la composicién de una isometria y una
homotecia. Intuitivamente, es una transformacion que puede cambiar

el tamano y la orientacion de una figura pero no altera su forma.

Nosotros nos centraremos en las semejanzas entre figuras planas,
particularmente en los triangulos. De esta manera, diremos que dos triangulos son
semejantes si tienen la misma forma pero su tamano y/u orientacion varian entre ellos,
es decir, si tienen los mismos angulos y los lados correspondientes son
proporcionales.

ii. ¢QuéeselTeorema de Thales?

El teorema de Thales es uno de los mas importantes de la geometria métrica. De
hecho, este junto con el teorema de Pitagoras establecen las bases fundamentales de
la axiomatica de las geometrias métrica y proyectiva.

Debemos aclarar que existen dos teoremas atribuidos al filésofo, matematico y

astronomo griego Thales de Mileto. Nosotros s6lo hablaremos del primero que dice:

Si en un triangulo se traza una linea paralela a cualquiera de sus lados, se
obtiene un triangulo que es semejante al triangulo dado.

AR

10



Asimismo, del primer teorema de Thales se deduce que:

Si dos rectas cualesquiera (r y r') se cortan por A / \A’

varias rectas paralelas (AA’, BB’, CC’) los
segmentos determinados en una de las rectas son
proporcionales a los segmentos correspondientes

en la otra.
AB BC AC C

AB _BC AC /

Ademas, de la explicacidon del teorema de Thales y de sus posibles variantes, se
expondra brevemente datos histéricos sobre Thales de Mileto, el enunciado de su
teorema y la importancia que tiene en la vida cotidiana con el propésito de tanto
informar como despertar la curiosidad de los alumnos y motivarlos. A mi parecer, es
importante que en el proceso de ensefianza-aprendizaje no nos conformemos con una
exclusiva explicacion tedrica y/o practica matematica. Por este motivo, propondremos
en la metodologia, la cual se vera en los siguientes apartados, incluir historia de las
matematicas relacionada con los objetos matematicos elegidos. La finalidad sera
ilustrar al alumnado sobre los origenes de su descubrimiento, como ha podido

evolucionar el concepto, los matematicos involucrados, etc.

B.3 ¢(Qué campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al
objeto matematico pretendes ensenar?

A continuacién, mencionaremos brevemente la praxeologia asociada a los
objetos matematicos que se pretenden ensefiar. No obstante, se abordara mas

profundamente en los siguientes apartados de este Trabajo Fin de Master.

11



Campo de problemas

1) Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes
2) Razon de longitudes y areas

3) Escalas

4) Teorema de Thales

5) Divisién de segmentos en partes proporcionales

6) Construccién de poligonos semejantes

7) Distancias inaccesibles

Técnicas

e Criterio semejanza de poligonos semejantes

e Criterios de triangulos semejantes

e Propiedad fundamental de las proporciones: % g —a-d=b-c

e Razén de semejanza como cociente de los lados correspondientes de
dos figuras semejantes.

e Relacion entre la razén de semejanza (k), la razén de perimetros (k) y
la razén de areas (k?) y razon de volimenes (k3).

¢ Notacion e interpretacién de los diferentes tipos de escalas

e Escala como cociente de las medidas de un objeto representado con
las reales.

e Formula del teorema de Thales

e Triangulos en posicién de Thales

¢ Divisiéon de un segmento en partes iguales y/o proporcionales

e Construccion de poligonos semejantes por homotecia.

o Meétodos diversos para medir distancias inaccesibles.

Tecnologia

¢ Visualizacion de figuras semejantes.

e Propiedades de los triangulos

e Definicion de semejanza, razéon de semejanza, razén de perimetros,
razon de areas y razon de volumenes.

¢ Definicion de escala.

e Tipos y clasificacién de escalas.

e Demostracion del teorema de Thales.

e Definicion de homotecia.

12




C. Estado de la enseianza-aprendizaje del objeto
matematico

Analizaremos tres libros de texto publicados en afos bastante alejados para
poder realizar una comparacion entre ellos. Describiremos las caracteristicas
principales que se presentan con respecto a la introduccion y tratamiento de los
objetos matematicos durante el proceso de ensefanza-aprendizaje. Los libros

utilizados para este apartado son:

£ Alvarez, F., Garrido, L. M. y Ruiz, A. Fractal 2, Matematicas, 2° Secundaria.
Editorial Fractal, 1997.

+ Colera, J. y Gaztelu, |. Matematicas 2° Secundaria. (Serie En tus
manos). Editorial Anaya, 2006.

+ Matematicas 2° ESO. (Serie Resuelve, Proyecto Saber Hacer). Editorial
Santillana, 2016.

C.1. Justificaciéon habitual de Ila introduccién escolar del objeto
matematico.

e Editorial Fractal (1997). Alvarez, F., Garrido, L. M. y Ruiz, A.

El libro es del 1997, afo en que la legislacion educativa activa era la Ley

Organica 9/1995, de 20 de noviembre, de la participacion, la evaluacién y el gobierno
de los centros docentes (B.O.E. 21/11/1995).

La unidad didactica 10 "Semejanza" comienza con la introduccion del concepto
de semejanza y la conexion que tiene este con Thales de Mileto. A continuacion, la

veremos para realizar seguidamente nuestro analisis.

También es interesante saber que el guion que sigue este tema es el siguiente:
1) Ampliacion y reduccién. Figuras semejantes.
2) Semejanza de triangulos. El caso de Thales.
3) Criterios de semejanza de triangulos.
4) Aplicaciones de la semejanza a la medida indirecta de una
distancia.

5) La proporcionalidad de segmentos

13



En este libro, generalmente se presenta primero un ejemplo del concepto que se
va a introducir, después dan su definicién y seguidamente lo justifican con otros
ejemplos. Curiosamente, esto no pasa con los conceptos de "semejanza" y lados y
angulos "homoélogos" puesto que simplemente los explican con un ejemplo, sin darles
posteriormente una definicion formal. A continuacién, expondremos la manera en la

que se introducen tanto la semejanza como el teorema de Thales y sus aplicaciones.

<+ La semejanza se introduce de dos maneras:

» En primer lugar, en la portada puesto que muestran la idea principal de la
semejanza y la relacionan con Thales de Mileto.

» En segundo lugar, al comienzo del tema introducen el concepto de semejanza
mediante varios ejemplos relacionados con la ampliacién y reduccion de
figuras: gracias a una fotocopiadora, mapa, plano, maqueta, etc. Para ello,
entra en juego rapidamente la "razon de semejanza", la cual la denominan
"escala" en el apartado relacionado con la reduccion de la realidad plasmada

en mapas y planos.

14



Resulta curioso mencionar que el primer ejemplo del tema, el cual introduce

realmente al objeto matematico semejanza, es el unico que no es un figura plana. Se

trata de la ampliacion de una foto real de una obra del escultor neoclasico espanol

Ponciano Ponzano, uno de los leones del Congreso de los Diputados situado en la

entrada principal del Palacio de las Cortes, en Madrid.

Ademas, me ha sorprendido que en el margen de algunas paginas se nombran

conceptos que no se explican hasta mas adelante, lo cual me parece poco légico

puesto que nos olvidaremos de ello al llegar a la pagina donde se ensefia la idea

principal.

La magueta estd hecha a es-
cals 1:100, Calcuia ia kangi-
tudl cie fa fachada sabiendo
que 'z magueta es de 15 cm.

Esta imagen aparece en el margen de la
primera pagina del tema (sin contar con la
portada) donde no se menciona ni siquiera la
razobn de semejanza. Tres paginas mas
adelante se explica qué es la "escala" con
ayuda de ejemplos muy precisos como los
mapas y planas. No obstante, no hacen una
minima mencién a las maquetas.

Busca en la foto trdgnguios
semeantas,

Esta imagen aparece tres paginas
antes de la explicacion de las
propiedades y  criterios de
semejanza de tridangulos. De
hecho, se muestra incluso antes
del "caso de Thales".

15



https://es.wikipedia.org/wiki/Palacio_de_las_Cortes
https://es.wikipedia.org/wiki/Madrid

4+ El Teorema de Thales vy sus aplicaciones se introducen de la siquiente forma:

» Primero, en la introduccion de la unidad didactica se nombra a Thales como la
primera persona en utilizar la semejanza como un potente instrumento de

medida. Ademas, de fondo se pueden vislumbrar tres piramides egipcias de

tamafos diferentes. No obstante, el libro no vuelve mencionar nada

relacionado con la introduccion. En otras palabras, aunque el teorema de
Thales se enuncia en la ultima pagina tedrica del libro, en ningdn momento
mencionan quién fue Thales, cédmo, cuando y por qué uso la semejanza como
un instrumento de medida, etc. Evidentemente, tampoco hacen menciéon a la
piramide de Keops ni a ninguna otra.

Thales se menciona por segunda vez con la explicacion de la "posicion de
Thales". Me sorprendio fijarme en que esta explicacién estaba casi al principio
del tema, cuando el teorema de Thales aparece al final de él, cinco paginas
mas adelante. Se introducen como conceptos aislados.

Por ultimo, el teorema de Thales se introduce con el siguiente breve ejercicio
descontextualizado.

A L
Dibuja una figura parecida a ésta que quepa I|
en un folio. Toma medidas y rellena la tobla: | |
— = — B/ :IB
AB= |BC= b= |
AR = | F - ﬁl = I:I-:I ||::I
Compoara los cocientes: " '|
/ |
B K D o o

Observards que tedos son iguales.

Eﬂ consecuencia:
AB _ BC _ CD
'b‘llE"r Brcl
Seguidamente se enuncia el teorema pero no se demuestra. Su justificacion se
basa en el hecho de que los alumnos hayan comprobado anteriormente que el
resultado del teorema es cierto para un determinado ejercicio. Al final, vuelve
aparecer otro ejemplo descontextualizado, lo que produce que tanto el objeto

matematico como sus multiples aplicaciones se presenten con poca o0 ninguna
credibilidad ante el alumnado de 2° de la E.S.O.
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o Editorial Anaya (2006). Colera, J. y Gaztelu, |.
El libro es del 2006, afio en que la legislacion educativa activa era la Ley
Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (BOE 4/05/2006), concretada para

Aragén en la Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y

Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la Educacion secundaria obligatoria y se
autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Autonoma de Aragon
(BOA 1/06/2007).

La unidad didactica 9 "Semejanza" comienza con un problema donde se tiene
que reflexionar ideas que en este tema se van a explicar. Podriamos considerar este
problema como la razén de ser de los objetos matematicos que vamos a analizar.
Asimismo, la siguiente pagina esta dedicada a recordar la teoria que los alumnos ya

han visto anteriormente y que necesitan refrescar para empezar con este tema.

1 El comitén del barco esta midiende con la regla la distancia entre dos puntos del mapo.
Sex 11,3 em. 5Cual es la distancia real entre esos dos puntos?

1 Sabiends que el capitan mida 1,80 m de alto, seudl es la longitud real del pez que se ve &n
la fotografio®
I Lo mogueta del barco estd realizoda de mcﬂugueumlungih.ldda 1 em correspande a | m

i 5 ida hasto
la realidad. Si el volumen de agua que la moqueta cuando esid hundida
ﬁlinme flotacion es de 5 amufnﬁ_ seudl es el velumen de agua que despleze el barco? -
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COMO SE NOMBRAN LOS TRIANGULOS
En geometria, los puntes suelen nombrarse mediante letraes mayGscul
- : las ¥ | i
lefras mindsculas, Un segmento de exiremos A y B se designa par D.:.; ;2m}hgm;::bﬂ_&
Para un triangule usames ka siguisrte nomenclatura: :
Vertices: Letros meayisculas, A B C
Angulos: Lo latra del vértice ean un angulito encima, J?, E, ¢
Lodos: A8, BC, AC
O bien, la letra mindscula del vértice opueske, ¢, a, b,
Lo medida del lodo A8 se designa por AR,

1 Lq:sdmuiﬂtgu]m?iguienmﬁmmhsingulmigmlulmhdmddugundnmnh
mitad de los del primero, Expresa esas relaciones utilizando la nomendlarura adecuada.
: Por ejemplo:
-4
@=2a, obien, BC=2 "
S.igu:tﬁ.
A" se lee “A prima”. Anilogamente o, B’ ..,

— —
caby B e,

§ LOS TIPOS DE TRIANGULOS
La suma da los drgulos de un fridngulo es 180°,

"I'-' el

LOS ANGULOS DETERMINADOS
SOBRE RECTAS PARALELAS

Por tanto, dos de sus & i-
4 ?"@dﬂ dad, agudes [miden mn"ﬁﬁdﬁ:;ﬂﬂ% R
L, '
a2 d=7
* Si el tercer angulo es recto, &l
A P friéngule es rectangulo,
: AA
) T
* Si el tercer angulo as sbiuso, ef "
: Iricingulo uﬁw. \
'Sihslresdngulmm;u;-!ba, i E
" Identifica igualdades PR

”
entre los dngulos
AR A %

Si un trigngulo tiene dos lades iguales, se llama
2,3 4 quevesala

. Entonces, también fiens dos dngulos

derecha, y justificalas o

nombrando la rela- 4 Dibuj i i
o 4 Dibuja un tridngulo rectingulo isés-
B e e —

El guion que sigue este tema es el siguiente:
1) Figuras semejantes.
2) Planos, mapas, maquetas.
3) Coémo construir figuras semejantes.
4) Teorema de Thales.
5) Triangulos en posicion de Thales.
6) Semejanza de triangulos.
7) Aplicaciones de la semejanza de triangulos.
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4+ La semejanza se introduce de la siguiente manera:

» Por un lado, como acabamos de ver se plantea en la introduccion del tema un
problema que tiene el papel de razon de ser de la semejanza.

» Por otro lado, se define el concepto de semejante precedido de este ejemplo:

i imera pdgina de esta unidad es
La maqueta del barco que vimos €n la primera pag

salvo en el ramafio. El bar-
igual que el barco en forma, color, ..., en todo

porque 1 cm de la maqueta CUI‘I‘ESP{JndE a 100 cm =

En matematicas, el concepto de semejanza esta vinculado a "tener la misma
forma". En mi opinién, que en el primer ejemplo y por tanto en la primera referencia
que se muestre a los alumnos se afirme que, en este caso el barco, sea de la misma
forma, color, posicion, orientacién, etc. salvo el tamano para referirse a la semejanza
puede llevar a producir confusiones acerca del objeto matematico.

» En el analisis de la introduccion del objeto matematico, también tenemos que tener
en cuenta el primer ejercicio que se propondra en el aula. Este libro, al contrario

que el anterior, propone ejercicios de este estilo:

Toma una hoja de papel cuadriculado y dibuja
sobre ella una ampliacién del dibujo de abajo al
doble de tamaio.

AN

O=0!

- Sl

Dependiendo de como el docente ensefie el objeto matematico de semejanza al
estudiante, este tipo de ejercicio podria servir perfectamente como razén de ser y se
cuestionen preguntas como ;debemos ampliar el dibujo "verticalmente" vy/u
"horizontalmente"?, ¢con ampliar el coche es suficiente?, ;es necesario tener en

cuenta la calzada?, ¢qué estrategia debemos usar, una aditiva o multiplicativa?, etc.
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» Destacamos que todos los conceptos relacionados con la semejanza propuestos en

el libro se introducen con ejemplos contextualizados, "dibujos" y definiciones mas

formales que en el anterior libro. Predominan los ejemplos de mapas, planos y

distancias inaccesibles.

4+ Thales se introduce de la siguiente manera:

» El Teorema de Thales emerge precedido de un ejemplo concreto donde los

alumnos tienen que medirlo con regla para que se lo crean.

Las rectas 4. b ¥ © son pa-
ralelas y cortan a las rectas r
¥ i

Si los segmentos AF y BC
son iguales, entonces los seg-
mentos AR° y BT son
iguales.

Compriiebalo midiéndolos.

Puesto que de esta manera justifican el teorema definido posteriormente, no se

demuestra. Todos los ejercicios y ejemplos propuestos en este apartado son

descontextualizados. Esto provoca que los alumnos no vean la funcionalidad que tiene

este resultado matematico y como consecuencia que no lo encuentren interesante e

importante. De la misma manera que en el anterior libro, en este tampoco se

menciona absolutamente nada de la identidad de Thales de Mileto ni del origen de

utilizar la semejanza como un instrumento de medida. En mi opinién, seria ideal que

hubiese un ejemplo sobre medir la piramide de Keops dando los datos pertinentes

para poder introducirles a su vez algun dato histérico interesante.

» "La posicidon de Thales" se muestra en la pagina posterior al enunciado del teorema

puesto que utiliza este ultimo como justificacion del concepto. Este hecho es mas

coherente ya que al alumno no le costara tanto relacionar ideas. Ademas, en este

apartado encontramos la unica demostracién del tema, la cual viene acompanada

con un grafico visual para su mejor comprension:
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® PROPIEDAT IMPORTANTE

TEN EN CUENTA

51 dos r.r'r.'||1gu|.n> fenen sils dn-

Dos trldngulos en posicion de Tales son semejantes.

gulos respect ivamente g3 s OEMOSTRACION
entonces Son SeEmopantos, pues ) e ; . : . i
| [omamos dos tridngulos en posicién de Tales y vamos a demostrar que

sodremas poner en posi- | : . :
dén 1 dngulos son respectivamente iguales

cidn de Tales. ! son semejantes, es decir, que sus
v sus lados, proporcionales.

s Sus tres dngulos son respectivamente iguales:

A ) B
Eldngulo A es carmtin a los dos tridngulos.

Ao A A ) - — " oo
B=R8'y C=C" porser dngulos corresponeientes cNtre rectas paralelas

* Sus lados son pro pcrciun:llte::
-~ b«
Aplicande el reorema de Tales: i

18 s 1 ic aAmente
Trazando por €’ una paralelaa AB se obtiene, aplicando nuevame

)
- i (v

el reorema de Tales, — = —.
a [

) a .
Por tanto, s S e
i E" i

e Editorial Santillana (2016).

El libro es del 2016, ano en que la legislacién educativa activa es la Ley
Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa (BOE
10/12/2013), concretada para Aragén en la Orden de 26 de mayo de 2016, del
Departamento de Educacién, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de
la Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros
docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén (BOA 2/06/2016).

Como podemos comprobar, la definicion de razén y proporcién numérica se
institucionaliza en la unidad didactica 8 "Proporcionalidad numeérica". No obstante,
nosotros nos centraremos en la unidad didactica 9 "Proporcionalidad geométrica", la

cual sigue el siguiente guidn:
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Las primeras paginas de la unidad didactica, es decir "la portada"”, son muy
curiosas. Estas se dividen en varias secciones:

» Recordatorio y actividades relacionadas con los conceptos y propiedades
matematicas que se han aprendido anteriormente y que se necesitaran para
esta nueva unidad didactica. En los otros libros, este "recordatorio" se centraba
mas en la clasificacion y las propiedades de los triangulos y en la nomenclatura
de los triangulos, y de los lados y vértices que los componen. No obstante, el
libro de Santillana recalca las definiciones de recta, semirrecta y segmento y la

propiedad fundamental de las proporciones.

» Resumen sobre los contenidos del nuevo tema divididos en "saber" y "saber
hacer".
» Exposiciéon de la funcionalidad en la vida cotidiana que tendran los nuevos
conceptos matematicos. Particularmente, hacen mencion de la impresora:
— Linea del tiempo: desde 1940, cuando Charles Babbage disefa la
primera impresora para el primer computador de la historia, hasta
1998, cuando nacen las impresoras multifuncion, capaces de imprimir,

escanear, fotocopiar y enviar faxes.
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— Situacién muy proxima al alumnado donde tendran que hacer uso de
la impresora: "Todos necesitamos imprimir trabajos, correos
electrénicos o fotos, y la impresora nos hace ese trabajo".

— Problema de razén de ser: "Imprimes una careta con forma cuadrada
para ti y otra para tu hermano pequefio. La de tu hermano la reduces

un 10%. ¢,Cuanto mide el lado de la careta de tu hermano?"

Por otra parte, podemos observar que el guidon que sigue este libro de texto es
diferente a los vistos anteriormente. En primer lugar, se define la razén de segmentos

como:

En segundo lugar, continua con el teorema de Thales, el cual no se demuestra ni

se justifica de ninguna manera.:

Para ambos objetos matematicos, se presentan un ejemplo y se proponen varios
ejercicios de contexto totalmente matematico.
En tercer lugar, seguimos con la semejanza de triangulos. En este apartado se

menciona "la posicién de Thales", lo cual es coherente ya que los alumnos acabarian
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de ver el Teorema de Thales. Ademas, se explica las propiedades de los triangulos
semejantes y sus tres criterios de semejanza. No obstante, en ningun momento se da
a conocer la definicion explicita de semejanza. A mi parecer, esto es un error ya que
es muy importante que el alumnado comprenda que en matematicas, el concepto de
semejanza esta vinculado a "tener la misma forma", independientemente de su
tamano, color, orientacion, etc.

Otro punto a destacar es que la "razén de semejanza" no se da a conocer hasta
casi el final del tema con los "poligonos semejantes". ;Por qué no se enuncia con los
triangulos semejantes? ¢Es que la razén de semejanza sélo se puede aplicar a los

poligonos con mas de tres lados?

Por otra parte, curiosamente es la primera vez
que percibimos las siguientes propiedades
explicitamente. Asimismo, aunque se hable de la
razon de los volumenes entre dos cuerpos
geométricos, en esta unidad didactica no encontramos

ningun problema o ejercicio en que se tenga que

calcular el volumen de ninguna figura geométrica.

Por ultimo, se encuentra el apartado de la "escala". Una posible explicacién al
por qué no se habia definido la razén de semejanza hasta casi el final es para poder
enlazar de mejor manera el concepto matematico "escala". La definicion dada en este
libro es mas detallada ya que se preocupa por diferenciar la escala numérica y la
escala grafica. Sin embargo, unicamente hacen referencia a la escala de reduccién la
cual se expresa de la forma 1:n, donde 1 unidad en la representacion equivale a n
unidades en la realidad. ;Y la escala de ampliacion? ¢Qué significaria que
estuviéramos hablando en una escala n:1? ;Y la escala natural?

Este es el unico apartado en toda la unidad dénde nos encontramos con
problemas contextualizados, los cuales son mas cercanos a la realidad. No obstante,
se centran demasiado en los mapas, olvidandose de esta manera de los planos y las

maquetas.
Consideramos que los ejercicios si son suficientes para aplicar las técnicas que

se ensefian en el libro. No obstante, estos no son suficientes para que el alumno

pueda afrontar los ejercicios contextualizados que se le puedan presentar. Este hecho
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unido a que las actividades finales del libro estan divididas en diferentes bloques de
ejercicios titulados con la técnica que se debe utilizar para resolverlos, facilita a los
estudiantes la aplicacion de la técnica correcta, pero dificulta el desarrollo del
pensamiento matematico.

De las seis paginas que forman las actividades finales del libro, sélo dos

proponen problemas contextualizados y cercanos a la vida real.

Es interesante destacar que en las dos ultimas paginas de la leccion, se
plantean dos problemas donde se necesita pensar utilizando un "razonamiento
matematico". Una de dichas actividades es la demostracién de Tales donde el libro lo
demuestra grafiticamente y numéricamente, y el alumnado debe comprobarlo
numéricamente. Asimismo, se propone un proyecto innovador donde de forma
cooperativa los alumnos acabaran midiendo la altura de un edificio con los
conocimientos adquiridos.

Por ultimo, nos encontramos con dos problemas recogidos de las famosas
pruebas PISA. Uno de ellos podria haber sido un perfecto problema de razén de ser
historico ya que en su contexto hablan de como Thales de Mileto calculd la altura de la
piramide de Keops. El segundo problema nos hace ver que las matematicas se
encuentran incluso en los juegos. Efectivamente, para poder golpear correctamente la
bola en el "Billar francés a tres bandas", se sugiere utilizar los conocimientos

matematicos aprendidos para asi poder ganar la partida.
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C.2. Praxeologia que se ensefna en el aula y efectos que produce en el

aprendizaje del alumno

En general, los libros de texto analizados comienzan con algun ejemplo,
definicion y/o explicacion del concepto para después ponerlo en practica. En otras
palabras, en cada apartado primero se ensefan y trabajan las técnicas
institucionalizadas, después en algunas ocasiones se presentan las tecnologias que
las justifican y finalmente se propone una serie de ejercicios y problemas. Al final del
tema, se plantean varios ejercicios y problemas, los cuales estan clasificados por

"bloques" titulados con la técnica que tendran que usar para resolverlos.

El campo de problemas es el siguiente:
¢ Identificar y/o dibujar figuras semejantes.
e Calcular datos desconocidos de triangulos (generalmente lados).
e Calcular la razébn de semejanza. Si nos referimos a la escala,
predominan problemas de la vida real y el uso de mapas y planos.
e Aplicar del Teorema de Thales.
e Calcular segmentos de un triangulo utilizando la posicion de Thales.
e Aplicar los criterios de semejanza de los triangulos para calcular

distancias inaccesibles.

Como hemos comprobado en el apartado anterior, el libro de la editorial Editorial
Vicens Vivens (Alvarez, Garrido y Ruiz, 1997) propone un campo de problemas mas
descontextualizado mientras que el de la editorial Anaya (Colera y Gaztelu, 2006) y el
de Santillana (2016) presentan en general un campo de problemas contextualizado
salvo en el apartado del Teorema de Thales donde apenas hemos encontrado un
problema contextualizado. Esto ultimo producira que los alumnos no vean la
funcionalidad del teorema y por lo tanto no le den la suficiente importancia.

Sin embargo, gracias a mi Practicum Il y Il he podido preguntar directamente a
los alumnos y estos me han expresado que aunque nunca lo hayan intentado, les
parece asombroso que puedan calcular medidas inaccesibles como edificios o arboles
con ayuda de las matematicas. Esto me hizo reflexionar sobre dos cuestiones:

— ¢ No seria muy beneficioso en el proceso de ensefianza-aprendizaje salir
por ejemplo al patio del recreo o al parque y poner al descubierto los

conocimientos aprendidos?
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— ¢Hasta qué punto han resuelto problemas "tipo" que ni si quiera se

plantearon "calcular la profundidad de un pozo"?

En todos los libros vistos, predominan los problemas "tipo" de calcular la escala
y alturas inaccesibles, los cuales justifican las técnicas descritas. Por este motivo,
consideramos que los ejercicios propuestos si son suficientes para aplicar las técnicas
que se ensefian en la unidad pero no son suficientes para que el alumno pueda

afrontar cualquier ejercicio contextualizado que se le pueda presentar.

Las técnicas que se ensenan habitualmente son:
e ElI método de la cuadricula para dibujar figuras semejantes.
e EI método de la proyeccion.
e La formula del teorema de Thales.
e Los criterios de semejanza, especialmente de los triangulos. La posicion
de Thales.
¢ Procedimientos del calculo de distancias inaccesibles como el siguiente:
. B, Pml.cdtlﬂm del siguiente modo:

Para calcular la altura de un arhal,

s Clavamos en el suelo, verticalmente, una estaci Al

B’ . sombras, AC y AC,
« Medimos la longitud de la estaca, AR, v de las sombras, AC ¥ 4

del arbol v de la esraca, respectivamente.

S PREEN Jap oS P

Las tecnologias que se justifican son:
e El concepto de proporcionalidad.
¢ La definicién de razén de semejanza y escala.
e Las propiedades de los triangulos.
e Los ejemplos.
e El teorema de Thales para justificar las técnicas de resolucién de

problemas de medidas indirectas.

En estos niveles, no se suele encontrar justificaciones muy detalladas de las
técnicas. Efectivamente, se basan mayormente en definiciones, ejemplos vy
comprobaciones que los propios alumnos pueden realizar en clase. En ningun caso

hemos encontrado la demostracion del teorema principal.
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Hart y otros (1981 citado en Gualdron y Gutiérrez, 2006) presentan algunas de
las siguientes estrategias de resolucion, dificultades mas frecuentes y tipos de errores
que fueron detectados en el aula cuando los estudiantes resolvian tareas relacionados
con el presente TFM.

- Doble y mitad (Doubling and halving): cuando la razén no es 2:1, algunos
alumnos duplicaban cuando se les pedia ampliar y partian para dos cuando se les

pedia reducir.

- Construccion progresiva (Build up): a veces los alumnos evitan multiplicar
fracciones y tienden a realizar una construccion progresiva a partir de una relacién que
establecen entre los
elementos de la
problematica. Por ejemplo,
establecen una relacion de <
3a2yluego6a4,9a6, 12

a 8, y asi sucesivamente 3

hasta llegar a 60 a 40, para 60

concluir que el lado mide 40.

- Estrategia multiplicativa: el alumnado tiende a afirmar que una figura es
semejante a otra cuando las medidas de los lados de una son multiplos de los de la
otra. No obstante, este método causa confusion ya que es un arma de doble filo. En
otras palabras, cuando se observa que las medidas de los lados de una figura no son
un multiplo entero de las medidas de los lados de la otra, los estudiantes tienden a

cree que no son figuras semejantes.

3em. 5 cm.

2 cm.

10/3 cm.

En este caso, ellos responderian que no son figuras semejantes puesto que 5 no

es multiplo de 3.
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- Estrategia aditiva o de la diferencia constante: esto es otro método erréneo que
algunos alumnos usan para evitar multiplicar fracciones. Si por ejemplo se les pidiera

ampliar la figura de la izquierda de tal forma que la final tuviera base 12 cm:

b=5 cm.

3cem.

a=12 cm.

Algunos estudiantes dan como respuesta que la altura de la nueva figura es 10

Coa 12 . .
cm. En vez de concentrarse en la razon 5 = 5 deciden realizar algunas de estas dos

operaciones:
o Restar los lados correspondientes a cada rectangulo, 12-5=7, y a este
valor sumarle la altura del primer rectangulo: 7+3=10
o Restar los lados del primer rectangulo, 5-3=2, y este valor se lo restan al

lado conocido del rectangulo ampliado: 12-2=10

- Omision de parte de los datos del problema: es muy comun que en la
resolucion de problemas de razén y proporcion, los alumnos ignoren parte de los datos
del problema. Por ejemplo, si se les pregunta: ;En qué terreno juegan mas apretados
los nifios, en un campo de futbol de 12 m? de area con 6 nifios o en uno de 16 m? con
8 nifnos? Ellos responderan "el segundo, puesto que hay mas nifos en el terreno”
(Gualdron y Gutiérrez, 2006, p. 6).

Ofras dificultades comunes que he detectado gracias a la ayuda que me han

brindado los profesores de mi Practicum Il y Il son:

— Confundir el concepto "parecido” con "semejante".

— Dificultades con la notacién de escala.

— No seleccionar correctamente los datos necesarios para resolver el problema

y/o utilizar datos innecesarios.

— Vincular la escala a una unica unidad de medida.

— No tener en cuenta las unidades de medida.

— Generalizar la razén de semejanza en areas y volumenes.

— Resolver erroneamente ejercicios al aplicar el Teorema de Thales:
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e Aplicar el teorema de Thales cuando no se cumplen las hipotesis
(como el paralelismo).

e Generalizar el teorema de Thales. Por ejemplo, si tenemos:

Ejercicio: Hallar la altura del triangulo ABD. Respuesta del alumno:

Generaliza el teorema y realiza
el siguiente calculo incorrecto:
1,5 3

2 h i

Cuando lo correcto seria:
1,5 _ 3+1,5

3m E 1.5m
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D. Conocimientos previos del alumno

D.1 Conocimientos previos necesarios y vistos en la ensefnanza anterior.

El alumnado antes de introducirse en el estudio del objeto matematico de

semejanza y por tanto del teorema de Thales y sus aplicaciones, tiene que tener unos

conocimientos previos en algunos de los bloques de matematicas como en el de

numeros, algebra y principalmente el de geometria.

Conocer y comprender conceptos como punto, recta, segmento, angulo y
medida y proporcionalidad.

Saber diferenciar las rectas paralelas, perpendiculares y secantes.

Reconocer y clasificar las diferentes figuras geométricas y sus propiedades.
Identificar los diferentes tipos de triangulos teniendo en cuenta sus lados y
angulos. Saber las propiedades basicas de estas figuras planas como cuanto
es la suma de los angulos interiores de un triangulo.

Manejar las unidades de medida.

Operar con fracciones, numero enteros, decimales, racionales, etc.

Manejar con soltura el algebra elemental: operar ecuaciones de una incognita,

saber despejar la variable, etc.

Como podremos comprobar a continuacién, todos estos conocimientos previos

los han adquirido en cursos anteriores de Primaria y E.S.O. Para ello,

seleccionaremos los contenidos que nos interesan de cada nivel.

Segun el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el

curriculo basico de la Educacién Primaria.

Educacion Primaria

Bloque 2: . .
°q Bloque 3: Medida Bloque 4: Geometria
Nuameros
Operaciones con @ Desarrollo de estrategias La situacion en el plano y en el
fracciones. para medir figuras de manera = espacio. Posiciones relativas de
. exacta y aproximada. rectas.
Porcentajes y yap
proporcionalidad. | Eleccion de la unidad mas Descripcion de posiciones y

adecuada para la expresion movimientos.

de una medida. La representacion elemental del

Realizacién de mediciones. espacio, escalas y graficas
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Comparacion de superficies
de figuras planas por
superposicion,
descomposicion y medicion.
Sumar y restar medidas de
longitud, capacidad, masa,
superficie y volumen.

Estimacién de longitudes,
capacidades, masas,
superficies y volumenes de
objetos y espacios
conocidos; eleccion de la
unidad y de los instrumentos
mas adecuados para medir y

sencillas.

Figuras planas: elementos,
relaciones vy clasificacion.

Clasificacion de triangulos
atendiendo a sus lados y sus
angulos.

Identificacién y denominacién de
poligonos atendiendo al numero
de lados.

Perimetro y area.

Poliedros. Elementos basicos:
vértices, caras y aristas.

expresar una medida.

Medida de angulos.

Segun la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el
curriculo de la Educaciéon Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicaciéon en los

centros docentes de la Comunidad Autdénoma de Aragon.

1°y 2° de Educacion Secundaria Obligatoria

Bloque 2: Numeros y Algebra Bloque 4: Geometria

Fracciones equivalentes. Elementos basicos de la geometria del plano.
. . Relaciones ropiedades de figuras en el plano:
Calculos con porcentajes. . y propieada . 9 P

Paralelismo y perpendicularidad.
Aumentos

porcentuales.

y disminuciones | ; .
Angulos y sus relaciones.

Razon y proporcion Figuras planas elementales: triangulo, cuadrado,
' figuras poligonales.

Magnitudes directa e

. : Clasificacion de triangulos
inversamente proporcionales. 9

Propiedades y relaciones.

y cuadrilateros.

Constante de proporcionalidad. Medida y calculo de angulos de figuras planas.
Célculo de areas y perimetros de figuras planas.
Célculo de areas por descomposicion en figuras
simples.

Triangulos rectangulos. El teorema de Pitagoras.
Aplicaciones directas.
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D.2 Actividades sobre los conocimientos previos.

Posteriormente, expondremos diversas actividades sencillas para que el
alumnado pueda recordar y afianzar los conocimientos previos necesarios para
abordar los objetos matematicos tratados en este trabajo.

Estos ejercicios, los cuales se realizaran en el aula y de manera individual, seran
el instrumento para realizar una evaluacion diagnostica acerca de los conocimientos
de los estudiantes. Efectivamente, uno de los componentes para realizar una buena
accién docente es el de conocer, en la medida de lo posible, a los alumnos que se
ensefa. Para ello, es muy util el uso de las evaluaciones iniciales puesto que como
dice David Paul Ausubel "El factor mas importante que influye en el aprendizaje es lo
que el alumno ya sabe. Averiglese esto y enséfiese consecuentemente”.

De esta manera, dependiendo de los resultados de dicha evaluacién, el docente
podra decidir si es necesario dedicar algo de tiempo a un repaso de los conceptos

basicos.

1) Dibuja los triangulos correspondientes. ;Hay alguno que no se pueda

dibujar? Justifica.

ACUTANGULOS RECTANGULOS OBTUSANGULOS
Tres dngulos Un dangulo Un dangulo
agudos. recto. obtuso.

EQUILATEROS
Tres lados iguales.

150SCELES
Dos lados iguales.

SEGUN SUS LADOS

ESCALENOS
Tres lados desiguales.
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2) Dibuja cualquier triangulo. Recértalo y une sus vértices como indica la

figura. i Cuanto mide el angulo que se forma al unir los tres vértices? ¢La

suma de todos los angulos de cualquier triangulo siempre es la misma?

> (

3) Indica de qué tipo de rectas son cada una de estas rectas. ;Qué diferencia
existe entre las rectas secantes y las perpendiculares?

a) b) c) d)
/ //
I b ls Is I I

4) Calcula el area de las siguientes figuras planas en metros cuadrados

I T

40 cm T 150 mm
Bl B

80 dm

2]

2.5 hm 10 m
L
35 dam

0.016 km
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5) jLas fracciones equivalentes necesitan tu ayuda!

a) Calcula el valor de la incognita en las siguientes proporciones.

12 . 7 x+2
1 - = i -= —
X 16
-3 . 20 4
1] _— = v _— = -
21 X 5

3 1 5 6 5 3
5 3 15 10 8 5
21 7 3 2 4 8
12 4 10 4 8 4

6) Queremos comprar un vehiculo cuyo precio inicial es de 8800€. No obstante,
tras negociar el precio, conseguimos un descuento del 6%. ¢Cuanto

tenemos que pagar por el vehiculo?

¢ Sabemos que el coche que nos acabamos de
comprar, gasta 7 litros de gasolina cada 100
kilémetros. Si quedan 9 litros en el depdsito,

¢cuantos kilbmetros podra recorrer?

En el anexo | se encuentran las soluciones de estas actividades iniciales.
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E. Razén de ser de los objetos matematicos

Este apartado se centrard en la razon de ser histérica y la razéon de ser de
nuestra propuesta la cual se centrara en la necesidad que tenemos de utilizar la
semejanza y el teorema de Thales en nuestro dia a dia. Asimismo, podremos observar
como en cierta medida estas dos razones de ser se entrelazan y hasta llegan a
coincidir debido a la evolucién que han sufrido estos dos objetos matematicos a lo

largo de la historia.

E.1 Razén de ser historica

El origen histérico del concepto de semejanza se remonta al desarrollo de la
geometria euclidiana, la cual se fundamenta en axiomas (verdades absolutas) y
teoremas. Retrocedamos en el tiempo para realizar un breve repaso acerca de la

historia de nuestro objeto matematico.

Aunque el origen histérico de la Geometria es desconocido, sabemos que los
conceptos mas antiguos, como puede ser la semejanza, son consecuencia de las
actividades practicas. De hecho, los primeros hombres llegaron a formas geométricas
a partir de la observacién de la naturaleza.

Segun Eudemo de Rodas, fildsofo de la antigua Grecia y uno de los alumnos
mas importantes de Aristételes, los egipcios descubrieron la geometria puesto que
necesitaban medir constantemente sus tierras debido a que las inundaciones del Nilo
borraban continuamente sus fronteras. Pese a que los egipcios se centraron en el
calculo de areas y volumenes, se encontraron rudimentos de trigonometria y nociones
basicas de semejanza de triangulos

De la misma manera, las tablillas de ceramica a través de la escritura cuneiforme
que heredamos de la cultura mesopotamica nos invitan a pensar en una
familiarizacion con el concepto primitivo de semejanza a causa de sus multiples
problemas sobre medidas de triangulos. De hecho, Boyer (2001) afirma que
posiblemente los babilonios ya se habian adaptado al originario concepto de

semejanza entre figuras.
En resumen, es imprescindible resaltar las contribuciones que han aportado

antiguas culturas, principalmente la babilonica y la egipcia, en la evolucién de la

geometria. Cardeas (2013) especifica que en "las diferentes etapas de su desarrollo,
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estas culturas dejaron textos, de cuya interpretacion se desprende sobre todo en el
ambito de sus aplicaciones practicas, que van dirigidas a la agrimensura y la

construccion” (p. 3).

Con respecto a Thales de Mileto, se sabe muy poco a cerca de su vida y obra.
Podemos presuponer que este filésofo, matematico, gedmetra y fisico griego nacié
sobre el ano 625 a.C. puesto que "el eclipse del afio 585 a.C., probablemente ocurrio
cuando Tales estaba en la flor de la edad, digamos que alrededor de los cuarenta
anos" (Boyer, 2001, p. 75). Como curiosidad, mencionaremos que Thales fue capaz de
predecir este eclipse solar, circunstancia que detuvo la célebre batalla entre Alyattes y
Cyaxares.

Thales fue el fundador de la Escuela Jonica, se le considerd uno de los Siete
Sabios de Grecia y fue conocido como el primer matematico verdadero de la
geometria deductiva. Durante su primera etapa, Tales se dedicé parcialmente al

comercio y se destacé por su astucia en los negocios.

Siendo aun comerciante, Thales visitd la Gran Piramide de Guiza, también
conocida como la Gran Piramide de Keops. En aquella visita uno de los alli presentes
formuld la pregunta de cual era la altura de la misma. Ante tal reto geométrico, Thales
se puso manos a la obra para resolver este problema. Finalmente, este calculd la
altura de la piramide por semejanza. A partir de la longitud de la sombra que
proyectaba utilizando de esta manera el conocido primer Teorema de Thales. Existen
diversas versiones de cémo lo hizo:

1. Por medio de Jerdnimo de Rodas, Didgenes Laercio afirma que midid las
piramides por medio de la sombra, proporcionandola con la sombra de Thales
cuando esta era igual a su altura.

Plinio supone que tomé como referencia las sombras de determinados objetos.
Plutarco narra que us6 como elemento auxiliar un bastdon colocado
verticalmente. Se supone que Thales estableci6 una relacién de
proporcionalidad entre los lados de los triangulos determinados por la piramide

y su sombra y el baston y la suya.
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E.2 Razén de seren el aula
Logicamente, el objeto matematico semejanza ha ido evolucionado a lo largo de
la historia. Por este motivo, aunque su origen es el mismo, en el aula se utilizara como
razén de ser un concepto matematico de semejanza mas elaborado, ampliado y
adaptado a nuestras necesidades actuales.
La razon de ser del objeto matematico semejanza la podemos enfocar desde
varias perspectivas:
— Ampliacion y reduccion de imagenes.
— Utilidad e interpretacién de los mapas, planos, escalas, etc.
— Resolucion de problemas donde se demandan trabajar con medidas

indirectas de distancias.

Por otra parte, la razon de ser historica del teorema de Thales coincide con la
razén de ser que se propondra en el aula puesto que al fin y al cabo, el campo de
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problemas que se plantea proponer consistira en calcular medidas inaccesibles e

imposibles de deducir de forma exacta a simple vista.

E.3 Obstaculos epistemolégicos en la enseifanza

Los Elementos, escrito por el matematico griego Euclides cerca del 300 a. C. en
Alejandria, es un tratado matematico y geométrico que se compone de trece libros.

Este tratado es considerado como uno de los libros de texto mas divulgado en la
historia y el segundo en numero de ediciones publicadas después de la Biblia.

Los trece volumenes recopilan gran parte del saber matematico de su época,

dando lugar, de una forma sencilla y l6gica, a la Geometria euclidiana.

En el presente Trabajo de Fin de Master, destacaremos el Libro VI, en el cual
encontramos cinco definiciones, treinta y tres proposiciones y dos porismas, puesto
que refleja formalmente la aparicion del concepto matematico de semejanza. En
resumen, este libro estudia la proporcionalidad entre segmentos y la semejanza entre
figuras planas. Ademas, es interesante destacar que las primeras proposiciones tratan
sobre la proporcionalidad en triangulos. Particularmente, la segunda proposicién se
suele ensefiar actualmente como consecuencia del Teorema de Thales:

Proposicion 2. Si se dibuja una recta paralela a uno de los lados de un
triangulo, cortara proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los lados de un triangulo, la recta que une los puntos de seccion

sera paralela al lado que queda del triangulo.

-d-'.“r.
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®
p
+
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En el anexo Il, encontraremos las proposiciones y las demostraciones del Libro

VI relacionadas con el Teorema de Thales y los criterios de semejanza de triangulos.
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Acerca del estudio de dicho libro realizado por Quintero (2012), creemos

conveniente destacar las conclusiones obtenidas de la definicion 1y 3:

Definicion 1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los
angulos iguales uno a uno y proporcionales los lados que comprenden los
angulos iguales.

[...] Euclides establece la semejanza unicamente como una caracteristica
de dos o mas figuras rectilineas (poligonos), pero no establece semejanza
entre figuras no rectilineas; la proporcionalidad geométrica se da entre al
menos tres objetos geométricos (0 mas precisamente, entre al menos tres
cantidades de magnitudes homogéneas).

Definiciéon 3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media
razon cuando la recta entera es al segmento mayor como el (segmento)
mayor es al menor.

[...] esta definicion contempla una alusién a la proporcionalidad geométrica,
pero no una a la semejanza; ello por cuanto, como lo sefialamos antes, la
semejanza se da entre figuras rectilineas (poligonos) y no entre

segmentos. (p. 80)

Por ultimo, queremos nombrar a Escudero (2005), el cual ha realizado un trabajo
centrado en el tratamiento de la semejanza y el teorema de Thales tanto en los
documentos curriculares oficiales como en los libros matematicos escolares. En la
elaboracion del mismo, Escudero (2005) cree conveniente distinguir tres momentos en
la evolucion histérica de la semejanza para, al mismo tiempo, identificar tres
aproximaciones al concepto cuando se considera como objeto de ensefianza. La
finalidad de analizar la relacion existente entre la evolucion del concepto de semejanza
con la situacion correspondiente en la ensefianza es la de determinar ciertos
obstaculos epistemoldgicos. De esta manera, Lemonidis (1990 citado en Escudero,
2005) distingue los siguientes tres periodos:

a) El griego. La primera demostracion del teorema de Thales y algunos

teoremas relativos a figuras semejantes se encuentra en los Elementos de

Euclides (s. IV a.C.). Hay que destacar de este periodo y, en general, en el

periodo de la influencia de la geometria de Euclides, que las

transformaciones no existen como tales.
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b) Del siglo XVI al XVIIl. Los problemas de la representacion del espacio
que surgen en el Renacimiento van a ser el germen para el estudio de las
transformaciones. Durante estos siglos, se van a ir desarrollando
lentamente, sin que se pueda identificar aun una etapa de utilizacion
consciente y de conceptualizacién de las mismas. De este periodo, se
resalta la consideracion de una transformacién como un util en la
resolucion de problemas.

c¢) Siglos XIX y XX. Periodo de la estructuraciéon y algebraizacién de la
geometria. En el siglo XIX se produce la consideracién de la homotecia y
de la semejanza como objetos matematicos, debido en gran parte al
desarrollo que experimenta la geometria, entre las fechas de publicacién
de la geometria descriptiva de Monge (afio 1799) y el Programa Erlangen

de Felix Klein (afio 1872) y a la evolucién del campo numérico. (p.380)

Asimismo, Lemonidis (1991 citado en Escudero, 2005) establece tres momentos
diferentes en el concepto de semejanza, desde los que, a su vez, se pueden
determinar tres aproximaciones a ella. Dichas aproximaciones, las cuales se deben
tener presentes cuando se considera a la semejanza como objeto de ensefianza, son:

a) Relacion intrafigural. Se destaca la correspondencia entre elementos de

una figura y los correspondientes de su semejante, estando ausente la

idea de transformar una figura en otra.

b) Transformacion geométrica vista como util. La transformacion

geométrica se percibe como una aplicacién del conjunto de los puntos del

plano en él mismo. Se utiliza la semejanza como un util en la resolucién de
problemas graficos.

c) Transformacion geométrica como objeto matematico. Caracterizada

porque hay un tratamiento en el que se busca la transformacién resultante

de dos o mas transformaciones. (p. 380)
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E.4 Metodologia

La metodologia de los problemas de razén de ser que propondremos en el
préximo apartado sera la siguiente:

i.  Proponer al alumnado el enunciado de la correspondiente actividad.

ii. Otorgar el tiempo necesario para que los estudiantes de forma individual o en
grupos pequefios de 2-3 personas, dependiendo de las caracteristicas del
grupo-clase, piensen, analicen y resuelvan dicha actividad. En esta fase, la
labor del profesor serd de observacién activa del trabajo del alumnado. Se
intentara, en la medida de lo posible, no ayudar a los alumnos para que ellos
trabajen solos. No obstante, si se observa que alguno de ellos esta atascado o
no tiene la seguridad para avanzar con el ejercicio, el docente dara alguna
pauta para encaminarlo propiciando y trabajando de esta manera la "Zona de
desarrollo préoximo". En ningun caso, el docente revelara la solucion del
problema.

iii.  Iniciar una discusibn en gran grupo, para comentar los resultados,
procedimientos y conclusiones de los estudiantes. Después de dicha puesta en
comun, el profesor institucionalizara los conceptos y técnicas que hayan

aparecido en la fase de resolucién del problema.

Efectivamente, el papel del docente no sera la de trasmitir saberes, sino que se
centrara en disenar y planificar actividades, problemas, preguntas para amplificar el
ejercicio, etc. que potencien el proceso de ensefianza-aprendizaje y emerja el
conocimiento en el aula.

En resumen, la metodologia propuesta consiste en que los alumnos trabajen de
forma auténoma la resolucién de un problema. Después, se realizara una puesta en
comun de los procedimientos, soluciones y conclusiones del problema, incitando y
fomentando de esta manera una discusion en gran grupo. Finalmente, el docente se

encargara de realizar el proceso de institucionalizacion.

Segun Morera (2013), "las discusiones en gran grupo de la resolucion de
problemas matematicos en clase son un recurso muy importante para crear
oportunidades de aprendizaje a los estudiantes" (p. 2). Definiremos las oportunidades
de aprendizaje como:

todas las situaciones, que se dan en los procesos de resolucion, en las que

los alumnos se les presente la posibilidad de reorganizar sus estructuras
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conceptuales, es decir, de aumentar sus conexiones o de relacionarlas con
el aprendizaje de nuevas formas de proceder en la resolucion de los

problemas que estén trabajando. (Morera, 2013, p. 12)

El articulo de Ferrer, Fortuny y Morera (2014), basado en otras investigaciones

como las de Morera, se centra especialmente en la figura del profesor y en la gestion

de discusiones en gran grupo con la generacién de oportunidades de aprendizaje

matematico, en un contexto de resolucion de problemas de semejanza.

tiene

En dicho articulo, se describe el concepto de orquestacion como el "modo que

un profesor para gestionar los elementos singulares de una discusion y producir

resultados compartidos" (Ferrer, Fortuny y Morera, 2014, p. 386). Para ello, es

necesario que el docente realice un trabajo previo de planificacion para que la

ejecucion del problema matematico en el aula sea lo mas efectiva posible. Por este

motivo, se propone una sistematica de seis fases para preparar y gestionar

discusiones en gran grupo:

1)

2)

3)

Anticipaciéon a través del arbol: estudio previo de como los estudiantes
podrian abordar el problema planteado y prever sus posibles respuestas. Un
instrumento relevante es el arbol del problema descrito por Morera, Souto y
Arteaga (2011 citado en Ferrer, Fortuny y Morera, 2014, p. 386 ). Este se basa
en la idea de un arbol, cuyas ramas muestran las diversas estrategias que un
alumno podria seguir en la resolucion de un problema. Por una parte, si dichas
estrategias son incorrectas, el arbol incluye posibles comentarios del docente
orientados a dirigir el proceso de resolucion del alumno. Por otra parte, si las
estrategias son correctas, el arbol propone varias preguntas al alumno para que

se plantee nuevos retos.

Configuracién didadctica ampliada: conjunto de artefactos, convencionales o
tecnoldgicos, orientados a la ensefianza que el docente decide incluir en el
desarrollo de su sesion de clase. En los problemas de razén de ser que

propondremos a continuacion, sélo haremos uso de artefactos convencionales.

Modo de explotacion: forma en la que el profesor interpreta una configuraciéon

didactica para atender a sus intenciones didacticas.
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4)

5)

6)

Monitorizacion: en esta fase se inicia la ejecucion del trabajo con los
estudiantes. Se basa en el seguimiento de sus pensamientos matematicos y
sus estrategias de resolucidon mientras trabajan en el problema. La principal
finalidad de una buena monitorizacion es fomentar posteriormente la interaccién

entre los alumnos y que las indicaciones del docente no limiten la posible.

Seleccion de situaciones: proceso mediante el cual el profesor lleva a cabo
una seleccion de los alumnos en cada uno de los problemas de la secuencia
para que compartan con el resto del grupo su interpretacién, solucién del

problema, conclusiones, etc.

Secuenciacion de la implementacion didactica: se refiere a la gestion de la
clase en general. En otras palabras, es el reflejo de la preparacion previa de la
sesién de discusién y su puesta en practica en el aula. Para ello, tendremos en
cuenta los siguientes ocho "estadios de la discusién en gran grupo de un
problema", los cuales estan ordenados segun el desarrollo natural de la
evolucion de la discusion:

— Situacion del problema

— Presentacién de una solucion argumentada

— Estudio de diferentes estrategias para resolver o argumentar

— Estudio de casos particulares o extremos

— Contraste entre diferentes soluciones

— Conexiones con otras situaciones

— Generalizacion y conceptualizacion

— Reflexién sobre el progreso matematico

44



E.5 Problemas de razon de ser

4+ Problema 1: Semejanza de figuras.

Dada la siguiente letra del abecedario, representa otra que sea el doble de
grande. A continuacién explica brevemente como la has obtenido y comparala

con la original.

La actividad, que se presenta a los estudiantes de forma grafica mediante
el dibujo lineal de una figura bidimensional, tiene los siguientes objetivos
matematicos: estudiar la proporcionalidad de figuras poligonales, elaborar
conjuntamente una definicion de semejanza basada en la igualdad de
angulos y la proporcionalidad de lados homélogos, y relacionar los
perimetros y las areas de figuras semejantes de dos dimensiones (Ferrer,
Fortuny y Morera, 2014, p. 390).

Como podemos observar, el enunciado del problema es ambiguo a causa de la
indefinicion implicita de la frase "el doble de grande". La finalidad es crear y enriquecer
la discusién en clase. De esta manera, algunos estudiantes representaran una figura
con el doble de perimetro que la original puesto que cada uno de sus lados es el doble
de grande respecto al inicial. Asi, los alumnos llegaran a la definicién de figuras
poligonales semejantes al percibir que los angulos de ambas figuras son iguales pero
los lados son proporcionales con factor 2.

Sin embargo, otros alumnos pueden interpretar la actividad como la demanda de
una figura que tenga el doble de area. En este caso, la figura sera unicamente
semejante a la original si la razén entre los lados homoélogos es V2. El uso de la

cuadricula servira de ayuda para la construccion de dichas figuras.
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Después de la discusion en gran grupo, el profesor puede pedir a su alumnado
la relacion existente entre la razén de los perimetros, la cual es la misma a la razén de
semejanza entre las figuras, y la razén de las areas de dos figuras poligonales
semejantes, basandose en los datos y conclusiones que habian sacado entre todos

anteriormente.

En el caso de que los alumnos no lleguen a ver y/o entender dicha relacién, se
les pedira dibujar un rectangulo cuya razén de semejanza sea 3 con respecto al

original de lados a y b.

Ja

Efectivamente, observaran por si mismos que:
o El area del rectangulo menores a X b

e El area del rectangulo mayor es 3a X 3b = 9ab

De este modo, acabaran concluyendo que la razdén entre las areas es:

Area del rectaigulo mayor 32

Area del rectingulo menor
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+ Problema 2.1: Razdn de semejanza. Escalas.

Queremos redecorar nuestra clase y para ello necesitamos comprar
nuevos muebles que puedan caber en el aula. A continuacidén os presentamos
un plano a escala 1:100 en centimetros. Elige los muebles idéneos y su

distribucion para que quepan correctamente en el aula

S
|

|'D—l".hlll'|

[ 1

dld]d]d]d
] d]d]d]d]
] d]d]d]d
d]d]d]d]d
d]d]jd]d]d]

Los posibles muebles a elegir son los siguientes:

60 cm
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+ Problema 2.2: Razén de semejanza. Escalas.

En verano, Juan decide irse de vacaciones a la playa. Como es muy

ahorrador, decide informase de los precios de cada hotel. Finalmente, encuentra

3 habitaciones de hoteles distintos al mismo precio. Sus dimensiones son:

Area real de la

Escala Dimensiones | Dimensiones habitacion
plano reales
(en m?)
Habitacién 1 1:50 Ancho: 6,5 cm | Ancho:
Largo: 6,3 cm | Largo:
Habitacién 2 1:100 AR C A E] || /AT
Largo: 5,56 cm | Largo:
Habitacién 3 1:250 AR T E) /AT
Largo: 2 cm Largo:

Completa la tabla. ; Qué habitacién deberia escoger Juan?, ¢ por qué?

Estos problemas de razén de ser propiciaran que los estudiantes vean la

necesidad de saber utilizar, interpretar y operar tanto las medidas como las escalas de

por ejemplo un plano. Al mismo tiempo, comprenderan los beneficios que les puede

aportar en la vida cotidiana el manejo de estos saberes y conocimientos.

48



+ Problema 3: Razén de ser histérica del Teorema de Thales.

Llegadas las vacaciones, Thales de Mileto, un famoso matematico, decidié
hacer un poco de turismo y se fue a Egipto. Entusiasmado, visité la Gran
piramide de Guiza, la cual es la mas antigua de las siete maravillas del mundo.
Alli mismo, se encontro con el faraon, el cual le reté a medir la altura de esa
Gran piramide, que sirvié de tumba a la dinastia Keops. Thales acepté el reto y
con ayuda de su bastéon, el cual media 1,5 metros, comenzé el reto

aprovechando la semejanza de triangulos.

A una hora determinada del dia, la sombra de la piramide media 280 metros

y la sombra del bastén 2,87 metros. ¢ Cuanto media la piramide?

Consideramos fructuoso proponer al alumnado este problema de razén de ser
histérico para que el docente tenga la oportunidad de hablar sobre historia de las
Matematicas en el aula. De hecho, no podemos olvidar que

La Historia de las Matematicas es una fuente inagotable de material

didactico, de ideas y problemas interesantes y también, en un alto grado,

de diversidén y recreo intelectual, en suma de enriquecimiento personal,

cientifico y profesional, que el profesor puede aprovechar para motivar su

labor de transmision del conocimiento, desdramatizando la Ensefanza de

las Matematicas. Finalmente la Historia de las Matematicas como lugar de

encuentro entre las ciencias y las humanidades, es un instrumento

magistral para enriquecer culturalmente la Ensefianza de la Matematica e
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integrarla de forma armonica e interdisciplinar en el curriculum académico.
(Gonzalez, 2004, p. 27)

En nuestra opinion, la Historia de las Matematicas es un elemento importante a
considerar en la Didactica de la Matematica. Por este motivo, aludiremos a la famosa
cita de Bell (1985 citado en Gonzalez, 2004, p. 17): "Ningun tema pierde tanto cuando

se le divorcia de su historia como las Matematicas".

Al resolver el problema, los alumnos obtendran como resultado del problema que
la piramide de Keops media 146,34 metros. Es interesante, que el profesor comente
en clase que esa era la altura aproximada que tenia la piramide en la antigiedad.

Actualmente mide aproximadamente 139 metros.
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F. Praxeologia: campo de problemas, técnicas y
tecnologias

Los campos de problemas que se presentan a continuacion se corresponden

con las técnicas necesarias para su resolucién. No obstante, destacamos el ultimo

campo de problemas llamado "Distancias inaccesibles", el cual es el unico recogido

por su contexto puesto que las técnicas utilizadas son las vistas en los anteriores

problemas. Particularmente, utilizaremos el Teorema de Thales en este ultimo.

Asi pues, los campos de problemas propuestos son:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes
Razon de longitudes y areas

Escalas

Teorema de Thales

Divisién de segmentos en partes proporcionales
Construccion de poligonos semejantes

Distancias inaccesibles

A lo largo de este apartado, se manifestara la metodologia a seguir en el aula,

las técnicas y las tecnologias que las justifican en cada campo de problemas. Estas

dos Uultimas han sido recogidas de diversos libros académicos de texto de

Matematicas. Ademas, observaremos que:

e Las técnicas estaran adecuadas a los campos de problemas asociados al

objeto matematico.

e La responsabilidad de justificar las técnicas, si es que hay tecnologias,

sera asumida algunas veces por el profesor y otras por el alumnado.

e En general, las técnicas se justificaran mediante definiciones, ejemplos

tanto numéricos como visuales, y demostraciones. Para ello, usaremos

diversos recursos como:

— Las tecnologias de la informacion y la comunicaciéon (TIC):
software de GeoGebra, ordenadores, proyector, Internet, etc.

— Geoplanos.

— Fichas con ejercicios.

— Imagenes a diferentes escalas.

— Problemas recogidos de fuentes externas como Grupo Beta
(1993).
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F.1 Campo de problemas 1: Semejanza. Propiedades de las figuras
semejantes.

El primer campo de problemas se centrara en el objeto matematico de
semejanza. Principalmente nos propondremos los siguientes objetivos:

i. Intentar que los alumnos se den cuenta por ellos mismos que en
Matematicas el concepto de "parecido" es diferente al de "semejante”.

ii. Acordar entre toda la clase que "semejante" significa "tener la misma
forma", lo cual implica de alguna manera comparar partes
correspondientes de las dos figuras.

iii. Descubrir las propiedades que hacen que algunos poligonos se
consideren semejantes.

iv. A partir de lo anterior, institucionalizar seguidamente los criterios de los

triangulos semejantes.

Todos los problemas que se propongan en los siguientes campos de problemas
seran resueltos de manera individual por el alumnado, excepto cuando se especifique

lo contrario.

Problema 1.1: Rodea los triangulos marrones que aparecen en la cuadricula

gue no sean semejantes con el triangulo azul:

¢ Cuadl es la razdn de semejanza de los triangulos semejantes al azul?
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El docente repartira una ficha con dicho problema a cada alumno y dejara 5
minutos para que resuelvan la primera parte. Mientras tanto, el profesor estara atento
a las posibles dudas que puedan surgir. Después, el problema lo corregiran en alto
entre los estudiantes. Seguidamente, gracias a ciertas cuestiones y conclusiones que
pueden manifestarse a través del docente o de los propios estudiantes, se dejara en
evidencia la clara diferencia que existe entre el concepto de "parecido” y "semejante".
De esta forma, el docente institucionalizara los nuevos objetos matematicos de
"semejanza" y "razon de semejanza". Con ayuda de la definicion de razon, los

alumnos deberan pensar y resolver la segunda cuestion propuesta.

Problema 1.2: ;Cual de estas figuras son semejantes? ;Cual es la razén de

semejanza?

La finalidad de esta actividad es que los alumnos afiancen de una manera
practica y visual el concepto de "razén de semejanza", la cual hemos institucionalizado
anteriormente. Ademas, les pondremos la dificultad de deducir por ellos mismos si dos
figuras "iguales" son "semejantes".

Efectivamente, acabaran concluyendo que F; es semejante a F, y a F; con una
. . 3 . . .
razon de semejanza de > Del mismo modo, F,y F; son semejantes con una razén de

semejanza de 1.
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Problema 1.3: Calcula las longitudes que faltan en estas figuras y halla la razén

de semejanza entre ellas:

b) .r-- .
-
b
r - - o
H?N, =

En la linea de Steinthorsdottir (2006), nétese que las medidas de los objetos
estdn cuidadosamente elegidas para que no haya cocientes enteros al dividir

longitudes de segmentos de la misma figura.

Por otra parte, no debemos limitarnos a proponer ejercicios donde aparezcan
unicamente figuras geométricas planas. En otras, consideramos beneficioso para los
alumnos proponer problemas donde aparezcan objetos que se pueden encontrar en

su entorno como son en este caso un juguete y un avion.

La solucién de dicho ejercicio es:

6 15 6
a) > = S = 5. La razdon de semejanza es: k = 5= 3
4 5 . , 4
b) P = ; -y =7,5. Larazon de semejanza es: k = = 1,5
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Problema 1.4: Decide, razonando la respuesta, si las siguientes afirmaciones

son verdaderas o falsas. Ademas, si es falsa pon un ejemplo que lo justifique.

a) Todos los cuadrados son semejantes.
b) Todos los rectangulos son semejantes.

c) Los siguientes poligonos son semejantes.

8=233.13°

a=28313

d) Los siguientes poligonos son semejantes.

a=283.13" B =208.07°

Tras saber que en matematicas se dice que dos figuras geométricas son
semejantes si tienen "la misma forma", pasaremos a determinar los diferentes criterios
que deben cumplir los poligonos semejantes.

En primer lugar, los alumnos tendran que pensar y resolver los dos primeros
apartados con la idea "informal" que tengan sobre las propiedades de las figuras
semejantes. Para ello, el docente entregara a cada estudiante un geoplano para que
vayan dibujando cuadrados y posteriormente rectangulos de diferentes formas y

tamanos. De esta manera, enfocaremos el problema de una manera menos abstracta

y mas manipulativa.
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Después de resolver en la pizarra los dos primeros apartados, el docente dara

unos minutos para que los estudiantes resuelvan los ultimos apartados.

La idea es que el alumnado llegue a las siguientes conclusiones, ya sea

auténomamente o con ayuda del profesor.

a) Verdadera, todos los cuadrados son semejantes. Si comparamos dos
cuadrados veremos que todos los angulos de ambos son rectos y los lados
correspondientes de ambos son proporcionales puesto que los cuatro lados de
un mismo cuadrado deben ser iguales. En otras palabras, si comparamos cada
lado de un cuadrado de 5 centimetros de lado con respecto a los lados
correspondientes de otro cuadrado de 10 centimetros de lado veremos que la

razdén sera la misma para cada lado homdélogo.

b) Falsa, no todos los rectangulos son semejantes. Si comparamos dos
rectangulos veremos que todos los angulos de ambos son rectos. No obstante,
los lados correspondientes no tienen por qué ser proporcionales entre ambos.

Un claro ejemplo son los rectangulos de lados 1y2cmy 1y 3 cm.

¢) Verdadero. Podemos comprobarlo de dos maneras:
— Cada lado del primer poligono es proporcional al lado homdlogo del segundo.

— Cada angulo del primer poligono es igual al angulo homadlogo del segundo.

d) Falso. Podemos comprobarlo de dos maneras:
— Cada lado del primer poligono no es proporcional al lado homodlogo del
segundo.

— Cada angulo del primer poligono no es igual al angulo homadlogo del segundo.
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Problema 1.5: Una fotografia de 9 cm de ancho y

6 cm de alto tiene alrededor un marco de 2,5 cm de

ancho. ;Son semejantes los rectangulos interior vy 6 In

exterior del marco? Responde razonadamente.

Tanto por el contexto como por la imagen presentada, a simple vista, es muy
probable que los estudiantes afirmen que dichos rectangulos sean semejantes. Les

mostraremos importancia de las matematicas a la hora de contrastar una afirmacion

. 14 11
aparentemente cierta: riairy
Como podemos comprobar, en este caso no hay cocientes enteros de ninguna
forma. Pero, ¢qué pasaria si existieran cocientes enteros entre las medidas del propio

objeto?, ¢ los alumnos tendran dificultades?

Problema 1.6: Calcula las longitudes que faltan en estas figuritas y halla la

razon de semejanza entre ellas:

&
r

11cm

12cm

4 cm

57



Problema 1.7: Responde a las siguientes cuestiones.

78 mim
94 mm 297 mim _'-r'- 144 mim ==—

1185 mm T
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a) ¢/ Cual es la razén entre el lado mayor y el lado menor en todos los formatos?

b) ¢ Cual es la razén de semejanza que permite pasar del formato A4 al A3?

¢) /Cual es la razon de semejanza que permite pasar del formato A3 al A5? En el
caso anterior hemos obtenido una ampliacion, mientras que ahora se obtiene una
reduccion. ¢ Qué relacion guarda esto con la razén de semejanza?

d) Calcular el perimetro del A3, A4 y A5. ; Existe alguna relacién entre ellos?

e) Sabiendo que el formato A4 se obtiene doblando un A3, ;cual es el area del A4
en relacion con el A3?

f) Organizar todos los datos anteriores en una tabla.

En primer lugar, los alumnos deberan agruparse por parejas para realizar la
actividad que vamos a explicar a continuacion.

En segundo lugar, el profesor repartira a cada grupo un papel de DIN A3, Ad y
A5 a cada para pedirles posteriormente que busquen todas las regularidades posibles.
A simple vista, una de las caracteristicas que observaran sera que el papel en formato

A5 es la mitad del papel en formato A4 y este a su vez es la mitad del A3.
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Hasta ahora, hemos estado trabajando con los lados y los angulos de los
poligonos, por este motivo se espera que los alumnos los midan y los anoten en su
cuaderno. Si el profesor percibe que esto ultimo no se produce, dara indicaciones para
volver al tema que nos interesa. Después de trabajar con los lados y los angulos de
dichos papeles, se espera que averiglen si los formatos son semejantes.

Finalmente, se acabara concluyendo en el aula que todos los formatos son
semejantes y que cada formato se obtiene del anterior, doblandolo en dos partes

iguales por el lado mayor.

A continuacion, los alumnos tendran que responder a las cuestiones que se han
planteado anteriormente. Se estima que en total dicha actividad durara entre 30-40

minutos.

Problema 1.8: Con ayuda de GeoGebra, dibuja un triangulo de angulos 90° y

30° respectivamente. A continuacion realiza los siguientes pasos:

a) Anota en tu cuaderno las medidas de los lados y de los angulos de dicho
triangulo.

b) Mueve un vértice. ¢ Este triangulo es semejante al primero?

c) Construye otro triangulo cualquiera con dos angulos fijos. Seguidamente mueve
un vértice. ¢ EIl triangulo resultante es semejante al anterior? ;Por qué crees

que pasa esto?

Por parejas, los alumnos tendran que realizar la actividad propuesta con el
software GeoGebra. Después de poner en comun los resultados de toda la clase, el
profesor explicara que existe una serie de criterios que nos permiten identificar si dos
triangulos son semejantes sin la necesidad de medir y comparar todos sus lados y
angulos. A partir de esta actividad, se expondran los criterios de semejanza de

triangulos.
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Problema 1.9: Decide, razonando la respuesta, si las siguientes afirmaciones

son verdaderas o falsas. Ademas, si es falsa pon un ejemplo que lo justifique.

a) Todos los triangulos equilateros son semejantes.

b) Todos los triangulos rectangulos son semejantes.

c) Todos los tridngulos isdsceles son semejantes.

d) Todos los tridngulos que son a la vez rectangulos e isdsceles son

semejantes.

Después de haber formalizado los criterios que deben cumplir los triangulos
semejantes, los alumnos volveran a tener unos minutos para responder los siguientes
problemas con ayuda de un geoplano. Posteriormente, dicho problema se corregira en
voz alta por los alumnos.

Si las condiciones del aula y los recursos son idoneos, el uso de la pizarra se
puede sustituir por un geoplano interactivo desde el ordenador para poder proyectarlo
y de esta manera que el resto de la clase lo pueda ver. Una posible alternativa es el
propuesto por NCTM (2015) en la siguiente pagina web:
https://iluminations.nctm.org/Activity.aspx?id=6385

Las soluciones de los apartados son:

a) Verdadera, todos los triangulos equilateros son semejantes. Si comparamos dos
triangulos equilateros veremos que todos los angulos de ambos miden 60° y, por
lo tanto, son iguales. Asimismo, los lados correspondientes de ambos son
proporcionales puesto que en cada triangulo equilatero sus tres lados deben ser
iguales. En otras palabras, si comparamos cada lado de un triangulo equilatero
de 3 centimetros de lado con respecto a los lados correspondientes de otro
triangulo equilatero de 6 centimetros de lado veremos que la razon sera la misma

para cada lado homologo.

b) Falsa, no todos los triangulos rectangulos son semejantes. De hecho, ni siquiera
tienen por qué tener los respectivos angulos iguales.

Unicamente, dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen:

e Un angulo agudo igual, o bien,

e dos parejas de catetos correspondientes proporcionales, o bien,
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e un par de catetos y las hipotenusas proporcionales.

c) Falsa, no todos los triangulos isdsceles son semejantes. De hecho, ni siquiera

tienen por qué tener los respectivos angulos iguales.

d) Verdadera, todos los triangulos que son a la vez rectangulos e isésceles son
semejantes. Los angulos correspondientes son iguales ya que en todos los casos
mediran 90°, 45° y 45° Del mismo modo, los lados correspondientes son
proporcionales, puesto que seran de la forma x, x y x V2 (por el teorema de

Pitagoras).

El docente intentard que los alumnos realicen este ejercicio de manera
auténoma e individual.

Después de corregir en la pizarra el apartado a) y b), el profesor enumerara las
condiciones que deben cumplir dos triangulos rectangulos para que sean semejantes.
Del mismo modo, después de corregir los apartados c) y d), puesto que seguramente
los alumnos habran realizado el apartado d) teniendo en cuenta los angulos, el
profesor, haciendo uso del Teorema de Pitagoras, les ensefara de forma numérica
como se cumple también que los lados correspondientes de dos triangulos rectangulos

isdsceles son proporcionales.

Problema 1.10: Las siguientes ternas de numeros representan las longitudes
de los lados de una pareja de triangulos. Estudia, en cada caso, si son 0 no

semejantes. En caso afirmativo, determina la correspondiente razén de semejanza.

a) 2 4 5 8 16 20
b) 3 4 6 4,5 6 8,5
c) 25 55 7 6,25 13,75 17,5

En este problema, los alumnos repasaran la definicién de razén de semejanza y

los criterios de triangulos semejantes institucionalizados anteriormente.
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. . 8 1
a) Los lados de los triangulos son proporcionales: Pl 4

Por lo tanto, los triangulos son semejantes con razén de semejanza k = 4 del

segundo respecto del primero.

., . 45 6 85
b) Los lados de los tridngulos no son proporcionales: S =3 #* —
Por lo tanto, los triangulos no son semejantes.
. . 6,25 _ 13,75 _ 17,5
c) Los lados de los triangulos son proporcionales: — = — = —/—~ = 2,5

2,25 55 7
Por lo tanto, los triangulos son semejantes con razén de semejanza k = 2,5 del

segundo respecto del primero.

Problema 1.11: ;Los siguientes triangulos son semejantes? Razona tu

respuesta.
a) b)
176 mm
220 mm
, 63°
63 350
400 mm 320 mm
c) d)
350 N\
27ee \_ 2930

El objetivo principal de este problema es que los alumnos pongan en practica las
técnicas y teoria que han aprendido hasta el momento. Asimismo, se fomentara una
discusion en grupo donde se comenten los procedimientos usados para determinar si

el triangulo d) es semejante a los anteriores. Efectivamente, es el Unico caso donde se
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puede usar mas de un criterio de semejanza. Por ultimo, el profesor realizara la
siguiente cuestion: ¢ Cual de los tres criterios es el mas optimo para utilizar en este
caso? Evidentemente, esta pregunta es abierta puesto que dependera de las
estrategias metacognitivas que tenga cada alumno. De este modo, emergeran

diferentes respuestas con justificaciones totalmente validas

Los triangulos a), b) y ¢) son semejantes entre si:

a) - b) Los triangulos tienen un angulo igual (63°) y los lados que lo forman son

, 220 400
proporcionales: — = —
176 320

a) - ¢) Ambos tridangulos tienen los mismos angulos interiores: 35°, 63° y 82°.

a) - d) No presentan los mismo angulos.

Problema 1.12 (opcional): Dibuja y completa la figura inacabado. ¢, Cual es la

razon de semejanza que transforma A en B?

(B}

Este problema se realizara en casa para entregarla y corregirla posteriormente
en el aula. Es una actividad poco corriente en la que a partir de las figuras dibujadas
sobre una cuadricula, se pretende que averiglen la razén de semejanza a partir de la
proporcionalidad de los segmentos de ambas. La mayor dificultad reside en la
representacion de las lineas oblicuas, las cuales que no coinciden con los cuadrados

de la cuadricula.
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Técnicas y tecnologias

Para calcular si dos figuras geométricas planas son semejantes, utilizaremos las
siguientes posibles técnicas:

e Criterio de semejanza de poligonos: dos poligonos son semejantes si tienen los
angulos homélogos iguales y los lados correspondientes son proporcionales.
Para averiguar si los lados correspondientes son proporcionales, utilizaremos
el concepto de "razén de semejanza". La técnica para calcular la razén de
semejanza es un cociente entre segmentos. Por ejemplo, dados dos

rectangulos ABCD y A'B'C'D', estos son semejantes si se cumple:

AB BC CcD DA

AIBr - BrICr - Cr'Dr - DA/

Asi pues, k es la razén de semejanza. Si no se cumplen las igualdades

anteriores, entonces los poligonos no serian semejantes.

Si nos piden hallar un lado desconocido de dos poligonos semejantes, la
técnica se reducira a operar con fracciones. En otras palabras, se tendra que
utilizar la regla de los productos cruzados para despejar la incégnita. Veamos

el siguiente ejemplo. "Sean dos rectangulos ABCD y A'B'C'D semejantes.

Calcula el valor de B'C' teniendo en cuanta que conocemos el valor de todos

los demas lados de los poligonos".

Sea x:= lado desconocido B'C’

Operaciones algebraicas:
— Significado de incognita.
— Despejar incognita.

Operaciones algebraicas:
— Significado de incognita.
— Despejar incognita.

Operaciones aritméticas:

(regla de los productos cruzados)

AB  BC _ CA

AB _ BC NP BC*AIB/1 Puesto que: = = = k
— = . = 5 AIBr BICr CrAr
entonces:
BC CcA BC*CrAr BC BC
— = X = — =k -S>ox=—
X CrArs CA x k
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o Criterios de semejanza de triangulos:
1) Dos triangulos, ABC y A'B'C', son semejantes si sus lados son
proporcionales:
AB  BC (A
AB BC CA
2) Dos triangulos, ABC y A'B'C', son semejantes si tienen dos &angulos

iguales:
(A=l o (A=d o (B=F
B =B c=cC c=cC
3) Dos triangulos, ABC y A'B'C', son semejantes si tienen un angulo igual y
los dos lados que lo forman son proporcionales:
= 1 B = §’ é = El
AB _ AC o BA BC O CA CB

A'B" A'C'

S

BrA/ BICr

CrAr - C'Br

La tecnologia que sustenta a dichas técnicas son:

e Visualizacion de figuras semejantes.

e La definicibn de semejanza: en matematicas se dice que dos figuras
geométricas son semejantes si tienen la misma forma.

e La definicion de razén de semejanza: cociente entre la longitud de un lado de
un poligono y la longitud del lado correspondiente del otro poligono.

e La definicién de los conceptos: segmento, proporcionalidad, homélogo, numero
entero, incognita, etc.

e Las propiedades necesarias para realizar operaciones tanto aritméticas como
algebraicas: la regla de signos, la jerarquia de operaciones, etc.

e La definicién y las propiedades de los poligonos, especialmente las de los

triangulos (la suma de todos sus angulos interiores es 180°)

65



F.2 Campo de problemas 2: Razén de longitudes y areas

Para comenzar con este campo de problemas, seria idéneo realizar un breve
repaso sobre las férmulas de los perimetros y la areas de los diferentes poligonos. De
esta manera, posteriormente nos centraremos unicamente en los nuevos conceptos
que transmitiremos al alumnado.

Los obijetivos principales que nos propondremos con este campo de problemas
son:

i.  Relacionar los perimetros y las areas de las figuras semejantes.
ii. [Establecer una correspondencia entre las razones de semejanza, de

perimetros y de areas entre figuras semejantes.

Resulta muy conveniente tratar este campo de problemas después del anterior
porque seguiremos estudiando las figuras semejantes pero anadiendo una dificultad,

la de comparar otras caracteristicas como sus perimetros, areas y volumenes.

Problema 2.1: Sean dos poligonos semejantes:

a) Halla la medida de sus lados, perimetros y areas.
b) Calcula la razén de semejanza, la razdn de perimetros y la razén de areas.

c) ¢Qué relacion existe entre ellas?

En primer lugar, los alumnos realizaran los dos primeros apartados de forma
individual, del problema. Gracias a la definiciéon y férmula de la razén de semejanza, el

alumnado debera pensar y razonar cuales seran la razén de perimetros y de areas. El

66




papel de docente sera la de pasearse por el aula percatandose de las posibles
obstaculos que les presente y orientado a los que muestren dificultades.

Después de unos minutos, el ejercicio se corregira en la pizarra por los alumnos.
Tras la explicacion que daran varios alumnos sobre la razén de perimetros y de areas,
el profesor las institucionalizaran.

Por ultimo, se iniciara una discusion en grupo en voz alta para la resolucion del

apartado c).

Puesto que la finalidad de este problema es el de que los estudiantes concluyan
por si mismos tanto las férmulas como la relacion existente entre la razén de
perimetros y de areas, hemos creido conveniente proponer una actividad visual. Esto
se debe a que no queremos que la dificultad se presente en el contexto del problema

sino en su resolucién. La solucion es la siguiente:

a) Medida de los lados:
=3 BC=1 CD =22 +12 =45 AD =22+ 12 =5
'B=9 B'C'=3 (D =V62+32=+45=3V/5 A'D' =62+ 32 =+/45 =35

=
oy]

o

Medida de los perimetros:
Pagep =3+14+V54+V5=4+2V5
Pugicr =9 +3+3V5+3V5=12+6V5

Medida de las areas:

Aapcp = (%) + (%) +(2-1)=4

36 6-3
Agrgicipr = (T> + (T) +(6-3) =36

9 3
b) Razén de semejanza: k = 3 = 1 =

. , Pagrcrpr 12+6V5  6(2+V5) 6
Razdén de perimetros: = = =—_=3
Pascp 4+2v5  2((2+V5) 2
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, , AarBrcipr 36
Razéon de areas; ————— = — =9

AaBcD 4

¢) Por una parte, observamos que la razén de perimetros coincide con k, luego es
igual a la razon de semejanza. Por otra parte, la razon de areas coincide con k2,

luego es igual al cuadrado de semejanza.

Problema 2.2: Las medidas de un rectangulo son 0,03 y 0,05 metros. Calcula
las medidas de un rectangulo semejante al anterior, cuya area mida 135 centimetros

cuadrados.

En primer lugar, puesto que en las matematicas se produce un aprendizaje
continuo, el alumnado debe acordarse de la importancia de pasar todos los datos a la
misma unidad y de la formula del area de un rectangulo.

En segundo lugar, es util dar la vuelta a los problemas. En otras palabras, los
alumnos estaban acostumbrados a hallar la longitud del lado correspondiente del
poligono semejante para asi calcular la razéon de semejanza. No obstante, en este
caso hemos planteado un problema donde, sin preguntarlo explicitamente, deben
averiguar la razén de areas para mas adelante calcular la razéon de semejanza y asi
las longitudes de los lados del nuevo rectangulo semejante.

Estos son los pasos que se esperan del alumnado:

Primero, pasamos todos los datos a la misma unidad de medida: 0,03 m =3 cm y
0,05m=5¢cm.

Segundo, calcula el area del rectangulo original: A; = 3+5 = 15 cm?.

. . . Ay _ 135 . .
Asi pues, la razon de areas es o = e = 9y la razén de semejanzaes k = V9 = 3
1

Por lo tanto, las medidas del nuevo rectangulo seran:
k-3=3:-3=9cm y k-5=3-5=15cm
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Problema 2.3: Los lados de un cuadrildtero miden 2, 3, 4 y 5 cm

respectivamente.

a) Calcula la media de los lados de otro cuadrilatero semejante al anterior y que
tenga por perimetro 49 centimetros.

b) ¢ Cual sera la razdn de las areas entre los dos cuadrilateros?

¢) ¢ Podriamos estar ante un rectangulo o un trapecio? Dibuja ambos cuadrilateros y

compruébalo.

Volvemos a pedir la razon, esta vez de los perimetros, de forma implicita. Los
estudiantes que tienen que acostumbrarse a analizar todos los datos plantea el

problema para poder usarlos en su beneficio.

Evidentemente, para el ultimo apartado de esta actividad, los alumnos deben
recordar las propiedades de los cuadrilateros. Es una forma sutili de que pongan
continuamente en practica los conocimientos aprendidos de las unidades didacticas
anteriores asi como de hacerles entender que los conocimientos matematicos

aprendidos no estan aislados, sino que estan relacionados entre si.

a) La razon de semejanza es igual a la razén de los perimetros:

49 49 i
k = ———— = — = 3,5. Por lo tanto, el lado homdlogo al de:
2+43+4+5 14

»> 2cmmide2-k=2-35=7cm
» 3cmmide3-k=3-35=10,5cm
»> 4cmmide4-k=4-35=14cm
> 5cmmide5-k=5-35=175cm

b) La razén de areas sera k? = 3,52 = 12,25

c) No podria ser un rectangulo puesto que sus lados no son iguales dos a dos.

Aunque no tendria que ser obligatorio, dichos cuadrilateros podrian ser trapecios:

14 l10,5

y I|

5 17,5
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Problema 2.4: Se quiere construir un ventanal 2 4m g

formado por dos rectangulos, ABEF y BCDE,

representados en la siguiente imagen.

[~
—3—

a) Calcula el valor del lado BC para que los rectangulos
ACDF y BCDE sean semejantes.

b) Halla las areas de los rectangulos anteriores. ¢Qué relacion existe entre dicha
razén de aéreas y la razon de semejanza?

¢) Comprueba si el rectangulo ABEF es también semejante a los anteriores

Con este problema realizaremos un repaso de los conceptos mas relevantes del

presente campo de problemas

b) AACDF=4"2=8m2

’ 0 ’ 4
La razén de semejanza entre los dos rectangulos es: k = 3= 2

. . . A 8 .
La razdn de areas entre los dos rectangulos es: A“ﬂ =5 = 4, que coincide con k?
BCDE

¢) Los lados de ABEF miden 3 y 2 m, por lo tanto este rectangulo no es semejante

a los anteriores ya que sus respectivos lados no son proporcionales a los de los
anteriores.

Problema 2.5 (opcional): —

a) Calcula el perimetro y el area de la siguiente figura
representada.

b) Dibuja una figura semejante a la anterior. ¢ Cual es
la razdn de semejanza?

c¢) Compara las dos figuras semejantes y responde, ;cual es su razén de
perimetros?, ¢y de areas?
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Este problema es abierto. Efectivamente, los alumnos pueden dibujar la figura
semejante que ellos prefieran. Sera una buena oportunidad para que el profesor
analice si el alumnado ha optado por ampliar o reducir la figura. ¢Qué les resultara
mas facil y comodo? ;Se atreveran a dibujar una figura cuya razén de semejanza sea
por ejemplo una fraccion o se "acomodaran" en los numeros naturales?

Asimismo, podremos constatar si ha habido algun estudiante que ha tenido la
picardia de dibujar una figura igual a la dada (razén de semejanza 1). ¢ Se les pasara
por la cabeza dicha idea o simplemente no la veran como una posible opcién?

Por ultimo, es muy interesante observar el procedimiento que han elegido para
calcular la razén de perimetros y de areas. ¢Calcularan de nuevo el perimetro y el
area de la nueva figura para posteriormente hallar dichas razones? ;Realizaran las
operaciones pertinentes a partir del valor de la razén de semejanza? En mi opinidn, es
una buena oportunidad para que el docente compruebe si los conceptos estan bien
asimilados y se atreven a afirmar que la razén de semejanza es igual a la razén de

perimetros y la razén de areas es el cuadrado de la razén de semejanza.

La dificultad de esta tarea aumenta por la simple caracteristica de que es el
primer problema donde aparece una semicircunferencia. Hasta qué punto significara

este hecho una dificultad?

Problema 2.6 (ampliacion):
Con el siguiente material, construye una figura con
forma de “L” utilizando 3 cubitos. A continuacion,

construye un cuerpo semejante doble al anterior.

Dejaremos que los alumnos trabajen de forma individual. Es posible que una de
las dificultades que surjan es que los alumnos tiendan a ampliar el cuerpo en sélo dos
dimensiones y no en tres. Para ayudar a superar este obstaculo, el docente pedira a
los estudiantes que dibujen las caras de la figura en un geoplano, recordandoles al
mismo tiempo que las caras de la nueva figura deben ser semejantes con las

correspondientes a la figura original.
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Uno de los posibles recursos interactivos que el profesor puede hacer uso en el
aula, es el propuesto por NCTM (2014) en la siguiente pagina web:

http://illuminations.nctm.org/Activity.aspx?id=4182

Create “’ Inspect ,O

<3 x-Eje Rotacién:

< B » g

©~ y-Eje Rotacién:

< B »

d Z -Eje Rotacién:
< ] » :
X‘/I\y

Después de que hayan conseguido la correcta construccion de la figura, el
profesor pedira que los alumnos calculen las areas y los volumenes de ambas figuras

geométricas. Seguidamente, copiaran dichos datos en una tabla.

Finalmente, se preguntara en voz alta: ;Qué relacion existe entre estos datos?
Debido a que ya saben, gracias a los problemas planteados anteriormente, la relacién
entre la razén semejanza y la de areas, sélo dudaran en la relacién con la razén de
volumenes puesto que es un concepto nuevo que acaba de aparecer por primera vez.
Para ello, se creara una lluvia de ideas en la que el alumnado expresara sus propias
conjeturas. Por ultimo, se generalizara el resultado: "Si la razén de semejanza es K,

entonces la razon entre areas k? es y la razdn entre volimenes es k3".
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Problema 2.7 (ampliacién):
King Kong es un gorila de un tamafio 20 veces
mayor al un gorila real. Busca en internet el
peso de un gorila adulto y el peso que soporta
la seccion de sus huesos. Justifica si es posible

que exista un gorila como el de la pelicula.

De una forma original, los alumnos volverdn a manejar los conceptos
matematicos aprendidos. Se hara especial hincapié en la razén entre volimenes para
finalmente concluir que la existencia de King Kong seria imposible. Esto es debido a

qgue su peso es tan grande que sus huesos no lo podrian soportar.

Hagamos un breve andlisis de la situacion:

e Debido a que la razén de semejanza entre un gorila real y King Kong es
k=20, entonces cada segmento del monstruo es 20 veces mas largo que
el correspondiente del gorila real.

e La razén de areas semejantes es k?, luego en este caso sera: k? =
202 = 400. En otras palabras, las patas del monstruo tendrian una
seccion cuatrocientas veces mayor que las del gorila real.

e La razon de volimenes semejantes es 3, luego en este caso sera: k3 =
203 = 8000. Por lo tanto, el peso del monstruo, el cual es proporcional al

volumen, seria ocho mil veces mayor al de King Kong.
Si sobre un area cuatrocientas veces mayor cae un peso ocho mil veces mayor,

la presion por unidad de superficie es cuarenta veces mayor en el monstruo que en el

gorila normal. Ante tal aumento de presion, se quebrarian las patas del monstruo.
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Técnicas y tecnologias

Sin perder de vista las técnicas mencionadas en el apartado anterior, las

técnicas principales que se necesitan para este campo de problemas son:

R/
0‘0

e La proporcion formada por el cociente de los perimetros, areas y
volumenes de dos cuerpos semejantes.

e La relacion que existe entre la razén de semejanza, la razén de perimetros
y la razén de areas. Si el tiempo es propicio y los alumnos no presentan
demasiadas dificultades, también se presentara la relacidon existente con la

razén de volimenes.

La tecnologia que sustenta dichas técnicas son:
e La definicion de la razén de semejanza,
e La definicién de la razén de perimetros/ longitudes
e La definicién de la razon de areas.

e La definicidon de la razén de volimenes.

Razén de longitudes/ de perimetros: Cociente entre los perimetros de dos

figuras geométricas. La razon entre los perimetros de dos poligonos

semejantes es igual a la razén de semejanza. Sea F;, y F, dos figuras

. Pp L ,
semejantes, entonces: P—l =k = L—l donde P representa el perimetro de la
Fa Fa

figura F; y L el lado correspondiente a esta.

Razén de areas: Cociente entre las areas de dos figuras geométricas. La
razon entre las areas de dos poligonos semejantes es igual al cuadrado de su

razon de semejanza. Sea F; y F, dos figuras semejantes, entonces:
AF

1=k2;

AF

Zﬂz k donde A representa el area de la figura F; y L el lado
2 Fa

correspondiente a esta.

Razén de volumenes: Cociente entre los volumenes de dos cuerpos

geomeétricos. La razdn entre los volumenes de dos cuerpos semejantes es igual
al cubo de su razén de semejanza. Sea C; y C, dos cuerpos semejantes,

Ve Lp
entonces: V—1 = k3; — = k donde V representa el volumen del cuerpo C; y L
C2 Fa

el lado correspondiente a este.
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F.3 Campo de problemas 3: Escalas

Podriamos afirmar que este campo de problemas es uno de las mas importantes
desde el punto de vista practico. Efectivamente, durante el desarrollo de nuestra vida
cotidiana usaremos e interpretaremos mapas, maquetas y planos.

Los obijetivos principales que nos propondremos con este campo de problemas
son:

i. Interpretar las escalas dadas en diferentes formatos (graficamente,
numéricamente, etc.).

ii. Calcular distancias y areas a partir de mapas, maquetas y/o planos
gracias a la escala.

iii. Representar a escala un objeto o espacio de la realidad.

Hemos decidido que este sea el tercer campo de problemas puesto que la
escala también es una razén de semejanza. De esta manera, continuamos "en la
misma linea" pero enfocada de una manera diferente. A continuacion, plantearemos

los siguientes problemas:

Problema 3.1: En un mapa se indica que la escala es 1:25 000.

a) Explica la interpretacién de la escala es 1:25 000
b) ¢ Cual es la razén de semejanza entre la realidad y la realidad representada?
c) Si la distancia entre dos ciudades en ese mapa es de 15,5 centimetros, 4 cual

sera la distancia real que las separa? Da el resultado en kilémetros.

Primeramente, el docente institucionalizara el concepto de escala como el
cociente entre la longitud en la reproduccion (mapa, plano o maqueta) y la
correspondiente longitud en la realidad. Es decir, es la razon de semejanza entre la
reproduccion y la realidad.

Luego, los estudiantes de manera individual se enfrentaran a dicho problema

con la definicién de escala y los conocimientos aprendidos anteriormente.

a) La interpretacion de 1:25 000 es la siguiente: un centimetro del mapa representa

25000 cm en la realidad.
25000

b) La razén de semejanza es: k = = 25000.

c) Los 15,5 cm del mapa corresponden a 15,5 - 25000= 387500 cm= 3,875 km en la

realidad.
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Problema 3.2: Queremos comprar un mapa de la provincia de Granada.
¢, Donde apreciaremos mejor los detalles, en un mapa a escala 1:100, 1:1000, 100:1 o

1000:1? Razona tu respuesta.

He comprobado, gracias a mi periodo del Practicum, que una de las dificultades
que sin duda aparece en el aula es la de interpretar erroneamente si estamos ante una
escala que amplia o reduce la realidad. Por este motivo, me parece oportuno proponer
este problema.

Naturalmente, esta planteado de una forma que cree debate en el aula puesto

que dos de las posibles opciones son totalmente imposibles.

Si la escala presentada en el mapa estuviera a 100:1 o 1000:1 significaria que
estariamos ampliando la propia provincia de Granada por 100 o 1000
respectivamente, algo imposible.

Por ultimo nos queda saber si apreciaremos mejor los detalles en un mapa a escala
1:100 o 1:1000. Efectivamente, la respuesta correcta es a 1:100 puesto que cada

centimetro del mapa corresponderia a 100 cm en la realidad.

Después de haber corregido en voz alta dicho problema, el docente escribira el
esquema en la pizarra para que los alumnos lo copien en sus cuadernos:
Existen tres tipos de escalas:

e Escala natural: el tamano fisico representado en el plano coincide con la

realidad, es decir, 1:1.

o Escala de reduccién: el tamano fisico representado en el plano es menor que

la realidad, es decir, 1:n con n>1.

o Escala de ampliacion: el tamafio fisico representado en el plano es mayor que

la realidad, es decir, n:1 con n>1.
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Problema 3.3: Relaciona cada una de las escalas dadas en forma gréafica con

cada una de las escalas dadas mediantes una proporcion numérica.

0 12 24 36m

a) b) EJ 12 24 36 km
c) O > 10 16m 0 5 10 15 km
d)
i 1:500 000 iiii. 1:1 200 000
ii.. 1:500 iv. 1:1200

El profesor explicara a su alumnado que las escalas se pueden representar de
diversas formas, entre ellas nos encontramos con la escala numérica y la gréfica.
Asimismo, aclarara que en la escala numérica, la longitud real y la de su
representacion se expresan siempre en la misma unidad. Por ejemplo, 1:250

e 1.cmen el plano representa 250 cm en la realidad, o bien,
e 1 men el plano representa 250 m en la realidad, o bien,
[ ]

Esta actividad se desarrollara de la siguiente manera:

El docente proyectara en el aula planos o mapas, dependiendo del apartado que
se esté realizando, para que los estudiantes puedan visualizar las escalas graficas

correspondientes con su plano o mapa.

Por ultimo, para enriquecer los conocimientos de los alumnos, S0

4000 m
3000 m

el profesor proyectara un ultimo mapa en el aparezca una escala

cromatica. Aun que no la vayan a necesitar en esta unidad didactica, B
les haremos saber que en los mapas que representan, por ejemplo, 1000

. - . . - 500 m
el relieve de un terreno, se utilizan diferentes colores para identificar 0

las distintas alturas y profundidades y para dicha representacion se 100 m

0 m

necesitara una escala cromatica.

La solucion del problema anterior es la siguiente:
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a) En la escala grafica a), 1 cm equivale a 12 m, es decir, a 1200 cm reales. Por lo

tanto, se corresponde con la escala numérica iv)

b) En la escala grafica b), 1 cm equivale a 12 km, es decir, a 1200000 cm reales.

Por lo tanto, se corresponde con la escala numérica iii)

c) En la escala grafica ¢), 1 cm equivale a 5 m, es decir, a 500 cm reales. Por lo

tanto, se corresponde con la escala numérica ii)

d) En la escala grafica d), 1 cm equivale a 5 km, es decir, a 500000 cm reales. Por

lo tanto, se corresponde con la escala numérica i)

Problema 3.4: El siguiente plano representa un proyecto de un nuevo poligono

industrial.

a) Interpreta la escala grafica.

b) Calcula las dimensiones de las
parcelas 1, 2, 3y 4.

¢) Halla las dimensiones y el area de
la parcela 5.

d) ;Cudles son las dimensiones de
las parcelas destinadas a zona

verde e informacién?

Calle

Zona
verde

Parcela |Parcela

Parcela | Parcela 4

Parcela 3

0

Escala

— e—
50 100 150 m

Para este problema, los alumnos utilizaran por primera vez en este campo de

problemas su regla. La finalidad, es que ellos mismo averiglien las medidas del plano

y hagan la conversion a las medidas reales con ayuda de la escala grafica que se les

presenta. Evidentemente, tendran que recordar las férmulas de las areas de ciertos

poligonos como el rectangulo, el triangulo y el trapecio.
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Problema 3.5: El siguiente plano representa una zona se quieren colocar
molinos para la generacion de energia eléctrica.
Los molinos deben estar situados a mas de 28 kildometros y menos de 36 kildmetros
del punto P. Copia el plano en tu cuaderno y sefala la zona donde pueden ir ubicados

los molinos.

Segun la escala gréfica, 1 unidad en el plano equivale a 6 km. Por lo tanto, los

. : . 28 .
molinos deben situarse en el plano a mas de - =4,67 unidades y a menos de

36 _ . .
?: 6 unidades del punto P. En conclusion, el area donde pueden colocarse los

molinos es la interseccion de la zona inicial con la corona circular de centro P y

radios 4,67 y 6 unidades.
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Este problema se planteara con el uso de GeoGebra. De esta forma, el problema
se puede modificar y preguntar cuestiones como:

Con ayuda de un deslizador que te modifique los radios de las circunferencias y
por tanto, el tamafio de la corona averigua:

e ;Cual seria la distancia maxima a la que se tendrian que colocar los
molinos para optimizar todo el terreno disponible? Expdn tu resultado
tanto en kildmetros como en unidades utilizando la escala dada.

¢ Sila escala inicial del plano hubiera sido la siguiente:
¢Habriamos podido colocar mas o menos o los .12_u.

mismos molinos? Compruébalo.

Como podemos comprobar, gracias a las diversas variaciones que podemos
tener del problema gracias a GeoGebra (cambiar el tamafo de la corno circular,
modificar el terreno inicial, etc.) podriamos ampliar dicho problema dependiendo de las

dudas o dificultades que vayan surgiendo en el aula.
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Problema 3.6: Los arquitectos usan sus planos para calcular los materiales

necesarios para cubrir todas las habitaciones de una casa. Mide con tu regla este

plano

1)

2)
3)
4)
5)

y responde:
¢, Cuantos metros cuadrados de material se necesitan para cubrir la sala de
estar y el comedor?
Calcula las medidas y el area real de cada dormitorio.
Si al medir cometes un error de 5 mm, ¢ cuanto es el error real?
¢, Cuantos ceramicos de 0,25 cm x 0,25 cm se necesitan para la cocina?
¢, Cual es el largo real de la ventana del dormitorio matrimonial (dormitorio
1)?

ESCALA 1: 100

81




Problema 3.7: Los padres de Laura quieren cambiar la cama de la habitacion
de su hija. Sabemos que la habitacién tiene un area de 235200 cm? y que uno de sus
lados mide 420 cm en la realidad. Si el plano de la habitacién de Laura es el
siguiente:

¢ A qué escala numérica esta la habitacion? Dibuja la escala grafica.

Calcula las dimensiones reales de la cama.

Teniendo en cuenta las medidas del armario, ¢podré colocar, tal como se indica

en el plano, un armario de 260 cm de ancho?
a ﬁ

oA x = 03>

Con este problema, se dara un repaso general de los conceptos vistos en este
campo de problemas. Ademas, se amplia la dificultad al preguntar por primera vez la

escala de un plano a partir de un area.

a) Primero, vamos a calcular la longitud de cada lado de la habitacion en la realidad:
235200:420 = 560 cm
Luego un lado medira 420 cm y el otro 560 cm.
Segundo, medimos con la regla los lados de la habitacién en el plano y
averiguamos que un lado mide 6 cm y el otro 8 cm.

Para hallar la escala, podriamos usar una regla de tres:
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6 — 420 8 — 560
— o420 — __560

15 x =% - 19 15X 8

Observamos que en ambos casos nos sale que 1 centimetro del plano
corresponde a 70 centimetros en la realidad luego la escala numérica sera 1:70.
También podriamos haber resuelto este ejercicio sabiendo que:

Area en el plano

E? =~
Area en larealidad

b) La cama tiene una superficie en el plano de 4,5 cm x 2,5 cm. Luego en la realidad,
cada lado medira:
e 45 70=315cm
e 2,570=175cm

c) En primer lugar, mediremos el ancho del armario actual en el plano para saber
cual es la medida maxima que puede tener un armario para que quepa en ese
trozo de la habitacion. Con la regla obtenemos que mide 3,5 cm, es decir, 245 cm

en la realidad (3,5-70 =245). Por lo tanto, no cabria un armario de 260 cm de

ancho.

Por ultimo, propondremos problemas donde se utilicen los mapas para averiguar

a cuanta distancia o cuanto nos costaria llegar a un determinado lugar.

Problema 3.8: Juan quiere hacer una excursion por la montafia. Con ayuda de
un mapa de escala 1:50 000, observa la distancia del camino recto que tiene que

seguir para llegar a un lago mide 6,5 centimetros. ¢ Cuanto tiempo tardara Juan en

llegar a su destino si camina a una velocidad de 5 kildmetros por hora?
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Problema 3.9: La distancia entre Badajoz y Lisboa es de 230 kildmetros.

Calcula la distancia que separa ambas ciudades en un mapa de escala 1: 1250 000

Problema 3.7: Este mapa esta a escala 1:20 000 000
a) Justifica que 1 cm en el mapa corresponde a 200 km en la realidad.
b) Halla la distancia de Lanzarote a San Sebastian.

c) Situa tu localidad en el mapa y halla su distancia a Argel y a Marrakech.
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Para la realizacion de este problema, tendran que utilizar la regla.

a) 1 .cm en el mapa equivale a 20 000 000 cm en la realidad.
20000000 cm =200 km

b) La distancia, en el mapa, en linea recta, es de 10,5 cm.
10,5 cm equivale a 10,5 - 200 = 2100 km en la realidad.

c) Respuesta abierta.
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Técnicas y tecnologias

Las técnicas principales que se necesitan para este campo de problemas son:

e La proporcionalidad numérica que relaciona dos magnitudes. En este caso,
el cociente de las medidas de un objeto representado en una maqueta,
plano, mapa, etc. por las medidas de dicho objeto en la realidad.

e La notacion de la escala numérica dependiendo de si es una escala de
ampliacion, reduccién o natural.

e La relacidon que existe entre la escala de longitudes y la escala de areas.

e Transformacion de unidades de medidas:

— Unidades de longitud: estamos ante un sistema métrico decimal, es
decir, unsistema de unidades que tiene por unidades de base
el metroy, en el cual los multiplos o submultiplos de las unidades de
una misma naturaleza siguen una escala decimal. En otras palabras,
los multiplos y los submultiplos de la unidad de medida estan
relacionados entre si por multiplos o submultiplos de 10. Veamos un

ejemplo grafico:

1dm

lcm

Imm
— -

m
mm
15

'I'I|II'I'I'I'|III'|'I'I'I'II'I'I'|'I'I|II'I'I'I'|III'|'I'I'IIII'I'I'|'I'I|'I'I'I'I'|III'|'I'I'II|I I'I'|'III|'I'I'I'I'|III'|'I'I'IIII'I'I'|'I|I|'I'
2 7 1 12 4

0 1 3 4 3 ] ] 9 10 1 13 1

O

Asi pues, 1 centimetro equivale a 10 milimetros, 1 decimetro equivale

a 10 centimetros, etc.
— Unidades de areas: en este caso, los multiplos y los submultiplos de la

unidad de medida estan relacionados entre si por multiplos o

submultiplos de 100.
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Kilémetro cuadrado km? 1 000 000 m?
Hectdmetro cuadrado hm? 10 000 m2
Decametro cuadrado dam? 100 m?

Metro cuadrado m? 1 m2
Decimetro cuadrado dm? 0,01 m?
Centimetro cuadrado cm? 0,0001 m?
Milimetro cuadrado mm? 0,000001 m?

— Unidades de volumenes: en este caso, los multiplos y los submultiplos

de la unidad de medida estan relacionados entre si por multiplos o

submultiplos de 1000.

Kilometro cubico km? 1000 000 000 m3
Hectometro cubico hm? 1 000 000 m?
Decametro cubico dam? 1000 m?

Metro ctibico m? 1 m3
Decimetro clbico dm? 0,001 m?
Centimetro cubico cm?® 0,000001 m3
Milimetro cuibico mm? 0,000000001m3

La tecnologia que sustenta dichas técnicas son:

La definicién de la escala.
Los tipos de escalas.
La definicion de la razén de semejanza.

Los conceptos de amplitud y reduccién de la razon de areas.
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« Escala: es la razon de semejanza entre la figura representada y la figura

original.
Distancia en la representacion

Distancia en la realidad

De la misma forma, tenemos que la escala de areas es:

g2 Area en la representacion

Area en la realidad

< Tipos de escalas. Dependiendo de como queramos representar las escalas
tenemos principalmente:
1. La escala numérica. De pendiendo de si la figura original es mas grande,
mas pequena o igual a la original distinguimos tres tipos de escalas
numericas:

e Escala de ampliaciéon: cuando el tamafo fisico del objeto

representado es mayor que en la realidad. Se expresa de la
forma n:1, es decir, n unidades en el plano equivale a 1 unidad
en la realidad

e [Escala de reduccién: cuando el tamano fisico del objeto

representado es menor que en la realidad. Se expresa de la
forma 1:n, es decir, 1 unidad en el plano equivale a n unidades
en la realidad

e Escala natural: cuando el tamafo fisico del objeto representado
coincide con el su tamafo en la realidad. Se expresa de la

forma 1:1

2. La escala gréfica, la cual es un segmento que indica la relacion entre la

longitud de la representacion y la de la realidad. Veamos un ejemplo:

0 12 24 36m

En este caso, una unidad del plano equivale a 12 metros en la realidad.
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F.4 Campo de problemas 4: Teorema de Thales

Introduciremos el Teorema de Thales por medio del software GeoGebra.

El primer problema es de Ruiz (2015).

Problema 4.1: ;Qué formas geométricas observas en el siguiente columpio?

¢, Qué tipos de lineas observas?

Establece las siguientes razones:

AB

A'B'
BC

YRl
45 4.4 lfqlg

A'B’'

¢ Qué observas?

Este problema es una buena oportunidad para introducir el Teorema de Thales.
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Problema 4.2: Los lados CD y BE del siguiente triangulo son paralelos.
Ademas, sabemos que: AB= 3, AE=2, y BE=2 c

a) ¢ Como son los triangulos ABE y ACD? B

b) Calcula las medidas de los segmentos AD, ED y CD.

¢) ¢Cuanto vale la razén de semejanza? A £ D

Para el primer apartado del problema, esperamos que los alumnos reaccionen
de algunas de las siguientes maneras:
e Los triangulos son semejantes porque se ve a simple vista
e Necesitamos saber las medidas de los lados de ambos triangulos para
poder saber si son semejantes.
e Los triangulos son semejantes porque si los segmentos CD y BE son
paralelos, entonces, en este caso los angulos de ambos triangulos son

iguales.

En cualquier caso, sera una buena oportunidad para introducir en el aula el

concepto de "la posicion de Thales".

Para la resolucién del segundo apartado, tendran que hacer uso del Teorema de
Thales. Para el tercer apartado, necesitaran los conocimientos aprendidos
anteriormente puesto que aunque diferenciemos los problemas en varios campos,

todos estan interrelacionados.

La solucion de este problema es la siguiente:

a) Los triangulos ABE y ACE son semejantes, ya que estan en posicion de Tales
b)

AC AB 3+1 3 8
—_—=— 5 —— == 5 AD = -
AD AE AD 2 3
AB BC 3 1 D 2
—_—m—— ) —_— = — ) = —
AE ED 2 ED 3
BE (D 2 CD 8
—_——— 5 - = — CD =—
AE AD 2 8/3 3

¢) Larazoén de semejanza vale 4/3
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Problema 4.3: Calcula el valor de las
longitudes desconocidas x e y. ¢ Los tridngulos estan B

en posicion de Thales? 6 D

El docente pedira que cada alumno recorte con tijeras ambos triangulos para
que comprueben de forma practica que ambos triangulos estan en posicion de Thales.
En otras palabras, tendran que colocar un tridngulo encima del otro para verificar que
ambos triangulos tienen el mismo angulo A. De la misma forma, comprobaran también

que B=CyE=D.

Problema 4.4: Calcula el A c
valor de los segmentos S
desconocidos en cada una de B X o 1.5 1.6
las siguientes figuras. . B
4 2 Y
F E D A XE 1,5 D

El ultimo problema propuesto esta recogido de Grupo Beta (1993).

Problema 4.5: Utilizando el Teorema de Thales, calcular las longitudes del

segmento x en las siguientes figuras.

0 x
R
30 \‘
A\

Figura 6598

Fipues 6 6
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Técnicas y tecnologias
Las técnicas utilizadas en este campo de problemas es la propia aplicacion del

Teorema de Thales y la posicién de Thales

0
0’0

Teorema de Thales: Si tres rectas paralelas, a, b y ¢, cortan a dos rectas ry r',

los segmentos que determinan son proporcionales.

414!BI BICI E B_C R
- = =
A'B" B'C" AC

La tecnologia que le sustenta es la demostracion del Teorema de Thales.

» Demostracion:
Si DE es la altura del triangulo AABD, también lo sera del ABCD entonces:

J

Area AKM] (KM -JL)/2 _ KM
Area AMN] — (MN-JL)/2  ]L

Por lo tanto,
A;:__ I"-.ID A D
BI ‘hﬁ.‘““*;E B,-'..‘_: - E
C‘_-_':I,,-""-”- '..‘F cf.-"l H“‘*n‘_F

Area ADBE DE

Area AABE _AB B
Area AEBF ~ EF

Area ABCE ~ BC
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Luego los triangulos ABE y DBE tienen la misma base (BE) y las alturas relativas
a BE son congruentes, por lo tanto estos tridngulos son equivalentes (tienen igual
area). De la misma forma, los triangulos BCE y EBF son también equivalentes:

Area AABE 3 Area ADBE
Area ABCE =~ Area AEBF

AB DE

De esto, podemos deducir que BC = TF por lo tanto el teorema queda

demostrado.

+ Tridnqulos en posicién de Thales: Dos c
triangulos AABD y AADE estan en
posicion de Thales cuando tienen un E
angulo comun, A, y los lados opuestos a /<
A D B

este angulo, DE y BC, son paralelos.

Dos triangulos en posicion de Thales son siempre semejantes. El procedimiento

que tendriamos que seguir es el siguiente:

A

Las tecnologias para esta técnica son:
— Teorema de Thales
— Definicién de semejanza
— Criterios de semejanza de los

triangulos
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F.5 Campo de problemas 5: Division de segmentos.

En este campo de problemas diferenciaremos:
— Divisién de segmentos en partes iguales.
— Divisién de segmentos en partes proporcionales.
Ambos apartados seguiran en gran medida la misma técnica. No nos
extenderemos demasiado en el presente campo de problemas puesto que los

conceptos a ensefar son muy sencillos.

Problema 5.1: Divide un segmento de longitud cualquiera en 4 partes iguales.

El primer problema del presente campo de problemas lo realizaremos con
GeoGebra. De esta forma, al finalizar el ejercicio, los alumnos podran comprobar que
aun que muevas uno de los extremos del segmento inicial, las longitudes de las cuatro

partes en las que hemos dividido dicho segmento seguiran siendo iguales unas a otras.

De manera individual, los alumnos tendran que crear un segmento AB, el cual
tendran que dividir. Después, crearan una semirrecta auxiliar cuyo origen sea A y que
forme menos de 90° con respecto al segmento AB. Seguidamente, se trazaran 4
segmentos de la misma longitud sobre esa semirrecta. Dicha longitud sera a la

eleccion de los alumnos.

@ ~A-(31
@ 8-
C=(7,7)
(O p-(24
QO E-=(0525)
QO F-(4555)
Q@ c6-(11
Q H=(11)
Q -3

En nuestro caso, los segmentos formados en la semirrecta seran AE, ED, DF y

FC. Luego, uniran el extremo del ultimo segmento de la semirrecta, C, con el punto B.
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Posteriormente, trazaran rectas o segmentos paralelos a CB, cortando de esta manera
al segmento a AB en los puntos G, He I.
Gracias al teorema de Thales, se puede asegurar que los segmentos AG, GH, HI

e IB nos iguales.

Problema 5.2: Divide un segmento de 4 cm de longitud en tres partes de forma

que la primera sea el doble de la segunda, y esta el doble de la tercera

Realizaremos practicamente el mismo procedimiento que en el problema anterior.
Sin embargo, puesto que en este caso la longitud de dichas partes tienen que ser
proporcionales de forma que: la primera sea el doble de la segunda, y la segunda sea
el doble de la tercera, marcaremos en la semirrecta 7 segmentos de la misma longitud.
Luego, volveremos a unir con un segmento el extremo del ultimo segmento de la
semirrecta con el punto B. Después, realizaremos dos paralelas a este ultimo de forma

que se cumplan las condiciones demandas en la divisién del segmento AB.

Finalmente, propondremos un problema contextualizado.

Problema 5.3: Pepe y José quieren repartirse 13 metros de cable eléctrico en
partes proporcionales a 7 y 3. ; Cuantos metros le tocara a cada uno? Divide el cable

mediante la divisién de un segmento en partes proporcionales.
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Técnicas y tecnologias

Las técnicas usadas son:
e Division de un segmento en partes iguales:

— Trazamos un segmento AB.

— Trazamos una semirrecta de origen A y que forme con el segmento AB
un angulo menor de 90°.

— Sobre esta semirrecta dibujamos tantos segmentos consecutivos de la
misma longitud como partes iguales queramos obtener del segmento AB

— Unimos el extremos final del ultimo segmento con el punto B, y trazamos
paralelas a esta recta por los extremos de los otros segmentos que

hemos marcado en la semirrecta.

¢ Divisiéon de un segmento en partes proporcionales:

— Trazamos un segmento AB.

— Trazamos una semirrecta de origen A y que forme con el segmento AB
un angulo menor de 90°.

— Sobre esta semirrecta dibujamos los segmentos proporcionales
consecutivos que queremos obtener del segmento AB.

— Unimos el extremos final del ultimo segmento con el punto B, y trazamos
paralelas a esta recta por los extremos de los otros segmentos que

hemos marcado en la semirrecta.

Las tecnologias que sustentan dichas técnicas es el Teorema de Thales y la

visualizacién de los propios segmentos iguales o proporcionales junto a su medicion.

95



F.6 Campo de problemas 6: Construccion de poligonos semejantes.

Los objetivos principales de este campo de problemas son:

— Aprender a construir poligonos semejantes por medio de diferentes

procedimientos.

— Entender el concepto matematico "Homotecia".

— Comprender la diferencia entre homotecia y semejanza.

En primer lugar, el profesor explicara, por medio del siguiente problema, que una

homotecia es una transformaciéon a partir de un punto fijo, multiplica todas las

distancias por un mismo factor.

Problema 6.1: Construye un trapecio semejante a otro cualquiera ABCD con

razén de semejanza k=2.

Manipulando GeoGebra, mostraremos a los estudiantes que dependiendo de la

posicion del punto O, el cual sera el centro de homotecia, podemos realizar dicha

construccion de diversas maneras:

e Si O es un punto exterior:

1.

Tomamos un punto exterior O cualquiera y trazamos semirrectas con
origen en el punto O y que -
pasen por cada uno de los _ . T, ¢
vértices del trapecio dado I,';---'-_.;_____ ~ 7/
ABCD. A y
Por una de las semirrectas, g ’ e
por ejemplo OA, marcamos »'{;r-f""f/ T
un punto A' de modo que se v ~ g

cumpla: /
OAI S
— =2 - 0A'=2-04 2
0A @
Realizamos el proceso anterior con los puntos B', C' y D' de modo que se
cumpla que OB’ =2-0B, 0OC'=2-0Cy 0OD' =2-0D. Observamos que
el segmento A'B' es paralelo al AB, el B'C' es paralelo al BC, y asi

sucesivamente.
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A partir de aqui, pediremos al alumnado que prueben las diferentes posiciones

relativas que puede tener el punto O. De esta manera, veran estas dos situaciones:

Si O es un punto interior:

D
— L T
e -;D "'--.._____ C
N T~ .-
= A_— 0 = /
——— gl o 7
~— —— ] /
—— — _,-"
— -

Si O es uno de los vértices de la figura

En ambos casos se sigue cumpliendo que: OA'=2-0A, OB'=2-0B ,

0C'=2-0Cy OD' =2-0D

Asimismo, destacaremos que cuando el punto O es uno de los vértices de la

figura, ambos poligonos estan en posicién de Thales.

Finalmente, gracias a un deslizador que pondremos en el problema, los

estudiantes experimentaran que ocurre si se modifica la razén de semejanza k.

Pediremos que anoten todas sus observaciones en su cuaderno para ponerlas en

comun posteriormente. Asi pues, se acabara concluyendo en el aula principalmente

que si:

centro O (simetria central).

Si k>1, el tamano de la figura transformada es mayor que el de la original.

Si -1<k<0, el tamano de la figura transformada es menor que el de la original.
Si k<-1, el tamano de la figura transformada es mayor que el de la original.

Si k=1, la figura transformada coincide con la original.

Si k=-1, la figura transformada se transforma en una simétrica a la original de

Gracias a este problema, se espera que los alumnos hayan comprendido el

concepto homotecia de una forma practica.
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Problema 6.2: Construye un tu cuaderno poligonos semejantes a los siguientes
siendo la escala 1:2 teniendo como punto de referencia uno de sus vértices. ¢ Cual es
la razén de semejanza del original con respecto al pedido? ;Los poligonos

semejantes estan en posicion de Thales? ¢ Por qué?

a) b)
¢ ]
i Y
ra \
B{ E
'\.\\. __{I
5 #
A F

La solucién de este problema es la siguiente:

- Los triangulos ABC y ADE son semejantes con razén de semejanza 0,5

- Los hexagonos ABCDEF y AGHIJK son semejantes con razén de semejanza 0,5

B (] D

A E € A K F

Podemos comprobar rapidamente que ambos estan en posicion de Thales.

Problema 4.: ;Cual es la razéon de semejanza
de los pentagonos ABCDE y FGHIE? ;Y la de los

pentagonos ABCDE y JKLME? Yar
Al

La solucion de este problema es la siguiente:

Los pentagonos ABCDE y FGHIE son semejantes con razén de semejanza 3/5.
Los pentagonos ABCDE y JKLME son semejantes con razon de semejanza 1/5.
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La siguiente actividad ha sido recogida de Grupo Beta (1993)

Problema 4.: Observa los siguientes pares de figuras y distingue las que son

homotéticas de las que sd6lo son semejantes.

Figura 6 117

Figura 6119

Los alumnos observaran que las figuras semejantes se pueden obtener
moviendo las que son homotecias. Esto nos dara pie a hacer razonar a los alumnos
sobre el hecho de que una semejanza es la transformacion geométrica que se obtiene

como composicion de una homotecia con un movimiento.
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Técnicas y tecnologias

La técnica utilizada para la construccidén de poligonos semejantes por homotecia

es la siguiente:

1. Tomamos un punto O cualquiera y trazamos semirrectas con origen en el
punto O y que pasen por cada uno de los vértices de la figura. Dicho punto O,
puede ser exterior, interior 0 uno de los vértices de la figura. En este caso,
construiremos un trapecio semejante y tomaremos como O a un punto

exterior cualquiera de la figura.

2. Por una de las semirrectas, por ejemplo OA, marcaremos un punto A' de

OAr
modo que se cumpla: oA 2 > 0A'=2-0A

3. Con respecto al punto A', podemos construir B', C'y D' de dos formas:

e De la misma manera que como hemos explicado anteriormente con el
punto A",

e Dibujando rectas paralelas de los segmentos del poligono original con
respecto a las semirrectas. Por ejemplo, para marcar el punto B',
realizaremos una recta paralela del segmento AB teniendo como
extremos del nuevo segmento el punto A' y un punto de la semirrecta que
contiene al punto B.

En ambos casos, se debe cumplir que OA' = k-0A,0B' =k-0B, 0C' =k-

OCy OD' =k - 0D siendo k la razén de semejanza entre ambos poligonos.

Las tecnologias que sustenta dicha técnica son la definicion de poligonos

semejantes, posicion de Thales, semejanza, razén de semejanza y homotecia.
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+ Homotecia. Una homotecia de centro O y razén k, k=0, es una

transformacion geométrica afin que transforma un punto A en otro A’

alineado con O y A, de modo que:

oA’

k=ox

En otras palabras, es una transformacion que, a partir de un punto fijo,

multiplica todas las distancias por un mismo factor. En general una

homotecia de razén diferente de 1 deja un unico punto fijo, llamado centro.

Ademas, se cumple que cuando:

1) k = —1, corresponde a una simetria central.

2) |k| > 1, implica una ampliacion de la figura.

3) |kl < 1, implica una reduccién de la figura.

4) |k| < 0, la homotecia se puede expresar como la composicién de una

R/

simetria con una homotecia de razén |k|, ambas de igual centro.

+ Semejanza: es la transformacion geométrica que se obtiene como

composicion de una homotecia con un movimiento. En una semejanza se

cumplen las siguientes caracteristicas:

Los segmentos homélogos son proporcionales y su razén coincide
con la razén de homotecia.

Los angulos homologos son iguales. Puesto que las homotecias y los
movimientos conservan los angulos, en una semejanza se tendra
que los angulos homélogos son iguales.

Si la razén de homotecia es k = 1, esta se reduce a la identidad, y la
semejanza considerada es el movimiento que aplicamos.

Si el movimiento es la identidad, la semejanza considerada se
reduce a una homotecia.

Una semejanza es directa o inversa segun el movimiento aplicado.
Diremos que una semejanza es directa si conserva el sentido de la

figura; en caso contrario, es inversa.
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F.7 Campo de problemas 7: Distancias inaccesibles.

Este campo de problemas engloba las técnicas y tecnologias que hemos
explicado anteriormente. Nuestro objetivo principal sera aprender a utilizar, sobre todo,
la semejanza de triangulos y el Teorema de Thales para resolver problemas de
contexto cotidiano. En definitiva, los alumnos deberan poner en practica todos los
conocimientos vistos para abordar distintos problemas aprendiendo al mismo tiempo
los diferentes métodos que podemos utilizar para calcular una distancia inaccesible,

usando la semejanza de triangulos.

Dependiendo de la ubicacion del centro escolar, los problemas sugeridos en el
presente campo de problemas se pueden realizar fisicamente. En otras palabras, el
docente junto a sus alumnos pueden ir a un parque para medir la altura de un arbol, a
la Plaza Aragén para medir el Monumento al Justiciazgo, etc. De la misma forma, se
pueden plantear el céalculo de la medicidon de otros objetos mas disponibles como el

propio edificio del centro, una farota, etc.

Problema 6.1: En la Plaza Aragon de Zaragoza,
nos encontramos con el majestuoso Monumento al
Justiciazgo. Calcula la altura del monumento sabiendo
que en un dia soleado a una hora determinada, se
midieron las siguientes longitudes:

— La sombra del monumento es: 22 m
— Laaltura de una persona es: 1,70 m

— Lasombra de esa persona es: 2,34 m

El primer problema planteado tiene un contexto muy cercano al alumnado puesto
gue se cuestiona un dato desconocido de un monumento ubicado en la Plaza Aragon,
el cual probablemente veran muy a menudo.

El propio problema platea el método que usaremos, el método de las sombras.
Evidentemente, al plantear el problema en el aula, los alumnos veran la necesidad de
usar los conceptos de la posicion de Thales y de la semejanza de triangulos.

Asi mismo, el docente aprovechara para recordarles la historia de cémo midié
Thales de Mileto la piramide de Keops, gracias a este método (pero en vez de usar su

propia sobra, usoé la de un baston).
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a) Sea h la altura del monumento:

h 1,70

22170
> h=—=x
22 234 234 m

Problema 6.2: Eva quiere saber qué altura tiene un casa. Para ello, coloca un
espejo en el suelo, entre el edificio y ella, de forma que en posicién erguida, pueda

ver la parte mas alta del edificio reflejada en el espejo.

Si sabemos que
— La altura de Eva (desde los ojos al suelo) es: 1,85 m
— Ladistancia de la base del edificio al espejo es: 6,52 m
— La distancia del espejo al pie de |la observadora es 1,96 m

¢,Cuanto mide la altura del edificio?

Para la realizacién de este problema, el profesor proyectara en el aula dicho
ejercicio puesto que lo podemos encontrar de manera interactiva en la pagina web:
https://www.geogebra.org/m/EBmggRRr

Es muy interesante que los alumnos vean el planteamiento de este problema
desde la pagina web mostrada puesto que, de manera interactiva, pueden observar el

procedimiento que hay que seguir para la "Medicion de alturas con un espejo".
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A lo largo de este problema, el docente realizara diversas cuestiones en voz alta
para lograr una discusion en grupo como:

— ¢Como son el angulo de reflexiéon y el angulo de incidencia que se
forman en el espejo? (El angulo de incidencia y el de reflexion en una
superficie plana son iguales).

— ¢Los dos triangulos de la figura son semejantes?;Por qué? (Si,
porque tienen dos angulos iguales. Por una parte, el de incidencia y el de

reflexion. Por otra parte, los dos angulos rectos).

Al final, calcularemos que:

Si h es la altura del edificio entonces:

h 652 ,_185-652
= - =
1,85 1,9 1,96 ) (L

Antes de continuar con el siguiente problema, aprovecharemos para preguntar a
los estudiantes la siguiente cuestion: ¢ Creéis que este método sélo se podria realizar
con un espejo? Por medio de una lluvia de ideas, saldran otras opciones como que
este método se puede efectuar gracias a un charco de agua o cualquier objeto que
refleje correctamente. La finalidad de esta pregunta es la de dar al alumnado

herramientas suficientes para que puedan poner en practica dicho método.
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Problema 6.3: ;COmo crees que se calculan las distancias por el método del

pintor? Calcula la altura del siguiente arbol.

Método del espejo

Con ayuda de la ilustracion, el alumnado deducira en qué consiste el método del
pintor. Si se desviaran del tema, el docente les volvera a encauzar en la direccion

correcta por medio de preguntas, ejemplos, etc.

Finalmente, concluiremos en clase que el método del pintor consiste en colocar
un pincel, u otro objeto, verticalmente frente a la vista del observador, de forma que
tape completamente el objeto del que se desea aproximas la altura. Conociendo la
distancia a la que se encuentra el pincel y la del pincel al objeto, se puede aplicar el

Teorema de Thales (los triangulos estan en posicién de Thales).

Tenemos que tener en cuenta que los datos no estan expresados en diferentes

medidas.
0,25 0,3 0,25-18

no1s T3
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Problema 6.4: Claudia necesita medir el ancho del rio que pasa cerca de su
propiedad, pero no puede llegar al otro lado. No obstante, se le ocurre una idea y
realiza los siguientes pasos:

®
A
N

Punto al otro %?
lado del rio A

-
C o
.~ Marca B
Punto ::Ie_,
D'punto de observacion 2 observacion 1

1. Identifica un punto determinado al otro lado del rio, en donde quiere medir el ancho
del rio, por ejemplo el arbol (Punto A).

2. Del punto A, traza una linea imaginaria sobre la longitud que quiere medir. Esta
debe ser perpendicular al cauce del rio para que la medida que obtenga sea la
adecuada (Punto B).

3. Se desplaza a uno de los lados del punto de observacion, también de manera
perpendicular, a una distancia considerable (Punto C).

4. De ahi, camina de manera perpendicular al cauce, alejandose del rio para
establecer un segundo punto de observacién (Punto D).

5. Claudia, pide ayuda para que se ponga una "Marca" (Punto E) en la interseccién
del segmento CB vy la linea imaginaria que resulta de mirar desde el punto D, el punto
A.

SiCD =3m, CE = 2m, EB = 17 m. ;Cuanto mide el ancho del rio

En primer lugar, el profesor pedira a sus alumnos que dibujen en sus cuadernos

el siguiente croquis:
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e AB=ancho
P del rio

Seguidamente, tendran que explicar de forma razonada por qué estos dos

triangulos son semejantes. Finalmente, calcularan las operaciones oportunas:

AB BE __ BE-CD 17-3
CD CE CE 2

Luego Claudia sabe que el rio tiene un ancho aproximado de 25,5 metros.

=255m

No nos podemos olvidar que el calculo de distancias inaccesibles no son sélo
alturas o distancias, también pueden ser profundidades como la de un pozo. En este
caso, plantearemos un problema mas préximo a su entorno, la profundidad de una

piscina.

Problema 6.5: Una piscina tiene 2,3 m de ancho; situandonos a 116 cm del
borde, desde una altura de 1,74 m, observamos que la visual une el borde de la

piscina con la linea del fondo. ¢Qué profundidad tiene la piscina?

Sea x la profundidad de la piscina.

Los triangulos ABC y CDE son semejantes (sus

1.74m
angulos son iguales).
2,3 X 2,3-1,74 345
= - ==
X 116 174 7 116 o m

La profundidad de la piscina es de 3,45 metros.
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G. Secuencia didactica

En este apartado, indicaremos la secuenciacién de las actividades propuestas
en los apartados anteriores, estableciéndoles una duracién temporal aproximada.

Cada sesion durara 55 minutos.

Sesién Actividades Técnicas Tecnologia
— Clasificacion y S
propiedades de los | Deflr'nrcmn i
1 S . triangulos. D f.a.e.ef. d
— Prueba inicial diagnéstica. _ Formula areas de —De |n|C|ont e
poligonos. 22%;“52 0
— rprade er endicuylar
fundamental de las perp
proporciones.
— Problema 1: Razéon de ser — Criterios de L
(Semejanza de figuras). semejanza de B Eee:r']nel-(;g;ade
2 | -CP1:1 poligonos it
— Institucionalizacion de los | - Calculo de razén de '
conceptos semejanza y razén semejanza mediante
de semejanza. el cociente
- CP1:2y3 correspondiente
3 -CP1:4y7
-CcP1:8 o — Criterios de — Definicion de
éeprqelgnzf1de triangulos. triangulos razon de ser.
— Proporciéon formada
—CP2: 1 por el cociente de los | — Definicion de
5 — Formalizacion de la relacion perimetros, areas y razon de
entre razon de semejanza, de volumenes de dos semejanza,
perimetros y de areas. cuerpos semejantes. , de
—CP2:2,4y6 — Relacioén entre razén perimetros,
de semejanza, de de dreas y de
perimetros, de areas volumenes.
y de volumenes
) — Proporcionalidad a DeflnlcuI)n de
— Problema 2.1: Razén de ser numérica que escala.
6 (Razén de  semejanza. relaciona dos — Clasificacion
:Escﬁnlas.). acion d I magnitudes (g?n;e)ﬁgiilgﬁ
— Institucionalizacién de escala. _ Notacién e cion,
- CP3:1,5,3y7 interpretacion de reduccion y
oscalas natural).
. — Diferencia
— Relacién entre la entre escala
escala de angltudes numérica y
y la de areas
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grafica.

— Problema 3: Razén de ser

histérica del Teorema de — Demostracion
Thales. del teorema
Y —Breve explicacion  sobre | — Teorema de Thales. de Thales.
Historia de las Matematicas. — Triangulos en — Definicion de
— CP4: 1 posicion de Thales. semejanza.
— Formalizacién del Teorema de — Criterios de
Thales. semejanza
de triangulos.
— Demostracion Teorema de -
8 Thales con GeoGebra.
- CP4:2,4,5
— Explicacion de division de o — Teorema de
segmentos. — Procedimiento para la Thales.
9 |-CP5:1y2 division de un ~ Visualizacion
— Explicacién de construccién segmento en partes de los
de poligonos por Homotecia. iguales y segmentos
_CP6:1y4 propormor\’ales. iguales y/o
_ Diferenciacion de Homoteciay |~ Construccion de proporcionale
semejanza. poligonos por S.
Homotecia. — Definicion de
—Tarea a entregar realizada Homotecia
10 con GeoGebra. '
— Correccion de la tarea.
— Teorema de Thales
11 -CP6:1,2,3y4 — Triangulos en — Definicion de
posicion de Thales. semejanza.
— Métodos para medir
distancias
inaccesibles.
12 — Repaso general de la unidad
didactica:
e CP1:6 — Repaso
e CP2:3 general de
e CP3:6y09 — Repaso general de las
.« CP 4: 3 las técnicas vistas tecnologias
. CP6: 5 anteriormente. vistas
- anteriormente
13 — Examen de evaluacion del
aprendizaje.
14 — Entrega de los examenes.

— Correccion del examen.
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H. Evaluacion

La prueba escrita constara de 5 preguntas y en cada una de ellas
especificaremos:

— Los campos de problemas, las técnicas y las tecnologias que se evalua.

— Las tareas principales, las tareas auxiliares especificas y generales.

— Los estandares de aprendizaje de la LOMCE con los que se podria
relacionar cada pregunta de la prueba.

— Las diferentes posibles respuestas correctas que podria emplear un
alumno.

— Los posibles errores que pueden cometer los alumnos.

— Los criterios de calificacion que se van a emplear.

Por ultimo, explicaremos de qué manera se comunicara y gestionara en clase los

resultados y las calificaciones obtenidas por los alumnos en la prueba.

Debido a que la prueba escrita no engloba todos los campos de problemas
vistos, se propondra a los estudiantes realizar 2 tareas de forma individual en la sala
de informatica para poder hacer uso del software de GeoGebra. Al finalizar dicha

sesidn, los alumnos enviaran sus respuestas al correo del profesor.

La nota de la evaluacion final sumativa de la presente unidad didactica se
obtendra realizando la siguiente media ponderada:
— Prueba escrita: 70%
— Tarea con GeoGebra: 15%

— Actitud y cuaderno de clase: 15%

En el ultimo apartado se tendra especial atencién a la realizacion de diversos
problemas voluntarios que se iran mandando como deberes a causa de la falta de
tiempo en verlos en el aula. Algunos de estos problemas podrian ser: CP1: 12, CP2: 7,
etc. Si observamos que los alumnos han tenido grandes dificultades con respecto a
dichos problemas se intentara buscar algun hueco para realizar una correccién formal

en el aula.
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H.1 Prueba escrita

1. Razona si las siguientes figuras son semejantes. (2 puntos)

a)
3 5
2
10/3
(1 punto)
b)
2 10 \
",
4
1 ~
20 (1 punto)
Campo de 8) Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes
problemas
e Criterio de semejanza de poligonos: dos poligonos son
semejantes si tienen los angulos homaélogos iguales y los lados
correspondientes son proporcionales.
Técnicas

o Criterios de semejanza de triangulos.

e Definicion de razén de semejanza. Por ejemplo, sean dos
rectangulos ABCD y A'B'C'D' semejantes, entonces su razén de
semejanza sera k:

4B _BC (D DA

AB' BC CD' DA

Tecnologias

¢ Definicién de proporcionalidad.
e Definicién de semejanza.
e Visualizacion de figuras semejantes.

Tareas
principales y
auxiliares

Tareas principales:

e Saber los criterios de poligonos semejantes. Particularmente,
los criterios de triangulos semejantes.
e Entender el concepto de semejanza.
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e Comprender los conceptos de ampliacién y reduccion.
e Usar un método adecuado para afirmar si dos figuras son
semejantes o no.

Tareas auxiliares especificas:

e Calcular correctamente la razén de semejanza entre dos figuras
semejantes.

Tareas auxiliares generales:

e Operaciones aritméticas y algebraicas.

Estandares
de
aprendizaje

Est.MA.3.4.1. Reconoce figuras semejantes y calcula la razén de
semejanza y la razén de superficies y volumenes de figuras
semejantes.

Posibles
respuestas
correctas

1. a) Si, son figuras semejantes puesto que los angulos

correspondientes entre ambos son iguales (90°) y los lados

. . 3 5
correspondientes son proporcionales: > = e

1. b) Si, son figuras semejantes puesto que se cumple el tercer
criterio de los triangulos semejantes: Dos triangulos son semejantes

si tienen un angulo igual (el de 90°) y los dos lados que lo forman

. 2 4
son proporcionales: — = —
10 20

A la hora de verificar que, en ambos casos, los lados de las dos
figuras son proporcionales han podido realizar diversas estrategias
como:

— Construccién progresiva (Build up): a veces los alumnos
evitan multiplicar fracciones y tienden a realizar una
construccion progresiva a partir de una relacién que
establecen entre los elementos de la problematica. Por
ejemplo, en el caso de los triangulos establecerian una
relacibnde4a2yluego8a4,12a6,16 a8,y 20 a 10.

— Regla de tres directa. Por ejemplo para el apartado b)
2-10

4 ->x

4-10 . .
Como x = —= = 20, entonces ambas figuras son semejantes.

Posibles

— Si los alumnos utilizan la estrategia de "Construccion
progresiva" (Build up), seguramente afirmaran que los
rectangulos del apartado a) no son semejantes puesto
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errores estableceran la siguiente relacién: 3a 2,6 a4,9a6, 12 a §,
y asi sucesivamente...

— Método ingenuos (Naive): los alumnos hagan referencia a la
mas sencilla e ingenua repuesta encontrada. Por ejemplo, no
utilizar los datos dados y afirmar que son semejantes por que
las figuras se parecen mucho.

— Sobre todo en el apartado b), realizar incorrectamente la
razon de semejanza. En otras palabras, en vez de hacer el
cociente entre el lado de la primera figura por el
correspondiente de la otra, hacer dicho cociente entre las

. . . 2 10
medidas de la misma figura: Pl
Posiblemente, puede aparecer este error a causa de que el
cociente entre los lados de la misma figura da un numero
natural "bonito".
La pregunta valdra 2 puntos repartidos de la siguiente manera en los
diferentes apartados propuestos:

a) 1 punto

b) 1 punto

Criterios de
Calificacion

e Por fallos en las tareas principales podremos quitar hasta un
100% de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares podremos quitar hasta un 67%
de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares generales podremos quitar
hasta un 33% de la puntuacion.

Nota: No sera suficiente con que los alumnos afirmen que las
figuras son semejantes, tendran que justificarlo de alguna manera
(con teoria, calculos, etc.). Si no se razona correctamente, se podra
quitar hasta el 100% de la puntuacion.
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2. Sean dos cuadrados semejantes, donde el lado del primero es el triple
del lado del segundo. Si el area del cuadrado pequefio es 1cm? ;cual es el area
del cuadrado grande? ;y el perimetro? (1 punto)

Campo de 9) Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes
problemas 10) Razon de longitudes y areas
e Criterio de semejanza de poligonos: dos poligonos son
semejantes si tienen los angulos homaélogos iguales y los lados
correspondientes son proporcionales.
Técnicas

e Definiciéon de razén de semejanza. Por ejemplo, sean dos
rectangulos ABCD y A'B'C'D' semejantes, entonces su razén de
semejanza sera k:

AB BC (D DA
AB' BC' CD' DA

e La relacién que existe entre la razén de semejanza (k), la razén

de perimetros (k) y la razon de areas (k?).

Tecnologias

¢ Definicién de proporcionalidad.

¢ Definicién de semejanza.

¢ Visualizacion de figuras semejantes.
¢ Definicién de razén de perimetros.

o Definicién de razén de areas.

Tareas principales:

e Saber los criterios de poligonos semejantes.

e Entender el concepto de semejanza.

e Comprender los conceptos de ampliacién y reduccién.

e Calcular correctamente la razén de semejanza entre dos figuras

Tareas semejantes.
principales y
auxiliares Tareas auxiliares especificas:
e Saber la relacién existente entre la razéon de semejanza, la
razén de perimetros y la razon de areas.
e Conocer la férmula del area y el perimetro de un cuadrado.
Tareas auxiliares generales:

e Operaciones aritméticas y algebraicas.

Estandares | Est.MA.3.4.1. Reconoce figuras semejantes y calcula la razén de

de semejanza y la razén de superficies y volumenes de figuras

aprendizaje

semejantes.
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Posibles
respuestas
correctas

El area del cuadrado grande es 9 cm? y su perimetro es 12 cm. Los
posibles caminos a seguir han sido:

— Siel area del cuadrado pequefio es 1cm?, entonces cada uno
de sus lados mide 1 cm. Puesto que el lado del segundo
cuadrado se amplia el triple (razon de semejanza 3),
entonces cada uno de sus lados medira 3 cm. Luego el area
de cuadrado grande sera 32cm? = 9 cm? y su perimetro 3 -
4=12cm

— Puesto que la razén de semejanza (k) es igual a la razén de
perimetros y la razén de areas es el cuadrado de la razén de
semejanzas (k?), calcularemos los datos pedidos a partir del
area y el perimetro del cuadrado pequeno

Area del cuadrado grande: 1 - 3% = 9 cm?
Perimetro del cuadrado grande: (1-4) -3 = 12cm

Posibles
errores

— Establecer incorrectamente la relacién existente entre la
razon de semejanza, la razén de perimetros y la razén de
areas. Por ejemplo, que todas sean igual a k. Efectivamente,
es probable que si afirmamos que el lado del primer
cuadrado es el triple del lado del segundo, el alumnado
piense que el area del segundo también se triplica.

— No acordarse de las formulas del perimetro y el area de un
cuadrado.

Criterios de
Calificacion

La pregunta valdra 2 puntos. Vamos a explicar los criterios de
calificacion que se van a seguir, dependiendo del procedimiento que
hayan escogido los alumnos.

+ 12 Manera:

e Si por medio del area del cuadrado pequefio, los alumnos
calculan la medida de los lados del cuadrado pequefio y
seguidamente multiplican dicha medida por la razén de
semejanza correspondiente (en este caso 3) para hallar la
medida del lado del cuadrado grande semejante, obtendran 1
punto.

e Teniendo las longitudes del cuadrado grande semejante:
— Si calculan correctamente su perimetro tendran: 0,5 puntos
— Si calculan correctamente su area tendran: 0,5 puntos
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+ 22 Manera:

Si exponen correctamente la relacién existente entre la razén de
semejanza (k), la razon de perimetros y la razén de areas (k?),
obtendran 1,25 puntos.

Si calcula correctamente el area del cuadrado grande a partir del
area dada del cuadrado pequeno tendra 0,25 puntos.

Si calcula correctamente el perimetro del cuadrado grande a
partir del perimetro del pequefio, el cual se tiene que hallar
previamente, tendra 0,5 puntos.

Si el problema se resuelve de alguna forma diferente a las
propuestas, se calificara siguiendo los siguientes criterios:

Por fallos en las tareas principales podremos quitar hasta un
100% de la puntuacion.

Por fallos en las tareas auxiliares podremos quitar hasta un 67%
de la puntuacion.

Por fallos en las tareas auxiliares generales podremos quitar
hasta un 33% de la puntuacion.

Nota: Para cualquier procedimiento escogido por el alumnado, por
errores en operaciones aritméticas y algebraicas se podra quitar
hasta un 33%.
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3. Responde a las siguientes cuestiones sabiendo que los lados BC y DE
de los siguientes triAngulos son paralelos. Justifica todas tus repuestas. (2
puntos)
a) ¢Los triangulos ADE y ABC estan en posicion de Thales? (0,5 puntos)

b) Calcula la medida del segmento BC. (0,75 puntos)
c) Halla la medida de los angulos D y E sabiendo que 4 = 45°, B = 80,5°y

C = 54,5° (0,25 puntos)
d) Halla la razén de semejanza de los triangulos ADE y ABC. (0,75 puntos)

1) Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes.
Campo de

problemas 2) Razon de longitudes y areas.

4) Teorema de Thales.

e Criterios de semejanza de triangulos. Dos triangulos, ABC y
A'B'C', son semejantes si:

e Razdn de semejanza: cociente entre la longitud de un lado de un
Técnicas poligono vy la longitud del lado correspondiente del otro poligono.
Si dos triangulos, ABC y A'B'C', son semejantes entonces
diremos que su razon de semejanza es:

AB _BC TA _

AB' BC CA

e Aplicacion del Teorema de Thales. Triangulos en posicion de
Thales.
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Tecnologias

e Propiedades de los triangulos.

e Definicion de semejanza.

e Teorema de Thales.

e Definicion de "triangulos en posicion de Thales".

Tareas principales:

e Saber cuando dos triangulos estan en posicién de Thales.
e Entender el concepto de semejanza y de razén de
semejanza.

.Ta.reas e Conocer las caracteristicas que se tienen que cumplir para
prmclﬁales y poder usar el Teorema de Thales.
xiliar .
auxiliares e Conocer la formula del Teorema de Thales.
e Comprender para qué se usa el Teorema de Thales.
Tareas auxiliares especificas:
e Saber que cuando dos triangulos estan en posicion de
Thales, estos son semejantes.
e Aplicar correctamente la formula del Teorema de Thales.
e Aplicar correctamente la formula de la razén de semejanza.
Tareas auxiliares generales:
e Operaciones aritméticas y algebraicas.
Est.MA.3.4.1. Reconoce figuras semejantes y calcula la razén de
Estandares seme!anza y la razén de superficies y volimenes de figuras
de semejantes.

aprendizaje

Est.MAAC.3.2.3. Reconoce triangulos semejantes y, en situaciones
de semejanza, utiliza el teorema de Tales para el calculo indirecto de
longitudes en contextos diversos.

Posibles
respuestas
correctas

a) Si, los triangulos ADE y ABC estan en posicion de Thales porque

ambos tienen un angulo comun, 4, y los lados opuestos a este
angulo, BC y DE, son paralelos.

b) Para calcular el lado BC, los alumnos podrian realizar algunos de
los siguientes procedimientos:
e Utilizando el Teorema de Thales:
6 5+6 4,8'11
—=— -5 x=—"-+=88
4,8 x 6
e Como los triangulos estan en posicion de Thales, entonces
ambos son semejantes. Observamos que la razéon de

semejanza de los triangulos ADE y ABC es %.Por lo tanto,
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48_6 11-4,8
= >
x 11 6

=8,8

e Primero, hallar el lado BD: 5,67-%= 10,395. Después, utilizar
este dato para realizar la misma operacion que

anteriormente:

48 5,67 4,8-10,395 oy

—= - x = ——— = 8,8. Aunque esta solucion es
x 10,395 5,67

correcta, observamos que el camino escogido para la
resolucion del problema no es 6ptima ya que no aprovecha
toda la informacion dada en el enunciado.

c) Afirmarque D = B = 80,5°y £ = C = 54,5° porque los dos
triangulos estan en posicion de Thales, o bien, porque han
comprobado numéricamente que son semejantes.

d) La razén de semejanza de los triangulos ADE y ABC es:
6 48
11 88

~ (0,545

Posibles
errores

a) Afirmar que no se puede saber si dos triangulos estan en posicion
de Thales hasta que se calcule el valor de x y de esta manera
verifiquemos que los triangulos son semejantes.

b) No aplicar correctamente el Teorema de Thales. Por ejemplo, un
error frecuente seria la siguiente generalizacion:

6 5 4,8'5_
—==sx=——=4
48 x 6

— Posiblemente, los alumnos también tengan dificultades con las
operaciones aritméticas y algebraicas.

— Asimismo, es probable que no seleccionen correctamente los
datos necesarios para resolver el problema y/o utilizar datos
innecesarios.

¢) Como la suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°,

~ =~ 180°-A
entonces D=E= S

— Ademas, es probable que al intentar calcular los angulos
desconocidos acaben con que la suma de los angulos interiores
del triangulo sea mayor o menor que 180°.

d) Calcular la razén de semejanza de ABC y ADE en vez de la ADE
y ABC:
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11 88
6 48

~ 1,833

- Si los alumnos deciden dar una respuesta aproximada, redondear
mal o incluso redondear a las unidades:

6 4.8

11 88

~ (0,545) ~ 1

Criterios de
Calificacion

La pregunta valdra 2 puntos repartidos de la siguiente manera en los
diferentes apartados propuestos:

a) 0,5
b) 0,75
c) 0,25
d) 0,75

e Por fallos en las tareas principales podremos quitar hasta un
100% de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares podremos quitar hasta un 67%
de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares generales podremos quitar
hasta un 33% de la puntuacion.

Nota: Si las respuestas no estan justificadas de alguna manera, ya
sea de manera tedrica o con las correspondientes operaciones,
podremos quitar hasta el 100% de la puntuacion de dicho apartado.
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4. Responde y justifica las siguientes cuestiones. (2 puntos)

a) Una habitacion esta representada a escala 1:50 en centimetros. Si la
cama mide de largo 30 mm en el plano, ¢ cuanto medira en la
realidad? (0,60 puntos)

b) Si hay una estanteria que mide 2 metros de largo, ; cuanto medira en el
plano? (0,60 puntos)

c) Si la puerta de la habitacién mide 81 cm en la realidad. ¢ Cual seria la
escala del plano si en él midiera 1,5 cm? ;Es una escala de

reduccién o de ampliacion? (0,80 puntos)
Campo de 3) Escalas
problemas

Definicion de escala como: razén de semejanza entre la figura
representada y la figura original.
Distancia en la representacion

Técnicas =

Distancia en la realidad

e La notacién de la escala numérica dependiendo de si es una
escala de ampliacion, reduccion o natural.

Tecnologias ¢ Definicién de razén de semejanza.

¢ Clasificacion de escalas: escala de reduccion, ampliacién vy
natural.

Tareas principales:

Tareas e Entender el concepto de escala como el cociente de las
principales y medidas de un objeto representado en, este caso, un plano por
auxiliares las medidas de dicho objeto en la realidad.

e Conocer la férmula de razén de semejanza.
¢ Interpretar correctamente la notacién numérica de la escala.

e Saber que hay que poner todos los datos del enunciado a una
misma unidad de medida.

Tareas auxiliares especificas:

e Calcular correctamente los cambios de unidad necesarios.
e Calcular correctamente la escala.
e Calcular correctamente la razén de semejanza.

Tareas auxiliares generales:

e Operaciones aritméticas y algebraicas
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Estandares
de
aprendizaje

Est.MA.3.4.2. Utiliza la escala para resolver problemas de la vida
cotidiana sobre planos, mapas y otros contextos de semejanza.

Posibles
respuestas
correctas

a) En el plano, la cama mide 30 mm = 3 cm. Por lo tanto, en la
realidad, la cama medira 3 - 50 = 150 cm

b) En la realidad, la estanteria mide 2 m = 200 cm. Por lo tanto, en el
plano, la estanteria medira 200/50 = 4 cm

Ambos apartados lo pueden realizar de diversas maneras:

— Utilizando el propio concepto de escala. En este caso, 1 cm en
el plano corresponde a 50 centimetros en la realidad. Asi
pues, por ejemplo en el apartado a), si en el plano la cama
mide 3 cm, tendremos que multiplicar por 50 para hallar
cuantos centimetros mide en la realidad. De la misma manera,
dividiremos por 50 si la medida que nos dan es la real y nos
pide la del plano.

Por regla de tres (directa): Distancia plano — Distancia realidad

50-3 2001
1-50 =225 e 1- 50 ‘= —a

35 X 1 X — 200 50

¢) La puerta, en la realidad mide 81 cm de largo y en el plano 1,5
cm. Calculemos la razén de semejanza: % = 54. Por lo tanto, la

escala de dicho plano estara a 1:54 en cm. Es una escala de
reduccion.

Del mismo modo que anteriormente, los alumnos puede realizar una
regla de tres directa:

1,5 - 81 1-81

- = 54
=5

1- X

Posibles
errores

e Confusién con la notacién de la escala numérica dependiendo de
si es una escala de ampliacion o reduccion. En este caso, que
asocien la escala 1:50 a que 1 centimetro en la realidad
corresponden a 50 centimetros en la el plano.

e Errores con los cambios de unidad.
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¢ No realizar ningun cambio de unidad por no tenerlas en cuenta.

¢ Vincular la escala a una unica unidad de medida.

Criterios de
Calificacion

La pregunta valdra 2 puntos repartidos de la siguiente manera en los
diferentes apartados:

a) 0,60 puntos
b) 0,60 puntos
¢) 0,80 puntos (la primera pregunta 0,5 y la segunda 0,3)

e Por fallos en las tareas principales podremos quitar hasta un
100% de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares podremos quitar hasta un 67%
de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares generales podremos quitar
hasta un 33% de la puntuacion.
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5. Calcula la altura de un arbol que proyecta una sombra de 12 metros en
el momento en que otro arbol que mide 2,5 m proyecta una sombra de 4 metros.

Dibuja una representacién del problema. (2 puntos)

Campo de 7) Distancias inaccesibles
problemas
e Foérmula del teorema de Thales:
o (4B _BC
A/ \A, . 4A’B’ B'C’ AB B BC
B / \B, |15 AB  BC
b kAIBI - AICI
Técnicas c ¢ .

e Tridngulos en posicién de Thales:

representada y la figura original.

Distancia en la representacion

Distancia en la realidad

Definicion de escala como: razén de semejanza entre la figura

Tecnologias

Definicion de semejanza.

e Teorema de Thales.

Definicion de razoén de semejanza.

Tareas
principales y
auxiliares

Debido a que existen varias maneras de resolver este problema,
pondremos todas las tareas principales y auxiliares de los diferentes
caminos en el mismo bloque. No obstante, si procedimiento elegido
por el alumno no abarca algunas de las tareas mencionadas,
simplemente no se tendran en cuenta.

Tareas principales:

e Reconocer que los triangulos que se proponen en el problema

son semejantes.

e Comprender el concepto de posicion de Thales.

o Utilizar un método idéneo para la resolucién del problema.

e Comprender el concepto de razén de semejanza

e Conocer la formula de razén de semejanza entre dos figuras

semejantes.

e Entender el concepto de escala
e Conocer las caracteristicas que se tienen que cumplir para
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poder usar el Teorema de Thales.
e Conocer la formula del Teorema de Thales.
e Comprender para qué se usa el Teorema de Thales.

Tareas auxiliares especificas:

e Aplicar correctamente la férmula del Teorema de Thales.

e Aplicar correctamente la formula de la razén de semejanza.

e Aplicar correctamente la formula del Teorema de Pitagoras.

e Conocer las caracteristicas que se tienen que cumplir para
poder usar el Teorema de Pitagoras.

Tareas auxiliares generales:
e Operaciones aritméticas y algebraicas

Estandares
de
aprendizaje

Est.MAAP.3.2.2. Reconoce triangulos semejantes, y en situaciones
de semejanza utiliza el teorema de Thales para el calculo indirecto
de longitudes.

Est.MA.1.2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).

Est.MA.1.6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o problemas
dentro del campo de las matematicas.

Posibles
respuestas
correctas

La respuesta correcta al problema es el siguiente

4
25 x

Los alumnos pueden realizarlo
de varias maneras:

12 m

— Con ayuda del Teorema de Thales y el concepto de la posicién
de Tales.

— Hallando la razéon de semejanza de ambos arboles para
finalmente calcular la altura del segundo. Para este caso, los
alumnos deberian comprender que los triangulos que se forman
con la altura de los arboles y la proyeccién de sus sombras son
semejantes.

, . , 12
En este caso, la razén de semejanza seria: Vi 3. Por lo tanto,
la altura de arbol grande sera: 2,5-3=75m
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— Haciendo uso del Teorema de Pitagoras. Este procedimiento
muy poco probable que los alumnos lo realicen. al mismo
tiempo, es poco éptimo ya que se pierde mas tiempo de lo
normal y es mas facil que surjan errores de calculos.

En primer lugar, se hallaria la hipotenusa del triangulo
rectangulo pequefio: p? = 4% + 2,52 = 22,25 - p =,/22,25.
Como la razén de semejanza entre ambos triangulos era 3,
entonces la hipotenusa del triangulo rectangulo grande sera:

322,25 -

Después volvemos a aplicar el Teorema de Pitagoras pero esta
vez al triangulo grande: (3,/22,25)2 =x? + 122 - x=75m

— Uso incorrecto del Teorema de Thales. En este caso, que lo
generalicen y afirmen que:

4 (12-4)
Posibles 25  x
errores

— Dibujar incorrectamente la representacion del enunciado del
problema y por tanto realizar errébneamente el problema.

— No reconocer que los triangulos formados por los arboles y la
proyeccion de sus sombras son triangulos semejantes (posicion
de Thales) y por tanto no realizar ninguno de los métodos vistos
anteriormente.

— Equivocarse en los calculos, sobre todo si se toma el camino del
Teorema de Pitagoras.

La pregunta valdra 2 puntos. Daremos 0,5 puntos por realizar
correctamente la representacion del enunciado y 1,5 por la
realizacion del resto del problema.
Criterios de o _
Calificacién e Por fallos en las tareas principales podremos quitar hasta un

100% de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares podremos quitar hasta un
67% de la puntuacion.

e Por fallos en las tareas auxiliares generales podremos quitar
hasta un 33% de la puntuacion.

Nota: Se valorara muy positivamente que los alumnos justifiquen
que los triangulos son semejantes ayudandose de "la posicion de
Thales" para justificarlo. Puesto que esto no se pide explicitamente
en el problema, se premiara subiendo hasta un 10% de la
puntuacion.
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H.2 Comunicacién y gestidon en clase de los resultados obtenidos en la
prueba

Rochera, Colomina y Barbera (2001) analizan cuatro situaciones de evaluacion
en el area de Matematicas que abarcan pruebas escritas junto con sus
correspondientes actividades de explotacién posterior para "optimizar los aprendizajes
de los alumnos a partir de los resultados de evaluacion en Matematicas" (p. 33).

Nosotros nos guiaremos por la segunda situacion expuesta en el articulo.

A mi parecer, es necesario proponer actividades y tareas de evaluacion, la
cuales en su conjunto podemos identificarlas como situaciéon de evaluacién, "que
proporcionen a los alumnos participar de una manera mas activa haciéndoles cada
vez mas responsables de su propio aprendizaje" (Rochera, Colomina y Barbera, 2001,
p. 34). Por este motivo, la comunicacion y gestion en clase de los resultados obtenidos
en la prueba escrita se desarrollara de la siguiente:

e Primero, el docente propondra actividades preparatorias previas a la prueba
escrita. Dichas actividades se expondran en el T.F.M.

e Posteriormente, el alumnado realizara la prueba escrita propuesta en el
apartado anterior. Dicha prueba se desarrollara al final del tema y durara 50
minutos, es decir, la sesidn de clase entera.

e Después, el profesor realizara, fuera del aula, una actividad de correccion de
dicha prueba escrita.

e Por ultimo, se realizara una actividad de comunicacion (10 minutos) y una
actividad de aprovechamiento (40 minutos) que se efectuaran en la misma

sesion de clase.

En la actividad de correccion, el profesor corregira la prueba escrita aplicando
los criterios cuantitativos que considere oportunos. Es importante mencionar que estos
criterios, aunque se encuentren escritos en la propia prueba escrita, se comentaran

rapidamente al inicio de la misma.

En la actividad de comunicacion, el profesor repartira la prueba corregida a cada
alumno, para que estos puedan revisarla. Luego, en la actividad de aprovechamiento,
el profesor explicara y comentara en la pizarra tanto la resoluciéon de los diferentes
problemas propuestos en la prueba como de las principales respuestas y errores

cometidos por los alumnos.
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A lo largo de este proceso, los estudiantes seguiran las explicacion, preguntando
en algunos momentos sobre el contenido de los problemas. Evidentemente, el
profesor respondera a todas estas cuestiones. En consecuencia, probablemente
algunos alumnos reclamaran una revision de su nota. En estos casos, el profesor les
atendera individualmente y decidira si se deben modificar dichas calificaciones.

El foco de la actividad son los problemas que conforman la prueba escrita. El
cierre de la situacion de evaluacion se efectuara cuando el profesor conteste al ultimo

estudiante.

En conclusion, segun Rochera, Colomina y Barbera (2001):
el desarrollo de actividades posteriores a la realizacion de la prueba
escrita constituye una de las posibles vias para mejorar
pedagodgicamente el uso de la evaluacion pasando de una perspectiva
puntual, cuantitativa y estatica a otra mas amplia, dinamica y cualitativa
sobre las practicas de evaluacion, dirigida a regular y mejorar los

procesos de ensefanza y aprendizaje. (p. 43)
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H.3

Tarea a entregar: GeoGebra.

1. Divide un segmento de 10 centimetros en tres partes. La primera parte
tiene que ser el doble que la segunda, y la segunda el doble de la tercera. (5

puntos)
Campo de s
P 5) Divisién de segmentos
problemas
¢ Division de un segmento en partes proporcionales:
— Trazamos un segmento AB.
o — Trazamos una semirrecta de origen A y que forme con
Técnica

el segmento AB un angulo menor de 90°.

— Sobre esta semirrecta dibujamos los segmentos
proporcionales consecutivos que queremos obtener del
segmento AB.

— Unimos el extremos final del ultimo segmento con el
punto B, y trazamos paralelas a esta recta por los
extremos de los otros segmentos que hemos marcado
en la semirrecta.

Tecnologias

e Teorema de Thales

¢ Visualizacion de los propios segmentos proporcionales junto a
su medicion.

Tareas principales:

Tareas e Usar el método idéneo para la divisién de segmentos

rincipales . -
P p y Tareas auxiliares especificas:

auxiliares .

e Manejar adecuadamente GeoGebra (saber representar
segmentos, semirrectas, paralelas, etc.)
Est.MAAP.3.2.1. Divide un segmento en partes proporcionales a
Estandares otros dados. Es’EabIece reIaC|ones’ de proporcpnalldad entre los
de elementos homdlogos de dos poligonos semejantes.

aprendizaje

Est.MA.1.11.3. Disefa representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la utilizacién
de medios tecnoldgicos.

Posibles
respuestas
correctas

Usando la técnica de division de un segmentos en partes
proporcionales acaben dibujando la siguiente representacion:
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Usando la técnica de division de un segmento en partes iguales. No
obstante, tendran que saber que necesitan en la semirrecta 7
segmentos iguales para posteriormente representar que la primera
parte del segmento original tiene que ser el doble de la segunda, y la
segunda el doble de la tercera.

Posibles
errores

— No saber cual es el procedimiento para dividir un segmento en
partes proporcionales e intentar hacerlo directamente con la
regla.

— Utilizar el procedimiento de division de un segmento en partes
iguales pero finalmente dividir dicho segmento en partes iguales

sin tener en cuenta la Ultima condicion del enunciado.

— No saber manejar correctamente GeoGebra.

Criterios de
Calificacion

La pregunta valdra 5 puntos.

e Conseguiran un 20% si dibujan correctamente el segmento
de 10 cm y otro segmento AX que forme menos de 90° con
respecto al primero.

e Conseguiran un 40% si dividen correctamente el segmento
AX en 7 partes iguales

e Conseguiran un 10% si escogen correctamente la medida de
cada segmento sobre el segmento AX, es decir, el primero
tiene que medir el doble que el segundo, y el segundo el
doble que el tercero.

e Conseguiran un 50% si directamente dividen el segmento AX
en las partes proporcionales correspondientes.

e Conseguiran un 15% si unen correctamente los extremos del
ultimo segmento representado en el segmento AX con el
extremo del segmento original AB, es decir, con el punto B.

e Conseguiran un 15% si dibujan correctamente las paralelas.
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2. Construye mediante el método de construccion de poligonos
semejantes por homotecia, un poligono semejante al siguiente, con razén de

. 3
semejanzak = P

Campo de 6) Construccién de poligonos semejantes
problemas
Técnica e Construir de un poligono semejante por homotecia.

¢ Definicién de poligonos semejantes

o Definicién de semejanza

¢ Definiciéon de homotecia

e Posicion de Thales

¢ Visualizacion de poligonos semejantes

Tecnologias

Tareas principales:

e Utilizar el método idéneo
e Identificar un punto, por ejemplo O, como centro de la

homotecia.
e Segun la razéon de semejanza, multiplicar el segmento de la
Tareas unién del punto O con cada vértice del poligono de manera que:
principales y que OA'=k-04,0B' =k-0B, OC =k-0C,0D =k-0D y
auxiliares OE =k-OE

Tareas auxiliares especificas:
¢ Unir el punto O con los vértices del poligono original.
o Unir los vértices del poligono construido teniendo en cuenta que
el lado AB tiene que ser paralelo con el lado A'B', el lado BC con
el B'C, y asi sucesivamente.

Tareas auxiliares generales:
e Usar correctamente la regla, es decir, lineas rectas.

Estandares
de
aprendizaje

Est.MAAC.3.4.2. Genera creaciones propias mediante la
composicion de movimientos, empleando herramientas tecnolégicas
cuando sea necesario.

Est.MA.1.11.3. Disefa representaciones graficas para explicar el
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proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la utilizacion
de medios tecnologicos.

Posibles
respuestas
correctas

Unicamente hemos ensefiando en el aula un método de
construccion de poligonos semejantes. Puesto que pedimos
explicitamente que lo utilicen, no hay mas posibles maneras de que
lo puedan realizar. No obstante, las diferentes respuestas de los
alumnos residiran en el punto que hayan escogido como centro de

homotecia O.

Si O es un punto exterior al poligono:

-:-. II|EE F' I -::.-\.
| R N
e oW

Si O es un punto interior al poligono:

Si O es uno de los vértices del poligono:

5d
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Posibles
errores

o No emplear correctamente la homotecia.

e Equivocarse con la razén de semejanza dada (k=3/2).

e El poligono construido no sea semejante al original.

¢ No utilizar el método de construccién de poligonos semejantes
por homotecia e intentar dibujar una réplica a "mano alzada" en
GeoGebra.

Criterios de
Calificacion

La pregunta valdra 5 puntos.

Conseguiran un 25% de la puntuacion representan el centro
de la homotecia y unen dicho punto con los vértices del
poligono original.

Conseguiran un 50% si calculan correctamente la razén de
semejanza multiplicando de esta manera los segmentos para
conseguir el primer vértice del nuevo poligono.

Conseguiran un 15% si manifiestan los otros cuatro vértices,
ya sea por medio de segmentos paralelos o realizando las
mismas cuentas que para conseguir el primer vértice.
Conseguiran un 10% si unen todos los vértices del nuevo
poligono semejante.

Nota: se quitara el 100% de la puntuacion si no ha realizado el
método de construccién por homotecia demandado.
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J. Anexos

= Anexo I: Soluciones de la prueba inicial diagnéstica

Problema 1
ACUTANGULOS RECTANGULOS OBTUSANGULOS
Tres dngulos Un dngulo Un dngulo
agudos. recto. obtuso.
i ~ / ‘-.\
EQ T].mos AN No existe. No existe.
2 Tres lados iguales. b
» ISOSCELES
= )
E Dos lados iguales.
I
=
o ESCALENOS
Tres lados desiguales.
Problema 2

El angulo que se forma al unir los tres vértices de cualquier triangulo siempre es 180°.

Problema 3

a) Secantes b) Secantes c) Paralelas d) Perpendiculares e) Paralelas
¢ Dos rectas son secantes cuando se cortan en un punto.
e Dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse forman cuatro angulos

iguales de 90°.

Problema 4

a) A= b-h= (0,7m)(0,4m)= 0,28 m?

b) A= [2= (0,15 m)? = 0,0225 m?

A= (B+b)-h_ (16m+8m)(10m)
T2

d) = 120 m?
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Problema 5

i. x=20 ii.. x= 26
iii. x=-9 iv. x=25
Problema 6
a) 8272 € b) 128,57 litros

301 5
Gl =
21 7
12 4 |1

| B ;|m

1ol i oo
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= Anexo ll: Elementos de Euclides, Libro VI

En el libro VI de Los Elementos, se establecen:
1. Los teoremas fundamentales de los triangulos semejantes
2. Los teoremas fundamentales de las construcciones de la tercera, la cuarta
y la media proporcional
3. Una solucién geométrica a las ecuaciones cuadraticas
4. La proposicidn concerniente a que la bisectriz interna del angulo de un
triangulo divide el lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los

otros dos lados

Nosotros nos centraremos en las proposiciones relacionadas con el teorema de
Thales y los criterios de semejanza de triangulos. Para ello, haremos uso de la edicidon
de 1847, realizada por el matematico Oliver Byrne, del tratado matematico y
geomeétrico de Euclides, Elementos. Este libro, llamado "Los primeros seis libros de los
Elementos de Euclides", lo caracterizan por ser una obra del arte y de la ciencia a
causa su belleza tanto en la audacia de sus figuras y diagramas rojos, amarillos y
azules como a la precisién matematica de sus teorias. Efectivamente, el autor no se
contenta con confiar sélo en la estructura "légica" supuestamente intuitiva de los

axiomas y teoremas, sino que los traduce a diagramas y simbolos coloridos.
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Proposicion 2. Si se dibuja una

triangulo, cortard proporcionalmente

los

recta paralela a uno de los lados de un

lados del triangulo. Y si se cortan

proporcionalmente los lados de un triangulo, la recta que une los puntos de seccion

sera paralela al lado que queda del triangulo.

214

e
.
»
a®
-
-

i
I
1) £y

BOOK ¥VI. PROP. iI. THEOR.

R g firaight [ing ee——

) be drawn parallel ¢ any
: Side amssmcmmmn of g ppi
=8| angle, it frall cut the other

LT PP T Ty Y

fides, or thefé fides produced, inte pro-
porﬂwmfj;gmeafj

And if any flraight line ee———
divide the fides of a triangle, or thofi
Jides produced, into proportional fig-
mienits, it is parallel to the remaining
-ff,:'g emrernvEmEm,

(Byrne, 1847, p. 214)

Demostracion.

PART 1.

Lot e— " srenmnn, then {hall

. 1
i . 4 WeaRiamay

LR}
W
sa TEEMBINE .

Draw and

-7

# - "
%
l : : :;*'l“‘ G T— Laansiew (B. b, pl"l];
; v %

(B. 5.pr. 1),

PART 1I.

| 7] — TFPTPPPITE ¥ S—" 2 sammmee.,

then =———— || e=smsam-,

Let the fame conftruétion remain,

becauft ——— f eramamaas f '

[{B.b pr. 1);
and cesmmmm= § sider ssamms 33 : . ’ |

e, |
[ C L TE L H-CTETETTEE i L = (hyp.),

but they are on the fame bafe assmsvms , and at the
fame fide of it, and

o —— " CLLCTTTTTTY (B, 1. pr. ';(‘;:1

Q. E. D.

(Byrne, 1847, pp. 124-125)
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Proposicion 4. En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden a los

angulos iguales son proporcionales y los lados que subtienden a los angulos iguales

son correspondientes.

f’ I} = . .
" N equtangular tri-
"f
.~ .:rrzgfﬂ ( ,ﬁ
-
.'.p" ‘4"" o

"J.- ; * Y n‘-".’.i.l!ll o lll-b-—-".} h"u ff:fr‘;
o H“. about the equal angles are pro-

# . . ;
Nl s, portional, and the fides which are

{ sppsfite ta the equal angles are

(Byrne, 1847, p. 218)

and that the triangles lying at the fame fide of that ftraight

line, may have the equal angles not conterminous,

Demostracion.
Let the equiangular triangles be fo placed that two fides | and fince - (B. 1. pr. 34)
— . e 3 smssanmes ; a[]d b:f
ey = mmmma oppofite to equal angles C and | alternation, mem— — eessasnn ] nissansn
(B. 5. pr. 16).

é may be conterminous, and in the fame ftraight line;

In like manner it may be fhown, that

——  mSEmEde O e— s Illl'llll-llllll;

and by alternation, that

i. €. ‘ DPPOHIE to _4-”. .,;md ‘ to ‘. . .y . 1llu|nn;

but it has been already proved that

Draw weesesssns and wmss,  Then, becaufe : S 4 ———— .
‘ . and therefore, ex @quali,
e “ LT [:H | pr' 25) : :: PR : ...... FaEEs
and ﬂ}f 1 i[]\l‘f ﬂ'aj‘Oﬂ, OTTTTITTT || — --"~-' (B- 5_ pr' 22)j
/ : /‘ therefore the fides about the equal angles are proportional,
v hsrnnisann /152 parallelogram, and thofe which are oppofite to the equal angles
But g e g el are homologous,

(B. 6. pr. 2); Q.E.D.

(Byrne, 1847, pp. 128-129)
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Proposicion 6. Si dos triangulos tienen un angulo igual el uno del otro, y tienen

proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos seran
equidangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes.

l‘ﬁ"

4 ELT - "" -'|
- F e triangles |

AII#III;‘.

| and A} have one

A angle ( ‘ ) of the ome, equal to on

\ angle [ﬂ} of the sther, and the fides
& about the equal angles proportional, the
‘,*“___““"& triangles fhall be equiangular, and have
' thefe angles equal which the homologons
' ﬁfft'fjifﬂ}!t’ﬂ{f.
(Byrne, 1847, p. 222)

Demostracion.
From the extremities 0f s one of the fides : :
in every refpect.
of A . about a draw {B ]
..... e and ssssses . making

But ‘ — ‘ {conft.),
': ‘._;md': ‘;lhen': '.;.nd.'.AZ ‘;and

(B. 1. pr. 32), and two triangles being equiangular,

seseasee ! sememtinim 3% wismeien * s fince alﬁ)a - ‘..

(B. 6. pr. 4); 4 :
pr- 4) - @ (B. 1. pr. 32);
BUE cusaniinons B .t . {h}'p.).‘
“"\.
-'q ........... . e . ﬂl}d e -ﬁ.:lli"':t and are cquianglﬂar’ Wilh
85 pr 1),

their equal angles oppofite to homologous fides,

Q.E.D.

(Byrne, 1847, pp. 222-223)
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Proposiciéon 7. Si dos triangulos tienen un angulo igual el uno del otro y tienen
proporcionales los lados que comprenden a los otros angulos, y tienen los angulos que
quedan de manera aparejada menores 0 no menores a un angulo recto, los triangulos

seran equiangulos y tendran iguales los angulos que comprenden los lados
proporcionales.

“~. and
A

1 v ) have one angle in
“: each equal | /\ equal to ‘ Yy the

Sfides about two other angles proportional

-.":I{—= )

and each of the remaining angles ( ‘

and A ) enther lefs or not lefs than a

— e ¥
CL -

right angle, the triangles are eguiangular, and thefe angles
are equal absut which the fides are proportiznal.

(Byrne,

Demostracion.

1847, p. 224)

are each lefs than a right angle: then if it be fuppofed

that A and A contained by the proportional fides,

are not equal, let A be the greater, and make
Becaule ‘ = /\ (hyp.), and Q = Q, (conit.)
= 4\ (B. 1. pr. 32);

-
-

Firft let it be affumed that the angles ‘ and 4‘

tqual angles proportional. (B. 6. pr. 4).

But ‘ is lefs than a right angle (hyp.)

& ‘ is lefs than a right angle; and .2,

. muit
be greater than a right angle (B. 1. pr. 13), but it has been

proved = A and therefore lefs than a right angle,

which is abfurd. ,°, 4 and Q are not uncqual ;

.. they are equal, and fince ‘ — /\ (hyp.)
s ‘ = 4 (B. 1. pr. 32), and therefore the tri-

angles are equiangular.

But if ‘ and A be affumed to be each not lefs

than a right angle, it may be proved as before, that the
triangles are equiangular, and have the fides about the

(Byrne, 1847, pp. 224-225)
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Proposicion 19. Los triangulos semejantes guardan entre si la razén duplicada

de sus lados correspondientes.

el [ MILAR trian-

S‘J";'J' {

y

anather in the duplicate rati
of their homologous fides.

and are fo one

(Byrne, 1847, p. 241)

Demostracion.

Let A and ‘ he equal angles, and seesss smm—

AN e homologous fides of the fimilar triangles

and ANA 01 =sesusmmmmmm the preater

of thefe lines take wsssss a third proportional, fo that

111 b :: : lIlnn“n;
draw ’
(B. 6. pr. 4);
(B. 5. pr. 16, alt.},
|"J|_]|: EEE 1 ) HnnErEm (CU[”‘L.],
o, e b Rl 7 e— confe-

quently for they have the fides about

the equal angles ‘ and ‘ reciprocally proportional

(B. 6. pr.13);

AN

(B. 5 pr. 7);

! aee e—

H

= mmrmane

but

(B. 6. pr. 1),

T — ——
that is to fay, the triangles are to one another in the dupli-
cate ratio of their homologous fides

and (B. 5. def. 11).

Q. E. D.

(Byrne, 1847, pp. 241-242)

144




	A. Introducción y justificación
	B. Definición del objeto matemático
	B.1 Objeto matemático a enseñar, curso y asignatura en la que lo sitúas.
	B.2 Introducción del objeto matemático en el aula.
	i. ¿Qué es la semejanza?
	ii. ¿Qué es el Teorema de Thales?

	B.3 ¿Qué campo de problemas, técnicas y tecnologías asociadas al objeto matemático pretendes enseñar?

	C. Estado de la enseñanza-aprendizaje del objeto matemático
	C.1. Justificación habitual de la introducción escolar del objeto matemático.
	C.2. Praxeología que se enseña en el aula y efectos que produce en el aprendizaje del alumno

	D. Conocimientos previos del alumno
	D.1 Conocimientos previos necesarios y vistos en la enseñanza anterior.
	D.2 Actividades sobre los conocimientos previos.

	E. Razón de ser de los objetos matemáticos
	E.1 Razón de ser histórica
	E.2 Razón de ser en el aula
	E.3 Obstáculos epistemológicos en la enseñanza
	E.4 Metodología
	E.5 Problemas de razón de ser

	F. Praxeología: campo de problemas, técnicas y tecnologías
	F.1 Campo de problemas 1: Semejanza. Propiedades de las figuras semejantes.
	F.2 Campo de problemas 2: Razón de longitudes y áreas
	F.3 Campo de problemas 3: Escalas
	F.4 Campo de problemas 4: Teorema de Thales
	F.5 Campo de problemas 5: División de segmentos.
	F.6 Campo de problemas 6: Construcción de polígonos semejantes.
	F.7 Campo de problemas 7: Distancias inaccesibles.

	G. Secuencia didáctica
	H. Evaluación
	H.1 Prueba escrita
	H.2 Comunicación y gestión en clase de los resultados obtenidos en la prueba
	H.3 Tarea a entregar: GeoGebra.

	I. Bibliografía
	J. Anexos
	 Anexo I: Soluciones de la prueba inicial diagnóstica
	 Anexo II: Elementos de Euclides, Libro VI


